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introduccidn

n la sociedad actual se hace cada vez mas necesario &l estudic de la teoria de la
robabilidad, ya que su gama de aplicaciones es muy amplia en diversos campos del
onocimiento humano. En estas notas se tratan ios conceptos elementales de esta parie de
- matematica. El material esid dedicado a persenas de nivel bachillerato y su lectura
quiere (nicamente conocimientos de algebra elemental,

2 teoria de conjunios es una herramienta necesaria para el estudio de la tzoria de la
robabilidad, por [o que ef primer capitulo trata de manera intuitiva este tema.

n el segundo capitulc se dan los concepios basicos de la teoria de la probabilidad, la
oncepcién  clésica, su interpretacidn frecuencial, su axiomatizacién, el concepio de
robabilidad condicional y el de eventos independientes.

| estudic de la probabilidad requiere del conteo de ios elementos de un conjunto, por lo que
3 hace necesario conocer técricas que ayuden a contar de manera eficiente, por lo que, ias
ases de esto se dan en el capitulo tercero.

n la teoria de la probabilidad se tienen modelos matematicos a los cuales se pueden ajustar
erios problemas que se presentan en la priciica, a ésfos se les llama distribuciones de
obabilidad, los cuaies se tratan en el capiiulo cuaric.

| capifulo quinto se dedica 2l estudio de un modelo matematico particularmente importante
nto en l2 probabilidad como en ia estadistica, la distribucion normal.

naimente, @n sl Ultimo capiiulo se hace un breve bosguejo del desarrolio de 1a teoriz de la
obabilidad, desde sus inicios, los cuales estan ligados a los juegos de azar y el surgimiento
> los conceptos principales hasta su axiomatizacion en la tercera década del siglo veinte.



1. CONJUNTCS

Jurante la segunda mitad del siglo XiX Georg Cantor (1845 - 1918) desarrollé [a teoria de
onjuntos, la cual se encuentra en la base de cuzlguier rama de la matematica modsrna. En
varticular, para estudiar la teoria de 1a probabilidad se hace necesario conocer la teoria de
onjunios,

=n este capitulo se desarrolla 12 teoria de comunios de manera intuitiva {ratando de gue se
sntienda el concepto de conjunio, el de subconjunto v gque se pueda operar con conjuntos
ara su posterior aplicacion en la teoria de iz probabilidad.



1.4 Conjunto y subconjunto

a nocion de conjunto es muy sencilla vy de hecho la ulilizamos en nuestra conversacion
liaria, asi, se puede hablar del conjunto de profesores de la UNAM, del conjunio de plansias
el sistema solar o del conjunto de automadviles que tienen placas del Distritoc Federal. Con el
in de esclarecer y formalizar la teoria de conjuntos, a continuacion se dan algunos concepios
asicos.

>onjunto. Es una coleccion de objetos bien definidos.

*ara designar a los conjuntos generaimente se utilizan letras maydsculas y para denotar a
0s elementos que lo integran se usan letras mindsculas.

jemplo 1.1
Jescribir el conjunto formacdo por las vocales.

i s& denota con V al conjuntc de las vocales, entonces se tiene que el conjunic V esta
ormado por los elementos a, ¢, i, 0 ¥ u. Esto se puede expresar de la manera siguiente:

V = {gei0 1)

ara denotar que g es un elemento del conjunto A o que e pertenece al conjunio A se utiliza
2 notacion aeA vy para denotar que el elemento ¢ no pertenece a este conjunio se usa la
otacion agA. De manera gue en el ejemplo anterior se puede observar que ¢ es un
lemento del comunio V, esto es, eeV, en cambio el elemento 4 no esta en el conjunto V, o

e v/
&a gue feV.

In conjuntc se puede describir enumerando los elementos que lo forman o bien dando
lguna propiedad comun a todos etios, tal como se muestra en los ejemplos que se dan a
ontinuacién.

iemplo 1.2
xpresar al conjunto de los planetas del sisiema solar:

) enumearando Ios elementos det conjunto;
) dando una propiedad de los elementos delf conjunto.



) Enumerando los elementos del conjunto:
P = {Mercurio, Venus, Tierra, Marte, Jipuer, Saturno, Urano, Neptuno, Plutén}
) Dando ura propiedad de los elementos del conjunto:
S = {x/xesun planeta del Sistems Solar}
)e manera que el conjunto S esta formado por todos aguellos elementos x gue fienen fa

ropiedad de ser planstas del sistema solar. Luego entonces los conjuntos P v S estan
ormiados por 10s mismos elementos, esto es, son dos conjuntos iguales, cseaque: P = 8.

gualdad de conjunios. Dos conjuntos A y B son iguales si ambos tienen los mismos
iementos.

iemple 1.3

har dos conjuntos iguales.

onsidérense los conjuntos siguientes:

C

{o,7,d ¢ n}

R ={ronde
'cdemos ver gue ambos lienen los mismos elementos y por [ {anto tenemos que:

0 =R

uando los elementos de un conjunio A son también alemenios de un conjunie B se dice que
. @sta contenido en B ¢ que B contiene al conjunic A o que A es subconjunio de B, v se
enctapor: AcB o BoA
ubconjunte. A es subconjunto de B si cada elemento de A es también un elemento de B.

los conjuntos se les puede representar graficamente mediante los diagramas de Venn-
uler, tal como se muestra a continuacion.



AcB

jemplo 1.4

ar des subconjuntos del conjunto A = {x{ x es una letra del alfabeto}.

os subcorjuntos de A son;
¥V = [x/xesvocal}
¢ = {x/xes consonania}

sto se puede ver en la grafica siguiente:

VcA v CchA

s elementos de ios conjuntos ¥ v C son también elementos de A, por lo fanto V y C son
ibeonjuntos de A, o sea que V< Ay que C « A; pero V no es subconjuntc de C, ya gue los
ementos de V no estan en C, de la misma manera podemos afirmar gue C no es
bconjunte de V, esto se puede expresar de manera simbdlicacomo: Ve CyC eV,



seneralmente cuando estamos realizande algin trabajo siempre hay un conjunic gue es el
as grande, el que tiene todos los elementos que necesitamos, el que contiene a los ofros
onjuntos, a este conjunto se Ie llama conjunts universal y se le denota con la letra U.

onjunto universal. Es el conjuntc mas extenso por el cual hay interds en un analisis
specifico.

| conjunto que no tiene elementos se le flama conjunto vacio y se le denota por &. A este
onjunio se fe considera subconjunto de cuaiquier conjunto.

onjunto vacio. Es el conjunto que no tiene elementos.

I conjunto A es subconjunto del conjunto universal U, por lo que se puede pensar en el

onjunto de elementos que estan en el conjunto universal perc gue no pertenecen al conjunto
, & este conjunio se le llama el complementc del conjunto A ¥ se le denota por A

ompiementc. El complemento de un conjunto A es el conjunto formado por los elementos
ue estan en el conjunto universal v que no estan en el conjunto A,
o cual se puede expresar de manera simbdlica de la manera siguiente:

A = xixelUyxeA)

| complemento del conjunto A es la parte sombreada en la grafica siguiente:




“jemplo 1.5

~onsidérense los conjuntos siguientes:
)= {x/xes letra de la palabra universcl vV = {e, 1, 0, u}. Encontrar el complemento de V.

] gomplemento de V es el conjunto formado por las letrag de la palabra universc que no
stan en el conjunto V, ¢ sea que 2l complemento de V es:

Vo= {mowr sk

\ continuacion se puede ver {a soiucién de maners grafica.

1.2 Operaciones con conjuntos

)os conjuntos se pueden unir, intersectar o encontrar su diferencia, ¢on lo cual se obtiene un
USYOo conjunto.

i se tiene un conjunic A vy un conjunto B, entonces podemos iener un nusvo conjunio
ymade por ios elemenios gue estén en ambos conjuntos a la vez, a ésie se le Hama
onjuntc A interseccion B y se denota por An B,

vtergseccién de conjuntos. La interseccién dei conjunto A con & conjunto B es el conjunto
rmado por los siementos Gue estan en ambos conjuntos.

ANB = {xixeAyxe B}



| drea sombreada en la gréfica siguiente representa la Interseccién de los conjuntos A v 8.

AnB

jemple 1.6

ncontrar la interseccién de los conjuntos D v E, donde:
) = {0,1,2,3,4 v E=1{3,456,78 9}

os elementos que estan en ambos conjuntos son 3 y 4, por lo que la interseccidn de estos
onjuntos es:

'wando se tiene un conjunto A y un conjunto B se puede formar un nusvo conj_unto formazc}!o
or los elementos que estan en algunc de los conjuntos, a este se le lama conjunto A unidn
v se denota port AU EB.



10
Jnién de conjuntes. La unidn del conjunto A con el conjunto B es @i conjunto formado por
s alementos que esian en alguno de los dos conjuntos.

AuB = ixixeAoxeB}

a parie sombreada en la gréafica siguienie representa iz unién de los conjunios Ay B.

AuB

Jjemple 1.7
incontrar la union de los conjuntos D y E del ejemplo 1.6
2 unién de los conjuntos Dy E es:

DUE = {0,1,2,8,4,5,6,7,8,9)

DuwE
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uzndo se tiene un conjunto A y un conjunio B, se puede hablar del conjunto formado por los
lementos que estan en el conjunto A perc que no estan en el conjunto B, esie conjunto es el
onjunto A - B.

iferencia de conjuntos. La diferencia del conjunto A con el conjunie B es 2! conjunto
rmado por los elementos que estan en el conjunto A v que no estan en e conjunio B.
A-B = xfxeAyxeB}

n la grafica que se da a continuacion se sombrea el conjunto A - B,

A B

jempic 1.8
ncontrar D - E, tomando los conjuntos del ejemplo 1.6.

| conjunto D - E esta formado por aguellos elementos que estan en O pero que no estan en
, asi que:

D-E = {012}

sto se puede observar en la gréfica siguiente:




a unién y la interseccién de dos conjuntos se relacionan mediante ias leves de distribucién
ue se dan z continuacién.

eyes de distribucidon. Peara cualesguiera conjunios A By C se tiene:

) An(BuUC) = (AnB) w{ANC)
) AUBNC) = (AUBINAUC)
jemplo 1.9

onsidérense los conjunios siguientes:

l {x { x @8 un nimero enterg, donda 5 < x < 20},
. {x { x es menor que 15},

{x / x &s mayor que 10},

{x  x @s numero par}.

ncontrar:

) An{(BuC)

} {AnB)w (AnC).

:

r

) Los nimeros mayores que 10 o paras forman la unién de B con C, con io cual tenemos
gue Bu C = {6 8 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19}. Si de esie conjunto se
seleccionan 1os nlimeros menores que 15 se tiens que;

An{BuC) = {6 8 10, 11, 12, 13, 14}
} Los nimeros menores que 15 y mayores que 10 son: A n B = {11, 12, 13, 14}, los
numeros pares v menores que 15 son A n C = {6, 8 10, 12, 14}, v la unidn de estos
conjuntos es:

(AnB)U(ANC) = {8, 8 10, 11, 12, 13, 14}

odemos notar que el resultado en ambos incisos s el mismo v que es una de las leyes de
stribucién, {al como se ilustra en el diagrama siguiente.

AnBUC) = (AnBIUANGC) = {8 8 10, 11, 12, 13, 14}
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& relacién mas importante que se da entre los complementios de dos conjuntos son las leves
je De Morgan que se dan a continuacion.

-eyes de De Morgan. Para cualesquiera conjuntos A v B se tiene:

) (AnBY = AuUB

oy (AUB) = ANB

=jempio 1.10

A partir de los conjuntos dei eiemplo anterior, encontrar:

3} (AN B),

) Alu B

) Tenemos que A ~ B = {11, 12, 13, 14}, luego entonces su complementio es:
{ABY = {67 8 9 10,15 18, 17, 18, 18}

3y Bl complemento de Aes: A= {15. 18, 17, 18, 18} y &l complemento de B es

3" = {6, 7, 8, 9, 10}, por lo que la unidn de estos conjunios queda de la manera sigulente:

AUB = {6,789 10,15, 16, 17, 18, 18}

A ‘Qfﬁr‘;@?ﬂem:ﬁmnmﬂmmgwhv TR e T VL
!?4.,' TR 2LIN PR U P ees] " -
H e - &

(AnB) = AUB = {67 89,10, 15, 16, 17, 18, 19}

*odemos observar que el resultado del inciso a es igual ai resultado del inciso b, o sea que
AnBy = AuUB.



Problemas

Considérense los conjuntos U={a, b, ¢, d, e, f. g hijk L, A={b,c d e v
= {g, 1, i, j, K}, enconirar:

\B';
AuB;

 AnNB;

- A-B;
B-A

Sean A={a b cdefglB={defghijlyC={ghijklmnk.
umerar los elementos de los conjuntos siguientes:

An{Buv C)

Au{BnC)

(AuB)y~G;

(AnB}UC;

(AwB)-(AnB)

Considérense los conjuntos siguientes:
{x/ x &s un numero entero positivc de un solo digito}
{x{x e Uy xes nimero primo}
= XixeUyx<5}
Conirar:
P MY
(P v M),
P oM,
(P~ M)

[

Conlosconmjuntos U={X/xesunnimeroenteroy 2 <x <8}, R={x/xeUyxz5ly 8
= {x/x e Uyxes nimero par 5}, encontrar:

R-8

RN S,

R-{Rn S8y

(R'- 8).

Expresar cada uno de los conjuntos siguienies por medic de un Unico simbole:
AN,
A AL
AU,
AUA.

Expresar cada uno de los conjunios siguientes mediante un simbolo diferente:
U
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2. PROBABILIDAD

| mundo real estd lleno de situaciones de incertidumbre, as cuales van desde los simples
egos de azar hasta problemas complejos de fisica, biologia, ingenierfa, ciencias sociales o
el munde de los negocios. La probabilidad proporciona una manera de medir la
certidumbre, de meadir que tan factible es que ocurra algo © que no ocura.

n este capitulo se da la definicion clésica de la probabilidad la cual se aplica sobre todo a
egos de azar, se utiliza la frecuencia relativa como una estimacién de la probabiiidad. se da
 definicién axiomatica de la probabilidad la cual convigrie a la ieoria de la probabilidad en
na ciencia moderna v finalmente se tratan los conceptos de probabilidad condicional y de
vantos independientes.



2.1 Fendmeno aleatorio

2 teoria de la probabilidad es una rama de las mateméticas que surge del estudio de ios
zndmenos aleatorios, fenémenos en los cuales no se puede predecir con exactitud cugl va a
er su resultado.

abemos que gi soltamoes una moneda &sta cae pero no sabemos que cara va a caer hacia
rriba; lo misme sucede &l lanzar un dado, tenemos ia certeza ¢ge Que va a casr perc no
abemos que cara va a caer hacia arriba; sabermos que cada uno de nosotros va a morir
70 no sabemos a que edad. Asi tenemos gue en nuesira vida diaria hay fenémenos que
snemos la certeza de su resultado, en cambio hay olros en lps cuales su resultado es
}cierto; 2 los primercs se les lama fendmenos deterministicos y a los segundos fendmenos
leatorios.

gnémeno deterministics. Es aguel an ¢! que bajo las mismas condiciones se obtiene e
nismo resultado.

jemplos:

} si soltamos un objeto este cae;

) si a cierta cantidad de agua al nivel del mar se le aplica una temperatura mayor de 100
grados centigrados, éstz se evapora;

) sisoitamos un objetc de un edificio de 28 m de altura podeimos saber &l tiempo que tarda
en Hegar al sueio.

‘'enémeno aleatoric. Es aquel en el cual no se puede predecir su resuliado, ya que, bajo las
fismas condiciones se pueden obtener resuliadoes difsrantes.

jempios:

)} resultado de lanzar uha moneda;

} resultado de lanzar un dado;

} resultade at extraer una caria en un juege de naipes;

} nimero de particulas emitidas por una sustancia radioactiva en un minuto;
j trayectoria de una particula de polen suspendida en agua.

odemos preguntamos por: ¢ nimerc de accidentes automovilisticos en lz Ciudad de
iéxico durante el mes de diciembre del presente afio, &l numerc de dias lluviosos durante el
arano proximo en la colonia en gue vivimos, el nimero de apagones en el CCH durante este
smesire, el numero de zurdos en nuestro grupe, el nimerc de llamadas felefdnicas que
weibiremos & proximo mes, la edad que va a vivir cada uno de nosotos, & ntmero de hijos
1e va a tener cada uno de nosotros, &l precio de los articulos de primerg necesidad para
aptiembre del proximo afio, el nimero de habitantes en la Republica Me);(tcang para el afo
310, la cantidad de maiz que se va & producic en nuestro pais para el afic proxime. Cada
10 de estos sucesos es incierto, no es posible predecir cual va a ser su resultado, es un
nomenc aleatorio.
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os resuitados de un fanémeno zleatoric son inciertos, sin embargo, cuands un fenémeno
leatorio se repite muchas veces es posible observar cierta regularidad en la frecuencia
lativa de sus resultados.

2.2 Probabilidad clésica ¢ a priori

a manera mas antigua de medir ja incertidumbre es con el concepto clasico de probabilidad,
ste surgib en ia segunda mitad de! siglo XVil como una aplicacién z los jusgos de azar, sin
mbargo, fue hasta 1812 en que Pierre Laplace lo planted de manera formal v se le conoce
omo ta definicion clasica de la probabilidad.

efinicién clasica de ia probabilidad. Si un fendmeno aleatoric admite un niimero finito de
osibles resultados y cada uno de ellos tiene las mismas posibilidades de ocurrir, entonces,
| probabilidad de gue ocurra un suceso E es ia proporcién del ndmero de casos favorables
| nimero de casos posibles.

5 definicion anterior se puede expresar de |z manera siguiente:

MNdmero de casos favorables
probabilidad =

Numero de casos posibles

& conveniente hacer notar que ésta no es una definicién en el sentido formal, va que es
rcular, puesto Gue para definir probabilidad se utiliza un sindénimo que es &l de posibiildad,
n embargo, nos da una forma sencilla para calcular probabilidades por lo gue a
yntinuacion se dan algunos ejemplos en los cuales se aplica este concepto.

jemplo 2.1

i se lanza una meneda bien balanceada, encontrar la probabilidad de que caiga aguila.

2 moneda tiene dos caras y podemos suponer que cada una tiene las mismas posibiidades
2 ccurris, juege entonces se tiene dos casos posibles y de esos nos interesa Unicamente Ia

wra que tiene aguila, por lo que, aplicande la definicion clasica de la probabilidad tenemos
le la probabilidad de gue caiga aguila ¢s:

1
propabilidad = —— = 0.5
2
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3 probabilidad de gue caiga aguila al lanzar una moneda es 0.5, pera si Unicamente se
nza una vez la moneda no tenemos elementos para saber si va a caer dguifa o sol ya que
s dos caras tienen las mismas posibilidades de ocurrir, pero si la moneda se lanza muchas
2ces entonces podemos esperar que "alrededor” del 50% de las veces caiga aguila.

emnplo 2.2
 se lanza un dado bien balanceado, encontrar 12 probabilidad de gue caiga un nimero par.
n este caso se tienen 6 posibles resultados. de los cuales nos interesan 3, puesto que los

imergs pares son: 2, 4, y 6. De manera que la probabiiidad que caiga nimero par es:

3
probabilidad = ——— = 0.5
&

2 definicidn clasica de probabilidad se aplica principalmente en juegos de azar, perc
mbién se puede utilizar cuando se hacen selecciones al azar, en donde cada uno de 108
ementos tienen las mismas posibilidades de ser seleccionado.

jemplo 2.3

n una caje se tienen 20 focos de los cuales cinco son defectuoses, si se escoge uno de
ios al azar, encontrar la probabilidad de que sea defectuoso.

e tisnen 20 posibilidades para sacar un foco v de éstas en cinco de los casos se exirae un
co defectusse, por lo gue la probabilidad de extraer un foco defectucso es:

robiemas

Una pieza de gjedrez se va

&
gus &sta sea colocada en un cuadro bianco.

En una bandeja hay 6 rebanadas de pastel de chocolate y cuatro de pastel de nuez. Siel
meserc toma una rebanade at azar, (cudl es la probabilidad de que sea de chocolate?

Si se lanza un dado bien balanceado, encontrar la probabilidad de que caiga:
un numere non;

3100 pmi I TTL A  pa Pn u) e
Ul DUmMmerc menors que s
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. Las letras de la palabra ESTADISTICA se escriben en arjetas, luego se saca una de ellas
al azar, encontrar ia probabilidad de que la tarjeta escogida tenga una vocal.

. Si de un conjunto de fichas de dominé se exirae una al azar, encontrar fa probabilidad de
gue sea mula.

3 Ung persona estd en la pianta baja de un edificio de 12 pisos, si sube al elevador v
oprime al azar un boldn, sncontrar la probabilidad de que el elevador se detenga en
aiguno de ios fres Gitimos pisos.

Una ruleta tiene inscrilos los ndmeros del 1 al 20, los cuales se encuentran iguaimente
‘ espaciados. Si se da vuelta a la ruieta, encontrar la probabilidad de que se detenga en:

) el nitmero 13;

) un numero primo.

. 8i de una baraja espaficla se exirae al azar una carta, encontrar la probabilidad de qus:
) sea copas;
) No sea rey.

. En una caja se tienen seis canicas rojas, cuatro blancas v dos azules, si 58 saca una
canica al azar, encondrar Iz probabilidad de que

) sea roja;

} no sea bianca.

0.En un librero se tienen 4 libros de fisica, 6 de matematicas v 8 de biclogia, si una persona
toma al azar uno de ellos, encontrar la probabifidad de que el libro seleccionado:

} sea de biologia;

) no sea de mateméticas.

2.3 Prebabilidad frecuencial o a posteriort

lasta ahora para calcular g probabilidad de que ocurra un suceso hemos supuesic que cada
no de los posibles resuftados de un fendémeno aleatorio tiene las mismas posibilidades de
currir, sin embarge, hay fendmenocs aleatorios en los cuales 2sto no sucede. Si lanzamos
na moneda defeciuosa, sf lanzamos un dado cargado, si fanzamos una tachuela; en cada
ne de estos casos podemos observar gue i0s posibles resuitados no lignen las mismas
osibilidades de ocurrir, no hay eguiprobabilidad en los posibles resultados y por lo tanto no
& puede apiicar la definicién ciasica de la probabiiidad. Tampoco se pueds apiicar si nes
reguntamos por la probabilidad de que cada unc de nosotros viva veinte afios mas o por Ia
robabilidad de que llueva ¢l dia 15 de diciembre de este afic. En todes estos casos se
ueden aprovechar las experiencias pasadas para poder estimar la probabilidad de que
surra alguno de estos sucesos.
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=l resultado de un fenémeno aleatoric es incierto, pero cuando éste se repite muchas veces
28 posible observar cierta estabilidad en la frecuencia relativa de sus resultados, ciera
egularidad estadistica. Asi tenemos que si un fenémenc aleatorio se repite n veces ¥ un
UCEsSC A ocurre en na de los resultados, entonces podemos estimar la probabilidad de que
cuira el suceso A mediante [a frecuencia relativa para A, esto es, mediante na/n, tal como
@ muestira en el gjemplo siguiente.

jemplo 2.4

b
3
Y
3
2]
2
]
@
@
o
3
N
O
Q,
@
3
<
8
n
o)
3
0]
=
[y
3
[= %
o
7]
o
)
@
@
7]
|
&
[=8
Q
@
@
&
=
®
3
=
[11]
4
L
o
»
»
»

a
. 5,5,8,3,3,a,8,a,4a8,23,5,8823,5$,5,2,5%5322232,85454a5,3s8 3,
, 8, 2,5,5,2,88,8a8,55,32,2,4,5,85°5854%525,585a528a:s5 :
8, 5,8,8228,8,8 4 88,88, 8, 3 Estimar la probabilidad de que czaiga aguila al
sia monedsa.

a
y &

>on los primeros diez resultados, esto es con: @, 8, €, 8, s, S, a, a, s, 5, podemos hacer la
abla siguiente:

Resultado | Frecuencia | Frecuencia relativa |
Aguila 4 0.40
Scl 8 0.60
Total 10 1.00

)¢ manera analoga si se toman los primeres veinte resultados se fiens:

Resultado | Frecuencia | Frecuencia refativa
Aguila 11 0.55
Sol S 0.45

| Total 20 1.00

i continuamos ¢on este procedimiento podemos obtener la tabia que se da a continuacién.

Nomero de | Frecuencia | Frecuencia | Frecuencia | Frecuencia
lanzamientos | aguilas soles relativa relativa
i aguilas soles
! 10 4 8 0.40 080 |
] 20 11 9 0.55 0.45
30 15 15 0.50 0.50
40 21 19 0.52 0.48
| 50 25 25 i 050 0.50
80 31 28 0.52 0.48
70 36 34 0.51 0.48
80 41 38 Q.51 0.49
90 44 48 0.4¢ 0.51
100 : 49 g1 0,49 0.8

i e | e B |
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r la gréfica que se muesira 2 continuacién podemos notar que a medida que aumenta &l
umero de lanzamienics la frecuencia relativa para las aguilas tiende a estabilizarse
rededor de 0.50, esto es, en la frecuencia relativa de las &guilas se observa una regulandad
stagistica alrededor de este nimero.

2 o0s0 -
E 0.50 _7%& =SS S
£ 040 - 3‘
5 030 :
& 0.20 ;
9 0.10 {
= 0.00 +—r—s o —

10 2D 30 40 s0 s0 7D 8 of 1o

Numero de lanzamienios

s{ tenamos que si se continda ianzande ia moneda de manera indefinida se puede esperar
ue la frecuencia relativa para las aguilas se estabilice alrededor de 0.50, que et la
robabilidad de obtener aguila al lanzar una vez la moneda.

| razonamiento gue se hizo parz las Aguilas se pusde hacer también para [os soles, de
1ianera que ta probabilidad de obtener sol al lanzar una moneda es iguat 2 0.5.

in embargo, si queremos ser objetivos, con los resultados obtenidos en este ejemplo
nicamente se puede estimar la probabilidad de obtener aguila o sol en el lanzamiente de
sta monedsa, esto eg, al lanzar 100 veces la moneda en 49 ocasiones cayd aguiia v 51
xcas cayd sol, de manera que la frecuencia relativa para las aguilas es 49/100 y para los
Jles es 51/100, asi que las probabilidad estimada para cada uno de estos resultados es:

probabilidad frecuencial de aguila = 0.49

y

probabilidad frecuenciai de sol = 0.51

2 probabilidad frecuencial es una estimacion de la probabilidad real, ia que se obtendria
nzando un numero infinito de veces la moneda, lo cual es imposible.



2 mansra general podemos decir gue cusnds un exparimanto aleatorio se realiza muchas
2ces bajo fas mismas condicicnes v la frecuencia relativa de la ocurrencia de un sucese E
e / n) tiende a estabilizarse alrededor de un nimero p, entonces este nimero se puede
ilizar para estimar la probabilidad de que ocurra of sucesc E.

jernple 2.5

n una muestra de 250 estudiantes que asisten 2 una universidad 65 de ellos practican el
‘etismo, estimar la probabiiidad de que un estudianie de esta universidad practique dicho
=porte.

2 probabilidad de gue un estudiante practique atietismo se puede estimar de la manera
guiente:

85
probabilidad frecuencial de que practique atletismo = —— = 026
250

3 necesaric recalcar que mientras mayor sea e ndmerg de observaciones cue se tengan
ara estimar |2 probabilidad, mas cerca estaremos de la probabilidad real.

roblemas

Lanzar 200 veces un dado y estimar la probabiiidad para cada una de sus caras.

Er una muestra de 1 338 automovilistas de una ciudad, se encontrd que solo 432 de gllos
llevaban puesto el cinturén de seguridad, estimar la probabilidad de que un automovilista
de esta ciudad use cinturdn de segurnidad.

De 1 958 personas que enfraron a una tienda departamentai 1 018 hicieron al menos una
compra, estimar la probabilidad de que una perscna gue entra en dicha tendza haga al

Una maguina produce tomnillos, de los Gifimos 600 se observé gue 12 son defectuosos,
estimar la probabilidad de que la maguina produzca un tomiilo:
defectuoso;

no defeciuoso.
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. Los siguientes numeros corresponden a una tabla de mortalidad basada en 100 000
personag:

Edad Nimero de vivos
17 94 818
18 94 089
19 93 362
20 92 637
21 91 814
stimar ia probabilidad de que viva dos afios més una personz de:
) 17 afics;
} 18 anfos;
)} 19 afios.

2.4 Esnatio muestiral

ara poder analizar un fendmeng aleatoric lo primero gue nos interesa conocer es el
onjunto formado por sus posibles resuliados, a éste se le conoge como espacio muesiral, v
 denotaremos con la lelia 8.

spacio muestral. Es el conjunic formado por los posibles resultados de un fendmene
leatorio.

uando ocurre un fendmeno aleatoric hay algln o algunos resultados que nos interesan,
sto es, nos interesa un subconjunto del espacio muestral. A los subceonjuntos del espacio
westral se les llama eventos.

vento. Es un subconjurnto del espacio ruestral.

icorporande estos conceptos a la definicién clasica de la probabilidad se tiene que cuando

espacio muestrat es finito v cada uno de sus elementos tiene las mismas posibilidades de
surrir, entonces la probabilidad de que ocwita un evento E es &l cociente que resulta de
vidir el nimero de elementos del evenic E entre & nimero de elementos del espacic
uestral, lo cual se puede expresar de [a manera siguiente:

N(E)

PE) =
N(S)
onde:
‘E): Probabilidad de que ocurra ef evento E
(E): Nomero de clementos del evento E
(3 H

Y & - o A b
(S} Nimers de elemenics del espacio muestrai.
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jemple 2.6

i se lanza un dado bien balanceado, encontrar la probabilidad de que caiga:
) ndmero par;
) un nlmero mayor gue 4.

| lanzar un dado se tienen sais posibles resuliados, por o que el espacio muestrai se puede
spresentar de la manera siguiente:

S = {1,2 3 4,56}
08 conjuntos que nos interesan son: A = {2, 4, 8} v B = {5, 6}, pero estos son subconjuntos

el espacio muestral 3, 0 sea que A vy B son dos eventos, luego entonces, las probabilidades
ue nos interesan son;

) N 3
P@A) = = = 05

N(S) 8

) N(B) 2
P{B) = = = (.33

N(S) §

'Si0 se puede ver de manera grafica utilizando diagramas de Venn, tal como se muestra a2
ontinuacién.

A
B
1%3
6l 5
4
S

jemplo 2.7

n una urna hay seis canicas blancas vy cuatro negras. St se saca una canica al azar,
ncontrar i& probabitidad de que sea:

) blancsz;

! negra.
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| extraer una canica de la caja se tienen 10 posibles resuitados, de manera gue of espacio
wuestral se puede expresar de la manera siguiente:
S = {b1, bz, bs, by, bs, b, Py, N2, Ny, N}

uego enfonces los evenios que nos interesan son:

B = {b‘], b21 b'.’-. b4| b5| b5|}
Y
N = {n, nz, g, nad

ililizando diagramas de Venn se tiene lo siguiente;

B N
by a
b, b
b4 bs n2 n B3 }
: U
S

i consideramos que todas las canicas son iguales, entonces cada una de ellas tienen las
lismas posibilidades de salir, por lo que ias probabilidades buscadas son:

; N(B) 8
P(®) = = = 05
N(S) 10
y
i N{N) 4
P(N) = = = 0.4
N(S) 10

| extragr una canica ésta puede ser blanca o negra pere no blanca y negra, de manera que
Jede ocurri el evenio B o el N pero no ambos, esio es los evenios A v B se excluyen
wtuamente.
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venios mutuamente excluyentes. Dos evenios A v B son mutuamenie exclu yentes
uando no tienen elementos en comun.

2 definicion anterior se puede exprasar de la manera siguiente:

Ay B son eventos mutuamente excluyenies < ANB = @

0

A v B son eventos mutuaments excluyentes

jemplo 2.8

@ tienen 9 cartas & las cuzles se les han asignado respectivamente los nitmeros del 1 al 8.
il 88 saca una carta al azar y si se consideran los eventos: A = {x X es nlmero par} y B = {X
¢ &5 nGmero non}, entonces A v B son eventos mutuamente excluyenies, yaque AnB =
3.

lilizando diagramas de Venn se tiene:
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jernpio 2.9

i 82 lanzan dos monhedas bien balanceadas, enconirar la probabilidad de que caiga:
} por lo menos un aguila;

} alo mas un aguila.

-ada una de las monedas tieng dos posibilidades de caer, por io que de manera conjunia se
ene cuatro posibilidades, tal come se muesira en la grafica siguiente:

£

\

-ada punto nos muestra un posible resultado, por lo gue el espacic muestiral es:

S = {(a a) (as)s a)(s s}

} Sidenotamos con A al evento gue nos interesa, entonces tenemos gue:
A = {{a &) (a s) (s a)}
uego entonces la probabilidad de que caiga por lo menos un guila:
3

PA) = —— = 0.75
4

) Siahora B es el evento que nos interesa, tenemos:
B = {(a s} (8 a), (s s}
si lz probabilidad de que caiga a lo més un aguila es:
3

P@B) = —— = 075
4
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roblemas

. En una caja hay una canica roja, una negra, una blanca y una azul, si se saca una canica
al azar, encontrar el espacio muestral,

. Se tienen 35 tarjetas rojas, 30 verdes, 20 azules 10 nagras y 5 blances, si se escoge una
de eilas af azar, encontrar la probabilidad de que:

i) sea verde;

} 1o sea azul;

)} sea negra o blanca.

. En una caja hay una canica blanca, una negre, una roja y una azul, si se sacan dos
canicas &l azar, encontrar el espacio muesiral.

. Resolver el problema anterior suponiendo gue se saca una canica, se anotz ei color, se
regresa y se saca la segunda canica.

. Determinar en cada uno de los incisos si l0s eventos son mutuamente excluyentes.

} Se lanzan 5 monedas: "cae un sol”, “cae al menos un sol”.

) Un vendedor realiza una venia: "la venia es superior 2 $1 000", "la venta es superior a
$10 000",

) Un estudiante es seleccionade de manerz aleatoria, el estudiante es: "hombre", "mayor
de 21 afios”.

) Selanzan dos dados, la suma de punios obtenidos es: "mayor que 97, "menor que 7.

. Una persona recolecta cinco honges v de dos de ellos resulian venenosos.  Si
posteriormente se come dos hongos, encontrar la probabilidad de que:

)} coma los dos hongos venenosos;

) toma por lo menos un honge venenoso;

) no coma ninguno de los hongos venenosos.

En una caja se fienen {res canicas blancas vy en ofra se tiene una canica negra. Se saca
una canica de la primera caja v se deposiia en la segunda, posteriormente se saca uns
canica de la segunda caja, encontrar la probabilidad de que ésta sea blanca.

. En los archivos de una clinica se han clasificado a ios pacientes de acuerdo al sexo v al
tipo de diabetes (I y If). El cuadro indica el nimero de pacienies de cads tipo.

Sexo\diabetes | Tipol ! Tipoll |
Mascuiing 25 20
Femening 35 20

L
|
i
\

i g seleccicnz un archive al azar de esia clinica, encontrar la probabilidad de que fa
ersona seleccionada;

} sea del sexo femening,;

} tenga diabetes tipo &
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. Se van a lanzar tres monedas bien balanceadas, enconirar iz probabilidad de gue caigan:
) dos aguilas;
) por fo menos 1 dguila,

0. 5i se lanzan tres dados bien balanceados, encontrar la probabilidad de que la suma de
puntos obtenidos sez 18.

2.5 Probabifidad axiomética

-ntre los siglos Vi y il 2. ¢. en Grecia se desarrollé la nocién de discurso Ibgice, que culmind
on e libro de Euciides "Log elementos”, en el cual se frata a la geometria de manera
xiomatica. Sin embargo, fue hasia la segunda mitad del siglo XIX en que la lbgica formal se
lesarroild de manera notable, hecho que motivd que los sistemas axiomaticos adquirieran
2levancia como estructuras |dgicas.

Jn sistemaz axiomatico es una estructura |dgica formada por un conjunio de enunciados ©
roposiciones. Hay una serie de proposiciones gue se consideran validas sin necesidad de
lemostracién, a2 éstas se les lama axiomas © posiulados y sirven de base para demostrar
tras proposiciones a las que se les llama teoremas.

=n 1933, el matematico ruso Andrey Nikolayevich Kolmogorov (nacide en 1903} dio una
wava definicién ds probabilidad, en la cual no se da una forma diferenie para calcular
robabilidades sino una serie de propiedades de {a tecria de la probabilidad, las cuales se
wrdenan de manerz légica formando un sistema axiomatico. De esta manera se inicia &l
isiudio modemo de iz teoria de la probabilidad.

Jefinicién axiomética de la probabilidad. La probabifidad es una relacion que a cada
wvento E le asocia un niimero real P(E), el cual cumple con los axiomas siguientes:

Y PEY = 0 Para cualquier evenic E

Y P8 = 1

)y PEEUFR = PE + PF Siempre que E ¥ F sean evenlos mutuamente
xcluyentas.

‘stos axiomas son reglas basicas de la probabilidad a pariir de ias cuaies se pueden
lemostrar una serie de teoremas comao los gue se dan a continuacidn,
‘sorema 1

a probabilidad de que ocurra el evento que no tiene elementos es cero.

P2}



)emostracién
2a E un evento cualquiers, luego entonces E = E u @, por lo que:
P(E) = PEw©)

omo £ y & son eventos mutuamente excluyentes ya que E n @ = @, entonces se puade
plicar el tercer axioma de la probabilidad, o sea que:

PE) = PEu@} = PE) + Pl@)
i de la igualdad anterior se despeja P(), entonces tenemos lo que se quiere demostrar:

0 = PW©)

jemplo 2.10
 partir del ejemplo 2.8, encontrar P(A ~ B).

enemos que un nldmero no pusde ser par y non al mismo {ilempo, por lo gue:
B = &, Iluego enfonces

PANB) = P®@)

i
(=)

‘sorema 2

a probabilidad de que ocurra ef complemento de un evento E es igual a 1 mencs la
robabilidad de gue ocurra el evento E.

PEY = 1 - P(E)
iemostracion
ara cualguier evenio E, se tiene que E w E' = 5, luego sntonces:
P(S) = PEUE)

omo E y E' son eventos mutuamente excluyentes se puede aplicar el tercer axioma de la
robabilidad. de manera que;

P(S) = P(EVE) = PE) + FE)
plicando el segundo axioma de la probabilidad se tiene:

1 = P(S) = PIEVEY = P(E) + P(E)
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Si en esta igualdad se despeja P(E) se tiene lo que se quiere demosirar:

PE) = 1 - P(E)

=jemplo 2.11

-a probabilidad de que un estudiante se quede en casa es P(A) = .64 y de que vaya al cine

35 P(B) = .21. Encontrar la probabitidad de que:

} no se quede en casa;

3} no vaya al cine,

1) Unicamente pueden ocurrir dos cosas, que el estudiante se quede en casa o que no se
guede en casa, iuego entonces son eventos complementarios. Asi que la probabilidad de
que no se quede en casa es:

PAY) = 1 - PA) = 1 - 064 = 0.36

) De manera andloga, la probabilidad de que no vaya al cine es:

PBY =1 - PB =1 - 021 = 079

‘eorema 3
-2 probabilidad de que ocurra la unidn de dos eventos £ v F es igual a la probabilidad de que
curra el evento E mas la probabilidad de que ocurra ¢f evento F menos la probabifidad de
jue ocurran ambos.

PEUF) = PE) + P(F) - PENF) Para dos eventos cualesquiera Ey F

Jtilizando diagramas de Venn tenemos io siguiente:

'ara calcutar la probabilidad de gue ocurra la union de los eventos E y F tenemos que
onsiderar |a probabilidad de que ocurra el evento E mas la probabilidad de que ccurra el
vento &, sin embargo, E m F se considerd primero en E y posieriormente en F, por lc que
>nemos gue descontar una de elfas, con o cual tenemoes que:
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P(EUF) = PE) + PF} - PEAF)

“jemplo 2,12

Jn clients entra a un supermercado, la probabilidad de que compre pan es 0.6, de que

ompre leche es 0.5 y de que compre pan ¥ leche es 0.3. Encontrar {a probabilidad de que
ampre pan © leche o ambos.

sonisideremos a los eventos P = el cliente compra pan v L = el cliente compra leche,
2ntonces ienemaos:

PPuUL) PPy + PLY - PP

J@ manera que;

I

PPUL) = 08 + 05 - 03 = 08

“jempio 2.13

de unz baraje espaficla s2 saca una carte al azar. Encontrar ia probabilidad de que fa carta
xiraida no sea oros ni rey.

sonsidérense ios eventos siguientes:
2 la caria extraida es oros
U la carta extraida es rey

_Lego entonces la probabilidad de que Iz carta extraida no sea rey ni oros s
HO' '~ RY.

Jra de las leyes de D Morgan dice que la inferseccion de los complemenios de dos
:onjuntos es igual ai compiemento de su unidn, por ic que se tiene io siguients:

P(O'nRY) = P[{OUR)]

2l segundo teorema dice que la probabilidad de que no ocurra un evento es igual a uno
nenes la probabilidad de que ne ccurra, de manera que:

PO'NR}) = PLOVR)T = 1 - PICUR)
il se aplica el tercer teorema 2 los eventos O y R se tiens:
POUR) = P(O) + P(R) - P(ONR) = 10/40 + 4/40 - 1/40 = 13/40
‘or lo tanto la probabilidad de que la carta extraida no sea oros ni rey es:

B{OARY = 1 - 13/40 = 2740
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roblemas

)
)

)
)

)
)

)
)

'y
17

)

. SiPA) =308, P(B) =1/2 y P{A ~ B) =i/4. Encontran

P(A L By
P(AY,
= 9%

Sean A y B dos eventos, tal que P(A w B) = 3/4, P(A") = 1/2 y P(A ~n B) = /4. Encenirar
ias probabilidades siguisntes:

P(A),

P(B).

En una bolsa se encuentran 10 canicas numeradas del 1 al 10. $Sez E el evenio da
extraer una canica marcada con un nimerc par y F el evento de exiraer una canica
marcada con un namero mayor ¢ igual que 5. Encontrar;

P(E";

P(F).

P(EUF).

En una escuela preparatoria el 20% de los slumnos tienen 17 afios © més v el 55% son
mujeres. S se supone que los estudiantes eniran aleatoriamentie a la bibliotecs,
enconirar ia probabilidad de que el proxime estudiante que entre a este lugar sea:

menor de 17 afics;

hombre,

La probabilidad de que un vendedor de auios venda por 1o menos 3 auilos en una semans
&s 0.20. ;Cual es la probabilidad de que venda 0, 1 o 2 autos?

En una caja hay 100 transistores, 1a probabilidad de que haya al menos un defectuoso es
0.05 y de que haya al menos 2 defectuosos es 0.01. Encontrar la probabilidad de que en
la caja haya:

cero defectucsos,

2 lo més un defeciuoso.

. La probabilidad de que en una ciudad X un automovilista sea multado es 0.2, de que se le

canceie su licencia es 0.1 v de gue e sucedan ambas cosas es 0.05. Encontrar la
probabilidad de que 2 un automovilisiz gscogido al azar sez multads o se le cancele su
licencia.

. En una compafia trabajan 100 hombres v 70 mujeres, 50 hombres y 40 mujeres son

Nt o et

profesionisias. Si se escoge de manera aigatoria a un empleado de esta compaiiia,
encontrar la probabilidad de que sea:

mujer v profesionists;

mujer ¢ profesionista,

ni mujer ni profesionista.
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. En la tabla que se da a conlinuacion se resume fa experiencia docente v ia preparacion
profesioral de los profesores de una escuela.

Preparacion \ Experiencia | Menos de 5 afios | 5 afios o mas |
Licenciatura T 75 40 i
Maestria ¢ grado superior | 55 30 ]

ea A el eventio de que el profesor seleccionado tenga licenciatura vy B gue el profesor tenga
enos de 5 afios de antigiedad, encontrar;

) P(AnB),

) P(AuB);

) PA' A BY,

) PA LB

0. En cierta comunidad el 40% de las familias tiene televisor, el 20% tiene lavadora y el 5%
tiene ambas. Encontrar la probabilidad de que si se escoge una familia ai azar, ésta no
tenga televisor ni lavadora,

1.El 80% de las personas que vigjan por el suresie wisitan Isla Mujeres, el 70% visitan
Cozumel y el 60% visitan ambos lugares. ¢Cudl es la probabilidad de que un turista que
viaja por &l sureste no visite ninguno de estos dos lugares?

2.8 Probabilidad condicional

n algunas ocasicnes la ocurrencia de un evento A modifica la probabilidad de que ocurra un
vento B, de manera que se puede hablar de la probabilidad de que ocurra el evento B bajo
} condicidén de que ocurra et evento A

upongase que se ianza un dado bien baianceado y que el resultado es menor que cuatro,
ntonces, ;,cual es la probabitidad de que el resuliado sea un nimero non?

0S nimercs Menores que cuatro son: 1, 2 ¥ 3, v de éstos nos interesan los nimeros nones,
or lo gue |z probabilidad que nos interesa es 2/3.

i denotamcs con A al evento de gue caiga uh nGmero menor gue cuairo v B al evento de
ue caiga un numsro non, sntonces tenemoes:

{1,2,3,4,5, 6}
(1.2 3}

{1, 3,5}

AB = {1,3

o
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Lo cual se puede ver graficamenta de la manera siguiente:

manera que e problema se puede plantear como iz probabilidad de que ocurra el gvenio

M
e
B dado que ocurre el evento A, con lo cuai se tiene:

N(A ~ B) 2
PBIA) = =
N(A) 3

Donde:
P(B/A) = Prchabilidad de que ocurra ¢l evento B dado que ocurre el evanio A

Si el numerador y el denominador se dividen entre el ndmere de elementos del espacio
muesira, esto es, entre N(8), entonces tenemos que la prababilidad de que acurra el svente
B dado que ocurre ef evento A es igual a la probabilidad de gue ccurran los dos eventos
entre la probabilidad de gue ocurra el evento A,

Probabilidad condicional. [a probabilidad de que ocurra un evenic B dado que ocurre el
avento A es igual a la probabilidad de gue ccurran ambos evenios entre la probabilidad de
Jue ocurra el avento A

P(A " B)
P(B/A) = ——— donde P(a) # 0
P(A)

Ziempio 2.14
_0s registros de una ciudad muesiran que el 27% de los dias de mayo son nublados y que el

18% son nublados v liuvicsos. Si un dia de mayo es nublado, encontrar ia probabilidad de
jue sea lluvioso.
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Considersnse los evenios siguientes: N el dia es nublade y L el dia es iluvioso, luege
entonces, (& probabilidad de gue el dia sea liuvioso dado que es nublado es:

PNAL) 0.16
PIL/N) = = = 0.59
P(N) 0.27

Ejemplo 2.15

En una oficinia hay 50 empieados, de ios cuaies 20 son mujeres v 30 son hombres, 12 de las
mujeres son casadas vy 16 de los hombres también son casados. Si se selecciona al azar a
una persona de esta oficina, encontrar la probabilidad de que sea:

2) mujer;

D) casads;

¢} mujer y casada;

d) mujer dado que es casada.

Los datos se pueden acomodar en forma de {2bla tal como s muestra a continuacion.

| Casada({C) Mo casada (CY | Tota!
Mujeres (M) ! 12 8 20
Hombres (M) 16 14 30
Total i 28 22 50 i

a) en el grupo hay 20 mujeres de un total de 50 personas, por lo que la probabilidad de que
la persona seleccicnada sea mujer es:

20
PM) = — = 04
50

b) en el grupo hay 28 personas casadas, por lo que la probabilidad de que la persona
seleccionade sea casada es:

28
F(C) = —— = 058
5C

3) en el grupo hay 12 person@s gue son mujeres y son casadas, por io gue la probabilidad
conunia de estos eventos &s:

12
BMAC) = —— = 0.24
50
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}) hay 28 personas casadas de las cuales 12 son mujeres, por lo que la probabilidag
condicional que ncs interesa es:

12
P(M/C) = —— = 043
28

Je Ia definicion de probabilidad condicional podemos despejar P{A n B), con lo cual tenemos
2 regla de la multipiicacion que se da a continuacion:

B(AnB) = PB/A)PA)
o bien

P(AnB) = PA/IB)P@B)

“iempic 2.16

=t una caja se tienen 4 canicas blancas v 6 rolas, s sacamos dos canfcas al azar, encontrar
3 probabilidad de que:

2} las dos sean biancas;

) sea una blanca v una roja.

famos 2 considerar a los eventos By R como:

3 = {x /i s canica blanca}
= {x /x &8 canica roja}

) la probabilidad de que ambas canicas sean blancas es igual a la probabilidad de que la
primera sea blanca y de que lz segunda también sea blanca. Aplicando la regla de la

multinlicacién tenemos:

P(Bi B = P(B:/By)PEB)

a probabilidad de canica blanca en la primera exiraccién es 4/10 v la probabilidad de canica
lanca en la segunda extraccién dade que la primera fue blanca es 3/2. Luego entonces ia
robabilidad buscada es:

PBinBy = = = 0.13
g 10 g0

e manera analoga se puede resolver el otro inciso.

} para enconirar la probabilidad de que una canica sea blanca vy 1z ofra roja tenemcs,que
considerar la probabilidad de gue la primera sea blanca y 2 segunda sea roja mas ia
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probebilidad de que ia primera sea rojs v 1a segunda sea blanca. Esto es, la probabiiidad
gue buscamos es la suma de dos probabilidades conjuntas.

it

P(B1 M Rz} - P(R1 M Bz) P(sz B1} P(B1) + P(Bz { Ri) P{R1)

6 4 4 8
T e e e
9 10 g 10
= (.27 + 0.27
= 0.54

Cuando se trabaja con dos eventos A y B, se tiene que: P(A ~ B) es Iz probabilidad conjunia
de los eventos Ay B; P(A) y P(B) son fas probabilidades marginales, y P(A / B} y P(B / A) son
i2s probabilidades condicionales.

Sjemplo 2.17

Jna compafifa compra dos grupos de maquinas, el grupo i estd formado por cuatro
maauinas compradas a un proveedor v el grupo il estd formado por seis maguinas
~ompradas a ofro proveedor. Todas las maquinas tienen la misma capacidad y se emplean
vara producir los mismos articulos. De los articulos producidos por las maguinas del grupo |,
2l 5% son defectucsos y ef 10% de los articulos producidos per las méquinas def grupoe il son
Jefectuosas. Encontrar las cuatlre probabilidades conjunias.

_a probabilidad de escoger una maguina dei grupo | es P(l} = 0.4, 1a probabilidad de escoger
ina maguina del grupe I es P} = 0.6, la probabilidad de que un articule defectuoso sea
sroducido por una maguina del grupo | es P(D / 1} = 0.05, Ia probabilidad de que un articuio
lefectuoso sea producido por una maguina del grupo Il es P(D / i) = 0.10, ia probabilidad de
sue un articulo no defectucsc sea producido por una magquina del grupo fesP(D' /1) =095y
a probabilidad de que un articulo no defectuoso sea producida por una maquina dei grupe il
35 P(D'/ H} = 0.80. Luego entonces las probabilidagdes conjuntas son:

PUAD) = POPD/N = 04*(005 = 0602
PUAD) = PAHPOI = 06*(0.10) = 0.06
D) = POPD /) = 04*(0.95 = 038

PUADY = PIHPO' /W) = 067(000) = 0.54

>roblemas

I. Sean P(A) =0.8, P(B) = 0.4y P(AnB) =018, oblener:
1) P(A U B);

) P(B/A);

5 PATB).
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Sean A y B eventos tales que P(A} = 3/8, P(B) = 5/8 v p{A U B) = 3/4. Encontrar las
propabilidades siguientes:

P(A 1 B);

P{B/A).

Los empleados de unz oficina se han clasificado de acuerdo al sexo v a su estado civil,
obteniéndose los dates que aparecen en la tabla.

Estado civii A sexo | Mujeres (F) | Hombres (F') | Total
Casados (C) 80 40 120
Solteros (C 60 20 80

Total 140 60 200

i se escoge al azar 2 un empleado, encontrar las probabilidades siguientes:

)
)

)
)

3

obtener: P(C), P(C/E)yP(C/FY;
obtener: P{F 1 C), P{F 1 C vy P{F);

S obtener: P(C'/ F), P(C'/ F) y P(CY;

obtener: P(F'/ C), P(F'/ C) y P(F".

3i se lanzan dos dados bien balanceados, enconirar la probabilidad de que en ios dos
dados aparezca el misme niimere de punics dado que su suma es 8.

El 25% de los estudiantes de un grupo reprobd matematicas, 15% reprobo guimica y 0%
reprobd ambas materias. Encontrar la probabilidad de que un estudiante repruebe
matematicas dado que reprobd guimica.

La probabilidad de que un concierfo tenga la publicidad adecuada es de 0.8 v la
probabilidad de que tenga ia publicidad adecuada y ademas sea un &xitc es de 0.76.
& Cuél es la probabilidad de que el concierto sea un éxito dade que tuvo ia publicidad
adecuada?

. En una caja hay dos {erjetas, una de &lias es negra por ambos lados y ia oira &5 negra

por un lade y blanco por el otro. Se saca una tarjeta al azar y se coloca en una mesa, si
la cara que esid hacia arriba es negra, jcudl es la probabilidad de que la otra cara
también sea negra?

. Una caja tiene diez esferas, de las cuales cinco son blancas, ires rojas y dos negras. Si

de manera aleatoria y sin reemplazo se extraen dos esferas, encontrar la probabilidad de
que:

las dos sean blancas;

ias dos sean negras;

la primera sea blancz v la segunds roja.

. Un lote tiene 100 fusibles, dos de los cuales son defectuosos. Si se prueban los fusibles

unc por uno, encontrar la probabilidad de que el dltimo fusible defeciuoso sea detectado
en la tercera prueba.
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. El propietaric de un balneario sabe que la probabilidad de que el verane sea caluroso es
de 0.7. Si ef verano es calurose la probabilidad de que aumentan sus ganancias es de
0.8. Encontrar la probabilidad de que &l verano seas caluroso y el propietario aumente
Sus ganancias.

1.Los registros de la policia muestran que en una ciudad la probabilidad de que se capture
a un ladrén es 0.35 v §.14 de que se le capture v se e condene. ;Cua! es la probabilidad
de que un ladrdn que &5 capturado sea condenado?

2.En los Estados Unidos 15 de cada 100 nacimientos requieren de operacién cesérea. En
tales casos sobreviven 96 de cada 100 bebés. ;Cudl es la probabilidad de que una mujer
embarazada elegida al azar necesite cesarea y que sobreviva su hijo?

3.8e van a exiraer 3 cartas de una baraja espaficla bien barajeda. Encontrar la
probabilidad de gue:

) las fres sean ases;

} las primeras dos sean ases Y ia oira rey;

} las tres sean oros.

4.En un grupo hay 10 nifios y § nifias. Si se escogen dos personas al azar, encontrar la
probabilidad de que sean del mismo sexo.

5.En una habitacién oscura hay seis calas blancas, cada una contiene {res esferas verdes y
cinco amarillas, v dos cajas negras, cada una de las cuales contiene dos esferas verdes v
cuatro amarillas. Si usted entra en la habitacidn y selecciona aleatoriamente una caja y
de ella toma una esfers, enconirar la probabilidad de que seleccione una esfera verde.

8.Se tienen tres urnas, la primera contienen 3 bolas blancas vy 2 negras, la segunda
contiene fres blancas y una negra v la tercera contiene dos blancas y una negra. Se
exirae una bola de la primara urna, si esta es blanca se saca una bola de I2 segunda urna
¥ si @s negra entonces se saca una bola de la tercera umna. Enconfrar la probabilidad de
que ia segunda bola extraida sea:

1 blancs;

) negra.

2.7 Eventos independientes

ay evenios en los cuales 18 ocurrencia o no ocumencia de uno de eiios no afecta a la
Currencia o ne ocurrencia del oiro. Asi tenemos gue si una moneda se lanza dos veces, el
fimer resultado no influye en e segundo resultado, luego entonces decimos que los eventos
an independientes; lo mismo pasa si un dado se lanza dos o fres veces, cada uno de los
ssultados no afecta z ia ocumrencia de los demas. Cuando esto pasa se dice que los
ventos son independientas.
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ventos independientes. Los eventos Ay B son independientes si y sbio s

PB/A) = P(B) y PA/B) = PQA)

jemplo 2.18

% probabilidad de que un estudiante apruebe algebra es 0.75, la probabilidad de que
ruebe literatura es 0.84 y la probabilidad de gque apruebe ambas es 0.63. (Cual es la
‘obabiiicad de que apruebe &lgebra dado que va aprob6 literatura?

enemos que la probabilidad de que apruebe literatura dado que aprobb literatura es igual a
probabilidad de que apruebe ambas entre la probabilidad de que apruebe literatura, tal
MO se muegsira a continuacion.

P(A A L) 0.63
PAIL) = = = 075
P(L) 0.84

omo P(A/L) = P(A), entoncss se puede concluir que A y L son eventos independientes,
gze;barafgue ef hechc de aprobar literatura no influye en la probabilidad de que apruebe
1 la seccidn anterior legamos a la regla de la multiplicacidn.
PANB) = PB/A)YPA)
2 manera que cuando dos evantos son independientes se tiene gue:
PANB) = PB}PA) = PA)PB)

lego entonces, cuando [os evenios A v B son independientes, l2 probabilidad conjunta de
s eventos Ay B es igual al producto de ias probabilidades de dichos eventos,

i que [a definicidn de eventos independientes se puede expresar de la manera siguiente:

Ay B son sventos independientes < PA B} = P(B) PA).

smplo 2,19

} Una compaiiia se contrata personal con estudios universitanos y sin elios para realizar af
smo frabajo. Despuds de cierto tiempo el personal es calificado por ef supervisor
teniéndose los resultados que aparecen en la tabla. jLa ecucacidn universitaria y el
sempefio en el trabajo son eventos independientes?
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Desempefio Educacién | Sin educacién Total
universitaria | universitaria
{U) ()]
Bueno(B) & 9 15
Pobre(B") i4 21 35
Total 20 30 50

i s& escoge al azar & una persona de este grupo tenemos gue ia probabilidad de que tenga
1 buen desempefio en €l trabajo es P(B} = 15/50, la probabilidad de que tenga educacién
niversitaria es P{U) = 20/50 y la probabilidad de que tenga buen desempefic en &l trabajo v
28 profesionista es P{B n U) = 6/50.

enemoes que: P(B)P(U} = (0.3)(04) = 012 v PBAU) = 012

lego enionces, P(B ~ U) = P(B) P(U), por lo tanto los eventos B y U son evenies
dependientes o sea gue la educacion universitaria no influye en el desempefio de ese tipo
2 trabajo,

jempioc 2.20

1 una caja se tienen 4 canicas blancas y 6 rojas, si se saca una de ellas, se anolz el color y
2 fegresa 2 la caja, enconirar 2 probabilidad de que la primera sea blanca v la segunda sea
ja.

| resultado de la primera extraccién en nada influye para ef resultado de la segunda
<raccién, hiego entonces los evenios sacar canica roja en la primera extraccion y canica
ja en la segunda exiraccién son eventos independientes, asi que:

P(BinRz) = P(B)P(R2) = (0.4)(0.6) = 0.24

n el ejemplo 2.16 se saca una canica v posteriorments s& saca una segunda canica sin
aber regresado la primera a la urna, en este caso ss dice que se trabaja muestreo sin
:emplazo; en cambio, en el ejemplo 2.20 la primera canica se regresa a la uma por lo que
rede salr nuevamente en la segunda extraccién, en este caso se ifrabaja muesireo con
emplaze.

emple 2.21
n avién estd equipado con tres motores que funcionan de manera independiente. La
obabilidad de falla de cada motor es de 0.01. Si se necesita sdlo un motor para que el

fion vuele, ancontrar ta probabilidad de que un vuelo sea exituso.

1 probabilidad de que ei vuelo no sea exitoso es la probabilidad de que los tres motores
llen, o sea:
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P(E}) = PF1nFanFs) = PFYPFIPF;) = (01)(01)(.01) = 0.000001

uego entonces la probabilidad de que al menos un motor no falie, o sea de que el vuelo sea
Xitoso es:

P(E) = 1 - P(EY) = 4 - 0.000001 = 0.999999

roblemas

. Suponga que P(A)=0.3, P(B)= 04y P(ANB)=0.12
) calcular P(B / A);
} calcular P4 f B);

]

LAY B son independientes?

- SIP{A} = 0.3, P(B) = 0.4 y Ay B son evenios independientes, encontrar:

]
]

l

)
!

P(AB);
P(B/A),
P(A/ B).

Si PA) = 03 PB) = 04 vy A v B son svenitos independientes, enconirar las
probabilidades siguientss:

P{A v B},

P{A/BY);

PEIA).

En unz urna hay 8 bolas rojas v 10 azules, si se sacan dos beolas utilizangc muestreo con
reemplazo, encontrar la probabilidad de que:

- las dos sean rojas;
- las dos sean azules:

haya una de cada coior.

La uma A contiene 4 canicas blancas y 3 rojas, la urna B contiens 2 blancas y Srojas v la
urna C 3 blancas y 6 rojas. Si se saca una canica de cada uma, enconirar la probabilidad
de que las tres sean del mismo color.

Los empleados gue trabajan en una compafiia se han clasificade de acuerdo al sexo v 2
su estado civil, obteniéndose los datos gue se dan & continuacién.

Estado civil A sexo | Mujeres (F) | Hombres (F') | Total WI
J

Casades (C) | 84 36 120
Soiteros (C) 58 24 80 ﬁi
Total 140 &0 260 |

se escoge a una persona al azar, contesiar l0s incisos siguientes:
sson los eventos C v F independientas?



. obtener: P(C/F), P(C/F), vy PC);
} obtener: P(F/C), P(F/C" vy P(F});

) obtener: P(C'/F"), P(C'/ F) y P(CY;
| obtener: P(F'/C), P(F'/C") vy P(F").

~ En una prisién hay 400 reclusos, algunos estan detenidog por primera vez, otros son
rglncndentes {R), aigunos de ellos tienen condenas por menos de cinco afios v ofros
tienen condenas mas largas (L), tal como se muesira en la tabla.

I Condena menor | Condena larga (L) ] Total
& cinco afios
Presos por primera vez 120 40 160
Reincidentes (R) 80 160 240
Total 200 200 400 |

| 2 va a seleccionar al azar a uno de los internos para hacer una entrevista acerca de las
ndiciones del penal. Encontrar las probabilidades siguientes:

) P(R);

) PL);
 P(Rn L)
| P(R'~ LY
 PL/RY,
PR /L)

~ §i se lanzan 3 dados bien balanceados, enconirar la probabilidad de gue la suma de
puntos obtenidos sea 18.

El 20% de los alumnos de una escuela tienen vista defectuosa, el 8% tienen oido
defectuoso y el 4% tienen vista y oido defectuosos.
) ¢ Vista y oido son eventos independientes? .
¢, Cual es la probabilidad de que un nific que nific tenga oido defectuoso dado que tiens
vista defectuosa?
. ¢ Cuai es ia probabilidad de que un nifio tenga vista defectuosa si sabemos que tiene oido
defectuoso?
¢ Cudl es la probabilidad de que tenga vista y oido defectuosos?
¢+ Cual es Ia probabilidad de que no tenga vista ni oido defectucsos?

). Er una escuela todos los alumnes torman matematicas v fisica. La probabilidad de gue un
alumno repruebe matematicas es 0.25, de que repruebe fisica es 0.2 y de que repruebe
ambas es 0.10.
¢ Reprobar fisica y reprobar matematicas son eventos independientes?

Si un alumno reprucba matematicas, Jcudl es l2 probabilidad de que repruebe
matemalicas?
Si un alumnc reprueba matematicas, ¢cuél es la probabilidad de que reprueba fisica?

.La probabilidad de que un tirador A de en un blanco es /4 y probabilidad de que un
tirador B de en dicho blanco es 2/5, encontrar la probabilidad de que alguno de los dos de
en el blanco.
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12.Un jugador de basquetbol logra encestar ef 70% de sus tiros, Va a lanzar un tiro, si no
encesta ferminan sus firos v si encesta hace un segundo tiro. Encontrar la probabilidad
de que haga 0, 1 ¢ 2 punics.

13. Un cazador hace 7 disparos a un tigre enfurecido. $i la probabilidad de que un disparc
mate al tigre es 0.8, encontrar ia probabilidad de que el cazador esté vivo.

4, En un experimento de psicologia no se pueden utiiizar personas que tengan daltonismo o
sean zurdos. En ia poblacidn en ia cuai s& escoge a las personas el 7% son dalténicos y
el 8% son zurdos. Si se escoge al azar una persona ¢ qué probabilidad hay de que pueda
participar en el experimento?

5. 8e tienen dos alarmas contra incendics. La probabilidad de que cualquisra de elias
funcione en caso de incendio es 0.9. Si las alarmas funcionan de manera independiente,
encontrar ia probabilidad de que en caso de incendio;

) ambas funcionen;

) ninguna funcions;

) al mencs una funcione.

8.Un grupo de cieniificos quiere hacer un experimento en la superficie lunar. La
probabilidad de poner en drbita un satélite es de 0.8, la de que alunice ¢s 0.2 y la de que
funcicne correctamente el experimento es €.7. Encontrar ia probabilidad de que:

1} el satélite no logre ponerse en oOrbita;

) el satélite logre ponerse en Orbita pero no alunice;

) el satélite logre ponerse en Orbita vy alunice pero el experimenic no funcione
correctamente,

§) ol experimento sea un &xifo.

7. La probabilidad de que una persona trabaje por 10 afios 6 mas en una compafiia es de
1/8, si un hombre y una mujer empiezan a trabajar el mismo dfa, encontrar |a probabitidad
de gue:

1y &l hombre trabzje menos de 10 afios en esta compaiis;

)} el hombre y la mujer trabajen menos de 10 afios para esta compaiiia;

) algune de elios irabaje mas de 10 afios en esta compaiiia.

8.Los datos que aparecen a continuacion son parte de una tabla de morialidad basada en
100 000 personas:

Edad Nuamero de vives
17 94 818
18 84 085
19 93 362
20 62 637
21 91 914

ii A B son personas de 17 y 18 afios respectivamente, encontrar la probabilidad de que:
) ambos vivan 2 afios mas;

A ~ o -

} ambos mueran anites de 2 &i0s;
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R ol

la suma de puntos sea menor que & o divisible por 3.

- Sidos eventos Ay B son tales que P(A) = 0.6 y P(B) = 0.4, encontrar P(A w B) en cada
uno de los siguientes casos:

) Ay B son eventos mutuamente excluyentes;

) Ay B son eventos independientes.

- Sean Ay B dos eventos, con P{A W B) = 7/8, P(A n B) = 1/4 y P(A") = 5/8. Encontrar las
probabilidades siguientes:

) P(A);

' P(B);

P{A n B).

- Sean A y B dos eventos, con P(A) = /2, P(A U B) = 3/4 y P(B"} = 5/8. Encontrar las
probabilidades siguientes:

) P(A~B),

) P(A' B,

- PA"UBY;

 P(B ~AY.

3. En un grupo de 50 alumnos 30 estudian inglés, 20 estudian francés y 10 estudian aleman;
8 estudian inglés y francés, 5 inglés y aleman v 3 francés y aleman, vy 2 estudian los 3
idiomas. Si se escoge un estudiante ai azar, encontrar ia probabilidad de que:

- estudie inglés v no estudie aleman;

. estudie alguno de los tres idiomas;

- no estudie ninguno de los {res idiomas.

I.En una empresa, la probabilidad de que un empieado aescogido al azar tenga mas de 30
afios es 0.55. ¢ Cual es ia probabitidad de que un empleado escogido al azar tenga 30
anos 0 menos?

2.En una clase hay 30 alumnos de los cuales 20 sstudian inglés, 12 estudian francés y 6
estudian los dos idiomas. Sea A = "l alumno elegido estudia inglés” y B = "el alumno
escogido estudia francés". Enconirar las probabilidades siguientss:

P{A);
P(B);
P{A ~ B);
PAUBY)
P(A [ B);
P(B/A).

i.Un tipégrafo v un empleado de archivo trabajan en una oficina, ia probabilidad de que el
tipégrafo llegue tarde a su trabajo es 0.08, la probabilidad de que el empieado de archivo
llegue tarde es 0.16 y la probabilidad de que ambos lleguen tarde es 0.05, encontrar la
probabilidad de que ai menos uno de ellos llegue tarde.
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4. En una ciudad el (5% de los dizs del mes de mayo son nublados v ef 4% de ios dias son
nublados y llueve, Siun dia de maye esta nublado, enconirar la probabilidad de que no
Hueva.

5. El 20% de los habitantes de una ciudad usa lentes, al 0% es profesionista v el 7% usa
lentes y es profesionista. St se escoge un apersona al azar, encontrar la probabilidad de
qgue;

)} use lentes dado que es profesionista;

) o sea profesionista dado que usa lentes;

) no use lentes ni sea profesionista.

6.La probabilidad de que Maria estudie para su préximo examen de estadistica es 0.75. Si
estudia tiene una probabilidad de 0.80 de aprobar, pero si no estudia la probabilidad de
aprobar s de 0.50. Dado que Maria aprobd el examen, enconirar la probabilidad de que
no haya estudiado.

7.El 80% de los automdviles que circulan en una glorista llegan a ella por una avenida
principal. El 70% de ios automdviles que circulan por ia glorista continGan circutando por
la avenida principal. ;Cuél es la probabilidad de que un automovil seleccionade al azar
llegue a la glorieta por la avenida principal y que continde por ella?

8.E! 80% de los estudiantes gque hacen regularmente sus lareas aprusban un curso de
estadistica, mientras que sdéio aprusba el 20% de los estudiantes que no hacen
regularmente. E! 60% de los alumnos del grupo hacen regularmente sus tareas. Si se
escoge al azar a un estudiante de este grupo y este aprobd, encontrar la probabilidad de
gue haya realizado reguiarmente sus tareas.

9. El 60% de los articulos producidos por una comparia se fabrican en una maguina A v los
rastantes en una maguina B. El 8% de los articulos que se producen en la maguina A
son defectuosos, en tanio que de los articulos producidos por la maguina B ef 9% son
defectuosos. Sise escoge un articulo al azar, encontrar la probabilidad de gue:

) haya sido producido por la maquina A y sea defectuoso;

) haya sidc producido por la maquina B v sea defectuoso;

) haya sido producido por ta maquina A y sea bueno;

) haya sido producido por fa maquina B y sea bueno.

0.5i P(M) = 0.55, P(N) = 0.18 y P(N m M) = 0.099, ¢son independientes los eventos My N?

1. Tomande en cuenta que PF(R L) = 0.75. P(R) = 0.54 y P{L}) = 0.5, determinarsi Ry L
son eventcs Independientes o dependientes.

2.S1 A v B son evenios independientes con P(A) = 1/2 y P(A v B) = 2/3. Encontrar las
probabilidades siguientes:

y PB)

y P(A T BY,

) P(BIA).
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. El 562% die los habitantes de una ciudad son mujeres, el iI6 % son profesionistas v el 7%
son mujeres profesionistas. ;Ser mujer y ser profesionista son eventos independientas?
¢ Porqué?

{. En una caja hay 8 articulos, 2 de los cuales son defectuosos, y en una caja B hay 5
articulos y 2 de ellos son defectuosos. Si se saca al azar un articulo de cada caja,
encontrar ta probabilidad de que:

- ambos sean buenos,

- ambos sean defectuosos.

5. En una bolsa hay 10 canicas numeradas del 1 al 10. Si se saca una canica al azar y
uego se regresa a la bolsa vy posteriormente se saca otra canica al azar, encontrar la
probabilidad de gue:
en las dos ocasiones salga el mismo numero;

- en las dos ocasiones salgan nimeros impares;
la suma de puntos obtenidos sea 18.

5. Se van a lanzar 5 monedas bien balanceadas, encontrar la probabilidad de que caigan:
- cinco aguilas;
- por lo menos 4 aguilas.

7. Si se extraen ires cartas de una barzja espaficla, enconirar la probabilidad de que las tres
sean oros.

3. Resolver el problema anterior considerando muestreo con reemplazo.

3.En una caja se fienen 10 bolas rojas, 30 blancas v 20 negras. Si se saca una hola se
anota el color y luego se regresa a la caja, encontrar la probabilidad de que:
iz primera sea bfanca v la segunda roja;
ambas sean blancas;
ninguna sea blanca;
la primera no sea roja;

la segunda no sea blanca.
). Resolver el problema anterior considerando muestreo sin reemplazo.

.La probabilidad de que un tirador de en un blanco es 0.30. Si &l tirador dispara 3 veces,
encontrar la probabilidad de gue acierte las fres veces:
las ires veces;
al menos una vez.

1. Se tienen dos iotes de piezas idénticas. Se sabe que del primer lote 1% de las piezas
son defectuosas, an tanto gue 5% dei segundo lote son defectucsas. Se escoge al azar
un lote v de éste se escoge una pieza al azar. Encontrarn:
la probabilidad de que la pieza escogida sea defectuosa; _
si la pieza escogida es defeciuosa, scudl es la probabilidad de que haya sido escogida
del primer lote?
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3. Una comision esté formada por 4 africanos y 6 asidticos. Se eligen dos personas al azar,
la primera sera presidente y la segunda vicepresidente, enconirar la probabilidad de que:

el presidente sea africano;

| ambos sean africancs;

- solo el presidente sea africano.

1. La probabilidad de que un hombre viva 20 afios mas es 3/5 y la probabilidad de que su
esposa viva 20 afios més es 2/3. Encontrar la probabilidad de gue en 20 afios mas:
ambos vivan;

viva solamente el hombre;

viva solamenie la mujer;

viva al menos unc.

hedd

La probabilided de que un hombre viva 10 afios més es 1/4 vy la probabilidad de que su
esposa viva 10 aftos mas es 1/3. Encontrar la probabilidad de que dentro de 10 afios:
ambos vivan,

ninguno viva,

&1 MENOSs uno asie vivo,

el esposo viva y la esposa no.

ok

.La probabilidad de que Oscar se case con una rubia es 0.1, de gue se case con una
mujer inteligente es 0.4 y de que se ¢ase con una mujer rica es 0.05. Suponiendo gue las
tres caracteristicas son independientes, encontrar ia probabilidad de que Oscar se case
con una mujer rubia, rica y tonta.

7. Para que un avién se mantenga en vuelo es necesario que funcicne unc de sus motores.
La probabilidad de gue fafle un motor es de 0.1, enconirar el nGmero de motores con que
debe estar equipado el avidn para tener una seguridad de 0.988 de gue &l avion sg
mantenga en vuelo.

3. La probabilidad de que un tirador de en el blanco es 0.4. Encontrar la probabilidad de
que:
falle en cuatro tircs consacutivos;
f

de en al blanco al menos uns vez.

). Un sistema consiste de 4 componentes independientes: A, B, C y D. La probabilidad de
falla para A es 0.01, 0.02 para B, 0.1 para C y C.1 para D. Si para gue funcione €l
sisterna son necesarios los componentes A v B v al menos uno entre C v D, encontrar la
probabilidad de que el sistema funcione.

. El profesor /imparte una clase de estadistica, cuando falta a clase su ayudanie da la clase,
3i ei profesor da ia ciase ia probabilidad de que haga un examen es (.7, si el ayudante da
la clase [a probabilidad de examen es de 0.1, si el profesor falta 2 clase en un 80% de las
veces, encontrar [a probabilidad de que en una clase cualquiera haya examen.

.Una maqumna tragamonedas tiene ires carretes. En cada carrete se tienen marcados los

digites ©, 1, 2, 3, 4, 5 y una flor. Cuando se introduce una moneda y se tira de una
nalanca cada carrete gira de manera independiente, deteniéndose en ung de las siete
posicionss indicadas. Encontrar ia probabiiidad de que:
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parezca flor en cada carrete;

parazcan dos flores;

parezca una flor;

0 aparezcan flores,;

parezcan tres digitos en orden;
parezca una flor y dos digitos impares.

in profesor oivida poner su despertador con probabilidad de 0.3, si lo pone timbra con
wobabilidad de 0.8, sila alarma suena se despierta a tiempo para su primera clase con
ina probabilidad de 0.8. Si la alarma no funcicna é! despierta a tlempo para su primera
Hlase con probabiiidad de 8.2, ¢Cudl es la probabilidad de que el profesor despierte a
jempo para su primera clage del dia de mafiana?

Jn informe que consta de dos paginas mecanografiadas, tiene un error;  Dos personas
revisan el informe, cada uno tiene una probabilidad de 0.8 de detectar el error. Encontrar
la probabilidad de que el error sea detectado si:

cada revisor lee una pagina diferenie;

ambos leen las dos paginas.

La probabilidad de gue un estudiante que ingresa a2 una escuela preparatoria termine
entres anos es 0.4. Si se escogen a! azar a tres sstudiantes, encontrar la probabilidad da
que al menos uno de eflos termine en tres afios.

.El 80% de las personas que viajan por el sureste visitan isia Mujeres, ef 70% visitan

Cozumel y ol 60% visitan ambos lugares. ¢ Cudl es lz probabilidad de que un turista que
viaja por el sureste no visite ninguno de estcs dos lugares?

.En un depdsito hay almacenados 5000 ecuipos de televisidn. En la tabla se muestra

¢orna se hallan clasificados segin la marca vy el modelo.

| Modelo\Marca | B, | B B: | Total
S 700 225 500 | 1425
S: 650 175 400 1225
Sy 450 | 350 | 325 1125
] S | 500 | 175 | 600 1225
[ Total 1 2300 | 925 | 1825 | 5000 |
se escoge un {eleviser al azar, encontrar:
P(B1):
P(Ss m B2);
P(S; ! Ba);
PS8y w B,

la probabiiidad de que un equipo seleccionado aleatoriaments sea da marca By, dado que

su modelo es S,
la probabilidad de gue Un equipo seleccionado aleatoriamente sea de modelo S; v de

marca Ba;
La probabilidad de gue un equipo seieccionade sea de marca B¢ 0 Ba.



7. Entre los automdviles que se reparan en un taller en cierio perfode de tiempo, algunos
han sufrido accidentes v ofros no, algunos requieren reparaciones mencres y ofros
requieren reparaciones mayores, tal como aparece en la tabla.

Accidentado (A) | No accidentado | Total

Reparaciones menores (M) 30 50 | 80

Reparaciones mayores | 180 20 t 200
Total 1 210 70 | 280 |

| se selecciona un automavil al azar parg verificar la calidad de la mano de obra, vy si se
nsidera a 10s eventos Al sufiié accidente v M: requiere reparaciones menores, encontrar
s probabilidades siguientes:
) P(A);
) P(M);
- PAAM);
) PATM),
 P(M ] A);
PR w ).

2. Los empleados de una universidad fueron clasificados de acuerdo con su edad y
adscripcion a la administracion, cuerpo docente o personal de apoye.

Adscripcion \ Edad | 20-30 | 31-40 | 41-50 | 510 mayor |
Administracion 2 24 16 17
Cuerpo docente 1 40 36 28

Personal de apoyo 16 20 14 2

i se seleccicna al azar a un empleado de esta universidad, encontrar la probabilidad de que:
» esté en la administracion o que tenga 51 afios mas;

; NO sea miembro del cuerpo docente;

. sea miembro del cuerpo docente dado que tiene 40 afios o mas.
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3. TECNICAS DE CONTEC

uando se utiliza la definicidn clasica de la probabilidad es necssario contar el ndmero de
lementos del evento gue nos interesa v el nlimerc de elementos del espacio muestral, [o
ual no siempre resulta sencillo, por lo que es necesario ulilizar téenices que nos faciliten
sia tarea.

n este capitulo veremos fres téenicas que nos ayudan a contar de manera eficiente: el
rincipic fundamental del contec, [as permuiaciones v las combinaciones.
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3.1 Prineipio fundamental del conteo

rincipio fundamental del conteo. Si un suceso A puede ocurrir de m formas diferentes v
1 suceso B puede ocurrir de n formas diferentes, entonces ambos sucesos pueden ocurrir
= Manera conjunta de mn formas diferentes.

A B
m = mn
jemplo 3.1
e va hacer un estudio en el cual se va a clasificar a las personas de acuerdo a su tipo de

angre y a su presion sanguinea. Los tipos de sangre son: O, A, B v AB, v |2 presién puede
3r: alta, normnal y baja. ¢ Cuanias formas se tienen para clasificar a las personas?

Tipo de sangre Presicn
O = Alta
A Normal
= Bajza
AB

odemos notar gue el tipo de sangre O se puede asociar con presion alta, normat o baja, de
anera que hay tres clasificaciones para tipo de sangre O, de manera analoga se puede ver
e también hay tres clasificaciones para A, tres para B v tres para AB. Por 10 tanto se tienen
2 posibilidades para clasificar & las personas.

2 tienen cuatro posibilidades para e tipo de sangre y tres para la presion, por lo que
flizando el principic fundamental det conteo tenemos que hay 4 * 3 = 12 posibilidades.

78 P
o4 3 0= 12

emplo 3.2

ara ir de 12 ciudad A g la ciudad B hay cuatre caminos diferentes, 2 parair de‘B aCy3para
de CaD. ,Cuanias formas diferentes se tienen para ir de A a D pasando sdlc unga vez por
yC?
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stando en A tenemos 4 formas diferenies para ir a B, si se est& en B se tienen dos formas
iferentes para ir a C, por lo que se tienen 4 * 2 = 8 formas diferentes parairde Aa C y para
de C a D hay 3 formas diferentes, de manera que para irde Aa D hay 8 * 3 = 24 formas
iferentes.

odemos notar que aunque el principio fundamentai del conteo sdio se dio para dos sucesos,

ste se puede apiicar de manera reiterativa, por lo que para resolver sste sjemplc basta con
ner:

A B C
4 | 2 1 3 ] = 24

i |

jempic 3.3

n una reunion hay 42 perscnas, entre eflas se va a rifar un televisor, una grabadeora y un
o). ¢ De cuantas formas diferentes se pueden otorgar los premios?

! televisor lo puede ganar cualquiera de las 42 personas que asisten a esta reunién, de
anera que ia grabadora la puede ganar cualguiera de las ofras 41 personas v &l reloj lo
uede ganar cualguiera de las 40 personas restantes, asi que los tres premios se pueden
signar de 68 880 formas diferentes.

T G R
| 42 ] 41 [40 ] = 88 880

jemplo 3.4

n examen de opcidn mudltiple tiene 12 preguntas, cada una de ellas tiene 5 opciones vy sélo
a es verdadera, s este examen se coniesia de manera aleatoria, encontrar la probabilidad
2 que todas las respuestas sean emréneas.

ara calcutar la probabilidad de gue ocurra ef evenic que nos interesa es necesario conocer
1 nimero de elementos dei espacio muestral y el nimero de elemenios del evento,

ara enconirar el numerc de eiementos del espacio muesiral, pcdemos hacer el
;gunda también se tiene £ posibilidades, v asi sucesivamente para cada una de [as
eguntas restantes, por o gue aplicende reiteradamente el pnncipio fundamental del conteo
: fiene:

18 028 38 48 58 ga 7a g4 g8 108 {12 428
MS) =515 5 5[5 5[5[/5]16[5(5!/5]= 244140625
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\sf que se tienen 244 140 625 posibilidades para contestar el examen.

=l evenito E gue nos interesa consiste en contestar todas ias pregunias de manera errdnes,
or lo para la primera pregunta se tienen 4 posibilidades de contestar de manera errGnea,
ara la segunda pregunta también se Henen cuatro posibilidades de contestar de manera
rrénea y asi sucesivamente para las preguntas restantes, por o que utilizando &l principio
undamental del conteo se tiene:

18 2% 3% 45 5% g5 7° 8 ge {0° 11212%
NE) ={4 4141481414744 4Talalal= 16777218

.uego entoncss hay 16 777 216 posibilidades en que todas las respuestas sean contestadas
ie manera erronea. Por io que la probabilidad de contestar todas las preguntas de manera
rronea es:

6777 218
FE) = —————— = 0(.08%
244 140 825

roblemas

. Uina cadena de tiendas departamentales tiene 3 almacenes y & sucursales de tiendas.
¢ De cuanias formas diferentes se puede enviar un articulo de un almacén & una tienda?.

.. Para la siguiente temporada, un auditorio tiene 12 conciertos y 8 recCitales. ,Cuanias
formas se tienen para comprar boletos para un recital y Un concierto?

.. En el consultorio de un dentista hay 5 nimeros de [a revista Proceso, 2 de La crisis y 4
de Milenio. Siun paciente ojea una revigia de cada tipo, ¢ cudntas posibilidades tiene?

. El mend en un restauranie consta de 3 sopas, 4 guisados, 2 postres y 5 bebidas.
¢ Cuantas formas se tienen para elsgir una sopa, un guisado, un posire v una bebida?

.. En un estudio se clasifica a las familias en 8 categorias de acuerdo al tipo de ingrese, an
5 segln el nimerc de integrantes, en 3 de acuerdo al tipo de educacion del jefe de la
famiiia y en 3 segln ei tipo de propiedad de ia vivienda. ;Cuantas formas se tienen para
clasificar a ias familias?

. Un equipo de herramientas contiene 6 desarmadcres, 4 llaves, 2 martillos y 3 pinzas.
¢ Cuantas formas se tienen para elegir una herramienta de cada tipo?
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. Beethoven escribid ¢ sinfonfas v Mozart 27 conciertos para piano. Si el locutor de una
estacion de radio quiers pasar una sinfonia y un concierto, ¢(cudntas posibilidades tiens
para escoger?

. Las calificaciones que puede obtener un alumno son: MB, B, S, NA v NP. Si un
gstudianie cursa 5 materias ;de cuanias formas diferentes pueden aparecer las
calificacicnes en su boleta?

. Con los digites 2,3,5,6,7 v 9 se van a formar nameros de 4 cifras. Si se pueden repetir
digitos en un himero, entonces ¢ cuantos nimeros diferentes se pueden formar?

0.Las placas de la Ciudad de México estan formadas por 3 digitos seguidos de tres letras.
¢ Cuantas placas diferentes se pueden tener?

1. En un grupo hay 20 personas, 8 de ias cuales son mujeres. Si s2 escogen dos personas
al azar, encontrar la probabilidad de que se escojan primere una mujer vy posteriorments
un hombre,

2. Encontrar la probabilidad de obtener 4 aguilas af lanzar 4 monadas bien balanceadas.

3.En una caja se tienen 4 bolas rojas, 2 negras y 4 azules. Si se escogen 3 bolas al azar,
encontrar la probabilidad de que la primera sea roja, ia segunda azu! y la tercera negra.

4.En una caja hay 10 canicas numeradas del 1 al 10. Si se escogen dos canicas al azar,
encontrar la probabilidad de gue fa suma sea un numero:

} par,

} impar.

5. Un examen de opcidon miltipte tiene 15 pregunias v cada una de elias tieng 4 opciones.
Si el examen se contesta de manera aleatoria, encontrar la probabilidad de que:

) conteste correctamente todas las preguntas;

} no conteste correctamente ninguna pregunta.

3.2 Permutacionas

cada una de las formas diferentes en gue se pueden ordenar [os elementos de un conjunio
2z le llama permutacion, y generaimente estamos interesados en contar ef numero de
srmutaciones diferentes que se pueden hacer con un numero determinado de elementos.

srmutacidn. Es un arreglo ordenada de elementos.
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jermnplo 3.3

:_on los digitos 0, 1, 2, 3, 4 y 5 se van 2 formar nimeros de tres cifas sin que se repitan
Igit0s en un numers, jouantos nimeros diferentes se pueden formar?

'amos 2 listar algunos de ellos:

012 021 031 041 059
013 023 032 042 (52
014 024 034 043 083
015 025 (035 045 054

'odemos darnos cuenta de que hay 20 nimeros que empiezan con O, por lo tantc hay

mbien 20 numeres que empiezan con 1 y asi sucesivamente por lo que fenamos que con §
igitos se pueden formar 120 nimeros de 3 cifras.

2 primera cifra puede ser cualquiera de los 6 digites, pero sdio quedan 5 para la segunda
osicion y unicamente guedan 4 posibilidades para ocupar e tercer fugar, por o gque,
tilizando el principio fundamental del conteo se tiene: 6 * § * 4 = 120 nimeros diferentes.
si que se tiensn 120 permutaciones de tres elementos, lo cual se simboliza de la manera

iguiente:
s’z = B8*5%4 = 120
onde:

2y = Nimero de permufaciones de 8 elementos tomando 3 en cada ocasién

e manera general, cuando se tienen n elementos para formar permutacionss de r
iementos tenemos gue: el primer elemento se puede elegir de n formas diferentes, den -1
| segundo, el tercero de n — 2, vy asi sucesivamente hasta llegar af lugar r donde se tienen
-1+ 1 posibilidades, peor lo que utilizando et principio fundamental del conteo se tiene gue:

WPro= nn-1) (n-2) (n-3}. .. (n-r+1)
onde:
@s un namere menor ¢ igual an
% = NOmero de permutaciones de n elemenios formande r en cada ocasion
jemplo 3.8
n sindicato tiene 55 integrantes. Si se va a formar una junta directiva integrada por un

‘esidente, un secretario y un tesorero, /cuéntas formas se tiene para formar la junta
rectiva?
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*arg ocupar ol pussto de presidenie 55 posibilidades, 54 para ocupar el puesio de secratario
' 53 para ocupar el puesto de tesorero, de manera que para formar la junta directiva se
ienen:

1]

ssP3 = 55754753 157 410 posibilidades

~omo el producto de enteros consecutivos se utiliza muy a menudo existe el concepte de
actoria! de un nimero que es el producto de todos tos enferos positivos menores que é.

-actorial. El factorial de un ndmero enterc positivo n es el producto de los primeros n
Wimeros enteros positivos. El factorial de cero es 1.
=sio lo podemos escribir de la manera siguiente:

o= n(-1) -2 {n-3) ... 1

o = 1
~jemplo 3.7
=ncontrar el factorial de:
) §;
N 9
N 3
1} 8 = 5*4°3*2*% = 120
)] gl = g*8*7*5*5%4*3%2*%1 = 362880
) 31 = 3*2%1 =86

\si tenemos que el nimero de permutaciones de n elementos tomando r en cada ocasion se
wede expresar de la mansra siguiente:

n!

{n-r)!

o= onnel) (n-2Y (03} .. (nerrt) =

| simplementes:

nl

{n-r)!
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jemplo 3.8

N un concurso hay 20 participantes, pero solc hay premios para los cuatro primeros lugares.
LCuéntas formas se tienen para ctorgar ios premics?

*ara otorgar el primer lugar hay 20 posibitidades, 18 para el segundo, 18 para ¢l tercero y 17
ara el cuarto, por e que para otorgar los cuatro premios se tienen:

20!
2oPs = —— = 20%18*18 "7 = 116 280 posibilidades
164

jempio 3.9

-ada una de las létras de ia palabra HOLA se van a escribir en una tarjeta, postgriormenta
@ van a colocar de manera aleatona, enconirar la probabilidad de que el primer lugar sea
cupado por una consonante v ef Gitimo iugar por una vocal.

as pesibilidades que se tienen para acomodar las 4 tarjetas son: 4Ps, porlo que:

41
M{S) = Py 5 e = 24
: ol

| evento que nos interesa esta formado por aguéllos elementos que en el primer lugar
enen una consonante, para lo cual se tienen 2 posibifidades, en ef Gltimo lugar tiene que
aber una vocal, para esto hay 2 posibilidades, luego entonces quedan dos posibilidades
arz ocupar el segundo lugar v sblo una para el tercer lugar, de manera que ei evenio que
0s interesa tiene 8 elementos.

ME}) = 272*1°2 = 8
i que ia probabilidad que nos interesa es:
8

P(E) = = 0.33
24

FOBIeInas

¢, De cuanias formas diferentes se pueden ordenar las letras de la palabra LIBRQ?

Se tienen 9 cuadros para acomodar en una exposicién, /de cuantas formas diferentes se
pueden acomedar?
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Se tiznen & banderas de diferente color, las cuales se van a colocar en un asia para
formar sefiales, ¢ cuantas sefiales diferentes se pueden formar?

¢, De cudntas formas diferentes se pueden sentar 7 personas en un banco con 4 lugares?

Con los digitos 0, 1, 2, 3, 4, 5, 8, 7, v 8. 3i no se pueden repetlir digitos en uponi,
icuantos nimeros de 4 cifras se pueden formar?

Se tienen 10 trabajos para asignarse a 6 personas, jcuantas formas diferentes se tienen
para hacer la asignacion si a cada persona solo se le puede asignar un trabajo?

Las letras de la palabra ORDEN se van a colocar de manera aleatoria, encontrar la
probabilidad de que el primer lugar sea ocupado por una consonante y el segundo por
una vocai,

Cada uno de los digitos 1, 2, 3, 4, 5, 6 y 7 se ha escritc en una tarjetz. Si se seleccionan
4 tarjetas al azar, encontrar la probabilidad de gue con las tarjetas seleccionadas se
forme un nimerc gque empiece ¢on 5 v sea par.

Cinco nifios y ¢inco nifias se van a sentar de manerz aleatoria en una fila, encontrar la
probabilidad de que las nifias ocupen los lugares pares v los nifios ios impares.

Cuatro libros de fisica y seis de matematicas se van a colocar de manera aleatoria en un
librero, encontrar la probabilidad de que:

los libros de fisica gueden juntos;

los libros de cada materia queden juntos.

. Se van a lanzar 5 dados bien balanceados, sncontrar la probabilidad de que en cada uno

de ellos e tenga un resultade diferente.

. Un elevador parte con 7 pasajeros vy se detiens en 10 pisos, encontrar la probabilidad de

que cada uno de los pasajeros baje en un piso diferente.

. En un grupo hay 10 alumnos, enconirar la probabilidad de que todos ellos cumplan afios

en fecha diferents.

. En el problema anterior, encontrar la probabilidad de que al menos dos alumnos cumplan

afics en la misma fecha.

3.3 Combinaciones

lay ocasiones en que nos interesa seleccicnar cierto nimero de elemeniog sin que nos
nporte el orden, a cada una de fas posibles selecciones se [es llama combinacion.
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ombinacién. Es una seleccidn de elementos en la cual no importa el orden.

jempic 3.10

e van g seleccionar tres elemenios del conjunto U = {0, 1, 2, 3, 4, 5}. Enumerar las
iferentes posibilidades gue se tienen.

d seleccionar tres elementos del conjunto U tenemos las posibilidades siguientes:

01,20 {013 {044 {015 {023 {024
{0,258 {034 {0,35 {045 {1,238 {124
{1,250 {1,3,4 {1,358 {145 {234 {23 5
{2 4,5 {3 4, 5

-ada uno de estos conjuntos representa una combinacion de tres elementos fomados del
onjunto U. De manera gue se tienen 20 combinacionss de 3 elementos tomados de un
onjunto de § elementos. Esio se puede escribir de maneéra simbdiica de ia manera
iguiente:

Jonde:

-3 = Numero de combinaciones de 6 elementos tomando 3 en cada ocasidn

'odemos notar gue con los elementos de la combinacion {0, 1. 2} se pueden formar las
ermutacionss que se dan a continuacién: 012, 021, 102, 120, 261 y 210.

'ero se tiene que el nimero de permutaciones de 3 elementos tomado 3 en cada ocasién es:

34

A H

3P3 = = 3

ol

si que con cada combinacidn se pusden formar 3! permutacionss, por lo gque si
\whtiplicamos el numero de combinaciones por 3! oblenemos el nuimero de permutaciones dg
elementos tomando 3 en cada ocasion, tal como se muestra a continuacion.

B!
oz = 3 = ——
3!
i despejamas §Cs, tanemos [c siguients:
6F3 6t

Cs =
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= razonamiento anterior se puede hacer de manera general. Si se tienen n elementos de los
“uales se van a escoger r (donde v es menor o igual que n), se lienen ,C, selecciones
diferenies, pero con cada una de ellas se pueden formar rl permutaciones de r elementos,
sor lo gue $i multiplicamos estas dos cantidades obtenemos ef nimerc de permutaciones de
1 elementos tomando r en cada ocasién, tal como se muestra a continuacion.

ni
nCr o= nPr =
{n-~r)
~Uego entoness el namero de combinaciones de n elementos tomando r en cada ocasion ey
nt
WO =
{(n-nirl

“iemplo 3.11

Juan tiene doce amigos, perc sblo tiene 4 boletos para invitarlos a un concierto, ¢cudntas
'ormas diferentes tiene para seleccionar a sus 4 invitados?

Se tienan 12 personas para seleccionar 4, por 1o que tiene:
12! 12 (11) {10) (9)

12C4 = = = 485
8! 4! 24

\ei que Juan tiene 495 posibilidades para escoger a sus invitados.

Zjiemplo 3.12

=n un grupo hay 10 mujeres y 15 hombres. Si de manera sleatoria s escoge un comité
ntegrade por 5 persenas, encentrar ia probabilidad de que en &l haya 2 mujeres.

zn ef grupc hay 25 personas de las cuaies se van a elegir 5, por [o que se tienen 25Cs
rosibilidades.

25! 25 (24) (23) (22) (21)
NEB) = 2505 = = = 53130

201 51 126

{ay 53 430 posibilidades para elegir a las 5 personas del comité. En ef grupo hay 10
nujeres de las cuales se van a seleccionar 2, lo cual se puede hacer de 10G2 formas
liferentes v para elegir 2 los hombres se tienen 15Cs posibilidades.



10! 10 (8)
1002 = = = 45
8121 2
151 15 (14) (13)
1503 = = = 455
12! 3! 8

e tienen 45 posibilidades para elegir a las mujerss y 455 para elegir a los hombres, por lo
Je segun el principio fundamental del conteo hay 455 * 45 = 20 475 formas diferentes para
egir & dos mujeres y tres hombras,

N(E) = 455*55 = 20475

e las 53 130 posibilidades para elegir al comité en 20 475 de ellas hay dos mujeres, por lo
ie la probabilidad buscada es:

20475

PE) = — e = 039
53 130

oblemas
. ¢, Cuantos subconjuntos de 4 elementos tiene el conjuntc A={a, b, ¢, d, &, T, ¢}?

. En una caja se fienen & juguetes para que un nific escoja 2 de elios. ;Cuanias
posibilidades diferentes tiene el nifio?

. Un estudiante tiene que hacer un trabajo para el cual puede consuitar 12 libros, si solo
quiere consulfar 5 de eifos, ;de cuantas formas puede hacerlo?

. En unz tienda se venden 8 tipos de quesos, si un cliente quiere comprar un kilogramo de
3 de ellos, jcuantas posibilidades tiene parz hacer su eleccion?

. Se tienen 12 objetos los cuales se van 2 dividir en dos grupes, unc de 4 y ofro de §,
scuantas posibilidades se tienen?

~ May 10 jugadores de basquetbol con [os cuaies se van a formar 2 equipes, 4de cuanias
formas se puede hacer?

Se tienen 5 puntos de manera que no hay tres o mas que sean colineales. ;Cudntas
rectas s& pueden trazar por estos punios?

¢+ Cuantas diagonales se pueden trazar por un poligono de 8 lados?

En una caja se tienen 6 canicas rojas, 5§ verdes y 4 azules, st se escogen 3 canicas al
azar, encontrar |2 probabilidad de qguer
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) las fres sean rojas:
) sean dos rojas v una verde;
| $ea una de cada color.

0.En un edificio hay 8 departamentos de 3 recamaras y 4 de 2 recamaras. Si se van a
escoger 4 de ellos al azar para regalar un producto en promocién, encontrar ia
probabilidad de gue se escojan 2 departamentos de dos recamaras.

1.En una agencia de auiomoviles se {ienen 8 unidades austeras y § con sguipo adicional,
si se eligen 5 automoviles al azar para hacer una revisién de seguridad, encontrar la
robabilicad de qgue sean elegidos 4 automdviles austeros.

2. Se tiene una lista con 11 donadores de sangre, de los cuales 5 fienen sangre tipo B, sise
escoge al azar a 4 donantes, encontrar a probabilidad de gue tengan sangre tipo B:

- los cuatro;

| uno de elios;

- dos de elios.

3.En una reunién hay 5 diputados del PRI, 2 del PRD y 3 del PAN, si se elige una al azar
una comision de 4 personas, encontrar la probabilidad de que en ella haya 2 integrantes
del PRI, 1 del PRD y 1 deil PAM.

4. Si de una barajz espanola se exiraen 5 cartas al azar, encontrar ia probabilidad de que
en las cartas elegidas 1 sea oros, 2 sean bastos y 2 sean copas.

5. Juan tiene que presentar un examen en el cual le van a preguntar dos temas de un total
de diez. Si.Juan sélo estudid 8 temas, enconirar la probabilidad de que:

. conteste correctamente el examen;

. Unicamenie conteste bien un tema;
no conteste bien ningln tema,

6. Una sefiors tiene 11 amigos, dos de los cuales son esposos. Si la sefiora decide invitar
a cenar de manera aleatonia 2 5 de sus amigos, encontrar la probabilidad de que entre
sus invitados:

} estén los dos esposos;

} esté solo uno de los esposocs;

) no esté ninguno de los esposo.

7.En una fiesta e encuentran seis pargjas de esposos. Si se escogen dos personas al
azar, encontrar ia probabilidad de que:
) sean esposos;

y uno sea hombre y el oiro muyger.
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Problemas de repaso

£n un gstudio se va a clasificar a las familias segiin su ingreso en A, B ¢ C, de acuerdo 2
la vivienda en propia o rentada. ¢ Cudnias formas se tiene para clasificar a2 las famitias?

En un restaurante se sirven 3 sopas, 5 guisados, 4 postres v 2 bebidas. ; Cuéntos menus
diferentes se pueden formar?

Para ir de la cludad A a la ciudad B hay 3 caminos diferentes, 4 parairde B2 Cy 2 para
irde Cal Siunapersona viaia de A a D v posteriormente regresa 2 A, ¢cuantas forma
tiene para hacer & viaje de ida vy vuelta si sdlo quiere pasar una sola vez por cada
caming?

Con los digitos 1, 2, 3, 4, v § se van a formar nimeros de 4 cifras. Si en un nimero no se
pueden repstir digitos, ¢cuantos nimeros diferentes se puaden formar?

Reselver el problema anterior suponiendo gue s2 pueden repstir digitos an un nimero.
En una reunién de 8§ persanas.

{cuantos grupos de 3 personas se pueden formar?
1 de cuantas formas diferenies pueden ilegar, suponiendo que llegan de una en una?

Una comparia de muebles ordend 10 telas diferentes de tapiceria v cuatro acabados
diferentes de madera. (Cuanias combinaciones diferentes de tapiceria y acabado de
madera puede elegir un cliente?

Un arrendador clasifica & sus inquilines de acuerdo a su estado civil como casados ¢ no;
de acuerdo al numero de hijos que tengan como 0, 1, 2, 3 o mas, v ds acuerdo si son
cumpfidos con & pago de ia renta como si o0 no.  ;Cudntas clasificaciones diferentes
puede hacer?

El gerente de una compafia puede elegir comprar su materia prima de enire seis
proveedores, procesarla en cualquiera de tres maguinas y empacar el producto en cuatro
formas distintas. ¢De cuantas forma puede planear la operacidn total?

0.;De cuantas formas diferentes se puede contestar un examen de faiso-verdadero de
veinte preguntas?

1.Los empleados de unz oficing de goblemo estan clasificados &n seis categorias de
acuerdo a su edad v en cuairo categorias de acuerdo con Su estado civil.  jCuantas
formas diferentes se tienen para clasificar a los empleados de asta oficing?

ST Nl LT

2. ;De cuanias formas se pueden programar 6 anuncios de television?

3.Las letras de la palabra UNIVERSO se van z colocar de manera aleatoria. (Cuantas
forma diferentes se tienen?
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In ciub consta de 30 miembros. ;De cuénias formas se puede ssieccionar 2 un
residente, un secretario y un tesorero?

.De cuantas formas se pueden ordenar las letras de la palabra MURCIELAGO?

,Cusdntas formas se tienen para colocar 8 torres distinguibles una de olra en un tablero
ie ajedrez sin que ninguna de ellas se pueda comer a {as otras?

“ay ocho cabailos en una carrera, ;en cuénias formas se pueden colocar &l primer lugar,
el segundo y el tercero?

Una vendedora tiene 10 productos y los quiere exhibir en una feria parc sélo puede
exhibir 4. Si el orden no tiene importancia, ;jcudntas formas tiene para exhibir sus
productos?

i De cuantas formas diferentes se pueden acomodar 7 macetas en un corredor?
¢08a cuéntas formas diferentes se pueden asignar 5 trabajos diferentes a 4 personas?

Se tienen 8 banderas de colores diferentes para hacer sefiales. Si cada sefial esta
formada por 3 banderas, ¢cuantas sefiales diferentes se pueden formar?

. £ Cuantos subconjuntos de cualro elementos tiene el conjunio:
A =[x/ x es un elemento de la palabra escudo}?

~Juan tiene 8§ amigos, pero sélo comprd 3 boletos para ir & un concierio.  jcuantas
posibilidades diferentes tiens para elegir a sus invitados?

{.Un estudiante debe sscoger 8 preguntas de un tolal de 10. Si las ires primeras son
obligatorias, ;cuantas formas diferentes {iene para seleccionar sus pregunias?

5. Diez jugadores de tenis compiten en un {omec. ¢ de cuantas maneras se pueden crdenar
para el primer juego, st sélo se dispone de una cancha?

3. En una reunion hay & muchachos y 5 muchachas, ¢cudntas parejas diferentes se pueden
formar para bailar?

7.De los oche integrantes de la tripulacion de una lancha, dos de &lles sole pusden remar
por el lado izquierdo vy ires da elos sdlo por ef lado derscho. (De cuantas formas
diferentes se puede colocar la tripulacion?

'8 B! automdvil de Juan tiene 5 lugares, ide cuintas formas se pueden acomodar 5
personas st Juan foma el lugar del chofer y su novia se sienta junio 2 &7

'o._El aifabeto tigne 22 consonante y 5 vocales. Si se eligen 5 letras &l azar y s¢ pone una &
continuacion de ia otra, encontrar la probabifidad de que se forme una palabra que

emplece con la leira z y termine con la lefra a.
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siras de ia palabra CRISTAL se van a colocar de manera aleatoria, encontrar ia
ibilidad de que las vocales queden juntas.

na caja hay 10 canicas numeradas del 1 al 10. 8i se sacan 2 canicas a! azar,
ntrar la probabilidad de gue la suma de los nimeros obtenidos sea;

il
1o personas van a un concierio, entra ellos va una pareje de esposcs. Si los lugares
sparien de manera aleatoria, encontrar la probabilidad de que los esposos se sienten

s,
equipo de futbol consta de 20 personas, de las cuales, tres pusden jugar en ia
¢.Cuantas

teria, ocho como defensas, 4 como medios v et resto en la delantera.
mas tiene el entrenador para seleccionar ai porlero, 4 defensas, 3 medios v 3

lanteros?
2 una baraja espaiola se van a extraer § cartes al szar, encontrar la probabilidsd de

e dos sean basios, dos espadas ¥ una sea oros.

@ una baraja americana se va a exirasr una mano de poker (cinco carfas). El orden en
i manos de poker se determina inversamente al de sus probabilidades. Encontrar la
rebabilidad de obtener:

in par {dos cartas del mismo valor v las otras fres de valer diferente);

ios pares {tos pares ¥ la ofra de valor diferente};
ercia (tres cartas con el mismo valor v {as otras de vaior diferente);

escalera (las cinco carlas con valor consecutive sin importar el color);

full (par vy tercia);
poker {cuatro cartas con el misme valor v Ia otra difsrents);
escalera impenial (cinco carlas de valor consecutivo v del mismo color).

.8e tiene una caja con 40 fusibles, de los cuales 5 son defectuosos, si se escogen 3
fusibles al azar, encontrar 1a probabilidad de que uno de ellos sea defectuoso.

".Un automdvil de § cilindres tiene 2 bujias en mal estads. Si el mecanico reemplaza dos
de elias al azar, encontrar a probabifidad de gue haya reemplazade:
) las dos bujias defectucsas;
j al menos una bujia defectuosa.
8. Se tiene un paguete con siete semillas, dos producen fiores azules, tres producen flores
blancas y dos producen flores rajas. Si se seleccionan dos semilias al azar, ancontrar la

probabilidad de que ambas produzean flores det mismoe color.

32. Un distribuidor recibe un embarque de 24 ielevisores de ios cuales 6 son dafeciuosos. El
distribuidor selecciona 4 televisores para ponerlos en exhibicidn, encontrar la probabilidad

de que:
a) dos telsvisores sean defeciuosos;

b & lo mas dos islevisores sean defectuoso.
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0. A un congreso asisten 100 congresisias. De ellos 80 hablan francés y 40 inglés. ,Cual
2s la probabilidad de que 2 congresistas elegidos al azar no hablen el misme idioma?

11.Una persona ha colocado revueltos 10 pares de guantes en un cajon. Si se toman dos
guantes al azar, encontrar la probabilidad de que:

1} uno sea de mang izquierda y otro de mano derechs;

) sean de un mismoe par.

i2.En un armario hay 8 pares de zapatos. Se escoge cuatro zapatos al azar, enconirar la
probabilidad de que al menos haya un par.

3. Seis parejas de casados se encuentran en una fiesta. Si se escogen 4 personas al azar,
encontrar la probabilidad de gue:

) se escojan dos parejas de casados;

) na haya ninguna pareia de casados.

4. En un monte hay varias fincas, cada una de las cuales esta unida a las restantes por un
camino. Sisabemos aue hay 36 caminos, ¢oudl e ol nimere de fincas?

i5. En unz urna hay b bolas blancas v n bolas negras. Se van a extraer bolas sin reemplazo,
encontrar ta probabilidad de que la k-ésima bola sea blanca.
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4. DISTRIBUCICONES DISCRETAS

as distribuciones de probabilidad son modelos matematicos que se pueden utilizar para
escribir fendmenos aleatorios.

n este capitulo se ve el concepto de distribucion de probabilidad de variable discreta, la
istribucion hipergeoméirica, la binomial y la de Poisson.



71

4.1 Distribucidén de probabilidad

Jna distribucion de probabilidad es un modelo mateméatico que nos ayuda a entender ciertos
enomsnos aleatorios gue se presentan en nuestra realidad, sin embargo, para poder dar el
oncepto de distribucién de probabilidad es necesario antes definir lo qus es una variabie
leatoria.

“n muchas ocasiones la naiuraieza propia de un fenémeno aleatorio hace que se relacionen
s eiementos del espacio muestral con un nUmere real, asi tenemos que al lanzar dos
nonedas nos puede interesar el nimero de soles, o la suma de puntos obtenidos al lanzar
ios dados. A esta relacién que se da entre los elementos del espacio muestral y un nimero
eal s le llama variable aleatoria.

fariable aleatoria. Una variable aleatoria X es una relacion que a cada elemento del
Spacio muestral le asocia un nimero regl.

*ara los fines de estas notas podemos clasificar & las variables sleatorias en discretas v
ontinuas, dependiendo del conjunto de nimercs reales gue se asocie a los elementos del
s$pacio muestral.  8i nos interesa la suma de puntos obtenidos ai lanzar dos dados, tenemos
Jue los valores asociados al experimento son los nimeros 2, 3, 4, 5,6 7, 8, 9, 10, 11 vy 12,
sta es una variable discreta, va gue solamente tenemos un conjunio finito de nimeros
eales; en cambio si nos interesa la estatura de una persona, el resuftado puede ser
ualguier nimero en un intervalo de la recta real, ésta es una variable continua. En la
nayoria de ios casos una variable aleatoria discreta es el resultado de un conteo v una
'‘ariable aleatoria continua es &l resultado de una medicion.

:n esta parte de [as notas Unicamente veremos variables aleatorias discretas, variables gus
6lo toman un nimere finito de valores o a lo mas un numero de valores que sea contable.
‘jiemplo 4.1
@ van a lanzar tres monedas bien balanceadas. Considérese a la variable aleatoria X,
londe: X = nimero de aguilas obtenidas. Hacer un listado en el cual se muestre la relacion
ntre los elementos del espacio muestral y el nimero real correspondiente.
| espacio muestral resultante de lanzar fres monadas es:

S = {(s::9), (a.s.s), (s.28) (883} (a2s), (asa), (saq), (aaa);
;omo iz variable aleatoria es el nimero de dguilas obienidas, entonces podemos notar gue 8

ada unc de los elemenics dei espacic muestral se le asocla un nimero real, tal como se
wwestra a continuacion:
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A{s.8,5)
X{a,s,s)
X(s,q,8)
X(s,5,8)
X(a,a,s)
X(a,s,2)
X(s.a,3)
X({a,a,a)

WNMNN 22D

1 @ste ejermnpio podemos notar que el espacio muestral se puede dividir en cuatro sventos
nutuamente excluyentes dependiendo del nimere de guilas que se asocie a cada elemento
lel espacio muestral: un evento Ay formado los elementos a los cuzles la variable aleatoria
35 asocia ei valor 0; un evento Ay formado por los elementos a los gue 2 variable aleatoria
28 asocia el nimero 1; un evento A, formado por los elementos a los cuales Ja variable
leatoriz les asocia el valor 2, y un evento A; formado por los elementos a los que ia variable
leatoria les asocia el valor 3, tal como se muestra a continuacion.

Ao = {(ss.s)}
Ay = {(as.59), (s,8,9), (s.538)}
Az = {{a.as), (g,s49), (sa2)}
Ay = {(aaa)}

ar 10 tanto podemos calcular la probabilided pera cada valor de [z vanable aleatoria, tal
omo se muestra a continuacion:

P(X=0) = P(Ag = 1/8
P(X=1) = P(A) = 3/8
PX=2) = P(A) = 3/8
P(X=3) = PlAs) = 1/8

Jonde P{X = 0) es la probabilidad de que la variable aleatoria X tome el valor 0, P(X = 1) es
1 probabilidad de que la variable aleatoria X tome & valor 1 y asi sucssivamente.

'odemos notar que a cada valor de la variable aleatoria se e asocia una probabilidad, con io
uat se {iene una distribucion de probabilidad discreta.

listribucién de probabilidad discreta. Una distribucién de probabilidad de variabie
iscreta s una relacidn que a cada valor de una variable aleatoria X le asocia unz
robabilidad P{X = x), fa cual cumple con las propiedades siguientes:
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&) La probabiiidad P(X = x) es un nimero entre cero y uno
0<PX=x)<1

b} La suma de las probabiiidades para cada valor de la variable aleatoria debe ser igual a
uno

iP(X=x,)=1

donde x; representa cada uno de los n valores de que ioma la variable aleatoria X.

Ejemplo 4.2
Dar Ia distribucion de probabilidad dei ejemplo anterior en forma de tabla.

La distribucion de probabilidad se puede dar en forma de tabla, tal como se muestra a
continuacién.

X P =x)
0 0.125
1 0.375
4 0.375
3 0.125
Suma 1.00

En Iz tabla se puede notar que: a cada valor de la variable aleatoria X se le asocia una
probabilidad P(X = x) que es un nimerg entre cero v uno, ¥ que la suma de las
probabilidades es uno, esto es, cumple con las propiedades de una distribucion de
probabilidad.

En una distribucion de probabilidad se resume toda la informacién acerca del
comportamienie de una variable aleatoria, puesto gue en ésta se especifican ios valores que
puede tornar la variable aleatoria asi como ia probabilidad con que se toman estos valores.

En los datos mostrados en la tebla del ejemplo anterior podemos observar gue si las tres
mangdas se lanzan muchas veces se espera que: alredador de 1/8 de las veces caigan cero
aguilas, alrededor de! 3/8 de las veces caiga un &guila, alrededor de 3/8 ds las veces caigan
dos aguilas y alrededor del 1/8 de las veces caigan 3 aguiies. Asi tenemos cue si
multiplicamos el nimero de aguilas por su probabilidad y sumamos estos valores obienemos
el nimerp esperado promedio de aguilas por lanzamiento. Tal como se musstra a

continuacion.

- % K 4 = of
B = o008y o+ 18

L]

8 ¢ 2738 + TT{UE) = 128 = 15
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Luego enionces, si las fres monedas se lanzan muchas veces, se espera que el nimero
promedio de aguilas por lanzamienio sea de 1.5.

Valor esperado de la variable aleatoria. Ei valor esperado de una variable aleatoria es la
suma de cada valor de la variable por su probabilidad asociada.

Si la variable aleatoria X puede tomar n valores y denotamos con x; &l valor i-ésimo, entonges
ia deffnicion anterior se puede expresar de la manera siguiente:

E(X)= 2" x5, P(X = x}

1=l

Donde:

E(X) = valor esperado de ia variable aleatoria X

Ejemple 4.3

Encontrar el valor esperado de ia variable sleaioria X del ejempio anterior.

A ia tabla del ¢jemplo anterior se le puede aumentar una columna para obtener el valor
esperado de g vanable aleatoria X.

PX=x) | XPX=x)
0.125 4]
0.375 0.375
0.375 Q.750
0.125 0.375

Suma | 100 | 1.50

win|=|ox

Al valor esperado de una variable aleatoria X también se le conoce comeo media de la
distribucion de probabilidad y se le denota con la letra u.  Expresado de manera simbdlica se
tene;

B = EA)

ar del valor esperado del cuadrado de una variabie aieatoria X, el cuai

E(X") =3 @PX =)
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A la diferencia entre i@ media ¥ cada uno de los valores de la variable aleatoria se les llama
desviaciones con respecio a la media. Si denotamos con Xq, Xz, . . . . X, a los diferentes
valores que toma la varizble aleaioria X, entoncss, las desviaciones con respecio a la media

20N Xe~ M, X2 U, ..., X - i
También se puede hablar del valor esperado de los cuadrados de las desviaciones con

@specto a la media, a esic se le conoce como varianza de una distribucion de probabilidad v
se le denota por o2,

Varianza de una distribucion de probabilidad. Es sl valor esperado de los cuadrados de
as desviaciones con respecto a la media.

E[X-w)] = Go-wfPX=x) + (xz-ufPX=x) +...+ (- p?PX=x)
o bien
o' = i(xz - uYP(X = x,)
=jemplo 4.4

A, partir de los datos del ejemplo anterior, enconirar lg varianza de la disiribucidn de
yrobabilidad.

A la tabla del ejemplo 4.3 se agregan tres columnas, en ia cuara columna estan las
jesviaciones con respecic a ia media, en ia quinta columna estan los cuadrados de las
lesviaciones con respecto a la media y en la sexta columna estan los cuadrados de las
Jesviaciones con respecto a la media por la probabilidad asociada.

A [PX=x) [ XPX=x) | X-p [ X-p"  (X-uwfPX=x)
0 0.125 g -1.5 225 0.28125
1 0.375 0.375 -0.5 0.25 0.08375
2 0.375 0.75 0.8 0.25 0.09375
3 0125 0.375 1.5 2.25 0.28125
L Suma 1.00 1.50 | 0.75 |

\s{ tenemos que ie vananza de 1z distribucion de probabilidad es: ¢ = 0.75

Jtra medida importante en una disiribucién de probabilidad es la desviacién estandar (¢},
jue es ia raiz cuadrada positiva de la varianza.
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Desviacidn estdndar de una distribucion de probabilidad. Lz desviacion estandar de una
distribucién de probabilidad es la raiz cuadrada positiva de la varianza.
Asi tenemos que en el ejemplo anterior la desviacién estandar es:
o = J0.75
Se puede demostrar que la varianza de una distribucidon de probabilidad es igual a la
esperanza del cuadrade de la variable aleatoria menos o) cuadrado de ia media de la
distribucion, tal como se expresa continuacion:
of = E[X-pf] = EQF) - 7
¢ bien
62 = E(xZ) _ 5«‘-2

De manera que ef gjemplo 4.4 también se puede resolver de la manera siguiente:

X PEX=x) [ XPX=x) | ¥ P(X=x |

0 0.125 0] 4

1 0.375 0.375 0.375

2 0.375 0.750 1.50

3 0125 | 0.375 1.125
Sumz 100 | 150 3.00 |

En la cuarta columna se calcula el valor esperado del cuadrado de la variable X, asi tenemos
que: E(X® =3.0. Luege entonces la varianza de la distribucién de probabilidad es:

-
£

o = 30 - 15° = 0.75

Podemos notar que este valor es ¢l mismo que se encontrd anteriormente.

Ejemplo 4.5

En unz caja se tienen 5 focos, dos de los cuales estan fundidos. Si se sacan dos focos al
azar y si consideramos X como la variable aleatoria, donde X = nimero de focos buenos en
la muestra, encontrar;

2) la distribucién de prebabilidad;

b) el valor esperado de |a variable aleatoria X;

¢) la varianza de ia distribucion de probabilidad;

d) la desviacion estandar de la distribucién de probabilidad.



a} Si denoctamos como f; ¥ T, a los focos fundidos y con f3, &, v f5 a los focos buenocs,
entonces tenemos que &l espacic muestral es;

S = {{fr, R (f R, (Fr, B, (, Ba), (B2, B (T, 1), (Fa, Ty (B2, ), (. 1), (B, T2, (s, ), (5, fo),
(fa, 71}, (fa, f2), (fa, Ba), (fa, fs), (Fs, T4, {fs. T2), (Fs, Fa), (Fs, Fu)}

Como X es el nimere de focos buenos en fa muestra, entonces tenemos que X puede tomar
los valores 0, 1y 2. Asi que el espacio muestral se puede dividir en 3 eventos mutuamente
excluyentes, dependiendo del valor que |z variable sleatoria le asocie & cada elemento:

Ag = {{fy, T2}, (2 T1)}
A1 = {(f‘ly f?v)l (f11 f‘5)1 (f11 f5)l (f2» f3)1 (f2| f‘%-)’ (le f5)» (f3, f1)' (f3! fZ)s (f4! f1)a (f4, fZ)t (f51 f-‘), (f51 fg)}
Ar = {(f3, fe), (B, fs), (Ta, ), (fs, Fs), (T, T, (Fs, Tu)}

Luego entonces tenemos que:

PX=0) = P(A) = 2020 = 0.1
P(X=1) = P(Ay) = 12/20 = 05
P(X=2) = P{Ay) = 6/20 = 03

Por lo que ia distribucion de probabilidad se puede dar en forma de tablg, tel como se
muesira a continuacion:

X PX =3

0 0.1

1 0.6

2 0.3
suma 1.00

Para enconirar el valor esperade de la variable aleatoria vy ta varianza de \a distripucién hay
que aumentar dos colurmnas, tal como se mizo en el ejemplo anterior.

X P(X=x) | XPX=x | X¥*P(X=x)
0 0.1 0 0
1 0.6 0.6 0.5
|2 0.2 | 0.4 0.8
i Suma 100 | 1.00 1.4

2} Por lo que el valor esperade de iz variable aleatoria ¢ media de a2 distribucién de
probabilidad es:

EX) = ¢ = 1.00
) La varianze de la distribucion de probabilidad es:

& = 14 - 17 = 04
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1) La desviacidn esténdar es:
c = V0.4

-2 ganzncia esperada de alguno de los participanies en un juego es la ganancia promedio
Jor juege que se espera obiener cuando se participa muchas vecss en este jusgo.

“jempio 4.6

Al lanzar un dado se ganan $15 si cae el nimero 1, se ganan $5 s1 cae un nimero prime vy se
sierden $10 si cae cualguier ofro nidmare. Si X es fa variable aleatoriz, donde X = nimero de
DEs0s ganados, encontrar la ganancia esperada del juego.

.a ganancia esperada del juege es 2l valor esperade de la variable aleaioria X, por lo que
enemos;

X PX=x)  XPX=x
i5 176 15/6
5 2/8 10/6
-10 3/6 -30/6
Suma 5.00 -5/6

2 ganancia esperada es de -5/6. 3i este juego se realizara muchas veces, se espera que
:n promedio se pierda $0.83 por juego.

S¢ dice que un juegc es justo cuande la gananciz esperada para cada uno de los
variicipantes en el juego es cero, esto es, si el juege se realiza muchas veces, se espera que
08 participantes no pierdan ni ganen,

jiemplo 4.7

e va a realizar una rifa en la cual se van a vender 1000 boletos, los premios son: un premic
ie $1000.00, dos premios de $300.00 y cuatre premios de $100.00. Encontrar el precio justo
iel boleto.

3 una persona compra un boletoc puede ganar $71 000.00 con probabilidad 0.001, $300.00
:on probabilidad 0.002, $100.00 con probabilidad 0.004 y cere pesos con probabilidad 0.893.
5i se muitiptica cada uno de los valores de la variable aleatoria por su probabilidad, se
ibtiene ef valor esperado de la variable aleatoria o esperanza matematica, que es &f precio
Jsto que se deberia pagar por un boleto.
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I X [PX=x [XPX=x) |
0

0 | 0.993
100 0.004 0.4
300 £.002 0.6
1000 0.001 1.0
Suma | 1.000 | 20

Podemnos notar que E(X) = 2.00, de manera gue &l precic Justo del boleto s de $2.00.

Problemas

5.

Una compaiia fabrica agujas para la inyeccion de insulina y las empaca en cajas de 500
unidades. Durante algunos afics se han hecho muesireos de esias cajas, por lo que se
sabe que el 90% contiene agujas no defectuosas, el 7% contiene una aguja defectucsa y
el 3% tiene dos agujas defectuosas. Si X es el nimero de agujas defectuosas por caia,
encontrar la distribucion de probabilidad.

Sez X una variable aleatoria con distribucion de probabilidad dada por lz siguiente tabla,
ancontrar la media v la varianza de la distribucion.

X 0 i 2 ! 3
P(X=x) 0.125 0.250 0.500 E 0.125

Encontrar E(Y) v o en la distribucién de probabilidad de la varizble aleatoria Y aue
aparece en la tabia siguiente:

Y 6 | + | 2 | 3 4 5
i P(Y=y3] 05 | 3 | 3 | .2 A 05

En una caja se tienen cuatro esferas marcadas con los nimeres 2, 4, 6, vy 8. Si s¢ saca
una esfera al azar y si consideramos a al variable aleatoria como en nimero de iz esfera
extraida, encontrar la distribucion de probabilidad.

Se van a fanzar dos dados bien balanceados, si consideramos a X como la variable
aleatoria, donde X = suma de punics obienidos, encontrar:

3} el espacio muestral;

)
)
1)

3.

la distribucién de probabilidad;
el valor esperado de la varizble;
la varianza de ka distribucion de probabilidad.

Un llavero tiene 4 llaves iguales, pero séio una abre la pueria de una oficina. Se toma
una liave &l azar para abrir ja puerta, si no abre ia puerta se toma una segunda lave a asi
sucesivamente hasta abrir |12 puerta. Sez X al ndmero de llaves que se tienen que probar
hasta abrir la pueria. Encontrar fa distribucion de probabilidad asi como su media y su
varanza.
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7. Un equipo electrénico tiene 4 fransistores, dos de los cusles no sirven. Si se sacan fres
transistores al azar, y si X es el nimerc de {fransisiores defectuosos en iz muestrs,
encontrar el valor esperado de la variable aleatoria X, asi como la varianza de la
distribucion de probabilidad.

5. Se van a vender mil boletos de Ioteria de a $2 cada uno. Si &l premio es una ielevisién
cuyo precio s de 34 000 y si usted compro dos boletos, ¢cudl es su ganancia esperada?.

3. Un dado bien balanceado fiene una cara rojg, dos verdes v tres negras. Se lanza el
dado, si cae una cara roja se ganan $2 v si cae verde se ganan $0.5, si se quiere que el
juego se honesto, ¢cuanto se debe pagar si cae cara negra?

t0. Un vendedor de helados espera ganar $200 si el dia es soleado, $100 si el dia esta
nublado v %50 si el dia es lluvioso, si las probabilidades respectivas 2 estas
eventualidades son: 0.8, 0.3y 0.1. Encontrar [a ganancia esperada.

-

. 8e va a realizar una rifa en la cuai se van a vender 2000 boieios. Los premios son. un
premio de $1000.00, tres premios de $ 500.00, cinco premios de $100.00 v ocho premics
de $50.00, Encontrar el precio justo del boleto.

{2. Una caija tiene 2 bolas rojas y 3 azules, se sacan 2 bolas con reemplazs vy se ganan $2
por cadza bola roja ¥ $1 por cada boia azul. Si se quiere que el juego sea squitativo,
cuanto se debe pagar por el derecho de jugar?

13. Un jugador lanza 3 monadas. Gana $10 si caen 3 aguilas, gana $5 si casn 2 aguilas, si
cae un agutta no pierde ni gana y pierde $15 si no caen aguilas. Encontrar la ganancia
esperada del jugador y la varianza de la distribucion de probabilidad.

4,2 Distribucion hipergeométiica

.a relacién que se da entre los valores de una variable aleatoria y la probabilidad gue se
1s0cia & cada uno de ellos para formar una distribucion de probabiiidad se puede dar en
orma de tabla o bien mediante una férmula. A continuacion se da ia férmula de la
fistribucion hipergeomaétrica, perc antes se va a resolvar un gjempio con el material que ya
iE COnOce.

Siemplo 4.8
n una cala se tiene 4 canicas azules y 6 blancas. Si se escogen ires canicas al azar,
snconirar la probabilidad de gue una de ellas sea azul.

\l sacar las {res canicas no nos interesa of orden, por lo gue et nimero de elementos del
1spacio muestral es el némero de combinaciones de 10 elementos tomando 3 en cada
Casion.
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MS) = 4y = ——— = 120
73!

e 4 canicas azules se va a seleccionar una, de manera que se tienen 4C4 posibilidades.

41
4C1 =z —_— = 4
3t

n la muesira se guieren 3 canicas y que una de ellas sea azul, por io que fas ofras dos
eben ser blancas. Asi que de las 6 canicas blancas se van a escoger 2, esto se pusde
acer de C, formas diferentes.
!
¢Cz = = 18
412]

& tienen 4 posibilidades para escoger una canica azui ¥y 15 para escoger dos canicas
ancas, de manera que utifizando el principic fundamental del conteo se tiene que hay 60
osibilidades de sacar una canica azui v dos blancas. Asi que el evento que nos interesa
=ne 60 elementos.

ME) = 4CieCa = (4)(18) = 80

e las 120 posibilidades gue se tienen para sacar tres canicas en 60 de ellas se tiene una
anica azul v dos biancas. Luego enionces la probabilidad buscads es:

4C1 6C2 80
PE) = = = 0.5
1003 120
| razonamisnto anterior se puede generalizar, tal como se mussira 2 continuacidn.

vando se tiene una poblacién con N elementos de los cuales hay M gue nos interesan, y s
3 manera aleatoria v sin reemplazo se saca una muestra de n elemertos, la prebabilidad de
Je en la muestra haya x elementos gue nos interesan es:

MCx NmMCnx

PX=x) =
NCn

onde:

=0,1,2,...,n

no puede exceder de M

- % no puede exceder de N - M
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-esta férmula se le conoce como ia distribucion hipergeométrica y se utiliza cuando de una
oblacidn se exirae una muestra aleatoria y sin reemplazo, esto es, cuando de manera
leatoria se exirae un zlemento de una poblacidn y éste no puede ser seleccionado
gvamente.

e puede damosirar que en una distribucién hipergeomélrica ia media y la varanza de la
stribucion se pueden calcular utilizando las formulas siguientes:

M n ) Mn(N-M)(N-n)

N N? (N-1)

jemplo 4.9

n una caja se tienen 12 medicamentos, tres de los cuales estan caducados. Si se escogen
medicamentos ai azar, encontrar:

) la probabilidad de que dos de ellos estén caducados;

) el nimerc esperado de medicamentos caducados en la muestra;

| la varianza de iz distribuciéon de probabilidad;

} la desviacion estandar,

) De 12 medicamentos que hay en la caja se van a sacar 4, se pide gque de lfos 3
medicamentos caducados dos esién en [a muestra, por o que los otros dos
medicamentos de la muestra se van a tomar de los ¢ medicamantos buenos. Se Puede
considerar a la variable aleatoria X como el nimero de medicamentos caducados en la
muestra, luego entonces, aplicando la formula de la distribucién hipergeométrica se tiens:

502 9Co (3) (38)
PX=2) = = = 0218
12C4 495

En la caja se tienen 12 elementos de los cuales nos interesan 3, y en la muestra hay 4
elementos, por lo que sustituyendo estos valores en la formula de la media de la
distribucién de probabilidad se tiene que la media de ia distribucidn es:

34
12

Para caicular 1a varianza de iz distribucion de probabilidad basta con sustituir los valores
restantes en la férmula, con lo cual se tiene:

3(4) (&) (&) 864
UZ - = = (.5455
122 (11) 1584
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} La desviacion esténdar de una distribucion de probabilidad es ia raiz cuadrada positiva de
l2 vananza, por lo que:

c = Y0.5455 = 0.7385

roblemas

. En una oficina trabaja 8 secretarias de las cuales solo 3 son graduadas. Si se escogen al
azar a 2 secretarias, encontrar ia probabilidad de que una de ellas sea graduada.

. En un lote de 12 radios hay dos defectuosos. Se va a hacer una inspeccién al lote, para
lo cual se escogen 3 radios, si se detecta algin elemento defectuoso no se compra el
lote, encontrar la probabilidad de que se compre el iote.

. En un grupo pariamentario hay 7 diputados del PRI v 5 de la oposicidn. Si se de maners
aleatoria se forma una comisién integrada por 4 diputados, encontrar ia probabilidad de
Gue en dicha comision haya un diputado de ia oposicion.

. Hay 14 aspirantes para ocupar un puesto, 10 de ellos tienen titulo universitario. Si de
manera aleatoria se escoge & 5 aspirantes para hacerles una entrevista, encontrar:

} fa probabilidad de que dos de elios tengan tituls universitario;

} &l nimero esperado de entrevisiados con titulo universitario en ia muestrs;

) la varianza de la distribucién de probabilidad.

4.3 Distribucién binomial

n modelo probabilistico particularmente importante es ¢l que se relaciona con experimentos
% 108 gue Gnicamenie se tienen dos posibies resultados. A este tipo de experimentos se les
ame ensayos de Bernoull, pues fue o matemético suizo Jaques Bernoulli (1854 - {705)
uien por primera vez trabajd con ellos durants la segunda mitad del siglo XVIi

continuacién se dan algunos ejemplos de ensayos de Bernouili:

) resultado de lanzar una monedea: &guila o sol;

) nacimiento de un nifio: hombre ¢ mujer;

| resultado de un examen de admision: aprobadc o reprobade;

} lanzamiento de un dardo: dar en el blance o no dar en el blanco;
) reaccién ante un medicamento: favorabie o desfavorabie.

uando se tiene un numero especifico de ensayos de Bernoulli independientes se tiene un
penmento binomial.
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(perimento binomial. Un experimento binomial estz formado por n ensayos aieatorios
e tienen las caracteristicas siguientes:
cada ensaye tiene dos posibles resultados: éxito o fracaso;
los ensayos son independienies entre si;
l2 probabilidad de éxito (p) permanece constante sin importar e nimero de ensayos;
- la probabilidad de fracaso (g = 1 - p) también permanece constante sin importar el nimero
deg ensayos;
se denota con x al nimero de éxitos que nos interesan.

ntes de dar la formula de la distribucidn binemial vamos a resolver &l ejemplo siguiente:

emplo 4.10

2 van a lanzar 5 monedas bien balanceadas, enconirar la probebilidad de que caigan dos
Juias.

= tiene un experimento formado por 5 ensayos independientes, por lo que se puede
nsiderar como un experimento binomial, donde éxito = aguila.

amos 2 denotar con A; 2l evento de que una moneda caiga aguila en el i-ésimo lanzamiento
con S; al evento de gque una moneda caiga soi en ef i-ésime janzamieno, donde i =1, 2, 3,
5. Asi que la probabifidad de que caigan dos aguilas es:

PA N B2 B3N 8y 8g) PlAs nSan Az Sy Ss)
P(ATn82nSan Ay Ss) PAi S Sam 8y As)
PSinAzNnSinSinhs) + PBInSnAsnSinAg)
P(S1F\SzﬁS3ﬁA4f\A5) + P(S1HA2('\A3('\S4(‘135)
PE1NS2nAsnAsn Ss) P{SinAznSsn Ay Ss)

PX=2)

+ 4o
+ o+

&

omo son eventos independientes {a probabilidad de la interseccion es igual al producto de
s probabilidades, por o gue:

P(X =2) = P(A1) P{Ay) P(Sa) P(S4) P(Ss) + P(A1) P(S2) P(As) P(S4) P(Ss)
P(A1) P(S2) P(Ss) P(Ag) P(Ss) + P(A1) P(Sz) P(Sa) P(S4) P(As)
P(S1) P(Ay) P(S3) P(Ss) P(As) + P(S1) P(Sz) P(As) P(Ss) PlAs}
P(Sy) P(Sy) P(S3) P{As) P(As) + P(S1) P(Az) P(As) P(S4) P(Ss)
P(S:) P(S2) P(As) P(Ay) P(Ss) + P(S1) P(Ag) P{(S3) P(As) P(Ss)

+ o4+

| probabilidad de que caiga aguile al lanzar una moneda bien balanceada la podemos
inotar por P(A) = p y la probabilidad de que caiga sol come P(8) = q, con lo cual se tiene:

X = 2) = ppyqq + papaq + pgapd + paagp + qpagp + qapqp +qqapp + Jpapg + 9ppag
+ qappg
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ero podemos observar que en cada sumando se puede escribir como p°q® y el nimerc de
umandos gue se tienen as sCz, por lo que e resultado anterior se puede escribir de Ia
anera siguiente:

P(X=2) = sC2p°Q
uege entonces la probabilidad queé se busca es:

PX=2) = 5C;(0.57(0.5)°

10 (0.25) (0.125)
0.3125

Hown

eneralizando el razonamiento anterior para cualquier experimento binomial se tiene [o
guiente.

updngase aue se tiene un experimento binomial formado por n ensayos independientes,
onds i probabilidad de éxito en cada ensayo es p, entonces iz probabiiidad de gue ocurran
éxitos se puede calcular con la férmula siguiente:

PX =x)=,C.p7°q"
onx=012,...n

esta es formula se le conoce como ia distribucion binomial o formula de Bernoulli.

€ puede demostrar gue en una distribucion binomial el valor esperado de ia variable
eatoria X es: E(X) = u = n p, en tanto gue 2 varianza de la distribucion de probabilidad es:
2

=npa.

jiemplo 4.11%

| 35% de los internos de un ceniro de readaptacién son reincidentes, si se escogen 15 de
los al azar, encontrar ta probabilidad de que 3 de elios sean reincidentes.

n este problema loz éxitos son ios reincidentes, se puede suponer independencia en los
1$ay0s, va Gue cuando se extrae un slemento de una poblacién grande la probabifidad varia
uy poco en la extraccion de otro elements. De manera que el problema se puede resolver
3 [a manera siguisnte:

15Cs {0.35)° (0.65)'2
455 (0.1428) (.00568)
0.11

PX =3}
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jlempioc 4.12

n examen de opcidn myitiple tiene 20 preguntas, cada una tiene 5 opciones v sdic una &s
srdadera. Si este examen se contesta al azar, encontrar,
| {a probabilidad de obtener una respuesta correcta;
12 probabiiidad de obtener a io més una respuestia correcta;
. la probabilidad de obtener por lo menos dos respuestas correctas;
2l nimero esperado de respusstas correctas;
- la varianza de la distribucion de probabilidad;
la desviacién estandar de ia distribucién.

El nimero de ensayos es 20, el éxito es respuesta correcta, [a probabilidad de éxito es
0.2, |a probabilidad de fracaso es 0.8 y el numero de éxitos gue nos interesan es 1, por lo
gue:

2C1 {-2)' (0.8)"
20 (.2) (0144)
0.0576

P(X = 1)

BB

En este caso nos interesan 0 éxitos y un éxito, de manera que:

20Cs (.2)° (8%
(1) {1) {0115}
0.0145

P(X = 0)

nHn

omo PX< 1) = PX=0) + P =1), luego entonces:

0.011% + 00878
0.0691

PA<Y)

o

. En este inciso nos interesan de dos éxitos en adelante, ¢ sea P(X = 2), paro sabemos que
ZP(X =x) =1, por lo tanto:

P(X22) = 1 - PM<1)
= 1 - 0.0691
= 0.9309

1 El nimerc esperado de respuesias correctas es:
E(X) = u = 20(02) = 4

> cual quiere decir que si un examen con estas caracteristicas fuera contestado
easioriamente muchas veces, &n promedio se obtendrfan 4 respuestas correcias por
@men.
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) La varianza de fa disiribucién de probabilidad tomande a X comoe el nimero de respuestas
correcias es:

5 = 20{(0.2)(0.8) = 32

La desviacion estandar dz ta distribucién de probabilidad es:

o6 = V32 = 179

roblemas

- Se van a lanzar 10 monedas bien balanceadas, encontrar ia probabilidad de que caigan 4
aguilas.

Una pareja de recién casados pianea tener 3 hijos, suponiendo que la probabilidad de
que nazca nifio sea igual a la probabilidad de que nazca nifia, encontrar la probabilidad
de gue tengan una nifiz.

Caicular la probabilidad de que caiga 4 veces el ndmero 5 al lanzar 8 veces un dado bien
balanceado.

La probabilidad de que un tirador acierte a un blanco es de 0.4, encontrar la prebabilidad
de gue en los proximos 12 disparos acierte en:

12 veces;

£ veces.

Se tiene un disco dividido en cinco regiones iguales, pintadas respectivamente de rojo,
verde, blanco, azul y negro. Si el disco se hace girar 10 veces, encontrar la probabilidad
de que este se detenga 3 veces en el color azul,

Una secretaria debe llegar todas las mafianas a2 las 8 en punto a su frabajo, pero el 20%
de las veces llega iarde 15 minutos ¢ mas. El presidente de la compaiiia llega hasta las
10 AM., pero ocasionalmente llama entre 8:00 y 8:15 para dictar alguna carta. Encontrar
la probabilidad de gue de & veces que ilame el presidente en fres de ellas encuenire a la
secretaria.

Supbngase que al lanzar una chinche esta cae con 1a punta hacia abajo el 65% de las
veces, i ésta se lanza 6 veces, encontrar la probabilidad de gue en 2 de ellas caiga con
ia punta hacia arriba.

Una moneda defectuosa cae aguila el 40% de las veces que se lanza, si esta se lanza §
vacaes, encontrar ia probabilidad de gue 8 veces caiga sol.

Un beisbolista ha pateade 10 home runs en sus dltimos 100 juegos, calcular la
probabilidad de gue en sus proximes 8 juegsos haga 3 home Tuns.
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0. Un jugador de basquetbol acierta ei 80% de los firos de castigo que ejecuta. ;Cusl es iz
probabilidad de que falle tres de los proximes cince tiros?

1.La probabiiidad de que un equipo A gane un juego en un torneo as de 0.75. Encontrar fa
probabilidad de que pierda 2 de los proximos 5 juegos.

2. El 8% de los articulos producidos por una maquina son defectuosos, si se tienen 12
piezas producidas por dicha méaquina, encontrar la probabilidad de gue 3 de sllas sean
defectuosas

3.La guinta parte de 108 integrantes de un grupo tiene licencia para conducir automaovil, si se
escogen 9 personas al azar, encontrar la probabilidad de que 3 de ellos tengan licencia.

4.Un tratamiento médico es efectivo en &l 90% de los casos, si este se aplica a 12
pacientes, enconirar la probabilidad de que 10 de elios se alivien.

5. La probabilidad de que un estudiante termine en tres afios su preparatoria es de 0.4, si se
tienen 6 estudiantes que acaban de ingresar a una preparaioria, encontrar la probabilidad
de que 3 de ellos terminen sus estudios en ires afios.

6. De acuerdo con estudios realizados, 1 de cada 15 personas que entran a una tienda
departamental intentan robar algo. Si se escogen al azar 2 3 clientes, encontrar la
probabilidad de que uno de ellos intente robar aigo.

7. Diez aparatos de radar operan de manera independiente. La probabilidad de que uno de
ellos detecte un cohete enemigo es de 0.8. ;Cual es la probabilidad de que un cohete
enemigo sea detectado por nueve aparatos de radar?

8.El 90% de los ssiudiantes que toman un curso elemental de economia aprueban, gcudl
es la probabilidad de que a lo més dos estudiantes no aprueben &l curso en un grupo de
10 alumnos?

9. LIn defecto metabdlico ocure aproximadamente en uno de cada cien pacientes. Si cuatio
niftos nacen en un hospital, encontrar la probabilidad de que:

) ninguno ténga defecto metabdlico;

} alo mas uno tenga defecto metabdlico.

m

0. E! 39% de los pacientes gue se admiten en una clinica no pagan sus cuentas, por lo que
terminan por ser perdonadas. Si se aceptan 4 nuevos pacientes, enconirar la
probabilidad de que:

) todas la cuentas tengan que ser perdonadas;

} una cuenta tenga que ser perdonada;

) ninguna cuenta tenga gue ser perdonada.

1. Un defecto metabdlico ocurre aproximadameante en uno de cada cien pacienfes. Ei cuatro
nifios nacen en un hospital, encontrar la probabilidad de que:

) ninguno tenga defecto metabdlico,

} alo mas uno tenga defecto metabdlico.
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2. Un procedimiento gquirdrgico nuevo es exitoso en el 80% de las veces. Si esie
procedimiento es utitizado en cinco veces, encontrar la probabilidad de qus:

) ias cinco operaciones sean exitosas;

)} por lo menos una sea exitosa.

3. Un procedimiento quirirgico nuevo es exitosc en el 80% de las vecss. Si este
procedimiento es utilizado en cince veces, enconirar la probabilidad de que:

) las cinco operaciones sean exitosas;

} por lo menos una sea exilosa.

4. El archivo de personal de una fabrica indica que el 10% de los empieados se retiran al
afio de ser contratados. Se acaban de contratar 10 empleados nuevos, encontrar la
probabilidad de que después de un afio;

} la mitad de elios siga trabajando;

) todos sigan trabajando;

) se hayan ido tres de los contratados.

5. De los alumnos que cursan e (Mimo afic de una escuela preparatoria @ 80% son
mujeres. Si en esta escuelz se seleccionan diez estudiantes al azar, encontrar iz
probabilidad de que;

} nueve sean mujeres;

) al menos nueve sean mujeres;

) alo mas ocho sean mujeres.

6. En una poblacién ¢l 15% de los adultos son enalfabetos. Si se escoge a 12 personas af
azar, encontrar la probabilidad de que sean analfabetos:

) los 12;
Y} menos de 2;
} porlo menos 2;
) entre2y 4
7.La probabilidad de que un réemache sea defectuoso es de 0.01, si un avidn tiene 10 000
remaches, encontrar el nGmers esperado de remaches ”ﬁ‘?ﬂf‘*"csos an &l avion.

8. Un examen de opcidn miitiple tiene 20 preguntas, cada una de ellas tiene 6 opciones v
sélo una gs verdadera. Si el examen se contesta de manera aleatoria, encontrar:

) ia probabilidad de obtener 4 respuestas correctas;

)} el nimero esperado de respusstas correcias;

) la varianza de la distribucion ge probabilidad.

¢ El 2% de los articuios que produce una maquina son defectuosos. En un cargamento de
1000 ariicuios, encontrar:

) El nimero esperado de articulos defeciuosos;

) La varianzs da la distribucton de probabilidad,

) La desviacidn esténdar de la distribucion de probabilidad.
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4.4 Distribucidn de Poisson

principios del siglo XIX el matematico francés Simeon Denis Poisson (1781 - 1841)
contro que cuando se tiene una distribucion binomial con un nimero grande de ensayos y
12 probabilidad de exitc pequefiz, la probabilidad de gue ocuran x éxitos se puede
roximar mediante Ia formula siguiente:

At e
PX=x) =
X!

cnds:

= n p

= (1,2,

= 2.71828
emplo 4.13

N un embargue grande de libros el 2% tiene encuademacion defectuosa. Si una caja tiene
} fibros, encontrar ia probabilidad de que 5 de elios tengan encuadernacidn defectuosa.
tilizar la distribucion:

binomiat;

da Poisson.

El nimero de ensayos es 80 v la probabitidad de éxiio es 0.02, por lo gue la probabilidad
de que 5 libros tengan encuademnacion defectuosa es:

PX=5) = &Cs(0.02)°(0.98)® = 5461512 (0.0000000032) (0.32918) = 0.00575

- Como n toma un vaior grande v p foma un valor peguefio, entonces se puede uillizar la
distribucidén de Poisson como aproximacion a la binomial, tomando A = 80 * 0.02 = 1.2,
con lo cuai se tiens que:

(1.2 72 2.48832(0.3012)
P(X=5) = = = 0.00525
51 120

»demos notar que la aproximacion utilizando la distribucion de Poisson es bastante buena,
1esto que sdlo hay Lna diferencia de 50 cienmilésimos.

emplo 4.14

1 probabilidad de que un remache sea dafectuoso es de 0.01, si un avién tiene 1000
maches, enconirar la probabilidad de que en &l avidn haya oche remeaches defeciuosos.
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3 tienen 1000 ensayos v una probabilidad de éxito de 0.01, por lo que A = 1000 * 6.01 = 10,
ego entonces, la probabilidad de que en el avidn haya ocho remaches defectucses es:

108 &0 100000000 (0.000045)
P(X=8) = = = 0.1125
8l 40320

2ro la distribucién de Poisson también se puede utilizar como modelo pare describir el
Tibo de aviones & un aergpuerto, ia liegada de clientes & un restaurante, la llegada de
srgonas que solicitan atencidn en una clinica o 1a enirada de ilamadas 2 una ceniral
lefonica.

ara utilizar la distribucién de Poisson debemos suponer gue:

- la probabilidad de que ocuira un éxito en un subintervalo corio de fiempo s proporcional
a la longitug del intervalo;

 la probabilidad de dos o mas éxitos en un subintervalo es practicamente cero;
ei nimero de &xitos en uin subintervalo cualguiera s independiente de! nimerc de éxitos
fuera de &l.

g puede demostrar que en una distribucion de Poisson ja media es 1 = A, ¥ la varianza es
=
emplo 4.15

numero promedic de chegues sin fondos que recibe por dia un banco es de 6, encontrar la
obabilidad de que el jueves de la semana proxima reciba 4 chegues sin fondos.

nGmero promedic de chegues sin fondos es A = 6, por lo que la probabilidad de recibir 4
ieques sin fondos es:

6%e® 1 296 (0.00248)
= 0.133¢

1l
i

PX=4) =
41 24

emplo 4.16

1 estudiante hace un promedic de 0.5 errores por pagina al hacer sus irabsjos & maquina.
et estudiants hace un trabajo de 5 paginas, encontrar ia probabiiidad de que cometa:

cers ermores;

2 lo mas un error;

por lo menos dos errores.
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) El nimero promedio de errores por pagina es de 0.5, por lo que el numere de errores
promedio en 5 paginas es A = 2.5, asi que la probabilidad de gue cometa cero errores en
8l trabajo es:

(2.5 *° 1 (0.08208)
PX=0) = = = 0.08208
ol 1

} la probabifidad de que cometa a lo més un ermor es igual a la probabilidad de que cometa
CEro efrores o un error, por lo que tenemes:

25" g?8 (2.5) (0.08208)
PX=1) = = = 0.2052f
1 1

e manera que la probabilidad de cometer 2 lo més un error es:
PX<s1) = PX=0) + P{X=1) = 0.08208 + 0.2052% = 0.28729

 La probabilidad de comster por lo menos dos errores es igual a la probabilidad de
cometer dos erores 0 mas.

P(X22) = 1 - PX<1) = 1 - 028728 = 0.71271

reblamas

E! 0.005% de la pobiacion de una ciudad muere a causa de cierto tipo de accidente. Si
una compaifiia aseguradora fiene 1 000 asegurades cuya péliza cubre este tipo de
accidentes, encontrar la probabilidad de gue durante el préximo afic tenga que pagar 5
sumas assguradas debido a este tipe de accidentes.

El 2.5% de los conductores que pasan por una caseta de cobro pagan con la cantidad
exacta. Encontrar la probabilidad de que de los préximos 200 conductores que lleguen a
esla casefa, ninguno fleve la cantidad exacta.

£i 3% de los articulos que preduce una compaiia son defectuosos. Sise tiens una cgja
con 200 de estos articulos, encontrar iz probabilidad de que:

2 de ellos sean defectuosos;

por [0 menos uno sea defectuoso.

La probabilidad de que se le reviente un neumatico a un automovii al cruzar un tinel es
de 0.00005. Encontrar la probabilidad de que entre 10 000 automdviles que cruzan €l
tanel:

cuando mucho a dos se les reviente un neumatico;

cuandc menos & tres se les revienig un neumatico.
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- La probabilidad de gue una persona sufra una reaccidn por una inyeccion de un suero es
£.001, si ¢l suerc se aplicd a 2000 personas, encontrar la probabilidad de que:

} una de ellas sufra la reaccion,

) por lo menos dos sufran ia reaccion;

i a lo mas dos sufran la reaccién.

~ El ndmero promedio de accidentes de transito que ocurren en cierta carretera en dias
laborables entre las 7 y las & horas de fa mafiana es de 0.7 accidentes por hora.
Encontrar [a probabifidad de gue ocurran 2 accidentes en esa carretera gl proximo martes
entre las 7 vy ias 8 de la mafiana.

. Bl namero promedio de homicidios en cierta ciudad es de 2 por dia. Encontrar ia
probabilidad de que e un dia dado haya:

) dos homicidios;

) a lo mas dos homicidios;

i por lo menos tres homicidios.

. El niimero promedio de clientes que entran 2 una tienda departamental es de § cada 10
minutos. Encontrar 12 probabilidad de que en los préximos 10 minutos entren:

) cero clientes;

) un cliente;

} &l menos un cliente.

. Ei promedio anual de terremotes en cierto pais es de 0.5. Enconirar la probabilidad de
que en este pais ne haya terremotos en los proximos 3 afios.

3.El promadio mensual de incendios grandes en una ciudad es de 1.5. Encontrar ia
probabilidad de que haya un incendio en los proximos dos meses.

1.En una poblacién de 50 000 personas hay un promedio anual de 2 suicidios, Para una
poblacién de 100 000 personas, encontrar la probabiidad de gue haya a lo mas un

suicidio.

2.Fl conmutador de un hotel recibe un promedio de 2 liamadas por minutc. Encontrar la
probabilidad de que en 30 segundos reciba:

i una flamada;

b al menos una llamada;

1 por o menos una lamada,
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Probiemas de repaso

. Completar la disinbucién de probabifidad que aparece en la tabla y encontrar el valor

esperado de la variable aleatoria X y la varianza de la distribucién.

X 0o [ 1 2 3
PX=x) 0.2 0.4 0.3

. El nlimero de errores cometidos cada hora por una persona que registra datos en una

computadora es una variable aleatoriz representada por X la cual tiene la siguiente
distribucion de probabilidad.

X 0 1 2 3
L= x) 0.4 0.3 0.25 0.05

calcular ef nimero promedio de errores gue comete en una hora;
encontrar ja propabiidad de que se cometa 3! menos un error en una sesidn de una hora.

. A continuacion se presenta la distribucién de probabilidad de que un vendedor de autos

venda 0, 1, 2, 3, 0 4 automdviles en una semana.

MNimero de autos vendidos (3 ¢ 1 ] 2 3 4 |
P(X = x) 0.20 0.40 | 0.20 0.08 | 0.07 |

Encontrar el numero esperado de automaviles vendidos por semana;
Encontrar la varianza de la distribucién de probabilidad.

. Un constructor estd concursando por una obra en la que puede obtener un beneficio de

$500 000 con una probabilidad de 0.7 o una pérdida de $160 000 con probabilidad de 0.3
&Cual es el valor esperado del constructor?

. Las probabilidades de 0, 1, 2, 3, ¢ 4 robos a2 manc armada por dia 2n una ciudad son

0.33, 0.37, 0.20, 0.08 y 0.02. Encontrar:

&l nimerc de robos esperados por dia;

la varianza de la distribucion de probabilidad,

la desviacion estandar de la distribucion de probabilidad.

Se van a lanzar dos monedas bien balanceadas, si caen csro Zguilas se ganan cero
pesos, si cae un aguila se ganan 10 pesos v si caen dos aguilas se ganan veinte pesos,
encontrar el precic justo de este jusgo.

Se lanzan dos dades, si la suma de punios obtenidos es mayor que siete &l jugador gana,
si vaie siete, la tirada se anuia, y si es inferior a siete, el jugador pierde:

s cusl es la probabilidad de ganar?

&8s equitativo este juego?
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. Se va a ianzar un dado bien balanceado. Si cae el nimero 1 se ganan $10, si cae un
nimero primo se ganan $5 ¥ no se pierde ni se gana si cae cualguier ofro numero. Si el
juego es honesto, ¢cuanto se debe pagar por jugar esie juego? Encontrar la varianza de
la disfribucion de probabilidad.

. En una caja se tienen 8 cartas a las cuales se les han asignado los nimeros 2, 2,2 2 4,
4,4 y6. Sisesacauna carta al azar y se gana un nimero de pesos igual al nimero de
la carta seleccionada, encontrar la ganancia esperada del juego y la varianza de ia
distribucion de probabilidad.

0. Un vendedor de periddico puede ganar $100.00 si no llueve o perder $20.00 si llueve. Si
ia probabilidad de que mafiana llueva es de 0.2, encontrar su esperanza matematica.

-,

-Un dispositivo para detectar incendios utiliza tres células sensitivas a la temperatura que
actian de manera independiente para activar una alarma. Cada célula tiene una
probabilidad de 0.8 de accionar la alarma cuandoe Ia temperatura lega a2 los 66° €. Si X
es el nimero de células que accionan la alarma cuando ia temperatura aicanza los 60° C,
encontrar la distribucion de probabilidad de X, asf como &l valor esperado de ésta v 12
varianza de |a distribucién de probabilidad.

2.Un pescador tiene una probabiiidad de 1/3 de capturar un pez antes de gue tenga gue
reemplazar la camada; nunca usa ia misma cemada para capturar mas de un pez.
Supdngase que tiene tres camadas. Sea X el nimero de peces que capiura antes de que
se le terminen las carnadas. Encontrar;

) la distribucion de prebabilidad;

) la probabilidad de que €l pescador capture mas de un pez;

) el nimero esperade de peces capturades;

) la varianza del nimere de peces capturados.

3.La distrbucion de probabilidad del nimero de automoéviles vendidos por dia por un
distribuidor aparece en la tabla siguiente:

X Y 1 2 3 4 5 8 7

MK =3 6.1 c.2 0.4 0.15 0.1 0.03 0.01 G.o1

) enconirar el nimero esperado de ventas por dia;
| encontrar la varianza de la distribucion de probabilidad.

4. Una inversién puede producir uno de estos {res resultades: una ganancia de  $7 000,
una ganancia de $4 000 o una pérdida de $10 000, con probabilidades de 0.55, 0.2 y 0.25
respectivamente. Enconirar la ganancia esperada del inversionisia.

5.La umna A contiene 3 bolas blancas, 5 negras y 2 verdes; la urna B contiene 4 bolas
blancas, 3 negras y 3 verdes. Se elige una bola al azar de cada uma. Se gana $4 si las
dos bolas son blancas, $3 si las dos son negras v $5 si ambas son verdes. Si el derecho
a jugar cuesta $5, ¢el juego es honesto?

3. Entre 10 empleados de una oficina considerados para ser promovidos hay seis hombres y
cuairo mujeres. Si se ¢lige 2 3 de estos empleados para ser entrevistades, y sl se
considera a al varabie aleagioria A como gi nomerc de mujeres en ia muestra, enconirar,



96

} Ia probabilidad de que en la muestra haya una mujer;

) el nimero esperado de mujeres en la muestra;

) ia vatianza de la distribucion de probabilidad;

i} ia desviacién estandar de la distribucion de probabilidad.

7.De un total de 800 familias con 5 hijos cada una, en cuéntas se espera que haya:
) 3 nifos;

) 5 nifias;

) 2 03 nifas.

8.5e tiene un examen de 10 preguntas cuyas respuestas son: falso ¢ verdadero, si ef
examen se contesta de manerz aleatoria, encontrar la probabilidad de obtener &
respuestas correcias.

9. Una cooperatliva afirma que el 95% de las sandias que envian al mercado estan maduras
y listas para comerse. Si se compran 10 sandias, encontrar la probabilidad de que:

) por lo menos 8 estén maduras y listas para comerse;

} entre 7y S estén maduras y listas para comerse;

) alo mas 9 estén maduras v listas para comerss.

0.Un vendedor de seguros vende pélizas por 30 afios a 5 hombres de la misma edad y con
buena salud. De acuerdo con {as tablas actuariales, 1a probabilidad de que un hombre de
esta edad viva 30 afics mas es de 0.68, encontrar la probabilidad de que deniro de 30
afios vivan:

) los 5 hombres;

} 2 hombres;

) al mencs dos hombres.

1.El 80% de los alumnos de una universidad estudian licenciatura. Si se eligen 4
estudiantes al azar, encontrar:

) la probabilidad de gue tres de elios estudien licenciaturs;

) el nimere esperado de estudiantes de licenciatura en la muestra;

'} 2 desviacién esléndar de ia distribucion de probabilidad.

2. De las ditimas 100 piezas producidas por una maquina 15 resultaron defectuosas. Siesta
maquina va a producir 12 piezas, encontrar la probabilidad de que 4 de ellas sean
defeciuosas.

3. La experiencia ha demosirado que el 50% de los estudianies que cursan el primer afic de
inglés aprusban el examen final, si en un grupo hay 12 alumngs, encontrar la probabilidad
de que porlo menos 11 aprueben el curso.

4. En una escuela profesional el 50% de los slumnos cursan primer anig, 25% el segundc
afio, 15% el tercer afio v 10% &l cuarto anfo. Si se seleccionan 5 estudiantes al azar,
enconirar la probabilidad de gue:

) dos sean de primer afio;

) ninguno sea de tercero o cuaric afo.
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5.La cuaria parte de una raza de conejos nace con pelo largo. ¢ Cuél es la probabilidad de
gue en una camada de 8 conejos fres {engan pelo largo?

3. La probabilidad de que un radar defecte un avién enemigo es 0.9, Si tenemos cince
radares, ¢cudl es ia probabilidad de que no se detecte un avién enemigo?

7.Un procedimisnto quirlrgice tienen éxito el 90% de las veces que se emplea. Si se hacen
5 operaciones utilizando dicho procedimiento, encontrar ia probabilidad de que haya éxitc
en 4 de ellas.

5. Ei 80% de ias semiilas de unz piania germinan, $i se siembran cinco semillas, encontrar
ia probabilidad de tres de elias germinen.

. Un fabricante de piezas para automdviles garantiza que en una caja de 20 articulos hay
un méximo de 2 piezas defectuosas. Si se sabe que en el proceso de fabricacion hay un
2% de piezas defectucsas, ¢cudl es la probabilidad de gue la caja cumpia con la
garantia?

). El 20% de los fusibles que produce una compafia son defectuosos, si se tiene una caja
con 10 de estos articulos, encontrar fa probabilidad de que haya por lo menoes 2 buenos.

t.El 80% de los arboles planiados en una campafa de reforesiacion vive. jCudl es la
probzbifidad de gue sobrevivan al menos 9 de 10 gue acaban de ser plantados?

2. Cuatro motores de un avidn operan de manera independiente, la probabilidad de que uno
de ellos falle es de 0.01. Encontrar la probabilidad de que en cierto vualo:

' no haya ninguna faila;

- haya a lo mas una falla.

3.Con base en su experiencia un médico sabe que el 10% de los pacientes a guienes se ha
aplicado un medicamento presentan efectos colaterales no deseables. Si el medicamenio
se prescribidé a 10 pacientes, encontrar la probabilidad de que:
a lo mas dos presenten efecics colaterales no deseados;

al menos dos los presenten.

. El 20% de los cmescopios de televisidn gue produce una compaiiia se funden antes de
que expire la garanifa. Si se han vendido 400 cinescopios y si X es la variable aleatoria
comrespondiente al nimero de cinescopios gque se fundirdn anies de que expire la
garantia, encontrar:
la esperanza matematica de la vanable aleatoria X;
la desviacién estandar de la disiribucién de probabilidad.

.El 10% de los fumadores de una ciudad prefieren cierta marca. Si se selecciona una
muesira de 100 fumadores de dicha ciudad vy si Y es el nimerc de fumadores de la
muestra que prefleren dicha marca, enconirar la desviacion estandar de la variable
aleatoriz V.
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6. Ei 20% de ios tomilios producidos por una maguina son defeciuosos. Si se selecciona
una muestra de 100 tomillos producidos por dicha maguina v si Z e e nimero de
tornillos defectuosos en la muestra, encontrar u y o.

7. El 90% de los que compran un teievisor a color no hacen reclamaciones que estén
cubiertas por fa garantia mientras esta se encuentra vigente. Si 10 personas compran
uno de estos televisores, encontrar la probabilidad de que a lo més uno reciame estando
vigente la garantia.

38. El 4% de los conductores de automadvil no tienen licencia. Si en un dia determinado se
detiene a 100 automovilisias, encontrar la probabilidad de que 3 de ellos no tengan
licencia.

6. La probabilidad de que una persona de cierta poblacién fallezca en el curso del afo es de
0.005. Siuna compaiiia aseguradora tiene 1000 asegurados de esa pablacion, jcudl es
la probabilidad de que tenga que pagar mas de tres sumas aseguradas?

0.El 2% de las personas gue trabajan en una compafia son zurdas. Encontrar la
probabilidad de que en un grupo de 200 personas haya 5 zurdes.

4. El 3% de los focos producidos por una compaiia son defectuosos, sl s& tiens una caja
con 200 de estos focos, encontrar ta probabitidad de que:

) dos sean defectuosos;

) al menos 1 sea defectucso.

2. Bl nimero de personas que ingresan & la unidad de cuidados intensivos de un hospital en
un dia tiene una distribucién de Poisson con media de 5 personas por dia. Encontrar 12
probabilidad de que el nimerc de personas que ingresan a esta unidad sea:

) de dos;

)} menor que dos;

) mayor gue dos.

2.El nimero promedic de accidentes en una camrelera es de 3 por mes.  Encondrar iz
probabilidad de gue en una semana especifica no ccurra ningln accidente.

4. El numero de ahogados en una playa es de 3 por cada 100 000 turistas, Si el proximo afio
se cslculz gue visiten esta piaya 200 000 turistas, encontrar ia probabilidad de que
durante el afio haya:

) cero ahogados,

Y} un ahogado;

) dos ahogados.
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5. DISTRIBUCION NORMAL

Existean yarias distribucionas de vanable continug, sin embargo, en estas notas sblo se irata
2 distribucion normal, s& hacen algunas aplicaciones de ésta y se da la aproximacion de la
normal a la binomial.
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5.4 La distribucidn normal

Hay una serie de fendmenocs aleatorios que nos dan mediciones continuas, por sjemplo la
altura ¢ el peso de ias perscnas gue integran un grupe, et coeficiente intelectual de fos
alumnos de una escuela, &l tiempo de vida de los focos que produce una fabrica, la velocidad
de los guiomdviles que circulan en una autopista, los errgres de medicién en ios
experimentos realizados en un laboratorio, en cada uno de estos ejemplos se tiene una
variable glealoria continua. Un modeie matematico que se puede aproximar a este lipo de
fendmenos es el que se conoce como la distribucién normal.

La formiuta de ia distribucién normal fue publicada por primera vez en 1733 por &l matematico
franco ingiés Abraham de Moivre (1667-1745). Otros mateméticos que figuran en primer
piano en la historia inicial de esta distribucion son Plere Simon Marqués de Laplace {1749-
1827 y Cari Friedrich Gauss {1777-1855), en cuyc honor se denomina a veces distribucion
de Gauss.

La férmula de la distribucién normal es:

ELYN
202

¢
f(x) EE NG —
T o2

Donde:

La variable X puede tomar cuaiguier ndmero reai x

u = media de la distribucién de probabilidad

o° = varianza de la distribucion de probabitidad

o = desviacion estandar de la distnbucion de probabilidad

A ta variable x se le pueden dar valores para obtener los valores de f{’x} y de gsta manera
obtener la grafica de ia distribucién normal, tal como se muestra en fa grafica siguisnte:

B 1
1
!
|
]
|
'
!
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Esta distribucién tiene las caracteristicas siguientes:

&} la curva s siméirica con respecic a la medig;

b} la curva es asinidtica con respectc al eje X, o sea que la curva se exiiende
indefinidamente en ambas direcciches, aproximéndose cads vez mas ai gje ¥ sin que
flegue a tocarlo;

¢} el area bajo la curva y por encima del eje X as igual a 1;

d) la curva es concava hacia abajo en el intervalo (u - o, u + &) y concava hacia arriba fuera
de &l.

En una distrivucidn de variable continua lz probabilidad de que ia variable aleatoria tome
aigun valor en un intervalc de la recta real es el drea que en ese intervalo se encuentra entre
el eje X y la curva de la distribucion. Asi fenemos que la probabilidad de que la variable
aleatoria X tome algan vaior en el intervaio comprendido entre a y b, io cual s& denocta como
Pla < X < b), es el area bajo la curva en ese intervalo, tal como se muesira en gréfica
siguiente.

Pla<X<h)

Lz parte sombreada corresponde a la probabilidad de gue la variable aleatoria X tome algin
vaior en ef intervalo comprendido entre a y b.

Cuando se tiene una varable aleatona X que tiene distribucién normal con media p ¥
varianza o se denota por: X ~ N(u,6%).
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3.2 Distribucion normal estandar

A la distribucion normat que tiene media cero y varianza 1 se le flama digtribucién normal
estandar, De manera que si en fdrmula de fa distribucion normal hacemos p =0y & =1,
tenemos la férmula de iz distnbucion normal esténdar que se da a continuacion:

2

f(z)=

s

€
—\-f2 Fia

Al dar valores a la variable z en la formuia anterior se obtienen los valores de f(z) con los
cuales se obtiene la grafica siguiente:

e

Cuando se tiene una vanable aleatoria Z que tiene disiribucion normal estandar se puede
denotar de la manera siguiente:

Z-R{0, 1)

Ejemplo 5.1

Ses 7 una variabie aieatoria continuz gue tiene distribucion normal esténdar, encontrar fa
probabilidad de que la vanable aleatoria Z tome un valor:

a) entre Oy 1.65;

b) entre -2.83 y 0.85;

¢) menor gue 2.08;

d} menar que -1.98;

e) entre -2.46 v -0.67.
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Para calcular ta probabilidad de que la vanable aleatoria tome algan valor en un intervalo ds
ia recta real nos vamoes a auxiliar de la {abla de ia disirbucion normal estandar de 1a pagina
124, la cual nos dz el area entre & eje X vy la curva en el infervalo comprendido entre cera v
el valor buscada,

&} Para buscar ef valor 1.65 en iz igbla, buscamos 1.8 en la columna de Ja izquierda v .05 en
el rangldn superior, &l nimero que s¢ encuenira en la interseccidn de Ia columna vy el
ranglén que nos interesa es 0.4505, tal como se muesira en la {ahla siguiente.

i—;TE 05 i
| .
|

0.4505

£l drea sombreadz en la grafica es 0.4505, de manera que la probabilidad de que la variable
2leatoria Z tome un valor entra O v 1.65 es:

P(0<Z <165 = 04505

5} Para encontrar la probabilidad de que la variable aleatoria tome un valor entre -2.83 ¥
0.65 se busca 2.83 en la tabla obteniéndose 0.4877, como la curva es simélrica, tenemos
gue el drea entre -2.83 y 0 es 04877, posteriormente se busca 0.65 en la tapla y se
obtiene 0.2422, como las dreas encontradas estén en lados opuesios de la media, éstas
s2 suman obteniéndose asi la prohabiiidad buscada.

P(-2.83<Z<0.65) = 04977 + 0.2422 = 0.7399
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¢} Al buscar 2.08 en la {ablz se obtiene 0.4812, esta drea se encuentra a la derecha de la

rmedia, pero como también nos mteresa toda el area que estd a la izquisrda de la media
gue es 0.5, entonces tenemos gue ia probabifidad buscada es:

PZ<208 = 05 + 04812 = 0.88%2

d) Al buscar 1.38 an la abla obtenemos 0.4761, asi tenemos que el drea entre -1.88 y O es
0.4761, pero como e érea que nos interesa es la cue esta a la izguierda de -1.98,

entances a 0.5 le restamos el valor encontrado vy tenemos la probabilided gue nos
interesa:

P(Z<-198) = 05 - 04781 = 0.0239
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@) Al buscar 2.46 v 0.87 en la tabla se obtienen los valores 0.4831 v 0.2486, como las dos
areas que nos inferesan estén a la izquierda de la media entonces, al drea mayor le
restamos el area menor para cbtener la probabilidad buscada.

P-248<Z<-087) = 04831 - 0.2488 = 0.2448

Ejempic 32

Si la variable aleatoria £ tiene distribucion normal estandar, encontrar el valor de 2z en cada
uno de los incisos siguientes:

a)P(Zzz = 0.95

DPZz2) = 010,

a) Tenemos que sncontrar ef valor de z que nos garantice que a la derecha de dicho valor
se encuentra un arez de 0.95, necesariamente este valor debe estar a |z izguierda de ia
media, de manera que buscamos un vaior de z que nes garantice gue entre este valor v ia
media haya un area de 0.45, esta drea se busca en la tabla, en donde encontrames que
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los valores mas cercanos son 0.4495 y 0.4505. asi que podemos tomar e valor de 2,548,
coOmo Z ésta a ia izquierdz de la media {enemos que z = -2.545.

b} A la derecha del valor de z hay un area de 0.10, por lo que z debe estar 2 1a derecha de la
media, luego entonces el area que tenemos que buscar en la tabla es Ia de 0.4, el valor més
cercans es el de 0.3997, que corresponde 2 1.28, de manera que z = 1.28.

Probigmas

1. En una distribucién normal estandar encontrar el drea bajo la curva entre [os valores:
8) Qv 1.48;
3} -2.04v 0.

2. En una disiribucion normal esténdar enconirar et Zrea bajo la curva qua se encuentraa la
izguierda de:

1} 2.35;

;) -0.58.
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3. La variabie aleatoria Z tiene distribucién normal esténdar. Encontrar ja probabilidad de
gue Z tome aigln valar:

a) entre-2.34 y 1.48;

b) entre 0.23 ¥ 1.85;

¢) enire -3.09v-2.48.

4. ta varable aleatoria Z tiene distribucién normal estandar. Enconirar la probabilidad de
que Z tome algun valor:

a) mayor gue -2.89;

b) mayor que 0.89.

5. En una distribucidn normal estandar, encontrar el valor de z que garantice que:
a) el area enire 0y z es 0.3340;

b) ef drez a la izquierda de z es 0.65817:

¢} &l &rea a la izquierda de z es 0.3085;

d) aladerecha de zes 0.8810:;

@) aladerecha de z es 0.0326;

f) eléreaentre -2y zes 0.2662;

q) eldrezentre -z y z es 0.9700.

5.3 Aplicaciones de ia distribucién normal

La distribucion normal es un modelo matematico, por lo que es difici que enconiremos
varfables ateatorias oue se distribuyan con exacliiud de manera normal.  Sin eambargo
muchas vanables aleatorias pueden tener una distribucidn que se aproxima a una normal.

En la practica los problemas que se nos presentan generalmente tienen una media diferente
de cero y una varianza diferente de uno, por fo que hay gque hacer una transformacion de
estos a ung distribucion nortmal estandar. Luego entonces, cuando sé tiene un problema en
el cual hay una vanabie aleatoria X que se distribuye de manera normal con media p v
varianza ¢° y se quiere encontrar la probabilidad de que la variable tome aigin valor en un
intervaic de la recta real se tiene gue hacer una transformacién de esta variable a una
variable Z que se distribuya de manera norma! con media 0 vy varianza 1. Esto se hace
utilizando la formula siguiente.

s que, cualguier valor X que tome la variable aleatoria X g puede transformar en un vaior z
s una distribucion normal astandar. A este proceso se e conoce como estandarizacion.
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Ejemplc 5.3

Las estaturas de los alumnos de una escuela se distribuyen normaimente, con media da 168
cms. y varianza de 36. Si se seleccicna 2 un alumne al azar, encontrar i3 probabilidad de
gue su estatura este enire 162y 174 cms.

Tenemos una distnbucion normal con media 188, varianza 36 y desviacion esténdar 6. Se
puede graficar asta distribucidn y sombrear la parte que nos interesa, esic s, entre 162 y
174.

150 1586 162 168 174 180 186

Queremos encontrar el area bajo la curva en el intervalo comprendido entre 162 y 174, pero
para poder hacer es esto es necesany eslandarizar estes vaiores utllizando la formula gue se
dic mas arriba, con lo que fenemos.

162 -178 174 - 168
6 6

De manera que en lugar de encontrar el 4rea enfre 182 y 168 en Iz distribucidn normal
original, ahora enconiraremos el area entre -1 y 1 en una distribucién normal estandar.

P-1<Z<1)
0.3413 + 0.3413
0.6826

P(162 < X < 1174)

LI I H

je puede notar que entre -1 y 1 se encuentra el 68.26% de! area baijo la curva
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Ejemplo 5.4

Los coeficientes intelectuales de los alumnos de una escuela se distribuyen normalmente con
media de 102 y varianza de 121. ;Qué porceniaje de alumnos de osta escuela se eshera
que ienga un coeficiente intelectual entre 80 y 1247

La grafica de esta distribucion es:

79 80 91 102 113 124 135

Nes interesa el area que se encuenira entre 80 v 124, de manera gue estandarizando estos
vailores se tiene lo siguiente:

80 - 102 124 -102
Zy = e———— = -2 y L T ~——— = 2
11 11
Asi que:
PBOsx<124) = Pl2<z22
= 04772 + 04772
= [,8544

Luego entorices se espera que el porcentaje de alumnos cuyo cosficiente intelectual esta
znire 80 v 124 sea de 95.44%.

zl 85 44% del drea bajo & curva esta enire 80 v 124, esto es, casi toda el drea se encuenira
in este intervalo, por lo que se puede conciuir gue baic estas condiciones hay muy pocas
WerSonas con un coeficiente intelectual muy bajo o muy aito, la mayorfa de los estudiantes de
sta escuelz tienan un coeficients inteleciual cercano a fa media.
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Ejemplo 5.5

La cantidad de café instantdneo que vierte una maguina llenadora de frascos de café se
distribuye normalments con media de 100 gms y varianza de 1.21. Si se tiene un lote de
2000 frascos, ¢cuantos se espera que tengan menos de 97gms?

96.7 97.8 98.9100 101.1102.2 1033

Estandarizando 87 se obtiene:

g7 - 100
2 5 — = 273
1.4

Asf que la probabilidad gue nos interesa es:

PA£8T) P2 <-2.7T3)
5 - 0.4988

0.0032

H onon

Multiplicando esta probabilidad por &l total de frascos se fiene que el valor esperado de
frascos con un contenido menor a 87 gms es: 2000 {0032) = 8.4,

Ejemplo 5.8

Las puntuaciones de un examan de aestadistica se distribuyen de manera normal, con media
de 72 puntos y varianza de 48. Si et profesor guiere poner 10 al 8% de los que presentaron
aste examen, ¢cual es la puntuacion minima para poder obtener ia cailificacion mas alta?

=n este ¢caso se nos da como date un area del 8%, la cual debe estar en &f extreme derecho
fe la curva, por lo gue entre @ v el valor z debe haber un area de 0.42, buscando este valor
i fablas se tiene que 2= 1.41.
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W o
~

"
Delafrmulaz=

se daspeja X, con lo cual se tiene:
T

X = p o+ Zg

Si en esta férmula se sustituyen los valores correspondientes se obtiene ei valer de x.
X = 72 + 141({7) = 8187
Luego entopces, para gue un esiudianie pueda obtener 10 de calificacidn debe tener 82
puntos o mas.
Ejemplo 5.7
La duracion de los focos de 100 watts producidos por una compaiiia tienen una distribucion

normal con media de 900 hs. Si ef 10% de los focos dura menos de 836 hs., encontrar la
desviacién estandar.
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Nos interesz enconirar en la tabla de la disirtbucion normal estandar un valor de z qus
garaniice gue ei 10% del area bajo la curva se encuentra a la izguierda de dicho valor, o sea
gue nos interesa un drea de 0.4 entre la media y el valor de z. El valor de tablas gue més se
gproxima es 1.28, pero como nos inferesa un valor z la izguierda de la media tomamos un
valor negativo, de manera que z = -1.28. Asi que despeiando « de la formula de
estandarizacidn tenemaos:

X- 1 836 - 900

k4 -1.28

Por lo tanto la desviacion estandar es de 50 hs.

Ejemplo 5.8

La duracion de las baterias para automovil que fabrica una compafiia se distribuye de
manera normal, con una desviacion estandar de 1 000 dias. Si ef 5% de las baterias tienen
una duracién mayor de 1 165 dias, sncontrar ia duracidn promedic de las baterias que
produce la compafiia.

luscando en tablas encontramos que z = 1.645 nos garaniiza que a la derecha de estg va:lpr
iay un 5% del érea bajo la curva normal esténdar. Si de fa férmula de estandarizacion
iespelamos u tenemos:

W = x-zo = 1165-1.845(100) = 10005

e maners que la duracién promedio de las baterizs producidas por la compafiia es de
000.5 digs.



Problemas

1.

Los pesos de los estudiantes de una escuela se distribuyen de manera normal con media
de 51 kgs. y varianza de 16. Si se escoge al azar a un estudianite de esta ascuela,
encontrar (a probabiiidad de que:
pese entre 45 v 56 kgs.
pese entre 40 y 60 kgs.

El nimero de cierto tipo de bacterias en un mililiiro de agua potable tiene una distribucién
normai con media de 85 y desviacion estandar de 8. Encontrar la probabilidad de que en
una muestra de un mililitro de esta agua tenga:

meanos de 90 bacterias;

menos de 100 bacterias.

Supdngase que el contenido de azlicar por naranja se distribuye de manera normal con
media de 10 gramos y desviacion estandar de 2.5 gramos. Encontrar la probabilidad de
que una naranja seleccionada al azar tenga:

menos de 8 gramos de aztcar;

menos de & gramos de azdcar.

Los pesos de los poilos de una granja se distribuyen de manera normal con media de
1300 gramos y desviacion esiéndar de 50 gramos. Si se escoge de manera aieatoria a
un pollo de esta granja, encontrar la probabilidad de que pese:

mas de 1 400 gramos,

mas de 1 420 gramos.

Una maquina llenadora esié ajustada para lienar botellas con una media de 980 mililitros
de cerveza v una vananza de 25. Suponiendo que la cantidad de cerveze se disiribuye
da manera normal, enconirar la probabilidad de que una botella escogida al azar lenga:
mas de 950 mililitros;

mas de 1 000 mililitros.

La vidz atil de las lamparas flucrescentes ulilizadas en invernaderos se distribuye
normalmente con media de 600 horas y desviacion esténdar de 40 horas. Encontrar la
probabilidad de que una lampara elegida al azar dure:

entre 620 y 660 horas;

entre 625 y 875 horas.

El tiempo de vida de una lavadora automatica tiene una distribucidn normal con media de
3.1 anos y desviacion estandar de 1.2 afios. Si este tipo de lavadora tiene una garantia
por un afo, ;jqué porcentaie de las lavadoras vendidas se espera gue tengan gque ser
reemplazadas?

Las puntusciones de un éxamen de admisidon de una escuela tiensn una distribucion
normal con media de 80 puntos v vananza de 121. Encontrar el porcentgje de personas
que obtuvo una puntuacidn:

) entre 70 v 80;
i entre 60 y 100.
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8. Llavelocidad de ios automéviles al pasar por un punto de verificacién de una atifopisia se
distribuye normalmente con una media de 80 kph v una varianza de 36.

a) (Qué porcentaje de automdviles que pasan por el punto de control viaja 2 mas de 90
kph?

b) ¢Que porcentaje pasa por el punto de controf & una veiocidad de menos de 70 kph?

c) Supongamos que la velocidad méxima permitida es de 100 kph. ;Qué porcentaje de
automoviles exceden esta velocidad cuando pasan por el punto de control?

10. La longitud de los pétaios de una especie de flor esta normaimente disiribuida con media
de 2 cms. y desviacion estandar de 2.5 cms.

a} ¢queé porcentaje de pétalos ienen mas de 5 cms.?

b) ¢qué porcentaje de petalos tiene menos de 2 cms.?

11. Las lecturas de colesterol (en mg/dl) correspondiente a personas adultas de un grupe da
cierta edad se distribuyen normalmeniz con media de 210 v desviacion astandar 15,
Encontrar el porcentaje de esta poblacion que tiene lecturas:

&) mayores de 250;

b) mayores de 150.

12. Un psicologe ha encontrado que las personas "normales” completan una tarea en un
promedio de diez minutos. El tiempe reguerido para completar ia tarea se distribuye de
manera normai con una desviacidn tipica de tres minutos. Enconirar el porcentaje de
personas que para completar la tarez reguieren:

a} menos de catorce minutos;

b) mas de 5 minutos;

<) menos de ires minuios.

13. Eltiempo que tarda Juan para transladarse de su case a su oficing sigue una distribucion
normal con media de 20 minutos y desviacién estandar de 5 minufos. ¢A qué hora debe
salir Juan de su casa para tener un 0.85 de probabilidad de llegar a su oficina a las ©
ANM?

14. Los pesos de las sandias maduras cultivadas en una huerta se distribuyen de manera
normal con desviacion estandar de 1.2 kgs. Obtenga ef peso promedio de las sandias si
solo el 3% de las sandizs pesa menos de 5 kgs.

18. Una compafiia comercializa paquetes de harina de 500 gramos. El proceso de llenado
automatico de los paguetes puede regularse de modo que la cantidad media de harina
por paquete puede ajustarse al nivel deseado. Suponiendo que la cantidad de harina por
paguete se distribuye de manera normal con una desviacion de 5 gramos, encontrar el
rivel medio de lienado a2 cue debe ajustarse g proceso, de manera que sdlo el

2) G.1% de los paguetes {engan un peso inferior a 484 gramos;

5 5% Ge ios pagueies tengan un peso superior 2 51C gramos.

18. Los pesos de las pifias gue se venden en unza bodega tienen una distribucidn narmal,
con media de 2 300 gramos. Si el 10% de las pifias pesan menos de 1 800 gramos,
ancontrar la desviacion estandar.
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7. Unz empresa pericdistica quiere publicar una edicién especial de una revisia parz la
Navidad. El gerente piensa gue ia venta de ia revista sigue una distribucion normai con
media de 2 000 gjemplares, ademas cree que hay una probabilidad de 0.2 de vender
mas de 2 200 gjemplares. ;Cudl as la desviacion estandar?

5.4 Aproximacién normal a la binomial

uanao se tiene una distribucién binomiai con una probabiiidad de éxito cercana a 0.5 o un
Umerp grande de ensayos, la distribucion binomial se pusde aproximar mediante la
istribucion normal, tomando la media y la varianza de la binomial, estoes, u = np y
2

=npaq.

e Moivre enconiré gue cuando una distribucion binomial tiene una probabilidad de exito
ercana a 0.5, la distribucion binomial se aproxima a una nommal, por lo que se puede utilizar
 distribucién normal como aproximacion a la binomial, tal como se muestra en el ejemple
iguiente.

jemplo 5.9

updngase que unz moneda se va a lanzar 18 veces, encontrar |z probabilidad de que
aigan 6 aguilas, Utilizar la distribucién:

)} binomial;

) normai.

} La variable aleatoria X = nimaro de aguilas tiene distribucion binomia] con 18 ensayos v
probabilidad de éxito igual a2 0.5, por lo que la probabilidad de gue caigan 6 aguilas es:

P(X=6) = 1sCs(0.5°(0.5)¢ = 0.1222

} Utilizando la distribucidn normal se tiene:

w=np = 16(0.5) = 8
& = npg = 16{05){0.5) = 4
c = 2

enemos una distribucion normal con media 8 y varianza 4 y nos interesa calcular la
robabilidad de obtener 6 éxito, sin embargo, recordemos que la binomial es una distribucion
s variable aleatoria discreta que sélo toma vaiores enteros, en cambio la normal es una
istribucion de variable aleatoria continua, por lo gue es necesario hacer un pequenio ajuste
| gue se le ama correccion por continuidad, el cual consiste en calcular el érea bajo la
Jva normal tomando media unidad antes v media unidad después del valor que nos



tl6

interesa. En nuestro ejemplo nos interesa calcular 1a probabilidad de que ocurran 6§ éxitos
luego entonces se calcula el drea bajo ia curva normal entre 5.5 v 6.5,

PX=6) - P(5.55X<865) Correccidn por continuidad
P65<X<85 = P}-1.25<Z<-075)
= 0.3844 - 0.2734
= 0.121

8 10 12 14

Podemos notar gue la aproximacion es muy buena, pues sdlo tenemos una diferencia de 12
diezmilésimos.

Laptace encontrd que a medida gue aumenta el nimero de ensayos en una distribucién
binomial ésta se aproxima a una normal, por lo gue ia disiribucién normal se puede utilizar
como aproximacion a [a binomial, tal como se muestra a continuacion.

Eiemplo 5.10

Ei 10% de ios remaches que produce una maquina son defectucsos. Si se tiene una caja
con 200 remaches producidos por esta magquina, utilizando la aproximacién normal a la
binomial, encontrar ia probabilidad de gus en ella haya entre 24 v 30 unidades defectucsas.

Se tiene una distribucién binomial con 200 ensayos ¢on una probabilidad de éxito de 0.1 en
cada ensaye, por lo cue iz probabilidad d= que haya entre 24 vy 30 unidades defectucsas en
la caja es:

P(24 < X £ 30) = P(X = 24)+P(X = 25)+P(X = 26)+P(X = 27)+2(X = 28)+P({ = 20)+P(X = 30)
0.0568 + 0.0444 + 0.0332 + 0.0238 + 0.0163 + 0.0108 + 0.0068
0.1922

fl H
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tilizando la aproximacion normal a la binomial se tiene:

4 = np = 200(0.1) = 20
o = npg = 200(0.1)(0.9) = 18
o = 424

n la distnbucién normal con media 20 y varianza 18 nos interesa calcular la probabilidad de
U@ la variable aleatoria X tome un valor entre 24 y 30, sin embargo, por la correccién por

ontinuidad se encontraréd la probabilidad de que esta variable tome un valor enire 23.5 y
0.5,

P24 <X £30) - P{23.5 <X <30.5) correccion por continuidad
P(23.52X<305) = P083=sZ2<248)
= 0.4934 . 0.2967
= (0.1987

8 12 18 20 24 28 32

uevameante se puade observar que la aproximacion es buena, puesto que solo se fiens una
ferencia de 45 diezmilésimos.

1 aproximacion normat a la binomial se puede dar cuando la probabilidad de éxio es
reana & 0.5 o bien cuando el ndmero de ensayes es grande, por o que es recomendable
ilizar la aproximacion normal a al binomial cuando, np = 5 y fambién ng > O

emplo 5.11

N suero tiens un 80% de efectividad en la cura de una enfermedad. Si & suero se aplica a
0 personas que tienen dicha enfermedad, encontrar lz probabilidad de que se alivien
anos de 105 personas.
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2 tiene una distribucion binomial con:

8) = 98

o= (O
20 (0.8) (0.2) = 19.2

np = 120
& = npg = 1
c = 438

omenp=120(08}=95>5ynq=120 (0.2) = 24 > 5, luego entonces la distribucién

terior se puede aproximar por una distribucion normal con w = 96 y ¢° = 19.2. Nos
teresa la probabilidad de que la variable aleatoria X tome un valor menor que 105.

P(X < 104) — P(X < 104.5) corraccion por continuidad
P(X<1045) = P(Z<1.94)
= 0.5+0.4738
= 0.8738

-

104 108

84 885 92 96 100

oblemas

Una moneda bien balanceada se va a lanzar 200 veces, encontrar {a probabilidad de
gue caigan entre 80 y 200 aguiias:

Un dado bien balanceado se va a lanzar 120 veces, enconirar ia probabilidad de que &l
numero 6 caiga:

18 veces 0 menos;

14 veces g mas.

Lz probabilidad de que un hombre de 40 afios muera antes de cumpilir ios 60 es de 0.17.
Una companfa asegurd a 200 empleados de 40 afing. Encontrar ia probabilidad ge que
mueran anies de cumpiir los 60 afos:

menos del 15%;

mas del 20%.
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El 5% de las personas que se vacunan contra ia gripe presentan reacsionas contrarias,
si la vacuna se ve a aplicar a 200 personas, encontrar la probabilidad de que mas de!
&% prasenten dichas reaccicnes.

El 20% de los estudiantes de una escuela trabaja, si s& escoge 2 un grupo de 40
personas, encontrar ia probabilidad de que menos de 5 irabajen.

Los archivos de un hotel indican que en promedic el 10% de los clientes no se
presentan a reciamar sus reservaciones. Si el hotel acepta 215 reservaciones y solo
hay 200 habitaciones, enconfrar la probabilidad de que todos los clientes gue se
presenien a reclamar su reservacion consigan habitacion.

El 64% de fos alumnos de una universidad son hombres, si se 2sCoge una muestrs &
azar de 400 alumnos, encontrar la probabilidad de gue en 12 muesira haya 250 o mas
hombres.

&l fabricante de un medicamento asegura gue solo el 5% de los pacienies que lo utilizan
experimentan efectos colaterales. Los dociores de un hospital han utilizado producto en
el tratamiento de 28¢ pacientes. ;Cual es la probabilidad de que 15 de ellos 0 menos
experimenten efecios colaterales?

Bl 10% de los estudiantes que se inscriben a una preparatoria se dan de baja duranie sl
primer afio, si en este afio se inscribieron 1 80C, encontrar la probabilidad de que se den
de baja duranie ¢! afio mas de 200 estudiantes.

2. El 30% de la poblacion de una prisidn estan alli por robo, Si se selecciona una muestra
de 50 reclusos, enconfrar [a probabilidad de que entre 20 y 24 se encueniran reciuidos
por robo, ~

1. Ei 82% de las nubes sembradas con vodurc de piata musstran un crecimiento
espectacular. Si 24 nubes se siembran con yoduro de plata, encontrar la probabilidad
de que 15 de elias muestren un crecimienio espectacular.

i2. El 75% de las personas que cruzan el Océano Atlantico en avion sienten ef efecto de [a
diferencia de fiempo cuandc menos én 24 horas. Enconirar ia probabilidad de que de
50 personas que cruzan et Atléntico, por io mencs 35 sientan &l efecto de la diferencia
en e} tiempo cuando mencs en 24 horas.

Problemas de repaso

1. 8i la variable aleatoria Z tieme por distribucién 2 una normal esténdar, encontrar ias
siguientes probabilidades:

) P(0<Z<1.35)

py P-0.38<Z20),
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3ea Z una variable alsatona con distribucion normal estandar. Encontrar ia probabilidad
Je cue Z torne un valor enire:

1.75v 2.71;

1.98 v 1.58;

3.02y-1.24,

Seaz Z una variable aleatoria con distribucién normal estéandar. Encontrar ia probabilidad
de que z tome un valor:

2 ia izguierda de 1.63;

a la izquierda de -2.08;

a la derecha de §.94;

a la derecha de -0.88.

Sea Z una variable aleatoria con distribucion naormal estandar. Encontrar e valor de a:
Pl0cZ<a) = 0.4325;
PllasZ<0() = 0.3692.

En una distribucidn normal estdndar enconirar el valor de z que garantice que:
el area 2 iz derecha de z es 0.6985;

gl 4rea a la deracha de z es 0.0089;

glareaentre-zy zes0.1742;

el area entre -z v z es 0.98386.

. Los didmetrog de los {ornilios producidos por una maquina se distribuyen de manera
normal con media de 0.84 cms. vy varianza de §4.0025. Se considera que un fornillo es
bueno si tiene un didmetro entre .56 v 0.78 ¢cms.  Si se escoge un tomnillo al azar,
gencontrar a probabilidad de que sez;
bueno;
defectuoso.

" El tiempo que tarda una persona para transladarse de su casa a su trabajo es de 50
minutos con una varianza de 16. Encontrar la probabilidad de gue un dia cuaiguiera
tarde entre:

) 38 vy 48 minutos,;

1 35 y 45 minulos.

8. La puntuacién de un examen de matematicas sa distibuve de manera normai con media
de 72 punios vy varianza de 81, si se escoge un examen al azar, encontrar la probabilidad
de que su calificacion sea mayor de 86 punioes.

8. Ei tiempo de duracién de ciertos fusibles tienen una distribucion normal con media de
1000 horas v desviacién estandar de 50 horas. Encontrar la probabilidad de unc de log
fusibles elegido ai azar dure entre 1 020 v 1 110 horas.

10.E} tiempo de duracién de revelado ¢ impresidn en un procese folografico sigue una
distribucién normal con media de 12.26 segundos y desviacién estdndar de 0.24
segundos. Enconirar la probabilidad de gue al revelar e imprimir una fotografia esta

tarde:
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OF o menos 11.86 segundos;
2 12.32 5 12.80 segundos.

Ei tiempo que un turista dedica a visitar cieric museo sigue una distribucién normal con
media de 73.4 minutos y desviacion estéandar de 6.8 minutos. Encontrar la probabilidad
de que el préximo {urista que entre a este museo permanezca en &b

por lo menos 88 minutos;

da 70 a 80 minuios.

Los niveles de colestaral en una poblacion se distribuyen normaimente con media de 182
mg/100ml y una desviacion estandar de 15 mg/100ml. Si se escoge al azer a una
persona de esta pablacidn, encontrar la probabilidad de que tenga un nivel de colesterol
que esté;

entre 165 y 195 mg/100mi;

por arriba de 210 mg/100mi;

par debajo de 150 mgl100mi;

entrg 160 v 200 mg/100mi.

. Las puntuaciones en una prueba de aprovechamiento tienan una distribucién normal con
medio de 150 puntos v desviacion ssténdar de 30. Si Juan obtuvo 200 puntos, squé
porcentaje de estudiantes obtuvieron una puntuacién mayor gue [a de Juan?

1. La velccidad de los automoviles a pasar por un puntc de verificacion de una autopista se
dicinbuye de manera normal con media de 92 kph vy varianza de 900. Enconirar el
porcantaje de sutomdviles gue llevan una velocidad:
mayor de 120 kph;
menar de 70 kph.

5.Una maquina automaiica produce pernos con una dimension media de 1.25 cms. y una
desviacién estandar de 0.01 cms. Las dimensionss de los pemos se distibuyen
normalmente. ¢Qué proporcion de los pernos medira entre 1.24 vy 1.26 cm?

6. Suptngase que {os pesos de 2 000 estudiantes hombres se distribuye de manera normai
con media de 60 kgs. vy varianza de 36. Enconirar el nimero esperado de estudiantes
que tienen un beso:

) entre 50 y 72 kgs.

1 menor de 48 kgs.

i7.Las calificaciones de un examen de estadistica se distribuyen de manera normal con
media de 76 puntos v varianza de 225. El 8% de los mejores esiudiantes reciben una
calificacion de 10 y el 15% de ios estudianies con més bajas calificaciones no aprusban
el curso. Encontrar iz puntuacion minima para aprobar el curso.

18.La fabrica de neumaticos A produce un tipe de neumdticos gue fienen una vida atil
promedio de 80 000 kilémetros y una desviacion estandar de 8 00C kildmetros.
Suponiendo gue la vida Util se distribuye de manera normal;

) scudl es la probabilidad de que un neumatico dure mas de 96 000 kilémetros?

Y si el 50% de los neuméticos duran entre X ¥ Xz kilémetros, encontrar los valores de X ¥ X,

considerando que estos valores son simétricos con respecteo a la media,
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d fabricante garantiza gue reemplazara cualguier neumético que dure menos de X
didmetros, encontrar e! valor de x de manera que sdlc se tenga que reemplazar el 1% de
0S neurnaticos vendidos.

El tienpo promedio regueride para terminar un examen es de 70 minutos con una
desviacion estandar de 12 minutos. ¢Cuanio tiempo debe asignarse si se quiere que &l
90 % de los estudiantes tengan tiempo suficiente para terminar el examen? (suponer que
el tiempo requerido para terminar el exarnen tiene una distribucién normal).

.Cierto tipo de baterfas para automdviigs tiene un tiempo de vida que se distribuye de
manera normal con media de 1 200 dias v desviacion esténdar de 100 dias. ;Cual debe
ser e} tempe de garantia si el fabricante quiere reemplazar solo e 10% de las baterias
vendidas?

.Un bar ha instalade una maquina automatica para la venta de cerveza. La maquina
puede reguiarse de mode que la cantidad media de cerveza por vaso sea la que se
desee, sin embargo, en cualquier caso esia canudad tendréd una distribucién norma! con
una desviacién estandar de 5.9 mililitros.

Si el nivel se ajusta a 304.7 mifilitros, sgué porcentaje de vasos contendran menos de
285.7 mililitros?

A qué nivel debe ajustarse la maguinz para que sélo el 2.25% de los vasos conlengan
mengs de 295.7 mililiiros?

LA qué nivel medio debe ajustarse la maquina para que el 84.13% de los vascs
contengan menes de 313.6 mililitros?

2. La vida (0t de las pilas de cierta marca se distribuye normalmente con media de 80 horas
y una desviacion esténdar de 10 horas. E! fabricante garantiza que reemplazaca
cualquier pila gue faile antes de cumplirse ia garantia. ;Cuéntc tiempo debe dar de
gzrantia para no reemplazar mas del 5% de las pilas vendidas?

23.Unz maguina puede regularse de manera que sitva un promedio de u mililitros de
refresco por vaso. Si la cantidad de refresco servida se distribuye de manera norimal con
una desviacion estandar de 4 mililitros, obtenga la media p que asegure que &l §8% de
las veces la maquina llene vasos de 200 mililitros sin que se derrame ¢! liguide.

74 {a duracion de las lfanias de marca X se distribuye de manars normal con media de 36
meses y varianza de 2. La compaflia no quiere reemplazar mas del 5% de las llantas
vendidas. ¢Cuanto debe durar la garantia?

25. Una distribucion normal tiene una media u = 78.0. Si 2 la derecha de 85.40 hay un area
bajo la curva de 20%, encontrar la desviacion esténdar.

28.Un examen de falso-verdadero tiene 120 preguntas, si este se contesia de manera
aleatoria, encontrar ia probabilidad ds obtener:

a) entre 55 vy 85 acierios;

b} menos de 70 aciertos;

c} mas de 85 aciertos.
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'7.E1 30% de los estudiantes de una escuela fienen visia defectuosa, st en un grupo hay 20
personas, encontrar 1z prebabilidad de gue a lo mas 5 de eflos tengan vista defeciuosa,

'8.E1 20% de los conductores de automovil de una ciudad tienen al menos un accidente
durante el afio, sl una compafia tiene 200 clientes, encontrar ia probabilidad de que esta
compafiia tenga mas de 22 accidentes.

23, El 20% de ias llamadas que llegan a una central telefonica son de larga distancia. Si
llegan 200 llamadas a esta central, jcual es la probabilidad de que al menos 30 sean de
targa distancia?

30. El 40% de los adolescentes de una poblacion fuma. Si se selecciona una muestra al
azar de 20 adolescentes de esta poblacidn, encontrar ia prebabilidad de que fumern;

) mas de 10;

} menos de 5;

) entre 5y 15,

31. El 85% de las picaduras de escorpidn causan molestias severas, ¢cual es la probabilidad
de que de 200 picaduras a lo més 125 causen molestias severas?
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6. HISTORIA DE LA TECRIA DE LA PROBABILIDAD

as 12ices de |z teoriz de iz probabilidag se plerden en el polve de la antigliedad y estan
strechamente ligadas con log juegos de azar, sin embargo, es hasta la segunda mitad del
iglo XVIi cuando se desarrolian los primeros conceptos de esta discipling; en los primeros
fos del siglo XVIII, Jacques Bernoulli, demuestra la ley de los grandes numeros; unos anos
as {arde De Moivre encuentra la aproximacion de la binomial a la normal, resultado que
omplementa Laniace al inicio de! siglo X1X; en la segunda mitad de este siglo el desarrollc
2 la teoria de la probabilidad se encuentra ligado 2 ja escuela de San Petersburgo. en
cnde se pone énfasis en el estudic de los teoremas limite, y es en la tercera década del
glo XX cuando el matemético ruso Koimeogorov construye un sistema axiomético para la
oria de (a probabilidad, con o cual esta disciplina adquiere el mismo range que las otras
#mas de la matematica.
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&.1 Prehistoria

3s problemas que mas han influide en el surgimientc y desarrolio de la teoria de la
obabilidad provienen basicamente de Ia recopilacion y procesamiento de datos y de los
200s de azar.

6.1.1 La estadistica

s censos se empezaron a ulilizar en la Antigliedad, en Egipto, Grecia y Roma sg
vantaban con el fin de conocer el nimero de habitantes asi como [a produccion agricola,
ko con el fin de tener un control sobre ios impuestes. Pero seria hasta ef sigio Vil cuando
5 censos proliferarian en ia mayor parte de los paises europeos. En esfos censos se
gisiraba ef numero de habitantes, sexe, nacimientos, bautizos v sepaiios.

i fenemos gue la recoleccion v el andfisis de datos se ha llevado a cabo con cieria
gularidad desde [a Antigliedad, perc la investigacién estadistica sistematica y sficients se
 con el surgimiente del capitalisme, cuando se desarrollan las relaciones comerciales. "La
tadistica fue un estimulo basico en el inicio del desarrolio de la teoria de la probabiiidad.
i increms;nto constante en las relaciones capitalistas pusieron nuevos problemas a la
tadistica”

6.1.2 Juegos de azar

S juegos de azar son muy antiguos, su crigen tenemos que buscarlo en la prehistora de la
mird A B oo o oy ol

i i -~ st i
manidad. Los primercs juegos de azar que practicé e hombre se relacionan con &

fragalo, los dades v las cartas.

siblemente uno de los primeros juegos de azar que practicé el hombre de la comunidad
mitiva es ¢ gue se relaciona con el asirdgalo o taba, puesio que en excavaciones
Jueclogicas se han encontrado restos con una antiguedad de 40 000 afios en los que la
oporcion de astragalos es de 5 a 1 en comparacidn ¢on otros huesos, 1o que hace suponer
e este hueso teniz algin uso particular.

1 gigunas civilizaciones de ia Antigliedad como Egipto, Grecia y Roma era comin ei uso dei
tragalo en juegos de azar. Homere cuentz que cuando Patreclo era nifio, en una ocasgn
e jugaba con un astragalo se engjd tanto con su oponente que estuvo a punto de matarle”™,

laistrov, pag. 5
1az Gedine, Juan; et. al, pag. 30
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iro instrumento de jueges de azar muy antiguo es el dado. El dado més antiguo que se
onoce se encontrd en el norte de Irak, fue hecho de arciila hacia & inicio del tercer milenio
nies de Cristo.

n Europa, duranie la Edad Media era comin la practica de juegos de azar con e astragaio v
it los dados, e incluso en algunos lugares los reyes v obispos injentaron prohibirlos puesto
Je se les relacionaba con rifos paganos que utilizaban juegos de azar para predecir hechos
turcs.

| juego de cartas es también muy antigue, aunque las cartas modernas aparecen en Francia
n & sigle X1V, esto es hacia ¢l fin de la Edad Media.

08 juégos de azar con & astragalo, los dados y las cartas persisten hasta nuestros dias, aun
1ando el juego con el astragaio va desapareciendo. Hasta hace algunos anos el juego con
' astragalo o taba aln se practicaba por los nifics de provincia de algunos paises entre los
1 podemos mencicnar a México, Espafia, Francia y Grecia®.

scuerdo gue durante los afios sesentas, cuando aln vivia en Santa Maria Ajoloapan,
ueblo que se localize en el Estado de México, era comin que los nifios y jovenes nos
nidramos por las tardes para jugar a la taba, sin embargo, con el paso del tiempo la
actica de este juego ha disminuido de manera notable. Para practicar este juege de azar
> utifiza una taba de camerg, huesc de forma irregular gue al lanzarse al aire tene cuatro
osibilidades de caer, a las que se ies ilama: loma, joya, camne y diez; ias dos primeras scn
S que caen con mayor frecuencia, perc son las dos Ultimas las que son motivo de apuests,
 persona que fanza Ja taba gana cuando cae came y pierde cuando cae diez. Las personas
e practican este juego hacen un circulo, generalmente ef duefio de la taba es el gue inicia
“iuego, apuesta cierta cantidad de dinero y algunc de los restantes apuesta una cantidad
ual, enfonces el duefio del hueso lo lanza al aire hasta que caiga carne o diez, si gana
Jele a apostar v a lanzar 1a taba, si pierde, entonces la taba pasa a la persona gue esté a su
sarecha, a quien toca el turno de apostar y de lanzar el hueso, de esta manera la taba va
rculando entre los participantes.
35 jUSGOS G azar son muy antiguos v sin embargo el céloulo de probabitidades surge hasia
siglo XV!, esto es, hasta el Renacimiento, posiblemente porque el hombre de la Edad
edia no tratd de explicarse los fenémenos gue ocurrian a su alrededor, puesto que se creia
Je todo era obra de la Divina Providencia.

6.1.3 Lz combinatoria

asta antes del descubrimiento del calcuio diferencial e integral la herramienta bésica en la
obabilidad fue la combinatona, cuyos principios basicos fueron conocidos desde la
ntigliedad.

Yar Godwna, Juan, =t al. pag. 29
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=n ef afic 340 a. ¢. los pitagéricos encontraron los nliimeros trianguiares:

1 =1
3 = 1+2
6 = 1+2+3
10 = 1+2+3+4
18 = 1+2+3+4+5
' de manera general
n{n+1)
1+2+3+... .40 & ———— =
2

63 hindtes conocian el tridangulo de Pascal desde el siglo il 2. ¢, sabian como calcular el
imere de permutaciones y el de combinaciones, también conocian la férmulz siguiente:

1+HC1+nC2+...+nCn = 2”
n el sigio XV, los chings ya conccian ios coeficientes binomiales v es probabie que
onocieran une formula general para Cn.

.0s hebreos en el sigle XiV conocian ia manera de calcular el namero de permutaciones de n
bjetos tomande m en cada ocasién y también conocian ias formuias:

an
oCm =
mi
¥
~ -
am — plenm

8.1.4 Primeres problemas

‘nire ios primeros problemas relacionadeos con la probabilidad se pugeden mencicnar 2l
roblema relacionado con el nimerc de posibles resultados de lanzar varios dados y el de ia
ivision de apuestas.

0s primeros calculos acerca dal ndmero de posibles resultados al lanzar tres dados estan
achados hacia mediados de la Edad Media, esto es, entre los siglos diez v once. Hacia
rncipios del siglo quince se hace alusién al nimero 58 gque es el nimero de posibles
=sullados sin coniar las repeticiones.
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I dugue de Toscana fue un jugador empedarnido, hacia 1560, observé que al lanzar tras
ados el diez sale con mayor frecuencia qus el nueve, sin embargo, ambos se pusden
btener de seis formas diferentes, asi que se preguntaba: ¢por gué pasa esio?

as formas en las gue se pueden obtener el nueve y ¢l diez son las siguientes:

nueve digz

1,2y 8 1,3y6
1,3y5 1,4y5
1,4y4 2,3y5
2,2y5 2,2y8
2,3y4 2,3y5
3,3y3 2,4y 4

! ofro problema es el de la division de apuestas, el cual se puede enunciar d& lz manera
guiente: dos equipos juegan de manera que guien complete primero 80 puntos ganara 22
ucados, sin embargo, ef juegc debe suspenderse cuando un equipo ha scumulado 50
untos vy el ofro 30. ;Céme se debe repartir el premio? Paccioli en un libro publicado sn
enecia en ! afic 1 494 propone de manera errdnea que el premic se debe repartir en dos
artes proporcionales dependiendo del niimerc de puntos acumulados hasta el momento de
uspender ef juego, por lo que el premic se debe repartir de manera que al equipt gus ha
cumuiado 50 puntos se le debe dar 5/8 paries dei premio y al que ligva 30 puntos se e debe
ar 3/8 def premic.

8.2 Precurseres

urante los siglos XV y XV, en Europa se desarrolia un movimiento intelectual v artistico
spirado en la Amigledad clésica, a este movimiento se le conoce como e Renacimiento.
ay una revolucion del pegnsamiento en todos ios campos dei saber, la observacion y la
xperimentacién adquieren mayor importancia, surge la geometria analitica, el célculo
iferencial e integral y fa teorla de la probabilidad.

8.2.1 Zarlagiia

n el afio 1538, en Venecis se publicd un irabajo de Niccolo Tartagiia {1498 -1557), en &
18! hay varics problemas que se relecionan con ta teoria de la probabilidad.
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rartaglia encontré que al lanzar varios dados el nimero de resultados distinguibles es el que
8 muestra en la tabla siguiente:

Nimero Nimero de resultados distinguibles
de dados
1 1+149+1+1+1 = 8
2 1+2+3+4+5+6 = 21
3 1+3+8+10+15+21 = 56
4 1+4+10+20+35+56 = 126
5 1+56+15+35+70+126 = 252
6 1+6+21+566+126+252 = 462
7 1+7+28+84+210+462 = 782
8 1+8+36+126+ 376 +792 = 1287

.0 cual se puede expresar en términcs de combinaciones comao:

Nldmero Numerc de resultados distinguibles
e gados
1 0G0 101 + oG+ 3C3 + 4Ca +5C5 = ¢Cs
2 1Co+ 201 + 30 +4C3+sCs +6Cs = 705
3 200 +3C1 + 402 +5Ca+5Cs+7Cs = 505
k 1Co ¥ 4G+ 11T + 1oCa + 10304 + 14aCs = 14sCs

6.2.2 Cardano

n 1663, se publicd "Liber de ludo aleae”, obra péstuma del matematico italianc Girolamo
sardano (1801 - 1576), primer libro que se conoce en el cual se analizan los juegos de azar,
qui hay un razonamiento basado en la equiprobabilidad de las distintas caras del dado para
alcular probabitlidades.

ncuentira gue el nimero de resuliados posibles &l lanzar dos dados es 35 v que son 216
uando se lanzan tres dados. Utilizando eventos equiprobabies calcula "proporciones”, gue
on 2l cociente de dividir el nimero de casos gue le interesan entre el "circuito” ¢ total de

2305 posibles.

jtiliza la muitiplicacién para evenios independienies, también hace uso de la idea de
egularidad estadistica v de la ley de los grandes nimeros al afirmar que si el nimaro de
bservaciones es pequefio la frecuencia puede desviarse sustanciaimente de la "proporcion”,
erc que esta desviacién es insignificante cuando el nGmero de observaciones &s grande.
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sardanc también utiiza lz idea de esperanza matematica al usar la nocién de juego justo, en
i que cada jugador debe pagar de acuerdo a la probabilidad que tenga de ganar.

=1 1570 se publicd otro libro de Cardanc en el cual aparece sin demostracién la igualdad
iguiente:

nc1+nCZ+...'§'nCn = 2!1-1

8.2.3 Gzliec

salilec Galifei (1564 - 1642), en su libro "Considerazione circa el giuco dei dadi”, publicado
or primera vez en Florencia el afic de 1718, da la solucién mas completa al problema del
anzamiento de 3 dados. Encuentra gue &l nimerc de posibles resultados al lanzar 3 dados
s de 218, esto lo encuenira calculando primero los resultados posibies del lanzamiento de

i0s dados & ¥ & = 38 y posteriormente hace el calculo para tres dados 36 * 8 = 216. Asl
anemos que resuelve el problema utilizando &l principio fundamental del contec.

-ncuentra ia forma en gue se distribuye la suma de puntos cuando se lanzan ires dados, tal
oMo s& mussira a continuacion.

Suma de puntos 3456789 ]10[11]12]13[14145]16]17]18
NUmero de 3
resultados posibles

poi.y

de esta manera Galileo resolvié & problema planteado en 1560 por el duque de Toscana
pag. 129), puesto que al lanzar tres dados el diez tiene mas posibilidades de ocurrir que &l
ueve, luego entonces, se justifica que el diez caiga con una frecuencia mayor gue el nueve.

‘ambién hizo notar gue las probabilidades son valederas cuando el nimero de lanzamientos
s grande.

>on fa invencion del telescopio vinieron ias observaciones y con ellas ios errcres de
bservacidn. Galileo fue uno de los primeros que planied esie problema y legé a la
onclusion de que los errcres de medicidn son inevitables, gue son aleatorios y que se
istribuyen de manera simétrics, que lz probabilidad de cometer errores peguefios es mayor
ue la de errores grandes v que lg mavyoria de las observaciones son cercanas al valor real.
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8.3 Primer escenario

asta la primera mitad del sigio XVil se habfan resuelio varics problemas especificos de
obabilidad aplicables a diferentes campos de la actividad humana, pero no habia métodos
enerales para resolver problemas de la teoria de la probabilided. Fue en la segunda mitad
2 este siglo cuando varios prominentes cientificos se abocaron ai estudio de esiz disciplina,
re elios podemos citar a Pascal, Fermat y Huygens, quienes consiruyeron las nociones
asicas de la teoriz de ia probabilidad, desarrollaron nuevos métodos en la solucion de
oblemas, apficaron ias reglas de la adicion y de la multiplicacion de la probabilidad,
zbajaron las nociones de dependencia e independenciz e introdujeron ef conceplo de
speranza matematica.

6.3.1 El caballero de Méré

ntoine Gombaud de Mére (1807 - 1684), conocido como ¢l caballero de Méré fue fildsofo,
ymbre de letras e integranie de la corte del rey Luis XiV de Francia. Este conocido jugador
fiuyé para que Pagcal incluyera problemas de probabilidad en la correspondencia gue
ystenia con Farmat en el 2fio 1654, en la cual analizaban problemas de matematicas.

 caballero de Méré era un jugador empedernide que gusiaba de inventar juegos, tal como
s que se mencionan a continuacién.

e Méré apostaba a que si lanzaba un dado cuatro veces al menos caeria un seis.

i analizamos este iuegc veremos que la probabilidad de ganar del cabaliere de Méré es ia
guienie:

(al menos un seis)

1 - P{ningin seis)
4 (Riays

= T ASHD)
= 1 - &25/1288
= 871/1296
= 05177

ademos notar gue la probabilided de ganar es mayor que 0.5, por lo que las posibilidades
3 ganar son mayores que las de perder, sin embargo, sus contrincanies se dieron cuenta de
sto v decidieron no participar mas en este juego, entonces de Mére encontré ofro juego
arecido al anterior, pero en el cual la probabilidad de ganar es menor que 0.5, este consiste
1 lanzar dos dados 24 veces v se puede pensar que af menos una vez caerd un par de
ncos, puesto que se guardan las proporciones con el problema anterior, ya que 6 es a 4
1mo 35 es a 24, sin embargo, las posibilidades de perder son mayores que fas de ganar, tat
mo se muestra a continuacion.

- P(ninguna pareja de cincos

'al menos dos cincos)
(35/38)%

481
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ste fue uno de los problemas que el caballero de Méré planted a Pascal, el otro 22 ! de la
ivisién de apuestas.

| problema de la division de apuestas se puede enunciar de ia rmanera siguiente: un
gador Ay un jugador B deciden jugar una partida en la gue ambos tienen ias mismas
osibilidades de ganar en cada ocasion, cada uno apuesta 32 monedas, vy el ganador sera
que! que gane en 5 ocasiones. Si la partida se suspende cuando el jugador A ha ganadc en
- ocasi?nes y ¢l jugador B ha ganado en 3 ocasiones, ;como se debs repartir la cantidad
postada?

1 problema de la division de apuestas ya era conocido hacia el fin del siglo XV (pag. 129),
in embargo, ef mérito dei caballero de Méré fue haber influidc en Pascal para que éste lo
1cluyera en su correspondancia con Fermat.

8.3.2 Pascal y Fermat

i el afio de 1654 los matematicos franceses Blaise Pascal (1623-1662) y Pierme de Fermat
i1601-1865) sostuviercn un intercambic epistolar en ¢l cual analizan los jueges de azar
lanteados por el cabaliero de Meré, en esfa correspondencia se formula iz teoria de la
robabilidad vy se sistematizan las principales propiedades de los nimeros combinatorios.
sta correspondencia se publictd en Toulouse en 1679,

n esta correspondencia cada uno de los protagonistas resuelve ol problema de la divisidn
e apuesias analizando las posibilidades gque tiens cada jugador para ganar & juego v de
anera diferente cada uno llega 2 la misma soiucion.

ascai afirma que si se realizara una vez mas el juego y gana A, enfonces A habria ganado
n 5 ocasiones y por lo tanto recibiria las 64 monedas, y si pierde A entonces cada jugador
zbria ganadc en 4 ocasiones, por fo que ie comresponderian 32 monedas. Como cada
igador tiene las mismas posibilidades de ganar, enfonces las 32 monedas de B deben
zpartirse en dos parie iguales, de manera que, en el juego inconcluso e corresponden 48
onedas a Ay 16 monedas a B.

ermat considera gue para que 'a partida concluya se necesiia realizar a lo mas dos veces &l
lego, por io que se tendrian 4 posibilidades, en 3 de las cuales las monedas serfan para Ay
n una para B, por o gue ias monedas se deber repartir en una proporcion de 3a 1, o sea 48
onedas para Ay 16 para B. A continuacion se dan las 4 posibilidades encontradas por
ermat en donde a dencta que el jusge lo gana A v b que el jusgo io gana B.

aa ab ba bbb

mbos analizan ofros casos, como: A ha ganado en 4 ocasiones v B en 2, A ha ganado en 4
cacionies v B en 1, también analizan e problema para ef casc de 3 jugadores.
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n 1665 se publico "traité du triangle arithmetique”, en of que Pascal hace una exposicion de
s propiedades v relaciones entre los iérminos de progresiones vy los coeficientes
inomiales, y da la prueba.

T 1 1 1 1 1 1 1.,
3 4 5 &8 7 8 g...

6 10 15 21 28 36...

10 20 35 656 84...
15
21

35 70 126...
56 128...
28 84...
36...

[P U WL N (I N - S S .
T 000~ Ot N

Igunas propiedades de los elementos de este triangulo son:

nimero de la ¢columna ry el renglon k

(et + (r-1k

rek2Criet

(k)  hay simetria

(r) e = ... (e = &Ky + (K2 + ...+ (k)
() w2001 = a2l

kee2Cks = we3Crz + xr3Cii

{rx
(e
M
{Nx

11

ascal da [a solucién al problema de ia divisién de apuestas en el trizngulo. Asi por ejemplo
a A le falta ganar en {res ocasiones y a B e faltan 4, entonces se escoge la diagonal con 7
ementos, esto es, 1, §, 15, 20, 15, 6, 1, luego se le asocian a A las posibilidades 1, 6, 15y
3,y 15, 8y 1aB, de manera gue a A se le asignan 1 + 6 + 15 + 20 = 42 posibilidades de
snar, en fanio que a B se le asignan 15 + 8 + 1 = 22 posibilidages. Como el iotal de
vsibilidades son 42 + 22 = 84, entonces 2 A le correspondern 42/64 del premio, en tanio que
B le corresponde 22/64 del premio.

6.3.3 Huygens

n 1635, el fisico, gedmetra y astronomo holandés Christian Huygens (1629 -1695} visito
anciz, estando en Pariz se interesd por las investigaciones que sobre juegos de azar
alizaban Pascal v Fermat. Huygens conocié los problemas pere no la solucién de éstos,
lesto que ésta se publicd hasta 1679. Hacia fines de ese afio regresé a su pals, en donds
: puso a trabajar en estos problemas y en 1657, public su libro “Tractatus de ratiociniis in
do aleze”, en e cual plantea de manera sistematica los conceptos aprendidos de
obabilidad y afiade aigunos resultados obtenidos por st misme. A él se dabe &l concapio
2 @speranza matemaiica.
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| ibro tiene 14 proposiciones. En la primera afirma que si un jugador tiene iguales
yoriunidades de ganar una suma ¢ Y una suma b, su esperanza s (a + b) f 2; en la segunda
irma que si un jugador tiene igual oportunidad de ganar a, b 0 ¢, su esperanza es (a+h+c)/3,
en la tercera propoesicion afirma que si un jugador tiene p oporiunidades de ganar a y g
ortunidades de ganar b, su esperanzaes (pa+ g b)f {p+q).

3s proposiciones 4, 5, 6 y 7 las dedica a discutir ¢l problema de ia division de apuestas para
s jugadores, el método que utifiza es parecido al de Pascal. Las proposiciones 8 y 9
mbién las dedica al problema de la division de apuestas, pero ahora para 3 jugadores. Las
oposiciones restantes las utiliza para analizar juegos con dados.

 final del libro plantea cinco problemas al lector, la solucién de éstos la publicd 8§ afics mas
rde. Los problemas son 108 siguientes:

Ay B juegan con dos dados, A gana si obtiene 6 y B gana si obtiene 7. Ei primere en tirar
es A, postenormente tira B dos veces, luego tira A dos veces v asi hasta gue alguno de
los dos gane. Demuestre que las posibilidades de Ay B son 10 355 a 12 276.

Tres jugadores A, B v C tienen 8 bolas negras v 4 blancas en un cajon, A saca la primera
bola, luego B saca una v posteriormente saca una C, gana el primero que saque bola
blanca, jcual es la proporcidn para cads jugador?

Se tienen 40 carias, 10 de un color, 10 de ofro, 10 de ofro v 10 de otro. A gana si seca
una de cada color. Agui las posibilidades de A a B son 1000 a 8139.

Se tienen 8 bolas negras v 4 blancas. A juega con B y apuesta que si saca 7 bolas, 3 de
ellas serén blancas. Compare las posibilidades de Ay B.

Ay B toman 12 fichas cada uno vy juegan con fres dados con ia condicion de que si cas
11 A da una ficha a B y si cae 14 B da una ficha & A. Gana quien se quede ¢on todas las
fichas. Mostrar que las posibilidades de que A gane a B son:

244 140 625 a 282 429 536 481.

tratado de Huygens fue la mejor referencia para estudiar probabilidad hasta que surgieron
s trabajos de Jacques Bernoulli, Montmort y De Moivrs.

si tenemos que en el siglo XVii se resolvieron una serie de problemas de iteoria de ia
obabilidad, se descubneron imporiantes conceptos como la regla de |2 sume, la de ia
ultiplicacion vy la esperanza matematica, y empezaroen las aplicaciones de esta ciencia a la
ica, la estadistica, la astronomia, la construccién de tablas de mortalidad, de rentas
zlicias, y s@ empezaron & recoleciar datos de manera sistematica con el fin de conocer &l
esente para poder predecir hechos fuiuros.
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8.4 Formacién de la teoriz de ia probabilidad

6.4.1 Jacgues Bernoulii

n 1713 se publicd “Ars conjectandi”, obra postuma del matematico suizo Jacques Bernoutli
1654 - 1705), en la cual demuestra ia ley de los grandes nimeros o teorema ce Bernoulii,
rimera base tedrica de la tecria de la probabilidad. "Podemos afirmar que gracias a las
ontribuciones de Bernoulli l2 teoria de |a probabilidad se elevé al nivel de ciencia y empezd
na nueva era en su desarrolio".

WS conjectandi se divide en cuairo partes: en la primera Bemoulli retoma s} trabajo de
luygens, "Ratiociniis in ludo aleae”, analiza los problemas propuestos por este autor, les da
u enfoque perscnal v los resuelve de manera general obteniendo nuevas formulas; la
egunda parte la dedica 2 la teoria de permutaciones y combinaciones; en la tercera parie
naliza varios probiemas relacionados con juegos de azar, y en ia Gliima parte, que por cierio
uedd inconclusa, prueba el primer feorema limite de la probabilidad también conocido como
3 ley débil de los grandes ndmeros o teorema de Bernoulli,

n la primera parte analiza el trabajo de Huygens, hace varios comentarios generales, aplica
2 regla de lz adicidn para evenios disjunios v resusive el problema de iz division de
puestas, para io cuai Bernoulli da una tabla en la que proporciona las oporiunidades para
adz uno de los jugadores dependiendo del nimero de punios que necesite para ganar.

ernoulli llega al resuliado gue podemos expresar de la manera siguiente: si se lanzan n
ados, el nimero de formas en que se pueden obtener m puntos es igual al coeficiente de A™
n [a expansion que se da a continuacion.

(X+x2+x3+xd+x5+xﬁ)n

1 su comentario a la proposicion 12 de Huyggens, Bernoulli obtiene como resultado o que
ctuaimenie sg conoce como la disiribucion binomial, en la cual se establece que: si se
2alizan n ensayos independienies, donde p es la probabilidad de éxito v q la probabilidad de
acaso en cada ensayo, entonces, la probabilidad de que ocurran x éxitos se puede expresar
g la manera siguienie:

PiX=x) = G,p'd™ donde ¢ = 1 - p

a segunda parte de Ars conjectandi es{d dedicada a las permulaciones y [as
smbinaciones, de manera general encugntra el niimero de permutacionas de un conjunio
an n elemeantos tomandeo © 2 1a vez, cuande se repiten elementos y cuando no se repiten en
na misma permutacidn. De igual manera encuenira el nimero de combinaciones de n
lemenios tomando r a la vez.

Maistrov, pag. 56
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atoma el problema de la division de apuestas, ¢l cual resueive de dos formas, una de ellas
s el siguienis: Supdngase que A requiers de m puntos y b n puntos para ganar, entonces o
ego se decidirad en m+n-1 tiradas, como A y B tienen la misma oporiunidad de ganar en
ada tirada, entonces se tienen m+n-1 casos posibles. Asi que el ndmero de cascs
vorables para A es:

FpEu(er DR pp o Y 203+ rufp 1) (u-n-2)n 1)

onde = m+ n - 1

3 tercera parte de Ars conjectandi consiste de 24 problemas con sus respectivas
luciones. A continuacién se presentan tres de ellos®:

Una persona pone una bola blanca v una negra en una uma y ofrece un bono a fres
jugadores, bejo la condicion de que la primera persona que sague la bola blanca obtendrd
el bono, perc si ninguna saca bola blanca entonces se retira el bono. A saca primere,
luege B y finalmente C. ¢ Cudles son las posibilidades para cada jugador?

A apuesta a B que si de una baraja con 40 cartas extrae 4 a azar, en elias habra una de
cada palo. ;Ludles son las posibilidades para cada jugador?

2 Un dado de 6 caras se va a lanzar 8 veces, una personzg quiere que los resultados sean:
1 en el primer lanzamiento, 2 en el segundo y asi sucesivamente. ;Cuéles son sus
posibilidades?

1 las fres primeras partes de Ars conjectandi se abordan una serie de probiemas de
obabilidad, algunos de fos cuales ya habian sido iraiados antes, pero Bernoulli los resuglve
su manera, llegando a resultados generales. La combinatoria por primera vez se trata de
anera sistematica y se obtienen nuevos resultados. De manera que las fres partes son una
ntribucion al desarrollo de la matematica en general y de la probabilidad en particular, sin
nbargo, es ia cuaria parie ia gue constituye ei comienzo de una nueva era en ia hisioriz de
probabilidad, puesioc que ésia contiene la prueba del tecrema de Bernoulli o ley de los
andes nameros en su forma simpie.

aspués de dar 5 lemas procede a demostrar Ja ley de los grandes ndmeres, la cual,
tizando la concepcién actual se pusde expresar de la manera siguients:

| la probabilidad de ocurrenciz de un evenic A en una sucesidn de n ensayos
dependienies es constante e igual a p, entonces se puede afirmar con una probabilidad
rcana & Uno gue para un nimero suficientemente grande de ensayos en los cuales ocune
veces el evento A, la razdn m/n es muy cercana & p.

Aaistrov, pag. 66
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0 anterior se puede expresar de la manera siguiente;
Plmim-pi<e) = 1 - 7

jonde:
es cualguier nimero positivo
| @8 un ndmero positive arbitrariamente peguefio

ste teorema es una inmensa contribucion a la teorfa de la probabilidad va que constituye
na herramienta muy imporiante en la aplicacion de esia ciencia

6.4.2 Primerz mitad del siglo XVl

a {eoria de Ia probabilidad se enriquecié en la primera mitad del siglo XVIil con los trabajos
e Monimert y De Moivre,

ierre Raymond de Montmort (1678 -1719) fue un matematice francss, estudicse de ia
osofia y de la religion. En 1708, en Paris publicd su trabajo sobre igoria de ia probabilidad,
~ssai d'analize sur les jeux de hazard” y cinco afios mas tarde publico la segunda edicién,
1&s completa que la primera. La segunda edicién se divide en cuatro partes, la primerz la
edica al estudio de la combinatoria; en la segunda analiza varios juegos de cartas de la
nOCa; en la tercera trata diversos juegos en los cuales se utilizan dados, v en la cuarta
naliza varios problemas, entre ellos los planteados por Huygens.

nafiza el tridngulo de Pascal, explica sus propiedades, obtiene los coeficientes binomiales, v
| considerar el lanzamiento de n dados encuentra que el nimero de formas diferentes en
e se pueden obiener a unos, b doses, ¢ {reses, d cuatros, g cincos y f seises es:

ni

albiclglelfl

n 1718, se publicd “The Doctrine of chances”, escritz por e matematics franco inglés
braham De Moivre (1667-1754). En esta obra De Moivre analiza 74 problemas, la mayoria
= ellos son de juegos de azar, pero también incluye problemas sobre seguros vy
wualidades. Al resolver los problemas va haciendo nuevas contribuciones z ia teoria de la
obabilidad. Deduce la aproximacion de fa distribucién binomial por la curva normal, la que
ssteriormente profundiza Laplace v que se e conoce como el teorema de De Moivre -
opalce. En 1733 De Moivre da a conocer por primera vez la férmuia de la distribucion
srmal.
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¢ Moivre analiza el problema de la duracién del juego, el cual se puede pizntear en los
rminos siguientes: Ay B son dos jugadores, la probabilidad de que A gane en un juego es
y Iz probabilidad de que B gane en un juego es g = 1 - p. al iniciar ia partida A tiene 2
onedas y B tiene » monedas. E! perdedor de cada juego da una moneda a su contrincante,
cudl es la probabilidad de que A gane a B todo su capital?

urantg ia primera mitad del siglo XV1ll gobemaba Rusia Pedre el Grande, quizn después de
ajar por Europa regrest a su pais a imponer las costumbres occidentales a sus stbditos.
n 1725, Daniel y Nicolas Bernoulli, dos matematicos suizos que ensefiaban en lz academia
e San Petersburge propusieron el siguiente problema. Si se lanza una moneda v cae cruz
aniel paga a Nicolds una corona, si cae primero un sello v posteriormente una cruz Daniel
aga a Nicolas dos coronas, si caen primerc dos sellos y luege una cruz Daniel paga a
icolas 4 coronas, si caen primero tres sellos v luege una cruz Daniel paga a Nicolés ocho
yronas, ¥ asl sucesivamaente. ;Cuanto tiene que pagar Nicolas para que el juego sea
quitative? A este problema sz le concce como la paradoja de San Petersburgo.

continuacion encontramos &i vaior esperado de este juego.

2%(112) + 2'(172Y7 + 22(112)* + 22t - . .
W2+ U2+ U2+ U2+

e

iou

cgemaos ver que el vaicr esperado de aste juego es infiniio, lo cual va en conira del sentido
mun, por o que este problema causd mucha pelémica.

6.4.3 Thomas Simpson

homas Simpson {1710 - 1761) fue el primero en infroducir las funciones continuas en la
oria de la probabilidad. En 1740 publicé " The nature and laws of chance” y en 1742
iblicé "The doctring of annuilies and revertions". Ambos dedgicadss a ia teoria de la

cbabilidad.

n su primer libro analiza 30 problemas de juegos de azar, sus soluciones son parecidas a
s de De Moivre. Simpson estudia las frecuencias de ios errores de medicion vy al igual que
alileo encuenira que los errores mencoras se producen con mavor frecuencia en tanto que
5 errores mayores s& producen con menor frecuencia y también encuentra que los errores
n aleatorios y que se distribuyen de manera simétrica alrededor de [e media aritmética. Da
1& representacion grafica de la distribucion de tos emrores.
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5.4.4 Thomas Baves

=n 1763 se publicd "An essay towards sclving a problem in the doctrine of chances”, del
everendo Thomas Bayes. Esta obra empieza con la formulacién de siete definiciones en las
Jue se dan conceptos de manera muy parecida a comoe se manejan actuaimente, a partir de
sios demuestra una serie de proposiciones y finalmente obiiene probabilidades localizadas
entre limites que él construye.

% continuacion se dan tas definiciones propuestas por Bayes.

Jefinicién 1. Varios eventos son inconsistentes si la ocurrencia de uno de ellos asegurs I
0 ocurrencia de los restantes.

definicion 2. Dos eventos son contrarios cuando puede ocurir alguno de ellos pero no
mbos.

definicion 3. Un evento es un fracasc cuando este no puede ocurrir o cuando ocurre su
ontrario.

dYefinicion 4. Un evento es determinado cuando ésie pcurre o no oturre.

sefinicidn 5. La probabilidad de cuaiquier evento a2 ia razén entre el nimerc esperado da
osibilidades del evento v el valor esperade de ocurrencias.

efinicion 7. Los eventos son independientes cuando la ocurrencia de uno de elics no
wmenta ni disminuye la probabilidad de que ocurran 10s restanies.

Yosteriormerite demuestra una serie de proposiciones enire ias que podemos citar a la regla
le 1a adicion y la de fa multiplicacion de probabilidades.

egla de la adicid C ando varios eventos son inconsistentes, fa probabilidad de la
currencia de g gu'no de Hos es igual & la suma de las probabilidades de ¢cada uno de elios.

egia de la multiplicacidn. La probabilidad de la ocurrencia de dos eventos Ay B esigual a
a1 probabilidad de que ocurra el evento A por la probabilidad de que ocurra €l evento B dade
jue ya ocurrié e evento A. Utilizando notacion modemna tenemos:

F(ANB) = P(&)P(B/A)

'ero e resuitado més importants enconrado por Bayes es el que se da a continuacion.
ea p la probabilidad de que ccurra un evenio A en un ensayo. Si en n ensayos
dependientes el evento A ocurre m veces y st suponemos gue ia distribucidn de p es
niforme en el intervalo {0,1), entonces:



141

[ ama-zymax

Plasp<b/By=" P
jx {1~xy"

onde B indica que el evento A ocurre m veces

| resultado anterior es el caso continuo del teorema que se da a continuacién ¥ que enuncid
2 manera formal Laplace.

sorema de Bayes. Si E;, Bz Ei, . . ., E, es una coleccién de eventos mutuamente
cluyentes cuya unidn es el espacio muestral con P(E) = O parai=1,2, ..., nysi Fesun
rento, tal gue P{F) = 0 entonces:

Pt 1y PETEOPE

Z P(F/E)P(E,)

k=1

8.4.5 Euler

acia la mitad del siglo Xviil la tecria de ia probabilidad se empezé a aplicar a diferentes
2as, tales como la demografia, los seguros, los erores de observacion, la organizacion de
lerias, entre otros. Varios matematicos de dedicaron a su estudio, entre eflos podemos
ar a Leonhard Euler (1707 -1783).

2sde principios del siglo XVl se popularizé en Eurcpa el juege de Ioteriz como un medio

ra cbtener recursos, fue asi como el rey de Prusia Frederick H escribié a Euler para que
ie le propusiera variantes para este juego. Euler escribid varios frabajos sobre
obabilidad, algunos de los cuales fueron publicados cuando aln vivia v otros se publicaron
ando ya habia muerto. Trabaiaba de manera inductiva, analizando casos particulares los
ales iba complicande hasta obtener resultados generales. Estudié el crecimiento de una
iblacién y encontrd que su crecimiento es geométrico, estudid también la mortalidad v
nstruyd una tabla de mortalidad, advirtiendo que esta vale en el lugar en gue fue sacada,
7o gue los datos no pueden generalizarse a cuslquier parie del mundo. Euler descubris la
ise de la demografia, @ hizo importantes aportaciones & iz {eoria actuarial.

gunos problemas propusstos por Euler son:

Se tienen n boletos numerados de los cuales se van a seleccionar 2 de manera aleaioria,
encontrar la probabilidad de gue ésios sean niimeros consecutives.
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. Si se sacan tres boletos al azar, enconirar la probabilidad de que salga:
) una secuencia de tres nimeros;
} una secuencia de dos nUmeros.

. Si se tienen 80 boietos numerados v se sacan 5, enconirar la probabilidad de gue los 5
sean ndmeres consecutivos.

. Hay dos jugadores, cada uno de ellos tiene n boletos numerados, cada jugador saca un

boleto, si los nGmeros sacados son iguales gana el primer jugador, en ¢&so contrario
gana el segundo. Encontrar la probabilidad de ganar para cada jugador.

8.4.6 Elconde ge Buffon

n 1777, George Louis Leclerc conde de Buffon (1707 -1788) publico "Essai d'aritmetique
woraig”, en el cual da ef primer ejempio de probabilidades geométricas ¥y hace un estudio
obre los juegos de loteria piblica.

na aguja de longitud r se deja caer en un entarimado en el que la distancia que hay entre
1§ ranuras es 2. Encentrar la probabilidad de que la aguja togue alguna de las ranuras dei
ntarimado.

espuesta: 4rfza

n el caso en que también haya rectas paralelas verticales y que la distancia entre ellas sea
2 b, entonces el resultado es:

4ra+h)-47

nab
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8.4.7 Laplace

Pierre Simon de Laplace (1748 -1827) fue un connotado cientifico francés que siempre
estuvo figado a la nobleza, lo que le acarred muchos problemas durante la revolucidn
francesa. Infrodujo el criterio subjetivo de igualdad de posibilidades, estableciendo que dos
gventos {ienen iguales probabilidades si no hay razdén para suponer que uno ds ellos ocurra
mas gue &l otro.

En 1812, se publicd “Théorie analytique des probabilités’, libro en el cual Laplace presenta
todos sus resultados basicos sobre teorfa de la probabilidad, trata con profundidad los
conceptos trabajados por Pascal y Fermat, mejora los métodos de prueba, da los
fundamentos de varias regularidades estadisticas, estudia las funciones generatrices,
desarrolla e método de minimos cuadrados y aplica fa teoria de la probabilidad 2 la
astimacion de errores de observacion.

El libro se divide en tres partes: una amplia introduccién, que en la tercera edicién consta de
142 paginas en la cual habia sobre diversos probiemas de probabilidad; Du calcul des
Fonctions Generatrices, esta parte la dedica al estudio de las funciones generatrices v a la
aplicacion del calculo diferencial e infegral a diversos problemas de probabilidad, y Théorie
généraie des probabilites, en la cual analiza el problema de la divisién de apuestas, el
problema de San Petersburge, e! tecrema de De Moivre, estudia los errores de medicién,
desarroiia & métode de minimos cuadrados y apiica la teoriz de la probabilidad a la
astimacion de errores de medicion.

Laplace formaliza la definicién clésica de la probabilidad, ia cual queda en los términos
siguientes: |a probabilidad de que ocurra un evenic A es igual a la razdn det nimero de
nosibles resultados de un ensayo los cuales son favorables al evento A al ndmero de fodos
los posibles resuitados del ensayo, suporniendo gue iodos los posibies resultados son
equiprobables.

_aplace aplica la probabilidad a la demografia, expresa sus puntos de vista a estudios de la
composicidn de fa poblacion, discute métodos de conieo indirecto de ia pobiacién y estima fa
orecision de tales cont2os; describe métodos de construccién de tablas de mortalidad e
ntroduce el concepto de vida media, caleula la medida de las poblaciones a partir de las
tablas de morialidad v con base en los nacimientos registrados en varios paises europeos
concluye gue el ndmero de nacimientos masculings es mayor que el de nacimientos
fermenines v encuentra que ks proporcidn es de 22 a 21.

Entre [as aportaciones de Laplace también se puede mencionar una nueva prueha para el
;ecrema de Bernoulli.

=n 1810, Laplace did 2 conocer su resultado mas importante en la teoria de ta probabilidad,
&ste se conoes como &l ieorema de De Moivre - Laplace. La esencia de esie teorema es gue
a distribucién binomial bajo una adecuada normalizacion y con un incremento ilimitado de
=2nsayos se aproxima a la distribucion normal.
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‘ecrema de De Moivre - Laplace. Sea p (0 < p < 1) la probabilidad de ocurrencia de un
ventc E en n ensayos independientes y m el nimero de ensayos en ios cuales ocurre un
vento E, entonces, para n suficientemente grande, la probabilidad de la desigualdad
m-np
Zy & ——— < 7 G=1-p
{npa)"*

lifiere una caniidad peguena de

(27) j e dz

aplace encuentra la solucion al problema de la aguja de Bufon v enuncia de manera formal
| teorema de Bayes.

aplace fue un prominente cientifico que amplid las aplicaciones de la teoriz dz ia
robabitidad. Sus contribuciones a esta tecria son invaluables.

6.4.8 Distribucion de errores aieatorics

Je manera independiente y casi simultdneamente dos matematicos obtuvieron la ley para la
istribucién de errores aleatorios, uno de elios fue el matemsatico norteamericano Robent
drian, quien publicd sus resultados en 1808, v el ofro fue ef matematico aleman Carl
riedrich Gauss (1777 - 1855), quien publicé su derivacion de la ley normal de los errores
leatorios en 18089.

ungue las coniribuciones de Gauss a la teoria de las probabilidades estan relacionadas con
plicaciones, sus aportaciones no fueron soio en este sentido, ya que sus trabajos han tenido
n impacto significativo en el desarrollo de la teoria de 2 probabilidad.

n 1845, Gauss escribié "aplicaciones de ia teoria de iz probabilidad para la determinacion
e balances de fondos para viudas”. :

imeon Denis Poisson (1781 -1841) realizdé varios trabajos en teoria de las probabilidad,
sios se incluyen en gl libro publicado en 1837, “Reserches sur la probabilité de jugements
n matiere criminelle et en matierre civille, preceddes des regies généraies du calcu! des
robablilités”. En cste fibro se hace una resefia de los resultades previos de leoria de fa
robabilidad, poniendo especial atencidn en los trabajos de Laniace v de Concorest,
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2muestra la aproximacién de la distribucidn binomial por la poisson v generaliza 1a ley de los
andes nimeros.

vestigando el teorema de Bernoulli, Poisson llegd a la generalizacion de {a ley de los
andes numeros: si se realizan n ensayos independientes, resultando la ocurrencia o no
urrenciz de un evente A, v ia probabilidad de ccurrencia de los eventos no s la misma en
atE ensayo, entonces, ¢on una probabilidad tan cerca como se quiera a la unidad se puede
irmar que la frecuencia min de la ocurrencia del evento A se va a desviar arbitrariamente
rea de la media aritmética p de las probabilidades de ocurrencia de los eventos en los
1$avos individuales, En notacidn moderna tensimos.

imP(m/n-pj<eg) = 1

N0

onde £ es un numere positive cualquiera

| la probabilidad de ocurrencia de los gventes permanece constante de ensayo en ensaye,
tonces B = p y ef teorema de Poisson se reduce al teorema de Barnoulli.

cigson encuentra que cuando se tiene una n fija v p se aleja de 1/2, la aproximacion normal
la binormigl pierde exactitud ¥ encuenira que cuando N ¥ p- 0, la distribucidn binomiai se
Jede aproximar mediante la distribucion gue lleva su nombre:

A et
PX=x = ——— donde A = np
xt

Bortkiewics (1868 1931) enconiré que esta distribucion se puede aplicar a eventos raros,
les como: log muertos por patada de cabalics en el ejéreito prusiano, nacimientos de
llizos, etc.

sisson realizé trabajos en jos gue se aplica la teoria de a probabilidad en problemas de
gisiacion, jurisprudencia, politica y economia, pero estos suscitaron controversia entre los
atematicos de la época, lo que origind que la teoria de la probabilidad entrara en un
1passe hacia ia mitad del siglo XIX.



146

6.5 Laescuela rusa

Jurants la segunda mitad del siglo XIX ving un pericdo de revisidén v perfeccionamiznio
evada a cabo principalmente por la escusia de San Petersburge encabezada por
shebyshev y continuada por Markov y Lyapunov. Estos mateméticos ponen especial
itencién a los teoremas limite como son: ef teorema del limite central v la ley débil de los
yrandes ndmeros.

6.5.1 Bunvakovskil y Qstrogradskii

.as primeras investigaciones sobre teoria de a2 probabilidad levadas 2 cabo en San
*etersburgo fueron realizadas por Euler v Daniel Bernoulli a principios del sigio XViH, sin
mbargo, fue hasta la tercera década dsl siglo XX cuando se empezé z desarrollar esta
arte de la matematica an Rusia.

'n 1837 se dio el primer curso de teoria de ia probabilidad en la Universidad de San
*etersburge, durante la década 1850 - 80 los curscs fueron dados por el matematico ruso V.
/. Bunyakovskii (1804 - 1880), quien escribié varies articules sobre esta materia.

'n 1845 se publicd "Fundamentos de la teoria matematica de la probabilidad”, escrito por
Bunyakovskii. Este es el primer libro ruse que contiene una exposicidn detallada sobre fa
eoria de la probabilidad.

A. V. QOstrogradskii (1801 - 1862) también publicé varios articulos sobre teoria de ia
robabilidad y al iguat gue Bunyakovski fue un gran difusor de esta materia.

Los trabajos creativos de Ostrogradskii y Bunyakovskii fomentaron la educacion matematica
el aprendizaje en Rusia. Su contribucidn estimuld el interds en matematicas v en teoria de
2 probabilidad en particular, entre la joven generacidn. Ellos prepararon ef camino para &

stablecimiento de la escuela de San Petersburgo™

8.5.2 Chebvshev

| desarrolle de Iz teorfa de iz probabilidad en Rusia durante la segunda mitad dei sigio XiX
sté grandemente influenciada por Pafnuty Lvovich Chebyshev (1821 - 1884), quien en 1860
ustituyé a Bunyakovskii en la ensefianza de la probabilidad en la Universidad de San
etersburgo. Chebyshev es autor de la desigualdad que lleva su rniombre e id2d el método
e momentos para demosirar el teorema iimite para la suma de vailables aleatorizs

dependientes.

Maistrov, pag. 8
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hebyshev escribld cuatre articulos en los cuasles aborda los temas bésicos de Iz
robabilidad: dz la definicidn clasica de la probabilidad, Ia regla de ia adicién, 1a regla de la
witiplicacion, el teorema de Bayes, y pone especial atencidn a la ley débit de los grandes
Umercs vy al tecrema dei limite central.

n 1866 presentd su trabajo " los valores medios", en o cual prueba lo que actualmente ze
onoce como la desigueldad de Chebyshev. Esta desigualdad se puede escribir en términos
odernos de la manera siguiente:

esiguaidad de Chebyshev. Sea X una variable aleatoria con media p y varianza o>
nonces, para cualguier numere real £ > 0 se tiene que:

P@X—p;' 58)21*:—:

omo corolario a esia desiguzidad se tieng el teorema de Chebyshev para la ley de los
randes nameros, &l cual se da a continuacion:

eorema de Chebyshev. Si la esperanza de las variables alestorias Xq, X, Xs, . . . ¥ sus
sadrados X%, X2%, X%, . ., estan acotados, con probabilidad cercana a 1 se puede afirmar
ue a medida que n aumenia, la media de n variables se aproxima a la media de sus
speranzas.

lzm[lliXk -liE(Xk}S£}=l
i L 7 |

k=l

ara cualquier ndmero real positivo &

[ en una serie de ensayos de Bernoulli, definimos a ¥ = 1 cuando el resuliado del i-ésimo
nsaye es éxito, ¥ X, = 0 cuando el i-ésimo ensayo &5 fracaso, entonces se tiene que E(X) =
. por lo tanto el {eorema de Poisson, es un caso particular del teorema de Chebyshev para
 ley de los grandes niimeros.

ara cualguier ntmero reaie > 0

n 1887, Chebyshev publicé su trabajo * dos teoremas relativos a la probabilided”, en el cual
sorda la ley débil de los grandes nimeros v o tecrema limite para la suma de variables
dependentes. En este articulc construye & método de mementes para la jeoria da la
obabilidad.
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:hgbyshev establece que bajo cierlas condiciones, la suma de un ndmero grande de
ariables aleatorias independientes se aproxima & una distribucion normal a medida que se
icrementa el nimero de sumandos.

6.5.3 Markov

ndrey Andreyevich Markov (1856 - 1922) fue el discipulo més cercano a Chebyshev y el
iejor difusor de ia teoria de la probabilidad. Markov inicié su carrera pedagdgica como
sistente de profesor en 1880 en la Universidad de San Petersburgo v en 1883 reemplazé a
hebyshev an la imparticién de esta materia. Sus principaies irabajos se relacionan con e
orema limite para la suma de variables independientes, asi come para variables
ependientes, en particular aquellas que se conectan en cadenas.

| prablema del teorema limite para la suma de variables aleatorias independientes consiste
N eéstablecer ias condicionas bajo las cuaies es véiida ia reiacidn siguiente:

fim {5, < E(8,)+ S = amy b2 o e

onde:
n = A+ X+ g+ LK,
(Se) = E{S.-E(SJI? es [a varianza de la variable aleatoria Sy,

n $898, Markov presentd su primera prueba a este teorems limite, utilizando las mismas
iposicicnes hechas por Chebyshev, la principal es la existencia de momentos finitos de
dos los ordenes.

arkov se interesd por la aplicacién de la ley de los grandes niimeros y del teorema limite de

suma de varigbles aleatcrias independientes, asi come por las variables dependientes que
rman cadenas. En 1912 probd ta aplicabilidad del tecrema limite para la suma de variables
g forman una cadena homogénea.

n 1813 se publicd el libro "El céleuio de probabilidades”, en et cual Markov incluye algunas
eas y resultados nuevos asi como problemas de aplicacion.

| primer capitulo inicia con la definicidn ciasica de ia probabilidad, luego desarrolla los
oremas bésicos. tales como la ley de la adicion v la de la multiplicacion de la probabilidad;
1 &l segundo obitene la formula de Bernoulli (la binomial} v hace resaitar la importancia de
sta; el tercer capitulo lo dedica a 1a ley de los grandes nimeros y prueba la desigualdad de
hebyshev; los dos uliimos capitulos los dedica al problema de minimos cuadrados vy a
oblemas de seguros. "Este memorabie libro combina simplicidad y claridad de exposicién
n un numero importante de contribuciones a la teoriz de la probabilidad™.

daistrov, pag. 220
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8.5.4 Lyapunov

n 1800 v 41901 se oublicaron dos articulos de Lyapunov {1587 - 1918): "Un teorema en el
alculo de probabilidades” v "Una nueva forma del teorema del limite de probabilidades". En
stos articuios prueba el teorema limite para la suma de variables aleatorias independientes
tilizando restricciones més débiles que las usadas por Markov, no considera necesaria la
xistencia de momentos de todos los ordenes y utiliza ef método de la funcidn caracteristica.

2 funcion caracteristica de una varigble aleatoria X es la esperanza matematica de la
ariabie e, o sea:

b ()= Ele™)= [ o™ £, ()

| método de funcidn caracteristica es mas general gue el método de momentes. La funcidn
aracteristica existe para cualquier variable ¥ determina completamente los momentos de la
istribucidn,

- la formulzcidn de Lvapuncv al teorema limite de iz suma de variables aleatorias
dependientes se le conoce como ¢f fecrema del limite central, el cual puede ser enunciado
2 @ manera siguiente:

eorema del limite central. Sean X;, Xz, As, . . ., variabies aleatorias independientes e
énticamente distribuidas con media p y varianza finita o, entonces:

o pos el oy e

o~ wr -
oNGe. - < X £ @

n 1922, Linderberg probd la forma general de este feorema, que s una extension del
worema de De Moivre - Laplace.

8.5.5 Leves de los grandes pumeros

n 1928, Khintchine mostré que si las variables Xy, Xz,. . . no solamente son independientes,
no también idénticamente distribuidas, entonces la existencia de la esperanza E{X) es una
sndicion necesaria y suficiente de la ley débil de los grandes nimeros en su forma general.
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ey débil de los grandes nimercs. Sean X;, Xz, X, . . ., variables aleatorias independientes
- idénticamente distribuidas con media finita ., entonces para toda para toda ¢ > 0, se tiene
ue:

EﬂPGL;ﬁ:X,‘ —‘u[ 25}:0

hora pasemos a |z ley fuerte de ios grandes nimeros.

n 1809, E. Borel mosird gue para p= 1/2;

1 1917 Cantelli generzalizd este resultado para ef caso de una p arbitraria 0<p< 1.

I resuliade mas general para variables independientes fue obtenide en 19306 por
olmogorov y para variables dependientes por Khintchine.

ey fuerte de los grandes nimeros, Sean X;, Xz, X, . . ., variables aleatorias independientes
idénticamente distribuidas con mediza finita g, entonces se tiene que:

8.6 Sistematizacién

acia principios del sigio XX la teoria de la probabilidad se desarrolic de manera notable, se
mplié su campo de aplicacion a diferentes ramas dei conocimiento, pero ia definicién ciésica
ra cada vez mas insuficients para ias necesidades de la époce, fue en este contexto que el
atematico ruso Koimogorov construyd una axiomatizacion para esta disciplina matematica.
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6.6.1 Necesidad de la axiomatizacidn

acia princigios del siglo veinte todos los textos de teoria de la probabilidad se basaban en la
oria clasica de Laplace, pero cada vez era mas evidente que los fundamentos de ests
oria eran insuficientes e inadecuados para resolver los problemas de aplicacién gue se
resentaban en fisica, sstadistica, biologia y otras ciencias, ya que en muchos de estos
roblemas es dificil establecer si los resultados elementales tienen las mismas posibilidades
e ocurrir, "La teoria de la probabilidad requeria de nuevos fundamentos légicos basados en
n método axiomatico™®

n 1815, el matematico ruso P. A. Nekrasov (1853 - 1924) propuso medir las relaciones de
ependencia entre [as personas mediante la probabilidad vy utilizo esta materia para fomentar
. obediencia al zar. Esto provoco la protesta de una comisién de matematicos encabezada
or Markov en la que se critica el "abusc de la matematica con el fin preconcebido de
ansformar esta ciencia en una herramienta de persuacion politica v religiosa™®.

n 1912, se publics "Calcu! des probabilites”, del fisico y matematico franceés Henri Poincaré
854 - 1912), que "es uno de los mas rigurcsos & interesantes libros en teoria de la
robabilidad escrito 2 principios del siglo J0("'®. Poincaré considera que en muchas de las
plicaciones no es posible delerminar la equiprobabilidad de todos los casos v que esio
scapa a los matematicos si no se analiza bien cada caso.

n 1214 se publicd "Le hasard”, de Emile Borel (1871 - 1958), en este libro se hace una
scusién detallada de las leyes basicas de la probabilidad, v se incluyen observaciones
storicas y filoséficas relacionadas con esta materia. Borel describe 1z aplicabllidad de la
obabilidad en |a fisica, !a biologia y otras ciencias. Sin embarge, hay aigunos problemas
1e se interpretan de manera errénea.

as aplicaciones que se hicieron de la teoria de la probabilidad mostraron 1a nocidn vaga v
mbigua que se tenia de esta materia v que la definicién clasica de la probabilidad era cada
2z mas insuficiente. Asi que, "la necesidad de revaluar los fundamentos légicos de Ia teoria
> |a probabilidad para asegurar su posicion como una discipling matematica genuina se
ciercn mas y mas evidentes""'.

Aaistrov, pag. 249
it pos. Maistrov, pag. 241
Maistrov, pdg. 245
Maistrov, pag 242
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8.8.2 Axiomatizacién de la teoria de la probabilidad

asandose en los fundamentos de ia teoria clésica de la probabilidad nc se puedes predecir el
omportamiento de los procesos reales a los cuales nos enfrentamos en la vida diaria, asi
ue era necesario tener mayor claridad de la probabilidad v de sus relaciones 16gicas.

n 1217, 8. N. Bernstein {1880 -1968) publicé "Un ensavo sobre los fundamentos de la teorfa
e la probabilidad”, y diez afos mas tarde se publicé su libro "Teoria de la probabilidad”, en
| cual presenta en forma detaliada unz axiomatizacion de la teoria de la probabilidad.

or mucho tiempo se reconocid que la definicion clésica de [a probabilidad tiene una serie de
mitaciones para su aplicacién en clertas ramas del conccimiento. Uno de los grandes
riticos a esta concepcion de iz probabilidad fue e matematico austriaco Richard von Mises
1883 - 1953), cuya obra principal “Probabilidad, estadistica y verdad” se publicéd en 1928,
n este libro hay también una propuesta de exiomatizacion de ia tecria de ia probabiiidad.

as ideas de leoria de la medida empezaron a penetrar de manera cada vez mas profunda
n la teoria de la probabilidad vy se empezaron a hacer analogias, y fus el matematics ruso
ndrey Nikolayevich Kolmogorov {(nacido en 1803} guien construyd ia axiomatizacion de ia
2oria de |z probabilidad que fue aceptada entre la comunidad cientifica.

lesde mediados de la década de los veintes, Kolmogorov se ocupd de la formulacion logica
e la iecriz de la probabilidad, y en 1933 publicd ‘*Grundbegriffe der
yahrscheinlichkeitsrechnung” (fundamentos de la teoria de !z probabilidad). "Agul se
stablecieron ias analogias entre |a nocion de medida de un comunto y fa probabilidad de un
vento, entre la integral 1y la esperenza malematica, ortogonalidad de funciones &
idependencia de variables"’?,

& primera nocidn bésica gue considera Kolmogorov es la que actuaimente se le llama
spacio musstral () que es el conjunto formado por los posibles resuftados de un
xperimento aleatorio.

'n evento es un subconjunto del espacio muestral. A la familia de subconjuntos de Q se l2
uede denctar con . De manera que un evenic es un elemento de F.

Maistrov, pag. 262
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% continuacidn se da la axiomatizacién de iz teorfa de la probabilidad propuesta por
{6imogorov.

[. F es un campo de conmunios. Esto es: si A BeF, entonces (A U B)eF, v si AcF entonces
Aer,

2. Para cada AcF se tiene un nimero real P{A) al que se le lama probabilidad dal evento A,
el cual cumple con las propiedades siguientes:

) PA) =z 0

) Py = 1

) PAVB) = P(A) + P(B), siempregue AnB = @&

1} Para una sucesion decreciente de eventos

AioAo. . . DhD L.

uyé interseccion es vacia, se tiene gue:

fim P(4,)=0

% este Oitimo se e liamz axioma de continuidad, e cual es equivaiente al axioma de adicién
ars el caso numerable.

“sta definicion no hate uso de la idea intuitiva de la probabilidad como estabilidad de la
recuencia relativa, v aunque parece ser demasiade abstracta amplid las posibilidades de
iplicacion de la teoria de la probabilidad.

somo resuliado de la axiomatizacion, la teoria de la probabilidad adquirié el mismo range
e las otras ramas de la matemética v se inicid una nueva etapa en su desarrollo.
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