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INTRODUCCION

Con este libro se tiene como objetivo presentar de manera sencilla y accesible
el Calculo Diferencial e Integral a un estudiante de Bachillerato que tiene su

primer contacto con esta interesante y rica rama de las matematicas.

Se pretende que el estudiante establezca un primer acercamiento con el
Calculo de una forma intuitiva, sin grandes formalizéciones, de tal manera que
construya los conceptos haciendo uso de sus conocimientos de algebra,
geometria euclidiana y analitica, conforme se introduzca en este estudio,

sentira la necesidad de utilizar dichos conocimientos y los ird reforzando.

Como ya se ha mencionado, no se pretende que el material presentado muestre
el Célculo de una manera totalmente formal y abstracta, ya que la experiencia
nos ha demostrado que iniciar formalmente un curso de Calculo a este nivel,
conduce a confundir al estudiante. La formalizacion y las definiciones usadas
en este texto en los ultimos temas, ha tenido en cuenta el desarrollo y la

madurez que se van adquiriendo al avanzar en el curso.




La experiencia adquirida seiala que, el introducir el concepto de limite como
una idea intuitiva, a partir de una serie de ejemplos que familiaricen al alumno
con este concepto, sin llegar a la definicion, pero estableciendo una serie de
relaciones y un adecuado manejo de sus propiedades permiten finalmente la

comprension necesaria del tema en este curso introductorio.

En el caso de la derivada, se ha introducido la definicién de este concepto
usando la notacion de Leibniz, ya que es la mas usual en la mayoria de los
textos de Calculo. Dentro de las aplicaciones del Calculo Diferencial se
presentan los temas de maximos, minimos y el de movimiento, que son sélo

algunos de la amplia gama de aplicaciones que presenta el Calculo.

En ias titimas unidades se introduce al alumno los conceptos de Antiderivadas
e Integral; trabajando con estos conceptos y posteriormente buscando
generalizaciones, aspecto fundamental dentro de la matematica; para continuar
con uno de los temas mds importantes en un curso de Ciiculo, la relacidn

entre la derivada y la integral a través del Teorema Fundamental del Calculo.

Se continiia con propiedades de la Integral y algunas aplicaciones, tales como:

areas bajo la curva, volumenes, calculo de promedios, etcétera.




CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL 1

| UNIDAD 1. ; QUE ES EL CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL? |

TEMATICA

Tiempo aproximado: 4 horas

eEjemplos para introducir la problematica del Calculo Diferencial e Integral:
calculo de velocidades y razén de cambio instantdneo; de tangentes a curvas;
de maximos y minimos; de areas y volumenes, etcétera, enfatizando las
situaciones y problemas que permitan:

OBJETIVOS

Objetivo Particular:

El conocimiento de problemas diversos, algunos resueltos por los métodos
numéricos o utilizando ideas anteriores a las del Calculo, permitiran al
alumno introducirse en la problematica de esta materia y darse cuenta del
apoyo que brinda a diversas disciplinas.

Objetivos especificos:
Al finalizar la unidad el alumno:

- Resolvera algunos problemas sencillos de maximos y minimos, tangentes a
una curva y éareas bajo una curva, usando métodos numéricos, algebraicos y

geométricos.




1.1 INTRODUCCION HISTORICA

Una de las grandes inquietudes de los seres humanos a través de la historia ha
sido la de describir ios fendmenos naturales, sus cambios y sus relaciones
entre ellos. En nuestros dias hay una gran cantidad de estos fenomenos que
pueden ser medidos y descritos con precision. Algunos de estos cambios en
los fendmenos naturales pueden estudiarse en forma precisa mediante el uso
del célculo; por ejemplo la descripcion del movimiento de un cuerpo en caida

libre, calcular la trayectoria del vuelo de un cohete, etc.

El calculo diferencial e integral también es conocido como calculo

infinitesimal o de magnitudes infinitamente pequeiias.

A lo largo de la historia de la matemdtica se han encontrado problemas
concernientes al concepto de funcion. Arquimedes (287-212 a. C.) calculd
ciertas areas y volumenes, por métodos muy adelantados con relaciéon a su

época (Método de exhaucion).

La gran evolucion de las matematicas de las funciones culminé con un gran
salto en el siglo XVII al verificarse la posibilidad de realizar nuevas y ftiles

operaciones por medio de funciones. Los estudiosos del siglo XVII que




popularmente con el nombre de célculo, constituyen unc de los mas

apasionantes y exitosos logros de las matematicas modernas.

Durante las siglos XVIHI y XIX se desarrollé ampliamente el célculo
diferencial e integral, gracias al esfuerzo de varios bnllantes matematicos,
Euler, Lagrange, Gauss y Cauchy entre otros llegando a convertirse en piedra

angular de la fisica moderna.

Dentro de las matematicas, el calculo ha dado origen al analisis, una de las

principales corrientes de las matematicas modernas.

1.2 ; QUE ES EL CALCULO?

Se empezara la respuesta a esta pregunta diciendo que el céalculo infinitesimal
es la reformulacion de algunos conceptos de matemdticas elementales por
medio del uso de un proceso de limite. St dicho tipo de procesos no resulta
conocido al lector, la respuesta no es, al menos por el momento, muy
esclarecedora. Desde un punto de vista elemental, se puede considerar el
calculo infinitesimal como una “maquina de limites” que generan formulas
nuevas a partir de las viejas. En realidad el estudio de esta materia lleva

consigo tres etapas matematicas distintas: las matematicas previas al calculo
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mayor volumen posible?

cortar
50 - 2x doblar
X
- 50~ 2x 50 - 2x
FIGURA 1.2

Sea V el volumen de la caja y “x” se le llama a la longitud del lado que se va
a cortar, se tiene que el volumen de la caja queda expresado por la formula:

El alumno debe recordar que volumen es igual a area por altura

V = Volumen

V =(A)) h = altura
A =drea
O bien V()= (50 -2x) (50 — 2x) x

V(x) = (50 -2x)* x



de cada lado, pues el cartéon mide S0 c¢m, lo cual resulta natural ya que no

podemos cortar mas de 25 ¢cm. de cada lado a un carton de 50 cm.

;Qué representa para V(x) el conjunto

A={xeR|0<x<25?

El conjunto A no es otra cosa mas que el dominio de V(x), es decir, todos los
valores que puede tomar la variable x. Al‘_ analizar los resultados de la tablia,
observamos que a medida que x aumenta el volumen también lo hace, sin
embargo llega el momento‘ en que el volumen empieza a disminuir, en la tabla
se observa que cuando x = 10cm, V = 9000 cm’, el valor del volumen es

menor que cuando x = 8 cm ya que V = 9248 cm’.

. Qué pasa si damos valores entre 5 y 8 y entre 8 y 10?

Por ejemplo: si x = 6.5 ¢cm, entonces V = 8898.5 cm’ y cuando x = 8.5 cm
entonces V =9256.5 cm’, y hasta el momento es el maximo valor del volumen
que hemos encontrado. Podemos seguir dando valores a “x”, ahora entre 8.5 y

10, pero no podemos garantizar que el valor dado a “x” nos de el maximo

volumen de la caja.




Graficamente tenemos que: (ver FIGURA 1.4)

V(x)

\ »

FIGURA 14

Por lo tanto si logramos ver en qué punto la recta tangente a la curva tiene
pendiente cero, podemos saber con exactitud el valor de x, es decir, cuanto
debemos cortar en cada esquina del carton para que el volumen de la caja sea

maximo. Pero con las herramientas que se tienen atn no es posible hacerlo.

11




Nétese que 0 < x < 20, es decir, el dominio de la funcion es:

D=§{xeR |0 <x <20}

(Puedes explicar por qué?

Si damos valores a x para graficar A(x) se tendria:

A(x) 0 150 182 200 192 150 102 0

Y graficamente: (Véase FIGURA 1.6)

V(10,200)

FIGURA 1.6

13




Recordemos que el RANGO de una funcion es el conjunto de valores que

toma f(x).

Para que el 4rea del terreno sea maxima, el ancho del terreno debe ser de 10m.
y el largo de 20m, con esto se obtiene un area de 200 mZ. Es decir, el rango de

fa funcion es el conjunto.

R={AcR | 0<A <200}

Este problema fue posible resolverlo con las herramientas de las matematicas
de los cursos anteriores, pero no en todos los problemas la funcion va a
resultar ser una parabola, por lo que es necesario tener una herramienta mas

general, y ésta la va a proporcionar ¢l calculo diferencial.

Ejemplo 1.3: Supongamos que tenemos un terreno en las mismas condiciones
que el ejemplo anterior, es decir se cercan 3 de sus lados, ya que
el cuarto esta apoyado en una pared; pero ahora se desea que el
terreno tenga un area de 500 m’, se pretende conocer las
dimensiones del terreno para que se ocupe ¢l minimo de

material para cercarlo (Véase FIGURA 1.7).

15




Sustituyendoyen P=2x+y

P(x)=2x + 500

P(x) no representa una parabola como en el ejemplo anterior, por lo tanto es

necesario hacer el analisis de este problema de la misma forma que en el

ejemplo 1.1.

(Cuadles son las restricciones para x?

Es decir, ;Cual dominio de la funcién?

Lo unico que debemos de pedirle a

Es decir, el dominio D = {x &R | x>0}

x > 0 ;jqué pasa si x = 0?

K"

X" es que:

Si damos algunos valores a x para encontrar P(x) podemos tener lo siguiente:

10

15

20

25

30

P(x)

110

70

63.33

65

70

84.29

17




positiva cuando la recta es creciente, pero en el punto mas bajo la recta

tangente a la curva tiene pendiente cero (Véase FIGURA 1.9).

P(x) &

FIGURA 1.9

Asi vemos que existe relacion entre el comportamiento de la recta tangente a
una curva en su punto maximo y en su punto minimo, en ambos casos la

pendiente de la recta tangente a la curva debe ser cero.

19




Pero se requiere conocer las dimensiones de la lata (r y h) para que la cantidad
de material que se utiliza sea minima, es decir, se requiere que la lata tenga la

minima superficie.

Si desdoblamos la lata resulta: (Véase FIGURA 1.11)

27r

FIGURA 1.1}

El area de la lata es el area de cada una de las tapas (circulos) mas el area del

contorno (rectangulo)

SA=2? A 2mth=1000 e, (2)

21




De la tabla vemos que el valor minimo esta entre 5 y 6, si tomamos r = 5.5

A(5.55)=553.7 cm’

Vamos a tomar r = 5.5 como un valor aproximado y sustituyéndolo en

h=100
o

=1000 = 10.52
(5.5

L r=55yh=1052

Son los valores aproximados, para que se ocupe el minimo de material para

construir la lata. Pero no sabemos ain si este valor no puede disminuir mas

con otras dimensiones.

Ejemplo 1.5:  Cuando el velocimetro de un automoévil sefiala que viajamos a
48 mi/h, ;qué indica esta informacion? Sabemos que si la
velocidad permanece constante, habremos recorrido 48 millas

cuando haya transcurrido una hora; pero si varia, ;qué sentido

tiene decir que la velocidad en cierto instante fue de 48 mi/h?

23



Tenemos la sensacion de que la velocidad, en el momento t = 2, no puede ser
muy distinta de la velocidad promedio durante un corto lapso que comience en
t = 2. Asi, imaginemos que hemos medido la distancia recorrida en intervalos

de 0.1 segundo, como en la tabla:

25
16.80

2.4
14.96

22
12.16

2.3
13.45

2.1
11.02

d 10.00

Con ella podemos calcular, por ejemplo, la velocidad promedio durante el

intervalo [2,2.5].

16.80 — 10,00 =13.6 fi/s
25-2

Velocidad promedio =

En la tabla siguiente mostramos los resultados de calculos semnejantes:

Intervalo

(2,3]

2.,25]

[2.,24]

[2.,23]

[2,22]

2.21]

Velocidad promedio (ft/s)

15.0

136

12.4

11.5

108

10.2

Parece que las velocidades promedio, durante periodos sucesivamente
menores, s€ aproxima a un numero cercano a 10, y asi esperamos que la
velocidad en el momento t = 2, sea 10 ft/s, aproximadamentc. En la unidad 5
definiremos la velocidad instantanea de un objeto en movimiento como el

75




tuviéramos n nimeros, surnaria los n niumeros y la suma la dividiria entre
n, para obtener el promedio de esos n nimeros. Pedro, quien esperd ¢l
momento preciso, le comentd: veo que eres muy bueno calculando
promedios y hasta hacer generalizaciones, puedes decirme, querido amigo,
icudl es el promedio de los cuadrados de los nimeros 1 y 10 inclusive?
Carlos pensé, bueno, sélo hay 10 nimeros entre 1 y 10... jno! Me
faltan los racionales y los que no lo son, ........ , asi estaba Carlos pensando,
cuando lo interrumpid Pedro que le dijo; por cierto el promedio no es 38.5,
si piensas un poco mas, te daras cuenta que el promedio es 37. Sin dar mas

Pedro se alej6 dejando con la duda a Carlos.

Problemas de este tipo se discutiran y resolveran en la Unidad 7.

Estos son solo algunos ejemplos de los problemas que aborda ¢l calculo, pero

que muestran la importancia que tiene el conocer las rectas tangentes asi como

el area bajo una curva.

27




¢) Graficar la funcion.
d) Dar los valores aproximados de las dimensiones del

rectanguto de area maxima.

3.- Se desea construir un lata de aceite en forma de cilindro
que tenga capacidad de 2 litros (2000 cm’). El material
usado para hacer la tapa y el fondo cuesta $3.00 el cm’ y el

material para hacer el fondo cuesta $2.00 cm’.

a) Sires el radio y h la altura de la lata, expresar el costo
C de la lata en funcion del radio.

b) Dar el dominio de la funcion costo.

¢) Graficar la funcion costo.

d) Encontrar los valores aproximados de las dimensiones

de la lata para que el costo del material sea minimo.

79




RESPUESTAS

1.- a) V(x)=(12x—2x)(18—-2x)x
b) 0<x<6

¢) Las dimensiones de la caja deben ser 13.3x 7.3 x 2.35

2.-a) A(x)= X(25-x)
b) 0<x<25

¢) x=125, y=125

3.- a) C(r)=6ar* + 8000/t
b) r>0
¢) r=59 h=183

4.- ) C(x) = (40 + x) (350 — 2.50x)
b) 0<x<60

¢) Deben viajar 90 estudiantes

31




UNIDAD 2. LIMITE Y CONTINUIDAD

TEMATICA

Tiempo, Aproximado 16 horas

Nocion y propiedades de los limites de funciones:

-Significado intuitivo del concepto de limite y calculo de limites de funciones
algebraicas mediante el uso de una tabla de valores alrededor de un punto,
para casos donde la funcién esta definida y su valor coincide con el limite;

concepto intuitivo de limite lateral.

-Analisis de casos especiales que se pueden presentar: funcién no definida en el
punto de estudio; la funcién esta definida, pero no toma el valor del limite; no
coincidencia de los limites laterales.

-Propiedades basicas de los limites y su empleo.

-Técnicas algebraicas para el calculo de limites; casos indeterminados.

32




¢ Nocion y propiedades de la continuidad de funciones:

-Revision intuitiva de la nocién de continuidad a través del andlisis de
graficas de funciones continuas y discontinuas: trazo sin despegar el lapiz

del papel; agujeros, interrupciones y saltos.

-Examen de las condiciones que debe cumplir una funcién para que sea
continua en uno o en todos sus puntos; ejemplificacién de casos donde no se
cumplen todas o algunas de las condiciones para que una funcién sea

continua. Funciones polinominales y racionales.

-Propiedades de las funciones continuas en particular valor intermedio y

valores extremos.

o Limites y asintotas.

-Nociones de limites infinitos y limites en el infinito.
-Limites laterales infinitos y asintotas verticales.
-Limites en el infinito y asintotas horizontales

-Formas indeterminadas.

-Definicion formal de limite con £-8 y su interpretaciéon geométrica
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2.1. NOCION Y PROPIEDADES DE LOS LIMITES

Tres conceptos importantes para el calculo son el de variable, funcion y limite.
El concepto de limite esta intimamente relacionado con el concepto de
infinitésimo que muchas veces resulta poco claro, sin embargo en esta seccion
no se pretende trabajar con la definicién formal de limite, sino que se quiere dar
s6lo 1a idea intuitiva, ya que es lo que se considera adecuado para un estudiante

que se inicia en el estndio del calculo.

El primer matemdtico que trabajo en forma precisa con el concepto de limite
fué Cauchy a principios del siglo XIX ya que los matematicos que le

precedieron operaban con conceptos mucho menos precisos.

2.1.1 IDEA INTUITIVA

Consideremos algunos ejemplos que nos dar4n una idea del concepto de limite.

Ejemplo 2.1: Supongamos que se quiere inscribir un poligono regular de n

lados en un circunferencia; veamos los siguientes casos.
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2.1.2 CALCULO DE LIMITES MEDIANTE TABLAS

Analizaremos algunos ejemplos que nos introduciran a la nocién de limite de

una funcion algebraica. Tras ellos, definiremos el concepto de limite.

Ejemplo 2.2: Sea f{x) = 2x* + 1. ;Qué ocurre con f(x) al tomar x valores mas

y mas cercanos al 3?

SOLUCION Dado un nimero cualquiera a, el 3 por ejemplo, podemos

formar una sucesion de valores crecientes que se aproximen al

3 y otra de niumeros decrecientes que también se acerquen a 3.

SUCESION CRECIENTE SUCESION DECRECIENTE
X 2.8 29 (299 |2.999 3.001 | 3.01 | 3.1 3.2
f(x) |16.68 | 17.82 | 18.88 | 18.99 19.01 | 19.12 | 20.22 | 21.48

Cuando x estd proxima al 3, 2x* + 1 esta préximo a 2(3)* + 1 = 19. Decimos

que "el limite de 2x* + 1, cuando x tiende a 3, es 19" y escribimos
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denominador x* - 1 también se aproxima a 0; dividir por un nimero pequefio

tiende a hacer grande la fraccion. ;Cual es el balance de estas dos acciones

contrapuestas?
Las identidades algebraicas
X -1=(x-1)x*+x+1) (diferencia de cubos)
y XX-l=(x-1Dx+1) (Diferencia de cuadrados)

nos permiten responder esta cuestion.

Reescribamos el cociente, (x*-1) como sigue:

D)

x°-1 _ (x-1) (:C+x+1)

-1 (x-1) (x+1)

x#1
_ X +x+1
x+1

Por tanto el comportamiento de (x>-1) para x proximo a 1, pero distinto de 1,
(x*1)

es el mismo que el comportamiento de x*+x+1 .
x+1
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Esto se lee: "cuando x tiende a 1, x* - 1 tiendea 3"
2
x“-1 2

Esta notacion se usara en el préximo ejemplo y posteriormente con frecuencia.

Ejemplo 2.4 Consideremos la funcion f definida por

f(x) = X |
X

Ha de recordarse que el valor absoluto de x es:

x six20
x| =
-X s1x<0
Regresando al problema.

SOLUCION  Su dominio contiene a todo niimero no nulo, es decir, los reales

menos el cero. Por ejemplo,

f3)=131_3_1
3 3
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Cuando x — 0 a través de numeros positivos, f(x) —1, porque f(x) = I para
cualquier x positivo. Pero cuando x — 0 a través niimeros negativos, f(x) —>-1, pues

f(x) = - 1 para todo x negativo.

Cuando x esta proximo a cero, no ocurre que f(x) permanezca muy proximo a

algin namero especifico. Asi que

lim f(x)

x—0

no existe, es dectr, lim | X |
x—0 X

no existe. Sin embargo, sta = 0,

lim f(x)

X—a

existe, siendo 1 cuando a es positivo y -1 cuando a es negativo. Por tanto, lim f(x)
X—a

existe para todo a distinto de cero

OBSERVACION: El que una funcién f tenga limite en a no tiene nada que ver con
el valor de f{a). De hecho podria ocurrir que a ni siquiera

pertenezca al dominio de f como sucedio en los ejemplos 2.3
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Esto se escribe  lim f(x) =L
X—a

Cuando x — a, f(x) > L.

v —v -
C a b
FIGURA 23

El ejemplo 2 4 analiza el comportamiento de f(x) = [x| cuando x esta préoximo

X
a 0. Cuando x—0, f{x) no tiende a ninglin numero especifico. Sin embargo,
cuando x tiende a cero a través de valores positivos, f{(x)—1. Y cuando x tiende a

cero a través de valores negativos, f(x)—>-1. Este comportamiento ilustra la idea

de limite lateral que ahora pasamos a definir.

DEFINICION 2: [Limite por la derecha de f(x) en a. Sea f una funcion real
y a un nimero fijo. Supongamos que ¢l dominio de f
contiene un intervalo abierto (a, b) para algin b > a. Si al
tender x hacia a por la derecha, f(x) tiende a un niimero L,
entonces L se llama el limite por la derecha de f{x)ena y

escribiremos.
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Las definiciones anteriores nos dan hincapié para introducir el siguwiente

teorema.

TEOREMA 1: |LA EXISTENCIA DE UN LiMITE

Si f es una funcién y a, L nameros reales, entonces lim f(x) =L
X-—a

s1y solo si

limfix)=L y lim f(x)= L

x—at x—>3

En seguida se analizaran algunos ejemplos donde el limite no exista. Para lo

cual, haremos uso del Teorema 1.

Ejemplo 2.5: Calcular el limite de la funcién

f(x) = —X_ cuando x—-3
x+3

SOLUCION Tomaremos dos sucesiones alrededor de x = -3, una creciente y

la otra decreciente. Como se muestra en la siguiente tabla.
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Al graficar la funcion se tiene

Yy
A
T S y=1
ix = -3

FIGURA 2.4

Ejempl'o 2.6: Discutir la existencia del siguiente limite

lim _1
x—0 x2

SOLUCI(’)N- Hagamos fx)

><M|,__.

Grafiquemos la funcion.
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EJERCICIOS 1: En los siguientes ejercicios completar Ia tabla y usar el

resultado para estimar el limite correspondiente.

Dlim _x-2
x—2 Xz-x-z
X 1.9 1.99 1.999 11.9999 12.0001 | 2.001 2.01 2.1 2.2
f(x)
N lim Vx+3 - \3
x—0 X
X -0.1 -0.01 | -0,001 |-0.0001 |-0.00001 | 0.0000 | 0.0001 [ 0.001 0.01
1
f(x)
Hlim [1A(x+D] - %
x—3 x-3
x 2.9 2.99 2,999 | 2.9999 | 3.0001 | 3.001 3.01 3.1 3.2
f(x)

51




7 lim (= +2)

x—->2

y
+
4
3
1
-3 -2
8) lim f(x)
x—2
4—_x, x#2
f(x) =
0 , x=2
A
4
3
2
1
) | y
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RESPUESTAS

1) lim X—2 =~ 0.3333 (el limite verdadero es _1)
x—2 X —x—-2 3
X 1.9 1.99 1.999 2.001 2.01 2.1
f(x) 0.3448 0.3344 0.3334 0.3332 0.3322 0.3226
2) lim  Vx+3 -\3 ~ 02887 (el limite verdaderoes _1 )
-0 X 2V3
X -0.1 -0.01 -0.001 0.001 0.01 0.1
f(x) 0.2911 0.2889 0.2887 0.2887 0.2884 0.2863
3) lim JU/(x+1]-1/4 . o025 (el limite verdaderoes -1).
X3 x—3 16
x 29 2.99 2.999 3.001 3.0t 3.1
f(x) -0.0641 -0.0627 -0.0625 -0.0625 -0.0623 -0.0610
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2.1.3 PROPIEDADES BASICAS DE LOS LIMITES Y SU

EMPLEO

Hasta aqui hemos usado, tal vez sin percibirlo, una serie de propiedades de los

limites, que se enunciaran a continuacion.

No se realizaran las demostraciones de estas propiedades ya que esto
implicaria trabajar con la definicion formal de limite y no es el propésito de

este curso.

PROPIEDADES DE LOS LIMITES

St a y ¢ son numeros reales, n un entero positivo y f, g funciones que tienen

limite cuando x—»a, entonces son ciertas las siguientes propiedades.

1. lim [f(x) +g(x)] = lim f(x) + lim g(x)

Xx—a X—a X—a

2. lim [f{(x) - g(x)] =limf(x) - lim g(x)

X—>a X—a X—a
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=lim x> + 2 lim X

X3 Xx—3
= (3)° + 203y
=27 + 18 =45

Por lo tanto
lim [x’ + 2x*] =45
x—3
b) lim x!+1
x—»=1 2X5
SOLUCION lim (x* + 1)
lim x*+1 _ _x—o-l
x—-1 2X5 11m 2)(5

x—-1

lim x* + lim 1
x—-1 x—>-1

lim 2x°
x—-1

lim x*+lim 1

_ x—-1 x—-1
2 lim X
x—»-1

propiedad 6

Propiedad 3

Propiedad 1

Propiedad 6
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SOLUCION

SOLUCION

d) lim 32

x—>8

lim *ViZ  =3Iim ¥

x—8 x—8

=8 =64 =4

Por consiguiente

lim (3x-4)° = [lim (3x-4))°

X—2 X—2

= [lim 3x — lim 4)°
x—2 X=»2

= [3 lim x — lim 4]’
X—2 x—2

~BE)-4 = 12F =

Propiedad 8

Propiedad 7

Propiedad 2

Propiedad 6

32
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g) lim V3a+4

SOLUCION

Por lo tanto

a—20

lim *V3a+4 =

a—20

lim *V3a+4 =4

a—20

Nlim (3a+4)  Propiedad 8

a->20

Wlim 3a + lim 4  Propiedad 1

a—20 a—20

331lim a + lim 4 Propiedad 6

a—20 a—>20

V3 1lim a +4 Propiedad 5
a—20

3(20) +4 = V64 = 4
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Grafiquemos f(x)

4 f), X ox-6
i x+3
T 3>
[ no esta definida
parax =-3
FIGURA 2.6

Ciertamente f(x) no estd definida en x = -3, sin embargo, vemos que si

x—-3, entonces f(x) — -5.

Tratemos de eliminar la indeterminacion para poder mostrar que

lim xX*+x-6 _ -5
x—-3 x+3

Podemos factorizar el numerador como

X2+ x—6=(x+3)x-2)
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SOLUCION La sustitucién directa lleva a la forma indeterminada 0/0.

Para poder deshacemos de la forma indeterminada, usaremos
la técnica de racionalizacidén que consiste en multiplicar por
un 1 adecuado. En particular para éste ejemplo

multiplicaremos por

Vx+1 +1 =
Vx+1 +1

lim Vx+1 -1 4 ¥x+1 +1_lim (x+1) - 1_ lim

x—0 X Qx+1+1 x>0 x(\}x-l- +1) x-0 x(\] 1+I)

lim ] _ ] _ 1 _1
o0 Vx+1 +1 NO+1 + 1 V1 +1 2

Por lo tanto

lim Vx+1 -1 _ 1
x—0 X 2
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b) lim £-27 _ lim £-3° _ lim (t-3)(£+3t+9)
to3  t-3 t—>3 t-3 t=3 t—3

= lim £+3t+9=32+3(3)+9 =27

t—3
d-1 3-y
Alm _y 3 _ lim 3y _ lim _3-y _ Im _-(y-3)
y—3 y-—3 y—3 y-3 y—3 3y(y-3) y—3 3y(y-3)
_ lim -1 _ _-1 _ -1
y>3 3y 3(3) 9

d)lim Yx—1 _lim Vx-1 o ¥x+1 _ lim _x-1
xo1 x-1 x—1 x—1 Vx +1 x>l (x-1) (¥x +1)

_ lim 1 _ 1
x>1 Y +1 N1 +1

1
2
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2.2 NOCION Y PROPIEDADES DE LA CONTINUIDAD DE
FUNCIONES

La idea general de funcién continua equivale a que su grafica sea
continua, esto es, que la curva pueda dibujarse sin despegar el lapiz del
papel. Hablar de continuidad también significa que ni se rompe, ni tiene

saltos o huecos (IDEA INTUITIVA).

A continuacién daremos algunos ejemplos de funciones continuas y

discontinuas.

- FUNCIONES CONTINUAS

A .3
y v, y=x
4 y=x2 2
6 ]
4 =2t | 2>
2 -1
—Pp
2 - 1 2 2
y
1
I T 2 S
y=3x-x 2 FIGURA 2.7
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En seguida daremos la definicion de continuidad a través de un limite.

DEFINICION 4:

Ejemplo 2.11:

se cumpla la siguiente relacion de limite:

lim f(x) = f(a)

X—a

Una funcion f(x) es continua en x = a siempre y cuando

Para que la definicion 4 se cumpla, se deben satisfacer

tres condiciones.

1. f(x) debe estar definidaen x=a

2. lim f(x) debe existir
x—a

3. lim f(x) =f(a)
X—a
Una funcion f es discontinua en x = a cuando cualquiera

de estas condiciones no se cumpla.

Determinar si las funciones cuyas gréaficas se muestran en
la FIGURA 2.9 son continuas en x =3 utilizando la

definicién de limite.
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SOLUCION

FIGURA 2.9

a) En este caso lim f(x) =2. Sin embargo f(3) = 4.

x—3
Como lim f(x) =2 # f(3) = 4 no se cumple la tercera condicién
x—3
Por lo tanto, f(x) no es continua en x = 3.

b) El lim g(x) no existe, asi que g(x) no es continua en x = 3.
x—3

Como lim g(x) # lim g(x) el limite no existe.
x—3 x—3"

¢) El lim h(x) no existe, asi que h(x) no es continua en x = 3.
x—3

d) f(x) no esta definida en x =3, por 16 tanto f(x) noes
continua en x = 3.
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De esta manera si definimos f{(1) = 2, se tiene que

f(1) = 2 = lim f(x)

x—1

y f es continuaenx = 1.

c¢) Encuentre el valor de a de tal forma que

[ 3x+a, x<I

f(x) = \

,  x>1 sea continuaen x = 1.

SOLUCION Esta es una funcion dada en 2 partes, x = 1 existe en la parte
superior, es decir, cuando x < 1, por esta razon f{(1) = 3()+a

=3 +a. Ahora calculemos lim f(x), como f(x), esta dada en
x—1

en dos partes, una para Xx<] y otra para x>1, calculamos los

limites laterales

lim f(x)=lim 3x+a=3+a
x—1 x—1"

por otraparte lim f(x)= lim x =1

x—17 x—1"

ESTA TESIS NO SALE
DE LA BIBLIOTECA
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OBSERVACION: Si una funcién es continua en [a, b], decimos que f
es continua por la derecha de a y continua por la

izquierda de b.

Ejemplo 2.13: Demuestre que la funcién f(x) = 1- V1 —x* es continua en el

intervalo [-1, 1]

SOLUCION

Si -1 <a < 1, al emplear las leyes de los limites tenemos que

im f(x) = lim (1- V1-x))

1
X—> -

=1-lim V1-xX°

X—ra

=1-V1im (1-x)

X—a

=1. V1l-a

= f(a)

Asi de acuerdo con la definicién 4, f es continua en a st —1<a<l. También

debemos calcular el limite por la derecha en -1 y el limite por la i1zquierda

enl.

lim fix) = lim (1- VI-x" )

x—-1" x—-1"
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En lugar de emplear siempre las definiciones 4 y 5 para comprobar la continuidad
de una funcion, como hicimos en el ejemplo 2.12, muchas veces es mas comodo
aplicar el siguiente teorema, que muestra como formar funciones continuas

complicadas a partir de otras mas simples.

TEOREMA 2: [Si fy g son continuas en a y ¢ es una constante, las
funciones siguientes también son continuas en a:

Hf+g  2) f-g 3)cf 4) fg 54
g
sig(ay=0

Demostracton. Cada una de las cinco partes de este teorema es consecuencia
de las propiedades de los limites estudiados en la seccion
2.1.3. Realizaremos la demostracién de la parte 1, las demas

se dejan como ejercicio al lector.

Dado que f y g son continuas en a,

lim f(x) =f(a) y lim g(x) =g(a)

X—a X—a
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Como ejemplo del teorema 3, observaremos que el volumen de una esfera varia de
manera continua en funcion de su radio porque la férmula

V(r)= 4 nr’
3

Indica que V es una funcién polinomiat de r. De igual modo, si una pelota se arroja
verticalmente hacia arriba con una velocidad de 50 ft/s, su altura cuando han
transcurrido t segundos esta expresada por la formula h = 50t - 16t°. De nuevo
tenemos una funcion polinomial, por consiguiente, la altura es una funcion continua

del tiempo transcurrido.

Saber cuales funciones son continuas permite evaluar algunos limites con rapidez,

como se ilustra en los siguientes ejemplos.

Ejempio 2.14: Calcula

lim x*+2x%-1
X—>-2 5-3x

SOLUCION La funcién fix) = x> +2x>— 1 es racional, asi que, segun
5-3x

el teorema 3, es continua en su domino; por consiguiente
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SOLUCION Por el teorema 3 sabemos que los polinomios 5-x y x*-1 son continuos
para todo x real. Luego para ver que g es continua en [-1, 3] basta
estudiar el comportamiento de g en x = 2. Tomando limites laterales

para x = 2, vemos que.

limg(x)=lim (5-x)=3

Xx—2 X—2

lim g(x) = lim (x* - 1)=3

x—2" x—2"

Como esos dos limites coinciden, el teorema sobre la existencia de un

limite permite concluir que

lim g(x)=g(2)=3

x—2

Luego g es continua en x =2, y en consecuencia en el intervalo {-1, 3]

L
N
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a) f(x)=x"P-2x"+75 b) g(x) - X £2x+17
X2 -1

) h(x) = Vx + X+1 _ x2+1
x—1 X"+ 1

SOLUCION a) f es un polinomio, de modo que es continuo en (-0,00), segun

el teorema 3. a).

b) Como g es una funcién racional entonces, segun el teorema

3 b), es continuo en su dominio, que es

D= {x|<*-120}

= fx|x =% 1}

Por lo tanto g es continua en los intervalos (-, -1), (-1, 1) y

(1, o).

¢) Podemos escribir h(x) = F(x) + G(x) — H(x), de donde

F)=Vx  Gx) =X+1 Hx) = X+ |
x -1 X+ 1
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Otro modo de combinar las funciones continuas fy g a fin de obtener una
nueva funcion continua es formar la funcion compuesta f o g. Este hecho es

consecuencia del teorema siguiente:

TEOREMA 5: Si f es continua en b, y lim g(x) = b, entonces
X—a
lim f(g(x))=f(b) = f(lim g(x))
X—a X->»a

Este teorema se comprende intuitivamente porque Si X se acerca a a, g(x) se
acercaab y, como fes continua en b, si g(x) se acerca a b, entonces f(g(x)) lo

hace a f(b).

Ahora aplicaremos el teorema 5, al caso especial en que f(x) = "Vx, donde n es

un entero positivo. En ese caso,

fg(x)) = "Vg(x)

f(lim g(x)) _ ™Vlim g(x)

X—»a

Si aplicamos el teorema 5 a estas expresiones obtenemos

lim " Vg(x) _ ™Vlim g(x)

X->a
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Ahora bien, g es continua en R porque es un polinomio y f es
continua en [0, ) de acuerdo con el teorema 4; por consiguiente,

y segun el teorema 6, fo g es continua en R.

b) Notaras que F se puede expresar como la composicion de

cuatro functones continuas:

F=fogohok,osea F=f{g(h(k(x)))),

donde

f(x) = 1/x g(x) = x-4 h(x) =Vx k(x)=x*+7
Cada una de estas funciones es continua en su dominio, de
acuerdo con los teoremas 3 y 4 y asi, segun ¢l teorema 6, F es
contihua en su dominio, que es.

D = {xlx e R, \!x2+7¢4} = {x|x¢i3}

= ('°9= 3Yu(-3,3)U (3, ),
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6) f(x)=(x*- 1), (-0, o)

Explica porque cada una de las funciones que siguen son

discontinuas en el punto citado. Traza la gréfica de la funcion.

7 fix) = 1 a=1
(x-1)°
1 si x# 1
(x-1)’
8) f(x)= a=1
0 si x=1
X -2 sl X # -3
9) f(x)= a=-3
5 sl Xx=-3

Con los teoremas 2, 3, 4 y 6 demuestra que cada una de las funciones

siguientes son continuas en su dominio. Define el dominio.

10) f(x)=(x+2) (X’ +8x + 9)
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8) No existe lim f(x)

x—1
y
0 é >
4 /
9lim  f(x) = f-3)
X—-3
Ya
8
6
.
4
2
4
3 -2 &/ 2 3
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2.2.1 TEOREMA DEL VALOR INTERMEDIO

Terminamos la seccién con un importante resultado sobre funciones

continuas.

TEOREMA 7:

TEOREMA DELVALOR INTERMEDIO

Si fes continua en ¢l intervalo cerrado [a, b], y st f(a) # f(b),

entonces para cualquier nimero k entre f(a) y f(b) existe un

numero ¢ entre aybtal que f(c)=k

2

fa) -
k ..... i: ...... 7 $ioioime - y:k
e
! | .
a ¢ c2 c; b
FIGURA 2.11
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Ejemplo 2.19: Probar que el polinomio f(x) = x> + 2x — 1 tiene un cero en el

intervalo [0, 1]

SOLUCION

Grafiquemos la funcion

I—» x

N

FIGURA 2.12

Como f(0) = 0°+2(0)~1=-1 f{0)<O0

i)y = P+2(1)~-1=2 f1)>0

i0l




4+3c~c’ =1
t+3c+4-1=0

(-1

-*+3c+3=0

Ecuacion cuadratica
ct-3c-3=0

Resolviendo la ecuacion cuadratica por la formula general,

tencmos.

C1 _ 3+\(2—1
2
34T ==
2 Cr _ 3- VZ]
2
\

Se rechaza ¢, ya que este numero esta fuera del intervalo [2,5].

El nimero 3 + V21 esta en el intervalo [2,5] y
2

f(3+V21) _ |
2
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SOLUCION Graficamente se tiene

/

1
>

]
]
/2345x
-1

-2

FIGURA 2.14

La funcion f es discontinua en x =2 la cual esta en el intervalo cerrado [0,3];
£(0) = -1y f(3) =9. Si k es cualquier niimero entre 1 y 4, no existe un valor ¢

tal que f(c) = k porque no hay valores de la funcion entre 1y 4.

EJERCICIOS 5: En los ejercicios 1 y 2, probar que la funcion dada tiene un

cero en el intervalo indicado.
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2.3 LIMITES Y ASINTOTAS

2.3.1 LIMITES INFINITOS

Vamos a ver otra manera en que la existencia de un limite puede fallar: si la

funcién tiene una discontinuidad infinita.

Ejemplo 2.22: Determine, si existe, lim _1
x—0 X2

1
SOLUCION. Al acercarse x a0, también lo hace xz, y x* se vuelve muy

grande. (Consulta la tabla). De hecho, la grafica de la funcion

f(x) = _12 (FIGURA 2.15), muestra que los valores de f(x) se
X

pueden aumentar arbitrariamente si x se acerca lo suficiente a

cero. Asi los valores de f(x) no tienden a algiin valor y por lo
1

tanto el lim x° no existe.
x—0
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lim 1 _

x—{0 X2
Esto no quiere decir que consideramos a ¢ como un numero, ni que haya
limite; tan sdlo expresa el modo particular en que no existe el limite; es

factible aumentar 1/x* tanto como queramos acercando lo suficiente x a 0

En general se escribe

lim f(x) =
X—a

Para indicar que los valores de f{(x) se vuelven cada vez mas grandes (o que

“crecen sin limite™) conforme x se aproximaa a.

DEFINICION 6: Sea f una funcién definida en ambos lados de a
excepto, quiza, en a mismo. Entonces

lim f(x) =

X—a
Significa que los valores de f(x) se pueden incrementar
arbitrariamente, tanto como queramos, acercando x lo

suficiente a a (pero sin igualarla con a).
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Un tipo semejante de limite, para funciones que se vuelven grandes y
negativas cuando x se aproxima a a, se describe en la definicién 7 y se aprecia

en la FIGURA 2.17.

DEFINICION 7: Sea f definida en ambos lados de a excepto, quizds, en
a mismo. Entonces

lim f{(x) =-w

x->a
Quiere decir que los valores de f(x) se pueden volver
arbitrariamente pequefios o grandes en valor absoluto

pero negativos, acercando x lo suficiente a a (pero sin

igualarlo con a).
A
y
X=a
/ \ a
- 0 > X

"y =16

- FIGURA 2.17
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Al graficar se tiene

y
: A
[tiene una 4 ! 3_ oo,
discontinuidad : x-2
infinitaen x =2 4 : cuando x—2"
I
2 |
6 -4 -2 : >
N II 4 6
-2 3
L - 3
I
3 — =00 , ‘4 :
x—2 _ 1
cuando x—2" -6 '
FIGURA 2.18

De la figura y de la tabla vemos que f decrece sin cota (sin tope) cuando x

tiende a 2 por la izquierda y crece sin cota cuando x tiende a 2 por la derecha.

Escribiremos simbolicamente.

f
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lim
x—1

b)
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lim -1 _ .o
x—1" (X-l)z

lim -1  _ _»
x—>1* (x-1)

FIGURA 2.19

Si fuese posible extender las graficas de la FIGURA 2.19 hacia el infinito,
veriamos que son mas y mas proximas a la recta vertical x = 1. Llamaremos a

esta recta una asintota vertical de la grafica f.

DEFINICION 8:  [Si f(x) o tiende hacia +o (0 -00) cuando x tiende a a por
la 1zquierda o por la derecha, diremos que la recta x = a

es una asintota vertical de la grafica de f.

En el ejemplo anterior, ndtese que cada funcién es un cociente y que la
asintota vertical ocurre en el punto donde el denominador es cero. El proximo

. ., {
teorema generaliza esta observacion.

117



no3
I
I
__1 ! p
) - Ax+ 1) : ’
I
1
]
-4 = -1 1 2 X
: -1
I
.
I
-3

FIGURA 220
b) Veamos cuando xX’=1=0
Factorizando x*-1=(x—-1)(x+1)
Se tiene que esceroen x =1 y x=-1. Ademas, como el

numerador no es cero en esos puntos, concluimos por el

Teorema 8 que la grafica de ftiene dos asintotas verticales.
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SOLUCION Factorizando numerador y denominador, obtenemos

fx) X +2x~8 _ (x+4)(x-2) _ x+4 X#2
x> —4 x-2)(x+2) X

Ahora bien, salvo en x = 2 la grafica de f coincide con la de

g(x) = X 4. Por tanto, del Teorema 8 aplicado a g se sigue
x+2

que hay una asintota vertical en x = -2, como muestra la

FIGURA 2.22.
A
[ ] y
1
I
fix) = X +2x-8 :
x -4 : 41 No esta definida
I _
parax =2
: 2\0——
— J .
-6 - -? 2 4 X
1 -2| Asintota
: vertical
1 -4 enx=-2
1
FIGURA 2.22
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Ejemplo 2.27: Utilizando el teorema, calcular los siguientes limites

a) Calcular im 2x -1
x—>4" x4

SOLUCION Obsérvese que lim (2x—1)=7>0y lim (x-4) =0, donde x-4
x—4" x—4"

tiende a cero a través de valores positivos. Por tanto, por la

parte 1) del Teorema 9, concluimos que

x4 X-4

b) Calcular lim 2x-—1
x—4 x4

SOLUCION Notese que lim (2x - 1)=7>0y lim (x-4) =0, donde x-4
x4 X34’

tiende a cero a través de valores negativos. De este modo, de la

parte (i) del Teorema 9, tenemos que

lim 2x—1 _ .
x4 x4
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TEOREMA 10:

PROPIEDADES DE LOS LIMITES INFINITOS

Si a, L son nimeros reales y f, g son funciones tales que

limfx)=0 y limgx) =L

X—a X—ra

entonces las siguientes propiedades son validas:
1) Suma: lim [f{x) + g(x)] =«

X—=a

i) Resta : lim [f(x) - g(x)] =

X—a

iii) Producto: a) lim [f(x) g(x)] =, L>0

X—»a

b) lim [f(x) g(x)] =-0, L<0

X—»a

iv) Cociente: lim g(x) _ ¢
x—a f(x)

Propiedades similares valen si lim f(x) = -
X—a

También el teorema es valido si “x—a” se sustituye por

“x—a+” 0 POr “x—a™.

§
H
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¢)Hallar  lim x*+1
x—1" I/x -1

SOLUCION Puestoque lim x*+1 =2 y lim I/x-1 =w

x—1° x—1"

aplicamos la propiedad (iv) del teorema 10 y deducimos que
lim xX+1 _o

x->1 I/x-1

EJERCICIOS 6: 1. Determinar los limites cuando x—-3 por la izquierda y

por la derecha.

a) 1 b) —X ¢) X
-9 xXX-9 x2—9

2. En los siguientes ejercicios, utihzar la grafica para
determinar visualmente el limite cuando x tiende a-2

por la izquierda y por la derecha, si existe.

"<1

J6) = —L—
(x+2)

]
(@)
.
N A
ro
)
1
[\

o
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5. Encuentre el limite indicado para los siguientes

ejercicios.

a) lim x-3
X2 X-—2

b) lim x> _
x>t x> —16

c) lim (1+1/x) =
x>0

d) lim X*-x_ _
x>l (C+D) (x-1)

e) im x> +x+1
-t x—1

RESPUESTAS

1. Q) lim 1 _ .
x—-3" X2 -9

b) lim X _ _ o
x>3 X — 9

c) lim X _ o
x>3" X*—0

= 00
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233 LIMITES EN EL INFINITO Y ASINTOTAS

HORIZONTALES

La seccién anterior se dedico a limites infinitos donde los valores de
funciones crecen o decrecen sin limite a medida que la varable
independiente tiende a un niimero fijo. Ahora consideramos los limites de
funciones cuando la variable independiente crece o decrece sin limite. Este
tema se propuso hasta ahora debido a que estos limites son especialmente

utiles cuando se estudian técnicas de graficacion.

Comenzaremos investigando el comportamiento de la funcion f definida

por
X f(x)
0 1
+] 0
+2 0.600000 fx) _ ::czi-_:_il_
+3 0.800000 -
+4 0.882353
+5 0.923077
+10 0.980198
+50 0.999200
+100 0.999800
+1000 0.999958
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para indicar que los valores de f{x) se acercan mas y mas a L cuando x se

vuelve mas y mas grande.

DEFINICION 9: Sea f una funcién definida en algin intervalo, (a, ).

Entonces

lim f(x)=L

X=»30

significa que los valores de f(x) se pueden acercar

arbitrariamente a L si x se incrementa los suficiente.

Oftra notacion para indicar lim f{(x) es f(x) > L cuando x—w
X—00

El simbolo o no representa numero alguno; sin embargo, la expresién

lim f{x) =L con frecuencia se lee
X300

“el limite de f(x) cuando x tiende a infinito es L”
o bien “el limite de f(x) cuando x se vuelve infinito es L”

o también “el limite de f(x) cuando x crece sin limite es L.
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De regreso a la FIGURA 223, vemos que para valores negativos
numéricamente grandes de x, los valores de f{x) se acercan a 1. Haciendo
que x decrezca arbitrariamente con valores negativos, podemos hacer que

f(x) se aproxime a 1 tanto como queramos. Esto se expresa escribiendo

lim x*-1_,
N0 X2+1

La definicion general es:

DEFINICION 10: |Sea f una funcién definida en algin intervalo, (-, a).
Entonces

lim f(x)=L

X—>=00

indica que los valores de f{x) se pueden acercar
arbitrariamente a L haciendo que x sea de magnitud lo

bastante grande y negativa.

De nuevo el simbolo - no representa un niimero, pero con frecuencia la

expresion lim f(x)=L selee como sigue:

X— -0 ]

“El limite de f(x) cuando x tiende a infinito negativo es L”

'
i

135



En la FIGURA 2.26 vemos el diagrama de la curva y = f(x), que tiene a

y=-1 y y=2 como sus asintotas horizontales porque

lim f(x)=-1 y lim f(x)=2
X—0 X—>-0
y
A
2 y=2
y=f

N

FIGURA 2.26

Ejemplo 2.29: Determina lim _1 y lim 1

Xx—o X Xm0 X
SOLUCION Cuando x es grande, 1 es pequeiio; por ejemplo,
X

1 =901

1 __ =0.000001
1000 000
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TEOREMA 11:

Si r>0 es un namero racional, entonces

Im 1 _ ¢
xl'

X200

Si r>0 es un numero racional tal que x' esta definido

para toda x, entonces

m 1 _o
x>0 X
Ejemplo 2.30: Evalua lim 3x*—x-2

e indica cudles propiedades de los limites se emplean en

X0 5X2+4X+1

cada paso.

SOLUCION Para evaluar el limite al infinito de una funcién racional, primero

se dividen numerador y denominador entre la mayor potencia de

x que haya. (podemos suponer que x#0 porque sélo interesan los

valores grandes de x). En este caso, la mayor potencia de x es x

y, por consiguiente, f

2
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Ya

y=0.6
o] 71 >
y = 3 —x-2
5% +4x + 1
FIGURA 2.28

Ejemplo 2.31: Determina las asintotas horizontales y verticales de la

grafica de la funcion
fx) - ¥2x'+1
3x-5

SOLUCION  Dividimos numerador y denominador entre X y empleamos

las propiedades de los limites, con lo cual:

lim _ V2x*+1 _  lim 2+ _1 (donde \/;2=xparax>0)
N0 - X—»0 x2
3x-5 3-5
X
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- [2+hm 1
x—0 X
3-51im 1

x—o X

"
3
Asi, vemos que la recta y=-£ también es una asintota horizontal.

Recordemos que la asintota vertical se presenta cuando el denominador, que

es 3x — 5, sea 0; esto es cuando x =35.

(U8

Si x seacercaa 5 y x25, el numerador se aproxima a cero y 3x — 5 es
3

positivo. El numerador, que es V2x° + 1, siempre es positivo, de modo que

lim _ V2x2+1 _ o

X—35 3x-5
3

Six se acerca a 3, pero x < 3, entonces 3x — 5 <0 y f(x) es grande y negativa,
3 3

por consiguiente,

lim _ V2 +1 —

x5 - 3x-5
3

La asintota vertical es x = 5. Las tres jasintotas que hemos determinado se

N Wn

muestran en la FIGURA 2.29.

143



lim vx*+1-x _ lim :
X300 X—00 1+_1_{2+1
- 0 _o

VI+0 +1

Por lo tanto la funcién y =Vx’+1 -x tiene una asintota

horizontalen y = 0.

Vemos este resultado en la FIGURA 2.30

Ya

y=~]x2+l - X

X

0 1 X

FIGURA 2.30

Ejemplo 2.33: Determine las asintotas horizontales de 1a funcién

y _ 2x—9 sies que existen.
X-2

SOLUCION Observemos que la maxima potencia en x es ella misma, por lo

que dividiremos el numerador y denominador entre x.
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Ejemplo 2.34: Hallar las asintotas horizontales de la funcion

y = 4x* +2 sies que existen.
x -1

SOLUCION Como la méaxima potencia de x es x°, dividiremos el numerador

y el denominador entre este valor.

4% 4+ 2
lim 4x*+2 _ lim x %
x>0 X-1 X=X -__l
22
4 +2
_ lim X
x0 1 -_1
X x
= 0
Y
4 + 2
lim 4x*+2 _ lim X ¥
X—r-0 x-1 X-3-0 X -_1
X x
4 +2
) _ lim X
f xooo 1 -1
x x
= o
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Obtener las asintotas horizontales y verticales de cada curva.

11) )’=.—X_ 13) y = X3
x+4 2 +3x%- 10
12) =%ii 14) h(x) = X
x -1 4.} 4
x +1
RESPUESTAS
L- 0 4-1/6
2- 0 5.0
3- -2 6- 0
7.- 2
8- -1
9- 0
10.- 0

I1- x =-4 asintota vertical
y =1 asintota horizontal
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Para obtener informacion mas detallada acerca de como varia f{(x) cuando x se

acerca a 3, nos preguntaremos lo siguiente:

¢,Cuan cerca de 3 debe estar x para que f(x) difiera de 5 menos que 0.17?

I.a distancia de x a 3 es |x—3 | ,yladef(x)a5es |f(x)-5 | , de modo que el

problema consiste en encontrar un nimero & tal que

|f(x)~5| <01 si lx3|< S5, ,perox # 3

Si |x—3 I > 0, entonces x # 3, de modo que una formulacidn equivalente al

problema es determinar un namero tal que

|fx)-5l< 01 si 0<|x-3] <8
Si 0< |x-3|< (0.1)2=0.05, entonces

[fx)-51 = | @x-1)-5] =]2x-6] =2 [x3] <0.1
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Este es un modo preciso de decir que f(x) se acerca a 5 cuando x lo hace a 3,
porque la ecuacién (1) dice que podemos colocar los valores de f(x) a una
distancia € arbitraria de 5, si hacemos que los valores de x estén dentro de una

distancia £/2 de 3, pero con x # 3.

Notaremos que la ecuacién (1) se puede escribir en esta forma:

5-g f(x) 5+¢ siempreque 3-8<x<3+ &(x=3)

lo cual vemos en la FIGURA 2.31. Sihacemos que los valores de x # 3 estén
en el intervalo (3 -8, 3 + 8), podemos decir que los valores de f{x) quedan

en el intervalo (5 -¢g, 5+¢).
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DEFINICION 12: | Sea f una funcién definida en un intervalo abierto que
contiene el nimero a, excepto quizd a 2 mismo. Se dice

que el limite de f(x) es L, cuando x tiende a a y se escribe

lim f(x) =L

X—ra
si para cada nimero € > 0 hay un niimero correspondiente
6>0 tal que

[f(x) —L| <¢ siempre que 0 < |x-a| < 8.

Otro modo de escribir el ultimo renglén de esa definicion es

s1 O<|x-a] <6 entonces [f(x)-Li<e

Otra notacion para indicar que Itm f(x) =L es
X->a

f(x) > L cuando x—a

Dado que [x-a| es la distancia de xaa y [f(x) — L| es la distancia de f(x) a L. y,
ademas, € puede ser arbitrariamente pequeiio, la definicién de limite se puede

expresar en palabras como sigue:
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X a fla)  f(x)

FIGURA 2.32

La definicién de limite expresa que si se produce cualquier intervalo pequeiio
(L - €, L + €) alrededor de L, podemos determinar un intervalo (a- §, a + 8)
alrededor de a, tal que f transforme todos los puntos en (a- &, a + §)- excepto,

quiza, a- en los del intervalo (L-¢g, L+ &). (FIGURA 2.33)

f
X f(x)
———) > ¢ —
a-o a-9o L-¢ L L+s
FIGURA 2.33

Se puede representar otra interpretacién geométrica de los limites en términos
i

de la grafica de una funcidén. Si se produce € > 0, trazamos las rectas

horizontales y=L+e y y=L-eylagrificade L. (Véase FIGURA 2.34)
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A
f(x)
se en- / K y=L+eg
cuentra F'1le - /
dentro L
de aqui £ /
y=L-¢€
- >
0 a X
a-0 a+o
—
cuando x esta dentro de aqui
(x#a)
FIGURA 2.35

Puedes ver que si se ha determinado un & con esas propiedades, entonces

cualquier & menor también llenara el cometido.

La FIGURA 2.36 muestra que si se elige un € > 0 mds pequefio, se necesitara

un & menor.
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4(x-3)| <&
41x-3| <eg

Ix-3| < /4

Por lo tanto, |x-3 [ < g/4 siempre que 0 < |x—3 | <3
Ello nos sugiere que deberiamos escojera & = &/4
2. Demostracion (comprobar que & funciona). Dado € >0, definimos a

5 =¢/4 Si 0< |x3| < d, entonces

(4x—5)-7] = [4x-12] = 4 |x-3| <45 =4(c/d)=¢

(4x-5)-7 <e siempre que 0< Ix-3| <8
De acuerdo con la definicién de limite,

lim (4x-5)="7

x—3
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Ejemplo 2.36: Demuestre que lim x> = 9.
x—3

SOLUCION 1. proponer un valor de 8. Sea £>0. Debemos definir un

numero &> 0 tal que

|x*-9]| <& siempreque 0< |x-3]<§
Para relacionar
]x2—9| con |x—3l, escrbimos

-9 = [(x=3)(x+3)
A continuacion vemos que hay que cumplir

|x+3| |x-3| <g siempre que 0< |x—3| <o
Notaras que si se puede definir una constante positiva C tal que

C, entonces

|x+3| 1x-3] <cC |x+3}
y se puede obligar que C|x - 3| < ¢ haciendo que

|x-3| <g/C=9

|x+3| <
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También, |x - 3| < &/7, de manera que
|X2-9| = |x+3| |x-3|<7-8/7=8

Asi queda demostrado que lim x* = 9.
x—3

Ejemplo 2.37: Determina con una grafica un niimero & tal que

|(x3—5x+6)-2|<0.2 siempre que Ix-1]<8

En otras palabras, hallar un nimero § que corresponda a

¢ =0.2 en la definicién de limite, para la funcién

fix)=x —~5x+6,dondea=1yL=2.

SOLUCION En la FIGURA 2.38 se muestra una grafica de f; nos interesa la

region cercana al punto (1, 2). Notaras que la desigualdad

|(x*~5x+6)-2] <0.2

se puede reformular como 1.8 <x’ —5x + 6 <22

12

"3 3)

FIGURA 2.38
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La distancia de x = 1 al extremo izquierdo es 1 - 0.92 = 0.08, y al extremo
derecho es 0.12. Podemos elegir & para que sea el menor de esos niimeros,
esto es & = 0.08. Entonces podremos reformular nuestras desigualdades

como sigue, en términos de distancias:.

(x> — 5% + 6) - 2| < 0.2 siempre que |x-1] < 0.08

Esto dice, ni mas ni menos, que st mantenemos X a una distancia de 1 menor

de 0.08, podremos conservar f(x) dentro de una distancia de 2 menor que 0.2.

EJERCICIOS 8: 1. ;Cuanto se debe acercar x a 3 para que 6x + 1 quede a una
distancia menor que a)0.1 y b)0.01, de 19?
2. Mediante una grafica determinar un nimero 8 tal que
[V4x+1 -3| <0.5 siempre que Ix-2| <&
3. Mediante un grafica determinar un nimero & tal que

—X - > 100 siempre que 0 < |[x-1} <&
(x*+1) (x-1)
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UNIDAD 3. LA DERIVADA Y SUS INTERPRETACIONES

TEMATICA

Tiempo aproximado & horas
e La derivada y sus interpretaciones fisica y geométrica.

- Como rapidez de cambio instantineo de una funcibén; con ¢jemplos

extraidos de la fisica, la economia, la biologia y las diversas disciplinas.

- Como pendiente de la recta tangente a la grafica de la funcién en un

punto.

e Calculo de denivadas sencillas; por ejemplo, de funciones como:

y=x;
y=6x* + 2x -1
y=x; y= .

e Aplicaciones elementales de Ia derivada: calculo de tangentes y normales;
de razones de cambio; primeros cdlculos aproximados utilizando la

formula:

f(x) = f(xo) + f'(Xo) (X ~ Xo)
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OBJETIVOS

Objetivo particular:

En esta unidad el alumno retomaré algunos de los problemas de la primera

unidad y a través del analisis de ellos Hegara al concepto de derivada.

Objetivos especificos:

Al finalizar esta unidad el alumno:

- Aplicara la derivada en problemas sencillos de rapidez de cambio

extraidos de la fisica, la economia y otras disciplinas.

- Calculara la derivada de funciones sencillas, a manera de ejemplo,

derivadas de polinomios de segundo y tercer grado.

f

- Calculara para casos sencillos tangentes y normales a una curva.
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3.1 LA DERIVADA Y SU INTERPRETACION GEOMETRICA

El desarrollo del Calculo surgié de cuatro grandes problemas que ocupaban a

los matematicos europeos en el siglo X VII:

1. El problema de la tangente.
2. El problema de la velocidad y la aceleracién.
3. El problema de maximos y minimos.

4, El problema del area.

Cada uno involucra la nocion de limite y serviria para introducir el Calculo.
Por su naturaleza geométrica, escogemos para empezar el de la tangente.
Soluciones parciales a dicho problema fueron dadas por Pierre Fermat, René
Descartes, Christian Huygens (1629-1695) e Isaac Barrow (1630-1677). Sin
embargo, la primera solucién general parece haberla encontrado Isaac Newton

(1642-1727) y Gottfried Leibniz (1646-1716).

Al estudiar los dos capitulos anteriores, se planteé en forma implicita la
problematica de determinar la ecuacion de la recta tangente a una curva. En

este sentido, el problema consistia en determinar la pendiente de dicha recta

171



Para una curva cualquiera el problema de encontrar la ecuacién de la recta
tangente resulta mas dificil.  Asi ;jcomo definir las rectas tangentes que

muestra la FIGURA 3.27

FIGURA 3.2
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Recordamos que la pendiente de una recta que pasa por los puntos P(x;, yi) ¥

Q(x3 y2), esta dada por:

m- Y-V X2 # X3
X2 — X

La pendiente de la recta secante esta dada por:

m  [(x+h) —f(x)
h
Si consideramos P fijo y a Q un punto que se mueve y se acerca a P, tenemos
que:
Cuando Q tiende a P, la recta SECANTE tiende a ]a recta tangente, pero
ademas x + h tiende a x, cuando esto Ultimo sucede h tiende a cero (ver

FIGURA 3.4)

FIGURA 3.4 - g
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DEFINICION 2: | A'la pendiente de Ia recta tangente a f(x) en P (x, f{x))se
le llama DERIVADA de f(x) y se denota f'(x).

Por lo tanto:

£(x) = lim fth) = f(x)

h—0 h

Si el limite existe

f(x) selee como “f prima de X”.

Ademas del simbolo £ existen algunos otros tipos de notacion que Son

utilizados para representar la derivada de y = f(x). Los mMas comunes son:

f(x)=vy —=>> Lagrange, (1736-1813)

gy:_d_f(x) ——> Leibniz, (1646-1716)
dx dx ,

Dy =Dyf ——=> Cauchy, (1789-1857)

A lo largo del texto utilizaremos tanto 1a notacion de Lagrange como la de

Leibniz en forma indistinta.
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Como f{(x) =x% x=3y f{x) =9

m=f(3) - lim f3+h) -f(3)

h—0 h
_lim 3+h) -9
h—0 h

lim 9+6h+h? -9

h—>0 h
_ lim 6h+h?
h—0 h

lim 6+h=6+0=26
-0

Por lo tanto la pendiente de la recta tangente a la curva f(x) = x* en P(3, 9) es
6.

Ejemplo 3.2: Encontrar la pendiente de la recta tangente a la curva

f(x) = x* en el punto P (1, 1)
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Ejemplo 3.3: Encontrar la ecuacion de la recta tangente a la curva y = VX en

el punto P(4, 2).

SOLUCION Veamos como se veria el problema graficamente.

FIGURA 3.6

Recordemos que dado un punto y la pendiente podemos encontrar la ecuacion
de una recta. Ya conocemos el punto, unicamente faltaria determinar la

pendiente, lo cual lo podemos hacer con la definicion de derivada:

y'=lim v4+h -2
h—0 h

181



_lim h

h-»0 h(¥d+h +2)

_lm 1

] - o1 .
0 (VE+h +2) V4 +0 +2

-l‘:-l»—-*

Por lo tanto la pendiente de la recta tangente a la curva y = VX en P(4,2)es
1.
4

Enseguida encontraremos la ecuacion de la recta tangente.

La formula para calcular la ecuacion de una recta dado un punto y su

pendiente, esta dada por:
y=-y1 = m(x—x)

Sustituyamos los valores del punto y la pendiente en la férmula, para

encontrar la ecuacion.

P(4, 2) m

]
X1'Yi

N -
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f(2) = lim f(2+h)-f{2)

h->0 h
1 _1
_lim _(2+h)* 4
h—0 h
1 __ 1
_ lim _4+4h+h* 4
h—0 h

4 — (4+4h+h?)
_ lim 4(4+4h+h2)

h—0 h
—4h - I
_ lim _4( 4+411+112)
h—0 h
lim ___ —4h -}

h—0 h [4(4-5—4]1—5—112)]

_ lim h(—4 - h)
h>0 D [4(4+4h+h%)]

——4-h _ -4 _ A4

_ lim _ _
4(4) 16

h—>0 4(4+4h+h?)

-1
4

Por lo tanto la pendiente de la recta tangente a la curva

f(x)_ 1 cuando x=2 es -1
X 4
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_ lim 2(1+2h+hH) + 1 +1
h—0 h

_lim -2-4h-2h"+2
h—0 h

_lim -4h-2h* _ lim -h(-4 - 2h)

h»0 h h—0 h

=lim -4-2h =-4
h—0
Por lo tanto la pendiente de la recta tangente a la curva f(x) = - 2x* + 1 enel
punto (1, -1) es —4, y la ecuacién de la recta tangente es:

dx+y—-3=0

Ejemplo 3.6: Hallar el punto donde la recta tangente a la curva:

f(x) = x" tiene pendiente 32,

SOLUCION Sea P (x, f(x}) el punto que se quiere encontrar. Se sabe que

la derivada es igual a 32, por lo que:

f(x) = lim f(xth)-flx) _3»
h—0 h
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Hasta este momento hemos encontrado x = 2, falta encontrar f(x), la cual
calculamos al sustituir x =2 en la funcién f(x) = x*, de donde:

f2)= @) = 16
Por lo tanto el punto donde la recta tangente a la curva f{x)} = x* tiene

pendiente 32 es (2, 16).
Ya sabemos como encontrar la ecuacion de una recta fangente, nos
preguntamos jcomo determinar la ecuacion de una recta perpendicular a la

recta tangente?

Para poder responder a esta pregunta, daremos la siguiente definicion.

DEFINICION 3: |La recta normal a la curva en un punto dado, es la recta

perpendicular a la recta tangente en ese punto.

Ejemplo 3.7: Determina la ecuacidn de la recta normal a la curva:

f(x) =4x’ - 2x+ 1 enel punto (1, 3)
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_ lim h(10 + 12k + 4h?)
h—0 h

= lim 10+ 12h+4h* = 10+0+0= 10

h—0

La pendiente de la recta tangente es igual a 10 ;Cudl es la pendiente de la
recta normal?

La pendiente de la recta normal es -] .
10

Como ya conocemos la pendiente -1 y el punto (1, 3), procedamos a
10

calcular la ecuacion.

y—yir=m(x-xp)

y—3 L x=1)
10

0(y=3) =- (1)
10y —30 ==x+1
x—1+10y-30 =0
x+10y—31 =0
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_ lim 36-24h + 4k’ ~1-35

h—0 h

lim — 24h + 4h?
h—0 h

_ lim _h{(-24 + 4h)
h—0 h

lim (24 +4h) =-24

h—0

Como la pendiente de la recta tangente es igual a —24 se tiene que la pendiente
de larecta normal serd 1.
24
Con la pendiente 1y el punto (-3, 35) se calculara la ecuacion de la recta
24

normal.

Y=y = m(x-x)

y—35 - L (x=(-3))
24

24y —-35) = x+3
24y -840 = x +3
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3. Encontrar la ecuacion de la recta normal a la curva:

a)y = V41 — X’ cuando x=5
b) x* +y* =100 en el punto (-6, 8)

4. Determina las coordenadas del punto donde la recta tangente
ala curva

y = VX tiene pendiente 1_.

3
RESPULESTAS
1. a) m=12
by m=-27
c) m=-3
2. a)3x-y=0

byx~8y+16=0

c)2x—y+1=0

3- a)ydx->5y=0

b) 4x — 3y + 48 =0

4- (L,1)
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movimiento de esta piedra, por ejemplo. como la profundidad del caiién es de
313.6 metros de la ecuacion

49 £=313.6
podemos obtener t = V313.6/4.9 = 8, lo cual indica el tiempo que tarda la
piedra en llegar al fondo, es decir, la piedra tarda 8 segundos para llegar al
suelo del cafion. Estamos interesados en estudiar los cambios que suceden en

el recorrido  f{t) de 1a piedra a medida que el tiempo t transcurra.

Investiguemos los cambios que suceden en f(t) a medida que el tiempo t

transcurra, para fijar ideas, hagamoslo cada segundo.

f0)=0, f{1)=4.9, f2)=492) =196, ...
mientras el tiempo transcurre de 0 a 1 segundo f{t) se incrementa de 0 a 4.9
metros, de esta forma hubo un cambio en la distancia de 4.9, del primer al
segundo segundo, la piedra recorre de 4.9 a 19.6 metros, causando un cambio

en la distancia de 19.6 — 4.9 = 14.7 metros y asi sucesivamente.

Hagamos la sigutente tabla (se te invita a completar la tabla)
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f(5)—f(2) _ 122.5-19.6 _ 1029 _ 343 m/seg.
5-2 3 3

/.9 Primer segundo

~19.6 en el 2°. segundo

313.6m .

Caiion

300

250

200

150

100

50

w e o e e e e

00 2 4 6
f
Distancia que recorre la piedra

FIGURA 3.8
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DEFINICION 4: [1. Sea f una funcién y [a, b] un intervalo contenido en el
domino de f. La rapidez de cambio promedio de fen [a,

b] es el numero.

fib) — f{a)
b-a

2. Sea f una funcion que describe la posicion en el tiempo t
de un objeto, que se mueve a lo largo de una linea recta
con t en un intervalo [a, b] entonces la velocidad
promedio del objeto en [a, b} se define como la rapidez
de cambio promedio de la funcion de f en [a, b].
Ademas, la rapidez promedio del objeto en [a, b] es el
valor absoluto de su velocidad promedio en ese

intervalo.

Nos damos cuenta de las definiciones que; la rapidez promedio es un concepto
mas general que el de velocidad promedio, pues la velocidad promedio es un
caso particular de la rapidez promedio, que solo se usa cuando los nimeros de
su domino s¢ reﬁerf:n al tiempo y los de la imagen cuando denotan posicion.
Si tos nimeros en ¢l dominio no se refieren al tiempo, entonces se debe usa.r el

término mas general, rapidez de cambio promedio.
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SOLUCION Para el intervalo [0, 10], la razdn media de cambio es

AC _ 2-0

2 _ 0.2 mg/min
At 10-0 10

En {0, 20] esasu vez

AC _ 17-0 _ 17 _ -0.85 mg/min
At 20-0 20

Y en [100, 110] la razén media de cambio es

AC — 103 —-113 — -10 — -1 mg/m]n
At 110 - 100 10

En la FIGURA 3.10 se observa que la razon media de cambio es
positiva cuando la concentracién aumenta y negativa cuando

disminuye.

Ejemplo 3.10: Un cuadrado cuya longitud por lado es de x centimetros, tiene
un area de A(x) = x” en su superficie. Supongamos que X se

incrementa, entonces el area A(x) se incrementa también.

Encuentra la rapidcz de cambio del area cuando x se incrementa

de
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SOLUCION Usando la ecuacion de posicion, obtenemos la altura en t =1,

1.1, 1.5 y 2 como muestran la tabla y la FIGURA 3.11.

s 84 80.64 64 36
t 1 1.1 1.5 2
A
104 o t=0
A :
L 80 % =
T 9 =11
U 60 °
R ]
A 40 b =2
20 |
>
Objeto cayendo
FIGURA 3.11

SOLUCION  a) En el intervalo [1, 2], el objeto cae desde una altura de 84

pies hasta una altura de 36 pies. Luego, la razéon media de

] f
cambio es

]
As _ 36-84 _ -48 ' -48 pies/seg
At 2-1 1




f(f) = 100 — 100t + 25¢°

Calcula la velocidad promedio en los siguientes intervalos
[1,31,11,2],[1, 1.5}, [1, 1.1}, [1, 1.01] y (1, 1.001]

3. Un tanque se llena con 1800 litros d-e agua. Este tanque
tarda 60 segundos en vaciarse después de quitar el tapén del
desagiie que esta en su parte inferior. Supénte que dicho tap6n
se quita en el instante t = 0 y que el volumen V del agua

restante en el tanque después de t minutos es

V() _ (60 -1 _ 1800 — 60t + £
2 2

Encuentra la rapidez de cambto promedio
[0, 11, [1, 51, {10, 20] y [30, 50}

(NO HAY RESPUESTAS)
3.2.2 RAPIDEZ DE CAMBIQO INSTANTANEO

Lo primero que haremos en esta seccion es distinguir entre cambio y rapidez

de cambio. Las palabras “rapidez de cambio pueden referirse a la cantidad
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xenelintervalo | [0, 17 | [1,2] | [2,3] | [3,4] | [4, 5]

Larapidez de

cambio promedio 3 5 7 9 11

Consideremos de nuevo la funcién f{x) = x* + 2x — 3 dada
anteriormente, ahora queremos determinar la rapidez a la que
f(x) estd cambiando en el instante preciso en que x = 3, debes
darte cuenta que hay una dificultad, ya que en x =3, a=Db con
lo que el denominador es cero, y jno se puede dividir entre cero!
Para calcular la rapidez de cambio instantdneo en x = 3, con-

sideramos intervalos mas cercanos a 3.

13,3.31,[3,3.2L, [3, 3.1], [3. 3.01], [3, 3.001] y [3,3.0001]

Nuevamente resumimos en la siguiente tabla la rapidez de cambio promedio.

x en el intervalo | {3,3.3] | {3,3.2] | {3,3.1] {[3,3.01]] [3, 3.001] | [3, 3.0001}

La rapidez de

cambio promedio| 8.3 8.2 8.1 8.01 8.001 8.0001
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b) La pelota esta en ¢l suelo cuando la altura f(x) es cero, para

encontrar los valores de x, hacemos
x-0.02x"=0
x(1-0.02x)=0
porlotanto x=0 6 1~0.02x=0

de aqui x=0 6 x=50

Concluimos que la distancia horizontal que recorre la pelota es de

50 metros.

¢) Podemos proceder como en el ejemplo anterior, dando
intervalos cada vez mas cercanos a 10 para ver el
comportamiento.

(10, 10.1], (10, 10.01], [10, 10.001], [10, 10.0001] y f10; 10.00001]

En la tabla siguiente resumimos la rapidez de cambio promedio

211



4. Seah(x) =y =x"—x

a) Grafica esta funcion en un plano cartesiano

b) Encuentra la rapidez de cambio instantdneo de y con
respectoaxen x=1, x=%%y enx=0.

5. Sea V el volumen de un cubo de lado x(V(x) = x%)

a) ¢Cuanto se incrementa el Volumen V, cuando x aumenta de
0al?;dela2?;de2a3?

b) ;Cual es la rapidez promedio de V en el intervalo {0, 1]?

ienfl, 2]? jen [2, 3]7

¢) Calcula lim V(x-+h)— V(x) sidicho limite existe.
h—0 h

d) ;Cuanto vale la rapidez instantdnea en x=1, 2, 37

RESPUESTAS

1. Rapidez instantanea y promedio 2.

b

2. Rapidez promedio 1.146, rapidez instantidnea 2 +1 1547

»

3. Rapidez promedio 4.01, rapidez instantidnea
4. b)1,0,-3

5. a)1,7,19  b)1,7,19 c) 3% d) 3, 12, 27
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_ lm h(2x+h)

h—0 h

_lim (2x+h) =2x+0=2x
h—0

Hemos obtenido una férmula para calcular las pendientes de las rectas

tangentes a f(x) = x* en cualquier punto.

Si deseamos encontrar la pendiente de 1a recta tangente a f(x) = x> en el
punto (-2, 4), ya no tenemos que efectuar todo el procedimiento anterior,

dado que ya tenemos una formula, lo que hacemos es sustituir x = -2 en

f'(x)=2x.
Por lo tanto {'(-2) =2(-2) = -4

Por consiguiente la pendiente de la recta tangente a f(x) = x* en ¢l punto

(-2,4) es 4.

OBSERVACION: Encontrar la derivada equivale a encontrar la formula
para predecir la pendiente de la recta tangente a la

curva en cualquier punto.
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Ejemplo 3.16: Encontrar la derivada de la funcion

SOLUCION De la definicién se desprende que:

2 2
y' - llm (X+h)3 x3
h-»0 h
2 _ 2
_lim _x*+3xh* + 3x*h + KX
h—0 h

2% = 20 + 3xh? + 3x°h + 1)
_lim 3 (x> 4+ 3xh* + 3x*h + B¥) .
h—0 h

6xh> - 6x°h - 2I°
_lim X’ (x’ + 3xh? + 3x*h + 1)
h—0 h

_lim -6xh? - 6x°h - 21
hoo h[x(x® + 3xh? + 3xh + 1))

_Im h(-6xh - 6x* - 2h?)
h0 h[x’(x + 3xh’ + 3x°h + 1))

_lim -6xh - 6x* - 21n*
ho0 X (x + 3xh® + 3x°h + )

_lim -6 _ -6
6 4
h—0 X X
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Por consiguiente. Si g(t)=5t"+2t—6 entonces
g'(f)= 10t + 2

Ejemplo 3.18: Determina la derivada de la funcion

y= x3 +X
SOLUCION y'_lim [(x+h) + (x+h)] - + x]
h—0 h

. lim X +3x°h+3xh* +h®+x+h-x>-x
h->0 h

lim 3%h+3xh*+h3+h
h—0 h

lim h(3x*+3xh+h%+ 1)

h—s0 h
= lim 3 +3xh+h?+1 = 3x°+1
h—0

Por lo tanto la derivada de la funcion

y=x +x es  y =3+1

Esta forma de calcular la derivada se conoce como el método o proceso de

los cuatro pasos, los cuales se enuncian a continuacidn:
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5. y=12x"-12x+2

3.4 APLICACIONES ELEMENTALES DE LA DERIVADA

3.4.1. RESOLVIENDO ALGUNOS PROBLEMAS DE OPTIMIZACION

En la unidad I quedaron inconclusos algunos problemas los cuales
retomaremos en esta seccion. Con las herramientas que ya contamos se

pueden resolver en forma integra.

.Recuerdas ¢l problema de la caja?

Vuelve a leerlo para que recuerdes lo que dice (ejemplo 1.1).

Ejemplo 3.19: Un fabricante de cajas de cartén desea hacer cajas abiertas

de piezas de cartéon de 50 cm. de lado, cortando cuadrados iguales en las
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Al analizar la grafica observamos que en el punto mas alto, es decir en el
punto maximo, M(x, V(x)), al trazar la recta tangente a la curva,

observamos que la pendiente de la recta tangente es cero.

Recuerda que la pendiente de la recta tangente a V(x), es la derivada de

V(x).

¢Qué significa que la pendiente de la recta tangente sea igual a cero?
iSignifica que V’'(x) = 0!

Lo anterior significa que para encontrar cuanto debemos cortar en cada
esquina para que ¢l volumen de la caja sea maximo, basta con saber para

que valores de x, V'(x)=0;

Es decir  V(x) = (50-2x)*x

= 2500x — 200x> + 4x°

Procedamos a calcular la derivada.

V'(x) = lim [2500(x+h) - 200(x+h)” + 4(x+h)’] - [2500x ~ 200x* + 4x’]
h—0 h
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Para que resulte mas sencillo resolver esta ecuacion cuadratica, dividamos
ambos miembros de la igualdad entre 4.
3x* — 100x + 625 =0
|
Resolveremos esta ecuacion utilizando la féormula general, de donde se

tiene

x _ b+ Vb —dac
2a

_-(-100) + V(-100Y — 4(3)(625)
2(3)

_-100 +v10000 — 7500 -

6
_-100+v2500  _ 100+ 50
6 6

De aqui se desprende que x tiene 2 soluciones.

x; _100+50 25 y X2 _ 100~ 50 _ 50 = 8133
6 6 6

Si x = 25 ==> V(25) =0

Pero st x 25 entonces V[2_5_] _ 9259 25 cm’
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Llamemos P a la parte del terreno que deseamos cercar, por 1o
tanto.
P=2x+y
Ademas sabemos que el area A = xy es de 500 m?, es decir
xy = 500 m?
Al despejar y de xy = 500 resulta:

y _ 300

X
Al sustituir en P = 2x + y, se tendra el perimetro en funcién

de la variable “x”.

P(x) _ 2x + 300

X

Graficamente tenemos:

P(x)4

Habiamos visto ya, en la unidad I, que el punto minimo de la funcién tiene

la pendiente de la recta tangente a la curva igual a cero, es decir P'(x) =0.
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_ lim 2hx* + 2h’x - 500h
h—0 xh(x+h)

lim h(2x* + 2hx — 500)
h—s0 xh(x+h)

lim 2x*+2hx—500 _ 2x*=500 _ 2 — 50
h—0  x(x+h) X x*

Por lo tanto, la derivada es

P'(x) =2 _ 500
X2

Queremos conocer ¢l valor de x, cuando P’(x) = 0 entonces es necesario

resolver la ecuacion.

2
X

XZEZ i §0_0J _ 0(x’) multiplicando por x*

2x*=500=0 despejando  x

x =500 = 250
2
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P=4250 m
Veamos un altimo ejemplo.
Ejemplo 3.21: Una pagina rectangular ha de contener 24 pulgadas cuadradas
de texto. Los margenes superior e inferior tienen 1.5 pulgadas
de anchura y los laterales una pulgada. ;Qué dimensiones de la

pagina mimmizan la cantidad de papel requerida?

SOLUCION El drea que hemos de minimizar es (véase FIGURA 3.13).

IEilg Inuig,
F 144 pulg.

Y
X
Impreso
argen ¥z pulg.
FIGURA 3.13

A= (x+3)(y+2)
El drea impresa viene dada por

24 = Xy
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2h + 72x — 72(x+h)
_lim x(x+h)
h—0 h

2h+ 72x-72x-72h

_lim x(x+h)
h-30 h
2h - 72h
_lim x(x+h)
h—0 h
h(2-_ 72
_lim x(xth
h—0 h
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EJERCICIOS 5:
1.- Hallar dos niimeros positivos cuyo producto sea 192 y cuya
suma sea minima.
2.- Se quiere construir una caja abierta con base cuadrada,
empleando 108 pulgadas cuadradas de materia. ;Qué

dimensiones produciran una caja de volumen maximo?.

3.- Se desea hacer una caja abierta, con una pieza cuadrada de
material de 12 pulgadas de lado, cortando cuadrados iguales de
cada esquina, y doblando por las lineas de puntos (corﬁo
muestra la figura). Hallar el maximo volumen que puede

lograrse con una caja asi.

X 12-2x x

4. Una pagina ha de contener 30 pulgadas cuadradas de texto.

Los madrgenes superior ¢ inferior son de 2 pulgadas y los
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3.3.2 APROXIMACIONES Y LINEALIDAD LOCAL

Como se sabe, cerca de cualquier punto las graficas de la mayor parte de las
funciones parecen casi una linea cuya pendiente es la derivada de la funcion
en el punto. Si se estudia una funcién complicada sobre un pequefio intervalo,
se puede .calcular la grafica de la funcion por esta linea. Esta propiedad de la
mayor parte de las funciones se llama linealidad local porque se cumple sélo

en una pequeiia region de la funcion.

El proposito de esta seccion es usar linealidad local para calcular valores

aproximados para la funcién.

La pendiente de la tangente a la grafica de y=1£(x) en x=aes f'(a), asi que la

ecuacion de la linea tangente es

y—f(a) = t'(a)(x-a)
o bien

y = f(a) + f'(a)(x-a)

(Considérese la FIGURA 3.14). Ahora se calcularan los valores de f por los

de y de la linea tangente, el resultado aparece en el siguiente recuadro.
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cambio constante en x de 0.001, hay un cambio casi constante de f(x) de
0.002. De esta forma, cerca de x =1, la funcién x* parece casi lineal con una
pendiente de 2. En el siguiente ejemplo se usa linealidad local para calcular

los valores de x* rapidamente.

Tabla de valores para f(x) = x°

X X

1 1
1.001 1.002001
1.002 1.004004
1.003 1.006009
1.004 1.008016
1.005 1.010025

Ejemplo 3.22: Usar el hecho de que f(x) = x* es localinente lineal cerca de
= | para dar una regla sencilla a fin de calcular el cuadrado

de un ndmero cercano a 1. Emplear esta regla para calcular

(1.013)%, (1.00007), (0.989)" y (0.994).
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Como otro ejemplo veamos la funcién raiz cuadrada, misma que también
parece localmente lineal cerca de cualquier punto; en la siguiente tabla
aparecen valores cercanos a x = 4. Obsérvese que todo cambio de 0.001 en x
da lugar a un cambio en f(x) de alrededor de 0.00025. Asi se tiene
comportamiento localmente lineal con una pendiente de alrededor de
0.00025/0.001 = 1/4. Se puede usar este comportamiento localmente lineal
para calcular un valor en la tabla entre dos valores dados (a esto se llama
interpolacion) o para extender la tabla a un valor fuera de los valores dados (a

esto se llama extrapolacién).

Tabla de valores para

fix) = Vx_
X f(x) = Vx
4 2.0000000
4.001 2.0002500
4.002 2.0005000
4.003 2.0007500
4.004 2.0010000
4.005 2.0012496
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SOLUCION V4.007 =~2.0017492, asi que el error es 0.000004. El calculo es

demasiado grande.

Ejemplo 3.25: Como la linealizacion local de valor es demasiado pequeiio
para la funcién x* y demasiado grande para la funcién Vx.
(Puede formular una conjetura que diga cuando el célculo de la

linea tangente es demasiado grande o demasiado pequefio?

SOLUCION La grafica de x* es concava hacia arriba y se encuentra arriba de
su linea tangente; por lo tanto, la linealizacion serd stempre
demasiado pequefia. La grafica de Vx es concava hacia abajo y
se encuentra abajo de su linea tangente, por lo que la

linealizacion sera demasiado grande.

Por supuesto, el uso principal de este método de calculo no es
para cantidades como (1.0013)* y V4.007, que se encuentran
muchos mas facilmente con una calculadora. El propésito real
de dichos calculos es hacer estimaciones que no se pueden
hacer facilmente por otros medios, como en el siguiente

ejemplo.
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Costo en 1988 = costos en 1987 + cambio de costos
~ $ 1987 +195.50 =%$2182.50
Como 1995 es ocho afios después de 1987,

Costos en 1995 ~ § 1987 + $ 195.50(8) = §$ 3551

Debe darse cuenta de que es mucho mas probable que el ‘célculo para 1988 en
el ejemplo precedente sea cercano al valor verdadero que el estimado para
1995. Cuanto mas se haéa extrapolaciéon a partir de datos dados, es mas
probable que se introduzcan mas errores. Es poco probable que la tasa de
cambio de los costos de salud publica permanezca en $ 195.50 por afio todo el

tiempo hasta 1995.

EJERCICIOS 6: 1. Halle la ecuacion de la linea tangente a f(x) = Vx en x = 4,
a partir del hecho de que f'(4) = Y. Confirme que el punto

usado en el calculo de ¥4.007 se encuentra en esta linea.

2. Use el hecho de que la derivada de f(x) = x’ es 12 en x=2
para llenar valores aproximados de x° cercanos a 2 en la tabla
siguiente. Compruebe las respuestas de hallar x* exactamente

con calculadora.
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6. Compruebe que 1 — 8x es la linealizacion local de

(1+2x)*
cercade x=0:

RESPUESTAS
1- Vx=1+ 1x

VA.007 =~ 1+ _1(4.007)=2.00175

4

2- x> =-16 + 12x

X 2.000 2.001 2.002 2.003 2.004 2.005

x’ 8.000 8.012 8.024 8.036 8.048 8.06

3.  a) fx)= 3+ 1.5x

b) f(0.7) =4.05

f(12)=438

f(1.4) =5.1
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UNIDAD 4.DERIVADAS DE FUNCIONES ALGEBRAICAS

TEMATICA

Tiempo aproximado 8 horas

ePrimeras formulas y reglas de derivacion:

- Derivadasdey =¢; y=x"

de polinomios; y.l; y= ...
X

- Derivada de una funcién por una constante; de la suma, la resta, el

producto y el cociente de dos funciones.

eLa regla de la cadena y sus aplicaciones para derivar funciones algebraicas,

en particular, aplicaciones de las formulas:

Vu

& &

_d_ 1
dx 2Vu

sEjemplos, ¢jercicios y aplicaciones de la derivacion implicita.
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OBJETIVOS

Objetivo particular:

En esta unidad se busca que el alumno encuentre sus primeras reglas y
formulas de derivacién, que conozcan la regla de la cadena y la derivacion

implicita en casos sencillos.

Objetivos especificos:

Al terminar esta unidad el alumno:

- Conocera y aplicara las formulas de derivacion algebraicas.

- Conoceray aplicara las reglas para derivar: una suma o resta de funciones,
el producto y el cociente, y una funcién por una constante.

- Conocera y aplicara la regla de la cadena.

- Resolvera ejercicios de derivacion implicita.
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4.1 PRIMERAS FORMULAS Y REGLAS DE DERIVACION

El procedimiento empleado hasta ahora de hallar derivadas mediante limites
es tedioso incluso para funciones sencillas. Afortunadamente, hay reglas que
facilitan mucho la tarea y permiten calcular derivadas sin usar directamente

limites.

A. DERIVADA DE UNA CONSTANTE

La derivada de una constante es cero. La grafica de una funcién constante
f(x) = ¢ es una linea horizontal, con pendiente cero en todas sus partes. (véase

FIGURA 4.1).

Si f(x) = ¢, entonces f'(x) =0
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d (8+7x) =7
dx

Enseguida demostraremos la proposicién utilizando la

definicion de derivada

f'(x) _ lim f{xth)-f(x)
h—0 h

lim [b+ m(x+h)] —{b + mx]
h—0 h

lim b+mx+mh—b-mx
h—0 h

lim mh _ limm =m
h—0 h h—0

C. DERIVADA DE UNA POTENCIA

Se han dado varios ejemplos que son casos especiales de la funcion potencia

de grado n. Por ejemplo, fx) = x"
n=0 f(x) = 1 £(x) = 0
n=1 flx) = x f'iix) =1
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(x+h)" ="+ nx™'h + n(o-Dx™ B+ n(n-D(a-2™ W+ 4
2 2.3

Demostracion.

Como f(x) = x", utilizaremos la definicién de derivada.

f'(x) _ lim f{x+h)—fix)

h—0 h

- lim (x+h)"—x"
h

h—0

(n)(n-1)x"2

_ lim [x"+nx*'h + 2 W+ +h—x"
h—0 h
(n)(n-1)x™2
_ lim nx"'h+ 2 W2+ +h"
h—0 h
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Ejemplos 4.3:

m= f(3)=6(3)" =(243)6 = 1458

Este ejemplo sugiere que la regla

d [Xn} — an-l
dx

También se puede cumplir para un entero negativo n vy,
efectivamente, se cumple; esto puede demostrarse mediante el
uso de un método similar al de las potencias enteras y
positivas. En efecto, esta regla se cumple para cualquier

nimero n entero.

Encontrar la derivada de las siguientes funciones:

a) fixy = 1
X2

f(x) lo podemos reescribir como:
f(x) = x?

La derivada de f(x) es: f'(x) = -2x2
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yrmi-x‘/z-l =Lx—l/2 _ 1 B 1
2 2 2x'% 2k
Por lo tanto, si y= Vx entonces y' __1 queeselresultado
2vx

encontrado anteriormente.
La formula que habiamos encontrado vale para cualquier
exponente real; pero la demostracion se deja como

investigacion al estudiante.

Por lo que podemos afirmar:

Si f(x) = x* ; neR entonces f'(x)=nx""

Ejemplo 4.5: Encontrar la pendiente de la recta tangente a la curva

y="vx enel punto (8,2).
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dyy__2 ___2 _xn"

s P
y=)(3) xP' _6x%_ _6 ___-6
5 5 5x%° 5V

E. DERIVADA DE UNA CONSTANTE POR UNA FUNCION

y Y
A A
A
/\ f(x) 3f(x)
s AN 2y x \ /
/ ) | \/ X

pendiente = m pendiente = 3m
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Derivada de un multiplo constante

4 [ef(x)} = cf (x)
dx

Demostracion.

Usando la definicién de derivada se tiene

_d [cf{x)] _ lim cf{x+h) - cf{x)
dx h—0 h

lim _cif(x+h) — f(x)]
h—=0 h

_ lim c {f{x+h) —fix
h—0 h

_clim [f(x+h)—f(x)]

h—0 h

= ¢ f(x).
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F. DERIVADA DE UNA SUMA

Supéngase que se tienen dos funciones, f(x) y g(x), con los valores que se
muestran en la tabla. Los valores de la suma de f(x) + g(x) estan en la misma

tabla.

TABLA Suma de funciones

X ) 0 R + (0
0 100 0 100

1 110 02 110.2

2 130 04 130.4

3 160 0.6 160.6

4 200 0.8 200.8

5 250 1.0 251.0

6 310 1.2 311.2

7 380 14 3814

Puede verse que cuando los incrementos de f{(x) y los de g(x) se suman, se
obtienen los incrementos de f(x) + g(x). Por ejemplo, a medida que x aumenta

de 0 a 1, f{x) aumenta 10 y g(x) aumenta 0.2, en tanto que f{x) + g(x)
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_ lim [f(x+h)—- fx) + g(x+h)—g(x)}
h—0 h h

_ lim f(xth) - fi{x) + lim g(x+h)- g(x)

h—0 h h—0 h

=f(x)+ g'(x).

Esta regla puede interpretarse como: “La derivada de una

suma es la suma de sus derivadas”.

Por un procedimiento similar puede probarse que

d_[f(x) - g(x)] =f(x) - g'(x).
dx

Ademis, las reglas de la suma y de la diferencia admiten

extension a mas de dos términos. Por ejemplo, si-

F(x) =f(x) + g(x) - h(x) - k(x)

F'(x) =f(0)+g'(x)-h'(x) -k'(x)
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EJERCICIOS 1: 1. Encontrar la derivada de cada una de las siguientes curvas:

a) g(t) =-t Hy_2-4t+3_
| 7 2Nt
b) r(n) - =2 -2 g) 1(s) = 4s> - 9s
n4
¢) f(x) = x'® +7 h) k(w) =-Vw -3w? 4+ _1
d) y =" ) fix) - 2x-4
5
e) y= x+t1 Dfx) -3+ 1L -1
x?2 Vx

2. Determinar la ecuacion de la recta tangente a la curva

a) f(x) =-2x> +¥x; cuando x=1

b) g(x)=..,§_'4\]x; en el punto (1, 1)
2
X

¢) h(x) =2-2x+4x*; enel punto (%%, 2)
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Wt 4
g) r(s) =8 -9
h) k'(W)=_'.1_"6w___2
2Vw W
) fx) =2
5

D) =6x _ L
2Vx?

2.-

a) llx+2y-9 =0

b) I2x +y-13=0

c) 2x-y+1=0

3.-

a) x+y+10=0

b) 4x+ 13y +35 =0

¢c) 3x—-y-5/2 =0
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_him [f(x+h) g(x+h) — fx) g(x)] + [f( x+h) g(x) — f( i-f—hij—gq(‘;{f]‘i;

Usando la propiedad asociativa y conmutativa de la suma.
d_[f(x) g(x)]
dx

~ lim [f{x+h) g(x+h) — fix+h) o(x)] + [fix+h)g(x) - f(x) 2(x)]
h—0 h

_ lim [f(x+h) glxcth) — fixcrh) g(x) + fxeth)e(x) - f(x) £(x)
h—0 h h

Como “el limite de una suma es la suma de los limites™

_ lim [ f(xcth) pxcth) — fx+h) g(x)] + lim [_f(xﬂl)g(x)—f(x) g(x)]

h—0 h h—0 h

Factorizando en el primer factor f(x+h) y en el segundo g(x):

lim f(x+h) glx+h)—g(x) + lim -g(x) fx+h) — fix)

h—0 h h—0 h
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Ejemplo 4.9: Hallar la derivada de las siguientes funciones:

a) y=03x-2x) (5 +4x)
SOLUCION
Yy =(3x-2x) d G+4x)+(5+4x) d (3x-2x%)
dx dx
= (3x = 2x3) (4) + (5 + 4x) (3 - 4%)
= 12x — 8x% + (15 - 8x — 16x°)
=24x* +4x + 15

En este primer ejemplo, notese que la derivada del producto es

d [(3x—2x2) (5+4x)]= 24x% + 4x + 15
X

mientras que el producto de las denivadas seria

[ d (3x-2x2)] [ El (5+4x3 = (3-4x)(4) =12 - 16x

dx
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= 18x> — 45x + 54x* — 135x% + 6x° — 45x + 30 + 36x" —

270x* + 180x
= 90x* + 24x° — 4055 + 90x + 30
EJERCICIOS 2: 1. Determina la derivada de las siguientes curvas:

a) f(x) = (X +%) (3 - VX)

by _12_(4x3—2x)

X
c) y=(2x* + 5x - 8) (4x° — 2x°)

d) f(x) =3V (x-5)
2. Encontrar la ecuacién de la recta normal a la curva:

a) y= x* (\f;c +5) enel punto P(1, 6)

b) y=1 (5x* +12) enel punto Q(2, 4)
N |
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H. REGLA DEL COCIENTE

La derivada del cociente de dos funciones derivables f(x) y g(x) viene dada
por

d [fx)] - ex)fx)-f(x) gx), gx)=0
dx  g(x) [T’

Demostracién: De nuevo un paso clave consiste en sumar y restar una misma

cantidad.
fix+h) f(x)
d [fix)]_ lim g(x+th) _g(x)
dx g(x) h—0 h

a(x) fix+h) - f{x) g(x+h)
_lim g(x) g(x+h)
h—0 h

_ lim _g(x) f(xth) — f{x) g(x+h)
h—0 h g(x) g(x+h)

PRSI RIS DRI

_lim e(f(xth) = BR800 + fx)g(0, = fx)a(xth)
h—0 h g(x) g(x+h)

lim g(x) [f{x+h)- f{x)]  lim fx) Jg(x+h) — g(x)]
b0 h h=>0 h

lim g(x) g(x+h)
h—>0
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_ x+104-3
(x2+3)2

b) y _ 2x’—4x+3
2-3x

Sea f(x) =2x*-4x+3 y g(x) =2-3x

d _d
y _ (2=3x) dx [2x*-4x +3] - (2x*—4x +3) dx [2-3x]
(2 - 3x)?

_ (2-3x) (4x-4) - (2x’—4x +3) (-3)
(2 - 3x)?

_ (-12x2+20x - 8) - (-6x>+ 12x - 9)
(2 - 3x)°

-6x° + 8x + 1
(2 - 3x)°

OBSERVACION: El uso de paréntesis se recomienda en los problemas de
derivacién. Por ejemplo, con la regla del cociente ¢s buena
idea encerrar todos los factores y derivadas en paréntesis, y

prestar atencion especial a la resta exigida en el numerador.
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No todos los cocientes necesitan ser derivados con la regla del
cociente. Por ejemplo, los del proximo ejemplo pueden
considerarse como productos de una constante por una funcién
de x. En tales casos, la regla del multiplo constante es mas

conveniente que la regla del cociente.

Ejemplo 4.12: Derivar los siguientes cocientes con la regla del multiplo

constante:

SOLUCION a) y _ x*+3x _ 1(x*+3x)

- 1 D63 +3x) _2x+3
6 6

by y _ 5 _ 5(xH
8§ 38
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Esta claro que en general

(derivada de un cociente) # (cociente de las derivadas)

EJERCICIOS 3: 1. Determina la derivada de las siguientes curvas

2) g(x) = l=x Hy_ 3-2x-x
1+x? X2 -1
b) h(x) - _x gy . x+l
x*-2 VX
©) y - =2 h) k(x) = X x#-1
x* x+1
d) flx) . 2X—-4) D) g(w) = W-3; wa-3
3 w+3
e) flx) -3x=2 f) fs) -__s°
2x-3 st—2¢?

2. Encontrar las coordenadas del punto P(x, y) para las cuales

la curva y =X +2 (x = 2) tiene pendiente - 4.
x-1

Hay dos soluciones.
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4.2 REGLA DE LA CADENA

Tratemos de encontrar una regla para derivar la funcién

y =(2x*-5x)°
Primero encontremos la derivada de las siguientes funciones:

) y=(x'-5x)’

i) y=(x"-5x)

Para derivar y = (2x* — 5x)’, utilizaremos la regla para derivar productos,

vamos a escribirla como el producto de dos funciones, asi:
y =(2x*-5x)7 = &x* - 5%) (2x* - 5%)
Por lo tanto, usando la regla del producto tenemos
dx dx

y' =(2x* - 5x) d (2x* - 5x) +[_d 2x* - S)ﬂ (2x* - 5x)

=(2x* - 5x) (8x* - 5) + (8x3 - 5) (2)(4 - 5x)
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5 Siy =(2x*-5x)’ entonces y’ = 3(2)(4 — 5x%)* (8x3 -5)

¢Qué sucede si con el mismo.procedimiento deseamos encontrar la derivada

de:

y = (2x* = 5%)"

Si realizas el mismo procedimiento encontraras que:

y' =402x" - 5x)° (8x°-5)

Con estos resultados podemos decir que:

Siy= u'(x), entonces  y’ = pyri(x) du(x)
. ) dx

Por lo tanto para derivar:

y=(2x"-5x)° resulta
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Sean y =flu) y u=gkx) vy suponiendo que las derivadasdey y u

existen, entonces la derivada de la funcion compuesta y = f(g(x)) es:

y'=fwg®)

Al aplicar la regla de la cadena resuita util pensaren fo g como constituida

por dos partes, una interior y otra exterior, Como sigue:

exterior

A
y = f(g(x)) = f(u)
—

u=g(x)

mnterior
Ejemplo 4.13: Derivar cada una de las siguientes curvas:

a) y=(x2+ 1)3
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=St y - -3 . entonces y' _ 12(12x* - 5)
(4%’ - 5x)°* (4x* - 5x)°

c) y=\}9—x2
y=\]m2-=(9-—x2)”2

Por la regla de la cadena:

y = LO-X)" (20

. Si y=\/§>—_x2 entonces vy ___-X .

Vo —x
Las funciones del ejemplo anterior es de uno de los tipos mas
frecuentes de funciones compuestas y = [u(x)]". La regla de
derivacion para tales funciones potencia se llama la regla
general de las potencias, y €s un caso particular de la regla de

la cadena.
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SOLUCION Haciendo u = 3x ~ 2x, entonces f(x) = (3x — 2x)? =u’, laregla

general de las potencias nos da
f'(x) =3(3x - 2x°) ‘&d“ (3x — 2x%)
X

=3(3x — 2x*)* (3 - 4x)

= (9 — 12x) (3x — 2x%)’
b) y ="V +2)

SOLUCION Reexpresando vy = (x* + 2)*?, por la regla de las potencias (con

u=x"+ 2), tenemos que

y 2+ (0 _ 4
3 33Vx? + 2
c) g(t) = 7.
(2t-3)°

SOLUCION  Si reescribimos la funcién como g(t) = -7(2t - 3)?, deducimos

por la regla general de las potencias que
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En los ejercicios 13-16, hallar una ecuacion de la recta tangente

a la grafica de f en el punto dado.

13 f(x) =V3x*=2 , (3,5)
14, f(x) =xVx*+5 , (2,6)
15. y = (4x* - 8x + 3)", (2,81)
16. y =(2x- 1Y, (1,1)
RESPUESTAS
1. 6(2x - 7)* 9. 3t(t* + 3t—2)
(t* +2t-1)"
2. 12(x* - 1) 10. -1
2xMVx+ 1
3. -2 11. -8x+ 8
(t-3)° 537 = 2x
4. 2x(x~2)’(3x - 2) 12. —18x° + 18x* + 50x -18
(x*+3)
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4.1 DERIVACION IMPLICITA

Hasta ahora nuestras ecuaciones en dos variables se expresaban generalmente
en forma explicita y = f(x). Esto es, una de las variables estaba dada

explicitamente en términos de la otra. Por ejemplo,

y=3x-5, =-168+20t, U= 3w—w

estan todas en forma explicita y decimos que y, s, u son funciones de x, t, w

respectivamente.

No obstante, muchas funciones sélo vienen implicitamente dadas por una

ecuacion, como y _ 1 que esta implicitamente definida por xy =1. Sise
X

nos pide hallar dy en esta ecuacidn, resulta sencillo y seguramente se esta
dx

tentado de despejar en primer lugarla y.

Forma implicita Forma explicita Derivada

Xy = 1 y=_,1_= X1 Qy_=_x-z =_;12_
X dx X
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SOLUCION

a) d [3x’] =6x
dx

by d [2y] _ 6y dv
dx dx

c) d[x+3y] _ d[x] + d[3y]
dx dx dx

= 1+3.4dy
dx

dd[x] - xd¥] + ydx
dx dx

dx

_xQydy)+y (1)
dx

= 2xy _dy_"'"yz
Cdx

Para ecuaciones que contengan X, y sugerimos el siguiente

procedimiento para calcular dy/dx implicitamente.
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_d [Y1+d [y]-_d [Sy]l-d_[x']=d [4]
dx dx dx dx dx

3Pdy +2y dy ~5.dy .9x=0
dx dx dx

2. Coleccionando los términos con _dy en la izquierda,
dx

3ydy_+2ydv -5dy _ 2x
dx dx dx

3. Factorizando dv_en la izquierda, resulta
dx

dy 3y’ +2y-5)= 2x
dx

4. Finalmente, dividimos por (3y* + 2y — 5) para obtener
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d 2C+xy+y*)_d ()
dx dx

A+ dEy+d @) _d Q)
dx dx dx dx

6x’ +[x* d (y)+y d D]+ 3y dy = 0
dx dx dx

6x2+ngl+2xy +3y* dy = 0
dx dx

x' dy +3y°dy _-2xy - 6x*
dx dx

dy (x*+ 3y} = -2xy — 6y

dx
dy _ -2xy—6x°
dx X7+ 3y

_d_[(L)]+ [(L)] -4

dx{ x® v dx
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Ejemplo 4.18: Encuentre dy si xy = 1
dx

SOLUCION. METODO

ecuacion de la siguiente manera.

xy =1
y= 1 = Xl
X
Por lo tanto,
dy _.x2.-1
dx x*

METODO 2. (Derivacién implicita).

xy=1
d [xy] _d [1]
dx dx

xd () + yd 0 - d (D)
dx dx dx

xdy +y(1) =0

1. Podemos despejar explicitamente a y
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T 4’ _3
Por lo que,
dy _ (4x*3)(3xH) - (x>-1)(8x) _ 4x*—9x* + 8x
dx (4x%-3) (4x* - 3)
METODO 2.

4y -3y =x>— 1
d [4y-3y] _d [¥'~1]
dx dx

_d (4¥°y)-d By) _d&)-d (1)
dx dx dx dx

4d (xy)-d (y) - dx)-d (1)
dx dx dx dx

4[x2_¢(y)+ yg(xz)J -d@y) _d)-d ()
dx dx dx dx dx

4 (x* dy+ 2xy) - 3. dy _ 3%
dx dx

4%* dy + 8xy - 3 dy _3x*
dx dx
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queremos calcular dh cuando h=10
dt

El volumen del cono es y _ wrh
3

y como se nos dice que r = h, esta ecuacidn se simplifica

vz b’
3 '

Derivando implicitamente respecto a t se obtiene

dv_ m 30* dh
dt 3 dt
dh _ 1 [@]
dt mh® ldt

Finalmente, cuando h = 10 se obtiene

dh__1__(100)= 1 ~ 0.318 pies/min.
dt 100= n
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estan disminuyendo.) Se nos pide calcular dz/dt. La ecuacion

que relaciona x,y y z se deduce con el teorema de Pitagoras:
Z=x+y

Al derivar ambos lados con respecto art,

2z dz _ 2x dx + 2y dy
dt dt dt

¢z=_1_[xd_x+ yg]
dt z dt dt

Cuando x = 0.3 millas y y = 0.4 millas, el teorema de Pitagoras

de z=0.5 millas, asi que

dz _ 1

1 ((03)(-50) + 0.4(-60))
dt 0.5

= - 78 mpp

Por lo tanto, los coches se acercan a 78 mpp.
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Q= [p(®)F + 3p(t) + 1,200

Ahora diferencie ambos lados con respecto a t, usando la regla
de la cadena para potencias para diferenciar [p(t)]® y la regla

del multiplo constante para diferenciar 3p(t). Obtendra

4O _ 2p(t) dp + 3dp
dt dt dt

0, mas simplemente

dQ _ 2pdp + 3dp
dt dt dt

Ahora sustituya la informacién dada p = 30 y dp/dt en esta

ecuacion para obtener

dO = 2(30)2) +3(2) = 126
dt

lo que dice que el nivel de polucién del aire esta creciendo

actualmente a un ritmo de 126 unidades por afio.
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que puede reescribirse como

X_ 3y
7

Diferenciando ambos lados de esta ecuacion con respecto a t se

obtiene

dx_ 3 dy
dt 7 dt

Use el hecho dy =7 para concluir que
dt

dx_3(7)_3
dt 7

Esto es, la sombra del hombre esté creciendo a un ritmo de 3

pies por segundo.
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Empiece con la formula V=1 nrh
3

para el volumen de un cono. Use la proporcion

S _ T
20 h

obtenida de los triangulos semejantes de Ia FIGURA 4.5 para
escribir r en términos de h como

r._n
4

y sustituya esta expresion en la férmula para el volumen para

obtener

Diferencie ambos lados de esta ecuacion con respecto a t. No
olvide usar la regla de la cadena para potencias cuando

diferencie h’. Llegara al resultado

dv _ 1 nh* dh
dt 16 dt

Sustituya h=8 y dV _ .2 en esta ecuacién y resuelva en dh
dt dt
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=7

t=9

| t
]
Baldn en expansion

. FIGURA 4.6
Si el radio del globa es 1, su volumen crece 4.5 plg3/min, luego

la razdn de cambio del volumen es dV/dt _ 9 . Asi pues, el
2

problema puede formularse de esta forma:

Dato: dV _ 9 (ritmo constante)

t 2

Calcular; dr cuando r=2
dt
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EJERCICIOS 5: 1. Utilice la derivacion impli’cita para calcular dy de las
dx

siguientes ecuaciones.

a) x'y’=1 N +y =xy
b)x2y+xy3—3x=5 Ry +yx=3
¢) x>+ 5y* =36
d)y’ -3x*=x

&)y -x' =y —x

D2 +y=2y +x
g)x(y+2)° =8

h) x*y? —4x* =1

2. Determine mediante la derivacion implicita, la pendiente de la

grafica en el punto dado.

a)dy’ —-x*=-5 3,1

b) xy’ =2 (-1, -2)
4

o) xy+y =14 (3,2)

3. Encuentre la ecuacién de la recta tangente a la grafica de

x2y4 =1 en el punto (4, 2) y en el punto (4, -14).
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8. Un controlador aéreo sitia dos aviones en la misma altitud,
convergiendo en su vuelo hacia un mismo punto en angulo recto.
Uno de ellos, esta a 150 millas de ese punto y vuela a 450 mi/h.
El otro esta a 200 millas del punto y vuela a 600 mi/h.

a) (A qué ritmo decrece la distancia entre los dos aviones?

b) (De cuanto tiempo dispone el controlador para situarlos en

trayectoria distinta?

RESPUESTAS.
1.
aydy _ -y ) dy _ Xy -1
dx  3x dx  yA(1-x))
by dy _ 3-v —2xy ) dy -+ 2xy)
dx  x*+3xy’ dx x> + 2xy
oy dy _-x_
dx Sy
ddy _ 1+6x
dx 5y*
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6. a) 5 pies/min.
T

b) 5, pies/min,
4

7. a)—17 pies/seg,
12

b) - _231 pies/seg y
c)—48 pies/seg
7

8 a)-750 mi/h, b) 20 minutos.
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UNIDAD 5. APLICACIONES A LA DERIVADA

TEMATICA

Tiempo aproximado 16 horas.

o Aplicaciones ligadas a las interpretaciones de la derivada:

- Problémas de rapidez y razén de cambio instantaneo.

- Calculo de tangentes y normales.

- Calculo de diferenciales y valores aproximados de funciones.

|- Conocimiento y aplicacidén del método de Newton al calculo aproximado

de raices.

o Derivadas sucesivas. Significado fisico de la segunda derivada; ecuacion del

movimiento uniformemente acelerado.
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* Relaciones del signo de la primera y la segunda derivadas con el caracter

creciente 0 decreciente y el sentido de la concavidad de una funcidn; en
particular, criterios de la primera y segunda derivadas para maximos y

minimos.

e Aplicaciones a:

La solucion de problemas de optimizacién.

El trazado de graficas y el estudio de los puntos criticos de una funcidn.
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Calculara diferenciales y valores aproximados de funciones.

Conocera el significado fisico de la segunda derivada .y lo aplicard en

problemas de movimiento uniformemente acelerado.

Resolvera problema de optimizacién y trazado de graficas.
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5.1 PROBLEMAS DE RAPIDEZ Y RAZON DE CAMBIO

INSTANTANEO

Ejemplo 5.1: Una escalera de. 5 metros de largo.esta recargada en una pared.
Si el pie de Ia escalera esta siendo recorrida en su parte inferior
a razén de 60 centimetros por segundo, ;qué tan rapido se est3
moviendo la parte superior de la escalera cuando ésta se

encuentra a 2.5 metros del suelo? (Véase FIGURA 5.1)',‘

SOLUCION

AN

Sm.

FIGURA 5.1
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Ejemplo 5.2:

Si y=V25-x" entonces dy _ - X
dx 25-x"

de esta manera, cuando y =2.5 y x=4.33, encontramos
que dy _ -__433 _- 17318

dx  V25-(4.33)
Ahora, el valor correspondiente de dy/dt  se obtiene
multiplicando los valores de dy/dx y dx/dt, de la siguiente

manera.

dy _ dy dx _ (-1.7318)(0.6) =-1.038

dt dx dt

Asi, en el momento cuando el extremo superior de la escalera
estd a 2.5 metros del suelo, encontramos que y esta decreciendo

a una razon de —-1.038 m/s.
Un avién vuela a 6 millas de altitud en linea recta hacia la

posicion de un radar. Si s esta decreciendo a razdn de 400

millas por hora cuando s es 10 millas, ;cual es la velocidad
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Derivando implicitamente respecto a t,

2x dx _ 2s ds
dt dt

dx _ s (ds
dt X [ dt]
Para hallar dx/dt, debemos hallar antes x cuando s = 10:

x=Vs=36 = V100-36 = V64 = 8

Por fin, para s =10 tenemos

d 10 -(400) = - 500 mph

t 8

(o R

Como la velocidad es — 500 millas por hora, la rapidez es de

500 muillas por hora.

5.1.2 CALCULO DE TANGENTES Y NORMALES

En esta seccidn haremos dos ejemplos del célculo de lineas tangentes y
normales en un punto a una curva, recuerda que la linea tangente en un punto

a una curva, se calcula, primero al obtener la pendiente de la recta, esta

337



La pendiente de la recta pedida es 9 y ya que pasa por el
5

punto (3, 5}, con la ayuda de la férmula punto pendiente

y-5_9(x-3)
5
0 bien
9 -5y-2 =0

Ahora para calcular la ecuacidn de la recta normal, calculemos

la pendiente m de la recta normal.

m = -2 (por ser perpendicular a la recta tangente)
9

nuevamente, usamos la férmula punto pendiente

y—-5 _9(x-3)
5

0 bien

5x+9y-60 =0
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calculamos primero la pendiente m = -3, luego entonces, la
5

ecuacion de la recta normal es

y—3 .-3(x-5)
5
o bien
Ix+5y-30=0

5.1.3 CALCULO DE DIFERENCIALES Y VALORES

APROXIMADOS DE FUNCIONES

Hemos estado usando la notacidn de Leibniz dy/dx para la derivada de y con
respecto a X. Hasta ahora hemos tratado a dy/dx como un sélo simbolo y no

hemos intentado dar significados separados a dy/dx.

Esto es lo que nos proponemos hacer ahora.

DEFINICION 1: [Se Hama diferencial de una funcién al producto de la

derivada por el incremento de la variable independiente.
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Ejemplo 5.6:

SOLUCION

NUEVA DEFINICION DE DIFERENCIAL DE UNA

FUNCION.

Del articulo anterior se deduce, por ser el incremento de la
variable independiente igual a su diferencial, que la diferencial

de la funcién y = f(x) es

dy = f'(x)dx

que nos dice:
La diferencial de una funcién es igual al producto de la

derivada por la diferencial de la vanable independiente.

Encuentre dy si a)y=x’-3x+1, b)y=Vvx+3x vy

0y = NI

Si sabemos cOmo calcular derivadas, sabemos calcular
diferenciales. Basta con calcular la derivada y muitiplicar por

dx.
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f(x) - dy _ df(x)
dx dx

f(x) - &y _ dfx)
dx? dx?

f,”(x) _ d:’I _ d3 f(X)

dx? dx’?

......................

f'(x) _ d"y _ d" f(x)
dx" dx”

Ejemplo 5.7: Siy=3x’-x+ 1, se tiene:

SOLUCION dy = f(x)=9x*-1
dx

dy = f(x)=18x
dx

dy =f"x)=18
dx

dy =f"(x)=0
dx
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OBSERVACION: Para finalizar, haremos una sugerencia. Ponga especial
atencion al distinguir entre derivadas y diferenciales. Estas no
son lo mismo. Al escribir D,y o dy/dx se estd usando el
simbolo de la derivada; al escribir dy, se esta designando una
diferencial. No escriba dy cuando quiera referirse a la derivada

esto conducira a confusiones.
APLICACIONES DE LA DIFERENCIAL

El uso principal de la diferencial consiste en producir

aproximaciones.

Supédngase que y = f(x) en la FIGURA 5.3. Cuando se da a x
un incremento Ax, y rectbe un incremento Ay, correspondiente,
que puede considerarse como un valor aproximado de dy. Por

lo tanto, el valor aproximado de f(x + Ax) es
f(x + Ax) = f(x} + dy = f{x) + {"(x)dx

Esta es la base de todos los ejemplos que siguen.
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AY

dx=-0.8
34 dy =-0.133 4 "l___f‘_‘. _—
{amenm=" Y'—"\r?-(-
dx = 0.6
—»
24 | A
§ O 3
1 VFE2!
T f t :{ i t ; f >
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
FIGURA 54 -
lo cual, para x =4y dx=10.6, toma el valor

dy--1_(06) - 06 _ 015

2N 4

Por lo tanto,
V4.6 =~Vd+dy=2+015=2.15

En forma semejante, parax =9 y dx =-0.8,

Y por lo tanto,
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514 METODO DE NEWTON. CALCULO APROXIMADO

DE RAICES.

En la vida diaria usualmente empleamos aproximaciones, decimos, regreso en
30 minutos méas o menos, o bien, el contenido de un refresco es de 355 ml.
aproximadamente. En general es muy complicado usar cifras exactas, ya que
nuestros instrumentos de medicidn son exactos hasta cierto limite, después de
este, estamos en una mera aproximacion, ejemplifiquemos, nuestro metro
usual tiene marcas hasta milimetros, si medimos a una persona, podemos
decir qué mide 1.65 metros o més exactos 1652 milimetros, después de los
milimetros, ya no podemos tener exactitud, lo mismo pasa con los

instrumentos con los que pesamos o calculamos volumenes.

En matematicas existe una rama llamada Analisis Numerico el cual se encarga
de estudiar y crear métodos para obtener aproximaciones a nfnmeros,
ecuaciones, Integrales, sistemas de ecuaciones, etc. y lo mas importante,
calcula la exactitud que se obtiene en cada método. nuestro objetivo en esta
subseccion es mostrar el método llamado el método de Newton (Newton-

Raphson) con el fin de obtener raices de funciones en forma aproximada.
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Supongamos que tenemos una funciéon y = f(x), queremos encontrar un valor
de x, al que llamaremos x, tal que f(x,) = 0, es decir, queremos encontrar una

raiz de f.

Iniciamos el método eligiendo x, “cercano a X,, a partir de x, generamos otro
nUmero X, queremos que X, este mas cercano a X, que Xj. Geométricamente,
s1 trazamos la recta tangente (de aqui que f debe ser derivable) en el punto (x,,
f(x))), esta corta al eje x en un punto al que llamaremos x,, a partir de x,
generamos otro punto x;, en la misma forma y continuaremos asi generando
una sucesion de puntos X,, Xi, X2, X3,..... Con esta idea en mente, construyamos

una féormula que nos permita generar x; a partir de x;.

La ecuacidn de la recta tangente en el punto (x), f(x;)) es

y = f(x) = '(xs) (x - x3)

la linea tangente corta al eje x, significa que y =0, (x = x»).

- f(xl) =X f’(X|) - X f’(X|)

por lo tanto X, F'(x) = x £(x1) - f{xy)
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Me¢todo de Newton (aproximacién de ceros de una funcion)
Sea f una funcién diferenciable en (a, b) y f(x,) = 0, donde x, esta en (a, b).

Para aproximaciones a x, hacemos lo siguiente

1. Una aproximacion inicial x; de x,

2. Calculemos una nueva aproximacion por medio de

Xn+i = xn-—-_&ﬁ ) f'(xn);ﬁo
£'(xn)

3. 81 |X, — Xq+1| €8 menor que la aproximacion deseada, x, .| sirve como

aproximacion final. En otro caso, volvemos al paso 2.

El método de Newton nos ayuda a aproximar ceros de funciones, esta
afirmacion es muy general y abarca a la aproximacién de numeros,
ejemplifiquemos, si queremos el valor aproximado de V2, debemos construir

una funcion cuya raiz sea V2, digamos
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Xa=1416667 — _f(1.416667) =1.414217
£'(1.416667)

Con el método de Newton y sélo tres iteraciones, hemos

obtenido cinco decimales de exactitud para 2.

Ejemplo 5.11: Usa el método de Newton para aproximar los ceros de f(x) =
2x° + x> = x + 1. Continua las iteraciones hasta que dos

aproximaciones sucesivas difieran en menos de 0.0001.

SOLUCION Después de algunos calculos, podemos darnos cuenta

f(-2) = 2(-8) +4+2+1=-9<0

f-1) = 26D+ 1+1+1=1>0

por lo tanto, una raiz estd entre -1 y -2, escojamos x; = -1

bl

entonces (f'(x) = 6x* + 2x — 1)

Xp=-] - _f1) =_1_-1 =1.3333
£-1) . 3
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3

X =x+1o0suequivalente x*—x-1=0

este problema se reduce a encontrar la raiz del polinomio f(x)

=x0—x— 1, después de algunos céalculos, encontramos que (1)

=-1<0 y f{2)=15>0, asi que debe haber una raiz entre 1 y 2,

calculemos f'(x) = 3x’—1, tomemos x; = | como una primera

aproximacidn, y resumamos los valores de x; en la siguiente

tabla

n Xn f(xn) f'(xn) Xn+1 = Xn~ f(Xn)
f'(xn)

1 1 -1 2 1.5

2 |L5 0.875 5.75 1.347826087

3 [1.347826087 [0.100682174 4.449905482 1.3252003%99

4 11.325200399 |0.002058363 4.268468293 1.324718174

5 |1.324718174 {0.000000925 4.264634722 1.324717957

6 |1.324717957 |53X 107" 4.264632997 1.324717957

Asi una buena aproximacién es x = 1.324717957 ya que este

numero se repite en la quinta y sexta iteracion, por lo cual el
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RAPIDEZ Y RAZON DE CAMBIO

EJERCICIOS 1: 1. Las aristas de un cubo variable aumentan a razén de 3
centimetros por segundo. ;Con qué rapidez aumenta el
volumen de un cubo cuando una arista tiene 10 centimetros de

longitud?

2. Guadalupe mide 1.70 metros de estatura y se aleja de la luz

de un poste de alumbrado publico que tiene 7 metros de altura

arazén de 3 m/s.

a) ;Con qué rapidez crece su sombra cuando Guadalupe esté a
60 metros del poste,

b) ;{Con qué rapidez, se mueve el extremo de la sombra?

3. Un disco metalico se dilata con ¢l calor. Si su radio aumenta
a razéon de 0.05 m/s, jcon qué rapidez aumenta el area de una

de sus caras cuando su radio es de 2.5 metros?

4. Un punto se mueve sobre la curva y = x’, de forma que
dx/dt = 2 cm/min. Encuentre dy/dt cuando
a) x=0 byx=3
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9. Encuentra la ecuacion de la normal a la curva S(x2 + ),'2)2 =

100(x* — %) en el punto (3, 1).

10. Prueba que la normal a la curva x> +y* = 3xy en el punto

3.3 bhasa or el origen.
[2 2]P' P g

CALCULO DE DIFERENCIALES

En los problemas 11 a 16, encuentra dy.

11, y=2x—3x+5 14, y=13%/5¢ +2
12. y=7x~3x +4 15. y=V4x" + 2x* - §
13, y=(3+2x)* 16. y=(6x* = 11x° + %)™

17. Sis=" (? — 3)2, encuentre ds.

18. Sea y=1(x) = x’. Encuentre el valor de dy en cada caso

a) x=0.5, dx=1 b)x=-1,dx=0.75
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28. Una tabla matematica contiene los siguientes valores

a) V50 =7.07 b) 3V5 =1.71

Supongamos que no estas satisfecho con los decimales de
exactitud, usa el método de Newton para obtener un decimal

mas de exactitud.

29. Intenta usar el método de Newton para resolver la ecuacion
x> — 5x = 0. Inicia con x; = 1. Realiza por lo menos cuatro

iteraciones y describe tu resultado.

30. Dos esferas concéntricas estan separadas por un centimetro.
Si el volumen entre las esferas es el doble del volumen de la

esfera interior, jcuanto mide le radio de la esfera mayor?

(Véase FIGURA 5.7)

lem

FIGURA 5.7
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15. gy —__10x"+4x® dx
VA + 2% - 5

16. gy .. _-2(48x" — 55x* +2x) dx
3N - 11X + X

17. gx ____4tdt .
5(t2_3)3/5

18. a) dy=0.75 b) dy =2.25

19. dA =0.024

20. V402 ~ 20.05

21 3V26.91 =~ 2.9966

22 V17 = 4.125

23 3465 ~ 4.021

24 5J64.05 ~ 2.0002

25.\27 =52
26. —0.2679
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En caso de ser derivable la segunda derivada f'(x), podriamos obtener su
derivada y asi tendriamos, a la tercera derivada de f, a la cual denotariamos

por f'(x). Primero ocupémonos de la notacion

primera derivada y’ df
dx
segunda derivada y”’ _dz_f2
dx
tercera derivada y’”’ a&’f
I
n-ésima derivada y® d'f
dxn

Observemos que a partir de la cuarta derivada se utiliza la notacién vy no
y’""’, esta notacion nos indica que debemos derivar a la funcién cuatro veces,

y no la cuarta potencia de la funcién.
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5.2.1 SIGNIFICADO FiSICO DE LA SEGUNDA DERIVADA

En la unidad 3 interpretamos fisicamente a la derivada de una funcién, la
primera derivada Ja interpretamos como la rapidez de cambio instantaneo.
Recordemos: Supongamos que un objeto se mueve segun la ecuacion s = s(t).

Como sabemos, durante un intervalo de tiempo At (incremento de t) el objeto

cambia su posicién del punto t a t+ Aten As=s(t + At)—s(t), por lo cual

velocidad media — As _ s(t+At) —s(t)
At At

La velocidad media (velocidad promedio), expresa la razén de cambio de la
distancia s con respecto al tiempo t, en el intervalo de tiempo At. La razén de

cambio de s con respecto al tiempo t en un instante determinado se denomina

VELOCIDAD INSTANTANEA. -
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DEFINICION 3: Aceleracion
S1s = 5(t) es la ecuacidn de la posicion de un objeto que se
mueve a lo largo de una recta, la aceleracion del objeto en

el instante t esta dada por

a(t)= v'({t)=s"(t)

OBSERVACION: Del mismo modo que se ha obtenido Ia velocidad derivando
la funcidn posicidn, obtendremos la aceleracién derivando la

funcién velocidad.
Ejemplo 5.13: Calcular la aceleracion de un objeto en caida libre cuya
funcidn de posicién es
s(t) = -16t% + 100

SOLUCION v(t) =s"(t) = -32t

luego la aceleracion es

v'(t) = a(t) = -32 pies/seg’.
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Recuerda, que el producto de dos numeros ab > 0 es positivo,
cuando tienen el mismo signo, es decir a>0 y b>0 0 a<0

y b <0. En nuestra desigualdad, se tiene

t-4>0yt-2>0 o t-4<0yt-2<0
t>4 y t>2 o t<4 y t<2

t>4 o t<2 (jporqué)

De esta manera, el objeto se mueve hacia la derecha cuando

t>4 o t<2.

¢) Consecuentemente se mueve hacia la izquierda en el
intervalo (2, 4).
d) La acele'racién esa(t)y=6t—18<0
6t <18

t<3

la aceleracién es negativa cuando t < 3.
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‘Este tercer ejemplo, nos proporciona una ecuacién de posicion

de un objeto que se mueve libremente (despreciando la
resistencia del aire). Observa que

s(t) = -4.6t% + 24t + 20

tiene
So =20
Vo =24
a=98

es decir, la posicion inicial s,, la véIocidad micial v, y g la
aceleracion del objeto, son: el término constante, el coeficiente
de t y el doble del coeficiente de t* respectivamente, esto no
es casualidad, ya que con técnicas mas avanzadas se puede
probar que la ecuacién de un objeto que se mueve libremente

€s

s(t) = -1 gtz TVt + 5,
2

En donde g = 9.8 m/s® es la aceleracidn debida a la gravedad

terrestre,
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Vp = 573.872 —556.8 = 170.72 m/s
1

c) La velocidad es v(t) = s'(t) = -9.6t + 200, luego entonces
v(3)=-9.6(3) +200=171.2 m/s

v(3.1) = -9.6(3.1) + 200 = 170.24 m/s

d) El proyectil alcanza su altura maxima cuando la velocidad es
cero (;porqué?), de esta forma
v(t)=-9.6t+200=0

t=200/9.6 =20.83

sustituimos el tiempo encontrado en s(t)
5(20.83) = -4.8(20.83)* + 200(20.83)
=-2082.66672 + 4166

= 2083.33329 metros
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5. Un objeto que se arroja verticalmente hacia arriba desde el
nivel del piso con una velocidad de 20 m/s tiene una altura

aproximada de s =20t — 4.8t> al término de t segundos.

a) ;cudl es la velocidad inicial?

b) ;cuando alcanza su altura maxima?
¢) ¢jcudl es su altura maxima?

d) ;cuando alcanza el piso?

e) jcon qué velocidad llega al piso?

RESPUESTAS

1. a) s(0)=-1, s(1) =%

b) v(0) =1, v(1)=0

c) a(0) =-2, a(1)=0

2.2 v()=2t vy at) =2

b) se mueve a la derecha en (0, «0), nunca a la izquierda.
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unieron, sacaron cada una de la otra vitalidad nueva y desde entonces

avanzaron con paso rapido hacia la perfeccion”.

Hoy dia, gobierno, ciencia, industria, comercio, educacion y ciencias sociales
o de la salud, hacen amplio uso de graficos para describir y predecir relaciones

entre variables,

La grafica de la funcion de la FIGURA 5.8 esta creciendo o decreciendo
dependiendo de si se ve de izquierda a derecha o de derecha a izquierda. Para
evitar confusiones, se seguira siempre la costumbre generalizada de leer la

grafica de izquierda a derecha.

y = f(x)

FIGURA 5.8
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Un punto extremio relativo de una funcidn es un punto en el cual la grafica

cambia de creciente a decreciente, o viceversa. Se distinguen de manera obvia

dos posibilidades. Un punto maximo relativo es un punto en que la grafica

cambia de creciente a decreciente; un punto minimo relativo es un punto

donde la grafica cambia de decreciente a creciente (FIGURA 5.10). El

adjetivo “relativo” en estas definiciones, indica que un punto €s maximo o

minimo solamente en relacién a los puntos cercanos en la grafica.

Creciente

Decreciente

1

a

Maximo relativoenx =a

Decreciente

Creciente

a

Mintmo relativoen x =a

FIGURA 5.10
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funcion es la coordenada, y, del punto mas alto de su grafica. (El punto mas
alto se llama punto maximo absoluto). Consideraciones similares se aplican a

los minimos.

Ejemplo 5.17: Cuando se inyecta una droga intramuscular (en un musculo), la
concentracion de la droga en las venas tiene la curva tiempo-
concentracion que se muestra en la FIGURA 5.12. Describa

esta grafica utilizando los términos presentados mas arriba.

A
~ 05
g
2 o4
g,
g o3l
g
E 0l
o1l
] ] | | ! | !
1 2 3 4 5 6 7 3 >

FIGURA 5.12

SOLUCION Inicialnente (cuando t = 0), no hay droga en las venas. Cuando

la droga se inyecta en el misculo, empieza a difundirse en la
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I

FIGURA 5.13

Un punto de inflexién de una grafica es un punto en el cual Ia
grafica cambia de céncava hacia arriba a concava hacia abajo o
viceversa. En un punto de ese tipo, la grafica corta a su recta

tangente (FIGURA 5.14).

— .

FIGURA 5.14
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5.3.1 INTERSECCIONES, PUNTOS NO DEFINIDOS Y

ASINTOTAS

Un punto en el que la gréfica corta al eje y se llama una ordenada al origen o
interseccion con y y un punto en el que la grafica corta al eje x se llama una
interseccion con el eje x. La coordenada x de una interseccion con el eje x se
llama a veces una “raiz” o “cero” de la funcion, ya que la funcién toma el

valor cero ahi. (Véase la FIGURA 5.16)

y

mterseccion ¢on x

FIGURA 5.16

Algunas funciones no estan definidas para todos los valores de x. por ejemplo,
f(x) = 1/x no esta definida parax =0,y f(x)=Vx no esta definida para x < 0.

(Véase la FIGURA 5.17) Muchas funciones que surgen en las aplicaciones
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Cuando determinadbamos las asintotas horizontales de una funcion se tomaban
los limites

lim f(x) y lim f(x)

X—»0 Xomp=00

Si alguno de estos limites existe, entonces el valor del limite determina una

asintota horizontal.

Existian también las asintotas verticales en las cuales una funcion se acercaba
a una recta vertical cuando x se encontraba cada vez mas cerca de un valor
fijo, como en la FIGURA 5.19. Generalmente se espera una asintota vertical
en un valor de x que llevaria a una division entre cero para definir el valor de

f(x). Por ejemplo, f(x)= 1/(x-3) tiene una asintota vertical en x = 3.

FIGURA 5.19
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53.2LAS REGLAS DE LA PRIMERA Y SEGUNDA

DERIVADA

Se demostrara ahora como las propiedades de la grafica de una funcion f(x)
estan relacionadas con las propiedades de las derivadas, f'(x) y £7(x). Esas

relaciones daran la clave para el trazado de curvas.

Se empezara con una discusion sobre la primera derivada de una funcidn f(x). -
Supo6ngase que para algun valor de x, como x = a, la derivada f'(x) es positiva.
Entonces, la recta tangente en (a, f(a)) tiene pendiente positiva y es una recta
creciente. Como la gréfica de f(x), cercana a (a, f(a)) se parece a su recta
tangente, la funcion debe ser creciente en x = a. De la misma manera, cuando
f'(a) <0, la funcion es decreciente en x = a. (Véase la FIGURA 5.20)

Por lo tanto se tiene el siguiente 1til resultado.

y =f(x)

crectent pendiente positiva

negativa

a a
£'(a)>0 FIGURA 5.20 f(2)<0
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(3,4 (3. 4)
———
X X
FIGURA 5.21 FIGURA 5.22

La segunda derivada de una funcion f{(x) también proporciona
informacion Gtil acerca de la concavidad de la grafica de f(x).

De esta manera, se puede establecer la siguiente regla.

Regla de la segunda derivada. Si f''(a) > 0, entonces f{(x) es
concava hacia arriba en x = a. Si f'(a) <0, entonces f(x) es

concava hacia abajo en x = a.

Cuando f'"(a) = 0, la regla de la segunda derivada no
proporciona mformacion alguna. En este caso, la funcion puede
ser concava hacia arriba, concava hacia abajo o ninguna de las

dos posibilidades en x = a.
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a) (2,3), (4, 5) y (6, 7) estan sobre la curva.
b) f(6)=0yf(2)=0

c) £'(x)>0 para x<4, f'(4)=0 yf’'(x)<0 para x> 4.

SOLUCION Primero ‘se dibujan los tres puntos de la propiedad a) y después
se trazan dos rectas tangentes utilizando la informacién de la
propiedad b).l (Véase 1a FIGURA 5.23). Por la condicion c) y
la regla de la segunda derivada se sabe que f(x) es concava
hacia arriba para x < 4. En particular, f{x) es concava hacia
armiba en (2,3). También f(x) es concava hacia abajo para x > 4
y, en particular en (6, 7). Noétese que f(x) debe tener un punto
de inflexion en x = 4 ya que la concavidad cambia ahi. En la
FIGURA 524 se han trazado pequeiias porciones de curva
cercanas a (2, 3) ya (6, 7). Con esta informacion, ya es posible
completar el trazo de la grafica (FIGURA 5.25) teniendo
cuidado de hacer la curva céncava hacia amba para x < 4 y

concava hacia abajo para x > 4.



2.- ;Qué funciones tienen la primera derivada negativa para
todo x?
3.- ;Qué funciones tienen la segunda derivada positiva para
todo x?
4.- ;Qué funciones tienen la segunda derivada negativa pra

todo x?
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1\ X / T \ X

a

[

FIGURA 5.27
En los ejercicios 7-12 trace la gréafica de una funcion que tenga

las propiedades descritas.

7. f(2)=1; f(2)=0; concava hacia arriba para toda x.
8.f(-1)=0; f(x)<0 para x<-1, f(-1)=0y f(x)> 0 para
x>-1

9.f(3)=35; f(x)>0 para x<3, f(3)=0 y f'(x)>0 para
x> 3.

10. (-2, -1) y (2, 5) estan sobre la curva; f'(2)=0 y f'(-2) =0;

f'(x)>0parax<0; {(0)=0, f"(x)<0parax>0.

11. (0, 6), (2, 3) y (4, 0) estan en la grafica; f(0)=0 y f(4)=

0; f'(x)<Oparax<2; {'(2)=0, " (x)>0 parax>2.
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5.4 TRAZADO DE CURVAS (INTRODUCCION)

En esta seccion y en la siguiente se desarrollaran la habilidad para trazar
graficas de funciones. Hay dos razones importantes para aprender a hacerlo.
La primera, una “imagen” geométrica de una funcién es casi siempre mucho
mas facil de comprender que su féormula abstracta. En segundo lugar, el
material de esta seccion sentara los fundamentos para resolver los problemas

de aplicacion.

El “trazo” de la gr;?'lﬁca de una funcién f{x) debe proporcionar informacion
sobre el comportamiento general de la grafica. Debe mostrar en qué punto
f(x) es creciente y donde decrecienie y debe indicar, hasta donde sea posible,
donde f(x) es concava hacia arriba y donde hacia abajo. Ademis, debe
contener uno o mas puntos clave de la grafica. Estos puntos generalmente
incluyen los puntos extremos relativos, puntos de inflexion y las

intersecciones con fos ejesx € y.
El enfoque general para el trazado de curvas incluira cuatro pasos principales.

1. A partir de f(x) se deben calcular f'(x) y £7'(x).
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Ejemplo 5.21: La grafica de la funcién cuadratica f(x) = 1/4x* —x + 2 es una

parabola y por lo tanto tiene un punto extremo relativo.

.Encuéntrelo y trace la grafica.

SOLUCION Primero habra que calcular la primera y segunda derivada f(x).

f(x) = Ix*—x+2
4
f'(x)= 1x-1
2
f'xy=1
2

Haciendo f'(x) = 0, se tiene que 2x — 1 = 0, por lo que x = 2.
Entonces f'(2) = 0. Geométricamente esto significa que la
grafica de f(x) tiene una recta tangente horizontal en el punto x
= 2. Para obtener este punto, habra que sustituir el valor 2 para

x en la expresion original de f(x).

f(2)=102)-2+2=1
4
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'4) para toda x la grafica es concava hacia arriba en todo punto.

Un trazo completo se puede apreciar en la FIGURA 5.30.

y=%x2-—x+2

N

2, 1)

FIGURA 5.30

Ejemplo 5.22: Localice todos los puntos extremos relativos posibles en la
grafica de la funcién f(x) = X — 3x* + 5. Verifique la
concavidad en esos puntos y utilice esa informacidén para trazar

la grafica de f(x).

SOLUCION Se tiene que
f(x)=x-3x*+5
£ (x) = 3x* - 6x

f'(x)=6x~-6
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(0,3)

_—..—_—.

(2. 1)

FIGURA 5.31

A continuacion habra que venficar la concavidad de la grafica
en esos puntos valorando f'(x)enx=0 y x=2:
f(0)=6(0)~6=-6

£2)=6(2)-6=+6

Como f* *(O) es negativa, la grafica es concava hacia abajo en x
= 0; como f'(2) es positiva, la grafica es concava hacia arriba
en x = 2. LaFIGURA 5.32 muestra los esbozos parciales de la.

funcién en esos puntos.

En la FIGURA 5.32 es claro que (0, 5) es un punto maximo

relativo y que (2, 1) es un punto minimo relativo. Como €stos
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FIGURA 5.34

Localizacién de puntos de inflexién. Un punto de inflexion
de una funcidn f(x) puede ocurrir sélo para valores de x en los
cuales f"’(x) vale cero ya que la curva es cdncava hacia arriba
cuando f"'(x) es positiva y cdncava hacia abajo cuando f"'(x)

es negativa. Asi se puede establecer la siguiente regla.

Busque los posibles puntos de inflexion haciendo f'(x)=0vy

despejando x.

Una vez que se tiene el valor de x para el cual la segunda

derivada vale cero, por ejemplo x = b, habra que verificar la
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(2,1} X
yzx3—3x2+5

FIGURA 5.35

Ejemplo 5.24: Trace la grafica de y =-1x° + 3x* - 5x.
3

SOLUCION Sea f(x) = -1x’ +3x* - 5x
3

Entonces f(x)= -x*+6x—35

£/ (x)=-2x + 6

Haciendo f'(x) = 0 y despejando x:

X +6x-5=0
(X’ ~6x+5)=0
(x-1Dx=-5)=0

x=1 96 x=5
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La curva es concava hacia arriba en x = 1 porque f'(1) es
positiva, y la curva es céncava hacia abajo en x = 5 porque

f'(5) es negativa

Como la concavidad cambia en algin lugarentre x =1y x =35,
entonces debe tener al menos un punto de inflexion. Haciendo

f”’(x) = 0, se encuentra que

Por esto el punto de inflexion debe estar en x = 3. Para poder

dibujar el punto de inflexion habra que calcular

f3) =-1(3)’ +303)-53)=3
3
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EJERCICIOS 4: Cada una de las graficas de las funciones de los ejercicios 1-8
tienen un punto extremo relativo. Dibuje ese punto y verifique
la concavidad en ese lugar. Utilizando unicamente csa
informacion, trace la grafica. [Al resolver los problemas
observe que si f(x) = ax® + bx + ¢, entonces f(x) tiene un punto
maximo relativo cuando a > 0 y un punto minimo relativo

cuando a <0.]

1. f(x) =2x* -8 5.f(x)=1+6x~x

2. f(x)=3+6x-5 6. f(x)=1+x+x
3.f(x)=Yax* +x— 4 7. f(x)=-%x>-8x— 10
4.f(x)=-%hx-x—-4 8. f(x)=-3x*+18x—20

Cada una de Jas graficas de las funciones de los ejercicios 9-16
tiene un punto maximo relativo y un punto minimo relativo.
Dibuje esos puntos y verifique la concavidad en esos sitios.

Utilizando unicamente esa informacion trace la grafica.

9. f(x) = x> + 6x* + 9x 13. f(x) = -1 x’ + x* + 9x
9
10. f{x) = _1x* - % 14. f(x) = 2x* — 15x* + 36x — 24
9
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5.5 TRAZADO DE CURVAS (CONTINUACION)

En la seccion anterior se discutieron las técnicas principales para el trazado de
curvas. En esta seccion se afiadirdn algunos toques finales y se examinaran

varias curvas ligeramente mas complejas.

Mientras mas puntos se dibujen de una grafica, mejor definida quedara ésta.
Esta afirmacion es Vélidé incluso para las curvas cuadraticas y cibicas de la
seccion anterior. Desde luego, los puntos mas importantes de una curva son
los puntos extremos relativos y los puntos de inflexiébn. Ademas,
frecuentemente las intersecciones con los ejes x y y tienen un interés
intrinseco en un problema aplicado. La interseccion con el eje y es (0, f{0)).
Para encontrar las intersecciones con el eje x de la grafica de f(x) habra que
encontrar los valores de x para los cuales f(x) = 0. Como esto puede ser un
problema dificil solamente se buscaran las intersecciones con el eje x cuando

sea facil de encontrarlas o cuando el problema lo requiera especificamente.

Cuando f(x) es una funcion cuadratica como en el siguiente ejemplo, es facil -
calcular las intersecciones con el eje x (si existen) ya sea factornizando la

expresion o utilizando la formula cuadrética.
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x = (D) ENAY - 4T _ 42
20%)

Las intersecciones con el eje x son (4 — V2, 0) y (4 + 2, 0).
Para dibujar estos puntos se empled la aproximacion: V2 = 14.

(Véase la FIGURA 5.38)

y

(4 + V2. 0)

4,-1)

FIGURA 5.38

Ejemplo 5.26: Trace la grafica de f{x) = 1x° —3x> + 5x + 1
6 2

SOLUCION f(x)= 1x*-3x*+5x+1
6 2
f(x)=1x*-3x+5
2
f'(x)=x-3
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El punto de inflexién es (3, f(3)) = (3, 7). La interseccion con
el eje y es (0, f{0)) = (0, 1). Se omite la interseccion con el eje
x pues es dificil resolver 1a ecuacion cibica

1xX-3x+5x+1 =0
6 2

La calidad del trazo serd mejor si primero se traza la recta
tangente en el punto de inflexién. Para hacerlo es necesario

conocer la pendiente de la curva en (3, 7).

£(3) =%l -33)+5="%

(Véase la FIGURA 5.39)

/v 0, 1)

FIGURA 5.39
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La interseccién con el eje y es (0, f{0)) = (0, 15). Para
encontrar la interseccion con el eje x, habra que hacer f(x) =0

y despejar x:

(Véase la FIGURA 5.40)

FIGURA 5.40
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3. Para encontrar todos los puntos de inflexion de f(x)
a) Haga f"'(x) =0 y despeje x. Al suponer que x = b es una solucién, habra
que calcular f(b) y dibujar el punto (b, f(b)).
b) Examine la concavidad de f(x) a la derecha y a la izquierda de b. Si la
concavidad cambia en x = b, entonces (b, f(b)) serd un punto de

inflexion.

4. Considere las otras propiedades de la funcion para cdmpletar el trazo.
a) Si f(x) esta definida para x = 0, la interseccién con el eje y es (0, £{0)).
b) ;Sugiere el esbozo parcial que hay intersecciones con el gje x? Si asi es,
éstas se encontraran haciendo f(x) = 0 y despejando x. (Efectie el paso
sélo en los casos faciles o cuando el problema lo requiera
especiﬁcam_ente.)
¢) Observe donde esta definida f{x). Algunas veces la funcion esta dada

solo para valores restringidos de x. Algunas veces la férmula de f(x) no

tiene sentido para ciertos valores de x.
d) Busque las posibles asintotas.
1) Examine la formula de f(x). Si algunos términos se vuelven
insignificantes al crecer x y si el resto de la férmula es la

ecuacion de una recta, entonces esa recta €s una asintota.
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12.f(x)=4—x-%x 19. f(x) = x* - 6x°

13. f(x) =5 - 13x + 6x* - x° 20. f(x) = 1 + 6x* — 3x*

14. f(x) = 2x> + x -2 21. f(x) = (x - 3)°

15. f(x) =4x’ - 2x* + x 22 f(x)=(x+2)" -1
3

Trace la grafica de las siguientes funciones para x > 0.

23 y=_1+1x
X 4

24 y=1+9
X

25.y=9+x+1
X
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Obsérvese que el valor de f{(t) es el mas grande cuando t = 3/2 .
En este valor de t la pelota alcanza la altura de 40 pies. [Notese
que la curva de la FIGURA 5.41 es la gréafica de f(t) y no un

dibujo de la trayectoria fisica de la pelota]

La pelota alcanza la altura maxima de 40 pies en 1.5 segundos.

y
(3/2, 40)

y =4+ 48t — 16t

T ettt

FIGURA 5.41

Ejemplo 5. 29: Un hombre quiere sembrar un jardin rectangular utilizando un . ...

lado de su casa como muro del jardin y colocando una cerca de
alambre en los tres lados restantes. Encuentre las dimensiones
del jardin mas grande que puede rodear utilizando 40 pies de

malla de alambre.
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Sustituyendo esta expresion en fa ecuacion (1), se tiene que

A = (40 - 2x)x = 40x - 2% 4)

Ahora se tiene ya una formula para el area A que depende
unicamente de una variable, y asi se puede trazar la grafica de

A como una funcién de x.

Utilizando las técnicas para el trazo de curvas se obtiene la
grafica de la FIGURA 5.43. En la grafica se puede ver que el
area maxima ocurre cuando x = 10. Sustituyendo x = 10 en la
ecuacion (3) se obtiene.

w =40 —2(10) = 20

Por lo tanto, la respuesta es w = 20 pies, x = 10 pies.
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SOLUCION

8 km

FIGURA 5. 44

Sea x la distancia de C a D. La distancia que corre es |DB| =
8 — x, y con el teorema de Pitdgoras calcularemos la distancia
T4

que rema, que es [AD| = W% + 9. Suponemos que la

velocidad del agua es 0 km/h y aplicaremos la férmula

Tiempo - _distancia
velocidad

Entonces, el tiempo que rema es VxZ + 9 /6, y el tiempo que

corre es (8 — x)/8; el tiempo total, T, en funcidn de x, es

T(x) _+9 4 8-x
6 8
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Por lo tanto el punto extremo es x = 9/V7. Para ver si se

presenta un minimo en ese punto extremo o en un extremo del

dominio [0, 8], evaluaremos T en los tres puntos:

T(0) = 15 T[ iJ <133  T@®)~142
\{}
Como el minimo de esos valores de T se presenta cuando x =

9/v7, el valor minimo absoluto de T debe estar alli.

Por lo tanto, concluimos que el hombre ha de llegar en el bote a
un punto a 9/\7 km (= 3.4 km) corriente abajo de su punto de

partida y luego correr hasta la meta.

EJERCICIOS 6: 1. Determina dos nuineros reales positivos x € y tales que su
suma sea 60 y su producto sea lo mas grande posible.
2. Determina el area maxima posible de un rectiangulo de
perimetro 200 metros.
3. Un granjero tiene 600 metros de cerca, con lo que quiere

construir un corral rectangular. Parte de la cerca se usara para
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RESPUESTAS

a) maxima, b) minima?

9. Dos postes verticales de 3 y 4 metros se hallan clavados en
el suelo y sus bases distan cinco metros. Calcula la longitud
minima de cable que se necesita para tener dos tramos rectos;
desde la punta de uno de los postes hasta un punto en el suelo,
y de ahi hasta la punta del otro poste.

10. El propietario de un huerto de manzanas calcula que si
siembra 24 arboles por acre, entonces cada arbol adulto dara
600 manzanas al afio. Por cada 3 arboles méas que se planten
por acre, el nimero de manzanas que produce cada arbol
disminuye en 12 al afio. ;Cudntos arboles se deben plantar por
acre para obtener el mayor niimero posible de manzanas al

A~

afio?

. x=y=25

2. Base y altura de 50 metros.

3. El érea maxima es 11250, cuando x = 150, y = 75.

4. Area méxima 16/3\/3, valor de la base 4/\6, altura 8/3.
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UNIDAD 6. LA ANTIDERIVADA Y SUS
APLICACIONES

TEMATICA

Tiempo aproximado 8 horas.

e Ejemplos para introducir las ccuaciones donde aparece la funcion v sus
derivadas, v, en alegunos casos sencillos, estudio de la solucidn por métodos
numéricos o cualitativos,

o La antiderivada y la solucidn de ecuaciones de la forma: y=¢, y= ax + b, y=
ax"....

e Aplicaciones extraidas de la tisica, la economia vy las diversas disciplinas, en
particular, al estudio del movimiento rectilineo (movimiento uniforme v
uniformemente acelerado).

OBJETIV(OS
Objetivo particular:

En esta unidad se establece un primer acercamiento al tema de ecuaciones
diferenciales mediante el planteo de ecuaciones donde aparecen la funcidn v su
derivada. También aparece el tema de la antiderivada como operacion mversa
a la denvacion y se busca su empleo en la solucion de problemas de la fisica,
la economia v otras disciphnas.

Objetivos especificos:

Al finalizar la unidad el alumno:

—Resolverd problemas sencillos de ecuaciones diferenciales y encontrara la
solucion por métodos numéricos o cualitativos.

—Iincontrara y aplicara la antiderivada de funciones polinomialcs.

—Aplicard  los- conocimientos anteriores del estudio, en particular del
movimiento rectilineo.
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En esta definicion, ltamamos a ' una antiderivada de f, mejor que la
antiderivada de {. Para ver ¢l por qué, considérese el hecho de que Fi(x) =
x, Fa (x) = X°-3 y Fa(x) = s+ 97 son ambas antiderivadas de f{x) =3x".
Esto sugiere que para cualquier constante C, la funcidon dada por I'(x)
=x’+¢ es una. antiderivada. de f. Este resultado forma parte del siguiente
lcorema.

A veces se llama funciones primitivas a las antidenvadas.

TEOREMA 1 REPRESENTACION DE ANTIDERIVADAS

St F es una antiderivada de { en un intervalo I, entonces
G es una antiderivada de fen el intervalo 1 s1 vy sdlo st es
de la forma:

Gx)=Fx)+C, paratodoxenl

donde C es una constante.

OBSERVACION: EL punto crucial en el teorema anterior esta en que
podemos representar toda la familia de antidernvadas de una funcidn

mediante la adicidn de una constante a una antiderivada conocida. Por

ejemplo, sabiendo que Dy lx] =2v, podemos representar la familia de



Ejemplo 6.1: Encuentre la antiderivada mas general de

3

a) 4x° b) 77 c) V¥

SOLUCION 1) Usando la regla de las potencias con a=4 y r=3

obtenemos la antiderivada:

w2 I b
s
+
')

—X +C. 0

7

b) Escribiendo "{"3" como 7x v usando la regla con a=7 v

r=-3 obtenemos:

.1
S8 o, 0

Wl

3 e
fym

c) Como Vx =x’, podemos aplicar la regla de las

potencias con a=1 y r= -, v asi obtenemos:

| 12

| 3 .
6‘/—%).'65/3 + C? o -D:xm +C

Para evitar errores algebraicos es conveniente veriticar las
soluciones anteriores derivando las antiderivadas. En

cada caso debe obtenerse la expresion dada.
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SOLUCION Escribiendo el ultimo término de f(x) como 5x7 vy
aplicando la regla de las potencias para antiderivadas a

cada término obtenemos:

3.1, 5 .
F{x) =‘§7c'S —'2“.\" +4x—5x “+C

No es necesario introducir una constante arbitraria para
cada una de las cuatro antiderivadas, va que éstas
podrian sumarse v convertirse asi en una sola
constante C.

En las  aplicaciones  matematicas  aparecen
frecuentemente ecuaciones en las que intervienen
derivadas de una funcion { desconocida.  Tales
ecuaciones se denomiman ecuaciones diferenciales.
La funcién { se llama solucion de la ecuucion
diferencial. Resolver una ecuacton diferencial significa
encontrar todas sus soluciones. A veces, ademas de la
ecuacion diferencial se conocen algunos valores de f,
Hamados valores de la frontera, como se¢ ilustra en el

siguiente ¢jemplo:
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Ejemplo 6.5:

SOLUCION

Para determinar C se usa el hecho de que {{1)=2:

‘Jl|h.J

+C =2

F=

Despejando C, se obtiene C=2- asi que la

w | o
[V K- -]

solucidn particular cs:

Encontrar f si f(x)=12x+6x~4, f{0)=4 v K1)=1

La antiderivada general de £(x)=12x"+6x-4 cs

. Y X ,
f(x)= 12—3- +67 —dyet+c=4¢ +3¢ ~de+-C

Utilizando las reglas de antiderivacion una vez mas, se
— >

obtienc que:

3

4 )
Ry X X° . n
()= 4 +3—3— —4+ Cx+D=x"+x" =20 +Cv+ D
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Ejemplo 6.6: Un punto se mueve en linca recta de tal manera que

SOLUCION

a(t)=12t<4. Encuentre s(t) suponiendo que las condiciones

iniciales son v(0)=8 y s(0)=13

Partiendo de v(t)=12t-4, mediante ¢l procedimiento de
antiderivacidn obtenemos:

v(t)=6r-4t+C
para algin numero C. Sustituyendo O en lugar de t y
usando que v(0)=8 obtenemos:

v(0)=0-0+C=8

C=8

Por lo tanto v(t)=6t>-4t+8
o equivalente,

s (1)=61"-{~8
La antiderivada mas general de s (1) es

s(1)=23-263+8t+D

donde D cs algim nimero



SOLUCION

El movimiento de la piedra puede representarse mediante
un punto que sc mueve sobre una linea recta vertical cuyo
origen esta al nivel del suelo y su direccion positiva hacia
arriba. La distancia al suclo en el tiempo t es s{t) v las
condiciones iniciales son s{0)=144 v v(0)=96. Como la
velocidad disminuye, \-"(t)<0; es decir, la aceleracion es
negativa. Por lo tanto, seglin los comentarios anteriores a
este ejemplo,

a(t)=-32
Como v es una antidenvada de g,

v(1)=-32t+C
para algun nimero C. Sustituyendo 0 en lugar de t y
usando que v(0)=96 obtenemos 96=0+C=C y por lo tanto
v(t)=-32t+96
Como s (t)=¥(t), por antiderivacion obtenemos
s(ty=-16+96t+D

para algun niimero . Tomando t=0 y usando s(0)=144
llegamos a 144=0+0+D=D. Resulta entonces que la

distancia del suelo a la piedra al tiempo t esta dada por
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3. Se arroja hacia arriba una pelota, con velocidad de
48 ft/s, desde el borde de un acantilado a 432 pies
sobre ¢l fondo. Calcula su altura sobre el fondo a los
t segundos después. ;Cudnto alcanza su | altura
maxima? ;Cuéndo llega al fondo?

4. En la superficie de la Luna, la aceleracion de la
gravedad es de -3.28 piesiseg”.  Si se lanza hacia
arriba un objeto desde una altura inicial de 1000 pics
con una velocidad de 36 pies/s, encuentra su
velocidad vy su altura 4.5 segundos mas tarde.

5. Una pelota rueda cuesta abajo sobre un plano
inclinado con una aceleracién de 50 cm/seg”. Sino se
le imprime velocidad inicial a la pelota, jqué distancia
recorrera en t segundos? ;Qué velocidad inicial habria
que dar a la pelota para que rodara 23 m e¢n >

segundos?

En los ¢jercicios 6 a 10 encuentre I{x).




3) La altura maxima se alcanza pasando 1.5 segundos. la

3(1+4/13)
)

pelota llega al suelo a los ~ 6.9segundos.

4)32.24 pies/seg.

5) s(t)=0.25t>, Vo=5 m/s

IR

N

NS x) = x- %+1

6)f (x) = 2x

k]

8) £ (x) = iG £2%-3

9)/8x) = x"+ 3% - Sx+4

. 1 x 3
10)f(x)= 5=+ 7=

6.3 APLICACIONES PRACTICAS DE PRIMITIVAS O

ANTIDERIVADAS

(CONTINUACION)

Presentamios aqui algunos problemas en los que sc conoce el ritmo de

cambio de una cantidad y el objctivo es hallar una expresion para la

cantidad misma. Como el nitmo (razon) de cambio es la dervada de fa

cantidad, halle Ia expresion para la cantidad misma con la anliderivada,
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3

5000 = 2{0) + %9 0)? +C 0 C=5000

Por lo tanto,

3

1¢ =
P(x)=2x+ —3‘“.\'3 + 5000

En 9 meses la poblacion sera

3

10 = .
P(9)=2(9)+ ?(9)2 + 5000

=3,108
Ejemplo 6.9: Un fabricante ha encontrado que ¢l costo marginal es de
3q*-60q+400 délares por unidad cuando se han producido g
unidades. El costo total de produccion de las dos primeras
unidades es de 900 ddlares. ;Cual es ¢l costo total de

produccidn de las cinco primeras unidades?

SOLUCION El costo margmal es la derivada de la funcion de costo
total C. Por tanto, C debe ser la antiderivada de 3q'*
60q+400. Esfo es.

C(q)=q"-30g*+400g+k
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Para hallar C, use ¢l hecho de que la grafica de t pasa
por (2,6). Esto es, sustituya x=2 y {{2)=6 en la ecuacion
de f{x) v resuelva en C para obtener

6=(2)*+2+C 0 C=4
Por tanto, la funcion deseada es

f(x)=x x4

Ejemplo 6.11: Una empresa sabe que el costo marginal asociado a la

SOLUCION

produccidon de x unidades de cierto articulo estd dado por
30-0.02x {pesos). Suponiendo que ¢l costo, por producir
una unidad es de 335 pesos, encuentre la funcion de costo y

el costo por producir 100 unidades.

Si C denota la funcién de costo, entonces el costo
marginal ¢s la razén de cambio de C con respecto a x, es
decir

C(x)=30-0.02x
Buscando la antiderivada encontramos que

C(x)=30x-0.01%+k
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3) Un fabricante ha cncontrado que ¢l costo
marginal es de 6q+1 ddlares por unidad cuando
s¢ han producido q unidades. Tl costo total
(incluyendo gastos generales) de la produccion
de la primera unidad es de 130 délares. Cuil es
el costo total de produccion de las diez primeras
unidades?.

4) Un objeto se mueve de forma que su velocidad
después de t minutos es de 3+2t+6t" metros por
minuto Qué distancia se desplazard ¢l objeto
durante el segundo minuto?.

5) Un estudio ambiental de una cierta comunidad
sugtere que dentro de t afios el nivel de
monoéxido de carbono en el awe estard
cambiando a un ritmo de 0.1t+0.1 partes por
millon por afio. Si el mivel actual de monodxido
de carbono en el aire es de 3.4 partes por millon,

jcudl serd el mivel dentro de 3 afios?.
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UNIDAD 7. LA INTEGRAL COMO AREA BAJO UNA
CURVA O INTEGRAL DEFINIDA.

TEMATICA
Tiempo aproximado 8 horas.

La funcion drea bajo una curva y su derivada, aproximacion
mtuttiva al Tcorema Fundamental del Calculo,

Calculo de integrales de polinomios y lunciones algebraicas
sencillas. Aplicaciones al calculo del area bajo una curva.

En casos sencillos:

Aplicaciones geométricas: area entre dos curvas, volumen de un
sélido de revolucion.

Calculo del valor promedio de una funcion.

OBJETIVOS
Objetivos particulares:

Usando la funcidn area bajo una curva y su dernvada el alumno
tendra una aproximacton mtuitiva al Teorema Fundamental del
Calculo.
Retomando algunos de los ejemplos tratados en la prumera unidad se
busca que el alumno aphque la integral a la solucion de problemas
sencillos.

Objetivos especificos:
Al concluir ta unidad el alummo:

-—FElaborara una primera tabta de integrales v las aphcara al Calculo
de mtegrales de polinomios v funciones; asi como al Caleulo del drea
bajo una curva.

—Calculara el area entre dos curvas v encontrara ¢l volumen de un
sohdo de revolucion.

—Aplicara la integral al cilculo de problemas numéricos.
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El Calculo consta de dos partes principales, el Calculo diferencial y el
Calculo integral. El Célculo diferencial esta basado en la derivada. En esta
unidad definiremos el concepto que es la base para el Calculo mtegral: la
integral definida. Uno de los resuliados mas importantes que discutiremos
serd el Teorema Fundamental del Calculo. Este teorema demuestra que el

Calculo Diferencial v el Calculo Integral estan relacionados estrechamente.
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7.1 SUMAS
Con el caleulo integral se podra resolver problemas tales como: encontrar el
area comprendida entre la curva: (véase FIGURA 7.1)

y={(x), el ¢jc X y las rectas

X=a vy x=b

FIGURA 7.1

Para resolver este tipo de problemas sera necesario emplear la suma de
varios nimeros o de varias vanables; para abreviar dichas sumas, se
requicre usar la notacion sigma.

Pero antes de estudiar la notacidn sigma v de abordar el area del tipo de
regiones que hemos mencionado, se resolveran algunos problemas, tal y

como lo plantcaron los gricgos. pero usando para resolverlos, conceptos
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Para darnos cuenta mas claramente como podemos “aproximarnos” al arca
que nos interesa, abordemos un problema concreto:
[2 904 ]

Considérese un triangulo de base “b” v altura “a”. Se requiere encontrar su
Y

area aproximada a partir de circuncribirse dos rectangulos. (Véase

FIGURA 7.4).

C
R, l
A’ B’ a
R, l
A B
——
l
FIGURA 74

Circunscribamos dos rectangulos tal como lo piden, veamos que estos
pueden tener igual altura, pero no asi la base.

;Cuanto mide la altura de cada rectangulo?

. £
La altura de cada rectangulo es %

e

471



Por supuesto que ésta area es mayor que el area de! triangulo dado, pero si
se circunscriben  mas rectangulos mas aproximada serd el drea del
triangulo dado.

Supongamos que se circunscriben “n” rectangulos, de la misma altura, por

lo tanto la altura de cada uno de ellos es:

a
n

Veamos la FIGURA 7.5

A b | B

FIGURA 7.5
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Asi, para valores muy grandes de “n” nos acercaremos mdis al area del
triangulo, veamos algunos ejemplos antes de continuar.

Ejemplo 7.1: a) Calcular A(n) cuando n=10

ab 11
A(10) = 07 (1+2+.+10) = ';aab

b) Calcular A(n) cuando n=20

ab 21
A(ZO):'56;(14-24-}h_+20)=~16ab

Cuando n=20 hay una mejor aproximacion evidentemente que cuando
n=10.
Nétese que cada vez que “n” es mds grande resultard mas laborioso
calcular la suma:
1+2+3+44+ . +n

Por lo que ¢s conveniente tener una f6rmula para calcular dicha suma:

St Hamamos S= 1+2+3+..+n (1)

Se puede también escribir como: S=n+(n-1)+n-2)+.. +2+1 (2)

Si sumamos (1) y (2) se tiene que:

=] +2+3+ .. +n
S=n+n-l+n2+ ... +1
28__\(}1+1)+(n+l)+(n+1)-h...4{n+l)

N oveces



SA

- . A M4 [ g [ t7
Es decir el Area del triangulo de base “b” y altura “a” ¢s s

=i A(R)

e @b _n(n + 1)—|
TRt }12 3 2
_m " n{n+ 1
R 2 ’12
. ab{_(n+1)1

Tame o Loon

Jiem ab( 1\
o —i] + —
2 n/

fim 4 NS ~
ab . 1 'l
— fpm
= Y+ — | recordemosque,” , —=0|
LR N H AN : 1 b
ab 1+0
=3 (1+0)
ab
-2
ab
2

b

-~
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Ejemplo 7.2: Notacidn sigma

SUMA NOTACION SIGMA
a) 1+2+3+445+0 > ;
b) 32447576747 2.7
J=3
12 h_l_.zJ l 2 i‘l"fz+l
¢) (P +1)+ = (2 ¢ D" +1) M”( )
L
d) fx)AxHT ) At (%) Ax 2 ()

El ejemplo anterior muestra varias caracteristicas de Ja notacion sigma. Si
bien cualquier variable puede ser usada como indice de la suma, preferimos
i, j y k porque estan asociadas a los enteros normalimente. Notese que el
indice de la suma no aparece en los términos de la suma expandida.

Existen ciertas propiedades de la notacién SIGMA que son faciles de
demostrar v son de gran utilidad para demostrar algunas formulas que

seran usadas posteriormente.

PROPIEDAD 1: 2.c=cn (donde ¢ es una constante)

1=]

Demostracion.

c=ct+etot . Ac=ne

i=1
n veces

Asi, queremos calcular:

S
DT =T+THTHT+T+T+T+T = (TX8) =56
i=] -

8wy
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Demostracion.

i=m

=S o)k A (1= +/ ()

=) f10)

i=m

PROPIEDAD 3:
2 [ 0)+g0)] =210+ 2 260
=m = i=m
Demostracion.

ﬂf(iﬂg(i)] = f(m) +g(nn+ f(m+ 1)+ g+ D+ (=D +g(n=1)+f (10) +g(3)

= [+ [+ D A =D+ ) 80 +g0n+ D 4g(i—~ D +g()

Lpor qué?
.....
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Por lo tanto, tenemos la siguiente {6rmula para una suma:
G
2+l -k =(n+1)
k=0

“Una vez encontrada la férmula en términos de n es facil calcular una

suma’.
Ejemplo 7.5: Encontrar el valor de [a suma
1) .
(k+1) -]
=0
SOLUCION
10
(k +1) A’ (10+)* =
k=0

Existen otros ejemplos de sumas telescopicas como las siguientes:

E(A+l ) -k ] n+1‘

k=0

(1\ +1)° —kp] =(n+1)",Pe N P pertenece al conjunto de los
Naturales

L’J EL’J‘

(k+l /»l n+l -1

k=1

JLELA L
o k_k+lJ_ o+l
ﬁzh—l _Zﬁ'] :2m~1 ~1

k=1
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n "
Como Dk = Dk va que la suma de la izquierda tiene su primer elemento
k=0 k=1

igual a cero.

2 Hn+l)
NG =

P 2

Ejemplo 7.7: Demostrar que

ST W+ (21+1)

-

k=0 0

SOLUCION Para realizar la demostracion nos basaremos en la suma

telescopica.
(k+1)° —k3] =(n+1)’
k=0
Desarrollando la expresidn de la 1zquierda:
2/5‘ +3 + 3414 =(n+1)’

k=0

Usando las propiedades de la sumatoria:

n

Z(?sz + 3k + 1) ={n+1)

k=0
32!:2 +3D %+ zl =(n+1)’
k=0 k=0 k=0

3 (1 +1) N
Como: 2k = 5 y 21 =n+1
k=0 2 k=0

Realizando la sustitucion:



Ejemplo 7.8:

SOLUCION

Ejemplo 7.9:

SOLUCION

Encontrar una férmula en términos de n para la suma

i=1 i=l

_ 3n+1)2n+1) __2' An+1) factorizando

w,oo n(n+1(2n-1)
izi-2)= 3

i=]

Encontrar una férmula en términos de n para los

Primeros n niimeros pares.

¢ Recuerdas como sc escriben los niimeros pares?

2+4+6+8+..+2n 2;21‘:2;‘




EJERCICIOS 1

Si

n=10 entonces i.il 10+3 :1—3 =065
i=l 1‘12 2(10) 20
Zy+1 100+3 103

n=100 7 = = :03 2
Zm‘ 2100 200

et 73 2(1(11) " 2000

n=1000

=015

i: +1 10000+3 10008

n=10,000 = - ilam 2@(11)

I. Calcular cada una de las siguientes sumas

a)i( 2% +1) b)Z3f

1 )
) ~+—1 2+
N2

2. Escriba cada una de las siguientes sumas con

notacioén sigma

15 20 25 30 «5 40
A—+—+—+—+—+—
2 4 6 8 10 12
B3+8+13+18+23+28
2,6 12 20 30
N3 e e T
dN=-2+3-4+5-6+7
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a)i____-‘;(’; 2) b)Y {5k +3)
k=1 v

k=0
k(k+1) . k41
e )2 (-1""k
k=t 2 k=l
5. a)?.n(n +£)(n+2) b)”(4”2 _3”_1)
N 6
1 s
D A5 -1 |
2n’ =30 + 5 aln 4+ D> +n - 2)
e) p 3

7.2 INTRODUCCION AL CALCULO

INTEGRAL

7.2.1 AREAS DE FIGURAS CONOCIDAS

Existen ocasiones en que el cilculo de dreas bajo la curva resulta muy
sencillo, al utthzar areas de figuras conocidas. Consideraremos ¢l caso
especial de una area “barrida” por un segmento.

Tomamos ¢l segmento paralelo al ¢je Y, con un extremo en la curva y ¢l

otro con ¢l eje X. Notemos que el scgmento tiene longitud igual a la
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Ejemplo 7.12:  Calcule el area barrida por un segmento ordenada cuando

un extremo se mueve sobre la linea y=x como sigue

a)de (1,1) a (5,5) b) de (1,1) a (x,x)

SOLUCION

(3,5) /

. FIGURA 7.8

- b +5b
Recuerde que el area de un trapecio es (_1'5—2}1 (semi-suma de bases por

altura).

a) El 4rea es:

1+5

[T]4 = (3)(4) = 12 unidades cuadradas.
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a) El drea ¢s:
1+5 .
[—7—]4 = (3)(4)=12 unidades cuadradas.

b) Para este trapecio se tiene bi=1, b,=x y h=x-1. De donde el area es:

Lx) o ¥
2 Jl=

Ejemplo 7.13: Halle la funcion para el &rea barrida por un segmento

ordenada que se mueve bajo la linea y=2x a partir de

(0,0). (Véase FIGURA 7.9)

I / (x,2%)

-

FIGURA 7.9
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Estamos intcresados en el problema general de calcular el area bajo la

grafica y=1{x) entre las rectas x=a y x=b. Ilustraremos esto mediante un

ejemplo.
Ejemplo 7.14 Determine el area bajo la curva y=x" entre las rectas
x=0 y x=1. (Véase FIGURA 7.10)
Y Y
-~ P

ta

~

FIGURA 7.10
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Suponiendo al numero n de los rectangulos muy
grande, de manera que cada rectangulo sca muy
delgado, ¢l area A de nuestra region bajo la curva ¢s

aproximadamente igual a la suma de las dreas de los

(kY
4~ Z—(~)
k-1 H\H

Usando nuestras reglas algebraicas para la notacion

rectangulos:

sigma, y la formula para la suma de los cuadrados de
los n primeros enteros positivos, podemos simplificar

la suma anterior:

(kY ek 1,
SUET S8

= 3 \

&)

Py TAN VAR 7 T o

1] i+ 1 2n+ lﬂ
i 6
_2n3+3nz+n I 1 1

=— ==t —+-5
6 3 Z2n 6

-Si hacemos el nimero n de rectangulos mas grande,

tendremos entonces un mejor “ajuste” con la region

cuya drea estamos tratando de calcular. En el limite,
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De nuevo los anchos de los rectingulos son iguales a

13 , .
—. donde n es el nimero de rectangulos usados. La
11

altura del rectangulo inscrito k es la misma que la

altura del punto de la curva que esta arriba de

1
x=(k- l)(;). Asi, el area del rectangulo k es:

Uk =1Y

N\ H
Como antes esta suma pucde representarse mas
simplemente si usamos nuestras reglas en la notacion
sigma, hacemos un cambio de indice y empleamos la
térmula para la suma de los cuadrados de los enteros

positivos apropiados, como aparece a continuacion:

s (k-1 1L .
S Sy

k=1 FIN H Ty
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hacemos esta eleccion, basada Unicamente en la
comodidad.
En calculo se usa un simbolo especial para denotar al
arca que acabamos de calcular.  Como puede
suponerse, este simbolo fue inventado por Leibniz
para sugerir el proceso real de suma empleado en ¢l
calculo:

[

X dx
Este simbolo se lee como “la integral de x* desde x=0
hasta x=1".
La letra “S” alargada que aparece en este simbolo se
denomina el signo de integral. Proviene de la
primera letra de la palabra suma y tiene por objeto
fecordamos la suma que usamos para calcular el area
de la region mdicada. Los nameros 0 y | s¢ llaman,
respectivamente, los limites inferior y supcerior de
integracion y obviamenie indican los bordes

. . ., ., 2
1izquierdo y derecho de la region. La expresion x7,



SOLUCION

Ejemplo 7.16:

Pucsto que ésta es la region cuya area acabamos de
calcular por el método de agotamiento, podemos

inmediatamente escribir la respuesta:

1
I x'dx =
0

1
7
3
En algunos casos, el valor de una integral puede
escribirse sin hacer ningin calculo. Esto sucede, por
ejemplo, cuando el drea representada tiene una forma

geométrica famihar.

1
Determine el valor de la integral J; xdx. (Véase

FIGURA 7.14)

e

FIGURA 7.14

[V
e
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Ejemplo 7.18

SOLUCION

1
Calcular j o xdx

Y . Yy }'z.\'j

] /

FIGURA 7.15

’ - 3
Debemos encontrar el area bajo la curva y=x" desde x=0 hasta

x=1. (Véase FIGURA 7.15).

Consideremos un numero grande n de rectingulos que

circunscriban la regién. Cada rectangulo tiene ancho igual a =,
H

pero su altura es variable. La altura del rectingulo k ¢s la

. 3
misma que la del punto sobre la curva y=X", cuya coordenada es

H . 1 - .
k{n). Esta altura resulta ser (k/n)". Enseguida sumamos las
I

areas de esos rectangulos y entonces tomamos ¢l limite de la

suma cuando n tiende a infimto.
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a3
Ejemplo 7.19: Calcular .[) Xdx (1<0) (Veamos FIGURA 7.16)

]

o
ﬂ N
:::_"‘
0 t
FIGURA 7.16
SOLUCION Podemos usar el mismo procedimiento; al circunscribir n-

rectangulos la base de cada uno de ellos es:

{
b, =—
1

¢+ Cudl es la altura del k-ésimo rectangulo?

j(ln) (kr)"
ey gaget a, = — ==
La altura es: \ , -
, t Ykt ¥
Por lo tanto, A = ~ =
nAn
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Ejemplo 7.20: Usando ¢l resuitado anterior. Caleular cada una de las

siguicntes mtegrales,

" ea
a) J, xdx
[’ 3 4
Como: AR d.x‘zif ; ahora =

4
s, 1, ol
w Dosclop 20
1 1
B 1(3) 81
Pk =—| | =—
2 b ode=213) =i

En estos ejemplos ha variado ¢l limite superior, pero el limite inferior siempre ha

sido cero.

S5t




= l(5)“ —1(2)"
4 4
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Usando el procedimiento del ejemplo anterior, podemos

. . N3
encontrar una regla para el drea bajo la curva de t{x)=x".

Asi, fxa dv = j: v - j: X’dv (0zasby

f x*dx = j; xtdy - [: e = %lf — "_11 at

J‘lo 3
Ejemplo 7.22: Calcular ¢ dx

, j‘°3 05 J.*" L UIPAVRS S
SOLUCION | xde= | x k- X a’r=1(10) -1(3)

_ 9919

Unicamente la [érmula encontrada. nos sirve para calcular cl
area bajo la curva v=x, cualesquiera que sean los linutes pero

resulia necesario seguir generalizando.



5. Utilizando el resultado del ¢jercicio 4, encontrar una formula

para calcular:

Ib x'dv : azb

[S]

6. Usando las formulas encontradas. calcular cada una de las

siguientes integrales.

a) J.: x*dv c) .[15 xtd

b) J? xdx d) ,"j xtdx

7. Utihzando areas de figuras conocidas, calcular cada una de

las siguientes ntegrales.

a )J.: 2xdx d)j: \E—_—?
b)f: (5x - 10)dx g)f; (112 o
c)_‘i 4y S/ )J._l5 \/9_:(,\'+2)2c:lx
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7.3 ALGUNAS FORMULAS DE CALCULO INTEGRAL

7.3.1. EL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO

En la scccidn anterior se han encontrado algunos resultados importantes para
calcular integrales, sin embargo también hemos visto que estos resultados no son
suficientes, por lo que es necesario hacer mas generalizaciones.

Analicemos los resultados obtenidos, teniamos que:

¥ 1 s
vlv = —1°

Yh 2

I 1
vidy ==+t

.0 3

"¢ 1
Hdx = —17

)| 4

¥ |
xtdx = —_15

‘0 D

Historicamente, hasta donde se sabe, fue el matematico Inglés Isaac Barrow,
preceptor de Newlon, quien observd primero, después de estudiar varios
¢jemplos como los que hemos mencionado, que en cada caso hay una notable

relacion entre una curva dada y=t(x) v su {uncién que predice el area, asociada
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La observacion de Barrow de esta conexion esencial cnti'e mtegrales v derivadas
fue uno de los descubrimientos del siglo XVII.  Proporcioné el eslabdn
fundamental entre las dos ramas separadas del calculo y en particular, como
veremos, redujo el problema de calcular ¢l arca bajo una curva a un problema de

antiderivacidn.

El gran descubrimiento de Barrow de la conexion entre infegrales v
antiderivadas es aplicable a cualquier funcion que tenga una grafica continua y a
menudo se¢ menctona como el Teorema Fundamental del Calculo o (Teorema de

Barrow) el cual dice:

TEOREMA 1: |TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO
St f(x) es una funcién continua en el mtervalo cerrado [a,b].

critonges

b
[ ro=cn-Ga)
donde G'(x)=[(x), es decir. G(x) es una antiderivada de f(x) en

¢l intervalo [a,b].
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SOLUCION

5 .
F’ ((n" +4.r+:>)d\'
Para cvaluar esta integral, sélo nccesitamos encontrar una
antiderivada para la funcién integrando f(x)=6x"+4x+3, por
ejemplo
3,902, <
G(X)=2x+2x7+5y,

v entonces calcular la diferencia G(3)-G(-2). Ya que tenemos

G(3)=87 v G(-2)=-18, obtenemos

ﬁ (6t3+41c+5)dr:G(3)-G(—2) =87 +18=105

Evidentemente, es mucho mas ficil obtener drcas bajo las
curvas por antiderivacton que usando el larguisimo método

de agotamiento.

‘ b
Sera convenienle usar la notacion G(—Y)l , como una

abreviacion para la diferencia G(b)-G(a). Asi tenemos

G(x) | =G(b)~G(a)

La ttroduccion de este simbolo nos permite condensar la

cantidad de escritura necesaria en la evaluacion de la integral.
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Ejemplo 7.27:

SOLUCION

Este resultado nos permite encontrar o detcrmimar la integral
para cualquier polencia.
Con los resuitados obtemdos podemos resolver algunos

EjercIcios.

Calcular

6o 1 F 1 1, 728
o) Fdv=—xt [ =3
i 6" h 60 6 6
" Lo, P 1, ! 1
b hm—— 0 | oo ——
Wy di=157" | =" 1% "1
(16~ )t r1( il r164 2 r1(0 0|12
c)_ - X" Jdy Ln—- l ()—J“Lv()—SJ,.3

d)j [ ] dv = _[ —‘_; dy = f N dv=— 21 >

2 X

12

! | 3

(Y 2(7) 32
E)L (x4 D(3x+3) v = J: (3,\'2 +8v+ 5) dv= [.\'3 +aby? 435y il
=78+2 =30

f)[ xeby —J‘p\]d\ —g £

AlC‘

5 %5 55 160
== (32)* =~ 0% = —
6 6 3



7.3.2. PROPIEDADES DE LA INTEGRAL

Cuando empezamos a calcular integrales a partir del método de exhaucidn, lo
hicimos a partir del concepto de limite y ¢l de sumatoria, donde sumabamos las

areas de los rectangulos circunscritos, la idea era la siguiente.

o=t 3 pas
k=1

donde Aw; puede representar la base del k-ésimo rectangulo circunscrito y

f{zy) la altura del k-ésimo rectangulo.
Es decir la integral cumple con las mismas propiedades de limites y sumatorias.

Por lo que enunciaremos las propiedades de la integral las cuales no serin

demostradas.

PROPIEDAD 1

¢ b ¢
Si a< b< ¢, entonces .[ : J () :J; S (x)fk“".L Sk

Esta propiedad ya la hemos usado con Ia diferencia de integrales cuando por

cjemplo:

F Xck= J: Xk -_[: Xk

a

LA
[\
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PROPIEDAD 4

b b
j ; Cf(x)f’k :C.[ ’ Sk, donde ¢ es una constante.

Esta propiedad nos dice que la integral de una constante por una funcion, es

1igual a la constante por la integral de la funcion.

s
Ejemplo 7.29:  Calcular J; Txcke

s 147
. 2

. s j‘ﬁ 7,
SOLUCION L Txde =17 \ xdv = -2-\

Veamos otros ejemplos aplicando las propiedades 3 v 4.
Jllevar s
Ejemplo 7.30: Calcular J (-‘C' +ax” +1)d\‘-

SOLUCION ; i :
SOLUCIO -1'14 (_\__, 6+ l)a'\"- _.{ﬁ R e JL r}

1

VI A\3 _l 4 A
=[1(4) +2(4) +4) (4(1) +2(1) +1)

1
:(64+128+4)—(~;+2+1}
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nos ayuda a resolver una gran varicdad de problemas diferentes al cdleulo de

areas.

PROMEDIO

Iniciemos con el problema del promedio planteado en la unidad 1, para lo cual

necesitamos la sigwente definicion.

DEFINICION 2:

Ejemplo 7.32:

Ejemplo 7.33:

El valor promedio v de una funcidn y={x) en un intervalo
cerrado [a,b] esta dado por

I rooas

V=
‘ b-—-a

Calcula el promedio de los cuadrados entre 1 vy 10,

a=1, b=10, b-a=9

=T es ]
ifi000 11 1. 333
=] —— [=—(333) = == =3
o 3 379 ) 9 /

. El promedio es 37

Calcula el promedio de las raices cibicas de los ntmeros

entre 0 y 1.
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AT R
y=X
- 2 1
“— v=X
|
| [ 1 N
! 1 i T/
Ny -1 1 2
FIGURA 7.18

Claramente vemos que las funciones s¢ intersectan en x=0 y
x=1.

Podemos comprobar estos resultados algebraicamente.

-
Queremos saber para que valores de X, y=x ¥ y=X~ son

1iguales. esto es cuando:

AT o bien,
N-x=0 factorizando,
(1-%)=0 esta ccuacion tiene solucion cuando
=0 o 1-x=0, ¢s deerr, x=1

LN
)
e




FIGURA 7.19

SOLUCION Obviamente las curvas se intersectan en 0 y 1. Usando (1)

obtenemos

L
e
[y




dx-x"=-x+4
-5x+4=0 factorizando
(x-1) (x4)=0

Xlzl X2=4

Los limites de integracion son I y 4 que son los puntos donde

se intersectan las funciones y=4x-x" y y=-x+4

Por lo tanto, A= Id [(4.1:— xl)—(—x+4)]dx

Por lo tanto el area comprendida entre la parabola y:4x-x3 y

9 .
larecta y=-x+4 es 5 de unidades cuadradas.



Para calcular ¢l volumen de algunos sélidos de revolucion, haremos uso del

siguiente resullado.

El volumen de un solido de revolucién generado por =7 &) funcion continua

en {a,b] al girarla sobre ¢l ¢je x esta dado por:

Ijemplo 7.36: Fneontrar ef volumen del paraboloide de revolucion que se
forma al rotar la pardbola: v = v alrededor del ¢je x; donde

(2 x=1 (véase figura 7.21)

SOLUCION y

FIGURA 7.21
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Despejando y de @ xf -y =07

7]
€]
=
P
o]
¢
-
i
)
|
-
t
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EJERCICIC

»

I

OE

1. Caleule el drca comprendida entre Ja recta y=x yla
pardbola y=2-x%,

2. Encuentre el area de la regidon comprendida entre las
parabolas y=dyv—x" ¥y y=x" -du+ 6.

3. Determina ¢l drea comprendida entre las curvas y=x"¢

4. Hallar el drea de la region limitada por las graticas de
v=x 42l v=-x.x0=0 Vv =1
5. Encontrar ¢l volumen del solido generado cuando la region
de la curva v=x® entre x=0 v y=2 gira alrededor del ¢je x.
6. Encontrar ¢l volumen del solido generado cuando la recta

1 .- .
e enlre v=1 Vv v=35 giva alrededor del ¢je x.
7. Encontrar ¢l volumen del sélido generado cuando Ja region

bajo la curva y= ¥’ entie x=0 y x=3 gira alrededor del ge x.
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CONCLUSIONES

El principal motivo por el cual fue elaborado este trabajo, es para que los
alumnos de quinto semestre de Bachillerato puedan contar con un material de
apoyo en la materia de Calculo Diferencial e Integral I, acorde con los

programas de estudio.

Una, de las dificultades que se presentaron en la elaboracion de éste texto, era
contar con un programa muy ambicioso y muy poco tiempo para su
imparticion. Por lo que, tratamos de desarrollar los temas de una manera
sencilla y accesible, para que los alumnos tengan un material de apoyo de
acuerdo a sus necesidades. Contando con una buena cantidad de ejemplos y
auxiliandonos de graficas para el mejor entendimiento de los mismos. Ademas
de contar con bastantes ejercicios a lo largo del texto, cuya finalidad es que

refuercen los conocimientos adquiridos previamente.
El libro tiene la particularidad de poder complementarse con otras
bibliografias para el enriquecimiento de los temas, sin desajustarse con el

material expuesto a lo largo del trabajo.

Para aquellos profesores que utilicen el libro, les facilita la didactica por todas

las ventajas de su uso expuestas anteriormente.
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