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RESUMEN 

Este trabajo de Investigación Doctoral trata del desarrollo de controladores de 

robots rígidos accionados por motores de inducción cuyo objetivo fundamental de 

control es lograr una alta precisión en el seguimiento de una trayectoria deseada en 

el movimiento del robot. El problema considerado es el siguiente: dado un robot 

rígido accionado directamente por motores de inducción y una trayectoria desea

da representada por la posición deseada q~(t) y la velocidad deseada q~(t) en la 

k-ésima unión del robot, diseñar una ley de control que asegure el seguimiento de la 

trayectoria deseada, el acotamiento de las señales y la estabilidad interna del sistema. 

En primer lugar se hace una revisión del estado del arte para entender la pro

blemática acerca del tema propuesto y en función de este análisis se definen las 

contribuciones que se pueden realizar y se decide la utilización del motor de induc

ción (MI) tipo jaula de ardilla ya que es el más utilizado en la industria debido a 

sus ventajas sobre los demás motores y además, gracias a los últimos avánces tec

nológicos alcanzados se han desarrollado impulsores de velocidad variable de alta 

precisión a costos razonables y sus campos de aplicación aumentan gradualmente. 

Recientemente se están usando en lugares anteriormente reservados a otros tipos de 

motores (de corriente directa, de pasos y síncronos), como el accionamiento de sis

temas robóticas. Así, se proponen diferentes controladores para los MI que accionan 

a un robot rígido giratorio. 

En el primer esquema propuesto se disefta un controlador no lineal robusto usando 

el modelo completo del motor. Se considera la incertidumbre paramétrica en las 

resistencias eléctrica.~ de los devanados y se supone medible el estado del sistema. El 

controlador está ba.~ado en las propiedades de pasividad y se usa la técnica de redisefto 

de Lyapunov. Una característica relevante es que se considera la incertidumbre 

paramétrica de ambos devanados (del estator y del rotor) y su principal desventaja 

es la consideración del conocimiento del estado completo del MI. 

El segundo esquema propuesto, basado en el control por campo orientado co

mandado por corrientes (control PI en el lazo externo de corrientes) para el MI, se 

usa el modelo reducido de cuarto orden del motor y se disefta un controlador no 

lineal que considera el cOIlocimiento exacto del sistema (robot y motores). Se utiliza 

retroalimentación de sali(!a, por lo que es nccesario estimar las variables de estado 

del rotor por medio ,k UIl observador de lazo ('cITado. La principallirnitación de estc 

esq1H'ma es la suposicióll del cOllocilllil'llLo exacto de los paránlCt.ros cid sisLema. 
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Para subsanar la limitación del esquema anterior, en un tercer esquema se de

sarrolla un controlador no lineal adaptable que considera la incertidumbre paramétrica 

en las resistencias eléctricas de los devanados del rotor. Se utiliza un observador para 

estimar las variables del rotor no disponibles para medición y otro para estimar las 

corrientes de los devanados del estator (que sí est.án disponibles para medición) que 

son de utilidad para lograr la adaptación de los parámetros constantes desconocidos 

del rotor. Se logra el seguimiento de la trayectoria deseada, acotamient.o de señales 

y estabilidad asintótica del sistema. 

U na limitación de los tres esquemas anteriores es que se considera conocido el 

modelo del robot y para lograr el objetivo de seguimiento de trayectoria se usa un 

control de tipo centralizado. 

El último esquema desarrollado considera que no se conoce con precisión el modelo 

del robot y se utiliza una técnica de control robusto descentralizado para enfrentar 

la incertidumbre paramétrica, los acoplamientos entre las uniones del robot y las 

perturbaciones de la carga. En el motor de inducción se considera que se conoce el 

modelo pero no se puede medir el estado completo, por lo que se utiliza un observador 

de lazo cerrado para estimar las variables del rotor no disponibles para medición. Se 

diseña un controlador no lineal para garantizar el acotamiento de todas las señales 

y la estabilidad práctica del sistema. La principal ventaja de este esquema es el uso 

del control descentralizado debido a la facilidad de su implementación y su eficiencia 

computacional. 

Para ilustrar el desempeño de los esquemas propuestos, se realizaron simulaciones 

digitales del comportamiento de los sistemas de control diseñados. Los sistemas de 

control resultantes proporcionan una buena respuesta dinámica en lazo cerrado y los 

resultados de las simulaciones muestran que los objetivos de control se cumplen. 
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ABSTRACT 

This work of doctoral research concerns with the developing of controllers for rigid 

robots driven by indudion motors, whose fundamental control objective is achieve 

high preeision tracking of a desired trajedory in the robot movement. The problem 

formulation is: given a rigid robot directly driven by induction motor and a smooth 

desired trajectory qZ(t) for the kth juncLion, design a control law that ensures the 

desired trajectory tracking, the boundedness of the signals and the internal stability. 

Firstly, a state of the art revision is made to understand the problems. Squirrel 

cage induction motors were chosen beeause they are the most widely used for in

dustrial applications due to their advantages over other motors and because of the 

technological advanees achieved. Recently, induction motors are used in applications 

which were reserved to other motors (direct current, stepper and synchronous), as 

the robotic system drives. So, this work proposes several controllers for rigid robots 

driven by induction motors. 

ln the first proposed scheme a robust nonlinear control!er is designed using the 

full order motor model. Parameter uncertainties are considered in the electrical 

resistances of the stator and rotor windings and ful! state measurement. The con

troller use the passivity-based approach and the Lyapunov redesign technique. A 

relevant fact is that the parameter uncertainty of both stator and rotor windings are 

considered. The main drawback is the ful! state knowledge assumption. 

In the second proposed scheme, based on the field oriented eurrent-eommand 

mode control ( external PI controller with high gains), a reduced motor model is used 

and a nonlinear controller is designed assuming the exact system model knowledge 

(robot and motors). In this controller output feedback is used and the rotor variahles 

are estimated through 11 closed-Ioop observer. The main drawback is the exact model 

knowledge assllmption. 

To avoid the ahoye limitation, an adaptive nonlinear controller is developed ,0])

sidering pawmeter uncertainty in the rotor resistance, an observer tu estímate the 

rotor variahles and another 1.0 estímate the stator currents, nseful for parameter 

aclaptatiu]). This evntroller achieves the tracking uf the clesirecl trnjertory. [,ullnded

ness uf the signals ancl 11symptutic stability. 

Th0 :loove ::)chelnes ('unsich'r f'xact kn\)wlcdg(' uf th€- ruLJut pnranle.t\.:.>ls and ('('n

tralizcd sLrllct.llrC" ('ulll l'uI tu t!.chi('ve t )¡(-' t tacking- tr:tJí'rtur,\". 

------- ---- -- ---
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The last scheme developed does not consider exact knowledge of the robot pa

rameters and uses decentralized robust control technique to compensate parameter 

uncertainty, interconnections among manipulator links and load perturbations. Ex

act model knowledge and partial state measurement are considered for the induction 

motors, and a dosed-loop observer is used to estimate the unmeasurable rotor vari

ables. The controller designed guarantees the uniform ultimate stability and the 

tracking to the desired trajedory. The main advantage of this controller is its sim

plicity in the implementation and computational efficiency. 

Computer simulations are presented to illustrate the performance of the prpposed 

control systems. The controllers provide good closed-Ioop dynamical behavior and 

the control objectives are achieved. 

¡¡¡¡¡II¡¡¡lIliIi i 1 LU/,ilil1"I,,,¡,iI r,' 



Capítulo 1 

Introducción 

1.1 Motivación 

La robótica está siendo utilizada cada vez más en aplicaciones industriales y labo
ratorios de investigación. Los robots nacen de la necesidad de aumentar la produc
tividad y mejorar la calidad de los productos fabricados, así como evitar al operario 
condiciones de trabajo insalubres, peligrosas o tediosas y realizar tareas que resultan 
imposibles para un trabajador humano. Para alcanzar estos objetivos un robot debe 
poseer características sobrehumanas tales como: potencia, velocidad, infatigabilidad, 
volumen de trabajo e insensibilidad a medios hostiles. El estudio de la Robótica es 
complicado debido a la conjunción de numerosas tecnologías, algunas novedosas y 
con alto grado de especialización. De manera sencilla, se puede plantear que el pro
blema básico que pretende resolver un robot es manipular una herramienta en una 
determinada posición y orientación en el espacio y su sistema de control tiene como 
objetivo mantener un movimiento predeterminado del manipulador a lo largo de una 
trayectoria deseada, la cual está sujeta a ciertos patrones de posición, velocidad y 
aceleración, contemplando las limitaciones físicas de los dispositivos actuadores y las 
propiedades fundamentales de los robots. Un robot está formado por componentes 
mecánicos, eléctricos y electrónicos, y el entendimiento de las características de fun
cionamiento de todos los componentes y sus conexiones e interfases es fundamental 
para operar en forma eficiente a los robots, 

El movimiento de los manipuladores robóticos se logra gracias a los actuadores que 
impulsan sus uniones y estos pueden ser motores eléctricos, hidráulicos ó neumáticos, 
En rangos de potencia baja, los motores eléctricos son los más utilizados debido a que 
su controlabilidad es superior a la de los otros tipos, Por lo tanto, la tecnología de 
los motores eléctricos y sus controladores es un aspecto fundamental en la robótica, 
Tradicionalmente se han utilizado como accionadores de robots los motores de co
rriente directa (CD) ya que con ellos se obtienen buenas características de operación 
(velocidad y par) y son más fáciles de C()ntlOlar que los motores de corriente alterna 
(CA); sin embargo, en los motor", d" cn Sp tic;l1en problemas con el conmutador, 
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sobre todo a velocidades elevadas, además de que no son utilizables en ambientes 
sucios, corrosivos y/o explosivos. También se utilizan los motores a pasos pero su 
operación no es muy adecuada debido a que su velocidad es altamente dependiente 
del par de la carga, que varía contínuamente en este tipo de aplicaciones. Por otro 
lado, los motores de CA poseen características de operación no lineales que hacen 
difícil el diseño de sus controladores, aunque en la actualidad los servocontroles de 
máquinas de CA son competitivos y superan en algunas características a los de CD, lo 
cual hace atractivo el uso de los sistemas impulsores basados en motores de CA. Los 
motores de CA síncronos de imanes permanentes ya se utilizan como accionadores 
de robots, aunque tienen el inconveniente de tener un costo elevado. 

Actualmente, el motor de inducción (MI) tipo jaula de ardilla, es la máquina 
eléctrica más utilizada a nivel industrial debido a las ventajas que presenta sobre los 
demás motores: bajo costo, mínima necesidad de mantenimiento, alta confiabilidad, 
robustez y capacidad para trabajar en ambientes sucios y explosivos. Tradicional
mente los MI se han utilizado en aplicaciones que no requieren un control preciso de 
la velocidad y en la actualidad, gracias a los avances tecnológicos como los alcan
zados en la electrónica de potencia, en la electrónica digital y en el procesarÍliento 
digital de señales, a los avances en la teoría de control no lineal y en el análisis de 
máquinas eléctricas, se han desarrollado sistemas impulsores de velocidad variable de 
alta precisión a costos razonables. ASÍ, los campos de aplicación de los MI tipo jaula 
de ardilla crecen gradualmente y se están utilizando en lugares anteriormente reser
vados para los motores CD, de pasos y síncronos, por lo que se presenta como una 
buena alternativa para ser utilizado como accionador de manipuladores robóticas. 

Considerando lo anteriormente expuesto y debido a la relevancia que tendrá el de
sarrollo de controladores de sistemas robóticos accionados por motores de inducción, 
se estudió este tema en el presente trabajo. 

1.2 Antecedentes y trabajos previos 

1.2.1 Control del motor de inducción 

Como paso previo al diseño de controladores de motores de inducción, es necesario 
conocer el comportamiento de los motores en los diferentes regímenes de operación: 
arranque, frenado, plena carga, etc ... 

El diseño de controladores de alta precisión para motores de inducción es compli
cado debido a que un MI es un sistema no lineal subactuado y fuertemente acoplado, 
con algunos parámetros dependientes de la posición y otros variantes con el tiem
po, además de que no se puede medir el estado completo. En la actualidad existen 
diferentes métodos de control del MI y entre ellos se encuentran[Taylor94]: 
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1. CONTROL EN REGIMEN PERMANENTE: 

Considerados como los métodos clásicos[Bose97], se basan en la linealización 
del modelo del motor en un punto de operación de régimen permanente; las 
variables de control básicas son la amplitud y la frecuencia de los voltajes y 
corrientes del estator y su ventaja principal es que es posible' aplicar la teoría 
de control lineal en el diseño del controlador; sin embargo, el comportamiento 
dinámico es variable y depende de que tan cerca esté funcionando el motor 
del punto de operación supuesto, además de que existen acoplamientos entre 
las variables de entrada y salida del motor y es difícil controlar en forma in
dependiente las salidas .. Algunos métodos de control en régimen permanente 
usados son el control voltaje/frecuencia constante y el control de la frecuencia 
de deslizamiento y corriente del estator. 

2. CONTROL NO LINEAL 

• CONTROL VECTORIAL: 

Es el método de control estandar para máquinas de inducción y uti
liza el modelo no lineal del motor. Su objetivo principal es hacer que 
el MI se comporte como el motor de CD de excitación separada, con 
las variables par electromagnético y flujo magnético desacopladas. En 
esencia, el método consiste en una transformación no lineal de coorde
nadas (rotación) y una retroalimentación no lineal para lograr el de
sacoplamiento del par electromagnético y del flujo magnético [Blaschke72] 
[Leonhard85]; generalmente, las variables de control son las corrientes de 
estator transformadas. Algunas técnicas de control vectorial del MI son el 
control por orientación del flujo del rotor, del flujo del estator y del flujo 
de magnetización . 

• CONTROL NO LINEAL MODERNO: 

Estas técnicas usan el modelo no lineal del motor y se basan en la teoría de 
sistemas y tratan de demostrar formalmente características fundamentales 
del sistema de control. Algunos métodos usados son: 

(a) los basados en pasividad y moldeo de energía que utilizan la for
mulación Euler-Lagrange para el modelo del MI y aprovechan las 
propiedades físicas del sistema corno la conservación de energía y la 
propiedad de pasividad. En [OrtegaEspinosa93] se diseña un con
trolador globalmente estable para la regulación de par, usando un 
observador de las variables del rotor y conocimiento exacto del mo
delo del motor. En [EspinosaOrtega95] se aborda el problema de 
seguimiento de par y regulación de la norma del finjo del rotor. En 
[EspinosaOrtega94] se diseüa un controlador para el seguimiento del 
par y la regulación de la uorma del flujo del rotor sin necesidad de la 
medición o estimacilín []<> los lllljoS dd rotor. En [Espinosa, d al. 97] 
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se diseña un controlador para lograr el seguimiento de par y de la nor
ma de flujo de rotor. En [Ortega, et al. 96J se resuelve el problema 
de seguimiento de velocidad con regulación del flujo del rotor; 

(b) los que utilizan la linealízación por retroalimentación que consiste 
en transformar el sistema no lineal original en una relación lineal 
entre variables auxiliares de entrada y salida por medio de un lazo 
de retroalimentación no lineal interno; posteriormente se diseña un 
control lineal que asegure la estabilidad y el desempeño deseado del 
sistema lineal resultante. En [DeLucaUlivi88J se logra linealízación 
exacta entrada-estado y en [Krzemínski87J linealízación exacta entrada
salida de los voltajes de los devanados de estator y el par (o velocidad) 
y la norma del flujo en el rotor. En [Marino, et al. 98J se contempla 
el caso de resistencias del rotor y par constantes desconocidos. 

(c) los basados en backstepping: se divide el sistema total en subsistemas 
de menor orden, se elige uno de éstos y se le diseña un control por 
retroalimentación como si no existieran otras dinámicas y se obtiene 
un pseudocontrol; si en este proceso no aparece la señal de control 
verdadera se repite el procedimiento con los demás subsistemas hasta 
que esta aparezca. En [Kanellakopoulos, et al. 92] se aborda el caso 
de seguimiento de la velocidad y de la norma del flujo del rotor, 
utilizando un observador de flujós del rotor y conocimiento exacto del 
modelo. ,En [Hu, et al. 96J se aborda el caso de parametros inciertos. 

1.2.2 Control de robots manipuladores 

Se han desarrollado diferentes métodos para controlar robots [SpongVidyasagar89J 
y entre los principales se encuentran los siguientes [Aroestegui87J: 

• Métodos preprograrnados que utilizan leyes de control previamente almace
nadas en memorias donde se guardan las características pertinentes en una 
tabla y se usan cuando es necesario reproducir tales características. Estas 
leyes están sujetas a los problemas inherentes al control en lazo abierto. 

• Métodos basados en la linealízación del modelo y su objetivo principal es li
nealízar y desacoplar las ecuaciones dinámicas del robot para diseñar la ley de 
control. Estos métodos son poco precisos, sobre todo a altas velocidades; entre 
ellos se encuentran la técnica del par calculado y la técnica de control óptimo. 

• Métodos de control adaptable [SlotineLi86] utilizados si se tiene un conocimien
to limitado del sistema, específicamente si se tienen parámetros desconocidos 
variantes lentamente en el tiempo por lo que son necesarias leyes de adaptación 
de parámetros. Algunas técnicas de control adaptable son la de modelo de re
ferencia, la autosintonizable, las basadas en pasividad, etc ... 
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• Métodos de control robusto [Hu, et al. 95J en los que se usa el concepto de 
incertidumbre para considerar los aspectos imperceptibles o desconocidos del 
sistema real en el modelo matemático. Algunas fuentes posibles de incertidum
bre incluyen a los parámetros desconocidos, perturbaciones y dinámicas no 
modeladas. El control robusto es un control de estructura fija que garantiza 
la estabilidad y el desempeño deseado de sistemas con incertidumbre. Algunos 
métodos de control robusto usados son el basado en el diseño de Lyapunov y 
el de estructura variable o modos deslizantes. 

• Método de control descentralizado [Fu92][GavelHsia86J que a diferencia de los 
esquemas de control centralizado que tratan al robot como un sistema comple
to, aprovechan su estructura y sus propiedades y consideran al robot como n 
subsistemas interconectados (siendo n el número de grados de libertad del ro
bot) y se diseña un controlador por cada subsistema, el cual solamente depende 
de los estados locales, lo que proporciona ciertas propiedades de robustez ante 
fallas en el sistema, además de alta eficiencia computacional. 

• Otros métodos usados son los que combinan el control robusto y el adaptable 
y el control por aprendizaje[Amestegui87J. 

1.2.3 Control de robots accionados por motores de induc

ción: Estado del arte 

Existen trabajos de investigación que consideran el control de robots accionados por 
medio de motores de inducción y generalmente utilizan la configuración en cascada 
del MI y de los robots manipuladores. Normalmente los esquemas de control resul
tantes son una combinación de un método de control del motor de inducción y un 
método de control de robots. 

La mayoría de estos esquemas consideran el conocimiento exacto del modelo del 
MI, es decir, suponen que sus parámetros son conocidos. [BilalovicSabanovic91J usa 
un método basado en el control vectorial y en modos deslizantes del MI y en el 
control en modos deslizantes del robot para resolver el problema de seguimiento de 
velocidad usando la medición de las corrient.es de los devanados del estator y de la ve
locidad. El esquema result.ante es (le estructura simple, con rechazo a perturbaciones 
y robusto a la incertidumbre paramét.ric:a. [Cafuta, et al. 91J usa un método basado 
en el control vectorial del modelo dq del motor y el par calculado para el robot, 
además supone que el estado completo del sistema está disponible para medición. 
[Canudas, et al. 93J utiliza la formulación Eulcr-Lagrange para obtener los modelos 
del MI y del robot; su ('squcma de coutrol está basado eu pasividad y moldeo de 
energía para el MI y en d par ('il.!c1l1ac!o para el robot; supone un estado parcial
mf'ute medible (eorrient es ele e'st.llt.or, p()siciún y velocidad del rot.or) por lo que usa 
un observador dc ('stado ¡¡aLl ¡"s variabl"s del rotor; evalúa el par reqllerido (par 
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deseado) para lograr el seguimiento de la trayectoria deseada y posteriormente se 
asegura que el par electromagnético (7e=) producido por el motor siga al par desea
do (7d). El controlador resultante es no lineal y logra que el error de seguimiento 
converja exponencialmente a cero con las señales internas acotadas. [Hu, et al. 95] 
usa un método de control basado en backstepping para el MI y en la técnica del 
error filtrado [SlotineLi86]· para el robot; considera estado parcialmente medible 
(corrientes del estator, velocidad y posición del rotor) y utiliza un observador no 
lineal de flujos. El esquema resultante garantiza un seguimiento semiglobal en el 
error de posición y con acotamiento máximo uniforme, es decir, el error no converge 
a cero, sino a un conjunto residual de cero que puede hacerse arbitrariamente pequeño 
si se eligen adecuadamente ciertos parámetros de control. [PanteleyOrtega97] utiliza 
un método aplicable a sistemas no lineales interconectados por retroalimentación que 
usa la formulación Euler-Lagrange para los modelos del MI y del robot; el esquema de 
control está basado en pasividad, moldeo de energía e inyección de amortiguamiento 
y supone estado parcialmente medible por lo que utiliza un observador no lineal de 
flujos. El esquema resultante resuelve el problema de seguimiento asintótico global 
de posición y estabilidad interna del sistema. 

Por otro lado, algunos métodos consideran que el modelo no se cOnoce exacta
mente, es decir, toman en cuenta la incertidumbre paramétrica. [LyashevskiyChen96] 
utiliza un método de control robusto basado en la formulación Euler-Lagrange para 
los modelos del MI y del robot, consideran el modelo dq del motor y utilizan un 
algoritmo de control óptimo diseñado en tiempo discreto. 

1.3 Planteamiento general del problema 

Este trabajo tiene como objetivo principal el seguimiento de una trayectoria de refe
rencia deseada para robots rígidos accionados directamente por motores de inducción 
en sus uniones. El problema general de control se puede establecer de la siguiente 
manera: sea la trayectoria deseada en el robot representada por las posiciones q~(t) 
y las velocidades tit(t) en las k uniones del robot, diseñar una ley de control que ase
gure el seguimiento de la trayectoria deseada, la estabilidad interna y el acotamiento 
de todas las señales del sistema, suponiendo que las señales de referencia están aco
tadas, que el circuito magnético en los MI es lineal, que el estado del sistema no es 
completamente medible y considerando incertidumbre en los parámetros del robot y 
en las resistencias eléctricas de los devanados del rotor y del estator de los MI. 

1.3.1 Casos particulares 

Se tienen diferentes casos particulares del problema de control considerado. Aunque 
el objetivo de control sigue siendo válido, se tienen condiciones particulares de 
conocimiento de los modelos del MI y del robot y del estado del sistema. 
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• Caso particular No. 1: 

S 1.3.1 Se considera que se tiene disponible para medición el estado del sis

tema, formado por las comentes de los devanados del MI, la posición y la 

velocidad en las uniones del robot. 

S 1.3.2 Se considera que se conoce el modelo del robot. 

Este caso se trata en el capítulo 3. 

• Caso particular No. 2: Considera la suposición S 1.3.2 Y además 

S 1.3.3 Se considera conocido el modelo del MI. 

S 1.3.4 N o es posible medir las variables correspondientes a los devanados del 

rotor de los MI, por lo que es necesario estimarlas por medio de un observador 

de estados. 

Este caso se trata en el capítulo 4. 

• Caso particular No. 3: Considera las suposiciones S 1.3.2, S 1.3.4 Y además, 

S 1.3.5 En el modelo del MI solamente se considera incertidumbre paramétrica 

en las resistencias eléctricas de los devanados del rotor. 

Este caso se trata en el capítulo 5. 

• Caso particular No. 4: Considera las suposiciones S 1.3.3 Y S 1.3.4. Este caso 
se trata en el ca.pítulo 6. 

1.4 Contribuciones 

Como tema de investig3Ción y con base en las ventajas que tiene sobre los demás 
motores de CA, se seleccionó el motor de inducción tipo jaula de a.rdilla. para a.(;
cionar los robots manipuladores rígidos. Debido a que el objetivo fundamental de 
control es lograr una alta precisión en el sf'(;uimiento de la trayectoria deseada., se 
considera indispensable utilizar métodos de diseño basados en la teoría de sistemas 
no linp.ales utilizalldo la fOrIll<,lidad matmnática y el rigor analítico requerido. Se 
t!f'sarrol!aron esquelllas de control para los diferentes casos particulares enumerados 
eIl el plantealllif'nto del proLleJua. 
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Como una primera alternativa se diseña un controlador no lineal robusto para 
el caso de un conocimiento impreciso del modelo del MI. Para el robot se considera 
el conocimiento exacto de su modelo y se utiliza un control de tipo centralizado. 
En el MI se utiliza el modelo completo de sexto orden, se considera incertidumbre 
paramétrica en las resistencias eléctricas de los devanados del estator y del rotor. Se 
supone que el estado del sistema es medible. Para el diseño del controlador se parte de 
los resultados obtenidos en [EspinosaOrtega94] en donde utilizando una metodología 
basada en pasividad y moldeo de energía se desarrolla un controlador nominal para un 
motor de inducción que asegura la estabilidad exponencial del sistema en lazo cerrado 
considerando que se conocen con precisión los parámetros del MI. Ahora bien, en 
el esquema que aquí se propone se aborda el caso del conocimiento impreciso del 
modelo del MI y se tiene como aportación principal el diseño de una ley de control 
robusta no lineal para hacer frente a la incertidumbre paramétrica en las resistencias 
eléctricas de los devanados del MI, para lo cual se utiliza la técnica de rediseño de 
Lyapunov para garantizar el seguimiento de la trayectoria deseada, el acotamiento 
de todas las señales internas y la estabilidad práctica del sistema. Los resultados 
obtenidos están reportados en [GuerreroTang99a] [GuerreroTangOOc]. 

La principal aportación de este esquema es la consideración de la incertidumbre 
paramétrica en el modelo del MI. La desventaja principal es que se considera medible 
el estado del sistema. 

Posteriormente se hacen consideraciones más acordes con la práctica común en 
el control del MI y se aborda la técnica de control por campo orientado, que utiliza 
el modelo reducido de cuarto orden del MI. Además, usualmente las variables de 
estado del rotor del MI no se tienen disponibles para medición por lo que se usan 
observadores de estado para estimar los valores de las mismas. Tomando en cuenta 
lo anterior se proponen los siguientes tres esquemas de control: 

En primer lugar, se diseña un controlador no lineal que considera el conocimiento 
exacto de los modelos matemáticos del robot y del MI, retroalimentación de salida y 
estimación de las variables de estado (flujos) del rotor del MI utilizando un observador 
de flujos de lazo cerrado. Usando el método de Lyapunov se diseña un controlador 
que logra el seguimiento de la trayectoria deseada, acotamiento de señales internas y 
estabilidad exponencial. Una característica de este esquema es que en el análisis de 
estabilidad se contemplan tanto el controlador como el observador. Los resultados 
obtenidos están reportados en [GuerreroTang99b] [GuerreroTangOOa]. 

Por otro lado, es conveniente considerar la variación de la resistencia eléctrica de 
los devanados del MI, por lo que se propone el diseño de un controlador no lineal 
adaptable que considera la incertidumbre paramétrica en las resistencias eléctricas de 
los devanados del rotor de los motores. Para el robot se usa un control centralizado 
y se supone el conocimiento exacto de su modelo matemático. Con el controlador 

' ••• 'illllllllllli i i IIU i I i1i.ililhlllrilllih r, 1, j, i I ¡¡¡,di j, I , •• ! 'u.lili , 



1.4. Contribuciones 9 

propuesto se logra el seguiIIÜento de la trayectoria deseada, el acotamiento de las 
señales internas y la estabilidad asintótica del sistema [GuerreroTang99cJ. 

Una característica relevante de este esquema es que en el análisis de estabilidad 
del sistema en lazo cerrado se consideran el controlador, el observador de flujos y la 
ley de adaptación de los parámetros del motor. 

Por último, se desarrolla un método de control que considera que no se conoce (y 
no es necesario conocerlo) con precisión el modelo matemático del robot 
[Tang, et al. 97J [TangGuerrero98J. En los motores se considera conocimiento 
exacto del modelo, retroalimentación de salida y estimación de las variables del 
rotor. El controlador diseñado garantiza el acotamiento de todas las señales internas 
y la estabilidad práctica del sistema[Tang, et al. OOJ [GuerreroTangOObJ. 

La principal ventaja de este esquema es que incorpora la técnica de control 
descentralizado para enfrentar la incerlidumbre paramétrica y los acoplamientos entre 
las uniones del robot. 

Además de los resultados mencionados, es necesario resaltar la metodología uti
lizada en el diseño de los controladores. Es una práctica común considerar que 
un sistema compuesto por cargas mecánicas accionadas por motores eléctricos se 
puede dividir en un subsistema eléctrico, un subsistema mecánico y una señal de 
acoplamiento que normalmente es el par electromagnético producido por el motor 
eléctrico. En aplicaciones sencillas en las cuales no se requiere un control preciso 
de posición, de velocidad y! o de par normalmente se puede ignorar la dinámica de 
la parte eléctrica ya es más rápida que la dinámica del subsistema mecánico. Sin 
embargo, para aplicaciones de alto desempeño dinámico (que requieren un control 
preciso de posición, velocidad y/o de par) no se puede hacer esta simplificación ya 
que degradaría el comportamiento dinámico del sistema. 

El procedimiento utilizado en el diseño de los diferentes controladores se puede 
resumir de la siguiente manera: 

l. Primero se considera el problema de seguimiento de la trayectoria deseada en el 
sistema mecánico combinado (MI+robot). Se utiliza la ecuación dinámica del 
error de seguimiento de trayectoria para encontrar una señal de "par deseado" 
que asegure el seguimiento de la trayectoria deseada. 

2. Cada motor eléctrico debe proporcionar un par electromagnético que siga al pilr 
deseado requerido por el subsistema mecánico. También es necesario COllsiderar 
que la operación deseada del MI impone ciertos" flujos magnéticos deseados" 
('ll la estructura magnética. Es bien conocido[EspinosaOrtega95J que los pro
bl('ma~ de seguimiento de par y de flujo magnético se pueden expresar COIllO UIl 

pmhl<'lllil de seguimiento de corrientes de los devanados del MI. Por lo anterior
llH'ul(' ('''puest.o, es necesario conocer las ecuaciones dinámicas de los CITOI<'S de 
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seguimiento de la trayectoria deseada, de los flujos y de las corrientes. Además, 
en los esquemas que usan observadores de variables de estado y/o adaptación 
de parámetros también se deben determinar las ecuaciones dinámicas de los 
errores de observación y/o de adaptación. 

3. Después de formular las ecuaciones dinámicas de los errores para el sistema 
completo, se procede a realizar el análisis de estabilidad de Lyapunov y final
mente se diseñan las leyes de control y las leyes de adaptación de parámetros. 
Así, los controladores resultantes aseguran el comportamiento deseado ya que 
en el proceso de diseño se consideran las dinámicas de todas las partes del 
sistema. También es conveniente comparar los resultados obtenidos con los 
de otros esquemas de control existentes y así poder conocer las ventajas y 
desventajas de los diferentes métodos. 

1.5 Organización de la tesis 

En el capítulo 2 se trata el modelado matemático de los manipuladores robóticos 
accionados por motores de inducción. Después de una breve introducción a la for
mulación Euler-Lagrange que es fundamental en el modelado matemático de algunos 
tipos de sistemas físicos, se encuentran las principales representaciones matemáticas 
de los modelos de los robots rígidos y de los MI. 

En el capítulo 3 se presenta el diseño de un controlador no lineal robusto para 
el MI basado en las propiedades de pasividad y moldeo de energía considerando el 
modelo completo del motor, retroalimentación de estado y parámetros inciertos en 
el motor. En el robot se considera conocimiento exacto del modelo y un control 
centralizado. 

En el capítulo 4 se presenta el diseño de un controlador no lineal basado en obser
vador, se considera el modelo reducido del MI con parámetros conocidos y retroali
mentación de salida, por lo que utiliza un observador para estimar las variables del 
rotor no disponibles para medición; en el robot se considera un control centralizado 
y se supone el conocimiento exacto del modelo. 

En el capítulo 5 se presenta el diseño de un controlador no lineal adaptable, se 
considera el modelo reducido del MI con incertidumbre paramétrica en los devanados 
del rotor, retroalimentación de salida y un observador para estimar las variables del 
rotor; en el robot se considera un control centralizado y se supone el conocimiento 
exacto del modelo. 

En el capítulo 6 se presenta el diseño de un controlador no lineal descentralizado. 
Ahora en el robot se considera un modelo no conocido con precisión y se utiliza 
el control descentralizado para enfrentar la incertidumbre y los acoplamientos entre 
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las uniones del robot; en el MI se considera el modelo reducido con parámetros 
conocidos, retroalimentación de salida y un observador para estimar las variables no 
disponibles para medición. 

En el capítulo 7 se presentan las conclusiones del trabajo de investigación y los 
trabajos a desarrollar en el futuro. Por último, se presentan los apéndices del trabajo 
y las referencias bibliográficas relevantes al problema. 
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Capítulo 2 

Modelado de manipuladores 

robóticas accionados por motores 

de inducción 

En particular, el sistema electromecánico compuesto por un robot rígido accionado 
por motores de inducción pertenece a la clase de sistemas físicos formados por sub
sistemas de naturaleza energética combinada, cuyas ecuaciones dinámicas se pueden 
determinar a partir de leyes físicas y el principio de conservación de la energía. Por 
otro lado, es conveniente resaltar que una característica común de los diferentes sub
sistemas es que transforman energía y esto es aprovechado para formular el problema 
de modelado utilizando el método de indicadores variacionales que, a grandes ras
gos, consiste en definir ciertas funciones de energía y el Lagrangiano en términos de 
un conjunto de variables generalizadas (por ejemplo, posiciones para los sistemas 
mecánicos y cargas para los eléctricos) y, posteriormente, aplicar el principio de 
Hamilton para obtener la ecuación de Euler-Lagrange (EL) que describirá el com
portamiento dinámico del sistema completo incluyendo los términos de acoplamiento 
entre los diferentes subsistemas[WhiteWoodson59]. 

2.1 La ecuación Euler-Lagrange 

La configuración de un sistema físico es descrita por un conjunto de cantidades 
llamadas coordenadas y, desde un punto de vista dinámico, se puede considerar que el 
sistema consiste de varias partículas interconectadas que relacionan las coordenadas 
y que imponen ciertas restricciones sobre su comportamiento dinámico, por lo que 
también es necesario definir un conjunt.o de variables dinámicas (generalmente las 
primeras derivadas de las coordenadas) que describan como cambia la configuración 
del sistema. La ~k("ción de las coordenadas es " menudo algo arbitraria pero, <:n 
general, se puede a.~()ciar un SUbCOJl.lllllto ,le las coordenadas totalps con cada uno 

l · , 
.) 
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de los diferentes subsistemas. Por otro lado, puede ser posible que las restricciones 
permitan reducir el número de variables usadas para describir el sistema y en el 
caso de restricciones holonómicas expresadas en la forma h(ql, ... , qN; t) = O para 
j = 1, ... , M, donde N es el número de coordenadas y M el número de restricciones, 
es posible seleccionar un conjunto de n = N - 1\1 coordenadas independientes o 
generalizadas (el número de grados de libertad) tales que eliminen la necesidad de 
las ecuaciones de las restricciones. 

Una vez seleccionadas las coordenadas generalizadas se define como función de 
estado el Lagrangiano L:(ql, ... , qn; ql, ... , qn; t) que caracteriza al sistema, dependiente 
de las coordenadas, de las velocidades y del tiempo, pero no· de la trayectoria seguida 
para ir de un estado inicial a otro final. La diferencial total de L: es 

d.C( ..) ~ aL: dq ~ oL: ,l:. aL: dt ql, ... , qn ; ql, ... , qn; t = L.... a- k + L.... a---:-"""lk + éJt . 
k=l qk k=l qk 

(2.1) 

En el caso de sistemas conservativos, para determinar L: se elige una trayectoria de 
integración que mantiene todas las variables qk constantes para la integración con 
respecto a las qk y mantiene todas las qk constantes para la integración con respecto 
a las qk, además las integraciones pueden ser desarrolladas para un valor especifico 
de tiempo t. Así, 

¡q1 1 ••• ,qnith, ...• 4n ;t lq¡,····flnio .... ,O;t . 
L: = dL:(q~, ... , q~; t/¡, ... , q~; t) , 

. Ql, ..• ,QnjO, ... ,O¡t O •...• O;O, ... ,O;t 
(2.2) 

donde (.)' identifica a las variables auxiliares de integración. Sustituyendo (2.1) en 
(2.2) y separando términos se obtiene 

rq, •···•qn t oL:(f/¡, ... , ifn; O, ... , O; t) dq~ 
lo •...• o k=l al/k 

l <Íl' ...• <ln ~ OL:(qh ... , qn; t/¡, ... , cfn; t) d;/ 
+ L.... O;.J 'ik , 

0 •...• 0 k=l 'ik 
(2.3) 

y se observa que el primer término de la derecha depende de las coordenadas y del 
tiempo pero es completamente independiente de las velocidades, y el segundo término 
es función de los valores finales de las coordenadas y de las velocidades. Si se definen 
las fuerzas generalizadas fk 

f ( . ) - OL:(qh ... , qn; O, ... , O; t) 
k ql,· .. ,qn,t - a ' 

qk 
(2.4) 

la energía potencial V 

V = rq1 •... 'qn t( -f~(q~, ... , q~; t))d~ , 
JO"",O k=1 

(2.5) 
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el momento generalizado Pk . 

(2.6) 

y la coenergía cinética T* 

(<t" .. .,i/n n 

7*= Jn I)p~(q¡,···,qn;q;, ... ,q~;t))dq~, 
0, ... ,0 k=l 

(2.7) 

el L(tgrangiano C se define como 

que se puede utilizar para cualquier tipo de sistema, independientemente de su 
naturaleza energética. 

Ahora bien, el principio de Hamilton establece que la trayectoria dinámica real 
de un sistema descrito por el Lagrangiano, desde un tiempo t¡ hasta el tiempo t2 es 
tal que la integral de línea 1 = f:,2 C(q¡, ... , qn; q¡, ... , qn; t) es un extremo, por lo que 
la primera variación 8I de la integral de línea 1, que es independiente del tiempo, 
debe ser igual a cero, esto es 

(2.9) 

sujeta a las restricciones 8q(t¡) = O Y 8q(t2 ) = O. Evaluando esta variación e igua
lando a cero, se obtiene 

JI = I: - - --o 8qkdt = O [ '2 n [OC d OC] 
" k=¡ Oqk dt Oqk 

, k = 1, ... ,n. (2.10) 

El extremo JI = O debe mantenerse para toda variación 8qk de cualquier coordenada 
qk y como éstas son independientes, el término entre paréntesis debe ser igual a cero 
para toda k, por lo que se obtiene la ecuación 

(2.11) 

conocida como "ecuación Euler-Lagrange (EL)". 

Para extender el análisis ant.erior al caso de sistemas no conservativos 
[Ortega, ot al. 98], se deben mnsiderar las fuerzas no conservativas (externas al sis
tema conservativo) º E Rn que pueden 8er de tres tipos: las acciones de cont.rol, 
la disipación y las interacciones dd sist.emil COIl el medio ambient.e. Se 8UpOJW que 
las aCl"loJJ('$ de cont.rol (considera,!;', '·(lIIl() fuerzas impulsora., aplicada.s a la part.e 
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conservativa del sistema e independientes de las coordenadas y velocidades gene
ralizadas) entran linealmente al sistema en la forma Mu E R;', donde M E Rnxn. 
es una matriz constante y u E Rn. es el vector de control. Las fuerzas disipativas 
(dependientes de las velocidades generalizadas) son de la forma ij~'il, donde .r( q) 
es la función de disipación de Rayleigh. Las fuerzas de interacción con el ambiente 
~ E Rn pueden ser usadas para modelar el efecto de las perturbaciones. Así, para 
sistemas no conservativos la ecuación EL queda de la siguiente forma 

i(fJC(q,q)_fJC(q,q)=M _fJ.r(q) Q 
dt 8q 8q u fJq + ,. (2.12) 

donde q = [ql, ... , qn]T y 4 = [41, ... , 4n]T son los vectores de coordenadas y velocidades 
generalizadas, respectivamente. 

Por otro lado, si el número de entradas de control es igual al número de grados 
de libertad ( n,. = n, M = In, In es la matriz unitaria de dimensión n x n ), se 
dice que el sistema es completamente actuado y en el caso C0ntrario ( n" < n ) es 
subactuado, esto es, existen algunas coordenadas generalizadas a las cuales no se les 
aplica una fuerza externa. Por último, el desarrollo de la ecuación EL propórciona 
las ecuaciones que gobiernan el comportamiento del sistema dinámico. 

Para el caso de sistemas electromecánicos es necesario establecer que variables 
pueden ser elegidas como variables generalizadas. Para la parte mecánica está bien 
definido el significado de coordenada, velocidad, fuerza y momento, por lo que es 
usual elegir los desplazamientos mecánicos (qm E R-) como coordenadas genera
lizadas. Sin embargo, para la parte eléctrica no existe esta correspondencia y se tiene 
la opción de elegir como coordenadas generalizadas a las cargas eléctricas qe E R;'e 

Ó a los enlaces de flujo .A E R;'e. En este trabajo se elige a las cargas eléctricas como 
las coordenadas generalizadas. 

La función de energía total (el Lagrangiano) es una combinación de las funciones 
de energía de los subsistemas, 

C = Cm +Ce = (7;. - Vm) + (7; - Ve) = (7;. +7.*) - (Vm + Ve) = í* - V, (2.13) 

donde los subíndices e y m se usan para denotar cantidades de los subsistemas 
eléctrico y mecánico, respectivamente; nm + ne = n, ,* es la coenergÍa cinética 
total y V la energía potencial total. En el subsistema eléctrico, la coenergía cinética 
está relacionada con los campos maguéticos y la energía potencial con los campos 
eléctricos. Para el tipo de sistemas de interés se supone que la función de coenergía 
cinética total tiene la forma 

í*(q,4) = ~4T D(q)q, (2.14) 

donde D(q) = DT(q) > O es la matriz de inercias generalizadas, D(q) = diag[D., Dm], 
De Y Dm son las matrices de inercias generalizadas de los subsistemas eléctrico y 
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mecánico, respectivamente, q = [q: q;;;jT con qe , qm los vectores de coordenadas 
eléctricas y mecánicas, respectivamente. La función de energía potencial solo depende 
de las coordenadas generalizadas y está acotada por debajo, esto es, existe un e E R 
tal que V(q) 2: e para todo q E El" y e E R. 

Si se analizan por separado los subsistemas y se hacen consideraciones de tipo 
práctico (por ejemplo, que la coenergía del subsistema mecánico generalmente no 
depende de las coordenadas eléctricas y que la coenergía del subsistema eléctrico sí 
depende las coordenadas mecánicas), se tiene que[MeiseI66] 

T';'(qm, qm) = ~q;;:Dm(qm)qm, 
Ve(qm,qe) 2: Ce, 

(2.15) 

(2.16) 

(2.17) 

(2.18) 

Los términos disipativos se modelan mediante la función de Rayleigh y se supone 
que toman la forma 

-r-(.) 1q.TR ·· R E Rn.xn • . R -RT 
.re qe = '2 e eqe, e , e - e' (2.19) 

(2.20) 

y las matrices Re Y Rm están formadas por los parámetros disipativos de cada sub
sistema, resistencias eléctricas y coeficientes de fricción viscosa, respectivamente. 

Si el subsistema eléctrico es subactuado, el vector de coordenadas eléctricas qe, 
la matriz de entrada Me y el vector de entradas u son 

(2.21) 

(2.22) 

donde Onrxn., es una matriz de ceros de la dimensión especificada. 

u = [ U¡ ... un, f E Rn •. (2.23) 

El Lagrangiano del sistema completo es 

(2.2·1 ) 
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y desarrollando la ecuación EL para el sistema completo resulta el modelo del sistema 
electromecánico 

(2.25) 

Existen diferentes sistemas físicos que pueden ser representados por esta formulación 
Lagrangiana, entre ellos se encuentran los robots y las máquinas eléctricas. Es
pecíficamente, en este trabajo son de interés los robots rígidos y los motores de 
inducción trifásicos tipo jaula de ardilla. 

2.2 Robots rígidos accionados por motores de in

ducción 

En esta sección se describen los robots giratorios (sistema mecánico), los motores 
de inducción (sistema electromecánico) y el sístema completo formado por el robot 
accionado directamente por motores de inducción. 

2.2.1 Robots manipuladores 

Para la obtención de la ecuación dinámica de un robot giratorio rígido de n grados de 
libertad se utiliza la ecuación de Euler-Lagrange (en este caso particular el sistema 
maneja solamente energía mecánica, por lo qu no es necesario utilizar subíndices en 
las ecuaciones EL) 

d aC(q,q) _ aC(q,q) _ _ a:F(q) ~ 
dt aq aq - T aq +~, ' (2.26) 

donde q = [ql, ... , qn]T es el vector de posiciones de las uniones delrobot, C = T* - V 
es el Lagrangiano, T = h ... Tn]T es el vector de pares de entrada actuando sobre el 
sistema, :F considera los términos disipativos y Q, las perturbaciones. Se considera 
que se cumplen las condiciones de que la energía potencial V(q) está acotada por 
debajo y es independiente del vector de velocidades generalizadas q y la coenergía 
cinética es una funcióu cuadrática del vector q dada por T*(q,q) = !qTM(q)q (por 
costumbre se usa M(q) en lugar de D", para denotar la matriz de inercias en los 
sistemas robóticos). 

Desarrollando la ecuación EL se obtiene 

M( ) .. + M( ). _ 1 a(qT M(q)q) + aV(q) = _ a:F(q) + ~ 
qq qq 2 a aTa· """ . q q q 

(2.27) 
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y es usual definir 

C( ')' = M( )' _ 18(qT M(q)¡j) 
q, q q q q 2 8q , (2.28) 

g(q) = 8~~q) , (2.29) 

por lo que la ecuación que gobierna el comportamiento de los robots rígidos giratorios 
se puede expresar como 

(2.30) 

donde g(q) es el vector de pares gravitacionales y C(q, ¡j) contiene a los términos de 
Coriolis y centrífugos, cuyos elementos están definidos como 

(2.31 ) 

y los términos m .. son elementos de la matriz de inercias. 

Para facilitar el diseño de sistemas de control se toman en cuenta las siguientes 
propiedades fundamentales de los robots [SpongVidyasagar89]: 

P 2.2.1 La matriz de inercias M(q) es simétrica, positiva definida, M(q) y M(q)-1 

son uniformemente acotadas como una función de q E Rn, es decir, existen escalares 

K1(q) y K2(q) tal que 

K1(q) :S M(q) :S K2(q) . (2.32) 

Para robots cuyas articulaciones son todas giratorias las cotas son constantes (K1, , K2)' 

P 2.2.2 Los robots rígidos son completamente actuados, por lo que existe una en

trada de control independiente para cada articulación (grado de libertad) del robot. 

P 2.2.3 Todos los parámetros constantes de interés aparecen como coeficientes de 

funciones conocidas de las coordenadas generalizadas. Si se define cada coeficiente 

como un parámetro separado, resulta una relación lineal y la ecuación dinámica del 

robot se puede escrzbir como 

M(q)ij + C(q, lj)lj + g(q) + éJ~~¡j) = Y(q, ¡j, ij)p = T ~ Q" (2.33) 

donde Y(q, 1], (1) E Rnxr I~S una 1natrzz, llamada el regresar, de funciones canacuias 

y p E Rr es un vector de parámciros. como las masas, los momentos de inel'cia, eS 

una combinación dI' ellos 
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P 2.2.4 La matriz N = M(q) - 2C(q, q) es anti-simétrica. 

P 2.2.5 El mapa T H q es pasivo; es decir, existe un f3 ::::: O tal que 

foT qT(u)T(u)du =::::: -f3. (2.34) 

Además, en este trabajo se supone que las fuerzas de perturbación son despreciables. 

2.2.2 Motor de inducción 

Como paso previo al diseño de controladores de 1\11, es necesario conocer el com
portamiento de los motores en los diferentes regímenes de operación (arranque, fre
nado, plena carga, etc ... ). El análisis completo comprende la determinación de las 
fuerzas magnetomotrices (fmm) resultantes en el entrehierro de la máquina, las den
sidades de flujo magnético, los flujos magnéticos y los enlaces de flujo, así como el 
conocimiento de sus parámetros como son las inductancias propias y mutuas, las 
resistencias de los devanados, etc... Una vez conocidos los parámetros físicos de 
la máquina, se plantean las ecuaciones de los voltajes inducidos y de los voltajes 
aplicados en los devanados, y a partir de éstas se pueden determinar las demás 
variables de interés como son las corrientes, el par electromagnético y la veloci
dad [StcinHunt79][Fitzgerald, et al. 90][Taylor94]. Para lograr lo anterior es conve
niente obtener el modelo matemático del motor y realizar la simulación digital de las 
diferentes condiciones de operación del motor en la computadora. 

Para el modelado del MI se considera una máquina trifásica, simétrica, conecta
da en estrella (Y) y con neutro aislado. El MI jaula de ardilla es una máquina sub
actuada, con los devanados del estator disponibles y los del rotor inaccesibles. Los 
tres devanados del estator se consideran distribuidos senoidaImente, son idénticos y 
se encuentran desplazados 120 grados eléctricos entre sí, con un número equivalente 
de vueltas Ns Y con resistencia eléctrica Rs. Algo similar se considera con los de
vanados del rotor de un motor de inducción de rotor devanado. Sin embargo, cuando 
el devanado del rotor es de tipo jaula de ardilla, los conductores están embutidos 
en el material ferromagnético del rotor y son conectados en corto circuito en sus ex
tremos. En cualquier caso, los devanados del rotor se pueden representar por medio 
de devanados equivalentes similares a los del estator, con un número equivalente de 
vueltas N r Y con resistencia eléctrica R,. [Krause87]. Por otro lado, se supone que 
el circuito magnético es lineal, la permeabilidad del núcleo magnético se considera 
infinita, se ignoran los efectos de la saturación magnética y la longitud del entre
hierro es constante (máquina de rotor cilíndrico). Además, no se considera la 
existencia de imanes permanentes que aporten flujo magnético adicional al producido 
por los devanados del estator y del rotor. 

El modelo matemático del MI trifásico se puede obtener usando la formulación 
Euler-Lagrange [Meise166] y posteriormente se realiza la transformación del sistema 
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Figura 2.1: Circuito equivalente del MI trifásico. 
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trifásico original a un sistema equivalente de dos fases, con la finalidad de facilitar 
el análisis. El desarrollo siguiente está basado en [MeiseI66]. 

Se eligen como coordenadas generalizadas las cargas eléctricas (qe E Rn.) para 
el subsistema eléctrico y la posición angular del rotor (qm E R) para el subsistema 
mecánico. Tomando en cuenta las suposiciones hechas (que dan lugar a simplifica
ciones en el modelo) y analizando el circuito magnético se encuentra la relación lineal 
entre los enlaces de flujo y las corrientes de los devanados 

(2.35) 

donde>. E ~. es el vector de enlaces de flujo, De(qm) = D;(qm) > O E Rnexn. es la 
matriz de inductancias de los devanados, qe = [ q; q; JT E Rn., qs E Rn. y qr E Rnr 

son las corrientes de los devanados del MI, los subíndices s y r se usan para denotar 
las variables correspondientes a los devanados de estator y de rotor respectivamente 
y el superíndice T se usa para denotar la transpuesta. La coenergía cinética (del 
campo magnético) del subsistema eléctrico está dada por 

T.'(q., qm) = ~qr De(qm)qe (2.36) 

y la coenergía cinética del subsistema mecánico está dada por 

(2.37) 

donde Dm > O E R es el momento inercial del rotor. La el1ergÍa potencial del 
sistema es igual a cero ( V = Ve + Vm = O ) debido a que los efectos Glpacitivos en 



22 Capitulo 2. Modelado de manipuladores robóticas accionados por motores de inducción 

los devanados son despreciableS y se considera que la flecha del motor es rígida. Así, 
se obtiene el Lagrangiano del sistema completo 

(2.38) 

Para modelar las fuerzas externas, se supone que los efectos disipativos son lineales, 
que en el subsistema eléctrico se deben a las resistencias de los devanados y en el 
mecánico al coeficiente de fricción viscosa, de manera que las funciones de disipación 
de RayJeigh correspondientes son 

-r (' ) _ 1 ·TR· P Rn,xn. .re qe - zqe eqe, 'Le E , (2.39) 

:Fm(qm) = ~Rmq;, , Rm ~ O (2.40) 

Y que se pueden agrupar como 

. (2.41) 

por otro lado, se considera que las fuerzas de control son los voltajes aplicados a los 
devanados del estator u E Rn, y que el par de la carga mecánica acoplada a la flecha 
del motor TL es una fuerza de perturbación externa aplicada al subsistema mecánico. 

Con todos los elementos anteriores, es posible resolver la ecuación EL para obtener 
el modelo del MI. La evaluación con respecto a las variables del subsistema eléctrico 

(2.42) 

(2.43) 

(2.44) 

(2.45) 

(2.46) 

(2.47) 

(2.48) 
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(2.49) 

de manera que las ecuaciones dinámicas que gobiernan el comportamiento del l\1I 
son 

De(qm)iie + W1(qm)qmqe + Reqe = Meu 

Dmiim - Tem(tie, qm) + Rmtim = -TL, 

donde se han usado la siguientes definiciones 

W ( ) _ (JDe(qm) 
1 qm - aqm ' 

Tem(q.,qm) = ~ti;Wl(qm)tie 
y Tem(tie,qm) es el par electromagnético generado por el MI. 

(2.50) 

(2.51) 

(2.52) 

(2.53) 

Este modelo, basado en la formulación Lagrangiana, tiene la gran ventaja de 
ser aplicable a diferentes máquinas eléctricas, desde luego, considerando las carac
terísticas particulares (formas de onda de las fuentes de excitación, tipos de devana
dos, etc ... ) de cada máquina. 

En el MI jaula de ardilla trifásico, se tienen tres devanados fijos en el estator y tres 
devanados en el rotor, por lo que ne = 6, ns = nr = 3, las coordenadas generalizadas 
para el subsistema eléctrico son q: = [q~T q~TJT = [q~l q~2q:3q~1 q;2q~3jT (el superíndice 
3 se usa para denotar que se está trabajando con el sistema trifásico) y para el 
subsistema mecánico se usará Br en lugar de qm para estar más acorde con la notación 
usada en sistemas mecánicos giratorios. Las velocidades generalizadas para la parte 
1" l . t 1 d d;.3 ['3T '3TJT ['3'3'3'3'3'3 JT e ectnca son as cornen es en os evana os ~e = qs qr = qsl qs2 qs3 qr1 qr2 qr3 

y para la mecánica es la velocidad angular del rotor W r = er . Como solamente 
se tienen señales de entrada en los devanados del estator, el vector de entradas es 
u:l = [uy u~ u~ 1 y la correspondiente matriz de entrada es Me = [I303jT. 

Por la consideración de simetría, las resistencias de los devanados del estator 
son iguales y lo mismo sucede con los devanados del rotor, por lo que la matriz de 
resistencias 

y la m1itriz de inductancias es 

D3(B ) [D: D:r] e r =D3T D3 
sr r 

-~Lms 
L[., + Lm , 

-!Lm.~ 

(2.54) 

(2.55) 

(2.5(j) 
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-tLmr -Fmr] 
Llr + Lmr -:¡Lmr , 
-~Lmr Llr + Lmr 

(2.57) 

Cos(Or + ')') Cos(Or - ')') ] 
COS(Or) COS(Or + ')') 

cos( Or - ')') cos( Or ) 

27r 
, ')' = 3" (2.58) 

donde D; , D~ , D:r representan a las matrices de inductancias de los devanados del 
estator, del rotor y mutuas, respectivamente; Ll. y Lm. representan a las inductancias 
de dispersión y de magnetización, respectivamente y L sr es el valor máximo de la 
inductancia mutua. 

Sustituyendo estos datos y desarrollando la ecuación EL del MI trifásico, el 
modelo completo (subsistemas eléctrico y mecánico) está dado por 

[gk 
(2.59) 

(2.60) 

donde 

[ 

sin(lJr) sin(lJr + ,) sin(Or -,) ] 
WdOr) = sin(lJr -,) sin(lJr ) sin(Or + ')') = W[¡ 

sin(Or + ')') sin(Or - ')') sin(Or) 
(2.61) 

Esta representación consta de siete ecuaciones diferenciales (ocho si se incluye la 
relación dinámica entre posición y velocidad) no lineales acopladas, que deben resol
verse para determinar el comportamiento dinámico del MI en cualquier condición de 
operación. 

, Modelo equivalente bifásico. 

Considerando las suposiciones acerca de los devanados del estator y del rotór 
(simétricos, balanceados y senoidalmente distribuidos) es posible encontrar un con
junto equivalente de devanados que produzca efectos eléctricos y magnéticos equi
valentes en el MI. Se ha encontrado que dos devanados equivalentes en el estator y 
dos en el rotor son suficientes para representar a una máquina trifásica, por lo que 
es posible obtener una representación equivalente con un número menor de ecua
ciones, y en consecuencia, se hace más sencillo el análisis matemático. Si se parte 
del modelo trifásico del MI, el modelo equivalente de dos fases se obtiene aplicando 
la transformación de Blondel[Meise166] 

r,2<1> = ~ [1 cosCl') COSCl')] (2.62) 
3<1> 3 O - sinCl') sinCl') 
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a las variables eléctricas (corriente, voltaje, flujos ... ) de los tres devanados del estator 
y del rotor. El modelo resultante es conocido como 01./3 y su caracterfstica principal 
es que las variables equivalentes tienen un defasamiento de 90 grados eléctricos entre 
sí y están referidas a su parte correspondiente (estator o rotor). 

Aplicando las transformaciones al modelo trifásico (2.59-2.60) y siguiendo el de
sarrollo dado en [Espinosa93] resulta el modelo 0./3 del MI 

(2.63) 

(2.64) 

donde Or es la posición angular de la flecha del rotor, TL es el par de la carga, q. es 
el vector de corrientes transformadas de los devanados del estator y del rotor 

. ['T 'T]T [ . . . ']T q. "" qs qr = q.l qs2 qrl qr2 , (2.65) 

(2.66) 

L., Lr Y Lsr son las inductancias transformadas de los devanados de estator, de rotor 
y mutuas, respectivamente, determinadas a partir de las suposiciones hechas acerca 
del MI, 

eJOr _ [COS(Or) -Sin(lIr )] _ e-JTOr 
- sin(lIr) COS(Or) - , (2.68) 

J = [~ ~1] = _JT, (2.69) 

W (O ) = EJDe(Or) 
1 r EJll

r
' 

(2.70) 

(2.71 ) 

(2.72) 

Los voltajes aplicados a los devanados del estator del MI son las señales de control 

(2.73) 

el par electromagnético prod llcido por el motor es 

(2.74) 
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y los enlaces de flujo magnético son definidos como 

(2.75) 

donde A = [A~ A;y = [A'1 As2 Arl Ar2JT son los enlaces de flujo transformados. 

Cambio de sistema de referencia. 

El modelo af3 tiene la característica (que puede considerarse como desventaja) 
de que las inductancias mutuas entre los devanados del estator y del rotor dependen 
de la posición angular Or del rotor, lo cual se debe a que las variables del estator 
y del rotor no tienen el mismo sistema de referencia. Con la finalidad de eliminar 
la dependencia con respecto a Or se usa la transformación Blondel-Park que es una 
especie de cambio de coordenadas aplicado a las variables de los devanados para 
obtener una representación en un sistema de referencia común, que en general puede 
considerarse que gira a velocidad arbitraria, aunque es convl)Iliente considerar los 
casos particulares en los que el marco de referencia común está fijo en el estator (con 
velocidad ignal a cero), fijo en el rotor (con velocidad igual a 8r ) ó está girando a 
la velocidad angular del campo magnético producido por los devanados del estator 
(velocidad de sincronismo w. = 271" f. que depende de la frecuencia cíclica f. de los 
voltajes de entrada al MI). Lo anterior involucra un cambio de coordenadas y una 
vez que todas las variables del MI están referidas a un marco de referencia común 
las inductancias mutuas ya no dependen de la posición angular del rotor. 

Considerando como base el modelo af3, con el sistema de referencia ortogonal 
estático del estator (ejes a. , f3.) y el del rotor (ejes ar , f3r) girando a la velocidad 
w" se define otro marco de referencia ortogonal a",f3", que gira a velocidad arbitraria 
w'" = 8", y cuya posición angular está dada por O", = w",t + 0",(0) ; BAO) = B,,¡¡. 

Suponiendo que los ejes as , ar , a", coinciden en el tiempo ta = O en la posición 
BAO) = B.(O) = OrCO) = O Y que cualquier variable dada en los ejes originales 
(identificada como componente fa. Ó fft.) se puede proyectar a los respectivos ejes 
nuevos, entonces las relaciones entre los ejes son 

f~. = f",s cos(O",) + 1ft. sín(O",) 

f/3. = -fa. sin(B",) + fft, cos(IJ",) 

para las variables del estator (usando' y • para denotar que las cantidades pertenecen 
a los devanados del estator) y 

ra. = I"'r cos(lJ", -lJr) + ff3r sin(lJ", -lJr) 
fJ¡. = - f"'r sin(lJ", -lJr) + fftr cos(lJ", -lJr) 

para las variables del rotor (usando r y r) Y la f puede representar a las variables 
voltaje, corriente ó enlaces de flujo. 
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Figura 2.2: Sistemas de referencia. 

Con la finalidad de transformar simultáneamente tanto las variables del estator 
como las del rotor al marco de referencia que gira a velocidad arbitraria se utiliza la 
transformación 

[ 

e-':J9. OIz ] 
TBP = OIz e-.:r(9.-9r ) 

donde la rotación de los ejes se considera al usar la matriz exponencial . 

e.:J{) = [cos(¡J) - sin(¡J) ] = e-.:JT {) 

sin( 19) cos( 19) 

(2.76) 

(2.77) 

y {) representa al ángulo de rotación. Ahora bien, si se quiere expresar nuevamente 
el modelo del MI en el marco de referencia a(3 original se utiliza la matriz de trans
formación inversa 

-1 [ e.:J
9
• OIz ] 

TBP = OI
z 

e.:J(9x -9r ) • (2.78) 

Resumiendo, al aplicar la transformación Blondel-Park al modelo a(3 original, se 
obtiene el modelo ax(3x del MI (se agrega el subíndice x a los elementos que han sido 
transformados) 

Dexijex + W\xqex + R.A.x = Mexux 
.. 1.T . . 

DmOrx - zqexWZxqcx + RmOrx = -TL, 

. [.T.T]T [ . . . . ]T 
qcx = q!Jx qrx == qsl..c q.s2x qrl:r: Qr2x , 

(2.79) 

(2.80) 

(2.81) 

(2.82) 
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Ux =:: [U1X U2X]T, 

Rex = Re , }.IIex = Me Y el par electromagnético se define como 

l'Tw: . 
Temx = 2ªex 2xQex· 

(2.83) 

(2.84) 

(2.85) 

(2.86) 

Esta representación es válida para cualquier velocidad del sistema de referencia. Sin 
embargo, en la práctica se asignan velocidades que aporten resultados significativos, 
como el sistema de referencia estacionario fijo en el estator con velocidad W x = O 
(que produce la representación ab) y el sistema de referencia síncrono con w'" = w. 
la velocidad angular de los voltajes aplicados (que produce la representación dq). 

Cambio de variables de estado. 

En el desarrollo anterior, las variables de estado son las corrientes de los devana
dos del estator y del rotor. Sin embargo, se pueden elegir otras variables, como los 
flujos de los devanados del estator y del rotor ó una combinación de corrientes y 
flujos, para formar el estado del sistema. Estas nuevas representaciones matemáticas 
del modelo del MI se pueden obtener directamente utilizando la relación lineal entre 
corrientes y flujos del MI. Desde luego, la selección del vector de estado no afecta 
las propiedades del MI[Espinosa93]. Por ejemplo, la representación matemática con
siderando el marco de referencia ab fijo en el estator, y el vector de estado formado por 
las corrientes en el estator, los flujos en el rotor y la velocidad es[Marino, et al. 93] 

: Rs. L j3' j3' j3' 1 l,as = - -'tas - a sr tas + Q' .l\ar + npWr Abr + -Vas, 
~ ~ 

ibs = - Rs ibs - aLsrj3ibs + a(3).br - npWr(3).ar + ..!.Vbs , 
~ ~ 

).ar = -a).ar - rlpWr).br + aLsrias , 

>'br . -a).br + npWr).ar + aLsribs , 

dJ.Jr R". ().. \ _ .) 1 
dt = - Dm Wr + ¡t artbs - "'brtas - Dm TL , 

Y el par electromagnético Tem producido por el motor es 

Tem = Dm¡t(>.aribs - ).brias) , 

(2.87) 

(2.88) 

(2.89) 

(2.90) 

(2.91) 

(2.92) 

donde se han' usado los parámetros auxiliares a = t', ~ = L. - f.-, f3 = ;;1;' 
¡t = 'lJ::i~ y rlp es el número de pares de polos del MI. Para mayor simplicidad en la 
notación, se acostumbra eliminar los subíndices s , r de las ecuaciones, considerando 
que las corrientes pertenecen a los devanados del estator y los flujos a los devanados 
del rotor. 
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2.2.3 Robots rígidos giratorios accionados por motores de 

inducción 

El sistema electromecánico que nos interesa es un robot accionado por motores de 
inducción, por lo que es necesario combinar los modelos de los sistemas involucra
dos. Se considera el acoplamiento directo de un MI (representado en el sistema de 
referencia Ü'xf3x para generaliz,!"r) en cada una de las uniones del robot, por lo tanto 
se cumple que qk = Brxk , qk = Brxk = Wrxk, ijk = Wrxk y Tk = TLk, donde qk, qk , ijk Y Tk 
son la posición, la velocidad, la aceleración y el par de entrada, respectivamente, en 
la k-ésima unión del manipulador robótica y Brxk, Wrxk , Wrxk y TLk son la posición, 
la velocidad, la aceleración y el par de carga, respectivamente, del k-ésimo motor de 
inducción. La representación matemática del subsistema mecánico del k-ésimo MI 
acoplado directamente a la k-ésima unión del robot se obtiene al sustituir el término 
TLk del motor por el respectivo Tk del robot, esto es 

(2.93) 

y el par Tk se obtiene desarrollando la ecuación (2.30) para cada unión del robot, 

Tk = mk18rl + mk28r2 + .. , + mk"8r,, + Ck16rl + Ck26r2 + ... + ck,,6rn + 9k , (2.94) 

donde mk., Ck. Y 9k son elementos de M(q), C(q,q) y g(q), respectivamente y donde 
por simplicidad se han despreciado los términos disipativos y las perturbaciones 
externas. 

Con la finalidad de obtener una representación vectorial de las ecuaciones ante
riores se definen 

f!rx = (Wrxl W.,.x2 ... Wrxn]T , 

8 rx = [Brx1 B.,.x2 ... Brxn]T , 

Dm = diag [Dm1 Dm2 ... Dm,,] , 

Rm = diag [Rml Rm2 ... Rmn] , 

Combinando las ecuaciones de los subsistemas mecánicos Robot-MI 

(2.95) 

(2.96) 

(2.97) 

(2.98) 

(2.99) 

(2.100) 

haciendo D(8rx ) = Dm + M(8rx ) y q = 8 rx , la ecuación del subsistema mecánico 
Robot-MI combinado es 

(2.101) 

Para el subsistema eléctrico no hay cambios relevantes y se manejan la.~ mismas 
l'cllaciOll0s diwimicas pero considerando las igualdades Brxk = qk> W, k = i[k, w, ¡ ~ iik 
1'11 l:ts t'cuacioll('s correspondientes. 
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Ejemplo: Robot rígido de dos grados de libertad accionado p01' motores de induc
ción 

Para mostrar los diferentes esquemas de control resultantes durante el desarrollo 
del trabajo de investigación se utilizó un robot planar de 2 grados de libertad con 
sus dos uniones accionadas directamente por motores dGl inducción y con movimiento 
solamente en el plano horizontal. Así, los efectos de la gravedad no se consideran 
(g(q) = O) Y para mayor simplicidad del modelo se consideran despreciables los 
términos que representan la fricción viscosa de las uniones del robot (aunque si se 
consideraran podrían acelerar la respuesta transitoria del sistema) y las perturba
ciones externas. 

Las longitudes de los lazos ó eslabones son l¡ y 12 , sus momentos de inercia son 
h e 12 , la posición angular del lazo 1 con respecto del eje de horizontal es ql, Y la 
del eslabón 2 con respecto del eslabón 1 es q2. Se supone que las masas mI Y m2 de 
los eslabones se encuentran concentradas en sus respectivos centros de gravedad lel 
y 1c2. 

Figura 2.3: Robot rígido planar de dos grados de libertad. 

Se considera la coenergía cinética total (Y*) debida a los movimientos trasla
cionales (~*) y rotacionales (7;.*) y se desprecia la energía potencial (V). Las coor
denadas y velocidades (tras1aciona1es) de los centros de gravedad de los eslabones 
son 

Xl = lel cos ql YI = lel sinql 
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y¡ = lcJ q¡ cos q¡ X¡ = -lcJq¡sinq¡ 

X2 = -l¡ q¡ sin q¡ - la{ q¡ + (2) sin( q¡ + q2) Y2 = l¡q¡ cos q¡ + lc2( q¡ + (2) cos(q¡ + q2) 

de donde se obtienen 

2 . 2 ·2 V¡ = x¡ +Y¡ 
2 . 2 ·2 

V2 = x2 + Y2 

que se usan para determinar la coenergía cinética traslacional dada por 

(2.102) 

y ya que la coenergía cinética debida al movimiento rotacional (usando como r.efe
rencia la coordenada x) es 

'T'* 11 '2 11 (' .)2 
Ir = 2 ¡q¡ + 2 2 q¡ + q2 , 

se obtiene la coenergía cinética total 

T* 1 12'2 1 [Z2 ·2 Z2 ( . ')2 21 1 . (' . ) ] 2 m ¡ c1q¡ + 2m2 ¡q¡ + c2 q¡ + q2 + ¡ c2q¡ q¡ + q2 COSq2 

1 .2 1 ( . . )2 
+ '2 I ¡q¡ + '212 q¡ +q2 . 

(2.103) 

Las ecuaciones dinámicas del robot. se obtienen evaluando la ecuación de EuZer
Lagm.nge para cada coordenada generalizada ( q¡ Y q2 ) 

donde L = T* y se han despreciado la energía potencial, los términos disipativos y 
las perturbaciones externas. Evaluando, se encuentran los pares de entrada para las 
uniones del robot 

T¡ [m¡Z~¡ +m2(li +1~2 +2Z¡lczcosQ2) + J¡ + J2]Ci¡ + [m2(Z~2 +h1c2cosqz) + Iz]q2 
rn2Z¡lc2 sin(q2)q2q¡ - m21¡lc2 sin(Q2)(Ij¡ + (2)q2 , 
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En la forma matricial vectorial el sistema robótica considerado es representado por 
la matriz de inercias M(q) y la matriz de términos centrífugos y de Coriolis C(q,q), 
y considerando las ecuaciones anteriores se encuentra que 

M(q) = [ m¡I~1 + m2(li + l~ + 21¡1<2 COS(q2») + I¡ + I2 m2(!~2 + l¡1c2 COS(Q2)) + I2 ] 
m2(lc2 + /¡1c2 COS(q2)) + I2 m21c2 + I2 ' 

(2.104) 

(2.105) 

de manera que el modelo matemático resultante es 

M(q)ij+ C(q, q)q = 7 = [7¡ 72 r . (2.106) 

Además, es de mucha utilidad aprovechar la propiedad P 2.2.3 de parametrización 
lineal del sistema robótico. En este caso el modelo se representa por 

M(q)ij + C(q, q)q = Y(q, q, ij)p = 7, (2.107) 

donde, si la ecuación del vector de parámetros p es 

pT = [Pl P2 P3] = [m¡l~¡ + m21i + l¡ m21~ + I2 m2l¡1c2] (2.108) 

entonces el regresar Y ( q, q, ij) es 

Y(q, q) = (ij¡ ~¡ + ~2 COS(q2)~?ij¡ -+: ij2) -. S~(q2)[q¡q2 + q2(q¡ + q2)J ]. (2.109) 
O ql + q2 COS(q2)q¡ + Slll(q2)q¡q¡ 

Sustituyendo las matrices M y C en la. ecuación que combina la parte mecánica 
de los MI y el robot, se obtiene 

(2.110) 

El modelo no lineal resultante (Ml+Robot) presenta propiedades útiles en el 
análisis : 

P 2.2.6 El MI establece un mapa pasivo[Espinosa93} si se consideran como entradas 

los voltajes y el par de la carga, y como salidas las comentes en los devanados y 

la velocidad angular; esto es, si v = [u¡x U2x - 7L jT es el vector de entradas y 

y = [ qs!x q.2x árx]T es el vector de salidas, entonces el mapa M : v >-+ y es pasivo. 

Además, el modelo del MI puede ser visto como la interconexión de un subsistema 

eléctrico pasivo dado por 

(2.1ll) 
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y un subsistema mecánico pasivo 

(2.112) 

que incluye la parte mecánica de los MI y donde la carga mecánica acoplada a la 

flecha de cada motor se representa por medio del par de carga TLk. 

P 2.2.7 El vector dado por 

(2.113) 

contiene a las fuerzas que no producen trabajo en el subsistema eléctrico del MI 

[Espinosag3j. Además, el vector W(q., w" O,) siempre puede ser escrito como 

(2.114) 

tal que se cumple la propiedad de antisimetría 

(2.115) 

P 2.2.8 La matriz resultante de inercias generalizadas [Dm + M(e,,,,)] es simétrica, 

positiva definida, [Dm + M(e,,,,)] y [Dm + M(e,x)]-l son uniformemente acotadas 

como una función de q E Rn. 

P 2.2.9 El sistema mecánico combinado (MI + robot) cumple con la propiedad de 

linealidad en los parámetros y puede ser factorizado como 

[Dm + M(erx)]Orx + [C(e,x, !l,x) + Rm]€'1,x + g(e,x) = Temx = Y(e,x, S,x, 8,x) p, 
(2.116) 

donde el vector de fuerzas gravitacionales g( e,x) se introduce para generalizar, aunque 

en este trabajo se ha considerado despreciable. 

Las dos últimas propiedades son una extensión directa de las respectivas propiedades 
de los robots, ya que las matrices Dm y Rm son matrices diagonales de términos 
constantes positivos y por tanto no afectan la estructura y propiedades de las matrices 
M y C del robot. 

Todas estas propiedadcs se aprovechan en el diseño de los diferentes controladores 
tratados "ll estc traüajo. 
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Capítulo 3 

Control robusto 

Como se mencionó en el primer capítulo, existen diferentes métodos de control del 
MI y en este trabajo nos interesa desarrollar las técnicas de control no lineal debido 
a que son requeridas para alcanzar las condiciones de operación demandadas en las 
aplicaciones industriales modernas. En este capítulo se toma como base el método 
de control basado en pasividad [Espinosa, et aL 97, Ortega, et al. 96], en el cual se 
diseña una ley de control nominal que logra el seguimiento de una trayectoria de re
ferencia dada por el par requerido por la carga mecánica acoplada y el flujo magnético 
deseado en el motor (siendo éste más útil en los casos en donde el MI debe funcionar a 
velocidades mayores que la nominal, es decir, en la región de debilitamiento de campo 
ó cuando se desea optimizar la operación del motor) y que asegura la estabilidad 
exponencial del sistema en lazo cerrado suponiendo conocimiento exacto del modelo 
del MI. 

Partiendo del método de control basado en pasividad, aquí se plantea el diseño 
de un controlador no lineal robusto que utiliza el modelo completo del MI y retro
alimentación de estado pero considera que no se conoce con precisión el modelo, 
es decir, se toma en cuenta la incertidumbre paramétrica de la resistencia eléctrica 
de los devanados del estator y del rotor del MI. Para compensar la incertidumbre 
paramétrica se utiliza la técnica de rediseño de Lyapunov para encontrar una señal 
de control adicional que es agregada a la ley de control nominal para garantizar la 
estabilidad práctica del sistema. 

Se considerit que la carga mecánica es un robot rígido cuyas uniones son ac
ciouadas directameutc por motores de inducción y se supone que se conocen todos los 
par,ünctros cid ¡nisll\o, <'s (¡N'jr, se tiene cOllocillli(mto exacto del lllo(ldo Ilwtcmático 
dd ro¡'ot. 

. _. ---_. - ----
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3.1 Planteamiento del problema 

El modelo dinámico de los motores de inducción se obtiene de la formulación Euler
Lagrange descrita en el capítulo anterior. Se consideran motores de inducción trifásicos 
(31)), de dos polos, representados por su equivalente bifásico (21)), en el marco de 
referencia (aj3) y cuyo modelo matemático utiliza la representación EL dada por las 
ecuaciones (2.63-2.64). El modelo matemático del k-ésimo motor es 

Dek((}rk)iiek + Wlk(Brk)llrkqek + Rekqek = MeUk (3.1) 

.. 1.T . . 
DmkBrk - "2QekWlk(Brk)qek + RmkBrk = -TLk (3.2) 

donde k = 1, ... , n, n es el número de motores de inducción (igual al número de 
uniones del robot), qek = [q::;' q;kJT = [qslk qS2k qrlk qr2k]T son las corrientes eléctricas 
de los devanados del estator y del rotor respectivamente, (}rk es la posición angular 
de la flecha del motor, TLk es el par de carga, Uk = [Ulk U2kf es el vector de voltajes 
de entrada en los devanados del estator, y las variables y parámetros están definidos 
en las ecuaciones (2.65-2.73) del capítulo 2. 

Para propósitos de diseño del controlador del k-ésimo motor se considera que las 
salidas son el par electromagnético generado 

y la norma Euclidiana (denotada como 
\1 Ark \\= (A;kArk)~, donde 

(3.3) 

1 

11 . JI') de los enlaces de flujo en el rotor 

(3.4) 

Ahora bien, los motores de inducción se acoplan directamente a las n uniones de 
un robot rígido giratorio (2.30) y el subsistema mecánico resultante de la combinación 
de la parte mecánica del MI y el robot está dado por la ecuación (2.101) desarrollada 
en el capítulo anterior y repetida aquí por conveniencia 

El problema de control es formulado como sigue: dado un robot rígido accionado 
directamente por motores de inducción y estando el sistema completo representado 
por (3.1) y (3.5), suponiendo que se puede medir todo el estado, conociendo los 
parámetros del modelo del robot y de los motores de inducción excepto las resistencias 
de los devanados (Rsk Y Rrk), diseñar un controlador robusto que logre el objetivo 
de seguimiento de una trayectoria deseada qd(t) E]Rn , con las señales de referencia 
t, qd, iid, q(3 Jd acotadas y asegurando la estabilidad interna del sistema. 

"",iiil HO,WHlirIU u I.AI I .1 1, 
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3.2 Diseño del controlador nominal 

En el diseüo del controlador nominal se considera que se conocen todos los parámetros 
del sistema y que se tiene acceso a todo el estado. Este método está basado en la 
propiedad de pasividad del sistema y se desarrolló en [Espinosa93] y aquí se usa 
considerando que la carga es nn robot rígido y para lograr el objetivo de trayectoria 
se utiliza el método de control del error combinado de [SlotineLi86] desarrollado en el 
apéndice B y al cual nos referiremos cuando sea necesario. Las señales de referencia 
son un par deseado '(d que es una función diferenciable acotada y que se determina a 
partir de la trayectoria deseada y un fiujo deseado en el rotor A~ que es una función 
suave, acotada y diferenciable dos veces. 

Se define el vector de pares deseados (que se diseñarán posteriormente) para los 
motores de inducción como 

d _ [ d d d ]T T - TI 72 .. " í n , (3.6) 

y el vector de flujos deseados (de referencia) para el k-ésimo motor es 

donde (lpk es la amplitud máxima del fiujo, p% = arctan( ~~2k) es la posición del 
r" fiujo deseado en el rotor. Considerando que el modelo del MI está expresado en el 

sistema de referencia ortogonal aj3, se usa este fiujo de referencia para lograr una 
operación balanceada de los MI. Derivando p% se obtiene la velo~idad (deseada) del 
flujo deseado 

(3.8) 

El flujo deseado en el rotor se puede expresar en términos del par deseado 
[Espinosa, et al. 97] derivando A~k y sustituyendo el valor de /1% 

[ 

. d ·d ] 11,. d [(l ] . d - sm p P k Tk d d I-'pk 
Ark = (lpk • d'd = -(l-JArk ; con Ark(O) = O 

COS P P I-'pk 
(:~.9) 

Ahora bien, con la>; funciones deseadas Tg y >"~k se obtiene una clase de señales 
illt.eruas ,k referencia en forma de corrientes deseadas en los devanados del rot.or 
.Y del esLat.or, i¡~k y i¡~k' respect.ivamente, para el k-ésimo motor; de la ecmlcioll de 
volt.:\jes ,']1 d circuit.o del rotor O = 11,.q~ + ~~k se despeja q~k .Y al sustituir el valor 
de ~::).: ~c~ uilt,i()IlC 

(:UO) 
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para obtener q;k se despeja de la ecuación (3.4) y se sustituyen los valores deseados 
q~k y >'~k y así se obtiene 

(3.11) 

En [Espinosa, et al. 97] se prueba que el problema de control de seguimiento de par 
y de regulación de flujo se puede expresar como un problema de seguimiento de 
corrientes deseadas. Sea q:k := [tI.Z' q'!{jT el vector de corrientes de referencia y 
ek = qek - q~k el vector de errores de seguimiento de corrientes, se debe diseñar un 
controlador que asegure que limt-too ek = O, lo que implica que limt-too Temk = Tt Y 
lirnt-too 11 Ark 11= {3pk. 

Para propósitos de análisis de estabilidad las ecuaciones del sistema completo se 
deben expresar en formas adecuadas. Así, la ecuación (3.1) se puede escribrr como 

(3.12) 

donde 

(3.13) 

(3.14) 

y la forma de la matriz Cek se escoge de manera que se cumpla la propiedad de 
antisimetría enDek - 2Cek]ek = O. 

La ecuación (3.1) representa el comportamiento dinámico real del motor, y el 
comportamiento deseado debe cumplir con la misma ecuación pero usando los valores 
deseados de corrientes y voltajes, es decir 

(3.15) 

A partir de las ecuaciones (3.12) y (3.15) y de la definición del error de seguimiento 
de corrientes se puede encontrar la ecuación dinámica de este error 

Dek(qk)ek + Cek(qk, qk)ek + Rekek - MeUk - (Dek(qk)ij:k + Cek(qk, qk)q:k + Rekq:k) 

- MeUk - MeUdk (3.16) 

donde MeUdk es el vector de señales de entrada (voltajes) deseados que producirán 
la respuesta dinámica deseada en ellos MI. Desarrollando (3.15) se obtiene 

(3.17) 

donde if.k y ij~k se obtienen derivando las ecuaciones (3.11) y (3.10) respectivamente. 
Nótese que en estas expresiones se necesita conocer la derivada del par deseado, 
misma que se obtendrá más adelante. 

i¡ i , 



3.2. Diseño del controlador nominal 39 

En el análisis de estabiliilad se deben considerar las ecuaciones de los errores de 
seguimiento. En el apéndice B se obtuvo la ecuacíón dinámica del error combinado 
de seguimiento (B.4) y la del error de seguimiento de corrientes está dada por (3.16). 
En este punto es conveniente considerar que el vector de pares electromagnéticos re'" 
de los motores en realidad es el vector de pares deseados rd de entrada al sistema 
mecánico combinado para lograr el objetivo de seguimiento de trayectoria. 

Si se considera la función de Lyapunov candidata 

(3.18) 

y se desarrolla su derivada a lo largo de las trayectorias (B.4) y (3.16) se obtiene 

V(s,ek) = sT[rd -Yc(q,q,qr,iir)PcJ+sT[D-2C]s-sTR".s 

~ T[ - 1 T' + L..,{ ek -Cekek - Rekek + MeUk - MeUdk] + 2'ek Dekek} . (3.19) 
k=l 

Usando las propiedades de las matrices involucradas se obtiene sT[D - 2C]s = O 
y enDek - 2Cek]ek = O; R". es una matriz diagonal definida positiva por lo que 
el término _ST R".s siempre es negativo (debido a esto, suele decirse que por sim
plicidad, Rm = O y así se considera aquí); por otro lado si se eligen r d = -fss + 
y;'(q,q,qT>iir)Pe Y MeUk - MeUdk = -fekek se obtiene 

n 

Ves, ek) = -sTfsS - ¿[ek(Rek + fek)ek] . (3.20) 
k=l 

Desarrollando (Rek ) en sus partes simétrica y anti-simétrica, (Rek) - ~[(RekY + 
(Rek)J + ~[(RekY - (Rek)], Ves, ek) será negativa definida, yen este caso los errores 
de seguimiento tienden a cero exponencialmente, si la parte simétrica ~[(RekY + 
(Rek )] + f ek es positiva definida, lo cual se logra si 

(3.21 ) 

donde 

(3.22) 

Este requisito se cumple [EspinosaOrtega(4) para algún O < 1) :::; min{R'k, Rrk} si 

L2 '2 

r _ srkQk 
.<ck -1 11 ,O < f,. < Rrk , 1'1 2 O . 

4(,. 
(3.23) 



40 Capitulo 3. Control robusto 

En conclusión, el objetivo de control de seguimiento de trayectoria y de corrientes 
deseadas (y por tanto de seguimiento de par y regulación de flujo) se logra si el par 
deseado se obtiene como T d = -rss + Ye(g, q, gro qr)Pc, el vector de señales de voltaje 
de entrada es ]o.;[eUk = MeUdk - rekek con A1eudk dado en la ecuación (3.15). 

Para poder implementar la ley de control obtenida se necesitan 183 expresiones de 
la derivada del vector de pares deseados y del vector de aceleraciones. La derivada 
del par deseado id es 

d d 
-T 
dt 

(3.24) 

donde 183 funciones s y Y" dependen del vector de aceleraciones ij, que se despeja de 
la ecuación del sistema mecánico y está dada por 

q = D(q)-l[_(C(q, ti) + Rm)q - g(q) + Teml , (3.25) 

que se sustituye en la ecuación de id y de esta manera se evita la medición de la 
aceleración. 

3.3 Diseño del controlador robusto 

El diseño del controlador robusto es la principal aportación de este capítulo. En 
este caso se hacen l83 siguientes consideraciones: se conocen los parámetros del 
robot, l83 resistenci83 de los devanados (Rsk y Rrk) de los motores no se conocen con 
precisión y todo el estado está disponible para medición. Además, para desarrollar el 
método de control robusto es conveniente factorizar la ecuación (3.15) en un término 
independiente de los parámetros con incertidUlllbres y en otro término que sí depende 
de ést83. Haciendo 10 anterior, resulta 

Udk _ _ skqsk srke qrk sk-'-2qsk + srk e qkqrk _ + B <P 
[ ] [ 

L --d + L :Jq. --d + R 'T -d L .J :Jq. - -d ) 

O -).d + D L -d - gdk dk k 
rk ...I.lrk 2qrk 

(3.26) 
donde gdk es un vector cuyos elementos son independientes de los parámetros con 
incertidUlllbres (que en este caso son las resistencias de los devanados del estator Rsk 

y del rotor Rrk) definido como 

(3.27) 

<Pk = ( Rsk Rsk Rrk Rrk JT es el vector de parámetros y Bdk es una clase de regresor 
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resultante de la factorización y está dado por 

[ 

O
bllk O 

b22k 
Bdk = O O 

O O 

(3.28) 

donde 

bUk - LrkTt () 1 . ( )] d 
L (32 cos qk - -L szn qk ArZk' 

srk pk srk 

b22k -

b13k -

b24k -

b33k -

b44k -

Por otro lado, el análisis correspondiente al subsistema mecánico (el robot y la 
parte mecánica de los motores de inducción) es idéntico al plan~eado en la sección 
anterior, por lo que usaremos nuevamente las ecuaciones (B.4), (3.24) Y (3.25). 

Antes de considerar la incertidumbre paramétrica y suponiendo que se conocen 
los valores nominales de las resistencias de los devanados y que se denotan como R~k 
y R~k, el modelo nominal del subsistema eléctrico y el correspondiente controlador 
nominal (desarrollado en la sección anterior) del k-ésimo motor se expresan como 

(3.30) 

donde 

(3.31) 

donde 
(3.33) 

(3.29) 
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(3.34) 

y .pg = (R~k R~k R!/.k R!/.k jT es el vector de parámetros (resistencias de los devanados) 
nominales. 

Ahora, tomando como base el caso nominal, el diseño del controlador robusto para 
el caso real (con incertidumbre paramétrica en Rsk Y R.,.k) está basado en la técnica 
de rediseño de Lyapunov(Khali191] y debe contener una señal de control adicional 
X~k = B~kWk para compensar los efectos de la incertidumbre dada por 

donde lf.k es el vector de error en los parámetros, mismo que se considera acotado y 
su norma satisface lIlf.k 11:::: Pk , Y con Pk E R+ una cota conocida de la incertidumbre 
paramétrica. La resistencia de los devanados cambia durante la operación del motor 
debido al aumento de la temperatura y es común considerar que puede variar hasta 
en un 100 % por encima de su valor nominal. 

Así, para el k-ésimo motor se propone la ley de control robusto MeUk = Meu~
rekek + B3;,Wk, que al desarrollarla queda como 

(3.36) 

donde Wk = ( Wlk W2k W3k W4k f es la señal de control adicional que se va a diseñar. 

Ahora, se determina la ecuación dinámica del error de seguimiento de corrientes 
para el k-ésimo motor de la siguiente manera 

(3.37) 

si se agrega ±B~k <Pk alIado derecho de la ecuación y se agrupan términos 

(3.38) 

pasando el primer término entre paréntesis a la izquierda y usando la definición del 
error en los parámetros en el segundo término de la derecha, resulta la ecuación del 
error de seguimiento de corrientes 

(3.39) 

Para el análisis de estabilidad se elige la función de Lyapunov candidata 

(3.40) 

11111" 
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cuya derivada a lo largo de fas trayectorias (B.4) y (3.39) es 

n 

Ves, ek) = sT[rd_y"(q, q, qT> iir)Pc]+ST[D-2C]s+ L {enB~k«h+Wk)]-enRek+fekh}. 
k=l 

(3.41 ) 
Al considerar las propiedades de las matrices se observa que sT[D - 2CJs = O, 
eI[Dek - 2Cek]ek = O y el par deseado se obtiene a partir del subsistema mecánico y 
se elige como T d = ···fss-+ Yc(q, <i, <ir, iir)Pc' Sustituyendo en la derivada de la función 
(3.41) se tiene 

(3.42) 

En esta ecuación se observa que los términos primero y tercero del lado derecho 
son negativos definidos. Del análisis del segundo término se observa que la señal 
adicional Wk se debe elegir de manera que el término se haga negativo definido o en 
su defecto que esté aéotado. Se propone que la señal Wk sea 

BOT 
dk eh 2 

Pk 11 e[ B~k 11 +E/k (3.43) 

y analizando el segundo término ¿k=l [e[ B~k el> + e[ B~k wd con la señal propuesta, se 
tiene 

n 

L {erB~k(el>d Wk)} 
k=l 

(3.44) 

de manera que 

n 

Ves, ed < -sTrss - L {e[(Rek + fek)ed + E 

k=l 

Pilm probar que todas las señales están acotadas y que el erro~ d(~ seguimiento es 
uniformemente acotado se utilizan las expresiones dadas de V, V y las propiedades 
de las matrices y sus normas, de la siguiente manera 

(3.15) 
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donde d{Q} y X{Q} representan a los valores propios mínimo y máximo de {Q}, 
respectivamente, {Q} es una matriz real, simétrica y definida positiva y z es el vector 
formado por todos los errores del sistema. 

Utilizando la propiedad anterior se tiene que 

T {T {} [STDS] s rss ~ ~ r.}s s ~ ~ r. X{D} , (3.46) 

y combinando las ecuaciones anteriores 

También, V Y V se pueden expresar como 

V - ~[sT er ... e~J diag[D , {R.l + r el } , ... ,{R ... + r en} J[ST er ... e~JT 
- zT diag[D, {Red r el}, ... , {R.n + r en} Jz, (3.48) 

V < -aV+€ 

y resolviendo para V se obtiene 

V(t) :::; e-<>(t-to) [veto) - :J + : ' 

por lo que la norma del vector de errores z(t) es 

11 z(t) 1/2 :::; e-o(t-to) [Xdiag{[D , (H.l + r el) , ... , (H... + r en) ]} 11 Z(tO) 112 
d{diag[D ,(Rel + rel), ... , (R... + ren]} 

2€ ] 
aMdiag[D, (R.l + r el), ... , (R.n + r en]} 

2€ 
+ aM diag[D , (Rel + r el ) , ... , (R.n + r en]} 

< h + 2ó (3.49) 
aMdiag[D, (Re¡ + rel ), ..• , (R... + r en]) 

""iIi "",1 i i" • ,111.1" 
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es decir, el error está contenido en la bola 

Resumiendo, con los resultados anteriores se establece el siguiente teorema: 

Teorema 3.1 Sea el sistema formado por un robot rígido accionado directamente 

por motores de inducción representado por las ecuaciones (3.1) y (3.5), entonces la 

ley de control robusto 

(3.51) 

donde W12k = diag[wlk W2k], con los estados internos del controlador 

(3.52) 

W34k = diag [W3k w4d Y la señal adicional de control 

B~rek 2 

Wk = - Pk 11 erB~k 11 +ék Pk (3.53) 

Y B~k Y f ek están dados por las ecuaciones (3.34) y (3.22) respe~tivamente, asegura 

la estabilidad práctica del sistema en presencia de incertidumbre y garantiza que el 

error de seguimiento es uniformemente acotado. 

3.4 Simulaciones 

El robot rígido de dos lazos que se mueve solamente en el plano horizontal y que es 
accionado por motores de inducción acolados directamente en las uniones del robot 
descrito en el ejemplo del capítulo dos se utilizó en las simulaciones para ilustrar el 
(k~"mpeüo del controlador propuesto. Los parámetros del robot, de los motores ele 
inducción (cada uno de 2.2 KW) y las condiciones iniciales se eligieron iguales a las 
reportada,; en [H n, et al. 96] (ver también [PanteleyOrtega97]) y están dados en los 
a1 ";ndic{'s. 

L;to s"ii"les de referencia para las posiciones de los lazos son qdk = sill[(l- (,-SI')t] 
y vi H,c1.0) de parámetros dd robot est.á dado por 

T ] Ji, -- [1') [12 [1J] ~- [3.31 lUlo lU6 . 
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Para los motores de induccióri, la norma del flujo deseado en el rotor es 11 >'~k 11 = 
{3pk = 2 Wb y los valores del par deseado Tt y su derivada Tt se obtienen del sistema 
robótico. Los valores nominales de las resistencias de los devanados del estator y del 
rotor son R~k = 0.85 n y R!;.k = 1.0 n respectivamente. El valor del parámetro de 
diseño es Ek = 0.0001 Y los valores de las ganancias usadas 

'Yak = 1, rqk = 100I;¡, rak = 50I;¡ . 

El resultado principal del esquema de control robusto se muestra en las figuras 3.1 
y 3.2 donde se observa que los errores de seguimiento de las posiciones y velocidades 
tienden a cero. En las figuras 3.3 y 3.4 se muestra que los errores de seguimiento en 
las corrientes de los devanados del estator de los motores tienden a una vecindad del 
cero. 

3.5 Conclusiones 

Se ha diseñado un esquema de control robusto para un robot rígido accionado direc
tamente por motores de inducción en sus uniones. Se considera que el modelo del 
robot es conocido con precisión y en los motores se ha considerando incertidumbre 
paramétríca en los devanados del estator y del rotor. Se utilizó la técnica de rediseño 
de Lyapunov para obtener una señal de retroalimentación que se agrega a la señal 
de control del caso nominal para garantizar la estabilidad interna y el acotamiento 
uniforme máximo de los errores de seguimiento en presencia de las incertidumbres. 
Los parámetros Rsk y Rrk de los motores no necesitan ser conocidos con exactitud 
a priori y solo es necesario conocer la cota de los términos con incertidumbre para 
determinar las señales de compensación. 

El esquema de control resultante es simple, tiene un buen desempeño ante las in
certidumbres de las resistencias de los devanados del motor, aunque tiene la desven
taja de necesitar el estado completo del sistema y es sabido que las variables corre
spondientes al rotor no se pueden medir fácilmente y es más conveniente estimarlas 
por medio de un observador de estado. 

Para propósitos de comparación se anexa la figura 3.5 que muestra los errores de 
seguimiento de posición y velocidad en la unión 1 del robot, suponiendo que se cono
cen con precisión los parámetros y se utiliza el controlador nominal[Espinosa93]. 
Es notorio que los errores convergen exponencialmente a cero y que tienen una 
respuesta transitoria mejor. En cambio, las gráficas correspondientes con la uti
lización del controlador robusto propuesto muestran un comportamiento transitorio 
con oscilaciones, aunque los valores máximos de los errores no difieren mucho. Tam
bién se muestra que los errores no tienden a cero y que permanecen en una vecindad 
del cero, como se esperaba. 

, ,_~.on-~ ___ ""liPiii""li,m, ,,,., ~~_ 
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Figura 3.1: Error de seguimiento de posición qk para el lazo 1 (izquierda) y para el lazo 

2 (derecha). 
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Figura 3.2: Error de seguillÚento de velocidad qk para el lazo 1 (izquierda) y para el lazo 

2 (derecha). 
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Capítulo 4 

Control basado en observador 

En este capítulo se considera el problema del control de un robot rígido accionado 
directamente por motores de inducción comandados por corriente (ver Apéndice A) 
para seguir una trayectoria deseada. Considerando el modelo reducido de cuarto 
orden del MI se propone un controlador de corriente que utiliza las mediciones de 
posición, velocidad y corrientes del estator. El flujo del rotor se estima por medio 
de un observador de lazo cerrado. Inicializando apropiadamente el observador, el 
controlador resultante no contiene singularidades y asegura un seguimiento global 
exponencial de la trayectoria deseada. Este hecho asegura cierto márgen de robustez 
del sistema de control propuesto ante incertidumbres paramétrícas provenientes del 
MI y del manipulador. Se presentan simulaciones de la operación del sistema resul
tante para ilustrar el desempeño del controlador diseñado. 

4.1 Planteamiento del problema 

Se considera un robot rígido accionado por motores de inducción acoplados direc
tamente a las uniones del robot, se suponen conocidos los modelos del robot y de 
los motores y como no es posible medir todas las variables de estado se utiliza la 
retroalimentación de la salida. El método de control utiliza el modelo equivalente 
bifásico del MI con el marco de referencia fijo en el estator (el modelo ab obtenido 
en el capítulo 2), aunque por conveniencia ahora se utiliza una representación vec
torial del modelo. Por simplicidad en la notación, se eliminan los subíndices s , r 

y se considera que las corrientes pertenecen a los devanados del estator y los flujos 
a los devanados del rotor. Agrupando las ecuaciones dinámicas de los enlaces de 
flujo en los devanados equivalentes del rotor (2.89 y 2.90) Y de las corrientes de los 
devanados del estator (2.87 y 2.88) del modelo equivalente ab, el k-ésimo motor está 
representa.do por 

fl,k = (;)rk, 

D"'kW,k -- Dmkf.LéT:r Ak - TU , 

40 

( 4.1) 

(4.2) 
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Ak - (-CikIZ + npkWrk.:J)Ak + CikLsrkik, (4.3) 

Zk - (Cik/3kI2 - npkWrk/3k.:J)Ak - (RSk + Cik/3kLsrkJik + -.!:..Vk , (4.4) 
Jk Jk 

donde Wrk es la velocidad del rotor, Ak = [Aak Abk]T denota los enlaces de flujo de 
los devanados del rotor, los vectores ik = [iak ibk]T Y Vk = [Yak Vbk]T representan la 
corriente y el voltaje de los devanados del estator, respectivamente, TLk es el par de 
carga del motor, 

[ 1 O] [O -1] ~= O 1 ' .7= 1 O (4.5) 

y los parámetros del motor se definen en el Apéndice C. 

El método propuesto utiliza la técnica de control por campo orientado comandado 
por corriente explicado en el Apéndice A. Tomando como base lo expuesto allá, se 
usa un controlador PI de la forma 

Vk = Kp(irk - ik) + K¡ l(irk - ik)dt, Kp, K¡» Z¿ (4.6) 

Y resulta el modelo (reducido) de cuarto orden 

f)rk - Wrk, 

DmkWrk - DmkJ.Lki;k.7Ak - TLk, 

Ak - (-akIZ + npkwrk.7)Ak + akLsrkirk . 

(4.7) 
(4.8) 

(4.9) 

En este método es necesario incluir una variable que represente el módulo cuadrado 
de flujo del rotor; en el apéndice A se definió esta variable para cada motor como Fk = 

ArAk, cuyo comportamiento dinámico está dado por Fk = -2akFk + 2akLsrkArirk y 
que en forma vectorial está representado por F = -2aF + BpI¡ con los parámetros 
y variables definidos en el mismo Apéndice. 

Como se supone que la k-ésima unión es accionada directamente por el k-ésimo 
motor de inducción, se cumple que TU = Tk. Combinando las ecuaciones del robot y 
del subsistema mecánico del MI como se hizo en el Apéndice B, el sistema mecánico 
completo está representado por la ecuación (2.101) repetida aquí para mayor claridad 
y adaptada al sistema de referencia ab fijo en el estator que se está usando, 

(4.10) 

cuyos elementos se han definidos anteriormente, excepto Bm e 12 que se definen Mora: 
si se combinan las ecuaciones del par electromagnético (2.92) de cada motor en una 
representación matricial, haciendo Temk = DmkJ.Lk(Aaébk"':' Abkiak) = DmkJ.tki'[.:JAk y 
si se definen Bm = diag[J.L¡Dm¡ ... J.LnDmn]' iZk = ir.7 Ak e 12 = [i2¡ i22 ... i2n]T entonces 
se obtiene Tem = Bm12' 
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Ahora, el problema de control se puede establecer de la siguiente manera: se tiene 
un robot rígido accionado directamente por motores de inducción comandados por 
corriente, dada la ecuación del sistema mecánico combinado (4.10), de los flujos del 
rotor (4.9), del módulo cnadrado de flnjo Fk , las mediciones de posición y velocidad 
()rkYWrk y las corrientes de los devanados del estator de cada motor i k , k = 1, 2, ... , n 
, diseñar nn controlador para lograr el seguimiento de una trayectoria deseada qd(t) E 

11ln y un módulo .cuadrado de flujo deseado Fd(t) E 11ln , con las señales de referencia 
qd, tÚ, ¡id y Fd, Fd acotadas y asegurando estabilidad interna del sistema. 

4.2 Diseño del controlador 

El diseño del controlador se realiza en función de una trayectoria deseada que el sis
tema mecánico completo (el robot rígido y los motores de inducción que lo impulsan) 
debe seguir. Por otro lado, debido a que no se mide directamente el flujo producido 
por los devanados del rotor es necesario un esquema de estimación de este flujo y lo 
anterior debe ser considerado en el análisis de estabilidad del sistema. 

4.2.1 Ecuación del error combinado de seguimiento 

En el Apéndice B se describe el método de control para lograr el seguimiento de la 
trayectoria deseada basado en [SlotineLi86] para un robot rígido. Si se considera el 
error combinado de seguimiento s = q + r ii definido en el apéndice, se desea diseñar 
un controlador para lograr que Sk(t) --+ O exponencialmente. 

En términos de s, la ecuación (4.10) que representa al sistema mecánico completo 
(robot+motores) se escribe como 

BmI 2 - y"(q, q,qr, Qr)Pe 
B m12 - Y(q,q,qnQr)P + Bm12 

(4.11) 

donde ha considerado que 8 r = q y se utiliza la parametrización lineal del sis
tema mecánico completo y"(q,q,qr,Qr)Pe = D(q)Qr + C(q,q)q,. + g(q) con regresar 
}~(q, q, qn Q,.) E 11lnxr y Pe E11lr y el vector de corrientes h se sustituye por h = 12+12 

definidos más adelante en el diseño del observador de enlaces de flujos. 

4.2.2 Observador de flujos 

Debido a que no se pueden medir las variables del rotor, se utiliza un observador 
(similar al propuesto ell [Marino, et al. 96)) para estimar los enlace? de flnjo en los 
,kv:lnados del mlo¡- )..k. El valor estimado (k (.) se denota como (.) y la ecuación 
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que representa al observador es 

(4.12) 

donde los dos primeros términos del lado derecho son una copia de la dinámica real de 
los flujos, Sk es el error combinado de seguimiento en la k-ésima unión y el término 
J.LkDmkSk.J i rk se utiliza para eliminar otros términos resultantes en el análisis de 
estabilidad. Debido al último término este observador se considera de lazo cerrado. 

El error de observación 5.k = Ak - >-k se obtiene de las ecuaciones (4.9) Y (4.12) 
Y está dado por 

(4.13) 

También es necesaria la definición del módulo cuadrado del flujo estimado que se 
denota como Fk y se obtiene como Fk = >-[ >-k Y cuyo comportiuniento dinámico está 
dado por la expresión 

(4.14) 

que en forma matricial se expresa como 

(4.15) 

Si se define el error del módulo cuadrado de flujo F como F = F - Fd , se encuentra 
que su ecuación dinámica está dada por 

F - F - Fd = -2a(F + Fd) + BFil + 2Bmsi2 - Fd , 

- -2aF + BFil - (Fd + 2aFd ) + 2BmSk 

4.2.3 Análisis de estabilidad 

(4.16) 

Para realizar el análisis de estabilidad del sistema completo se deben considerar 
las ecuaciones dinámicas de los errores de los enlaces de flujo del rotor (4.13), del 
error del módulo cuadrado de flujo (4.16), del error combinado de seguimiento de 
trayectoria (4.11) y la siguiente función de Lyapunov candidata 

(4.17) 
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cuya derivada con respecto del tiempo a lo largo de las trayectorias de error es 

V = sTD9+~sTbs+prF+ t>.r~k' 
k~l 

T' - 1 T . -T - , 
s (Bmh - Yo Pe + Bmh) +"2s (D - 2C)s + F [-2aF + BpI¡ 

n 

-(Fd + 2aFd) + 2BmSJ2] + LXI [( -akI 2 + npkWr~J)Xk - J.!kDmkSkJirk] , 
k~l 

T' -T - , . A 

S (BmI2 - YePe) + F [-2aF + BFIl - (Fd + 2aFd ) + 2BmSI21 
n 

+ L >.r (-akI 2 + npkWrkJ)Xk , 
k=l 

donde se ha considerado la propiedad de antisimetrÍa de [b - 2C] y la igualdad 
ST B m l 2 = - ~k=l J.Lk DmkSk5.r ':Jirk' Esta es la razón de usar el término de lazo 
cerrado en el observador de flujo (4.12). 

Si en la expresión anterior se elige 

I~ - B¡.l[-KpP + CFd + 2aFd) - 2BmSJ2], K p = diag[kFl ... kpn] > 0,(4.18) 

12 - B;;,l(-fss + YePe), f. = diag['Ysl ... 'Ysn] > O, (4.19) 

se obtiene 
n 

ir = -sTfss - PT(KF + 2a)P - L ak).f5.k (4.20) 
k=l 

que es negativa definida. 

Para probar que todas las señales están acotadas y que el error de seguimiento 
es uniformemente acotado se utilizan 

V - ~[ST pr 5.T] diag[D,In , In](ST pT XTf 

1 T . ] "2z dzag[D,In ,In Z , (4.21) 

dOll(le z es el vector formado por todos los errores del sistema y A = [Al, ... , An]T. 
Ya que la matriz de la ecuación anterior (y que por simplicidad se denota corno {.}) 
es real, simétrica y definida positiva, se cumple que 

(4.22) 

dOllrle ,6,{.} y :\{.} representan a los valores propios mínimo y máximo de {.}, 
respcctivameute. 

Por otro bdo, V se' puede expresar como 

¡r -[o" pT ,F] diag[r." (K}" + 2a) ,aJ[sT pT ),'y 
= -z' dwq[I'." (K¡,· + 2a) ,aJ[sT pT ),1"]z, (4.23) 
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usando las cotas de V y V, se 'tiene que 

V _zT diag[fs , (KF + 2a) , a]z 
V = ~zTdiag[D,In ,In]z 

(4.24) 

y resolviendo para V se obtiene 

V(t) :s; V(to)e-<>(tl 

por lo que la norma del vector de errores z(t) es 

11 z(t) 11 2 :s; [Xd~ag[D,In ,In]] e-<>(t-tolll z(to) 11 2 (4.25) 
}dzag[D,In ,In] 

lo que implica que todos los errores, s(t) --+ O, F(t) --+ Fd(t) y >-k(t) --+ Ak(t) expo
nencialmente. Consecuentemente, íj(t), q(t) --+ O, F(t) --+ Fd(t) exponencialmente. 
Con un procesamiento adecuado (ver el Teorema siguiente) de las señales i I e L se 
obtienen las señales de control. 

En resumen, los resultados anteriores se establecen en el siguiente teorema: 

Teorema 4.1 Considerar el robot rígido accionado por rrwtores de inducción (4. 10)

(4.9). La ley de control PI (4.6) con las comentes de referencia irk = [iark ibrkY 

dadas por 

[ ~:: ] = ;k [~:: -f::] [i:: ] (4.26) 

• 'T' • •• • T • •• • T 
donde Fk = AkAk, h = [in i I2 ... i1n] e 12 = [i2I i22 ... i2n] son dadas por (4. 18) 

y (4.19), Y >-k = ¡>-ak ).¡,k]T por el observador de flujos (4.12), asegura que todas 

las señales de lazo cerrado son acotadas y íj(t) , q(t) --+ O, F(t) --+ Fd(t) global y 

exponencialmente. 

Observación 4.1: La ley de control (4.26) está bien definida y no contiene singulari
dades si >-f(t)>-k(t) =1 O, para todo t ~ O. Esta condición siempre se puede satisfacer 
en l~ práctica. Para demostrar lo anterior se sustituye el valor de i I en la expresión 

de F y ahora se tiene 

resolviendo para F se tiene 

F _ F(O)e-(2,,+KPlt 

F - Fd _ F(O)e-(2<>+Kplt 

F _ Fd + F(O)e-(2c<+Kplt 

(4.27) 
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y para cada UllO de los MI se tiene 

por lo que Ak(t)Ak(t) > 0-, para todo t ~ O, si el observador de flujos se inicializa 
adecuadamente con -Xk(O)-Xk(O) ~ Fdk(O) > O. 

4.3 Simulaciones 

Un robot rígido de dos eslabones que se mueve solamente en el plano horizontal y 
que es accionado por motores de inducción acoplados directamente en las uniones 
del robot (descrito en el capítulo 2) se utilizó en las simulaciones para ilustrar el 
desempeño del controlador propuesto. Los parámetros del robot, de los motores de 
inducción (cada uno de 2.2 KW) y las condiciones iniciales se eligieron iguales a las 
reportadas en [Hu, et al. 96] (ver también [PanteleyOrtega97]) y están dados en el 
apéndice. 

Las señales de referencia para las posiciones de los eslabones son qdk = sin[(1 -
e-5t3 )t] y el módulo cuadrado del fiujo deseado es Fdk = 4 que corresponde al 
valor promedio del fiujo considerado en [Hu, et al. 96]. El vector de parámetros 
y el regresor utilizados en la ley de control (4.19) están dados por 

donde 

P~ = [Pl P2 P3] = [3.31 0.116 0.16], 

Yl3 ] , 

Y23 

Y¡3 cos(q2)(2iir1 + iir2) - sin(q2)[q¡qr2 + q2(qr¡ + qr2)], 

Y23 - cos(q2)iir1 + sin(q2)q¡qr1, 

(4.28) 

(4.29) 

Y qrk, con k = 1,2, son las componentes del vector qr definido en el Apéndice B. Los 
términos que representan la fricción y que podrían acelerar la respuesta transitoria 
no se incluyen en el modelo (4.10). 

Las ganancias de los controladores de corriente y las de los controladores PI para 
los dos grados de libertad son 

K p = 2I2 , K I = 4I2 · 

Los reslllt.ados dr' h; sillllllacionrs se muestran en las figuras 4.1-4.5. Se observa 
claramente (¡\1(' los objecivos del control se cumplen: la figura ,1.1 muestra los errores 
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de seguimiento de posición pata ambos eslabones; la figura 4.2 muestra el error del 
módulo cuadrado del fiujo en ambos motores; las entradas de control y los estados 
de los controladores se muestran en las figuras 4.3-4.5: en la figura 4.3 se tienen 
las corrientes reales y las de referencia y en la figura 4.4 los voltajes de entrada de 
los devanados del estator de ambos motores; por último, en la figura 4.5 se tienen 
los errores de estimación de los enlaces de fiujos. De estos resultados se nota que 
a pesar de que se utiliza el modelo de orden reducido del M. l. en el diseño de 
los controladores, el esquema de control propuesto proporciona, al menos, el mismo 
orden de precisión en el seguimiento de las señales de referencia que los reportados 
en [Hu, et al. 96, PanteleyOrtega97] donde se utiliza el modelo de orden completo 
del MI. 

4.4 Conclusiones 

Se ha diseñado un sistema de control para motores de inducción que están acoplados 
directamente a los eslabones de un robot rígido de manera que estos sigan una 
trayectoria deseada tomando como base el modelo reducido de cuarto orden del 
MI y el control con comando de corriente. Para propósitos de retroalimentación 
solamente se miden las señales de posición y velocidad del robot y las corrientes de 
los devanados del estator, mientras que los flujos del rotor son estimados mediante 
un observador en lazo cerrado. Suponiendo que se conocen todos los parámetros 
del sistema (tanto del robot como de los MI) se establece la estabilidad exponencial 
global del sistema. Los resultados de las simulaciones muestran que a pesar de 
que se ignoran las dinámicas de las corrientes de los devanados de estator en el 
diseño del controlador, el sistema de control resultante proporciona respuestas en 
lazo cerrado que, si bien no son mejores, si son comparables con las obtenidas por 
controladores que utilizan el modelo de orden completo del MI. Dado que el sistema 
resultante es exponencialmente estable, se espera cierto grado de robustez del control 
propuesto ante la presencia de incertidumbres y para demostrarlo se incluye la figura 
4.6 que muestra las respuestas de los errores de posición de las uniones del robot, 
considerando resistencias de los devanados del rotor R.-k = 1.7n, es decir, casi el 
doble del valor nominal. En este caso ya no existe la convergencia exponencial a cero 
de los errores, aunque permanencen en una vecindad de cero. 
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Capítulo 5 

Control adaptable 

En este capítulo tratamos el problema de control adaptable de trayectoria de un robot 
rígido accionado directamente por motores de inducción. En el robot se considera 
el caso de parámetros conocidos y se utiliza una técnica de control centralizado 
para lograr el seguimiento de trayectoria. En los MI se considera incertidumbre 
paramétrica en los devanados del rotor. En el diseño del controlador se utiliza una 
ley de adaptación de parámetros, retroalimentación de salida, la estimación de los 
flujos producidos por los devanados del rotor y de las corrientes de los devanados 
del estator por medio de observadores de lazo cerrado y los motores se operan en el 
modo comandado por corriente utilizando un controlador PI con ganancias altas en 
el lazo de corrientes[Leonhard85][Bodson, et al. 94]. Se considera que el modelo del 
robot es conocido y solo se adaptan los parámetros con incertidumbre (Rsk y R,.k) 
de los motores . 

Este esquema utiliza la medición de la posición y la velocidad de los eslabones 
del robot y de las corrientes de los devanados de estator de los motores. Se usan 
observadores para las variables que no se tienen disponibles para medición (los flujos 
de los devanados del rotor de los MI) y también se usan observadores para estimar 
otras variables auxiliares, incluyendo uno para las corrientes de los devanados del 
estator (que además se miden), ya que son útiles en el análisis de estabilidad. Si el 
observador de flujos del rotor es inicializado apropiadamente, el controlador resul
tante asegura el seguimiento de la trayectoria deseada en el robot, el acotamiento de 
las señales internas y la estabilidad asintótica del sistema. 

5.1 Planteamiento del problema 

El método de control utiliza el modelo bifásico equivalente ab con el marco de re
ferencia fijo en el estator descrito en el capítulo 4 y cuyas ecuaciones relevantes se 
repitüu aquí 

(5.1 ) 

59 
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(5.2) 

(5.3) 

(5.4) 

y también se utiliza la técnica de control por campo orientado comandado por 
corriente, con controladores PI dados por 

por lo que se considera la reducción del orden y entonces se utiliza el modelo 

(lrk - Wrk, 

DmkWrk - Dmkf.J.ki;k:J)..k - TLk, 

)..k - (-akL¿ + npkWrk:J» .. k + akLsrkirk , 

el módulo cuadrado del fiujo Fk y su ecuación dinámica 

cuya representación vectorial, desarrollada en el Apéndice A es 

F = -2aF + BFh , 

y el sistema mecánico completo (robot + motores) representado por 

D(q)ij + C(q, q)q + g(q) = BmI2, 

con los parámetros y definiciones dados en el capítulo 4 y en los apéndices. 

(5.6) 

(5.7) 
(5.8) 

(5.9) 

(5.10) 

(5.11) 

El problema de control se puede establecer de la siguiente manera: sea un ro
bot manipulador accionado directamente por motores de inducción cuyo sistema 
mecánico combinado (MI + robot) está dado por la ecuación (5.11), con los MI 
están operando en el modo corriente (5.8) y (5.5), sea la trayectoria deseada en el 
robot representada por las posiciones qdk(t) y las velocidades qdk(t) en las k uniones 
del robot, y Fdk las normas deseadas para los fiujos de rotor de los k motores, con 
las señales de referencia qd, qd, ijd Y Fd, Fd acotadas, diseñar una ley de control que 
asegure el seguimiento de la trayectoria deseada qd( t) E JJf' y del módulo cuadrado 
de flujo deseado Fd(t) E IR'" la estabilidad interna y el acotamiento de todas las 
señales del sistema, suponiendo el conocimiento exacto de los parámetros del robot 
y considerando que no se conocen con precisión las resistencias de los devanados del 
rotor de los motores. En particular, se desea aplicar la técnica de control centralizado 
basada en el método de [SlotineLi86] en el sistema mecánico combinado y el control 
no lineal adaptable basado en observadores en los MI. 
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5.2 Diseño del controlador 

Para el diseño del controlador seguimos un procedimiento similar al utilizado en los 
capítulos anteriores. En primer lugar se proponen observadores de los flujos produci
dos por los devanados del rotor, de las corrientes de los devanados del estator de los 
motores y de las señales auxiliares en el logro del objetivo de control. Posteriormente 
se trata el error de seguimiento de la trayectoria deseada en el subsistema mecánico 
y por último se utiliza el análisis de estabilidad de Lyapunov para encontrar la ley 
de control deseada. 

5.2.1 Observadores y variables auxiliares 

Para la estimación de los flujos >'k producidos por los devanados del rotor, de las 
corrientes de los devanados del estator y de las señales auxiliares de los motores se 
utilizan los siguientes observadores similares a los propuestos en [Marino, et al. 98J. 
En el desarrollo subsecuente () denota el estimado de (.) ,"y para el k-ésimo motor 
se tiene 

(5.12) 

donde ak es el estimado de C>k = R,.k/ Lrk , R,.k es el valor de.la resistencia de los 
devanados del rotor del k-ésimo motor y l'ik es una ganancia del controlador. 

Para la estimación de las corrientes de los devanados del estator del k-ésimo motor 
se tiene 

Rsk . Vak '(3; f3 .; 'L f3' 
--tak + - + C>k kAak + knpkqkAbk - C>k srk ktak 

O"k O"k 

+l'2k(iak - lak) + U3k , 

Rsk . Vbk '(3; f3 .; 'L f3. 
--tbk + - + C>k k"bk - knpkqkAak - C>k srk ktbk 

O"k O"k 

+l'2k (ibk - lbk) + U4k , (5.13) 

donde O < l'lk < l'2k , Ulk, U2k, U3k Y U1k son señales auxiliares. 

Los errores de observación de flujos 'xak = >'ak - 5.ak , 'xbk = >'bk - 5.bk se obtienen 
de las ecuaciones (5.8) y (5.12) 

- . - _ . • Ulk rlk o 
= -C>k>'ak - npkqkAbk + ok(Lsrktak - Aak) - f3k + f3k tak , 

- -..' U2k l'lk-
- -C>kAbk + n"ki¡kA"k "dI","k1.bk - Abk) - -)- + -(3 tbk, 

Ik k 
(5.14) 
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donde frk = a/c - a/c , ia/c = i ak - iak y ibk = i bk - ibk . 

Los errores de observación de las corrientes de los devanados del estator iak e ib/c 
son 

iak -/'2kiak + akf3k5..ak + f3k n pkqk5..bk - frkf3k(Lsrkiak - >-ale) - U3k , 

Zbk - -"t2kibk + akf3k5..bk - fJknpkqk>-a1e - frkfJk(Lsrlcibk - '\bk) - U4k, (5.15) 

Y las variables auxiliares son 

Zak iale + f3k).ak , 

Zbk - i bk + f3k).bk , 

cuyas ecuaciones dinámicas están dadas por 

i ak -"tkÍak - Uu - U3k , 

Zbk - -"tkZbk - U2k - U41e , 

donde "tle = "t2k - "tIk son ganancias del controlador. 

(5.16) 

(5.17) 

Definiendo los valores estimados de las variables auxiliares como Zak y Zbk se 
obtienen los errores de estimación de las variables auxiliares Zak = Zak - Zale y Zbk = 
Zble - Zbk. Las ecuaciones dinámicas de los errores de estimación de las variables 
auxiliares son 

(5.18) 

Usando las variables auxiliares definidas en (5.16) las expresiones de los errores 
de observación de las corrientes de los devanados del estator son 

Zak - -(¡21e + ak)iak - npkqkibk + akZak + npkqkzbk 

-frkfJle(Lsrkíak - >-ak) - U3k, 

i bk - -(¡2k + ak)ibk + npkqkiak + akZbk - npleqkzak 

-akf3Ie(Lsrleí ble - '\bk) - U41e . (5.19) 

El valor del módulo al cuadrado del fiujo estimado Pk = .\f}..1e está dado por 
; AT~ A A 2 A A 2/'11e A _ A_ 

Fk = 2>'k >'k = -2ak F k + 2ale L srkille + fJk (4ul/c + ~leU21e) - f31e (4 iak + ~kÍbk), 
(5.20) 

Si se define el error del módulo al cuadrado del fiujo estimado Ji' como Ji' = Ji' - Fd , 

de la ecuación (5.20) se obtiene 

" A A 2 A A 2"tllc A _ A _ • 

Fk = -2&/cFk + 2&kLsricÍlk + f3k (>'akUlk+>'bkU2k)- f3k (4 i ale+>'bkibk)-Fdk. (5.21) 
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5.2.2 Ecuación del error combinado de seguimiento 

Se utiliza el método expuesto en el Apéndice B y se hacen las adecuaciones necesarias 
para considerar la dinámica del subsistema mecánico de los motores de inducción que 
mueven al robot. Si se. considera el error combinado de seguimiento s = q + fqq, se 
desea diseñar un controlador para lograr que Sk(t) -t O asintóticamente. 

En términos de s, la ecuación dinámica (5.11) que representa al sistema mecánico 
completo (robot+motores) se escribe como 

(5.22) 

donde se utiliza la parametrización lineal del sistema mecánico completo Y" ( q, q, q" ijr )Pe = 

D(q)ijr + C(q,q)qr + g(q) con regresor Ye(q,q,q"ijr) E]J{"xr y Pe EJB.r y el vector de 
corrientes h se substituye por h = 12 + 12 definidos más adelante en el diseño del 
observador de fiujo. 

5.2.3 Análisis de estabilidad del sistema 

Para realizar el análisis de estabilidad del sistema considerado, utilizamos las ecua
ciones dinámicas de los errores (5.22), (5.19), (5.17), (5.21) y se usa la siguiente 
función positiva definida corno función de Lyapunov candidata 

(5.23) 

La derivada con respecto del tiempo de (5.23) a lo largo de las trayectorias de los 
errores es 

v = 

n n n n. 

+ L "/zé.ak'iak + L "/zk'ibkibk + L "/akak&.k + L FkFk . 
k=1 k=1 k=1 k=1 

T -. l T · 
- s (Bmh + Bmh - Dijr - GQr - Gs) + 28 (D - 2G)s 

n 

+ L iak [-b2k + Qk)l,ak - npkQkibk + QkZak + npkqkzbk - adJk(Lsréak - ).ak) - U3k] 
k=1 

n 

+ L l,bk [-b2k + O:k)ibk + np kQkl,ak + QkZbk - npkqkzak - ad3k(L"k ibk - ).bd - U4k] 
"'::::1 

n 

+- I: z",. [-"/,.1,,,,. - Ulk - 1J.3k 1 
k_,l 
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n 

+ L Zbk [-'kibk - U2k - U4k 1 
k=l 

n n n 

+ L 'zkZak!iak + L 'zkZbk!ibk + L ,akakih 
1=1 k=1 k=l 
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n _ [. • 2. . 2'lk • _ • _ . 
+ L Fk -2&kFk + 2&kL srkilk + p(.AakU 1k + .AbkU2k) - -f3 (>'akiak + ~kibk) - F. 

k=l I-'k k 

Utilizando la propiedad de antisimetrÍa se tiene [sT(D-2C)s] = O, desarrollando 
sT Bm i2 = ¿k=1[SkDmkJlkibk).ak - SkDmkJlkiak).bk] = ¿k=1[SkDmkJlkibk(]. Zak - i. iak) 

- SkDmkJlkiak(i. Zbk - t. ibk )] , substituyendo Zak = Zak + Zclk, Zbk = Zbk + Zbk, €lk = 
ak + ak, eliminando términos similares y agrupando convenientemente las variables, 
se obtiene 

n 

+ L Zak ¡'zk!iak + (ak - 'k)i.k] 
k=l 

n 

+ L Zbk ¡'zk!ibk + (ctk - 'k)ibk] 
1=1 

n 

(5.24) 

+ L ak ¡'aklik + Zakiak - f3kiak(LsrkÍak - ).ak) + Zbkibk - f3kibk(L.rkibk - ~)] 
1=1 

+ t Fk [-2&kFk - (2&kFdk + Fdk ) + 2&kLsrki1k + f32 ().akU 1k + ).bkU2k) -
k=1 k 

2'1k • - • - ] 
f3k (.AakÍak + .Abkibk) . (5.25) 
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Con la finalidad de hacer que la derivada de la función de Lyapunov candidata 
sea negativa o seminegativa definida, se deben determinar adecuadamente los valores 
dE' las variables y señales auxiliares. Si se eligen, 

Ulk 
SkDmk/lébk 

-U3k + f3k - npkqkibk , (5.26) 

SkDmk/lkiak . o 
(5.27) U2k - -U4k - f3 + npkqkzak , 

k 

O:kZak -
SkDmk/lébk 

- 'YkZak, (5.28) U3k -
fA 

U4k 
" SkDmk/lkiak , 

CXkZbk + f3k - 'YkZbk , (5.29) 

~lk 
1 [ . 2, , 

2' L (2&kFdk + Fdk ) - -(3 (AakUlk + AbkU2k)+ 
Ok srk k 

2'Ylk'- '-] 
f3k (Aak iak + AbkÍbk) , (5.30) 

D 1 (-'YskSk + Dijr + Cqr) , 
mk/lk 

(5.31) 

CXk - __ 1_ [Zakiak - f3k i ak(LsrkÍak - ).ak) + Zbkibk - f3kibk(Lsrébk - ).bk)] , 
'Yak 

bk - CXk)O 
-'-"'------'-"-tak , 

'Yzk 

bk - CXk)o 
'lbk , 

'Yzk 

(5.32) 

(5.33) 

y si 'Yzk = bk - cxkh3k Y'Y3k > O, entonces para que bk - CXk) > O la variable auxiliar 
'Yk = 'Y2k - 'Ylk > CXk, donde ak es el valor máximo estimado de CXk' Considerando lo 
anterior, 

Zak 
1 o 
-~ak, 

'Y3k 

1 e 
-lbk 
'Y3k 

Y las ecuaciones Jinámicas de las variables auxiliares estimadas Zak y Zbk son 

(5.34) 
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La ecuación dinámica del error en los parámetros es &.k = O:k - &k y como se 
considera que el valor de Qk es un valor constante desconocido O:k = O por lo que el 
valor estimado de &k = -6:k. Por otro lado, se debe cumplir que ak > O, por lo que 
se utiliza el siguiente algoritmo de proyección[Marino, et al. 98] para calcularla 

&k = Proj(_l_ [Zakiak - f3kiak(Lsréak - ).ak) + Zhkihk - f3kihk(Lsrkihk - ).bk)] , ak) 
'Yak 

(5.36) 
con lh(O) = ¿ho y para el algoritmo de proyección se usan las condiciones siguientes, 

peak) -
Q~ - ar, 

2EOókm - E2 ' 

~ - 2- [Zakiak - f3kiak(LsrkÍak - ).ak) + Zbkibk - f3kibk(LSTkibk - 5..o.r,)] 
'Yak 

Proj(~, ak) - ~ sí peak) ::; O , 

Proj(~, ak) - ~ sí p( ak) 2: O y ~ 2: O , 

Proj(~, ak) - [1- peak)] ~ en cualquier otro caso, (5.37) 

donde Oókm = RDO, es el valor mínimo conocido de Oók y R,.". es el valor mínimo 
conocido de la resistencia de los devanados del rotor del MI. También E > O tal que 
Oókm - E > O y ¿ho 2: Oókm· 

Sustituyendo en la ecuación (5.25) el valor encontrado de las señales auxiliares 
Ulk , U2k , U3k Y U4k Y de las señales de control ilk e i2k se obtiÉme 

(5.38) 

El algoritmo de proyección tiene las siguientes propiedades 

1. ak(t) 2: Oókm - E, para todo t 2: O, 

2. Proj(~, ak) es una función contínua Lipschitz, 

4. akProj(~, ak) 2: ak~ . 

Al utilizar las propiedades del algoritmo de proyección, V cumple con la desigualdad 

n n n n 

V::; - L kakst - Lhk + Oók)i~k - L('"(2k + Oók)i~k - L(')'i" + 2a .. )F¡. (5.39) 
k=l k=l k=l k=l 

De las ecuaciones (5.23) y (5.39) Y el Lema de Barbalat se concluye que s, iak , ibky Fk 
tienden asintóticamente a cero con t ~ oo. Usando lo anterior en las ecuaciones 
dinámicas (5.32), (5.34) y (5.35) se observa que tienden asintóticamente a cero por lo 
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que sus respectivas variables están acotadas y por tanto las señales auxiliares (5.26)
(5.29) también están acotadas. De esta manera, todos los estados en las ecuaciones 
dinámicas de los errores están acotados y los errores de seguimiento tienden a cero, 
por lo que se puede afirmar que ).ak, ).bk Y ák tienden a cero y por tanto se demuest.ra 
la convergencia asintótica de los flujos y de los parámetros. De la ecuación 

qk(t) = -kqkiik(t) + Sk(t) 

se tiene que qk (t) Y qk (t) son acotados y el error de seguimiento ii( t) converge 
asintóticamente a cero. Además, las entradas de control también están acotadas 
ya que son funciones acotadas de los estados. 

Los resultados anteriores se resumen en el siguiente teorema. 

Teorema 5.1 Sea el robot rígido accionado directamente por motores de induc

ción (5.11)- (5.8). La ley de control PI (5.5) con las comentes de referencia irk = 
[i 1k i2k]T dadas por 

(5.40) 

donde A = J..¡5\k, JI = [in idT e j2 = [i21 i221T están dadas por (5.30) y (5.31), 

y 'xk = ['xak J..bk]T dada por el observador de flujos (5.12), asegura que todas las 

señales en lazo cerrado están acotadas y que los errores de seguimiento q(t), q(t) y 

F(t) - Fd(t) tienden asintóticamente a cero. 

Observación 5.1: Es bien conocido que la estimación de parámetros no puede 
asegurar la convergencia sin condiciones de excitación adecuadas. En el caso del MI 
se puede lograr la convergencia de las señales de error y de los parámetros estimados 
corno consecuencia de la naturaleza de las señales de excitación que tienen un con
tenido armónico que pudiera ser suficiente para lograr tal objetivo[Marino, et al. 96], 
o al menos para que el error de estimación sea pequeño. 

Observación 5.2: Suponiendo que el observador de flujos es inicializado apro
piaüamente con J..I(O)'xk(O) 2': Fd(O) > O, la ley de control dada por la ecuación 
(5.40) no contiene singularidades, la demostración ya se ha delineado en el capítulo 
4. Esta condición siempre se satisface en la implementación práctica del controlador. 

()b"'("I~Jn.cui'll. 5.S: La complejidad del controlador resultante es mucho mayor que 
la d ... , los esquemas desarrollados en los capítulos 3 y 4, ya que se tienen que estimar 
Ill;ÍS variables y se t.iene que implementar el algoritmo de proyección, por lo que se 

l"<'<!lli"re llll ('sfllerzo computacional mayor. 

- -----------
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5.3 Simulaciones· 

Un robot rígido de dos eslabones que se mueve solamente en el plano horizontal y 
que es accionado por motores de inducción acoplados directamente en las uniones del 
robot ([SpongVidyasagar89]) se utilizó en las simulaciones para ilustrar el desempeño 
del controlador propuesto. Los parámetros del robot, de los motores de inducción 
(cada uno de 2.2 KW) y las condiciones iniciales se eligieron iguales a las reportadas 
en [Hu, et al. 96) (ver también [PanteleyOrtega97]) y están dados en el apéndice. Las 
señales de referencia para las posiciones de los eslabones son qdk = sin[(1_e-St3 )t) yel 
módulo cuadrado del flujo deseado es F dk = 4 que corresponde al valor promedio del 
flujo considerado en [Hu, et al. 96). Las ganancias de los controladores de corriente 
y de los controladores PI para los dos grados de libertad son 

Kp=~,yKI=4I2. 

Los resultados de la simulación del desempeño del sistema son mostrados en las 
figuras 5.1-5.5. Se observa claramente que los objetivos del control se cumplen: la 
figura 5.1 muestra los errores de seguimiento de posición y la figura 5.2 muestra los 
errores de seguimiento de velocidad para ambos eslabones; las entradas de control 
y los estados de los controladores se muestran en las figuras 5.3-5.5: en la figura 
5.3 se tienen las corrientes reales y las de referencia, en la figura 5.4 los voltajes de 
entrada de los devanados del estator de ambos motores y en la figura 5.5 se tienen 
los errores de estimación de los flujos. En la figura 5.6 se muestra la evolución del 
error de estimación del parámetro Qk (que implica la estimación de las resistencias 
Rrk de los motores) y aunque no se logra la convergencia, el error de estimación es 
pequeño. 

5.4 Conclusiones 

En este capítulo abordamos el problema de control adaptable de trayectoria de un 
robot rígido accionado directamente por motores de inducción. En el robot se uti
liza la técnica de control centralizado y se considera que se conoce con precisión su 
modelo. En los motores de inducción se utiliza un control no lineal adaptable con 
comando de corrientes tomando como base el modelo reducido de cuarto orden del 
MI y se considera la incertidumbre paramétrica de las resistencias eléctricas de los 
devanados del rotor. Se retroalimentan las señales de posición y velocidad del robot 
y las corrientes de los devanados del estator, mientras que las COrrientes de los de
vanados del estator y los flujos producidos por los devanados del rotor son estimados 
mediante observadores en lazo cerrado. Utilizando un estimador del parámetro Qk 

de los MI se diseña un controlador que garantiza el acotamiento de todas las señales 
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y la estabilidad asintótica del sistema. Los resultados de las simulaciones muestran 
qlle a pesar de que se ignoran las dinámiras de las corrientes de los devanados de 
estator en el diseño del controlador, el sistema de control resultante proporciona una 
buena respuesta en lazo cerrado. 
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002~~--~'----~2----~''---~--~0 
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Figura 5.1: 

2 (derecha). 
Error de seguimiento de posición qk para el lazo i (izquierda) y para el lazo 
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Figura 5.2: Error de seguimiento de velocidad iú para el lazo 1 (izquierda) y para el lazo 
2 (derecha). 
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eo 

40 

40 

e~~-~'--'2'--"'--~'---~S 
tl ... "",po (seg) 

Figura 5.3: Corrientes de los devanados del estator para el motor 1 (izquierda) y motor 

2 (derecha): corriente ia (linea punteada) y corriente ib (línea sólida). 

eo 

2~~----~'~--~-~2~-----~' 
tiempo ( .... eg) 

eo 

eo 

~O~~----"~-----~2'-------~ 
U_mpo (.-g) 

Figura 5.4: Voltajes de entrada para el motor 1 (izquierda) y para el motor 2 (derecha): 

Va (línea punteada) y Vb (linea sólida). 

o r-._- -- ----.!!-- - 0,---- ______ _ 
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Figura 5.5: Errores de estimación y de seguimiento de flujos para el motor 1 (izquierda) 

y para el motor 2 (derecha): F = F - Fd (linea punteada) y F - Fd (linea sólida). 
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Figura 5.6: Errores de estimación de los parámetros de los MI. 
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Capítulo 6 

Control descentralizado 

En este capítulo abordamos el problema de control de trayectoria de un robot rígido 
accionado directamente por motores de inducción utilizando la técnica de control 
descentralizado en el robot, en la cual cada unión del robot se considera como un 
subsistema acoplado con los demás. 

La mayoría de las técnicas de control de robots tienen una estructura centra
lizada y requieren de cálculos extensos. Como una solución alterna, se ha propuesto 
el control descentralizado de robots accionados por motores de CD. Este capítulo 
u,a la técnica de control robusto descentralizado para compensar la incertidumbre 
paramétrica y las interconexiones entre los eslabones del robot y se diseña un con
trolador independiente para cada actuador. El controlador tiene varias ventajas con 
respecto a las estructuras de control centralizado, como por ejemplo, la simplicidad 
de su implementación y tolerancia a ciertas fallas locales. 

6.1 Planteamiento del problema 

Se considera un robot rígido accionado por motores de inducción acoplados direc
tamente a las uniones del robot. Se consideran parámetros conocidos en el MI, se 
tienen disponibles para medir,ión la posición, la velocidad y las corrientes de los de
vanados del estator, no se puede medir las variables del rotor por lo que es necesario 
est.imarlas utilizando un observador de flujos. El modelo del robot no se conoce con 
precisión y se pucdell considerar perturbaciones debidas a las interconexiones entre 
sus ('slabones. 

El método propuesto está basado en el modelo bifásico equivalente con el marco 
C!" referencia fijo en el cst.ator (modelo ab), y para el k-észmo motor está dado por 

Ork 

])mki.;"\·k 

.~ .. ~ ~-~~~~-

(6.1) 

(6.2) 
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)..k - (-O<kI2 + npkWrk.:J» .. k + O<kLsrkik, (6.3) 

Zk - (O<k!3kI2 - npkwrk!3k.:J» .. k - C
RSk + akfJkLsrk)ik + ~Vk, (6.4) 
ak ak 

también se utiliza la técnica de control por campo orientado comandado por corriente, 
con controladores PI dados por 

por lo que el modelo reducido es 

Brk - Wrk, 

DmkWrk - DmkJ.Lé':k.:J)..k - TLk, 

)..k - (-O<kI 2 + npkWrk.:J» .. k + O<kL,.,.kÍrk , 

y el módulo cuadrado del flujo Fk y su ecuación dinámica 

con los parámetros y definiciones dados en el Apéndice A y en el capítulo 4. 

(6.6) 

(6.7) 

(6.8) 

(6.9) 

En el capítulo 2 se obtuvo el modelo matemático del robot rígido de n uniones 
utilizando la formulación Euler-Lagrange 

M(q)ij + C(q, q)q + g(q) = T (6.10) 

que cumple con las propiedades P 2.2.1 - P 2.2.4 (pp. 19 Y 20). Por otro lado, 
para el método de control descentralizado propuesto, cada unión del robot forma 
un subsistema que se controla en forma independiente y se deben considerar las 
interconexiones y perturbaciones locales de cada unión, ·para lo cual se adapta la 
forma de la ecuación (6.10) a 

M(q)ij + C(q,q)!j+ g(q) + Ff(q,q) + T = u, (6.11) 

donde Ff(q, q) son los pares de fricción, T son los pares de perturbación y u son los 
pares de control aplicados a cada unión. Los elementos de las matrices están acotados 
y cumplen con la siguiente propiedad [Craig88] que se refiere al acotamiento de cada 
uno de los elementos de la ecuación: 

P 6.1.1 Sean mkj, Ckj, gk, Ffk, Tk los elementos de las matrices M, C, g, F¡ Y 

T respectivamente, y sean·O < m ::; m, k~j, kl 2': O, para k, j = 1,2, ... , n algunas 

constantes. Entonces se cumple que Vq EIRn , 
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n n 

ICk](q,tj)1 = I I>ik(q)qil::; ¿k;lq;[ (6.12) 
i=l i=l 

Considerando que los motores de inducción se acoplan directamente a las uniones 
del robot, el sistema mecánico completo (robot + motores) es representado por 

D(q)ij + [C(q, q) + R".Jtj + g(q) + F¡(q, q) + T = BmIz (6.13) 

con los parámetros y definiciones dados en el capítulo 4 y en los apéndices. 

El problema de control se puede establecer de la siguiente manera: sea la trayec
toria deseada en el robot representada por las posiciones qt(t) y las velocidades qf(t) 
en las k uniones del robot, y sea Fdk la norma deseada para el flujo del rotor del 
k-ésimo motor, con las señales de referencia qd, (l, ijd y Fd , Fd acotadas, diseñar 
una ley de control que asegure el seguimiento de la trayectoria deseada qd(t) E fR." 
y del módulo cuadrado de flujo deseado Fd(tl E fR.n, la estabilidad interna y el aco
tamiento de todas las señales del sistema. En particular, se desea aplicar la técnica 
de control robusto descentralizado en el sistema mecánico combinado (MI+robot) y 
el control no lineal comandado por corriente basado en observadores de flujo en los 
MI. Considerar conocido el modelo del MI y que el modelo del robot no se conoce 
con precisión. 

6.2 Diseño del controlador 

Para el diseño del controlador seguimos un procedimiento similar al utilizado en el 
capít.ulo 4. En primer lugar se propone un observador de los flujos producidos por 
los devanados del rotor de los MI. Posteriormente se trata el error de seguimiento de 
la trayectoria deseada en el subsistema mecánico combinado y por último se utiliza 
el análisis de estabilidad de Lyapunov para encontrar la ley de control deseada. 

6.2.1 Observador de flujos 

Debido a que nO se puede medir ni las corrientes del rotor ni los flujos producidos 
por las mismas, se utiliza el observador de flujos, 

~k = (-QkL2 + Tl.pkWrk.:J),k + QkLsrérk - f.tk Dmk5 k.:Ji,·k, 

la (~c.lla('i<ÍJl dinámica del error de observación ),k = Ak - ),k dada por 

(6.14 ) 

(G.1:í) 
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y la ecuación dinámica del error del módulo cuadrado del flujo P = F - Fd dada por 

F = -2aF + BFi! - (id + 2aFd) + 2Bm si2 (6.16) 

con los parámetros y definiciones dados en el capítulo 4 y en los apéndices. 

6.2.2 Ecuación del error combinado de seguimiento 

Aquí se plantea la ecuación del error de seguimiento de la trayectoria deseada en 
el robot. El procedilniento está basado en el método de [SlotineLi86] descrito en el 
Apéndice B. Dado el error combinado de seg¡.úmiento s = q + rqq, se desea diseñar 
un controlador para lograr que Sk(t) sea uniformemente acotada., lo cual implica que 
qk(t), qk(t) están uniformemente acotadas. 

En térJninos de s, la ecuación del sistema mecánico completo (6.13) se escribe 
como 

D(q)H C(q, q)s = Bmi2 + Bm12 - h(q, q, qr;iir), (6.17) 

donde h(q,q,q"iir) "" D(q)iir+C(q,q)qr+g(q)+Ff(q)+T, R",. = O Y qr = qrrqq. 

Por conveniencia, se hace un cambio de notación en la trayectoria deseada y se 
usan los superíndíces (.)d Y (. y en lugar de los subíndices (')d Y (.)r para los valores 
deseados y de referencia, respectivamente. Se desarrolla el vector h( q, q, qr, ir) para 
obtener sus elementos hk que se pueden expresar como (ver [SpongVidyasagar89]) 

n n 

hk = L dkj(q)iij + L Ckj(q, q)qj + gk(q) + Ffk(qk) + Tk, k = 1,2, ... , n. (6.18) 
J=1 j=! 

Además, en el análisis de estabilidad, serán utilizados los siguientes Lemas: 

Lema 1: Para un valor de "(qk suficientemente elevado, existe un valor de likj ~ O, tal 
que 

n 

Ihkl :::; L likjSj , k = 1,2, ... , n, 
j=1 

donde Sk es definido de la siguiente manera 

Sk A 1 + ISkl + ISkI 2
. 

Prueba: Utilizando la propiedad 6.1.1 se tiene que 'Vq, q E Ir', 
n n 

L Ckj(q, q)qj < L ICkj(q, q)llqjl 
j=! j=1 

< ~ {~ktlqil} Iti;1 
n 

< L {kJlqj/2 + k]/qj¡a} . 
J=1 

(6.19) 

(6.20) 

(6.21) 
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Debido a que la trayectoria'deseada qt, él, if es acotada, se obtiene· 

Iq;:1 Iq1- \<1jl :S Iq11 + Aj!qj! S kJ + k;I%I, 
Iq;1 = Iq1- AAJI :S ¡¡iJI + AjlqJI S kJo + kJ%I· (6.22) 

Por lo tanto, 
n n 

Ihkl < L Imkj(q)llqjl + L ICkj(q, q)llq;1 + 19k(q)1 + k~ + k~lqkl + k~ 
j=l j=l 

n n 

< Lk2j{k}O +kjlltijl} + L {kJltijl2 + k}(k~ + k~lqjl?} +kl +k% + k~!qkl +k% 
j=1 j=l 

n 

- L {kJ2 + kYlqjl + k;4lqjl2 + kJ51qjl + krlqjI2}. 
J=1 

Con el error combinado de seguimiento definido como 

Sk = qk + 1qkiik = qk + 1qkqk - (q~ + 1qkqt), 
se obtiene 

1qklqkl S ISkl + Iqk! + kf· 
Por otro lado, las velocidades de los eslabones están acotados por 

Iqkl S k18 1qkl + k~9 
Y sí se usan valores de ganancias tales que 

k 18 1qk> k' 
en las dos últimas desigualdades se tiene 

1 { 20} Iqkl :S _ F8 ISkl + kk , 1qk k 
k18 

Iqkl S ~ k18 {ISkl + k~l}. 1qk k 

Por último, sustituyendo en las desigualdades (6.23) y (6.29), 
n n 

Ihkl S ¿ {kkj + k~jlSJI + k~JlsJI2} S ¿JkjSJ' 
J=l j=1 

(6.23) 

(6.24) 

(6.25) 

(6.26) 

(6.27) 

(6.28) 

(6.29) 

(6.30) 

Lerna 2: Para el k-ésirno error combinado de seguimiento Sk Y Sk definida en (6.20), 
n n n 

¿ ISkl ¿ Sj :S n ¿ ISkISk. (6.31) 
}=1 k=l 

Prueba: Se obtiene directamente de la d~sifSualdad de Chebyshev 

n n 1'1 

¿ la, ¿ hJ :S 71 ¿ a,bJ ' (6.32) 
k=l Fl k=l 

para O :S a 1 S a2 '5 ... :S G" ,O:S h 1 :S h,'5 :S bu . 
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6.2.3 Análisis de estabilidad del sistema 

Para realizar este análisis se consideran las ecuaciones dinámicas de los errores (6.15), 
(6.16) Y (6.17), se desarrolla (6.15) y se usa la siguiente función positiva definida como 
función de Lyapunov candidata 

1 T ( 1 ~ -2 1 ~ -2 1 ~ -2 
V = 28 D q)8 + 2 ~ Aak + 2 ~ Abk + 2 ~ Fk . 

k=l k=l k=l 
(6.33) 

La derivada con respecto del tiempo de (6.33) a lo largo de las trayectorias de los 
errores es 

V 

n 

+ L >-ak [-ak>-ak - npkqk~k - SkDmkJLkibk] 
k=l 

n 

+ ¿ >-bk [-ak>-bk + npkqk>-ak + SkDmkJLkÍak 1 
k=l 

n 

+ L Fk [- 2ad;'k + 2akLs-rkiU + 2SkDmkJLki2k - Fdk] , 
k=l 

usando la propiedad de anti-simetría de la matriz [D-2C] se obtiene [sT(D-2C)s = 
O], desarrollando el término ST Bmi2 = Lk=l [SkDmkJLébk>-ak - SkDmkJLkiak>-bk], agru
pando adecuadamente los términos similares y cancelando términos se obtiene, 

. T' 
V = s (Bmh - h) 

n 

+ ¿ >-ak [-ak>-ak - SkDmktiébk] 
k=l 

n 

+ ¿ >-bk [-ak>-bk + SkDrnkJLkÍak 1 
k=l 

n 

+ ¿ Fk [-2ak(Fk + Fd ) + 2akLsrkilk + 2SkDmkJLki2k - Fdk] , 
k=l 

n n 

sT(Bmi2 - h) + L [-akA~kl + ¿ [-akA~k] 
k=l k=l 

n 

+ ¿ Fk [-2ak(Fk + Fd ) + 2QkLsrkilk + 2SkDmkJLki2k - Fdk] . (6.34) 
k=l 

Si se eligen 

(6.35) 

(6.36) 



6.2. Diseño del controlador 19 

donde 'Y fk > O Y 'Ysk > O 'son ganancias de los controladores, y Wk es una señal 
adicional que se determina más adelante, se obtiene 

(6.37) 

En esta expresión se observa que todos los términos del lado derecho, excepto el 
segundo, son negativos definidos, así que se debe analizar éste para obtener una 
señal W apropiada. La señal W = [Wl W2 ... wnJT se debe diseñar para compensar el 
acoplamiento entre las diferentes uniones del robot, los pares de fricción, las pertur
baciones de carga y la incertidumbre en los parámetros del robot y para lograrlo se 
propone la señal 

( )
2 Sk 

Wk = - OSk 'S I I ,k = 1,2, .. o', n , 
u k Sk + Ek 

(6.38) 

donde Sk está dada por (6.20), Ek > O es un parámetro de diseño, yo> O es un 
parámetro dependiente de la cota de la incertidumbre paramétrica de las pertur
baciones y de las interconexiones (ver (6.40) definida posteriormente). Para que el 
análisis de estabilidad esté completo se introduce la señal propuesta y se desarrolla 
el segundo término de la derecha de la ecuación (6.37) para obtener el acotamiento 
del sistema 

n 

L Sk(Wk - hk) 
k=l 

donde 

n 

< L {SkWk + ISkllhkl} 

n n n 

< L SkWk + L ISkl L OkjSj 
k=1 k=l j=l 

n n n 

< LSkWk+~ax{Ókj}LlskILSj 
k=1 ,) k=l]=1 

n 

< L {SkWk + OISkISk} 
k=1 

t {-(OSk? oS I S~ + 81Sk1Sk} 
k=l k Sk + Ek 

t EkÓlsklSk 
k=1 SSklskl + Ek 

n 

< LEk = E, 

k=1 
(6.39) 

(6.40) 
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De las ecuaciones (6.37) y (6.39) Y un procedimiento similar al desarrollado en 
los capítulos 3 y capítulo 4 se encuentra que 

v ::::: -cV + E, \;jt ~ to ~ O, (6.41) 

donde 

c = min(i~~i ,L,[n] ,L,[rF + 2n]) (6.42) 

y por lo tanto 

V(t) ::::: {Veto) - :}e-c(Ho) +:, \;jt ~ to ~ O. 
e e 

(6.43) 

Por lo anteriormente expuesto, todos los estados en las ecuaciones dinámicas de 
los errores están uniformemente acotados y tienden exponencialmente a un conjunto 
residual centrado en el origen y con un radio proporcional a El e, el cual puede hacerse 
arbitrariamente pequeño si se eligen adecuadamente los parámetros de diseño. De la 
ecuación 

íMt) = -"!qkiMt) + Sk(t), 

se deduce que qk(t), qk(t) están uniformemente acotados, y el error de seguimiento 
q(t) converge exponencialmente a un conjunto residual. También la señal de control 
está acotada ya que es una función acotada de los estados. 

Los resultados anteriores son presentados en el siguiente teorema: 

Teorema 6.1 C01lSiderar el robot rígido accionado directamemte por motores de 

inducción (6.13)-(6.8). Si se utiliza la ley de control PI (6.5) con las comentes de 

referencia irk = [iu i2k]T dadas por 

~t ] [i:: ] (6.44) 

donde Fk = 5.{5..k, j1 = [i11 idT e 12 = [i21 i22]T están dadas por las ecuaciones 

(6.35) y (6.36), y 5.k = [5.nk 5.bk]T por el observador de flujos (6.14), se asegura 

que todas las señales en el lazo cerrado están uniformemente acotadas y el error de 

seguimiento q(t), {jet) Y F(t) - Fd(t) están uniformemente acotadas. 

Observación 6.1: Si el observador de flujos se inicializa adecuadamente con 5.r (O)5.k (O) ~ 
Fd(O) > 0, la ley de control dada por la ecuación (6.44) no contiene singularidades 
y esta condición siempre se satisface en la implementación práctica del controlador. 
La demostración se desarrolló en el capítulo 4. 
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6.3 Simulaciones 

Un robot rígido de dos eslabones que se mueve solamente en el plano horizontal y 
que es accionado por motores de inducción acoplados directamente en las uniones 
del robot (descrito en el capítulo 2) se utilizó en las simulaciones para ilustrar el 
desempeño del controlador propuesto. Los parámetros del robot, de los motores 
de inducción (cada uno de 2.2 KW) y las condiciones iniciales se eligieron iguales 
a las reportadas en [Hu, et aL 96J (ver también [PanteleyOrtega97]) y están dados 
en el Apéndice C. Las señales de referencia para las posiciones de los eslabones 
son qt = sin[(l - e-St3 )t], y el módulo cuadrado del flujo deseado es Fdk = 4 que 
corresponde al valor promedio del flujo considerado en [Hu, et al. 96J. Las ganancias 
de los controladores de corriente y las de los controladores PI para los dos grados de 
libertad son 

f F = 501:2, fq = 501:2, f. = 201:2, 

Kp = 21:2, K¡ = 41:2 

y los parámetros de diseño son r5k = 0.1, €k = 0.01. 

los resultados de la simulación del desempeño del sistema son mostrados en las 
figuras 6.1-6.5. Se observa claramente que los objetivos del control se cumplen: la 
figura 6.1 muestra los errores de seguimiento de posición para ambos eslabones; la 
figura 6.2 muestra los errores de seguimiento de velocidad para ambos eslabones; 
las entradas de control y los estados de los controladores se muestran en las figuras 
6.3-6.5: en la figura 6.3 se tienen las corrientes reales y las de referencia y en la 
figura 4.6 los voltajes de entrada de los devanados del estator de ambos motores; por 
último, en la figura 6.5 se tienen los errores de estimación de los flujos. 

6.4 Conclusiones 

En este capítulo abordamos el problema de control de trayectoria de un robot rígido 
con movimiento en el plano horizontal accionado directamente por motores de induc
ción. Se diseña un controlador suponiendo que se conocen los parámetros de los MI 
y considerando incertidumbre paramétrica en el robot. En el subsistema mecánico 
se ntiliza la técnica de control descentralizado para compensar la incertidumbre, liLs 
interconexiones entre los eslabones y las perturbaciones de la carga. En los motores 
de indllcCÍún se utiliza el control con comando de corrientes tomando como base el 
modelo n,dnciclo de cuarto orden del MI, se retroalimentan las señales de posición y 
velocidad del robot y liLs corrientes de los devanados del cstator, micntras que los flu
jos del rotor son estimados mediante un observador en lazo cerrado. Si el observador 
d(' flujos (1<'1 roLor es inicializado apropiadamcnte, el controlador resultante para el 
sistema complc>to lIn-robot rÍgido !lO contiene si!lgularidades, asegura el seguimiento 
de \;¡ I rayecloria <!pscada en el robot, el acotamirut.o de las señales internas y b 
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estabilidad práctica del sistema. Además, el error de seguimiento se puede hacer 
arbitrariamente pequeño si se eligen adecuadamente los parámetros de diseño. 

O.01r-----------------~------_, 

o 

t 0.005 

~ 

0.0"16 

o 020~-------'~-------2~------~" 
~ ...... po e ... g) 

20",,"10 '" 

", 

o ~_....------ --
~0~------~'~------~2~------~" 

'll ......... po (-el) 

Figura 6.1: Error de seguimiento de posición qk para el lazo 1 (izquierda) y para el lazo 

2 (derecha). 
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Figura 6.2: Error de seguimiento de velocidad qk para el lazo 1 (izquierda) y para el lazo 

2 (derecha). 
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Figura 6.3: Corrientes de los devanados del estator para el motor 1 (izquierda) y motor 

2 (derecha): corriente ía (línea punteada) y corriente ib (línea sólida). 
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Figura 6.4: Voltajes de entrada para el motor 1 (izquierda) y para el motor 2 (derecha): 

Va (línea punteada) y Vb (línea sólida). 
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Figura 6.5: Errures de estimaeión y ,1<' se¡¡;uimientn de flujos para el motor 1 (izquierda) 

y para el ItHltor "2 (derecha): ¡.' = P - f<~i (líllo'" punteada) y F - }id (línea sólida). 
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Capítulo 7 

Conclusiones 

En este trabajo se han presentado varios esquemas de control de un robot rígido ac
cionado directamente por motores de inducción con el objetivo de seguir una trayec
toria deseada de posición y velocidad. Ya que el objetivo fundamental de control es 
lograr una alta precisión en el seguimiento de la trayectoria deseada, se considera 
indispensable utilizar métodos de diseño basados en la teoría de sistemas no lineales 
utilizando la formalidad matemática y el rigor analítico ¡;equerido. En este aspecto, 
el procedimiento de diseño delineado en el capítulo 1, consta de los siguientes pasos: 

1. Se considera la trayectoria deseada del sistema combinado (MI+robot) para 
diseñar un par (deseado) que cumpla con dicha trayectoria. 

2. El par deseado impone ciertas restricciones a la operación de los MI, en forma 
de los flujos magnéticos deseados; el par y los flujos deseados se pueden expresar 
en función de corrientes deseadas; En caso de ser necesario, se utilizan obser
vadores de estado para las variables que no se pueden medir; se obtienen las 
ecuaciones dinámicas de los errores de seguimiento y observación del sistema. 

3. Se realiza el análisis de Lyapunov y se diseñan las leyes de control y adaptación 
(en caso de ser necesario) que aseguran el comportamiento deseado del sistema. 

Siguiendo los pasos de este procedimiento se diseñaron los diferentes controladores 
expuestos en este trabajo. 

En el primer esquema de control propuesto se considera el conocimiento exacto 
del modelo del robot y un control centralizado del mismo basado en la técnica de 
control del error combinado de seguimiento[SlotineLi86] del sistema mecánico combi
nado (MI+robot). Para el diseño del controlador se parte de los resultados obtenidos 
en [EspinosaOrtcga94] en donde utiliz,mdo una metodología basada en pasividad y 
moldeo de energía se des,nTolla un controlador nominal para un motor de inducción 
que asegura la estabilidad exponencial dd sistema cn lazo cerrado considerando qu(> 
se conocen con precisión los paráuH't.ros dP! MI. La aporta,ción principal en el es
quema pn>81'1darlo (lililí es el disl'!¡o de un contrulrujor no l(nml mll7lsto basado en 
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la técnica de rediseño de Lyapunov para enfrentar la incertidumbre paramé.trica. Se 
utiliza el modelo completo del motor, suponiendo conocido el estado del sistema y 
considerando incertidumbre paramétrica en las resistencias eléctricas de los devana
dos. El controlador robnsto resultante es simple ya que no se utilizan técnicas de 
adaptación de parámetros para enfrentar la incertidumbre paramétrica, se garantiza 
el seguimiento de la trayectoria deseada, el acotamiento de todas las señales y la 
estabilidad práctica del sistema. Una característica relevante de este esquema es uti
liza el modelo completo del MI, que considera la incertidumbre paramétrica de ambos 
devanados (del estator y del rotor) y su principal desventaja es la consideración del 
conocimiento del estado completo. 

En el segundo esquema de control presentado, basado en el control por campo 
orientado comandado por corrientes (control PI en el lazo externo de corrientes) para 
el MI, se usa el modelo reducido de cuarto orden del motor y se diseña un contro
lador no lineal que considera el conocimiento exacto del sistema (robot y motores), 
se utiliza retroalimentación de salida por lo que es necesario estimar las variables de 
estado del rotor por medio de un observador de lazo cerrado. El controlador se diseña 
usando el método de Lyapunov y se logra el seguimiento de la trayectoria deseada, 
acotamiento de señales y estabilidad exponencial. Aunque la principal limitación 
de este esquema es la suposición del conocimiento exacto de los parámetros del sis
tema, el controlador resultante presenta cierto grado de robustez ante la presencia 
de incertidumbre paramétrica. Este esquema sirve como base para los controladores 
adaptable y descentralizado diseñados posteriormente. 

Para subsanar la limitación del esquema anterior, se desarrolla un controlador no 
lineal adaptable en el cual se considera el modelo reducido del MI con incertidum
bre paramétrica en las resistencias eléctricas de los devanados del rotor y se utiliza 
la retroalimentación de salida, por lo que es necesario un observador para estimar 
las variables del rotor no disponibles para medición y otros observadores para esti
mar otras variables que son de utilidad en el análisis de estabilidad y para lograr la 
adaptación de los parámetros constantes deséonocidos del rotor; en el robot se con
sidera un control centralizado y se supone el conocimiento exacto del modelo. Con 
este controlador no lineal adaptable se logra el seguimiento de la trayectoria desea
da, acotamiento de señales y estabilidad asintótica del sistema. Una característica 
relevante de este esquema es que en el análisis de estabilidad del sistema en lazo 
cerrado se consideran el controlador, el observador de flujos y la ley de adaptacién 
de los parámetros del motor, es decir, se consideran las condiciones reales del com
portamiento del MI, lo que lo hace muy completo. Su principal desventaja es que 
su implementación resulta ser más complicada, comparada con los otros esquemas 
presentados. 

El último esquema de control desarrollado considera que no se conoce con pre
cisión el modelo del robot y se utiliza una técnica de control robusto descentralizado 
para enfrentar la incertidumbre paramétrica, los acoplamientos entre las uniones del 

I I I I 
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robot y las perturbaciones de la carga. En el motor de inducción se considera que 
se conoce el modelo pero no el estado completo, por lo que se utiliza un observador 
de lazo cerrado para estimar las variables del rotor no disponibles para medición 
y se diseña un controlador no lineal para garantizar el acotamiento de todas las 
señales del sistema y la estabilidad práctica del sistema. La principal aportación de 
este esquema es el uso del control descentralizado para enfrentar la incertidumbre 
paramétrica y los acoplamientos entre hIs uniones del robot. N o es necesario conocer 
con precisión el modelo del sistema mecánicD combinado. Su principal ventaja es la 
facilidad de su implementación, debido a su eficíe-ncia computacional. 

Como líneas de investigación abiertas se tiene en primer lugar el caso particular 
del control robusto que considera incertidumbre paramétrica tanto en el motor como 
en el robot y retroalimentación de salida. Se ha analizado el tema y se tiene un 
avance pero no ha sido posible completar la prueba estricta de la estabilidad del 
sistema. Es necesario aclarar que este problema ya ha sido resuelto considerando un 
controlador adaptable[Marino, et al. 98J. Además, se tiene el caso de la mejora del 
desempeño del sistema completo, es decir, lograr un desempeño óptimo del sistema 
tanto en el comportamiento transitorio como de régimen permanente del MI. 

Por otro lado, sería deseable la implementación práctica de las diferentes técnicas 
desarrolladas y así poder validar los resultados obtenidos en el presente trabajo. Para 
esto se requiere de la construcción de un banco de pruebas y la participación de un 
grupo interdisciplinario de trabajo. 



Apéndice A 

Control comandado por corriente. 

Las técnicas de control por campo orientado han hecho posible la utilización de los 
motores de CA en aplicaciones de alto desempeño dinámico antes reservados para los 
motores de CD. El fundamento de estos métodos es controlar a las máquinas de CA 
de manera similar a una máquina de CD de excitación separada donde una corriente 
(del devanado de campo) controla el campo magnético y la otra (del devanado de 
armadura) controla el par electromagnético producido por el motor en forma inde
pendiente ( o desacoplada). Sin embargo, las máquinas de CA trifásicas tienen tres 
señales de corriente (y de voltaje) relacionadas entre sí y el diseño de un controlador 
de flujo magnético y de par electromagnético no es evidente a partir del sistema 
trifásico. En general, los métodos de control por campo orientado (o vectorial) de 
motores de inducción involucran una transformación de 30 a 20 y una vez en el sis
tema transformado de dos fases se asocia una de las componentes de corriente (ids ) 

con el flujo magnético y la otra (iqs ) con el par producido por el motor, aunque no 
siempre se logra un desacoplamiento entre estas variables, y en este caso, es práctica 
común llevar la corriente relacionada con el flujo a un valor constante para producir 
el flujo magnético requerido y posteriormente variar la componente relacionada con 
el par para llevarlo al valor de referencia deseado. En forma resumida, la técnica de 
control involucra la comparación del flujo magn~tico y el par motor de referencia con 
el flujo magnético y el par motor reales, respectivamente, para obtener las señales de 
corrientes de referencia que a su vez son comparadas con las corrientes reales (con
trol comandado por corriente), para obtener una señal de error de seguimiento de 
corrientes que es usada en un compensador Proporcional-Integral PI (aunque tam
bién se usml ot.ros métodos, como el comparador con histéresis) para generar las 
señales que, convenient.emente tratadas, producirán las señales de alimentación al 
motor para alcanzar el objetivo de control deseado. Un requisito indispensable para 
l(l~rar la t.ransfOllIlación del sist.ema 3<;6 al sistema 20 es el conocimiento (por medición 
diJ'('(ta o por algún método de estimación) del flujo producido por los dcvauados del 
coLd.()l', del flujo producido por los devanado~ dd rot.or y/o del flujo resull.ante en 
el ('nlldlll'lTO C!" 1" m(lquilla. Así. existen difen'lltes t.é,('ni'i\s ,k control v('('lori"l, 
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Apéndice B 

Ecuación del error combinado de 
seguimiento. 

El procedimiento para obtener la ecuación dinámica del error de seguimiento de la 
trayectoria deseada en el robot está basado en el método de [SlotineLi86)." Se desea 
lograr que las posiciones q y las velocidades iÍ sigan a los valores deseados qd y iÍd! 

respectivamente. Se supone que la posición deseada qd y su primera, segunda y 
tercera derivada son funciones del tiempo acotadas. 

Para el caso del robot que nos ocupa, si el vector de errores de seguimiento de 
posición se define como q = q - qd, entonces se tiene que q = iÍ - iÍd. Si se define un 
vector que proporcione una medida de la precisión en el seguimiento de la trayectoria 
deseada (el error combinado de seguimiento s) como 

5= q + fqq = q - iÍd + fqq = q - <ir, (B.l) 

donde fg = diaghgl 'Yg2] > O, es una matriz de ganancias, simétrica y definida 
positiva, y él = <id - f gq definido como el vector de velocidad de referencia se 
introduce para garantizar la convergencia del error de seguimiento de trayectoria a 
cero. 

El vector s contiene información acerca del acotamiento y convergencia de q 
y iÍ, ya que su definición se puede interpretar como una ecuación diferencial de 
primer orden estable en !j, con entrada s. De la relación !jk = d+

1 Sk, donde d 
"iqk 

denota al operador derivada con respecto del tiempo, se observa que si Sk(t) -+ O 
exponencialmente, entonces qk(t), ¿h(t) -+ O también exponencialmente. De manera 
que el controlador se debe diseñar para lograr que Sk(t) -+ O exponencialmente. 
Equivalentemente, si Sk(t) es uniformemente acotada, entonces también qk(t), qk(t) 
están uniformemente acotadas. 

La ecuación combinada del sistema mecánico (MI+robot) se puede escribir ('n 
términos de s. Al combinarse las ecuaciones se tien<> que q = 8" iÍ = Qr = 8 7 y 
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ij = nr = Elr se tiene 

[Dm + M(q) Jij + [C(q, ti) + Rm]ti + g(q) = Tem (B.2) 

y si se agregan los términos -[ Dm + M(q) lije - [C(q, q) + Rm W a ambos lados de 
la ecuación anterior se tiene la ecuación 

[Dm+M(q)J(ij-q"')+[C(q, q)+RmJ(q-qr) = Tem-[(Dm+M(q»q'" +(C(q, q)+RmW +g(q)], 
(B.3) 

que expresada en términos de s y qT está dada por 

DS + [C(q, q) + Rm]s = Tem - Yc(q, q, qr, q"') Pe, (BA) 

donde D = [Dm + M(q) ] Y se utiliza la propiedad de parametrización lineal 
Yc(q, q, qr, q"'") Pe = [( Dm + M(q) )it + ( C(q, q) + Rm )q' + g(q)] con el regre
sor Yc(q,q, 1(, q"') E lllnxnr y el vector de parámetros Pe E llln" ambos del sistema 
mecánico combinado. 

Esta última ecuación representa el comportamiento dinámico del error combinado 
de seguimiento y será utilizada en el diseño de los diferentes controladores de este 
trabajo. 



Apéndice e 

Definición de parámetros. 

En el desarrollo se utilizan las unidades básicas del sistema SI. 

I significado I parámetro I valor 

momento de inercia Dmk 0.0300 

resistencia de devanados del rotor R,.k 0.8420 

ínductancia de devanados del rotor Lrk 0.0852 

resistencia de devanados del estator Rsk 0.6870 

ínductancia de devanados del estator L'k 0.0840 

inductancia mutua Lsrk 0.0813 

número de pares de polos npk 2 

Tabla C.I: Parámetros físicos del k-ésimo (k = 1,2, ... , n) motor de inducción y sus valores 
en la simulación (n = 2). 

Nota: La información dada aquí será utilizada en los diferentes esquemas de 
control desarrollados, por lo que se harán varias referencias a estos apéndices. 
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96 A.pélldice C. Definición de parámetros. 

I definición de parámetros I valor I 
ak = ~LR,. 9.8826 

rk 

8k = !k 8.1786 
L.k 

f3k = "kt:~~f 148.5990 
(Yk = 1 - -=:L 0.0764 

LskLrk 

H - PkL"k 63.6150 
rk - DmkLrk 

'Yk - 1 155.7274 
- UkLsk 

7Jk = ;!-- 13.0840 

Tabla C.2: Parámetros usados en el modelo del k-ésimo (k = 1,2, ... , n) motor de induc

ción y sus valores en la simulación (n = 2). 

111111111 I11I1111 11 i mfl 11 11111/111' '11' 
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