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INTRODUCCION

Una de las caracteristicas mas importantes de las matematicas es su alto
grado de abstraccién. Esto es uno de los principales problemas que conlleva su
estudio. Es necesario desarrollar temas fundamentales de las mismas para
mostrar su compatibilidad con las otras disciplinas y asi mismo resaltar que en
ellas se encuentran cosas comprensibles, interesantes y tiles.

Asi como no tendria sentido que un musico hiciera musica si no hubiera
quien la interpretara, y peor ain si no hubiera quien la escuchara, hacer
matematicas seria vano si no fuera posible su aplicacién, ya sea en ellas
mismas o en otras esferas de la actividad humana, ya que sin ésta no podrian
trascender las matematicas en ellas mismas y en el tiempo.

En la actualidad, las matematicas se aplican a muy diversos campos del
conocimiento humano. Constituyen una -ayuda indispensable para los
profesionales de la economia, la biologia, la fisica, la sicologia y otras
ciencias. En la geologia, las matematicas han contribuido a la mejor
utilizacién de los recursos mundiales, v a entender los fenémenos fisicos
relacionados con la atmésfera y la estructura terrestre. Para comprender la
evolucion de esta ultima, se han desarrollado algunos métodos con bases
matematicas que estiman el grado de distorsion de las rocas deformadas.

La estimacion de distorsidn tiene gran importancia en la geologia
estructural porque es un paso importante en la caracterizacioén cuantitativa de
rocas deformadas. Hay un gran nimero de técnicas para estimar la distorsion
en el plano, pero pocas tienen buena aceptacion por parte de los geodlogos,
porque éstas suelen ser tediosas en su aplicacion.

Este trabajo tiene por objetivo analizar la posibilidad de automatizar un’

método de estimacion de distorsion ya existente, Las bases de esta




automatizacién se centran en una estructura matematica surgida el siglo
pasado y que hoy es un concepto comunmente utilizado en la geometria
computacional: la Teselacidn Delaunay’.

En el primer capitulo del presente trabajo se dan las definiciones
informales de la triangulacion Delaunay y del diagrama Voronoj, asi como
una descripcion del procedimiento para construirlas.

En el segundo y tercer capitulos se abordan algunos temas relacionados
con la geologia estructural que son requisito para la idea central de este
trabajo.

En el cuarto capitulo es descrito y desarrollado el problema propuesto y
se muestran los resultados que se obtuvieron de dicho desarrollo.

El quinto capitulo contiene las conclusiones del problema propuesto, el
sexto la bibliografia citada y de consulta de los temas abordados.

El séptimo capitulo consiste en una serie de apéndices que contienen
tanto los listados de los programas computacionales usados para el desarrollo
de este trabajo, asi como un glosario de conceptos matematicos y una seccion

de definiciones formales de los conceptos principales del mismo.

"Las palabras marcadas con un asterisco consultarlas en el Glosario,




ANTECEDENTES

DEFINICIONES

Dada una poblacidon de puntos distribuidos de tal forma que no sean
todos colineales, se dice que el diagrama Voronoj* correspondiente a €sta, es
la unidn de regiones poligonales contiguas, cuyo contorno se forma sobre las
mediatrices de las lineas que unen a los puntos mas cercanos de dicha
poblacion.

El diagrama Voronoj** de n puntos distintos en el plano, divide al plano
en n regiones distintas que contienen a los puntos en el plano que estan mas
cerca a cada punto de la poblacion. Dicho de otro modo, sea P={p,,ps,...pn}
con n>2, una poblacién de puntos distintos no colineales y distribuidos en el
plano euclidiano, p cualquier punto en el plano y d(p,p;) la distancia
euclidiana del punto i al punto j, entonces PV(P)={p | d(p,pi)<d(p,p}),
j=1,...,n} es la region asociada al i-ésimo punto de la poblacién (fig.1a).

De esta manera, la regidén asociada a cada punto, llamada poligono
Voronoj y determinada por la distribucion de la poblacion, es tnica y define la
region de influencia de cada punto.

Por otro lado, la triangulacion Delaunay“, se construye uniendo con
lineas a los puntos cuyos poligonos Voronoj asociados comparten un mismo
lado. Por lo tanto, un tridangulo Delaunay es formado por tres puntos cuyos
poligonos Voronoj asociados concurren en un vértice comin que es el centro
del circulo que inscribe a este triangulo.

Ademas, la triangulacion Delaunay satisface dos propiedades

"Ver definicion formal en el apéndice de definiciones y propiedades basicas.




Fig. 13) Este es el diagrama Voronoj de una poblacion de puntos en el plano.
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Fig.1b) ) muestra una poblacién de puntos en el plano, 1) una triangulacion cualquiera
de la poblacion de 1), y 111} la triangulacion Delaunay de la misma poblacicn. Observe que
los circuncirculos de los tridgngulos enlll) no contienen a ningun otro punto de la poblacion

- lo cual no es garantizado en Il)-ya que por lo menos el circuncirculo del tridngulo ABC
contiene a otro punto de la poblacion, a saber el punto E.




interesantes:

I) cumple con el criterio del angulo MAX-MIN segun el cual la medida del
angulo menor en cada tridangulo de la triangulacién es maximizada, es decir,
se evade en lo posible angulos pequerios (Macedonio y Parescht, 1991), v

II) en una triangulacién Delaunay el circulo que inscribe a cada triangulo no
contiene a ningln otro punto de la poblacién.

Definidas asi estas teselaciones, es claro que dada la teselacion Voronoj,
se puede obtener de ésta la teselacion Delaunay por la dualidad* que existe
entre ellas que permite definir de manera inversa estas teselaciones, es decir,
dada la teselacion Delaunay, se obtiene de aqui la teselacion Voronoj. Para
resaltar el concepto de dualidad que aqui existe, se introduce ahora otra
definicion.

Dada una poblacion de puntos no todos colineales, se dice que la
triangﬁlacio’n Delaunay correspondiente a esta poblacion, es el conjunto de
triangulos que une a cada punto de la poblacion con sus vecinos mas cercanos.
Dicho de otro modo, sea P={p,ps,.--,pn} cOn n>2, un conjunto de puntos
distintos no colineales y distribuidos en el plano euclidiano, entonces la
triangulacion Delaunay para esta poblacion es TD(P)= {tridangulo(p;,p;,px) | su
circuncirculo no contiene a otro punto de la poblacién} (fig. 1b).

De su definicion se ve que la triangulacion Delaunay es Unica porque
relaciona a cada uno de los puntos de una poblacion con los puntos en la
poblacién maés cercanos a cada uno.

El nimero de triangulos de la teselacion Delaunay esta relacionado con
el nimero de puntos en la poblacién y el nimero de puntos de su envolvente
convexa*. Esta ultima es la interseccidon de la poblacién de puntos con la
frontera del conjunto convexo de menor cardinalidad que contiene a dicha

poblacion.
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Para obtener el numero de tridngulos que tendrd la teselacion y el

numero de lados resultante, se tienen dos formulas:

Nt=2(N-1)-Nen

NI=3(N-1)-Nen
donde Nt representa al nimero de tridngulos, N1 al nimero de lados en la
teselacion, Nen al nimero de puntos en la envolvente convexa de la poblacion
y N el niimero de puntos de la poblacién.

Para obtener el centro del circuncirculo de un triéngulo, basta con
prolongar las mediatrices y obtener el punto de interseccién de éstas. Si se
obtienen los centros de los circuncirculos de los tridngulos de la teselacion
Delaunay y si se unen los correspondientes a triangulos adyacentes con
segmentos de rectas (que son las mediatrices de los lados), se obtendra
entonces un conjunto de poligonos el cual es el Diagrama  Voronoj
correspondiente (fig. 1¢).Dadas estas definiciones és clara la dualidad que

existe entre ambas teselaciones.




CONSTRUCCION DE LAS TESELACIONES

El objetivo de este trabajo es elaborar un método que emplee la
triangulacion Delaunay para calcular la distorsidn interna de rocas
deformadas. En realidad este método es una modificacion de un método ya
existente denominado distancia entre centros que estima esta distorsion. Para
poder asignar la triangulacién Delaunay correspondiente a cada poblacion de
puntos a analizar fue necesario escribir un programa de computo que realizara
tal trabajo y posteriormente estimara la distorsién. Las poblaciones de puntos
que aqui se emplean son artificiales y se deforman intencionalmente (segtin se
requiera) dentro del mismo programa.

El algoritmo* para construir la triangulacion Délaunay que se ha
empleado en este trabajo y que también dibuja la teselacién Voronoj, fue
modificado del original escrito por Reinhard Ludwig (1994) y publicado en la
revista “ C’t “. El programa consta de tres fases. La primera lee la lista de
coordenadas de los puntos de la poblacién y dibuja a estos puntos. En la
segunda fase, se designa a los vecinos cercanos de cada punto de la poblacién,
se despliega la triangulacion Delaunay y se enlistan los vértices de los
poligonos Voronoj de cada punto. En la tltima fase se desarrolla graficamente
la teselacion Voronoj trazando una linea de vértice a vértice de cada poligono.

El programa acabado se maneja desde un ment de ventanas que
brindan opciones segin las necesidades. Por ejemplo, para llevar a cabo la
primera fase del algoritmo para construir las teselaciones, las opciones son
varias poblaciones de puntos que varian en niimero de puntos y/o grado de
antiaglomeram-ientc_); cabe mencionar que én el programa original se generaba
 una lista'aleatokria de puntos, aqui las listas de punfos se generan en un

programa aparte que esta escrito también en Pascal y el cual se describird mas




adelante. Para la segunda fase las opciones son, desplegar la triangulacion
Delaunay para poblaciones de puntos con o sin deformacion y desplegar la
triangulacion deformada. El programa también brinda la opcion de almacenar
graficamente las teselaciones y visualizarlas juntas o por separado. También
obtiene los valores de la distorsion calculada con el método desarroliado en el
marco del presente proyecto.

Con el fin de mostrar la légica del algoritmo para construir las
teselaciones Delaunay y Voronoj, a continuacién se describiran las tres fases
del programa que las construyen. Para poder dar origen tanto a las teselaciones
como a cualquier otro grafico del programa, éste comienza por inicializar la
tarjeta y los parametros graficos que utilizara durante su ejecucion.

La primera fase se lleva a cabo cuando en el programa principal se
[lama a la subrutina GeneracionDeDatos, ésta [lama a otra,
.FuenteDePuntOS, la cual lee la lista de puntos y llama ai.procedimiento que
los dibuja. Después, GeneracionDeDatos afade a ia lista de puntos otros
cuatro que estan fuera de la pantalla y son los vértices de un cuadrado que
contiene a la poblacion de puntos; es decir, estos cuatro puntos forman una
envolvente convexa de la poblacidén. Esto se hace porque hay dos
subconjuntos de la poblacidn de puntos que a priori estan en la triangulacion
Delaunay; estos son, los dos puntos mas cercanos entre si y los puntos que
estan en su envolvente convexa. En el programa se encuentran los vecinos
Delaunay a partir de esta envolvente convexa, es decir de afuera hacia dentro
de la poblacion.

Para realizar la segunda fase se lleva a cabo con el procedimiento
TriangulacionDelaunay, el cual, primero inicializa las- listas donde se
guardaran los vecinos de cada pﬁn-to y los vértices de los poligondé, luego crea
una lista llamada “Cola” con los cuatro puntos de la envolvente convexa.
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Después con la sentencia Triangulo, toma los dos primeros puntos de la
“Cola” y los elimina de ella; enseguida recorre toda la lista de puntos de la
poblacion buscando un tercer punto que esté mds cerca a éstos. Esto lo hace
con la subrutina EncuentraPunto; aqui con ayuda de la funcién
SentidoDeGiro, se buscan inicialmente los puntos que no sean colineales con
los dos primeros y, con esta misma funcion, que estd basada en el desarrollo
del determinante de la matriz formada por los vértices del triangulo en
cuestion y con el cual se calcula su area, se determina si el tercer puﬁfo
buscado esta hacia el centro de la poblacién o hacia fuera; es muy importante
determinar esto, ya que asi se consideraran sélo los puntos que no pertenezcan
todavia a algln triangulo.

Para ver mas detalladamente la funcién SentidoDeGiro, se considerara

el siguiente triangulo,

P3(x3.y3) P2(x2.y2)
B

P1ix1y1)
Fig. 2)
donde la altura de P3 sobre el lado P1P2, tiene una longitud de 4 y la longitud
de P1P2 es de b. El 4rea de este tridngulo esta dada por la formula

_th
h

4

y por. la férmula de distancia entre dos puntos, se tiene que

b= J(xi=x2)?+ (y1— y2)?,




la ecuacién de la recta que pasa por P y P2 tiene la forma

Xl — X2 ’

que también se puede escribir de la siguiente forma

(yl - yz)x - (xa - xz)y txiy2—-x21=0
Si usamos esta ultima ecuacién y el punto P3(x3,y3) en la férmula para

calcular la distancia de un punto a una recta, se obtiene que
b .-(_]/'i - yz)xs — (x: - xz)ys + X1y — X2 )
IR
v — X2 + Yi—y2

por lo que deducimos que el 4rea del tridngulo esta dada por

4= (yl — 2)4 3—(XI ‘xz)}’3+x'_yz-xzy|

Ademds, la expresion que esti dentro de las barras del segundo miembro de

esta ultima ecuacion, es el desarrollo del determinante

xt oy 1
x2 y2 1 TXY2E XY+ X2Y3 - X3y2 - x1ys - X2y
X3 ys |

entonces el area del triangulo es también un medio del valor absoluto de éste
determinante. Se toma el valor absoluto porque el determinante puede ser
negativo o positivo.

En el caso del programa, para cada terna de puntos analizada, se calcula
el area del triangulo que forman usando este determinante sin considerar su
valor absoluto, ya que de esta forma se sabrg en qué sentido se estan tomando
los puntos. Si el vélor del drea es igual a cero, la funcién SentidoDeGiro da

un valor de cero, con lo que quiere decir que los puntos son colineales. Si el
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valor es negativo, la funcién da un valor de -1, con el que quiere decir que los
puntos estan tomados de adentro hacia fuera de la poblacion, y entonces el
punto en cuestion o esta afuera de la poblacion o ya le han sido asignados sus
tres triangulos respectivos. Si el valor es positivo, la funcién da un valor de l,
con el que indica que los puntos estin tomados de afuera hacia dentro y el
punto en cuestion es un candidato viable para formar el tridangulo Delaunay.
En otras palabras, esta funcién garantiza que los puntos considerados como
candidatos para formar los tridngulos Delaunay, forman con los dos puntos de
la “Cola” un dngulo menor de 180° en el sentido contrario a las manecillas del
reloj.

En la misma subrutina, EncuentraPunto, se analizan los puntos
candidatos para formar el triangulo Delaunay, se calcula el angulo que forma
cada uno de ellos con respecto a los otros dos y se comparan; el punto elegido
es el que satisface de mejor manera el criterio de maximo paralaje, es decir,
aquel con el cual se forma el mayor angulo, porque a mayor angulo menor
distancia. Con ayuda de la funcién Cosgam, EncuentraPunto compara los
valores de los cosenos de los dngulos que forman los dos puntos en turno de la
“Cola” con cada uno de los puntos candidatos y escoge el punto cuyo coseno
correspondiente es menor, ya que entre 0 y 180 grados el coseno es menor
cuando el dngulo es mayor. La funcién Cosgam calcula el coseno del angulo
haciendo uso de la ley de los cosenos para triangulos oblicuangulos, y ademas
esta apoyada en otras funciones que realizan operaciones bésicas,

Dicho de otro modo, del triangulo anterior (Fig. 2), se supondra que Pl
y P2 son los dos puntos de la “Cola” para los cuales se busca un tercero para
formar un tridngulo Delaunay y P3 el candidato en cuestion, B es el angulo a

calcular. Por la ley de los cosenos-para triangulos oblicudngulos se tiene que



(P:P3)+d (P2P3) d? (Ple)
2d(PiP3)d(P2Ps)

cosf =

que escrito mas detalladamente es

cos p= T HF+ (‘” f (= xf + (2= yaf - (0 = xaf — (i~ o
[(ri - ts)‘ + m}'][(xﬂ — \:3)- Gp - vg-]

de donde se deduce que

2(;05ﬂ = (‘“-—_xi)_ (}’l - yJ)— (r" - xﬁ)' (}” }"3)‘ - (x x2)2 - (yl - wnf

O R )3 Rty (v

y como
~l<cosf <l
entonces
—-2<2cosff<2.

El valor que en realidad obtiene la funcién Cosgam, es el de 2 veces el
coseno- del angulo (arriba descrito), por lo que EncuentraPunto compara
estos valores obtenidos con 2; es decir, si 2 veces el coseno de B3 es menor que
2 entonces se guarda este valor como referencia y ahora se comparan con éste
los valores que se obtengan de Cosgam para los otros puntos candidatos
(candidatos para formar el triangulo Delaunay) y siempre se tomara al mads
chico ya que la funcion coseno es decreciente entre y 180 grados.

Encontrado el tercer punto mds cercano a cada par de puntos de la
“Cola”, se almacenan en otra lista estas ternas de puntos que ahora forman los
triangulos Delaunay y se ordena dibujar sus lados; se obtienen las coordenadas
de los puntos que resultan ser los centros de los circuncirculos de estos
triangulos y se guardan en otra lista como los vértices de los poligonos
Voroﬁoj. |

Para encontrar las coordenadas del éiréuncentro, teniendo ya con las

coordenadas de los tres vértices del triangulo P1,P2,P3, en la subrutina



EncuentraPunto se obtienen las ecuaciones de las rectas que pasan por Pl y
P2 y Pl y P3, y se resuelve este sistema de dos ecuaciones con dos incdgnitas
que da como resultado las coordenadas esperadas.

Por Gltimo, en la subrutina Triangulo, se afiaden a la “Cola” los vértices
del nuevo triangulo. Estos se afiaden por pares, es decir, como extremos de los
lados del tridngulo, pero no se incluye al par que dio origen a la basqueda y el
cual fue borrado de la “Cola” al principio de la subrutina Trianguio.

Para la ultima fase se llama a las subrutinas OrdenarListaDePuntos y
DibujarPoligonosVoronoj. La primera recorre la lista de vértices de los
poligonos Voronoj y los ordena de la siguiente manera: obtiene los angulos
que se forman con los segmentos que unen a los vértices del poligono de cada
punto con cada punto, y la horizontal por medio de la funcién Theta, v los
ordena con la sentencia OrdenamientoRapido en el sentido contrario de las
manecillas del reloj. Ya ordenados los vértices de cada poligono, la segunda
sentencia dibuja las lineas de vértice a vértice segun el orden establecido y
dando origen al diagrama Voronoj.

Aunque el diagrama Voronoj no es necesario para la realizacion del
analisis de distorsion, se ha descrito el algoritmo para su construccion sdlo
para resaltar, nuevamente, la dualidad existente entre ésta y la triangulacion
Delaunay y asi facilitar su comprension. Tampoco se excluye la posibilidad de
utilizar dicho diagrama en algiin método de estimacidon de distorsion. Por
ejemplo es posible que la distribucién estadistica de las areas de los poligonos
Voronoj constituya una parametrizacion del grado de antiaglomeramiento*® de

una poblacion de puntos.




POBLACIONES DE PUNTOS

ANTIAGLOMERAMIENTO

En una poblacion finita de puntos distribuidos aleatoriamente sobre una
superficie, cuyas coordenadas son seleccionadas desde una lista de niimeros
aleatorios, hay tanto vacios de puntos (puntos muy separados), como pequeiios
grupos de ellos (puntos muy amontonados). Este tipo de distribuciones tienen
lugar en eventos que ocurren libremente, por ejemplo las particulas de polvo
que caen sobre una mesa o el confeti en el suelo del lugar donde se realice una
fiesta infantil. Pero hay diferentes modelos de poblaciones que surgen de
diferentes situaciones fisicas. Por ejemplo si estos puntos representaran una
poblacion de plantas de la misma especie, no podrian quedar muy
amontonados porque las plantas no crecen ast. Es decir, en el caso de los
arboles, éstos pueden crecer casi en cualquier lugar pero necesitan espacio, luz
y agua, entre otras cosas, para que tanto Sus raices como sus ramas crezcan
dptimamente, por lo que es necesario que haya una determinada distancia
entre ellos. Con esto se entiende que en algunas poblaciones de puntos la
posicion de cada uno de éstos depende de la posicion de los demads, segln lo
que estén representando. Cuando existe esta dependencia, la distribucion de la
poblacién de puntos también depende tanto del area que ocupa esta poblacion
como del nimero de puntos en ella (densidad de la poblacion), ya que en el
caso de los arboles ademas de saber cual es la distancia minima que puede
haber entre ellos, es necesario saber cuantos arboles pueden crecer en una
determinada area.

Asi, una de las diferencias que hay entre las poblaciones de puntos
distribuidos " aleatoriamente. y las poblaciones de puntos distribuidos

uniformemente es que, en las primeras la posicidon de cada uno de los puntos




a) b)

Fig. 3) a) Representa una poblacion de puntos con distribucion aleatoria y, b)una
poblacion de punios con distribucion antiaglomeradu.

y

a) b)

Fig. 4) ) Vecinos contiguos o inmediatos los cuales estdn conectados por una
linea que no cruza a otra de otro par de vecinos contiguos. b)Poligonos formados por los
vecinos contigros correspondientes. Los vértices de cada poligono también son puntos de
la poblacion, y aunque no se han marcado los poligonos para esos puntos. sus vecinos
contiguos correspondientes son los otros extremos de cada arista que forman y los puntos
que encierran los poligonos a los que perfenecen.
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Fig. 5) @ Poblacion de puntos con distribucién cuadricular; los poligonos
formados por los vecinos contiguos forman rejillas cuadriculares. b) Poblacion de puntos
con distribucion hexagonal donde los poligonos formados por los vecinos contiguos
Jforman una rejilla triangular. ¢) Poblacion de puntos distribuidos de manera triangular,
donde los tricngulos que forman son equildteros. Los poligonos formados por los vecinos
contiguos forman varias rejillas hexagonales sobrepuestas.




es independiente de la posicion de los demds (donde puede haber pequefios
grupos de puntos amontonados y pequerias areas vacias de ellos, fig. 3a); en
las segundas, la posicidn de cada uno de los puntos si depende tanto de la
posicion de los demdas como de la densidad de la poblacién (donde nunca hay
puntos amontonados ni huecos, fig.3b).

En estas poblaciones donde no hay puntos amontonados ni huecos, la
distancia entre cualquier par de puntos es mas o menos la misma, mayor que
cero y finita porque estas distancias estén restringidas en el area que contiene
a la poblacion. Como no tiene sentido calcular la distancia entre dos puntos
que estan en orillas opuestas de una poblacidn, puesto que hay otros puntos
entre ellos, es conveniente considerar las distancias entre puntos que sean
vecinos inmediatos, o sea de aquellos que estén conectados por un segmento
de recta que no cruce a otro de otro par de puntos (fig. 4a). A los puntos
tomados de esta manera, aqui se les llama vecinos nafurales.

Asi pues, a partir de aqui, las poblaciones finitas de puntos en un area
determinada, con una distancia finita y media entre los que sean vecinos
naturales, se llamara poblacion antiaglomerada.

En una poblacion antiaglomerada de puntos, para cada punto
(excluyendo a los de la frontera) sus vecinos naturales son los vértices de un
poligono alrededor de €l (fig. 4b). Estos poligonos ademas de que en general
no son regulares, varian en numero de lados para cada punto; es decir, no
todos los puntos de la poblacion tienen el mismo numero de vecinos naturales.
Esto se debe a que la uniformidad de la distribucién se da en la longitud de las
distancias entre vecinos naturales y no en el orden de la posicion de los
puntos. Entonces, para que en una poblacion antiaglomerada . los puntos.
tengan el mismo nimero de vecinos naturales (sin considcrar“é los de la

frontera), su distribuciéon debe ser uniforme; es decir, los puntos de la



poblacidn deben de estar dispersos en una determinada colocacion que les
permita relacionarse a cada uno con un mismo numero de puntos. Por
ejemplo, si se tiene una poblacion de puntos distribuida en los vértices de una
rejtlla cuadricular, los vecinos naturales de cada punto seran los vértices de un
cuadrado (fig. 5a). Ahora bien, si la poblacidn de puntos esta distribuida sobre
los vértices de una rejilla hexagonal, entonces cada punto tendra tres vecinos
naturales que seran los vértices de un triangulo (fig. 5b); pero si la poblacion
esta distribuida sobre una rejilla de tridngulos equilateros, entonces cada punto
tendra seis vecinos naturales y sera el centro de un hexagono regular formado
por sus vecinos (fig. 5¢).

Entonces, el hablar de un mismo niimero de vecinos naturales para cada
punto en una poblacién antiaglomerada, es similar a hablar de un orden en la
posicion de los puntos de la distribucién, pero aqui van implicitos tanto las
distancias entre vecinos naturales como la densidad de la poblacion.

La densidad de una poblacién es expresada como el numero de puntos
por unidad de 4rea, donde la unidad de medida es la misma que se usa al
calcular las distancias entre puntos (Clark y Evans, 1954). Ademas es un
factor determinante en la cuantificacion del grado de antiaglomeramiento de
la poblacion. El grado de antiaglomeramiento se puede obtener en funcion de
la densidad, ya que ésta resuelve la forma de la distribucion porque controla la
separacion entre los puntos. Es decir que la distancia entre puntos de una
poblacion debe ajustarse con el numero total de puntos y el area que los
contiene. De esta manera puede haber poblaciones con el mismo grado de
antiaglomeramiento pero de diferente densidad. ‘

El grado de antiaglomeramiento esta dado por la expresion
- - ) . a= dc \f;)_




(Clark y Evans, 1954), donde p es la densidad de la poblacion y d. es la media
de las distancias entre cada uno de los puntos y su vecino natural mas cercano
(distancia de corte, Tolson, 1998); es decir, si la poblacidn tiene » puntos y di

es la distancia del punto / a su vecino natural mas cercano entonces,

d, = i d‘;.

=1 N

Esta cuantificacion del antiaglomeramiento, por estar en funcidn de la
densidad, brinda una visi6n mas general de la distribucion de la poblacion.
Cuanto mas bajo es el grado de antiaglomeramiento mds tiende la distribucion
a la distribucidn aleatoria (fig. 6a) y, mas tiende a una distribucion uniforme
mas elevada sea esta cuantificacion (fig. 6b).

Entonces, una poblacion de puntos cuya distribucidn sigue un estricto
orden (como las de la figura 5) es una poblacidn antiaglomerada, pero es un
caso extremo de antiaglomeramiento, es decir las poblaciones antiaglomeradas
tienden a ser ordenadas, de hecho, tienden solo a la poblacion cuyos puntos
estan ordenados como vértices de triangulos equilateros. Esto se debe a que
esta poblacion optimiza el nimero de vecinos cercanos para cada punto, esto
es, el mayor numero posible de vecinos cercanos equidistantes para cada
punto. En esta poblacidn, cada punto tiene seis vecinos cercanos que son los
vértices de un hexagono regular (fig. 5c¢).

El hexagono es el poligono regular de mayor nimero de lados que
tesela (llena el plano), por esto no puede haber una poblaciéon de puntos cuya
distribucion permita tener a cada punto siete o mas vecinos cercanos. En otras
palabras, la poblacion de puntos en la que todos los puntos tienen seis vecinos

equidistantes, es-la ideal.



Fig. 6) a) Poblacion con bajo grado de antiaglomeramiento. b) Poblacidn altamente

antiaglomerada.

b)
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. , -17 . .
Las distancias de corte varian entre cero y 1.075 p/ ~para distribuciones
aleatorias e ideales respectivamente (Crespi, 1986). Asi pues, el grado de

. . ~172
antiaglomeramiento de una distribucion ideal es aproximadamente 1.075p7 .
En muchos materiales geoldgicos las particulas que los componen

tienen una distribucidon no aleatoria en un sentido amplio. Las particulas
pueden estar aisladas pero distribuidas en tal forma que las distancias entre
ellas son mas o menos constantes. En tal agregado no se ven pequefios grupos
de puntos ni huecos como en una distribucion verdaderamente aleatoria. Esto
sucede porque las particulas tienen un tamario inicial caracteristico, v la
medida de la separacion de centro a centro de particulas vecinas (vecinas
naturales) es controlada por la coaccidon geométrica del empaquetamiento™. En
estos materiales la distribucidn de particulas coplanarias tiene caracteristicas

similares a la distribucién antiaglomerada.
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SELECCION DE OBJETOS

Una roca es un agregado natural de minerales que se clasifican en tres
modalidades, segiin el mecanismo de formacion: rocas sedimentarias, rocas
igneas y rocas meétamorficas. Las primeras se forman por deposicion y las
segundas por la actividad volcanica o solidificaciéon de roca fundida por
debajo de la superficie; las terceras son rocas de alguno de los dos tipos
anteriores transformadas por el calor o la presion.

Las rocas sedimentarias se forman a partir de materiales disgregados
por agua, viento o glaciares, llamados sedimentos. Las rocas formadas por la
sedimentacidon de detritos se clasifican como conglomerados, areniscas, o
lutitas y, reciben el nombre de detriticas. Pero las rocas sedimentarias también
se pueden formar por precipitacién de sustancias disueltas y por reacciones
quimicas' entre ellas, como las calizas, o a partir de restos de seres vivos de las
cuales hay tres tipos: calcareas, carbonosas y siliceas.

Las rocas igneas se forman en la superficie o a cierta profundidad por la
cristalizacion de un magma. El magma estd compuesto por minerales en
estado fundido y por gases disueltos.

Las presiones intensas, las altas temperaturas y el escape de fluidos y
gases asociados con zonas de intensos movimientos de la Tierra, la actividad
ignea y la mineralizacion transforman las rocas igneas y sedimentarias en una
amplia gama de rocas metamorficas (del griego “cambio de forma™). Existen
dos clases de metamorfismo: el regional y el de contacto. Al primero lo
constituyen los extensos procesos que acompafaron a la formacidén de
" montaias. El segundo hace referencia a los-efectos producidos en las cercanias

de las intrusiones, que en general cubren extensiones limitadas de terreno.
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Para cuantificar los cambios geométricos sufridos en una roca
metamorfica es necesario contar con una muestra de ésta para poder aplicar
alguno de los métodos existentes que calculan su distorsion. Basicamente
estos métodos consisten en observar la posicion de las particulas que
constituyen a la roca y determinar por procedimientos tedricos matematicos
cual era su posicion original; esto a pesar de estar sujeto a ambigiiedad, es con
lo tinico que se cuenta para poder ofrecer una idea de no solo la forma original
de una roca, sino del panorama en general que pudo haber tenido nuestro
planeta hace millones de aros.

Las muestras que se emplean para hacer el analisis de distorsidon son
delgadas placas de un grosor de 30zm obtenidas de varios cortes de la roca.
En estas muestras las particulas que componen la roca conforma una
poblacién real de puntos antiaglomerados casi en el plano. A estas particulas
vistas asi se les llaman .objetos y, como varian de tamafio, a veces se
consideran sélo sus centros. Para realizar el presente trabajo, se hizo uso de
poblaciones de puntos con distribuciones antiaglomeradas generadas
artificialmente que simulaban ser las poblaciones de puntos obtenidas de los
centros de objetos de muestras geologicas. El programa empleado para

generas dichas poblaciones se describira enseguida.



EL PROGRAMA ANTICLUS

El programa para generar poblaciones artificiales de puntos fué
elaborado por Gustavo Tolson, en el Instituto de Geofisica de la UNAM en
1993 y esta escrito en lenguaje Turbo Pascal 5.5 (ver Tolson 1998).

Las poblaciones que genera este programa, estan trazadas en un espacio
circular con un radio de r unidades. Al inicio del programa el usuario
proporciona el nimero de puntos NV que requiere en la poblacion, el grado de
antiaglomeramiento a y el nimero de poblaciones diferentes que desea. Con
estos datos la computadora calcula la distancia de corte d, usando la formula

ya descrita

d. = idi ’

ial M
y pasa a una subrutina donde se genera aleatoriamente un par de coordenadas
polares para un punto. Se escoge otro punto que diste del primero en mas que

d, y no mas que el radio r, donde

'.’ Nd .

S
L aT

ro=

(Tolson, 1993) y se guardan sus coordenadas en una lista, después se escoge
otro punto que diste de cada uno de los dos anteriores no menos que d, y no
mas que r y asi continua el bucle hasta que se completa el nimero de puntos

deseado, cuyas coordenadas (x,y) son almacenadas en un archivo.
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DEFORMACIONES

Es necesario un estudio de la geometria de los cambios que se dan
durante una deformacion para entender las rocas deformadas y para la
interpretacion del significado geolégico de las estructuras tectonicas. En la
evolucion de la Tierra ha actuado constantemente un campo de fuerzas
inestable que ha provocado variaciones en el estado de esfuerzos de las rocas.
La aplicacion de fuerza a un material causa que su masa cambie de posicidén y
a menudo de forma. Un cuerpo puede ser sometido a una traslacion, una
rotacidn, una distorsion interna o alguna combinacidn de éstos. Desde el
punto de vista geométrico, existe una relacion entre la posicién, orientacion y
forma del cuerpo antes y después del cambio de estado. Pero, para registrar la
deformacion interna de una roca, da lo mismo que ésta se encuentre en su -
lugar de afloramiento con cierta orientacion, que trasladada a algiin museo por
ejemplo y colocada de manera diferente a la que se halld; por lo que las
traslaciones y las rotaciones de cuerpo rigido suelen ser ignoradas al estimar
esta distorsion.

La distorsién interna ocasiona cambios en la posicion de las particulas
de un cuerpo que son conocidos como desplazamiento, también puede
ocasionar cambios en la forma del cuerpo los cuales son conocidos como
torsion. Las distorsiones pueden ser pequeiias y reversibles, es decir el cuerpo
puede regresar a su forma original si se elimina el esfuerzo aplicado. Tales
deformaciones son caracteristicas de cuerpos solidos deformados en su rango
elastico. En un cierto estado de deforn:lacién elastica, en el limite elastico, las
rocas pierden su cohesién interna en ciertas superficies y sufren deformacion

S ductil.
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Aunque pueda anularse la deformacién en una roca y conocer su forma
original esto no constituye una descripcion completa del fenomeno de
deformacion, ya que no incluye el desarrollo progresivo de éste, es decir solo
hace referencia a los estados inicial y final de la roca. La relacion geométrica
de los estados inicial y final puede describirse con transformaciones lineales
de R? en R? y de R? en R?, a estas transformaciones se les llama deformacion
finita.

Una deformacién finita homogénea transforma una esfera en elipsoide;
las lineas rectas y paralelas que hayan estado en la esfera, siguen siendo rectas
y paralelas después de la deformacion. A cada cuerpo deformado le asociamos
un elipsoide, el cual es el resultado de someter a una esfera a la misma
deformacion a la que fue sometido el cuerpo. Los vectores compuestos de las
magnitudes.y direcciones de los ejes del elipsoide tienen la misma magnitud y
orientacion independientemente del marco de referencia que uno escoja para
describirlos. Los vectores cuyos componentes no presentan variacion al
cambiar el marco de referencia, llevan el nombre de tensores. El tensor
asociado al elipsoide de deformacién, llamado tensor de deformacion, tendra
nueve cantidades independientes: tres que describen la longitud de los ejes
principales del elipsoide, y tres pares que definen la magnitud y orientacion de
la deformacion en tres planos perpendiculares. La transformacion geométrica
de estera a elipsoide se puede representar con el producto del tensor de
deformacion y los vectores que definen la esfera. Los vectores asi
transformados definiran el elipsoide.

Muchos problemas de la deformacién en tres dimensiones se resuelven
utilizando cdlculos bidimensionales con el fin .de simplificar las
manipulaéiohes mateméticas, ya que la geometria de-deformaciones en dos

dimensiones ayuda a comprender la deformacién tridimensional. Esta
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simplificacion implica que la esfera se reduce a circulo, el elipsoide a elipse y
las nueve componentes del tensor a cuatro (dos que describen la longitud de
los ejes principales de la elipse y otros dos que definen la magnitud y
orientacion de la deformacion). La restriccion al plano de la representacion de

deformaciones, restringe también el movimiento de las particulas materiales a

éste, v si ademads se afiade la que la deformacion se lleva a cabo preservando el

area del cuerpo, el determinante del tensor de deformacion es igual a 1.

Para analizar la deformacién interna en dos dimensiones se establece un
sistema de ejes de coordenadas rectangulares, se considera lo que sucede si se
conserva un punto fijo del cuerpo, el punto (0,0) vy se hace que los demas
puntos se desplacen de acuerdo con una ley lineal. De esta forma es posible
investigar el cambio en la orientacién de unos puntos con relacion a otros, lo
que es, por definicion, la deformacion interna. Se describiran a continuacion
algunos tipos sencillos de desplazamiento que lleva consigo el estado
deformado.

1. Extension simple paralela a un eje (Fig. 7a). Las coordenadas x, v de un
punto, antes de deformacién, se desplazan a las posiciones x;, y,,‘de tal
modo que

X, = (e + l)x (e0)
M=)

que en términos de la matriz asociada a la transformacidn, se escribe:

(5 0) e

2. Extension paralela a ambos ejes (Fig. 7b).

X, e +1 0 x ‘ _
[y.) ) ( 0 e+ 1](),] (e2).

El cambio de area después de la deformacion es (e, +1)(e, + 1) 1.
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Cuando (e, +1) = }{L Ly no hay incremento de drea y esta

deformacion se le denomina cizalla pura.
3. Cizalla simple (Fig. 7¢). Las particulas se desplazan en una direccion
paralela al eje X, de modo que la linea ordenada de cualquier punto se

deforma por cizalla seglin un angulo .

MY %

No hay cambio de area.
4. Cizallas simples superpuesta (Fig. 7d,e). SI se somete el cuerpo
deformado de la figura 7¢ a otra cizalla paralela al eje ¥, de modo que las

lineas paralelas al eje X sean desviadas seglin un 4ngulo 2 (Fig. 7d), se

[;) B [mgl% ?JCJ (e3 bis)

o bien sustituyendo segtn (e3)

X, 1 ta ;
) PR e
Ya tagy, l+tagytagy, \y

Si se cambia el orden pero no la intensidad de las sucesivas deformaciones por

tiene

cizalla, la transformacion final no es la misma que la correspondiente a la
ecuacién (e4) (Fig. 7e).

Primera deformacion:

(e 1
Y tagy, 1Ay _
Segunda deformacion:

- [;Jz[; faglle(-;J | | (e5 bis)
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X, | +ragy tacy, tag X
o ( J :( gy lagy, gw,]( ] (e6)
: Y tagy, by "

En general, se cumple cuando dos deformaciones internas se superponen, la
naturaleza del producto final depende del orden de las deformaciones. La
superposicion de transformaciones lineales no es un proceso conmutativo.

5. Cizalla simple y extension paralela a ambos ejes (Fig. 7f). Si la
deformacidn por cizalla simple va seguida por la que corresponde a la figura
7c, las coordenadas de los puntos después de dos deformaciones se convierten

€n
X, e+l esagy, +tagy, .
Vs 0 e, + 1 v

Por otra parte, si el orden de la deformacion se invierte, la posicion final es

diferente de la que corresponde a la ecuacion (e7).

[sz _ [e_r +1 tagy (e, + 1)J(xj (e7bis)
¥, 0 e, +1 ¥

6. Transformacion general. El desplazamiento en general de |a
deformacion interna es dado por la transformacién T: R* » R? tal que si
(x,y) esta en R? entonces T(x,y) = (ax+by,cxtdy). O si se prefiere, en

términos de la matriz asociada a T (en la base canoénica):

G- L) <68>

(donde a>0 y ¢&>0), o sea
P . R (e8 bis)

ad - be YT Tad—be
siempre y cuando ad-bc# 0.

Esta transformacién se representa graficamente en la figura 8. El
rectangulo original formado por la unién de los cuatro puntos (0,0), (x,0), (x,y)
y (0.y) se deforma dando" el paralelogramo (0,0), (ax,cx), (ax+by.cx+dy),
(by,dv). El significado geométrico de cada una de las constantes a, E, c,ydes
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‘Fig. 7) Tipos de traslaciones especiales que dan lugar a un estado de deformacion
interna. Los cuadrados punteados representan el estado no deformado.
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el siguiente: a y d pueden ser consideradas como componentes de la
deformacidn interna longitudinal paralela a los ejes de coordenadas X e 7,
respectivamente, mientras que 5 y ¢ son en parte componentes de cizalla que
reflejan los desplazamientos angulares de los lados del rectangulo
originalmente perpendiculares, esto es, b = dfaga y ¢ = atagf .
Sustituyendo los valores de x e v de (e8) en la ecuacion general de la recta
y=mx+k, (e9)
se encuentra que una recta se transforma en otra recta

c+dm ad — be
= X, +
o+ bm a+bm

k (el0)

por lo que se concluye que este desplazamiento se ajusta a los criterios
anteriormente dados para la deformacién interna homogénea.

El efecto del desplazamiento general (e8) sobre los puntos situados en la

circunferencia x* + ¥* =1 es una transformacién a la ecuacién
(¢ +d*)x} = 2(ac +bd)x,y, + (a* + b))y, —(ad —bc)’ =0 (ell)
Esta es la expresion de una elipse, la elipse de la distorsion interna, y los ejes

mayor y menor de esta elipse representan las posiciones de madxima y minima

distorsion interna longitudinal, siendo sus longitudes l+e =4, ¥
l+e, = \‘;Z.

Si el desplazamiento general (e8) se aplica a la ecuacién general de una
elipse centrada en el origen {/x* —2mxy +ry® =1), esta elipse se transforma en

otra elipse

px; =2qxy, + vy =1 (el2)
donde
o _ld+2medtne  -mladtbe)+lbd tnac 16 +2mab+ na’
F (ad — be)’ ! (ad — be) (ad - be Y
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Esto es importante, porque significa que los efectos geométricos de diversas
deformaciones homogéneas bidimensionales finitas superpuestas pueden
describirse siempre mediante una sola elipse de deformacion finita. No
obstante, existe una elipse que se transforma en la circunferencia x +y; =1
dada por la ecuacion
(az +cz)’c: +2(ah + ed Jxy + (b3 + a’z)y2 =1. (el3)
Esta elipse es conocida como elipse reciproca de la distorsion interna.
En general, la deformacion (e8) conduce a un cambio en el valor del
angulo entre dos lineas originalmente perpendiculares. Sin embargo, existen
dos lineas que son perpendiculares antes de la deformacién y que permanecen

asi después de la misma. La ecuacion de una recta que pasa por el origen y

que es inicialmente perpendiculara y =mx es

m

y=—=. ' (e14)

Después de la deformacion, ésta tendra una pendiente [segin (e10)] de

me-d (e15)
ma—b

si estas dos lineas perpendiculares de pendientes iniciales m y -1/m han de

permanecer perpendiculares, el producto después de la deformacion debe ser

-1, lo que conduce a

(_md+c)(mc—d):__1 — m2+ma'—b'+0“-ﬂ'"_1=0. (el6)
(mb + a)ma-b) ab+cd

Suponiendo que ab+ed no es cero, las raices de esta ecuacidn siempre son
reales y por lo tanto siempre hay dos lineas inicialmente perpendiculares que
permanecen perper{diculares después de la deformacion. Las orientaciones
finales de las lineas de pendiente m y —1/m se definen como los ejes

principales de la deformacion interna. En su condicion deformada, estos ejes
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Fig. 8) Traslacion asociada a la distorsion interna general,

3

Fig. 9) Traslacion especial que produce la rotacion de un cuerpo sin que se produzea
deformacion interna (rotacion de cuerpo rigido).

¥
Eje principal de deformacién
_|__ Pifxi )
b
{ ”b}l
FEAY) -
dy 8 Y
bx
I
[} as — x

Fig. 10) Determinacion de las dos deformaciones principales, P(x,y) ha sido escogido de
forma que se sitite sobre el eje principal de la deformacion. desplazandose a Pi(xny1).

V4
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coinciden con las direcciones de maxima y minima elongacion, esto es, con
los ejes de la elipse de deformacion. En general, la orientacion original de
estas lineas perpendiculares no necesariamente coincide con [a que adquieren
después de Ia deformacion y en este caso se habla de deformacién rotacional.
Sin embargo, si dichas lineas coinciden, la deformacién se conoce como
deformacién irrotacional. La condicion necesaria para que se produzca la
deformacion irrotacional es que las pendientes de estas rectas sean las misinas

antes y después de la deformacién

md + ¢ =m 0 mh + m(a - d)— c=90 (el7a)
mb + a
N ’jm'—d=--L o} mzc-i—m(a—d)—b:(). (el7b)
mat - b m

Cuando estas condiciones se cumplen simultineamente, se obtiene la
condicidn necesaria para que se produzca la deformacion irrotacional: 6 = c.
La rotacion simple (o rotacion de 'cuerpo rigido} es una transformacion sin
distorsién interna. El desplazamiento del punto (x,y) puede determinarse
rotando los e¢jes de coordenadas x e y a un angulo ¢ para ocupar las nuevas

posiciones x” e y’. Las relaciones entre (x,)) y (x/,y/) son, de acuerdo con la

(x‘J=(COS¢ sengb}(x} (e18)
Y —seng cosg )l y

Junto con la deformacion interna, generalmente tiene lugar una deformacion

figura 9,

rotacional de este tipo, pudiendo considerarse una deformacion general como
el producto de dos tipos de desplazamiento, una deformacién irrotacional
seguida de una rotacion finita. Por ejemplo, el punto (x,v) puede desplazarse a
(x1,y1) por una deformacién irrotacional finita (recuérdese que la condicién

para aplicar (¢8) es que b = ¢) y el desplazamiento general se convierte en
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N )

Si esto experimenta a continuacién una rotacion finita de un angulo 4,

entonces, utilizando la transformacion (el8) se obtiene la posicion final de

[;J il (2‘ g}[j (19bis)

cualquier punto (x2,y2)

donde A =acos¢g+bseng ' (e20a)
B =bcosg+dseng (e20b)

C =-aseng+bcosg (e20c¢)

D = —bseng + dcos¢ (e20d)

Como B-C={a+d)seng v A+D=(a+d)osg, se puede obtener la parte
rotacional ¢ de una deformacion si se conocen los valores de 4, B, Cy D
segun

B-C
A+ D

Analogamente, es posible obtener los valores de a, b y d de la parte

(e2la)

tagg =

irrotacional de la deformacion en funcién de 4, B, C, D y ¢. Multiplicando
(e20a) por cos ¢, (e20c) por sen ¢ y restando, se obtiene
a= Acosg - Cseng (e21b)
Multiplicando (e20a) por sen ¢, (e20c) pos cos ¢y sumando se tiene
b= Aseng+Ccos¢ (e2lc)
Multiplicando (e20b) por sen ¢, (e20d) por cos ¢ y sumando, se tiene
| d = Bseng + Dcos ¢ (e21d)
Como se tienen los valores de a, b y d de la transformacién irrotacional, se

puéden obtener las deformaciones principales de la parte irrotacional del
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siguiente modo. En la figura 10, se sitha el punto P(x,y) a una distancia
unitaria a partir del origen y sea OP uno de los ejes principales de la
deformacion interna, el cual forma un angulo & con el eje X. Si se hace que la
posicion deformada de P sea Pi(xiy1), entonces, dado que la deformacion es
irrotacional v que P se sitia sobre un eje principal de la deformacion interna,
se cumple que el angulo P/Ox = dngulo POx = 6. Como por otra parte PO
coincide con uno de los ejes principales de la elipse de deformacion interna la

longitud de P/O = (l+e) sera una deformacion interna principal. Por lo que se

cumple que
cosf =x = C_I.\' + bX Yy send = V= {)x-qur'l}
I+e l+e
0=xfa-(1+e)]+bv (e22a)
0 =hbx+yld-(1+e)] (e22b)
Eliminando x e y de estas ecuaciones se tiene
[a—(1+e)][d —(1+e)}=0"
(t+e) -(1+ela+d)+ad-b* =0 (e23)

y las dos raices de esta ecuacién son las dos deformaciones internas
principales 1+es y 1+ez. La forma de la elipse de deformacién es

: : 1 . : .
determinada por el cociente Ta que es la razén axial (R) de esa elipse y la

1+e,

cual es siempre mayor o igual a 1. Entre mayor sea el valor de R, mayor es el

grado de distorsion interna. Para determinar el valor de 6, se sustituyen x por

cos @e y por sen fen las ecuaciones (e22)

m";g' tla-(1+e) (e24)

0 =[a-{1+e)]+brag8 0=
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Combinando estas ecuaciones se obtiene una ecuacion de segundo grado en
tag @ que define la posiciéon de los dos ejes perpendiculares entre si de la

elipse de deformacion interna
., a-d
tag*d + 7 1agf=1=0 (e25)

La forma y orientacion de la elipse caracterizan la deformacion interna
en cuanto a su magnitud y orientacion en el espacio. La elipse describe la
deformaciéon finita que ha sufrido el cuerpo, mas no la trayectoria de.
deformacion. La trayectoria puede ser definida por la forma y orientacion de
una secuencia de elipses que definen las deformaciones incrementales o
infinitesimales a las que se estd sometiendo el cuerpo. La elipse de
deformacion finita es entonces el producto de una serie de incrementos de

deformacion.
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EFECTOS DE LA DISTORSION INTERNA EN LA TESELACION
DELAUNAY

St se considera una poblacion de puntos distribuidos aleatoriamente y
se somete a una transformaciéon general (antes descrita), se observara que su
distribucion sigue siendo aleatoria después de la transformacién. Pero si se
tiene una poblacidon antiaglomerada de puntos y se le aplica una
transformacion general jsigue siendo antiaglomerada su distribucion? (;C(')l;(lo
cambia la posicion de cada uno de sus puntos con respecto a los demas?

Como la teselaciéon Delaunay relaciona a cada punto de una poblacion
con los puntos de ésta misma mas cercanos a él, puede ayudar a contestar
estas interrogantes.

La teselacion Delaunay de una poblaciéon de puntos en estado no
deformado, identifica vecinos naturales diferentes a los que identifica la
teselacion Delaunay de la misma poblacion pero en estado deformado.

Las deformaciones que se emplearon en el presente trabajo para analizar
lo anteriormente dicho, fueron la cizalla pura y ia cizalla simple ya que por
tener definiciones tensoriales sencillas (Dcp, Dcs respectivamente (Ec26)) fue
facil su programacion. Ademds parecen estar representadas en rocas naturales;
es decir no son sélo transformaciones matematicas bonitas.

0

£ L7 Ec26
D(_'p = 0 }é ’Dc:.\' = 0 1 ( Cz )

Se analizaron poblaciones artificiales de 100 a 250 puntos con grados de

antiaglomeramiento de 0.6,0_’15 y 0.8p 2, o sea poblaciones que tienden a una

distribucién aleatoria y poblaciones que tienden a una distribucién uniforme

(fig. 11a,b). Los factores de distorsién 4y y tomaron valores de 1.3 a 3.5—y
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0.3 a 2.5 respectivamente con los que las poblaciones se mostraron desde casi

sin deformacion hasta muy deformadas(R=12.25, fig. 1 1b,c).

a)

b)

Fig. 11) Poblaciones de 100 puntos, a) y b) en estado no deformado con grados de

B -1 %4 :
-antiaglomeramiento 0.6p 2y 0.8p /2 respectivamente.-c} representa el estado deformado
de b) con k=3.3 de cizalla pura.
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El grado de antiaglomeramiento disminuyo cuando aumento el factor de
distorsion (fig.14), es decir el grado de antiaglomeramiento disminuye
conforme aumenta [a deformacion (fig.11c).

Entre menor sea el grado de antiaglomeramiento mayor es la

aleatoriedad de la distribucion de la poblacidén. A mayor deformacion mayor
cambio en la teselacion Delaunay con respecto a la teselacion de la poblacion
si deformar (figs. 11 y 12). Los puntos se acercan mas en una direccion y se
alejan en otra, sus vecinos cercanos correspondientes a cada punto cambian y

con ello la teselacidon Delaunay (fig. 13).

Fig. 12) Teselacion Delaunay de la figura I 1b.
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b)

Fig. 13) @) muesira la teselacion Delaunay de la figura 12 deformada junto con la

poblacién, b) muestra la teselacion Delaunay de esta misma poblacion obtenida después de

la deformacion.

0.9
-
078 #EE .

0.6 i i i 3
0.5
0.4
0.3 .
0.2

0.1 {—- —
0

antiaglomeramiento

0 2 4 6 8 10
R

Fig. 14) Grdfica que muestra el decremento del grado de antiaglomeramiento en
funcion de la deformacion. -
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METODOS DE ESTIMACION DE DISTORSION

METODO DE CENTRO A CENTRO

Las rocas estan formadas por particulas que se pueden localizar (oolitas,
granos de arena de una arenisca, los clastos de un conglomerado o los
porfidoclastos de una milonita) pero cuya forma no se puede usar para
determinar la distorsion. Las particulas de un conglomerado deformado, por
ejemplo, son a menudo muy diferentes unas de otras. La forma de estas
particulas es a veces cast eliptica, pero estas formas no necesariamente
describen de manera directa la forma de la elipse de distorsién de toda la roca.
La relacion de la forma de las particulas después de la deformacion es una
funcion complicada de la forma original, donde interviene la particula y las
particulas vecinas.

El método de centro a centro es una técnica que permite determinar la
distorsién finita en un plano de la roca usando la distribucion de puntos en su
estado deformado y la distancia entre estos puntos.

Este método se puede usar cuando se tiene un agregado de objetos
antiaglomerados cuyos centros son relativamente faciles de definir (oolitas,
conglomerados, granos de arena) y se establecen visualmente los vecinos
naturales iniciales de cada objeto.

Se obtienen las longitudes (d") de las lineas que unen los centros de
vecinos naturales iniciales y se examinan las variaciones en €stas en funcion
de su orientacion. Las longitudes de estas lineas antes de la deformacion es
independiente de la direccidn original () y muestran una longitud estadistica
relacionada con el tamafio de las particulas y el empaquetamiento® de las

mismas. Después de la deformacion, las lineas cambian su orientacion (a’)
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respecto a un marco de referencia y su longitud, variando de acuerdo a la
distorsion interna. Las lineas que van de centro a centro pueden por lo tanto,
ser usadas para calcular la forma y orientacidn de la elipse de distorsion. Para
calcular la razon axial de la elipse de deformacidn, se toman los promedios de

las distancias (d’p) agrupadas segiin su orientacion y el cociente de las

. ; d' . ;
distancias mayor y menor (“ ™« . ) representan la razén axial, y su

[min

orientacion es la orientacidn de o pmax. Si se hace una grafica de ¢ contra '
incluyendo los promedios, se tiene que los promedios se aproximan a una

curva sinusoidal (fig. 15).

H

2]

-100° .80° 60° -40° -20° o’ 20° 40¢ 60° 30° 00°

Fig. 15) Grdfica de distancias contra orientaciones. Los circulos representan las
distancias promedio en cada clase de dangulo. Los promedios tienden a una curva
sinusoidal. ’
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EL METODO FRY

Esta técnica desarrollada por Norman Fry (1979), provee un excelente

método practico para encontrar una aproximacion a la elipse de distorsion. La

ventaja del método Fry es que proporciona una solucion grafica para el

método de centro a centro, ademas de ser rapido y lo suficientemente preciso

para la investigacion.
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Fig. 16) Para hacer el andlisis de deformacion con el método Fry, primero se enumeran
de manera aleatoria los puntos de la poblacion.

Este método es muy simple. Considerando la poblacién antiaglomerada

que forman los centros de objetos que antes de la deformacion eran de un

tamario estadisticamente uniforme, la construccion Fry es como sigue:

1. En una hoja de papel se marcan los centros de objetos de una muestra y se

enumeran (fig. 16).

2. Se toma un acetato y se marca un punto central de referencia. Se pone la

referencia sobre el punto 1 y se trazan las posiciones de los demas puntos

(2,3,4,...) sobre el acetato (fig. 17A). -
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3. Se mueve el acetato, conservando su orientacidon respecto a la hoja de
papel, de modo que la referencia del acetato se asiente sobre el punto 2. Se
trazan las posiciones de los demés puntos (1,3,4,...) en el acetato (fig. 17B).

4. Se repite el paso 3 para el resto de los puntos.

Muchos puntos acumulados en el acetato no estan uniformemente distribuidos

(fig. 17C).
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Fig. 17) A muestra la superposicion del acetato centrado sobre el punto 1. La posicion de
todos los otros puntos es copiada en el acetato. B muestra la superposicion del acetato
centrado en el punto 2 de acuerdo a un acimut constante. La posicion de todos los otros
puntos es copiada en el acetato.

Alrededor de la referencia del acetato hay una region vacia de puntos que
puede tener una forma circular o eliptica. El vacio surge del hecho de que dos
particulas originalmente contiguas, no estdn mas cerca que la suma de sus
radios. Un vacio circular implica que no ha habido distorsiéon y un vacio
eliptico implica que la roca ha experimentado deformaciéon. La forma y.
orientacion de la elipse de distorsi.c')n son directamente registradas por la forma

y orientacién del vacio. Si el vacio no se ve después de asentar la referencia
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del acetato en 100 o 150 puntos, implica que el agregado tiene una

distribucion con un bajo grado de antiaglomeramiento. Bajo estas

circunstancias no se tlega a una solucion final. La configuracién geométrica
inicial de la roca deformada o no, fue controlada por la distribucion de Poisson

(fig.3a).

I. Alrededor del vacio puede que haya alta concentracién de puntos. Esta
concentracion puede tener forma eliptica o circular semejante al vacio
central del acetato. Esta concentracion relaciona el empaquetamiento con
las distancias entre las particulas. Si el tamafio inicial de las particulas era
uniforme y su empaquetamiento cerrado, esta concentracion es bien
marcada. Si las particulas antes de la deformacion tienen variadas formas o
si el empaquetamiento no estaba muy apretado, esta concentracion es débil.
La forma eliptica o circular, semejante a la del area vacia, refleja la forma
de la elipse de distorsion.

2. Alrededor de esta fuerte concentracion esta una débil concentracion de

puntos que refleja la escasez de ciertas distancias entre particulas.

3. Si la poblacion es altamente antiaglomerada, se obtienen otras zonas
circulares o elipticas concéntricas de alta y baja densidad de puntos en el
diagrama, lo cual se debe al hecho de que haya tanto vecinos de primer
orden (contiguos) como de segundo, tercero y sucesivamente (vecinos mas
cercanos después de los contiguos, vecinos mas cercanos después de los de

segundo orden y asi sucesivamente).
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a=-25.52

Fig. 17C) Caracteristicas del diagrama final. La distribucion eliptica con alta densidad
de puntos alrededor del vacio, da la forma y orientacion de la elipse de distorsion.
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¢ES POSIBLE DESARROLLAR UN METODO BASADO EN LA
TESELACION DELAUNAY?

PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Para reconstruir la geometria original de una roca deformada es preciso
estimar el elipsoide de deformacion tridimensional. Este se construye a partir
de las elipses de deformacion obtenidas de tres planos arbitrarios no paralelos
entre si. Sin embargo, las técnicas para estimar tales elipses- son tediosas y
tardadas (método de centro a centro, Rf/ @), por lo que casi no son usadas.

Seria una gran ventaja poder automatizar las técnicas para estimar la
distorsion bidimensional, pero para algunas de ellas esto es dificil. En el caso
del método de centro a centro la dificultad radicaria en la determinacion de
vecinos naturales originales entre los objetos de la muestra, lo cual no es
posible sin inspeccion visual.

La teselacién Delaunay identifica los vecinos naturales de cada punto de
una poblacion de puntos. Ademas existen cientos de programas
computacionales para caicular esta teselacion. El inconveniente que presenta
la teselacion Delaunay para simplificar la automatizacién del método de
centro a centro, es que identifica vecinos naturales distintos en los estados
deformado e indeformado de una poblacién. Pero quizd se pueda rescatar a
partir de la teselacién Delaunay, de los centros de objetos del estado
deformado, suficiente informacion para estimar la deformacion.

.Sera posible obtener de la teselacion Delaunay una teselacion
Delaunay’ que relacione a cada punto de una poblacion deformada con sus
vecinos naturales del estado no deformado? ;Cual seria el resultado del

método de centro a centro si se aplicara con la informacion de la teselacién

Delaunay’?
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METODOLOGIA

Seria bueno conocer la respuesta a la segunda pregunta para saber si
vale la pena encontrar la forma de pasar de Delauany a Delaunay’, lo cual no
parece ser facil. O bien, ver de qué forma puede ayudar la teselacion Delaunay

a automatizar el metodo de centro a centro.

Fig. 18) Teselacién Delaunay de una poblacion de puntos antiaglomerados sin
deformacion.

Para tal objetivo se analizaron poblaciones antiaglomeradas generadas

artificialmente con 100 a 250 puntos, con grados de antiaglomeramiento de

1™

0.6p"15 y 0.8,0"l . Las poblaciones generadas de manera artificial, asemejan
poblaciones generadas por los centros de objetos de muestras de materiales
geologicos en estado no deformado y posteriormente son sometidas a

deformacion. Las deformaciones a las que fueron sometidas son:

ik 0 '(xj xk - all ’
vl =y cizallapura vy :
0 /7@ Y Sk : ]
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1 :
‘ /{xJ = [H-yy] cizalla simple
0 1y y

De los valores que toman los factores de distorsion &y y (k=0) se
obtiene la razon axial (R) de la elipse de deformacion correspondiente a la
cizalla pura o a la cizalla simple. Es decir, si se tiene una poblacién de puntos
y se le somete a una cizalla simple con un factor y de 1.3, la razon axial de la
elipse de deformacién correspondiente sera aproximadamente de 3.4. De este
modo la razon axial obtenida representa verdaderamente la deformacion,
porque se esta partiendo de una poblacion de puntos no deformada que es
sometida a deformacion conocida. En el caso de muestras geoldgicas las
poblaciones se encuentran ya en estado deformado y no se conoce el valor de

esta deformacioén, por lo que al calcularla el resultado no es otra cosa que una

mera suposicion.

Fig. 19) Teselacion Delaunay'. Es la misma teselacion Delaunay del estado no
deformado pero trazada en el estado deformado.

Una manera de sefialar el error asociado a las determinaciones de
distorsion obtenidas con las técnicas para medir la deformacién, es usando
poblaciones no deformadas, a las cuales se les somete a deformacién conocida
y ya en ese estado se les aplica la técnica. Si la diferencia entre el valor real y

el calculado es pequeria, se puede decir entonces que la técnica es buena.
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Para el caso del método de centro a centro, no basta con aplicarlo a una
poblacién que tiene una deformacion conocida ya que la eleccién de vecinos
naturales hecha por inspeccion visual, es un proceso ambiguo. Asi pues, es
necesario encontrar de manera estricta los vecinos naturales originales de los
puntos de una poblacion deformada para verificar el método de centro a
centro.

Si se obtiene la teselacién Delaunay de una poblacién antiaglomerada
de puntos en su estado no deformado, se tienen los vecinos naturales
originales de la poblacion (fig.18), y si se aplica a la poblaciéon una
deformacion conocida y posteriormente se unen con lineas a todos los vecinos
naturales identificados con la teselacion Delaunay, se da origen a la teselacién
Delaunay’ (fig.19) que es la teselacion que identifica a los vecinos naturales
originales de una poblacion de puntos deformada. Ya en el estado deformado
y con la teselacion Delaunay’, se tiene entonces una poblacién deformada de
la cual se conocen los vecinos naturales originales. En esta situacion puede
ser determinada la deformacién con el método de centro a centro.

Para realizar lo anterior, se asignaron diversos valores a k y y para que
fueran analizados los resultados en diferentes valores de deformacion. Con el
fin de evitar confusiones, se llamaré a partir de aqui R real a la razon axial de
la elipse de deformacién conocida, y R medida D’ a la razén axial de la elipse
de deformacion determinada con el método de centro a centro y con los
vecinos identificados por Delaunay’. Los valores que toman los factores de
distorsion £ y y se escogieron de modo que representaran cambios
significativos en las deformaciones graficas, los cuales estan contenidos en la

siguiente tabla con la correspondiente razén axial:
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K R real y R real

1.3 1.96 0.3 1.35
1.5 2.25 0.5 1.64
1.7 2.89 0.7 1.99
2.0 4.0 1.0 2.62
2.3 5.29 1.3 3.4
2.5 6.25 1.5 4.0
2.7 7.29 1.7 4.68
3.0 9.0 2.0 . 5.83
3.3 10.89 2.3 7.15
3.5 12.25 2.5 8.13

Las poblaciones fueron analizadas de la siguiente manera: a cada una se
le deformé en cizalla pura y en cizalla simple con todos los valores de k y ¥ de
la tabla anterior, y se calcularon las teselaciones Delaunay y Delaunay’ para
todas las poblaciones en cada estado de deformacién. Se formaron conjuntos
de datos con los valores obtenidos al aplicar el método de centro a centro con

Delaunay o Delaunay’ a 10 poblaciones con el mismo nimero de puntos

(cinco con grado de antiaglomeramiento 0.6p_y2 y cinco con O.Sp_%). Es
decir, cada conjunto de datos fue formado por el analisis de 10 poblaciones
con el mismo niimero de puntos y diferentes tipos de distribuciones.

Al analizar las poblaciones deformadas con deformacidon conocida, el
método de centro a centro y los vecinos identificados con Delaunay’, se
determind que el método tiende a sobreestimar el valor de la deformacion; es
decir, los valores de R medida casi siempre estan por arriba de los
correspondientes \}alores_de R real. Cuantp menor sea el nimero de puntos y
- el grado de aﬁtiagldmerafn_iento inayér_es la sobreestimacion, y cuanto mayor

sea el nimero de puntos y el grado de antiaglomeramiento menor es ésta
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(fig. 20). El error en la orientacién de la elipse de deformacion disminuyo

conforme aumento la deformacion (fig. 21).
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Fig. 20) Grdficas que muestran la relacién entre RmD' y Rr. RmD' fue
determinada con el método de centro a centro y los vecinos identificados con Delaunay’.

amic_zglomer.;,zmiento 0.6 p_y2 y 08 p_’l/l. Las rectas representan los valores de RmD'=Rr.

_Este método fue aplicado a poblaciones de 100 (a) y 250 (b) puntos y grados de
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Se puede hacer que los valores obtenidos asi con el método de centro a
centro se aproximen mas a los valores reales, pero eso no resuelve todo el
problema si no se puede obtener Delaunay’ sin partir del estado no deformado
de la poblacién. Quiza un analisis de la deformacion con el mismo método

pero utilizando la teselacion Delaunay ayude a darle la vuelta al problema de

“encontrar Delaunay’.

Del analisis con las poblaciones, a las que se les aplicd deformacion
conocida, usando los vecinos identificados con la teselacién Delaunay
correspondiente a los estados deformados (fig. 22) y con el método de centro a

centro, se determind que los valores obtenidos para R medida D tendieron a

" subestimar los valores reales de la deformacion. La varianza de los valores

obtenidos, es mayor cuanto menor son el numero de puntos y el grado de
antiaglomeramiento, y menor cuanto mayor son €stos, pero en ambos casos se
tendié a la subestimacion de la deformacién (fig. 23). La desviacion en la

orientacion de la elipse de deformacién disminuyé con el aumento de la

deformacion (fig.24).
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error angular
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Fig. 21) Grdficas de la desviacion en las orientaciones de las elipses de
deformacion determinadas con el método de centro a centro aplicado a poblaciones de

b _ s
100¢a) y 230 (b) puntos v grados de antiaglomeramiento 0.6p % y 08p 5

Fig. 22) Tesclacién Delaunay de una poblacién en estado deformado. Identifica a

los vecinos naturales de la poblacidn en ese estado.

Se aproximaron los valores de R medida D (Rmb), que son los

obtenidos-con el método de centro a centro y los vecinos identificados con

Delaunay, a los valores de R real con un andlisis de regresion lineal. |

Se calculd la curva de regresion lineal de-cada conjunto de éstos datos

(cada dato es el valor Rmp obtenido para cada estado de deformacion de cada
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poblacidn) y se aproximoé a la recta ¥ = X que representa los valores reales

de la deformacion.
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Fig. 23) Grdficas que muestra los valores de Rm y Rr. Rm se obtuvo con el método de

centro a centro y los vecinos identificados con Delaiinay en poblaciones de 100 (a) y
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Fig. 24) Grdficas de la desviacion en las orientaciones de las elipses de
deformacion determinadas con el método de centro a centro 'y los vecinos determinados
con Delaunay en poblaciones de 100 (a) y 250 (b) punitos y grados de antiaglomeramiento

d

O.6p_% % 0.8,071'2 respectivamente.

La ecuacién de una recta esta dada por y = mx + b, donde m representa

la pendiente de la recta y b la interseccion de ésta con el eje Y. Para igualar

una recta a x basta con sustraer de y el valor de la ordenada by dividir la

diferencia entre la pendiente m.
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m

Al aproximar las lineas de regresion ajustadas de los conjuntos de datos
a la recta x se busca:

1) Aproximar los valores de R medida D a los valores de R real. Esto es
operar los valores de R medida D para que la curva de regresion lineal
correspondiente a cada grupo de datos sea la recta x (que representa los
valores reales de la deformacién) o una muy cercana a ella.

2) Optimizar la aproximacidn, o sea no tener que hacer una aproximacion
para cada nimero de puntos.

Para tal fin, se promediaron las pendientes de estas lineas de regresion
ajustadas de los conjuntos de datos, asi como los valores de sus intersecciones
~conel eje Y. Los promedios se sacaron de acuerdo a la variabilidad en la suma
de los cuadrados de cada conjunto de datos. Por ejemplo, en los conjuntos de
datos de 100, 115 y 130 puntos las sumas de los cuadrados en sus poblaciones
variaron entre 9 y 107 y en los conjuntos de datos de 145 y 160 puntos, las
sumas variaron entre 3 y 34, por lo que se promediaron las pendientes y
ordenadas de las lineas de regresidon de los conjuntos de datos de 100 a 130
puntos y las de los conjuntos de datos de 145 y 160 puntos. En los conjuntos
de datos de 175 y 190 puntos, las sumas variaron entre 3 y 24 y en los
conjuntos de datos de 205, 220, 235 y 250 puntos las sumas de los cuadrados
variaron de 1 a 23. Asi, se promediaron los valores de las pendientes e
intersecciones de las lineas de regresion ajustadas a los siguientes grupos de
conjuntos de datos: de 100, 115 y 130 puntos, de 145 y 160 puntos, de 175 y
190 puntos y de 205, 220, 235 y 250 puntos. Ya con io-s promedios de

pendientes e intersecciones de las lineas de regresion ajustadas a los conjuntos
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de datos seglin su variabilidad, se procedid a aproximar los valores de R

medida D a los de R real que estan representados en la recta x.

Curva de regresion ajustada '

9 o ,
o ¢ '
/% - S -
3 RS R medida : !
i 6 '
T | 33/ ° | ------ Prondstico para
?E, Rm
z 3 R real ,
0 |

0 3 Rreal 6 9

Fig. 25) Curva de regresion ajustadu del L()i?jlmfo de datos de 230 puntos obtenidos con
" Ma aproximacion RD de R medida D.
Se operaron los valores de R medida obtenidos con Delaunay v el

método de centro a centro de la siguiente manera

Rm_ —-b
RD=——?——szr

mp

donde Rp representa el valor ajustado de R medida D, Rmp es R medida D (la
que se obtiene con el método de centro a centro y los vecinos identificados
con Delaunay) vy mp y bp la pendiente y la ordenada promedios
respectivamente del bloque de conjuntos de datos que se esté considerando. Rr
es r real. Ya con los valores Rp, se obtuvieron las lineas de regresion de los
conjuntos de datos. Estas lineas, ajustadas a los nuevos conjuntos de datos (los
que contienen los valores de Rp) se aproximan verdaderamente a la recta x
(fig.25). La figura 26 ‘muestra los valores obtenidos de esta manera para

poblaciones de 250 puntos en cizalla simple y cizalla pura.
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Asi pues, los promedios obtenidos para los bloques de conjuntos de

datos anteriormente expuestos estan dados en la siguiente tabla:

Numero de puntos |Pendiente promedio |Ordenada promedio
De 100 a 144 0.399 1.30
De 145 a 160 0.365 1.10
De 161 a 204 0.343 1.09
De 205 a 250 0.320 1.08
A) R Delaunay vs R real
‘—__Rreal

f Belzuna

g cizalla pura
A cizalla simpte -

90

B) Error angular vs R real

60

30

error {°}

-60

-90

0l — %S §8080-0-0 0 —0—o0
¢ 5 10 16
o
8

o Cizalla simple
o cizalla pura

@

Rreal

Fig. 26) A G_rciﬁca que muestra los valores de RD para cizallu simple y cizalla pura en

. -1
poblaciones de 250 puntos y grado de antiaglomeramienio 0.8p /2. La recta representa
los valores RD=Rr. B Grdfica del error angular para las mismas poblaciones.
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RESULTADOS

De lo anterior se origina un método para estimar la distorsion interna en

rocas deformadas, que es la siguiente modificacion del método de centro a

centro, el cual se aplica a poblaciones de puntos con distribucion

antiaglomerada.

2

(%

Se calcula la teselacidon Delaunay de la poblacion en cuestion.

. Se obtienen las longitudes (d) a vecinos naturales indicados por la

teselacion Delaunay.

. Se determinan las longitudes mayor {(dmax) v menor (dmin) de las

obtenidas anteriormente.
Se saca la orientacion de dmax respecto a una linea de referencia.

. . . I .
Se obtiene el valor de R medida con larazoén ¢ s .

i

Se determina el valor aproximado a R real como sigue:
a) Si el niimero de puntos de la poblacion esta entre 100 v 144 el valor

Rm—-130

aproximado a R real se calcula con
0.399
b) Si el nimero de puntos de la poblacion esta entre 145 y 160 el valor

Rm~1.10

aproximado a R real se calcula con .
0.365
¢) Si el nimero de puntos de la poblacion esta entre 161 y 204 el valor

aproximado a R real se calcula conw.
0.343
d) Si el nimero de puntos de la poblacién esta entre 205 y 250 el valor

Rm—1.08

aproximado a R real se calcula con 3%
Ja

La razon axial de la elipse de deformacién finita provista por este método

esla que se obtiene del paso 6, y la orientacion de esta elipse es la de dmax.
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Aparentemente no hay mucha diferencia entre el método de centro a
centro y esta modificacion, pero la ventaja de esta modificacidn es que se ha
implementado en un programa para PC que realiza este andlisis de distorsion
de manera automatica, sin la necesidad de determinar visualmente los vecinos
originales. Ademas, los valores para la razon axial de la elipse de deformacion
finita que se obtienen con esta modificacion son mas precisos que los
obtenidos con el método de centro a centro, ya que la curva de regresion
ajustada a los valores obtenidos con la modificacion del método de centro a
centro para poblaciones sintéticas con deformacion conocida, es mas cercana a
la linea que representa los valores reales de la deformacién (fig. 27) que la
curva de regresién ajustada a los valores obtenidos con el método de centro a

centro para las mismas poblaciones (fig. 28).

Curva de regresion ajustada

¢ R Delaunay
...... Prondstico para RD -
R real

R Delaunay

R real )
0

Fig. 27) Curva de regresion ajustada a valores obtenidos de la modificacion del
método de centro a centro aplicado a poblaciones sintéticas de 250 puntos con
deformacion conocidua.

El programa se maneja desde un menu de ventanas con diferentes
opciones, calcula y captura la teselacion Delaunay de las poblacioneés -

analizadas asi como el diagrama Voronoj de €stas aunque no es necesario para
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el andlisis de distorsion; también obtiene el valor del grado de
antiaglomeramiento de las poblaciones. Para hacer el analisis de distorsion de
materiales geologicos (fig. 30) es necesario digitalizar anticipadamente los
centros de objetos de sus muestras.

Para mejores resultados del analisis de distorsidon finita con este nuevo
método, se recomienda aplicarlo a poblaciones de 200 a 250 puntos, es decir
deben ser digitalizados de 200 a 250 centros de objetos de cada muestra, ya
que los resultados con poblaciones sintéticas y deformacidén conocida,
indicaron que entre mayor es el nimero de puntos mejor es la aproximacion a
los valores reales de la deformacidn porque la varianza entre estos valores es

menor (fig.23).

Curva de regresion ajustada

& R medida
...... Pronéstico para Rm
R real

R Detaunay

Fig. 28) Curva de regresion ajustada a los valores obtenidos con el método de centro
a centro a poblaciones sintéticas de 250 puntos con deformacion conocida.

La figura 29 muestra los resultados obtenidos de este andlisis aplicado

una muestra de materiales geologicos.
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Razdn axial: 1.40 Orientacicon: -18.0

Fig.29) Aqui se muestran los resultados obtenidos, del andlisis con la modificacion
automatizada del método de centro a centro, en una seccion de caliza oolitica.

Fig. 30) La figura muestra una fotografia de la seccién de caliza oolitica
anteriormente analizada. La poblacion de puntos de la figura 29 esta determinada con los
centros de cada uno de los objetos de esta foto.
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DISCUSION

Es importante mencionar que las poblaciones sintéticas de puntos
empleadas en el presente trabajo no representan una muestra estrictamente
estadistica, ya que €stas no fueron elegidas al azar. Aunque la eleccion de
puntos en la generacion de estas poblaciones es arbitraria, ellas estdn
restringidas al nimero de puntos y al grado de antiaglomeramiento deseado.
El nimero de puntos en las poblaciones utilizadas varié cada quince entre 100
v 250, que son el nimero de objetos mayor y menor que aproximadamente se
encuentran en las muestras de materiales geoldgicos. Asi pues se usaron
poblaciones de 100, 115, 130, .., 250 puntos que no es una muestra

estrictamente estadistica.

a) b)
distribucion de una distribucidn de una
pablacidn natural poblacion atrificial

N .

2 e

Fig. 31) a) muestra la curva que representa la densidad de la distribucion normal, ésta es
la que corresponde a la distribucion de una poblacion natural. La distancia de corte dc es
obedecida en promedio por lo que puede haber distancias menores pero mayores que cero.
b) muestra la curva de la densidad de distribucion para una poblacion artificial. La
distancia de corte de es obedecida estrictamente.

El error asociado a la determinacion de distorsion con el método de
centro a centro, seria cien por ciento certero si las poblaciones artificiales que
se han empleado, fueran mas fieles a las poblaciones de puritos obtenidas de

muestras geologicas. Es decir, las poblaciones que se sacan de muestras



66

geolégicas' verdaderamente son poblaciones antiaglomeradas como las
artificiales, con la diferencia de que en estas Ultimas la distancia de corte es
obedecida estrictamente y en las poblaciones naturales sélo en promedio
(fig. 31). Por lo que no se sabe si la sobreestimacion que se obtuvo al aplicar

el método de centro a centro con Delaunay’ sea debida a este hecho.

centro a centro

25
20 |— o9 ——Rreal
s o o 100-6U1 !
= = 4 100602,

]
E 10 % 100-6U3
o o 100-6U4
5 ' o 100-6U5
0
0 5 10 15

R real

Fig. 32) Grdfica que muestra los valores obtenidos con el método de centro a ceniro y
Delaunay’ en cizalla pura, para poblaciones de 100 puntos y antiaglomeramiento

_
0.6p /2. Ndtese que a mavor deformacion algunos valores casi doblan el valor real.

La sobreestimacion de los resultados con el método de centro a centro y
Delaunay’ es sistematica en el sentido de que disminuye conforme aumentan
el nimero de puntos y el grado de antiaglomeramiento. Su varianza parece
disminuir de la misma manera, sin embargo este analisis da valores que se
disparan casi el doble del valor real correspondiente' (fig. 32).

Los valores obtenidos con el método de centro a centro y Delaunay
subestiman los valores reales de la deformacién, y aunque esta subestimacion
no difiere mucho de poblacién a poblacién, la varianza de estos valores si
disminuye notoriamente conforme aumenta el nimero de puntos y'iel- grado de

antiaglomeramiento. Por lo anterior, el ajuste que se hizo a los valores
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obtenidos (para acercarlos a los valores reales de la deformacién), se separd
| por bloques de poblaciones de las que se obtuvieran valores de deformacidn
con varianza parecida. Aln con este ajuste no se garantiza que los valores no
se disparen, de hecho después del ajuste se obtuvieron valores que se
dispararon mas del triple de valor real correspondiente (fig. 33).

Los valores de deformacion obtenidos con el “nuevo método” tienden a
ser mas precisos cuando el numero de puntos es de 250 y el grade de
antiaglomeramiento 0.8p "5, segiin los resultados con poblaciones artificiales.

Pero esto es una desventaja de este método porque las poblaciones naturales

no se pueden condicionar.

ajuste de centro a centro

——Rreal
"o 115-8ux

r medida
-—
(3]

rreal

Fig. 33) Grdfica de los valores obtenidos del ajuste para el método de centro a centro en

_y
cizadla pura, para poblaciones de 115 puntos y antiaglomeramiento 0.8p 7%, Este ajuste
dio un valor que es un poco mds del triple del valor real de la deformacion
correspondiente.
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CONCLUSIONES

Se ha logrado automatizar el analisis de distorsion con el método de
centro a centro dandole vuelta al problema de seleccionar a los vecinos
naturales originales de una poblacién deformada. Se detect6 un supuesto error
en la determinaciéon de la deformacion con la aplicacién original de este
meétodo, y aunque no se ha investigado sobre el origen de este supuesto, en el
presente trabajo se propuso una solucion para resolver este problema. Sin
embargo, todas las derivaciones de este trabajo estan sujetas a investigaciones
posteriores.

El método resultante de esta investigacion se ha implementado en un
programa para PC que facilita y acelera el proceso de estimacion de distorsion
en el plano apoyado del método de centro a centro.

Los resultados obtenidos con el uso de poblaciones artificiales,
aparentemente controlan las discrepancias dadas en el aspecto cuantitativo,
pero en el caso de poblaciones obtenidas de materiales geoldgicos, los
resultados obtenidos son sélo suposiciones. Atin con esto, se ha dado un paso
importante ante el problema de cuantificar la deformacién porque se han
aprovechado, aunque sea de manera parcial, las matematicas que yacen en la
naturaleza de la evolucién de las rocas.

Aunque los logros han sido satisfactorios, €stos siguen siendo pequefios

ante el problema de reconstruir los efectos del tiempo sobre la Tierra.
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APENDICE

DEFINICIONES Y PROPIEDADES BASICAS

ANTIAGLOMERAMIENTO
Imagine un inmenso bosque en el cual hay cierto nimero de torres de
vigilancia para prevenir incendios. Cada guardabosque es responsable de
controlar el incendio provocado cerca de su torre que de cualquier otra. El
conjunto de arboles para los cuales un guardabosques es responsable
constituye una “regidn Voronoj” asociada con su torre. El diagrama Voronoj
esta determinado por las lineas que delimitan las areas de responsabilidad: las
zonas en el bosque que equidisten a dos o mas torres.
El numero de torres y su distribucion en el bosque depende del area que é€ste
tenga, es decir que debe de haber un nimero suficiente de torres para vigilar
todo el bosque sin que éstas se encuentren ni tan alejadas ni tan cercanas.
Para poder distribuir adecuadamente las torres en el bosque, se puede
representar el problema en dos dimensiones con puntos (torres) en el plano
(bosque). Estas poblaciones de puntos deben entonces, estar distribuidas
uniformemente en el area del plano representativo del bosque.
Para poder dar formalidad a tal distribucion de puntos en el plano, son
necesarias las siguientes definiciones.
Conjunto discreto de puntos
Un conjunto de puntos Pc E" (espacio euclidiano) se dice que es discreto si
3re R talque Vx,yeP x-y =2 2r.
Conjunto relativamente denso
Un conjunto de puntos P es relativamente denso en E" si 3se R' tal que
vB (x) conr>sy xeE" | B (x )ﬂP—L
Conjunto Delone
Un conjunto de puntos Pc E" es un conjunto Delone si es discreto y
relativamente denso.
Un conjunto Delone es entonces la definicion formal de una distribucidn
uniforme de puntos en el plano. Es importante esta definiciéon formal porque a
pesar de que las teselaciones Delaunay y Voronoy se pueden trazar en
cualquier conjunto de puntos no todos colineales, el contexto de este trabajo
‘esta restringido a conjuntos Delone, a los cuales se les ha llamado poblaciones
de puntos antiaglomeradas.
Distribuciones antiaglomeradas
[La definicion formal de una poblacion de puntos con distribucion
antiaglomerada es precisamente la de conjunto Delone.
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TESELACIONES DELAUNAY Y VORONOJ

Sea P={p,, pa, ... pa} un conjunto Delone en el plano Euclidiano. Hay una

particion del plano originada con la asociacion de todos los puntos en éste mads

cercanos a cada punto de P. Todos los puntos asociados a p; forman {a region

Voronoj V(p;). V(p;) consiste de todos los puntos en el plano mas cercanos a p;
Vip)=ix:pi-x < p,—x9j =i,

a p; se le llama el vecino cercano de todos los puntos de V{(p;).

Por definicion este conjunio es cerrado porque contiene a todos sus puntos de

acumulacion. Entonces algunos puntos no tienen un Gnico vecino cercano. El

conjunto de puntos que tienen mas de un vecino cercano forma el diagrama

Voronoj V(P).

Primero se mostraran algunos ejemplos de diagramas Voronoj en poblaciones

de pocos puntos antes de detallar sus propiedades.

Dos puntos

Cuando la poblacién consta sdio de dos puntos, py v pa. Sea B(p,p2)=B» la

mediatriz del segmento p;p.. Entonces todo punto x en B, es equidistante

tanto a p; como a p;. Esto se puede ver en el dibujo del triangulo (p;,p2,X)

como se muestra en la tfigura Al. Por el criterio de lado-angulo-lado de los

elementos de Euclides px = p,x . El diagrama Voronoj para una poblacion

con dos puntos, es entonces la mediatriz del segmento que los une.

Tres puntos

Para tres puntos es claro que hacia fuera del tridngulo (py,p2,p;), el diagrama
contiene a las mediatrices B>, Bas v Bs;. Lo que no es tan claro, es que
también esté contenida la parte de las mediatrices que quedan dentro del
triangulo. Por el teorema 3 del libro IV de los elementos de Euclides sabemos
que las mediatrices de los lados de un triangulo concurren en un punto, que es
el centro del circulo que inscribe a dicho tridngulo. Por lo tanto el diagrama
Voronoj para tres puntos debe ser como el de la figura A2. (Sin embargo, el
circuncentro del tridngulo no esta siempre dentro de éste.)

Semiplanos

La generalizacion mas alla de tres puntos puede no ser muy clara, pero lo que
si es claro es que las mediatrices B juegan un papel importante. Sea H(p;,p;)
el semiplano cerrado con frontera B;; y que contiene a p;. Entonces H(p;,pj).se
puede ver como todos los puntos que estin mas cerca de p; que a p;. Ahora
recalquemos que V(p;) es el conjunto de todos los puntos mds cerca de p; que a
cualquier otro punto: en otras palabras los puntos mas cercanos a p; que a py,
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Fig. A2 Tres punios. las mediatrices sc intersectan en el circuncentro.
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Fig. A3 o) es el diagrama Voronoj de cuatro puntos cocirculares, b) es el diagrama
después de mover el punto de la esquina superior izquierda.
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MAs cercanos a p; que a p», Mas Cercanos a p; que a p; y asi sucesivamenté. De
aqui obtenemos que podemos escribir esta ecuacion para v(p;):

v(p;) = n.H(pi’pj)' (ECI)

i
Note que la conjuncién “y” a sido cambiada a interseccidn de conjuntos.
La ecuacion (Ecl) da inmediatamente una propiedad importante del diagrama
Voronoj: las regiones Voronoj son convexas, va que la interseccion de
cualquier nimero de semiplanos es un conjunto convexo. Cuando las regiones
estan acotadas, ellas son poligonos convexos. Los lados de las regiones
Voronoj se llaman lados Voronoj, y los vértices se llaman vértices Voronoj.
Note que un punto que esta en un lado Voronoj tiene dos vecinos cercanos, y
un vértice Voronoj tiene por lo menos tres vecinos cercanos.
Cuatro puntos
El diagrama para cuatro puntos que estan en las esquinas de un cuadrilatero
ciclico, estd formado por las fronteras de los medios planos correspondientes a
cada punto en la figura A3a. El vértice Voronoj es de cuarto grado. Ahora
supongamos que uno de los puntos es movido ligeramente, como en la figura
A3b. Aqui se dice que el diagrama es normal, y en la figura A3a es anormal o
“degenerado” porque los cuatro puntos son cocirculares.
Muchos puntos
Un diagrama tipico con muchos puntos se muestra en la figura A4. Algunos
vértices Voronoj no han sido mostrados en la figura: Los rayos horizontales y
verticales casi paralelos interceptan a vértices Voronoj que se encuentran mas
o menos a 120 centimetros del centro de la figura.
Es necesario resaltar la diferencia entre las regiones Voronoj y el diagrama
Voronoj. Las regiones Voronoj son pequenos poligonos alrededor de cada
punto y el diagrama Voronoj consta solo de las fronteras de los poligonos.
Grafica dual del diagrama V(P)
En una poblacién de » puntos, hay # regiones Voronoj. En el caso en el que
cada cuatro puntos de la poblacion no sean cocirculares, cada vértice Voronoj
es de grado tres. Del diagrama Voronoj V(P) se puede obtener una grifica
dual G como sigue: Los nodos de G son los puntos de P, y dos nodos estan
unidos por un arco si sus correspondientes regiones Voronoj comparten un
lado Voronoj.
Esta grafica es plana. Encajando los nodos de G en sus lugares sobre V(P),
todos los arcos que unen a los nodos generaimente cruzan a los lados Voronoj
formados entre las regiones Voronoj correspondientes (fig.A6). Todas las
caras de G son triangulares, esto corresponde al grado tres de los vértices
Voronoj. |
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En 1934 Delone probé que cuando la grafica dual es dibujada con lineas
rectas, ésta produce una triangulacion plana de los puntos de P, ahora llamada
triangulacion Delaunay D(P). La figura A5 muestra la triangulacion
Delaunay para el diagrama Vorono) de la figura A4, y la figura A6 muestra la
triangulacion Delaunay sobrepuesta en el correspondiente diagrama Vorono).
El segmento dual entre dos puntos no necesariamente cruza al tado Vorongj
formado entre sus regiones Voronoj.
Propiedades de la triangulacion Delaunay
Como la triangulacion Delaunay v el diagrama Voronoj son estructuras
duales, cada una contiene la misma informacion en algin seniido,
representada de diferente modo. Para comprender estas complejas estructuras,
es importante comprender completamente las relaciones entre la triangulacion
Delaunay y su correspondiente Diagrama Voronoj. A coniinuacion se enlistan
algunas propiedades de la triangulacion Delaunay. seguidas de una lista de
propiedades del diagrama Voronoj. Solo las propiedades D6 y D7 no habian
sido mencionadas antes. Fijemos un conjunto de puntos P.
D1. D(P) es el dual de lineas rectas de V(P). (Por definicion)
D2. D(P) es una triangulacion si cada cuatro puntos de P no son cocirculares:
Toda cara es un triangulo. Este es el teorema Delaunay.
Las caras de D(P) se llaman fridngulos Delaunay.
D3. Cada cara (triangulo) de D(P) corresponde a un vértice de V(P).
D4. Cada lado de D(P) corresponde a un lado de V(P).
D3. Cada nodo de D(P) corresponde a una region de V(P).
D6. La frontera de D(P) es la envolvente convexa de los puntos.
D7. El interior de cada cara (triangulo) de D(P) no contiene puntos de P.
Las propiedades D6 y D7 son las mas interesantes y pueden verificarse en las
figuras A3y A6.
Propiedades del diagrama Voronoj
V1. Cadaregion Voronoj V(p;) es convexa.
V2. V(p;) es ilimitado sii p; esta en la envolvente convexa del conjunto.
(compare con D6)
V3. Sivesun vértice Voronoj donde se juntan V(p,), V(p2) y V{(ps),
entonces v es el centro del circulo C(v) determinado por py, p2 y ps.
(Esto se vale para cualquier vértice voronoj de cualquier grado.)
V4. C(v)es el circuncirculo del triangulo Delaunay correspondiente a v.
V5. El interior de-C(v) no contiene puntos de P. (compare con D7)
V6. SiV(pi)y V(p;) comparten un lado Voronoj, entonces (p;,p;) es un lado
de D(P). - _
" V7. Sihay un circulo a través de p;y p; que no contenga a otro punto de P,
entonces (p;,p;} es un lado de D(P). El regreso también es valido: Para
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todo lado Delaunay hay un circulo vacio.
La spropiedades V3 y V7 son las mas intuitivas e importantes
caracterizaciones de los lados Delaunay, por esta razon seran demostradas.

,\\
\\

Fig. A4 Diagrama Voronoj para una poblacio con 100 puntos.

Teorema ab € D(P) « existe un circulo vacio a través de a y b: el disco
cerrado que limita al circulo no contiene a puntos de P mds que a y b.

Dem. =) Si ab es un lado Delaunay, entonces V(a) vy V(b) tienen un comun
lado Voronoj eeV(P). El circulo C(x) con centro en xce y radio ax = xb .

Este circulo no contiene puntos de P, ya que si hubiera un punto de P
contenido en el circulo, es decir ceP t.q. ceC{x) = xeV(c) pero x esta
solamente en V(a)y V(b).

=) Sup. 3C(x) a través de a y b y centro en x. P.D. abe D(P). Como x es
equidistante a a y b, xeV(a) y xe V{b) = xeV(a)NV(b) pero las regiones
Vorenoj son conjuntos cerrados = xe B, (la mediatriz de ab) y como_C(x) es
vacio = x estd en un lado Voronoj abeD(P).
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Teorema El interior de C(v) no contiene puntos de P.

Sean py,pa,y ps un triangulo en D(P) y C(v) su circuncirculo con centro en v,
vértice Voronoj de V{p,), V(p:) y V(p;).

P.D.CvnP=¢

sup. que no, es decir que Civ)n P = ¢

Entonces 3pe P que tambiénestaenC(v)= ¥y p-v<p -v ¥V p-v< p,—v ¥
p—v < p,—v = vel(p) pero v es vértice = p;,p,p; ¥ p son cocirculares=

p estd en la circunfrencia v no en el circuncirculo v .. C(W)(1P =4
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PROGRAMA PARA GENERAR LAS TESELACIONES DELAUNAY Y
VORONQOJ

Program Voronoj;

{$IFDEF DEBUG}

{5A+,B- D+ E+,F+,G+ I+ L+ N+ R+ S+ X+}
{SELSE}

{SA+,B-,D- E+ F+,G+,|- L- N+ R-, 8- X+}
{SENDIF}

uses
DOS, crt,graph,Standard, Xtra2;
const
MAX=120;
type
tipoPunto=Record
X, y:integer;
end;
tipoConjuntoDePuntos=array{0..4*MAX] of tipoPunto;
tipoindice=array[0.. MAX+4] of byte;
tipoValor=array[0.. MAX+4] of real
tipoLista=array[1..MAX+4] of string[48];
var
Alto,Visible:boolean;
p, VP tipoConjuntoDePuntos;
LL, VV:tipoLista;
w:tipoValor;
i0,iy:tipoindice;
np,npp,ip,nd,nk,nv,xmax,ymax:integer;
Color,Cola:string;
¢:char;

Procedure Graphinit;
{ Inicializa la tarjeta grafica y los parametros graficos }
var
gd.gm:integer,;
errc:integer,
begin
Standard. Graflnit; { procedure en unit Standard }
Setlinestyle(solidIn,0,normwidth);
SetFillstyle(Solidfill, 15);
SetTextstyle(Defaultfont,HorizDir, 1);

SetTextjustify(LeftText, Toptext); Esm TESIS m M
SAUR DE L4 BIBLIOTECA




SetUserCharsize(1,1,1,1);
end:
Procedure OrdenamientoRapido(var a:tipoValer,var ind:tipolndice;
min,max:integer);
Procedure Ordenar(izg,der.integer),
{ Ordena los datos segun el campo indicado }
var
i,jiinteger;
ayuda:|nteger;
valor:real;
begin
i:=izq; j.=der;
valor:=alind[(izq+der) div 2]];
repeat
while a[ind[i]]<valor do inc{i);
while afind[jj]>valor do dec(});
if i<=j then begin
ayuda:=ind{i]; ind[i]:=ind[j]; ind[j]:=ayuda;
inc(i}; dec());
end
until i>;
if izq<) then Ordenar(izq,}};
if i<der then Ordenar(i,der);
end;

begin { OrdenamientoRapido }
Ordenar{min,max)
end;

Procedure teclaEspacio;
{ Detiene el programa y continua con espacio }

begin
repeat
c:=ReadKey;
until (¢="" or {c=#27);
end;

Procedure IndiceCero(var ind:tipolndice);
{ Inicializa el vector indice }
{ El vector indice contiene la posicion del elemento [i] }
var
i.integer,;
begin
for i:=1 to 80 do ind[i]:=i;
end;

Procedure dibujarPunto(p:tipoPunto; i.integer),

30



{ Dibuja un punto de 3x3 pixeles }

begin

with p do

begin

{ OutTextXY(x,y, IntToString(i));

} Bar(pred(x),pred(y),succ(x),succ(y));
end;

end;

Procedure dibujarConjuntoPuntos(Color:byte),
{ Dibuja np puntos de color 'Color’ }
var
Linteger,;
begin
SetFiliStyle(SolidFill,Color);
for i:=1 to np do dibujarPunto(pfi},i);
end;

Procedure fuenteDePuntos;
{ Lee una lista de puntos de un archivo }
{ En el programa original se generaba una lista aleatoria }
{ En esta version se lee una lista de puntos con o sin deformacion }
var
Archivolectura: text;
begin
np:=0;
SetFiliStyle{SolidFill lightred),
assign(ArchivoLectura,'CAUSRALEX\POBPUN\100-6u1.DAT');
reset(Archivolectura),
while ((not eof(ArchivoLectura)) and (np<MAX)) do
begin
inc(np);
with p{np] do begin
readIn(ArchivolLectura,x,y);
x:=CartXtoScreenX(x);y:=CartYtoScreenY(y),
end;
dibujarPunto(p[np].np);
end;
close(ArchivolLectura);
SetColor{white);
OutTextXY(0,ymax-10,'Poblacion de puntos: "+intToString(np)+' puntos’);
if Alto then teclaEspacio else Delay(2000);
end;

procedure GeneracionDeDatos;
{ np puntos leidos + 4 puntos externos }
begin




fuenteDePuntos;
npp:=np+4;
plnp+1].x:=xmax div 2; p[np+1].y:=-5000;
plnp+2].x:=5000; p[np+2].y:=ymax div 2;
plnp+3].x:=xmax div 2; p[np+3].y:=5000;
plnp+4].x:=-5000; p[np+4].y:=ymax div 2;
tndiceCero(i0);
SetFillstyle(SolidFill,emptyfill);
Bar(0,ymax-10,xmax,ymax);

end:

Procedure DibujarLineas(ind:tipoindice;n:integer);
{ Dibuja n-1 lineas entre n puntos }
var
linteger:
begin
with p{ind[1]] do Moveto(x,y);
for i:=2 to n do with p[ind[i]] do lineto(x,y);
LineTo(p[ind[1]]-x,p(ind[1]].y);
if Alto then teclaEspacio else Delay(2000),
end;

Function Theta(p1,p2:tipoPunto).real;

{ Angulo entre p1y p2 y la horizontal }

var
dx.dy,ax,ay.integer;
treal;

begin
dx:=p2.x-p1.x; ax:=abs(dx);
dy:=p2.y-p1ly; ay:=abs(dy);
if (dx=0) and (dy=0) then t:=0 else t:=dy/(ax+ay),
if dx<0 then t:=2-t else if dy<0 then t:=4+;
theta:=t"90;

end;

function sentidoDeGiro(p1,p2,p3:tipoPunto):shortint;
{ horario=+1}

var

d,sx1,5x2,sx3,dy1,dy2,dy3:longint;

begin

sx1:=p2.x+p1.x; sx2:=p3.x+p2.x; sx3:=p1.x+p3.x;
dy1:=p2.y-ply; dy2:=p3.y-p2.y, dy3:=p1.y-pd.y,
d:=dy1*sx1+dy2*sx2+dy3*sx3;

if d=0 then sentidoDeGiro:=0 else if d<0 then sentidoDeGiro:=-1 eise_

sentidoDeGiro:=1; -
end;

82
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Function distanciaCuadrada(p1,p2:tipoPunto):real;
{ distancia entre p1 y p2 al cuadrado }
var
x1,x2,y1,y2:real,
begin
x1:=pl.x; x2:=p2.x; y1:=pl.y, y2:=p2.y;
distanciaCuadrada:=Sqr{x1-x2)}+Sgr(y1-y2);
end:

Function Rho(p1,p2,p3:tipcPunto).real;

{ Rho=radio del circuncirculo }

var
r.8,z,a,b,creal

begin
a:=Sqri(distanciaCuadrada(p1,p2)).
b:=8qri(distanciaCuadrada(p2,p3)),
c:=Sqrt(distanciaCuadrada(p1,p3));
s:=0.5"(a+b+c);
Z:=s*(s-a)*(s-b)*(s-¢);
if z<1E-4 then r:=5000 else r;=0.25*a*b*c/Sqrt(z),
if r>5000 then r:=5000;
Rho:=r;

end;

function Cosgam(p1,p2,p3:tipoPunio).real;

{ Criterio de seleccion para un nuevo punto Delaunay }

var
a,b,creal;

begin
a:=distanciaCuadrada(p1,p3);
b:=distanciaCuadrada(p2,p3);
c:=distanciaCuadrada(p1,p2),
cosgam:=(a+b-c)/Sqrt(a*b);

end;

Procedure GuardarPuntoVoronei(i,j k:byte;pv: tipoPunto);
begin
in%:(ip); VP[ip]:=pv; { Guardar coordenadas del nuevo punto Voronoj }
WWIil:=VV[i]+chr(ip); { Punto nuevo en el contador de vecinos: }
VVIj:=VV[j]+chr(ip); { der 3 erzeugenden Ursprungspunkte aufnehmen.}
WVK]:=VVik }+chr(lp)
end;

Procedure EncuentraPunto(k,l:byte;var m:byte;var encontrado:boolean),
var ’ - '
i,a,b:byte;

rr,x4,yd:integer;
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dx1,dy1,cq,r,w,min:real;
p1,p2,p3,pv:tipoPunto;
begin _
min:=2; encontrado;=faise; { Determinacion del proximo punto Delaunay}
p1:=plk]; p2:=p[l]; { por el metodo de maximo paralejo.}
fori:=1 to npp do begin
if (i<>k) and (i<>l) and (sentidoDeGiro(p1,p2,pfi])=1) then begin
w:=cosgam(p1,p2,p[il);
if (w<min) then begin
min:=w; m:=i; p3:=p[i]; encentrado:=true;

end,
end;
end:
if encontrado then begin
dx1:=p2.x-p1.x; { Determinacion de! proximo puntc Voronoj }
dy1:=p2.y-pl.y; { como centro del circuncirculo del triangulo }

cq:=Sqr(dx1)+Sqr(dy1); {pl.p2.p3}
r:=Rho(p1,p2,p3);
w:=Sqrt{abs(Sqr(r)/cq-0.25));
if min<0 then w:=-w;
pv.x:=round(0.5"dx1-dy1*w+p1.x),
pv.y:=round(0.5"dy T+dx 1" w+p1.y),
if (Pos(chr(m),LL[k})=0) and (Pos{chr(m),LL[1])=0) then begin
GuardarPuntoVoronoj(k,|,m,pv); inc(nd);
if (k<=np) and (I<=np) and (m<=np) then inc(nv)
end,
end,
end;

Procedure triangulo; { Determinacion del proximo triangulo Delaunay }
var

ij. K byte;
encontrado:boolean;
begin
i:=ord(Cola[1]); j;=ord(Colal2}]); {Linea de la cola}
Delete(Cola,1,2); { se despeja esta linea }

if (Pos(chr(j),LL[i})=0) then begin {delacola. }
if (i<=np) and (j<=np) then begin
LL{i}:=LL[i]*+chr()); LLIjJ:=LL]j]+chr(i); { Linea en contador }
line(p[il.x,pli].y.pU]-X.p[]-¥); { Dibujar nueva linea }
inc(nk);
end; :
EncuentraPunto(i j,k, encontrado); { En el caso de encontrar }
if encontrado and (k<=np) then begin  { un nuevo punto Delaunay: }
if length(Cola)>251 then begin - -
beep;
teclaEspacio;



end; :
Cola:=Cola+chr(k)+chr(j); { poner 2 triangulos nuevos }
Cola:=Cola+chr{i)+chr{k); { en la cola. }
end;
end;

end;

Procedure TriangulacionDelaunay; { Crear y desplegar triangulacion
{ Delaunay segun la cola }

var
1,j,k:byte;

begin
ip:=0; nd:=0; nv:=0; nk:=0; iy:=i0;
Fillchar(VV,SizeOf(VV), #0), { borrar contador }
Fillchar(LL,SizeOf(LL),#0);
Cola:=chr(np+1)+chr(np+2)+chr(np+2)+chr(np+3)+chr(np+3)

+chr(np+4)+chr(np+4)+chr(np+1); { envolvente convexa al principio }
for i:=1 to npp do w[ij:=p[i].y; {delacola}
OrdenamientoRapido(w,iy,1,npp),
SetColor(lightgreen);
SetLineStyle(DottedLn,0,Normwidth);
While Length(Cola)>0 do triangulo; { Determinar un triangulo tras otro }
dibujarConjuntoPuntos(lightred); { hasta vaciar ia cola. }
OutTextXY (5 ymax-10,Triangulos de la triangulacion Delaunay: '
+IntToString(nv)+' Catetos: '+IntToString(nk));

if Alto then teclaEspacio else Delay(2000),

end,

Procedure OrdenarListaPuntos(var S:tipolista);
{ Los puntos Voronoj de cada punto de la }
{ poblacion se ordenan con respecto a su }
{ angulo teta. }
var
w:tipoValor;
1],:byte;
Oracion:string;
io:tipolndice;
begin
for i:=1 to np do begin
l:=Length(S[i]} : io:= i0;
for =1 to | do w[j]:=Theta(P[i],VP[ord(S[i.iD]);
OrdenamientoRapido(w,io,1,);
Oracion[0}:=chr(l);
for j:=1 to | do Oracion(j]:=SIi, |0[)]]
Sli): =Oracion;
end;
end;
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Procedure DibujarPoligonosVoronoj(Color:byte);
var
1] 1:byte;
begin
SetColor(yellow);
QutTextXY(5,5,'Diagrama de Voronoj con Puntos Voronej: +IntToString(nv));
aglomeramiento;
SetColor(Color);
SetlLineStyle(SolidLn,0,Normwidih),
for i:=1 to np do begin
[:=Length(VVIi]);
with VP[ord(VV]i,i})] do moveto(x,y);
for j:=1 to | do with VP[ord(VV]i,j})] do lineto(x,y),
end;
moveto(0,0); lineto(xmax,0); lineto(xmax,ymax); lineto(0,ymax);
lineto(0,0);
if Alto then teclaEspacio else Delay(2000),
end.
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PROGRAMA PARA GENERAR POBLACIONES ARTIFICIALES DE
PUNTOS

Program Anticlustered(input,output);

uses crt, Xtra2, MathStuff, objetos;

const CUT_OFF=20; { distancia de corte (en pixels) usada para la
aritmética }

DIRECTORY="DAUSER\FRY\ANTICLUSY,;

var

AnticlusteredPointList: List;

Files_so_far, No_of Files, No_of Points: integer;

Anticlustering: real,

File_Name: string;

procedure input_values(var num_of pts, num_of_files: integer; var anti_clus: real);
begin

ClrScr; '

PromptAt(5,3,'Please enter the desired number of points: %,
readIn(num_of_pts);

PromptAt(5,5,'Please enter the desired degree of anticlustering: '}
readIn(anti_clus);

PromptAt(5,7,'Please enter the desired number of files: Y;
readin(num_of_files);

end,;

procedure GenerateList(var point_list: List; num_of_pts: integer;
anticlus: real);
var new_point: Location;
iteration_count, radius, x_dist, y_dist: integer;
N: NodePtr;
new_point_OK: boolean;

procedure make_new_point(var new_pt: Location; radius:integer);
var new_r, new_theta, new_x, new_y: integer;
begin
new_r:=random(radius); new_theta:=random(360);
new_x:=round(new_r*cos(DegToRad(int(new_theta)))),
new_y:=round(new_r*sin(DegToRad(int(new_theta})));
new_pt.Init{(new_x, new_y),
end; { procedure make_new_point }
begln
. point_fist.init;
. -iteration_count: =1;
radius:= round(sqrt(num of ptsl(sqr(antlclusICUT OFF) Ph));
make_new_point(new_point, radius);
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point_list. Additem(new(LocationPtr, Init(new_point.GetX,new_point.GetY)));
while (point_list.Getlength < num_of pts) do
begin _
iteration_count:=iteration_count+1;
make_new_point(new point, radius);
new_point_ OK:=true;
with paint_list do
begin
N:=Nodes:
while ((N<>nil) and new_point OK) do

{ bucle que comprueba si todos los puntos de la lista distan entre ellos en
menos que la distancia de corte}

begin
x_dist:=abs({NA*.item”.GetX-new_point. GetX);
y_dist:=abs(N*.item”.GetY-new_point.GetY),
new_point_OK:=(VectorLength{(x_dist,y_dist) >= CUT_OFF);
N:=N* Previous;
end; { mientras el bucle revisa la lista }
if new_point_OK then
Additem(new(LocationPtr, Init(new_point.GetX,new_point.GetY)));
promptAt(5,15, IntToString(iteration_count)+' iterations');
promptAt(5,17, IntToString(Getl.ength)+' Length of list');
promptAt(5,19, IntToString(Files_so_far-1)+' Files so far');
end;

end;

end; { procedure Generatelist }

procedure Make_File_Name(no_pts: integer; anticlust: real; fis_so_far: integer;
var nombre_arch: string),
begin
nombre_arch:=IntToString(no_pts)+'-"+intToString(round(anticlust*10))+
'u'+IntToString{fls_so_far)+'.dat’;
nombre_arch:=DIRECTORY+nombre_arch;
end; { procedure Make_File_Name }

procedure WriteFile(PointList: List; ﬁléname: string);

{***************************************k*********************************

*

* Subrutina para la escritura a disco de la lista generada por el
* usuario. *

**********************************************#**************************}

v_ar N: NodePtr;
fileToWrite: text;
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begin
assign(fileToWrite,filename);
rewrite(fileToWrite},
N:=PointList.Nodes;
while N<>nil do begin
writeln(fileToWrite N* Item”.GetX, ' ', N*.Item*.GetY),
N:=N* Previous;
end, { for }
close(fileToWrite);
end; { WriteFile }
begin { MAIN PROGRAM }
repeat
randomize;
input_values(No_of_Points, No_of_Files, Anticlustering);
Files_so_far:=0;
while Files_so_far<No_of Files do
begin
Files_so far:=Files_so_far+1;
GenerateList(AnticlusteredPointList, No_of Points, Anticlustering),
Make File_Name(No_of Points, Anticlustering, Files_so_far, File_Name),
WriteFile(AnticlusteredPointList, File_Name);
Make_File_Name(No_of _Points, Anticlustering, Files_so_far, File_Name);
end; { mientras que el nimeéro de archivos es menor que el deseado}
GoToXY(5,21); .
until (not (Verified('Generate another sequence of files’)));
end.
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GLOSARIO

Algoritmo. Procedimiento y notacion de célculo ordenados y l6gicos.
Antiaglomeramiento. Medida del esparcimiento de una poblacion de puntos
en funcidn de su densidad.

Circuncirculo. Circunferencia circunscrita a un poligono.

Diagrama Voronoj. Conjunto de las fronteras de los poligonos convexos
contiguos que dividen el area en la que se encuentra una poblacidn de puntos.
Cada poligono contiene s6lo un punto de la poblacién, y cualquier otro punto
dentro del poligono esta mas cerca del primero que cualquiera que esté fuera.
Distorsion interna. Cambio en la orientacién entre particulas que componen
una roca.

Dualidad (principio). Si en dos definiciones geométricas las palabras “punto”
y “recta” se intercambian y con algunas pequefias modificaciones al lenguaje
cada una de estas definiciones se convierte en la otra, se dice que son duales.
Los siguientes ejemplos dan mas claridad al concepto de dualidad.

a) Dos puntos determinan una linea.

a’) Dos rectas determinan un punto.

b) Tres puntos en un plano dado, o estan alineados, o determinan un triangulo.
b’) Tres rectas en un plano dado, o pasan por un punto, o determinan un
trilatero.

¢) Un haz de rectas consiste en lineas que pasan todas ellas por un mismo
punto.

¢’) Una hilera de puntos, consiste en puntos que estin todos en una linea.
Empaqﬁetamiehto. Geometria que adquiere un conjunto de de cuerpos

esféricos al ocupar un volumen.



91

Enteros algebraicos. Niimeros enteros que satisfacen ecuaciones algebraicas
con coeficientes negativos o positivos.

Envolvente convexa. La envoltura convexa de un conjunto de puntos P en
R" es la frontera del dominio convexo mas pequefio en R" que contiene a P.
Mediatriz. Perpendicular que se levanta en el punto medio de un segmento de
recta.

Paralaje. Angulo del desplazamiento aparente de un objeto sobre un fondo
distante, cuando el observador cambia de punto de vista. Conociendo la
distancia entre los dos puntos de observacién y el angulo de paralaje, se puede
calcular por trigonometria la distancia del objeto observado.

Polinomios irreducibles. Polinomios que admiten solo la factorizacion trivial
(p=ab donde a o b es la unidad).

Rotacion. Giro del sistema de coordenadas un angulo f en torno de su origen
como centro de rotacidn.

Teselacion Delaunay. Triangulacion que se dibuja sobre una poblacion de
puntos de modo que éstos sean los vértices de los tridngulos y el circuncirculo
de cada tridangulo no contenga a ningiin otro punto de la poblacion. Se dice
que es una teselacion porque cubre perfectamente el area en la que se
encuentra la poblacién de puntos.

Traslacion. Proceso que consiste en cambiar el sistema de coordenadas.
Trilatero. Es una figura que consiste en tres lineas no concurrentes y los tres
puntos que ellas determinan. Es el dual de un triangulo, que consiste en tres
puntos no colineales y las tres lineas que determinan. La figura de un triangulo

es también una figura trilateral.
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