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Capítulo 1 

Introducción 

allá adentro es afuero, 
es todas parles y ninguna parte, 
las cosas son lru mismas y son otros, 
encarcelado en un icosaedtv 
hay un in.sec.to tejedor de 1núsica 
y hay otro insecto que desteje 
los silogisrnos que la amria teje 
colgada de los hilos de la luna; 

Octavio Paz 

1.1 Estructura de la materia 

2 

A través del tien1po, el hon1brc se ha sentido atraído por la belleza de los cristales. 

Para los griegos, la transparencia que presentaba el cuarzo era debida a que este cristal se 

formaba del agua en las bajas temperaturas de los Alpes. De ahí, que el origen del non1bre 

provenga de cry.c;tallos, que quiere decir "hielo claro". 

81 arreglo geométrico de la materia sólida juega un papel fundamental en la defini-

ción de las diferentes propiedades mecánicas, ténnicas, eléctricas, ópticas y n1agnéticas de 

los materiales. A finales del siglo XIX 1 el descubrinüento de la difracción de los rayos X, 



pennitió el inicio del {,'$ludio de la estructura rnicroscópica dt~ los rnalerialc5. Sin crubar¡:¡;o, 

fueron los griegos quienes prefiguraron el papel de las propiedades g{,"OJilétricas e intuyeron 

que existía una relación cnlre los sólidos platónicos y los elementos básicos de la 1natcria: 

así, el tetraedro estaba asociado al fuego, el octaedro al aire, el dodccru..'<iro al ag,ua y el 

cubo a la tierra. 

Un cristal ideal se encuentra constituido por la repetición periódica en el espacio de 

una celda unidad y puede describirse con10 una red, que es un e,-onjunto infinito de puntos 

a los que se les puede asociar átonios, moléculas, iones, etcétera. Las redes de Bravais 

describen los diferentes arreglos tales que cualquier punto de la red tenga el mismo entorno. 

Una estructura periódica, al difractar rayos X, electrones o neutrones, presenta 

un espectro fonnado por puntos bien definidos con simetrías características, Jo que fue 

ci>tudiado por W.L. Bragg en 1913. Para explicar este patrón, Bragg describió al cristal 

como si estuviera constituido por planos paralelos de iones, separados por una distancia d, 

los cuales funcionan como una rejilla de difracción siguiendo la ''Ley de Bragg". Cada uno 

de los puntos está asociado con una fantllia de planos, y su intensidad depende del factor 

de estructura, es decir, del tipo de arreglo de áton1os en la celda unidad y su eficacia para 

difractar. Sin ernbargo, existen ciertas simetrías rotacionales prohibidas para los patrones 

<le difracción, ya que puede deniostrarse [!J que sólo las rotaciones con ángulos iguales a 

27r/2, 27r/3, 27r/4 y 27r/6 son compatibles con la traslación. 

Si el material que se analiza es un policristal, que se encuentra con1puesto por 

ntlcrocristales con direcciones aleatorias, el espectro estará forniado por anillos difusos. Por 

otro lado, el espectro de la materia amorfa, también presenta ciertos patrones anulares que 
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reflejan las simetrías de corto alcance de los sistcrnas. 

La diferencia funda1ncntal cutre cristales y a1norfos radica en que los prinwros 

poseen siTnetría translacional de largo alcance1 mientras que los i:;cgundos carecen de ésta, 

aunque pueden presentar sin1etrías de <-"Orto alcance o locales. 

Los an1orfos no tienen asociada una red recíproca ya que k, el nún1cro de onda, no 

es buen ntírncro cuántico, es decir la celda unidad tiene que ser considerada coino infinita y 

el espacio recíproco con10 denso. 

1.2 Quasicristales y sistemas no periódicos 

En 1984, D. Shechtman [2], observó estn1cturas que presentRban patrones de 

difracción con picos de intensidad pero con ordr.n imsaedral, evidenciada por la simetría 

rotacional decagonal (ángulo de giro de 2n /1 O). La n1uestra se obtuvo al enfriar rápidaniente 

la aleación Al4 Mn. A este tipo de rnateriales se les ernpezó a llarnar quasicristalcs. 

Diversas explicaciones surgieron para explicar el patrón de difracción con una 

siinetría aparente1nente prohibida. El problema en <los dirnensiones está relacionado con la 

in1posibilidad de rellenar el plano con polígonos regulares con ángulos internos diferentes 

a 2n /2, 2n: /3, 2n / 4 y 2;r /6. Sin c1nbargo, si ton1an1os dos roinbos, uno obtuso y otro 

agudo, podemos rellenar (o teselar) todo el plano. Un posible resultado es la teselación de 

Penrose [3] (fig.1.1 ). Este arreglo, a pesar de no ser periódico, si presenta sin1etría de largo 

alcance. Si trazarnos líneas especiales en los rornbos , de acuerdo c..vn la idea de Arru11ann 

[4], los segmentos de las líneas se juntan para formar conjuntos de rectas paralelas que se 

intersectan con ángulos de 72°, evidenciando una si1netría pentagonal. 



Figura 1.1: 'reselación de Penrose 

Ade1nás, si consideramos la separación de los planos, encontramos que existen dos 

tipos de distancias, una corta y otra larga cuya razón es rr = ! ( 1 + ./5) (la sección dorarla 

de Pitágoras). En cualquier dirección1 estas dos diferentes distancias siguen la secuencia de 

Fibonacci [5]. 

La secuencia de Fibonacci no se repite nunca y se puede construir por inflación, 

utilizando dos diferentes elementos, por ejemplo (a,b), con las siguientes reglas de inflación: 

a - ab 

b ~ a 

y donde el cscalanticnto está dado por la "razón dorada". 

La sirnetría pentagonal aparece tnuy frecuentcn1cnte en el p1undo orgánico y el 

hornbre ha tratado de reflejar esta relación en sus obras, por ejemplo en algunos templos 

griegos cuyas dimensiones se basan en las proporciones de la sección dorada. 

El estudio de los sistcrnas unidimensionales es importante debido a que son buenos 
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111odclos para sistc1nas reales y al 1nisn10 tic1npo se pu~lcn resolver 1nale1nátic<uncnlc con 

1nás facilidad. Por otro lado, es interesante señalar que \a."i secucucias generadas por inflación 

han aparecido en diversas área¡:¡ <le Cfitu<lio que van desde las rnatc1náticas, la ciencia de la 

computación, la criptografía y la física. 

En la actualidad, la tecnología pennitc trabajar con sistcn1as uniclirnensionales 

que se comportan <le rnanera n1uy sin1ilar a los qua.sicristales unidimensionales. Algunos 

ejemplos son Jos cables cuánticos, las superredes construidas con capas de áton1os con sepa­

raciones secuenciadas y sólidos con orden quasicristalino en ID y 20 (fase 'f) como Al-Pd, 

Algo-Cu20-~1n1s, por citar algunos. 

La secuencia de 'fhue-?\.1orse es otra que no se repite nunca y íue encontrada por E. 

Pruhet (6] utilizándola para construir palabras infinitas con un alfabeto de dos letras, que 

no repitieran tres letras iguales consecutivamente. Sus resultados han sido "redescubiertos" 

varias veces en diversas rarnas del conocimiento: 1'eoría crgódica, la teoría de autómatas, la 

teoría de lenguaje y la teoría cornbinatoria. El nombre de la secuencia se debe a Thue, que 

la r~escubrió estudiando secuencias periódicas en 1906 [7], y por Morse, quien estudió la 

secuencia en el contexto de la diná1nica topológica [8]. Esto ha tenido como consecuencia 

que la secuencia de 'I'hue-Morse tenga diversas maneras de definirse. 

El estudio de la cadena de 'l'hue-r-.1orse1 aunque menos conocida que la cadena 

de Fibonacci, abarca trabajos númcricos, experin1entales y analíticos. Experi1nentahnente 

se han estudiado desde propiedades termodinárnicas, ton1ando consideraciones sobre la en­

tropía hasta las propiedades electrónicas y íonónicas donde se ha estudiado el íactor de 

estn1ctura estático (difracción), el problerna de la localización de electrones y de la estruc-
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tura electrónica [9). En 1987 f11c realizada la prirnera :c;upcrn'<I 'l'huL'-Morse e investigada 

por rnedio de dispersión Harnan. 'l'a1nhién ha sido estudiado el patrón de difracción de 

rayos X de una hctcrocstnictura de CaAs-AIAs realizada a partir de la técnica de cpitaxia 

de haces n1olecularf'S (rvlBf~, del inglés ~\'lolccular Bca1n l:~pitaxy) que permite crear cstn1c­

turas forrnadas por lárninas rnuy finas cuya separación sigue la secuencia de 1'hue-Nlorse 

[lü], [11]. Por otro lado, los trabajos analíticos se han concentrado en el problema <le la 

naturaleza de los estados de una quasipartícula del sisten1a en cadenas infinitas usando un 

n1odclo Harniltoniano sencillo [12]. 

En la presente tesis, se estudiará las propiedades física_<; de una cad~na de '11nie­

!i.1orsc unidimensional, haciendo un especial énfasis en las propiedades electrónicas. 

En la primera parte de este trabajo, se presentan las características de construcción 

y propiedades gcon1étricas ele la secuencia de Thue-Morsc. Se analizará de manera especial 

el factor de estructura estático, que es la cantidad fundarncntal en difracción. 

En la segunda parte, se hará un estudio teórico del comportan1iento del espectro de 

excitaciones de una quasipartícula en este sisterna. Para estudiar las características físicas 

de la cadena de Thue-~1orse se en1pleará un Hanültoniano n1odelo simple, de amarre fuerte 

a prin1eros vecinos. Para resolver el sistema harernos uso de diferentes métodos: 

1) Oiagonalización del Harniltoniano de manera exacta en una red finita con di-

versas condiciones a la frontera. 

2) Usando funciones de Green para definir un rnétodo de rcnorn1alización o deci­

mación. Esto pernlitirá encontrar sus eigenestados locales en un punto de la red en forn1a 

recursiva. 
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:!) Por nn tnl~tndo aualítico, J'fl que las si111ctrí;u¡ 1~xistcnt1•s en la red nsí lo pcrnliteu. 

Se explorarán las ventajas y clcsvcntajas de c<tda niétodo. 'l'au1bi~n se hará una 

con1paración con el Ca.'iO ele la cadena de Fibonacci. El trataniicnto del prohlerna con1-

plcto pcrrnitc el estudio detallado de las cigcnfunciones, y por lt> tanto, se pueden inferir 

propiedades de localización de las excitaciones y su con1porta1niento ante defectos. 

Finalmente, concluiren1os con un compendio de las propiedades encontradas de 

esta red. 
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Capítulo 2 

Cadena Thue-Morse 

2.1 Construcción y propiedades de la cadena Thue-Morse 

Existen varios rnétodos para la construcción de la secuencia de Thue-1\:lorse. En 

cada uno de ellos, la secuencia va creciendo por "generaciones". Se definen dos diferentes 

tipos de objetos, {a,b} 1 . Usando una regla de inflación se construye la cadena de orden 

n, de 2n elernentos. Por ejemplo, la secuencia de orden n + 1, se construye a partir de la 

cadena n substituyendo: 

(a) por (ab) (2. I) 

(b) por (ba) 

1quc en la resolución de problemas se puede asociar a autoencrgías, integrales de tn.slape, alturas de 
barreras de potencial o a coustantes dieléctricas. 
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Otro rnétodo de recursividad, consiste 1~11 construir u1w cadena de gcnc~ración n, a partir de 

la <.:adena de la generación anterior ri - 1, con la sig,1iic11te reµ;la de construcción: 

(2.2) 

donde EB es la Sllllla directa y \11..<; c~-1 son las irnágencs co1nplen1entarias de las C'1 ' obtenidas 

intercambiando a por b y b por a 1 por ejernplo: 

C'1 = ab G'f = ba 

Este tipo de construcción pone en evidencia la sin1ctría de espejo alrededor del 

centro que se genera para todas las secuencias de generación par, y sin1etría antiespejo para 

las generaciones impares. 

Al escor;cr corno condición inicial C0 = a, tendrcn1os: 

C'1 ab 

C2 abba 

C3 abbabaab 

c4 abl>abaabbaababba 

Otra n1ancra de definir la secuencia de 'fhuc-!\..1orse es a partir de los alfabetos 

{1,-1} ó {O, l}. Cada sitio de la sL>cuencia esta determinado por una condición inicial y 

una relación entre los sitios. Para el alfabeto {O, 1 }, partiendo de la "condición Ao =O, las 

reglas son: 

A2p+1 = l - Ap 
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donde el suhíndicc p corre sobre los mÍlncros naturales, de tal 1na11era que se obtiene la 

¡.¡ecucncia <le 1'huc-i'Vlursc: 

-\o= O, >.1 = 1, A2 = 1, >.:i =O, clcélcra 

Y para {-1, l}' 

Aip+I = ->.p 

para todo p > O. 'l'ornan<lo corno condiciones iniciales a >.0 = 1 y A 1 

secucncia:l, -1, -l, 1, -1, 1, l, -l.. 

-1, obteue1nos la 

De las anteriores definiciones se deducen las siguientes propiedades para la sccuen-

cia de 'l'hue-Morsc: 

i) Se trata de una secuencia determinista no periódica, es decir, no existe una 

escala que se repita en la secuencia. 

ii) La cadena está formada por la misma cantidad de elcn1e1itos a y b. 

iii) La secuencia no contiene subsccuencias de la forma \VVV\\', donde \\r es 

cualquier palabra. Es decir no contiene las palabras aaa, ababab ó abaabaaba. 

iv) El factor de escalanliento entre una generación y otra es dos, por lo que si en 

una generación dada, tornarnos un elen1e1lto sí y otro no, obtencn1os la generación anterior. 

Dicho de otra manera, la secuencia infinita es invariante ante la transforn1ación inversa 

ab- a y ba-b. 

2.1.1 Espacio recíproco 

La utilización de la difracción en el estudio del estado sólido es fundarncntal ya 

que representa una nlfxlida directa de la intensidad <le dispersión, que es la transforn1ada de 
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Fourier de la función de la densidad <l1• n1asa y que l'Sti'L relncionada con e?] orden de largo 

alcance que pueda presentar uu sistcrna. De hecho, se p1wdt~ definir nn quasicristal coruo 

un sistcn1a cuyo espacio recíproco tiene nna dirncnsión niayor que la del t!8pacio real. 

El espectro de Fouricr se define con10: 

2"-1 

En(</)=¿ éJCXJ>(-2i7Tj1¡) 
j=O 

(2.3) 

donde { t:;j} es ]a secuencia de 'l'hne.f\.1orse ( esta1nos considerando un sisten1a con distancias 

iguales y átomos diferente..<>). Usando el alfabeto { 1, -1} y to1nando con10 condiciones 

iniciales Eo = l y ét = -1, obtencn1os: 

<n(<J) = l - exp(-2iTrq) - [cxp(-2inq)] 2 + [exp(-2inq)]3 
- [cxp(-2inq)]4 + [cxp(-2i7rq)J5 

... 

(2.4) 

reagrupando términos tenen1os que: 

<n(q) = l - cxp(-2inq) - [cxp(-2inq)]2 [l - [cxp(-2inq)]] - [cxp(-2inq)]' [1 - [cxp(-2inq)]] + 

y factorizando: 

E,.(q) = (1 - exp(-2inq)) [ l - [cxp(-2hrq)J' - [cxp(-2im¡)J 4 + [exp(-2inq)]6 
... ] (2.5) 

f<~n el segundo paréntesis de la parte derecha de la ecuación, obtenernos un desarrollo muy 

parecido a (2.4), excepto que las potencias sobre las cxponenciale:-; aumentan en n1últiplos 

de dos, lo que nos pennite reagrupar y factorizar: 

<n(q) = (l - exp(-2inq)) (l - [cxp(-2;7rq)]') [1- [cxp(-2i7rq)]4 + .. ] 

Haciendo esto recursivan1ente obtenernos: 



En(q)= 11 (1-exp(-2;m¡2')) 
o.::;J<n 

Por lo tanto, el íactor de estructura cstáti(;o es: 

!cn(q)J2 =2n TI (1-cos'.brq2i) 
0$J<n 

1 ;¡ 

(2.6) 

El factor de estructura está cornpuesto por funciones que se cscalari en potencias 

de dos. Por otro lado, se observa que r..xiste un período ele 2n y el esp<..'Ctro es simétrico 

alrededor de (2n + 1) 11' y adcn1ás es denso, ya que la an1plitud entre los picos y los gaps se 

hace cada vez más pequeña. 

Es interesante con1parar este resultado con el espectro de la cadena de Fibonacd, 

el cual es un conjunto de Cantor. El patrón de llifracdón de esta cadena unidirncnsional 

quasiperiódica llena dcnsarncntc el espacio de Fouricr con lo que se concluye que la densidad 

de estados tendrá una infinidad de brechas, a<lernás de ser fractal, lo cual no ocurre con la 

cadena de Thue-~·lorse. 
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Capítulo 3 

Propiedades de las excitaciones 

elementales 

3.1 El Hamiltoniano modelo 

La..<i excitaciones elementales corno los electrones, fonones, 1nagnones y plasmoncs 

juegan un papel fundamental en la resolución de problemas de estado sólido. El Hamilto­

niano de estos diferentes sisten1as se puede reducir a lllla estructura básica n1cx:iclo, donde 

las interacciones se paran1etrizan y sólo se consideran interacciones a pri1neros vecinos. El 

Hamiltoniano de "amarre fuerte" se puede escribir corno: 

H = L(<; - 2a~)li) (il + Lt,(li) (i + II +ce). 

donde li) crea una excitación en el sitio i y (il la destruye. Ei es la energía del sitio y ti es 

la integral de salto entre primeros vecinos. 
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lJn llan1iltoniarH1 clá..,ico de fo11011es iS<>trópictJ se obtiene al poner <t = 1 y se puc<lc 

tratar el caso de desorden en las 1nasas o en las constantes de los resurtes. El proble1na 

de los n1ag11oncs ta1nbién se puede P$lUctiar con los operadores qua..,ibosónicos pertinentes. 

Para estudiar las propiedades electrónica.<> del sisterna, suponcn1os que en cada sitio hay un 

dectron tipo s, por lo que o tiene que ser cero. Entonces: 

// L li) e; (il + L t.(li) (i + I I +e.e.) (:U) 

D+H' 

El conjunto {li)} norn1almente representa las funcionf'.s de Wannicr a..c;ociadas al 

sitio i, que forn1an una base ortonormal y con1pleta, pero en la presente aproximación 

representa cualquier base ortonorn1al en el espado real. 

Podernos dividir el Hamiltoniano en dos partes; la prin1era (D) corresponde a la 

autoenergía e involucra a elementos de matriz diagonales, rnientras que la segunda (1'V) 

corresponde a las energías de transferencia o de enlace. l)efinimos dos tipos de desorden, 

el primero que depende de los ténninos de la diagonal o ''problc1na de sitios", y el que 

involucra a los témtlnos fuera de la diagonal, o "problcn1a de enlaces". Para los dos casos, 

utilizan1os con10 elementos básicos dos tipos diferentes de autocnergía { f:A, en} o de valores 

de las integrales de salto {tA, t8 }. Construimos cadenas de 1'huc l\1orse utilizando las reglas 

previamente descritas y escogiendo un prin1er ele1nento co1no conctición inicial. 
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3.1.1 Caso periódico 

Antes de entrar de lleno en la secuencia de 'l'hue-~·lon>c, es i1nportantc describir 

la solución del problen1a periódico, donde el tratamiento n1ate1nático es 1nuy si1nplc. LaR 

funciones de onda se pueden escribir cxnno ''ondas de Bloch" que se extienden a lo largo de 

todo el cristal: 

donde la función u ( k, r) tiene la periodicidad de la red y modula el término que representa 

a las ondas planas. La importancia del número de onda de los electrones es fundan1ental 

ya que nos caracteriza el sistema, debido a que se puede establecer una red recíproca en 

el espacio k. Las energías permitidas del sistema forman una estructura de bandas en el 

espacio recíproco. 

Podemos representar el estado de cada sitio, en función de las k's. 

El Harniltoniano es diagonal en esta representación: 

H = L t(k) lk) (kl +l. 
k 

donde ~ es un valor constante que fija el cero rle la energía. Si a es la separación entre dos 

sitios de la cadena, el valor de t(k) es: 

t(k) = 2tcos(ka) 

que es la relación de dispersión. Los eigenestados del sisten1a son funciones de onda exten-

di<las (ondas de Bloch}, y cualquier estado es la suma de ondas planas. 
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El 1n(!todo rná.'i direclo para conocer los cigcnvalorcs del sistcn1a es diagonalizar 

directan1entc el l larniltoniano. Sin ernbargo, esto resulta ineficiente, ya que para poder 

rninirnizar los efectos de la superficie se necesitaría estudiar cadenas rnuy grandes, lo cual 

significaría una n1atriz de dimensiones grandes. Otra rnancra de abordar el problema sería 

utilizar las propiedades de siiuetría inflacionaria de la cadena y de las consecuentes relaciones 

de recurrencia, utilizando la matriz de tmnsfercncia [13]. Un tercer rnétodo resolvería el 

problen1a a través de las funciones de Green, con el que indirectamente obtenemos cualquier 

cantidad 1nedihle del sistema a partir de la densidad local de estados {LDOS por local density 

of statcs). 

3.2 Densidad local de estados (LDOS) 

Al número de estados en un intervalo de energía entre E y E+ dE, se le llama 

densidad de estados. Si bien, se trata de un concepto asociado a los sisternas de cristales 

ideales, su definidón n1ás formal abarca a los sistcn1a.'l no periódicos: 

D(E) = "¿o(E- En) 
n 

en donde se tiene que cun1plir que n sea un buen nú1nero cuántico para el sistema, es decir 

que etiquete a cada uno de los estados propios. Para los cristales, el número cuántico que 

se utiliza es k, el tnín1cro de onda, que etiqueta a los estados extendidos. En un sisten1a 

no periódico las variaciones locales determinarán en cada sitio condiciones especiales que se 

reflejarán en la densidad local <le estados (LDOS), definida [14] como: 



w 

p,(l.;) = ¿ l(il ~ .. )I' o(!> - 1.; .. ) (:l.2) 
.. 

donde 

Sólo los eigcncstados con sus cigenvalores En contribuyen a la densidad de estados p(E) en 

el sitio i, ya que (il tPn) es la proyección del eigenestaclo del sisten1a sobre cada sitio i. 

3.2.1 Diagonalización exacta 

El liamiltoniano del sistema, para el problema diagonal, se representa en la base 

de sitios de la siguiente manera (en este caso paran= 4): 

€A -l o o 

-l €B -1 o 
Ji= 

o -] ºB -l 

o o -] €A 

donde los términos de las autonergías en la diagonal siguen la secuencia de Thuc-!Vlorsc y 

donde el valor de la integral de salto se ha escogido con10 t = -1. Confonne la cadena va 

creciendo, la dimensión de la niatriz hace que el cálculo ocupe n1ucho tie1npo1 lo cual lo 

hace n1uy irnpráctico. C'on este rnétodo, se logró obtener los eigenvalotes para la generación 

n = 11, es decir, de 2048 áton1os. 

La diagonalización exacta nos provee de todos los eigcnvalores del sisterna, lo 

que nos permite graficar la densidad de estados total, agrupando los diferentes valores de 



Densidad total para el problema de sitios 

5 

-2 2 2.5 

Figura 3.1: Densidad total obtenida diagonalizando el Hanliltouiano para el problema de 
sitios 

las energías de tal manera que poden1os representar el nún1ero de estados por unidad de 

energía. Para el caso n = 11, obtenemos la siguiente densidad total del sistema (fig.3.1). 

Es interesante observar que existe una si1nctría axial alr<lcdor de x = O. Volveremos a 

encontrar esta simetría para el espectro de energías del sistcn1a con desorden en los enlaces. 

3.2.2 Matriz de Tran..<ifcrcncia 

Siguiendo el ejcn1plo de la rnccánica estadística en una dirncnsión, introducirnos la 

matriz de transferencia .A1{i) del sistcrna, que se define a partir de la ecuación de Schrikiinger 

como: 
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(3.4) 

En donde \J.'i es la función de onda, correspondiente a un eigenestado, asociado a 

un valor de la energía del sistema en el sitio i. 

Para el problema de sitios utilizamos la ecuación de Schr5edinger: 

en donde Vi es la autoenerg!a de los átomos que toman Jos valores EA 6 e8 y t = 1, según la 

secuencia de Thue·Morse. En esta caso, la matriz de transferencia, de dirnensión 2 x 2 es: 

M(i) = 
[

E-IV. -01] 

Para el caso del problen1a de desorden en los enlaces, t0Inan1os la ecuación de 

1'an1arre fuerte": 

en donde tr:+J y t¡ denotan los valores que pueden tornar las integrales de salto. La rnatriz 

de transfcn~ncia es entonces: 

M(i) = [ ':• -~ ] (3.5) 

En ambos casos las aplicaciones sucesivas de la rnatriz de transferencia dan los 

valores de la función de onda para cualquier sitio de la red: 



22 

(
'l'N+I) ('I'¡) ('I'¡) = M(N)M(N - I)Af(1-2) .. M(2)M(I) = fI MN 

llJN Wo N lllo 

(3.fi) 

A partir de (3.6), pode1nos obtener el espectro de energías, buscando los valores 

para los cuales W N no crezca cxponenciahnente, lo cual nos lleva a la condición (le que el 

módulo del eigenvalor de íl MN tiene que ser la unidad. La condición n1ás general para que 

una autoenergfa se encuentre en el espectro es [15]: 

[Tr (IT M,)[ S 2 (3.7) 

La utilidad del método de la matriz de transferencia es n1uy grande, ya que nos 

permite calcular los diferentes valores de la función de onda para graficarla1 así como la posi-

bilidad de abordar el problen1a de manera analítica, utilizando las relaciones de recurrencia 

entre las trazas. 

3.2.3 Flmciones de Green 

El otro método consiste en utilizar las funciones de Green que se definen corno la 

solución de la ecuación diferencial inhornogénea de tipo: 

{z - L(T))G(r\ ?'; z)..,,,, 6(7 - r') 

sujeta a dcternlinadas condiciones a la frontera parar y rf, y donde z es un nürnero complejo. 

Sea {<Pn(r'J} el conjunto ortonormal de las eigenfunciones de L(f), operador que es 

diferencial, lineal, hermitiano e indepencüente del tien1po. Se cumple entonces que: 

•• 1 .• 



(z - /,)G = 1 

Si todos los valores de z - L son no nulos; es decir si z f. { >.n} entonce,.s e: se puede 

expresar con10: 

G(z) = _I_ = L l<Pn) (<Pnl 
z-L n z-An 

Ahora bien, si z = An, G tiene polos en los eigenvalorcs de H por lo tanto, las ecuaciones 

de n1ovintlento para los estados electrónicos li}, son: 

(3.8) 

Este sisterna consiste en un conjunto de ecuaciones sin1ultáneas cuyo orden es el 

núrnero de sitios ni en una cadena de generación n, donde rn=2n. 

La función de Green G(z) tiene polos en los eigenvalores de ll. Pode111os definir 

entonces por n1edio de un límite: 

(il e±(¡.;) jj) = lim (il G(E ± is)lj) 
S-->0+ 

Usando el hecho de que (; es diagonal en la nlisrna representación en que !/ es 

diagonal obtenernos: 

(1 G'(E ± . ) 1) = '°' (il.P,.) (.P,.I j) 
i J J lS J L.,, E± i_.¡ - 1;;,. 

n 



Y usando la identidad: 

li111 -
1
-. = p (.!.) T i1r6(x) 

11--0+ X± lY X 

donde p es la parte princ.:ipal, obteneinos para los clcrucntos diagonales de la nui.triz: 

De ahí, rt.,x:ordando la definición de la densidad local 3.2, tenemos una nueva fonna 

de definirla: 

P;(E) = _ _!_ lm (il c±(E) li) 

" 

3.3 Método de renormalización 

Para resolver el problema de cadenas rnuy grandcs1 se utiliza un método de renor-

n1alización, que nos permite simplificar el número de ecuaciones y usar menos recursos 

oon1putaciouales. 

Existen diversos métodos de renonnalización utilizados para sin1plificar las ecua-

cioncs. El rnéto<lo propuesto por I3arrio y \Vang [16] para la cadena de Fibonacci va elin1-

inando en cada generación las coordenadas de los sitios centrales de la cadena y es el que 

se pondrá en práctica para el problen1a de 'l'hue-Morsc, ya que el esfuerzo computacioanl 

crec·.e sólo linealn1ente con n. 

Las propiedades espectrales del siste1na se obtienen resolviendo el conjunto de 

ecuaciones para las fw1ciones de Green de la red unidhnensiónal, donde los elementos de 

n1atriz de la función de Green retardada son Gij = (ij G(Z) li) donde Z = E+ ir7, r¡ - O. 

La ecuación de Green asociada al sistema se encuentra dada por: 



(E- lí)C = I 

Introducit~ndo el l lantiltoniano de enlace fuerte y dP..sarrollando, obtenen1os: 

Las ecuaciones de movimiento para las funciones de Green son análogas a (3.8), 

excepto por un término inhomogéneo. 

3.3.1 Problema de enlaces 

Para describir el problema "fuera de la dlagonal" para un sólo enlace, se necesitan 

cuatro ecuaciones de movirniento: 

EG;;(E) l + t1G,.(E) (a.9) 

EGdd(E) l + t,C.,(E) 

EGw(E) t1C;;(E) 

ECd,(E) t1Cdd(E) 

donde i y d etiquetan el sitio izquierdo y el derecho respcctivan1cnte. t1 es la integral de 

salto para sitios enlazados por un enlace a. 

La idea es resolver estas ecuaciones para n > O, elirninando las coordenadas de 

los sitios centrales y así reescribir las {,,'CUaciones resultantes de la nüsn1a manera que en 

el conjunto (:!.9) pero con cantidades rcnonnalizadas. Este procediinicnto puede repetirse 
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n=I 
( (' L,(21 L<J(2J 

0-----0 -() 0,(2). 

0-0--0 ~ 
l:',(2) ¿',(2) 

n=2 
0------0---0---0-0 

t(2) r(2) •-©---• o ti3) o 
L(2) l:(3) ¿'(3) 

Figura 3.2: Esquema de renorrnalización para el problerna de enlaces, a partir de la cadena 
con 3 átomos. 

iterando la transformación hasta obtener Wl sólo grado de libertad. Esta transformación 

exhibe puntos fijos, donde los paramétros no can1bian sus valores bajo la transformación. 

Paran= 1, se tendrían 9 ecuaciones que describen el sistema, ya que tenemos tres 

áton1os que constituyen la cadena. 

Al rcnormalizar, ohtenen1os dos átomos virtuales y una sola integral de salto dependiente 

de la energía, por lo que el caso se sitnplifica fonnahnente al de n = O (ver figura :J.2). 

I_Á)s clen1entos de G relacionados con el sitio central se sustituyen en las ecuaciones de los 

extremos de la cadena, restando las siguientes ecuaciones de movimiento: 
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(E-E;(l))G., 1+1.(l)G;., 

(J:J - J.:,(1))G"" 1+1.(l)G" 

t.( l )G,; 

(E - E;(l))Gdi t( 1 )G," 

Para la cadena n = 2, la rcnormalización in1plica la conexión de la cadena para 

u= 1 con su complemento. La energía del sitio central es entonces la suma de las energías 

del cxtren10 derecho de la cadena de la generación anterior, con el cxtrcn10 izquierda de su 

cornplemento. 

Repitiendo este proceso, las relaciones de recurrencia para las ene.rgías y para el 

valor de las integrales de traslape son: 

J.:;(n) 

l( n) 

3.3.2 Proble1na de sitios 

J.:d(n - 1) + J.:1(n- 1) 

2 
E(n-1) [t(n-1)] 
' + E-J.:,(n) 

E (n - 1) [t'(n -1)]2 
" + E - E,(n) 

t(n - l)l'(n - 1) 

E - E,(n) 

Para obtener las relaciones de rccurrencia del proble1na de sitios, observan1os córno 

se genera la secuencia de 1buc·Morse utilizando el rnétodo de renorn1alización con dos 

diferentes autoenergía.s {EA, éB} y un valor constante t. De aquí en adelante, utilizaren1os 



('_r - ·- -•--o 

n=3 

l:(2) ;:'(2¡ 

º•ll). 

o-•-•-o-•---()---0--• 
--~ 

1()) tiO) t'¡J) 

0---0--0-0 
1(3) o o 

l:(3) ¿'(3) l:(3) ¿'(J) l:(3) l:'(3) 

Figura 3.3: Esquema de renonnali7,ación para el problema de sitios. 

para los cálculos núniericos tA = 0.5,éH = -0.5 y t =-l. 
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En esta caso, a diferencia del problema de enlaces, hay que empezar a renormalizar 

los dos sitios centrales de la cadena de cuatro átomos (n = 2). Las generaciones subsecuentes 

serán forrnadas por la generación anterior, su complemento y un enlace t que las une a las 

dos anteriores (ver figura ~i.3). Las ecuaciones de renormalización son: 

t2 (E - <a) 
EA+ 2 2 

(E- <o) - t 

i::,(2) 
t2 (E-<a) 

EA+ 2 2 
(E- <a) -t 

t' 
t(2) 

(E-<a) 2 -t2 

Paran = 3, tenernos que obtener la renormalización del complernento <le la cadena 
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de generaci6n n = 2, de lo que ohtt?nc111os: 

l(2) 
(E-q) 2 -t2 

Podemos reescribir estas cnergíw; como' E 1 (2) = E2 (2) = E(2) y E3 (2) = E.(2) = E'(2) . 

Con lo que obtcne111os una forrna general, para describir la renormalización para la silnetría 

antiespejo (n impar) con cuatró áton1os virtuales. Para la simetría par, volvemos a proceder 

de la misma manera, lo que nos arroja los siguientes resultados: 

E1(3) 

E2(3) 

E1(3) 

t(3) 

[t(2))2 (E- E'(2)) _E 
3 E(2J+ (E-E(2))(E-E'(2))-l2 - () 

, [t'(2))2 (E - E(2)) , 
E (2) +(E - E(2)) (E- E'(2)) - t2 =E (3) 

,, ? [t'(2))2 (E - E(2)) _ 
E(-)+ (E - E(2)) (E- D(2)) -t2 - E'(3) 

, [t(2))2 (E- E'(2)) _E 
3 E(2) +(E - E(2)) (E- E'(2)) - t2 - ( ) 

l·t(2)·t'(2) ,, 
(E - E(2)) (E - E'(2)) - t2 = 1 (J) 

Tenen1os entonces, una alternancia en las ecuaciones de renormalización> según sea la 

sin1etría del sistema. 

Siguiendo con el nüsrno rnétodo de la renorn1alización podernos calcular la auto-

correlación en el sitio central de la cadena de cualquier generación: 

{ 
[t(n- l)j 2 [t'(n-l)j2 }-t ªºº = E - Eo(n) - E - E;(n - 1) - E - Ed(n - 1) 
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En el ca.->o del prohlc111a de sitios, tenernos que tornar en cuenta que en el proceso 

de rcnonua\ización no se presenta un t"lnioo sitio central, ya que en cada generación \'alnos 

rcnonnalíi:ando sobre cuatro átornos virtuales, por lo que la densidad de estados :;e puede 

calcular en cualquiera de los dos sitios centrales. Por otro lado, tarnhién es preciso considerar 

la sirnetría de la generación. Por ejemplo, para el caso par con sirnctría espejo, las funciones 

de Green de los sitios centrales son: 

Gclcl (par)= .. ,e t2(n-l) 
E - E (n - !) - E E(n-1) 

tl(E-E(n-1)) 

(E-D'(n- l))(E->;(n-1))-[tc(n-1)]2 

Gc2cz(par) = ,.. [tc(n-1)!2 
E - E" (n - 1) - (E E"(n 1)) 

r.2(U)(E-E"(n-I)) 

(E-l:"(n-1 ))(E-l:(n-1 ))-jt~(n-1 )(2 

Para el caso de las generaciones impares, la densidad local para uno de los sitios 

centrales es: 

Gc1c1(impar) = t'l(n-l/ 
E - E' (n - !) - E-E(n-1) 

t2(E-:E<'{n-l)) 

La densidad local de estados en el sitio central de la cadena está relacionada directamente 

con Ja función (;0 por la siguiente relación: 

ya que la densidad es tal que: 
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Figura 3.4: T ,DOS para n=21 

p(E) = LP;(E) 

Finalrncnte tenernos que agTegar a la energía una parte in1aginaria: E = e+0.001 i. 

Para el prohlerna fuera de la diagonal calculan1os la densidad de estados local en el sitio 

central de la cadena para la generación n = 21, con tA = -1 y t 8 = -1.5, ver tigura (3.4)
1 

así corno para la generación siguiente que se presenta en la fig.(3.5). 

Al calcular la densidad local en función <le la energía, obtenemos las contribuciones 

de los diferentes cigenestados del sisterna a la densidad en el sitio central, pero esto nos 
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proporcioua indirccta1ncntc el valor de los difercntc-s cigencstados del iüstcn1a, con lo cual 

ohleucnios un espectro de cnergias. f ,a densidad local está con1p11csta por pie-os, valles y 

zonas donde la densidad es cero. Poden1os reconocer en estas ültin1a.s a los ''gaps" o brechas 

en donde no existen eigenestados pcrrnitidos. E:n la parte central de la gráfica observarnos 

una zona que se aproxima a una función continua, la cual corresponde presumiblen1ente a 

cigencstados extendidos, similares a los de una red periódica. La gráfica para generaciones 

pares presenta las misn1as características, aunque se perciben ciertas diferencias entre el 

caso de generación impar. f'~sto es debido al reflejo de las diferentes simetrías a las que 

están asociados arribos espectros. 

Para verificar que nuestros resultados estén correctos graficarnos la densidad local 

integrada, que al final del espectro está normalizada a uno, fig. (3.6). 

Es interesante señalar también que conforme va:rnos aunientando el tamaño de la 

cadena se va formando una estructura con funciones delta cada vez n1ás complicada, y en 

la parte central 1 se comienza a fonnar la banda que corresponde a los estados extendidos, 

fig (3.7). 

A partir de n = 14, Ia.S funciones delta del centro se aproximan tanto unas a 

otras que la envoh•ente se suaviza. Una vez que la cadena alcanza un cierto tamaño (n = 

19), la estructura de LDOS ya no se altera. Es en este monicnto, donde el método de 

renorrnalización alcanza su lírnite porque aunque tenen1os cadenas niuy grandes, estan1os 

iniposibilitados para inferir de estos resultados lo que sucede en el caso de una red infinita. 

La gráfica de la Ll)OS es simétrica con respecto al cero de la energía. Esto es 

debido a que la cadena de Thue-Morse es bipartita, es decir está con1puesta de dos subredes 
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Figura 3.7: Forrnación de la banda central para n=14 
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Figura 3.8: Densidad local para 8 áton1os. 

Para el caso del desorden diagonal 1 verifica1nos que efectivan1entc, la densidad local 

nos proporciona los valores de las diferentes autoenergias del sistema. Por ejemplo, para 

n = 3 (8 átornos), la diagonalización exacta nos proporciona los siguientes valores: 1.1180, 

-1.1180, 1.5824, 2.0275, o.:1675, -0.3675, -1.582•1, -2.0275. La gráfica de la densidad local 

para esta generación verifica estos resultados, fig (3.8).Para generaciones más grandes, el 

espectro se encuentra formado por funciones delta, que no llegan a fonnar bandas como en 

el caso del desorden de enlaces. E:n las figuras (3.9) y (:l.10) se presentan las densidades 

locales para las generaciones con n = 12 y n = 13. El espL"Ctro se encuentra forn1ado por 

picos, bandas y brecha.s. Se observa que los cigcnvalores para las cnergias positivas son los 

1nisn1os que para las negativas. Sin cn1bargo, no se logra obtener la sirnctrfa axial observada 
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Figura 3.9: Densidad local para 4096 átomos 

en el problerna de enlaces, debido a que en ese problema la densidad local se calcula sobre un 

único sitio central renorn1alizado, mientras que en el problema de sitios la densidad local se 

encuentra centrada en uno de los dos sitios centrales de la cadena renormalizada.Finalmente, 

podemos presentar una aproxiniación a la densidad total, sumando las dos densidades locales 

anteriores, mas sus comple1ncntos, lo que nos garantiza la simetría alrededor de x = O y un 

espectro cornpuestro por picos y brechas (figura 3.11). 

A diferencia del proble1na de enlaces, en la parte central del espectro de energía, 

no existe ningún estado extendido, ya que estos se encuentran en las bandas que están en 

los alrededores. 
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Densidad local n•1 3 

3 

Figura 3.10: Densidad local para 8192 átomos 

Densidad lotal para n•13 

-~~J_ ~ U,JLlll___J 
o ' 2 

Energia (unldadB!> de 1) 

Figura 3.11: Densidad total aproxin1ada para la generación n=13. 



3.4 Localización de estados 

l·~n 1958, Andcrson [17] dcruostnS que si el desorden es suficicnten1entc grande, los 

estados electrónicos estarán localizados. Poco después de la aparición de este artículo, Mott 

y 'l'wose [l8J publicaron un trabajo en el que conjeturaron que en una din1ensión todos los 

estados electrónicos estan localizados, índcpcndientcn1cntc del tipo y grado de desorden. 

El fenón1eno de localización de las funciones de onda tiene lugar en los sistemas 

cuánticos desordenados. En los sistcn1as físicos, el desorden se rnanifiesta con la presencia 

de vacancias, irnpurezas o defectos en general, que en mayor o rncnor medida rompen con 

la periodicidad del cristal ideal. También se pueden distribuir a los áton1os o moléculas 

en posiciones aleatorias. Un conjunto oompletarncnte desordenado sería uno en el cual los 

áton1os estén en posiciones colocadas alcatoriantcntc e independientes una de la otra. En este 

régimen de gran desorden, los estados electrónicos aparecen localizados exponencialmente . 

La cadena de Thuc-Morse, posee un desorden ''controlado" debido a sus reglas de 

co~trucción, por lo que es interesante estudiar el problema de localización de este sistema. 

3.4.1 Propiedades de transporte 

La rnanifcstación física rnás inrncdiata de la localización, se da en los fenóntenos 

de transporte. 

Las partículas que ocupan estados localizados están restringidas a regiones finitas 

del sistema, lo que les i1npide, a T = O, a participar en las propiedades de transporte, de 

tal manera que si los estados localizados se encuentran alrededor de la energía de Fermi, el 

sistema se va a considerar aislante. Si por el contrario, son las funciones extendidas las que 



i,;c encuentran cerca del nivel de l?crrni, tendre1noi,; nn rnaterial conductor. 

Una d<~ las aportaciones del estudio de los quasicristalri,; P-" la aparición de funciones 

<le onda, que al no ser ni localizadas, ni extendidas, rc"Cihcn el no1nbre de críticas. La forrna 

de estas funciones puede variar pero en la cadena de Fibonacci la aparición de los estados 

críticos está directan1entc relacionada con la fractalidad del espectro de energía. 

Existen diversos criterios de localización en los que se utilizan las propiedades de 

transporte de los rnaterialcs tales con10 la ausencia de difusión, o la trnsmitancia a través 

del niaterial. 

Existen tres tipos de posibles funciones de onda: localizadas (normalizables)i ex· 

tendidas (no norrnalizables) y críticas. Cada una de estas funciones corresponden a espectros 

puntuales, absolutamente continuos y singularmente continuos respectivan1cnte. 

Borland en 1963 mostró que el coeficiente de Lyapunov es el inverso de la longitud 

de localización asociada al producto de matrices aleatorias de 2x2 [I 9], por lo que se puede 

cak.11lar este coeficiente como parámetro de localización de loB estados electrónicos. 

El coeficiente de Lyapunov se define corno: 

~ = lim [_l_ In [IM(m, EJll] 
m--oo m 

donde lllJ es la norma de una 1natri~. Af(m, E) repre.!lenta el produclo de las 

matrices de transferencia entre los coeficientes de las funciones de Vlannier asociadas a 

cada sitio: 
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( Cmtl) (e') =TI M; 

C.n Co 

= M(m,E) (:) 

Si tenemos una eigenfunción 111 N que decae cxponencia11ncnte con un coeficiente ).. 

Si los estados son localizados, ,\ = l/"'f representa la longitud de localización de la 

i=N 
función de onda, y como por otro lado tenemos que WN = íl l!M(j)ll Wo, obtenernos: 

1 

1 1 i=N 
'Y= - = lim N In( TI /IM(j)ll) 

,\ N-ooo 
1 

Si los estados son localizados, el valor de "Y va a converger, mientras que si se trata 

de estados extendidos el coeficiente será cero1 lo que quiere decir que el estado se extiende a 

lo largo de la cadena. Es importante señalar que vamos a obtener un valor del coeficiente de 

Lyapunov (ya sea cero o algún valor finito) en todo el intervalo de energía donde realizemos 

el cálculo. La condición (3. 7) sobre la matriz de transferencia es la que se tiene que verificar 

para que sean cigenestados del sisten1a. 

Para la cadena Thue-Morse, tenemos cuatro diferentes tipos de matrices de trans-

ferencia, según las diferentes combinaciones que pueden tener en un sitio, los valores de 

las integrales de traslape vecinas, por lo que a partir de (3.5) las podemos calcular n1uy 

fácilmente: 
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Mu= [ 
8 _!L 

M" = [ 

;; -"' ¡;: 
" ;; 'º o 1 o 

M" = [ 
B _!l. l Meo= [ 

li_ -"' l ¡;: <e 'º 'º 1 o 1 o 

Los subíndices señalan el tipo de enlace a la derecha e izquierda del sitio i. 

Tomando como base el método de rcnornialización para calcular la densidad de 

estados local, construimos una relación de recurrcncia para ver como crece M(m, E) según 

el orden o generación. 

Para calcular el producto de las matrices de transferencia, utilizamos la siguiente 

n1ultiplicación inicial: 

que corresponde a las matrice..s de transferencia de la cadena con cuatro sitios. Paralelamente 

calCulamos el producto del cornplemento de la cadena: 

Para la construcción de los productos subsiguientes, utilizamos el hecho de que la 

cadena se puede construir con la suma directa de la cadena anterior y su complemento, lo 

que en el caso de las matrices de transferencia va a ser igual a: 

M BxCxA 

N AxDxB 



donde las matritts C y D cambian si n r_.,; par: 

G' = A1u 

ó i1npar: 

D = Atfs1 

Podernos repetir este procedin1iento muchas veces, sustituyendo el valor resultante 

de M por A, y el de N por B. 

Uno de los inconvenientes de este enfoque, es que los valores que obtenemos n1ulti­

plicando las matrices de transferencia para la cadena Thue-Morse resultan ser grandes, por 

lo que trabajar con logaritn1os se vuelve indispensable. La base del rnétodo es que al aplicar 

el logaritrno base 10, sobre un número muy grande, obtenemos el coeficiente de laS poten­

cias de 10, el cual lo manejamos por separado, por lo que los valores de la multiplicación de 

matrices podrán ser manejados con facilidad. 

Graficamos el coeficiente de Lyapunov para n = 20. Nuevamente encontran1os la 

sirnetría axial alrecledor del eje de las ordenadas. La estructura presenta una brecha en el 

centro, y una pequeña brecha alrededor de ±1.8. La estructura de los estados localizados 

es clara. 

Los estados extendidos se encuentran n1uy cerca del centro del espectro. Una mejor 

n1anera de visualizar este resultado es graficar el logaritmo del coeficiente de Lyapunov, 

donde observamos los estados localizados extendidos a todo lo largo de la cadena, fig.(3.13). 



Localization in the Thue-MorsG chain 
0.7 ---~ - ·----
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o 

Figura 3.12: Coeficiente de Lyapunov 

longlud de localizeclón 

6 

~~--~_,~--~_,~---,~--~---;----~ ,,,..,. 

Figura 3.13: Gráfica del inverso del coeficiente de Lyapunov. 

,¡;¡ 
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3.4.2 Funciones de onda 

1 Icrnos visto, que las funciones de onda de una cadena periódica son extendidas y 

se representan por ondas planas. En el otro extren10 de la situación, en un sistema comple­

tamente desordenado, las funciones de onda se encuentran exponencialnlente localizadas. 

Adicionalmente, el estudio de la cadena de Fibonacci, nos proporciona un tercer 

tipo de función de onda que se puede presentar: las funciones críticas. 

De acuerdo con los resultados obtenidos analizando tanto la densidad de estados, 

como los coeficientes de Lyapunov, la.s funciones de la cadena de 'fhue-11orse finita son 

extendidas y localizada.s. Para un estudio más detallado de estas funciones de onda, volvemos 

a utilizar el método de la matriz de transferencia, usando {3.4), oon la matriz de transferencia 

para el problema de enlaces y utilizando como condición inicial: 

( :: ) (:) 
Esta condición nos garantiza que la posición del prin1er átomo esté fija, con el fin de obtener 

los estados estacionarios del sisten1a. Por otro lado, estan1os suponiendo que el espectro no 

se verá significativamente afectado por haber escogido valores precisos sien1pre y cuando la 

cadena sea rnuy grande. Es importante no perder de vista que la n1atriz de transferencia 

para los eigenestados del sistema tiene que cumplir (:~. 7). l'ara los. estados oon energías 

dentro de la banda, esperamos encontrar estados extendidos. Graficamos las funciones de 

onda, para E= O y E= 0.41, figuras (3.14) y (3.15). 

Los valores de la probabilidad sólo tornan dos valores diferentes y su distribución 
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Figura 3.14: Estado extendido 

es la misn1a que la de la secuencia 1'hue-I\.1orse. 

A medida que tornarnos otros valores de la energía para los cuales el coeficiente 

de Lyapunov se anule, las funciones de onda se vuelven n1á.s complicadas. Para E=0.41, 

fig.(3.14) aparece nuevamente un estado extendido que parece estar compuesto por una 

superposición de funciones extendidas con diferentes longitudes de onda. 

Hasta el momento, el tratamiento del problema ha involucrado unicarnente cadenas 

finitas, que a pesar de ser n1uy grandes (2 20clemento.'>), pueden dar rcsulta<los diferentes 

a lo de sisternas infinitos. La aparición, de estados extendidos a lo largo del espectro, 

rnucstra que el con1portamicnto de la cadena de '111ue-Morsc va a diferir rnucho de las 

cadena quasiperiódicas. De hecho, en el infinito, el espectro de energías arroja exlusivan1ente 

estados extendidos, para Jo cual, se necesita estudiar el problerna desde un punto de vista 



,~10' __ .--- --,. EstaOO extenddo en E=O 41. N:12 

Figura 3.15: Estado extendido 

analítico. 

3.5 Solución exacta para el problema de sitios 

3.5.1 Cálculo de los cxtren1os de las bandas 

Para el caso de una cadena diatómica periódica, es decir, con una celda unidad 

con dos diferentes especies, existen dos bandas cuyos extremos o bordes están situados 

exactanientc en ±t y en ±v't:2 + 4, tomando t:o = -Eó =O, y t =l. En la cadena de Thue-

Morse estos bordes puL"Clcn ser calculados haciendo uso de la sinietría espejo, anti-espejo 

de la secuencia. En el línlitc cuando e - oo, existen nionómeros y dfmcros, por lo que la 

unidad fw1dan1ental es una pareja de átomos diferentes a cuyos extren1os se les ata todo lo 

que le re)?la. a la cadena que se repre!'lcnta por un enlace efectivo K(E). Es claro que K es 
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función de la cncrµ;ía y su forrna exacta debe de ser cstudjada t~n detalle. En cualquier caso, 

el espectro con1plcto se puede nxlucir a la t,'Cuoción St,'Cular: 

Ó= =0 

E-c-I< 

donde todas las energías se encuentran representadas en unidades de t. La solución para las 

energías es entonces E = K ± J E2 + 12 . Aún sin conocer la forn1a exacta de !(, saben1os 

que 1 KI ::;_ 1, y toma su valor límite en K = ± l, es decir en los extremos de las bandas, los 

cuales representan los estados coherentes totalmente sin1étricos y antisirnétricos. 

1'ambién es posible encontrar de manera exacta todos los eigenestados del siste1na. 

Resolvemos la ecuación secular para un sistema de dos átomos en el problerna de sitios, 

tornando EA =o:: y Ea= -E corno los valores para las autoncnergfa..c;: 

.ó.1 = 

E-E 

Para la siguiente generación, con cuatro átomos, obtene1nos la siguiente matriz _secular: 

E-t--1-s+( 

=ó)-(E+<)2 =0 

Se encuentra que la relación entre los detenninantes de las diferentes generaciones 

para n ;::: 3. Bste resultado n1ucslra que se pueden encontrar todas las soluciones para una 

cadena de generación n, si .Ó.1 = .Ó.2 = ... = .Ó.n-I =O, y .Ó.n =l. La últin1a ecuación nos 

da los eigenvalores extrcn1os. 
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llna fonna alterna para solucionar este prohlcn1a fue encontrada por Gosh y i(ar­

n1akar [20], pero utilizando las n~lacioncs entre las trazas de !a.'4 n1atriccs de transferencia. 

Las dos diferentes rnatrices de transferencia en f'-Ste caso son: 

A/u= 
[ 

l'J - EH -

0

1 J 

Conforn1e van1os construyendo la cadena de Thue-1vlorsc, podernos expresar las relaciones 

entre las matrices de transferencia: 

MA 

!v!a * MA 

A4A * 111a * Ma * 111A 

Es facil darse cuenta, que la relación de recurrencia entre las rnatrices de transferencia es: 

Mi+i = Af * Af~ 

par~ n ;:::- O. Usando la unirnodularidad de estas matrices de 2 x 2, obtenemos: 

On+J = 4n~+i(etn+2 - 1) + l 

con a= 1'r~, la cual tan1bién la podernos escribir co1no: 

con o 1 = ( E2 - E2 - 2) /21 y n 2 = 2o! - 2E2 
- l. 

Las soluciones se van encontrando rnient.ras a! =a~= ... =a~ =O y 0: 2 - l =O. 

La últ.in1a ecuación nos <la los bordes de la., bandas, y las otras ecuaciones dan los valores 

doblemente degenerados. 



De las propiedades de construcción ele la cadena ele 'J'huc-1\lorse, la cadena infinita 

puede íormarsc a partir de dos unidades: ( G'n. G~;) donde G' es la generación n-<~sirna de la 

cadena de Thuc-!\·1orsc. Asociarnos a cada una de estas unidades su correspondiente n1atri;i; 

de transíerencia: ('/'r¡, 7~). Usando la rnatri;i; de identidad, así corno las n1atrice¡; de Pauli, 

pcx:lemos expresar las matrices de transferencia de la siguiente n1anera. 

Para la generación par: 

Y para la generación irnpar: 

Para que la cadena adtnita estados extendidos, Jos valores de las rnatriccs de transferencia 

" 
tienen que coincidir, es decir: [Tn-J, T~_ 1 ] =O. Esto sucede cuando !3ri =O, lo que equivale 

a introducir la condición que satisfacen los cigenvalores del sistema, por lo que todos los 

estados son extendidos. Es decir, para cada eigenvalor, existe una ''celda unidad'' que 

rnapea la cadena de 'fhue-Morse en la cadena periódica. Las funciones de onda no tienen 

1ma periodicidad del tipo I31och, sino que son extendidas en el sentido de que no decaen en 

el infinito. 

ESTA TESIS NO SALI. 
DE LA BIBl.IOTECA 
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Capítulo 4 

Conclusiones 

Si bien, la utilización de la secuencia de 1'hue-Morse, fue en un principio un intento 

de extrapolar los resultados <le la secuencia de Fibonacci a otras secuencias no periódicas, 

loo resultados obtenidos son 1nuy interesantes, debido a las características geométricas, en 

especial al papel que juega la simetría espejo y anti-espejo en las diferentes propiedades del 

sisten1a. Las características más importantes de la cadena de Thue-Morse pueden resumirse 

en: 

a) El factor de estructura que está compuesto por funciones que se escalan en 

potencias de dos. 

b) Existe lllla diferencia entre el problema de sitios y enlaces para las cadenas 

finitas. En el espectro del prin1cro aparecen estados extendidos y localizados, que pueden 

ser analizarlos utilizando diversas hcrra1nientas, como el estudio de sus propiedades de lo­

calización utilizando el coeficiente de Lyapunov, así corno el método de la matriz de trans­

ferencia para graficarlos. ~n los estados cxtendi<los de la cadena se encuentran presentes 
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las propiedades de la secuenda de 'l'hue-~'lorse. Por ot.ro lado, el caso diag;onal, 110 pre.scntn 

estados extendidos. 

e) Para el caso diagonal e infinito, la cadena soporta tínica1ncnte estados extcndi-

dos. 

A lo largo de esta tesis, se han presentado diversas ruaneras de resolución del 

problcn1a de las excitaciones cle1ncntales de la cadena de Thue-!\1orsc El n1étodo de la 

diagonaliza.ción exacta, resultó ser bastante ineficaz, debido al excesivo tiempo de máquina 

para realizar los cálculos mientras que la utilización de la renormalización de la cadena 

permitió realizar los cálculos de manera muy eficaz. El factor de estructura es singular 

continuo ccnno en los quasicristales. En los espectros presentados para cadena finitas, tanto 

para el desorden de sitios como el de enlaces observarnos la existencia de estados extenclidos, 

así con10 de localizados. Es hasta resolver el problen1a de forma analítica, en donde se 

encuentra que todos los estados del sistema son extendidos, lo cual nos lleva a concluir que 

este tipo de desorden no logra localizar los estados en el infinito. Esta diferencia entre los 

sistemas quasicristalinos y el estudiado nos muestra que el estudio de las cadenas finitas 

e infinitas puede ser drántaticarncnte distinto. La resolución analítica del problcn1a de 

Thuc·Morse, es nuevamente un producto de la explotación de la simetría característica del 

siste1na. El rnétodo del mapa de trazas resulta ser n1uy efecti,•o, ya que se puede encontrar 

todos los cigenvalores del sistema. 

Tan1bién es interesante recalcar que la utilización de un Hamiltoniano 1nodclo, 

permite estudiar diferentes excitaciones cle1nentales con 1nuy pocas modificaciones, lo cual 

enriquece mucho el problen1a. 



Corno ternas pendientes a resolver se encuentran la resolución del prohlcrna infinito 

para d desorden íucra de la diagonal. Por otro lacio, sería interesante producir un desorden 

con fasones, que carnbian las propiedades tennodinárnica.<> de la cadena. 

Un último problerna a considerar es el de la localización de los estarlos para las 

cadenas finitas. Sería interesante recurrir a otros rnétodos para dcterrninar las propiedades 

de localización de las funciones de onda y con1pararlos entre sí. 
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