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Capitulo 1

Introduccion

alld adentro es afucra,

es todas parles y ninguna parte,

las cosas son las mismas y son olras,

encarcelads en un icosaedro

hay un insecto tejedor de maisica

y hay otro insecto que desteje

los silogismos que la araria feje

colgade de los hilos de la luna;
Octavio Paz

1.1 Estructura de la materia

A través del tiempo, el hombre se ha sentido atraido por la belleza de los cristales.
Para los griegos, la transparencia que presentaba el cuarzo era debida a que este cristal se
formaba del agua cn las bajas temperaturas de los Alpes. De ahi, que el origen del nombre
provenga de crystallos, que quiere decir “hielo clarc™. :

£l arreglo geométrico de la materia sélida juega un papel fundamental en ia defini-

cién de las diferentes propiedades mecénicas, térmicas, cléctricas, 6pticas y magnéticas de

los materiales. A finales del siglo XIX, el descubrimiento de la difraccién de los rayos X,



permitié el inicio del estudio de la estructura microscépica de los materiales. Sin embargo,
fueron los griegos quiencs prefiguraron el papel de las propiedades geomeétricas ¢ intuyeron
que existia una relacion entre los sélidos platénicos y los elementos bdsicos de la materia:
asi, ¢l tetraedro cstaba asociado al fuego, el octaedro al aire, el dodecaedro al agua y
cubo a la tierra.

Un cristal ideal se encuentra constituido por la repeticién periédica en el espacio de
una celda unidad y puede describirse como una red, que es un conjunto infinito de puntos
a los que se les puede asociar 4tomos, moléculas, iones, etcétera. Las redes de i3ravais
describen los diferentes arreglos tales que cualquier punto de la red tenga el mismo entormno.

Una estructura periddica, al difractar rayos X, electrones ¢ neutrones, presenta
un espectro formado por puntos-bien definidos con simetrfas caracterfsticas, lo que fue
estudiado por W.L. Bragg en 1913. Para explicar este patrén, Bragg describié al cristal
como si estuviera constituido por planos paralelos de iones, separados por una distancia d,
los cuales funcionan como una rejilla de difraccién siguiendo la “Ley de Bragg”. Cada uno
de los puntos est4 asociado con una familia de planos, y su intensidad depencle del factor
de estructura, es decir, del tipo de arreglo de 4tomos en la celda unidad y su eficacia para
difractar. Sin embargo, existen ciertas simetrfas rotacionales prohibidas para los patrones
de difraccién, ya que puede demostrarse [1] que sélo las rotaciones con dngulos iguales a
2rf2, 2n /3, 2n/4 y 27 /6 son compatibles con la traslacién.

Si el material que se analiza es un policristal, que se encuentra compuesto por
microcristales con direcciones aleatorias, el espectro estard formado por anillos difusos. Por

otro lado, ¢l espectro de la materia amorfa, también presenta ciertos patrones anulares que



reflejan las simetrias de corto alcance de los sistemas,

la diferencia fundamental entre cristales y amorfos radica en que los primeros
poseen simetria translacional de largo alcance, mientras que los segundos carecen de ésta,
aunque pueden presentar simetrias de corto alcance o locales,

Los amorfos no tienen asociada una red reciproca ya que E, el mimero de onda, no
¢s buen nimero cudntico, ¢s decir la celda unidad lienc que ser considerada como infinita y

el espacio recfproco como denso.

1.2 Quasicristales y sistemas no periédicos

En 1984, D. Shechtman (2], observé estructuras que presentaban patrones de
difraccién con picos de intensidad pero con orden icosaedral, evidenciada por la simetrfa
rotacional decagonal (4ngulo de giro de 27 /10). La muestra se obtuvo al enfriar rdpidamente
la aleacién Al;Mn. A este tipo de materiales se les empezé a llamar quasicristales.

Diversas explicaciones surgieron para explicar el patrén de difraccién con una
simetria aparentemente prohibida. El problema en dos dimensiones est4 relacionado con la
imposibilidad de rellenar el plano con poligonos regulares con dngulos internos diferentes
8 2w/2, 2n/3, 2n/4 y 2x/6. Sin embargo, si tomamos dos rombos, uno obtuso y otro
agudo, podemos rellenar (o tesclar) todo el plano. Un posible resultado es la teselacion de
Penrose [3] (fig.1.1}. Este arreglo, a pesar de no ser peritdico, si presenta simetrfa de largo
alcance. Si trazamos lineas especiales en los rombos |, de acuerdo con la idea de Ammann
[4], los segmentos de las lincas se juntan para formar conjuntos de rectas paralelas que se

intersectan con dngulos de 72°, evidenciande una simetrfa pentagonal.
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Figura 1.1: Teselacién de Penrose

Ademas, si consideramos la separacién de los planos, encontramos que existen dos
tipos de distancias, una corta y otra larga cuya razén es o = % (1+ \/5) (la seccién dorada
de Pitagoras). En cualquier direccién, estas dos diferentes distancias siguen la secuencia de
Fibonacct [5].

La secuencia de Fibonacci no se repite nunca y se puede construir por inflacién,

utilizando dos diferentes elementos, por ejemplo (a,b}, con las siguientes reglas de inflacién:

a — ab

y donde el escalamiento estd dado por la “razén dorada”.

La simetria pentagonal aparece muy {recuentemente en ¢l mundo orgénico y el
hombre ha tratado de reflejar esta relacién en sus obras, per ejemplo en algunos templos
griegos cuyas dimensiones se basan en las proporciones de la seccién dorada,

Fl estudio de los sistemas unidimensionales es importante debido a que son buenos



modelos para sistemas reales y al mismo tiempo se pueden resolver matematicamente con
mas facilidacd. Por otro lado, es interesante senalar que las secuencias generadas por inflacién
han aparecido en diversas dreas de estudio que van desde las matemalicas, la ciencia de la
computacién, la criptografia y la fisica.

En la actualidad, la tecnologia permite trabajar con sistcmas unidimensionales
que se comportan de manera muy similar a los quasicristales unidimensionales, Algunos
ejemplos son los cables cudnticos, las superredes construidas con capas de 4tomos con scpa-
raciones secuenciadas y sdlidos con orden quasicristalino en 1D y 2D (fase T) como Al-P4d,
Algo-Cugo-Mn g, por citar algunos.

Lia secuencia de Thue-Morse ¢s otra que no se repite nunca y fue encontrada por E.
Pruhet {6] utilizdndola para construir palabras infinitas con un alfabeto de dos letras, que
no repitieran tres letras iguales consecutivamente. Sus resultados han sido “redescubiertos”
varias veces en diversas ramas del conocimiento: Teoria ergédica, 1a teorfa de autématas, la
teoria de lenguaje y la teorfa combinatoria. El nombre de la secuencia se debe a Thue, que
la redescubrié estudiando secuencias periddicas en 1906 {7], ¥ por Morse, quien estudié la
secuencia en el contexto de la dindmica topolégica [8). Esto ha tenido como consecuencia
que la secuencia de Thue-Morse tenga diversas maneras de definirse.

El estudio de la cadena de Thue-Morse, aunque menos conocida que la cadena
de Fibonacci, abarca trabajos nimericos, experimentales y analiticos. Experimentalimente
s¢ han estudiado desde propiedades termodindmicas, tomando consideraciones sobre la en-
tropia hasta las propiedades electrénicas y fondnicas donde se ha estudiado el facter de

estructura estitico (difraccion), €l problema de la localizacion de electrones y de la estruc-
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tura electronica [9). En 1987 fue realizada la primera superred Thue-Morse e investigada
por medio de dispersion Raman.  También ha side estudiado el patrén de difraccidn de
rayos X de una heteroestructura de GaAs-AlAs realizada a partir de la técnica de epitaxia
<le haces moleculares (MBE, del inglés Molecular Beam Eipitaxy) que permite crear cstric-
turas formadas por ldminas muy (inas cuya separacién sigue la secuencia de Thue-Morse
{10}, [L1]. Por otro lado, los trabajos analilicos se han concentrado en el problema de la
naturaleza de los estados de una quasiparticula del sistema en cadenas infinitas usando un
modelo Hamiltoniano sencillo {12].

En la presente tesis, se estudiard las propiedades fisicas de una cad(;na de Thue-
Morse unidimensional, haciendo un especial énfasis en las propiedades electronicas.

En la pritmera parte de este trabajo, se presentan las caracterfsticas de construccion
y propicdades geométricas de la secuencia de Thue-Morse. Se analizard de manera especial
el factor de estructura estdtico, que c¢s la cantidad fundamental en difraccién.

En la segunda parte, se har4 un estudio teérico del comportamiento del espectro de
excitaciones de una quasiparticula en este sistema. Para estudiar las caracterfsticas fisicas
de la cadena de Thue-Morse se empleard un Hamiltoniano modelo simple, de amarre fuerte
a primeros vecinos. Para resclver el sistema haremos uso de diferentes métodos:

1) Diagonalizacién del Hamiltoniano de manera exacta en una red finita con di-
versas condiciones a la [rontera.

2) Usando funciones de Green para definir un métedo de renormalizacién o deci-

macién. Esto permitird encontrar sus eigenestados locales en un punte de la red en forma

recursiva,



3) Por un método analitice, ya que las simetrias existentes en la red asi 1o permiten.

Se exploraran [as ventajas y desventajas de cada método, También se hard una
comparacién con ¢l caso de la cadena de Fibonacci. I tratamiento del problema com-
pleto permite el estudio detallado de las cigenfunciones, y por lo tanto, se pueden inferir
propledades de localizacidn de las excitaciones y su comportamiento ante defectos.

Finalmente, concluiremos con un compendio de las propiedades encontradas de

esta red.
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Capitulo 2

Cadena Thue-Morse

2.1 Construccién y propiedades de la cadena Thue-Morse

Existen varios métodos para la construccién de la secuencia de Thue-Morse. En
cada uno de ellos, la secuencia va creciendo por “generaciones”. Se definen dos diferentes
tipos de objetos, {a,b}!. Usando una regla de inflacién se construye la cadena de orden
n, de 2" elementos. Por ejemplo, la secuencia de orden n -+ 1, se construye a partir de la

cadena n substituyendo:

(a) por (ab) ‘ (2.1}

(6) por (be)

'que en la resolucién de problemas se pucde asociar a autoencrgias, integrales de traslape, alturas de

barreras de potencial o a constantes dieléctricas.
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Otro método de recursividad, consiste en constriir una cadena de generacidn n, a partic de

la cadena de la generacién anterior nr — 1, con la siguiente regla de construccion:

C"ﬂ = C"'n—! @C"c (22)

n—i

donde & es la suma directa y las C7, _ son las imégenes complementarias de las C", obienidas

intercambiando a por b y & por e, por ejemplo:

Ci=ab C§=ba Cy = abba  Cj = baab

Fste Lipo de construccién pone en evidencia la simetria de espejo alrededor del
centro que se genera para lodas las sccuencias de generacion par, y simetrfa antiespejo para
las generaciones impares,

Al escoger como condicién inicial Cy = a, tendremos:

O = ab
Cy = abba
C3 = abbabaad

Cy = abbabaabbaababba

Otra manera de definir la secuencia de Thue-Morse es a partir de los alfabetos
{1,—1} 6 {0,1}. Cada sitio de la secuencia esta determinado por una condicién inicial y
una relacién entre los sitios. Para el alfabeto {0,1}, pariiendo de la condicién Ag = 0, las

reglas son:

Mp=Ap  Agpri=1-2




dande ¢l subindice p corre sobre los mimeros naturales, de tal manera que se obticne la

seauencia de Thue-Morse:
Aa=02A =1, A =1, A =0, clcélera
Y para {—1,1}:
Agp = Ap Ayl = —Ap

para todo p > 0. Tomando como condiciones iniciales a Ap = 1 ¥y A| = —1, obtenemos la
secuencia:1, -1, —1,1,—-1,1,1,-~1...

De las anteriores definiciones se deducen las siguientes propiedades para la seccuen-
cia de Thue-Morse:

i) Sc trata cle una secuencia determinista no periddica, es decir, no existe una
escala que se repita en la secuencia.

ii} La cadena est4 formada por la misma cantidad de elementos a y b.

ii1) La secuencia no contiene subsccuencias de la forma WWW, donde W es
cualquier palabra. Es decir no contienc las palabras aaa, ababab 6 abaabaaba.

iv) El factor de escalamiento entre una generacion y otra es cos, por lo que si en
una generacion dada, tomamos un elemento si y otro no, obtenemos la generacién anterior.

Dicho de otra manera, la secuencia infinita es invartante ante la transformacién inversa

ab— ay ba - Db

2.1.1 Espacio reciproco

La utilizacién de la difraccion en el estudio del estado sélido es fundamental ya

que representa una medida directa de la intensidad de dispersion, que es la transformada de
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Fourier de la funcién de a densidad de masa y que estd relacionada con el orden de largo
alcance que pueda presentar un sistema. De hecho, se puede definir un quasicristal cone
un sistema cuyo espacio reclproco tiene una dimensién mayor que la del espacio real.

X1 espectro de Fouricer se define como:

2]

enfq) = Z e exp{—2tmiy) (2.3)

=0

donde {g;} es la secuencia de Thue-Morse (estamos considerando un sistema con distancias
iguales y dtomos diferentes). Usando el alfabeto {1,—1} y tomando como condiciones

iniciales eg = 1 y €; = —1, obtencmos:

enlq) = 1 — exp(—2ing) — [exp(—2ing)]? + Jexp(—2img)]? — [exp{—2img)]* + [exp({ —2izq)]® ...

(2.4)

reagrupando términos tenemos que:
en(g) = 1 — exp(~2imq) — [exp(—2ixq)]? [t — [oxp(—2imq)]] - [exp(—2img)]" {I - fexp(—2ing)]] + ...
y factorizando:

£ulq) = (1 — exp(—2img)) [1 = [exp(—2img)]* -~ [exp(-2img)]" + [expi~2ima)l° .| (23)

En el segundo paréntesis de la parte derecha de la ccuacion, obteneinos un desarrollo muy
parecido a (2.4}, excepto que las potencias sobre las exponenciales aumentan en mdltiplos

de dos, 1o que nos perinite reagrupar y factorizar:

en(q) = (1 — exp(—2img)) (1 — [exp(—2img)]*) [1 — [exp(=2ime))* +]

Haciendo esto recursivamente obtenernos:




ealy) = l—l (1 — exp {—2imq2’})

0<j<n
Por lo tanto, el factor de estructura estatico es:
lea(g)2 =20 H (1 — cos2mg’) (2.6)
0gj<n

Bl factor de estructura esid compuesto por funciones que sc escalan en potencias
de dos. Por otro lado, se obscrva que existe un perfodo de 27 y el espectro es simétrico
alrededor de (2n+ 1) 7 y ademds es denso, ya que la amplitud entre los picos y los gaps se
hace cada vez més pequeria.

Es interesante comparar este resultado con el espectro de la cadena de Fibonacdi,
el cual es un conjunto de Cantor. El patrén de difraccion de esta cadena unidimensional
quasiperiddica llena densamente el espacio de Fourier con lo que se concluye que la densidad
de estados tendrd una infinidad de brechas, ademnaés de ser fractal, lo cual no ocurre con la

cadena de Thue-Morse.



Factor de estructura de la Cadena de Thue-Morse

T T T T T T T T

35¢ i

k) |

4] 0.2 [X] [+X] 08 1 12 14 16 18 F-
q(en unidades de)2

Figura 2.1: Factor de estructura estdtico de la cadena Thue-Morse




Capitulo 3

Propiedades de las excitaciones

elementales

3.1 El Hamiltoniano modelo

L.as excitaciones elementales como los electrones, fonones, magnones y plasmones
juegan un papel fundamental en la resolucién de problemas de estado sélido. El Hamilto-
niano de estos diferentes sistemas se puede reducir a una estructura basica modelo, donde
las interacciones se parametrizan y s6lo se consideran interacciones a primeros vecinos. Fil

Hamiltonianc de “amarre fuerte” se puede escribir como:
H =3 (e = 2at) 1) Gl + 36l (i + 11+ co)
i i

donde !4} crea una excitacién en el sitio © y {i| 1a destruye. &; es la energfa del sitio y ¢; es

la integral de salto entre primeros vecinos.
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Un Hamilloniano clésico de fonones isotrdpico se obtiene al poner « = | y se puede
tratar ¢l caso de desorden en las inasas o en las constantes de los resortes. 151 problema
de los magnones también se puede estudiar con los operadores quasibosénicos pertinentes.
Para estudiar as propiedades electrénicas del sistema, suponemos que en cada sitio hay un

electron tipo s, por io que « tiene que ser cero. Entonces:

Ho= Yiedil+ o6+l +ee) (3.1)

= D4+ W

El conjunto {|¢}} normalmente representa las funciones de Wannier asociadas al
sitto 7, que forman una base ortonormal y completa, pero en la presente aproximacion
representa cualquicr base ortonormal en el espacio real.

Podeinos dividir €l Hamiltoniano en dos partes; la primera (1) corresponde a la
autoencrgla e involucra a cletnentos de matriz diagonales, mientras que la segunda (W)
corresponde a las energfas de transferencia o de enlace. Definimos dos tipos de desorden,
el primero que depende de los términos de la diagonal o “problema de sitios”, ¥ ¢l que
involucra a 1os términos fuera de la diagonal, o “problema de enlaces”. [’ara los dos casos,
utilizamos como clementos basicos dos tipos diferentes de autoenergia {4,ep} 0 de valores
de las integrales de salto {t4,t5}. Construimos cadenas de Thue Morse utilizando las reglas

previamente descritas y escogiendo un primer elemento como condicidn inicial.



3.1.1 Caso periddico

Antes de entrar de leno en la secuencia de Thue-Morse, es importante describir
la solucién el problema periédico, donde el tratamiento mateméatico es muy simple. Las
funciones de onda se pueden escribir como “ondas de Bloch™ que se extienden a lo largo de

todlo el cristal:

(E)=(E)on (7 )

donde la funcién u (f:, F') tiene la pericdicidad de la red ¥ modula el término que representa
a las ondas planas. La importancia del mimero de onda de los electrones es fundamental
ya que nos caracteriza el sistema, debido a que se puede establecer una red recfproca en
el espacio k. Las energias permitidas del sistema forman una estructura de bandas en ¢l
espacio rec{proco.

Podemos representar el estado de cada sitio, en funcién de las &'s.
i) = = S 1K)
VN 4
El Hamiltoniano es diagonal en esta representacion:
Y CICIGET;
k

donde ¢ es un valor constante que fija €l cero de la energfa. St a es la scparacion entre dos

sitios de la cadena, el valor de t(k) es:
t{k) = 2t cos(ka)

que es la relacion de dispersion. Los eigenestados del sistema son funciones de onda exten-

didas (ondas de Bloch), y cualquier estado es la suma de ondas planas.
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Fl método mds directo para conocer los cigenvalores del sistema es diagonalizar
directamente el Hamiltoniano. Sin embargo, csto resulla ineficiente, ya que para poder
minimizar los efectos de la superficie se necesitaria estudiar cadenas mmy grandes, lo cual
significarfa una matriz <e dimensiones grandes. Otra manera de abordar el problema serfa
utilizar las propiedades de simetria inflacionaria de la cadena y de las consecuentes relaciones
de recurrencia, utilizando la malriz de transferencia [13]. Un tercer método resolveria el
problema a través de las funciones de Green, con el que indirectamente obtenemos cualquier
cantidad medible del sistema a partir de la densidad local de estados (LDOS por local density

of states).

3.2 Densidad local de estados (LDOS)

Al mimero de estados en un intervalo de energia entre E y F + dE, se le llama
densidad de estados. Si bien, se trata de un concepto asociado a los sistemas de cristales

ideales, su definicién m4s formal abarca a los sistemas no periédicos:

D(E) = 8(E — Bn)

en donde se tiene que cumplir que 72 sea un buen mimero cudntico para el sistema, es decir
que etiquele a cada uno de los estados propios. Para los cristales, el _m’lmero cudntico que
se utiliza es k, el mimero de onda, que etiqueta a los estados extendidos. En un sistema
no periddico las variaciones locales determinaran en cada sitio condiciones especiales que se

reflejardn en la densidad local de estados (LDOS), definida [14] como:
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Pl l2) =D 6| 6,)[* (8 ~ ) (3.2)

L

donde
Hid,) = Enle,) {(3.49)

S6lo los eigenestados con sus cigenvalores B, contribuyen a la densidad de estados p(E) en

el sitio ¢, ya que (il ¢,) es la proyeccién del eigenestado del sistema sobre cada sitio 1.

3.2.1 Diagonalizacidon exacta

El Hamiltoniano del sistema, para el problema diagonal, se representa en la base

de sitios de la siguiente manera (en este caso para n = 4):

g€aqa -1 O 0
-1 gg -1 0
0 -1 g5 -1
0 0 =1 g4
donde los términos de las autonergias en la cdiagonal siguen la secuencia de Thue-Morse y
donde el valor de la integral de salto se ha escogido como t = ~1. Conforme la cadena va
creciendo, la dimensién de Ta matriz hace que el cdleulo ocupe mucho tiempo, lo cual lo
hace muy impractico. Con este método, se logré obtener los eigenvalores para la generacion
n = 11, es decir, de 2048 dtomos.
La diagonalizacién exacta nos provee de todos los eigenvalores del sistema, lo

que nos permite graficar la densidad de cstados total, agrupandoe los diferentes valores de
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Densidad total para el problema de sitios
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Figura 3.1: Densidad total oblenida diagonalizando el Hamiltoniano para el problema de
sitios

las energias de tal manera que podemos representar el mimere de estados por unidad de
cnergla. Para el caso n = |1, obtenemeos la siguiente densidad total del sistema (fg.3.1).

Es interesante observar que existe una simetria axial alrdedor de £ = 0. Volveremos a

cncontrar esta simetria para el espectro de cnergias del sistema con desorden en los enlaces.

3.2.2 Matriz de Transferencia

Siguiendo el ejemple de la mecdnica estadistica en una dimensién, introducimos la

malriz de transferencia M{i) del sistema, que se define a partir de la ecuacion de Schridinger

Como:
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Wiy 'R
= M(i) (34)
W, L.
En donde ¥; es la funcién de onda, correspondiente a un eigenestacdo, asociado a

un valor de la energia del sistema en el sitio 1.

Para el problema de sitios utilizamos la ecuacién de Schroecinger:

Yo + Wi + Vi = By

en donde V; es la autoenergfa de los dtomos que toman los valores g4 6 e y t = 1, seguin la

secuencia de Thue-Morse. En esta caso, la matriz de transferencia, de dimensién 2 x 2 es:

E-V, -1
M) =
10

Para ¢l caso del problema de desorden en los enlaces, tomamos la ecuacién de

“amarre fuerte”:

b1V + 5,0, = B,

cn dende £y ¥y & denotan los valores que pueden tomar las integrales de salto. La matriz

de transferencia es entonces:

£ i
L _ | Ba TS )
M(i) = (3.5)
1 0

En ambos casos las aplicaciones sucesivas de la matriz de transferencia dan los

valores de la funcién de onda para cualquier sitio de la red:



Y1 o ¥ ¥,
= M{NYM(N ~ )M — 2. M(2)M(1) =[] M (3.6}
Q’N '«I’() N '1’()

A partir de (3.6), podemos oblener el espectro de energias, buscando los valores
para los cuales ¥y no crezca exponencialmente, lo cual nos Heva a la condicién de que ¢l
médulo del eigenvalor de [ My tiene que ser la unidad. La condicién mds general para que

una auloenergia se encuentre en el espectro es [19]:

(1140

La utilidad del método de la matriz de transferencia es muy grande, ya que nos

<2 (3.7)

permmite calcular los diferentes valores de la funcién de onda para graficarla, asi como la posi-
bilidad de abordar e! problema de manera analitica, utilizando las relaciones de recurrencia

entre las trazas.

3.2.3 Funciones de Green

El otro método consiste en utilizar las funciones de Green que se definen como la

solucién de la ecuacién diferencial inhomogénea de tipo:

(2= L(PNC(T, 75 2) = 6(7 - 7)

sujeta a determinadas condiciones a la frontera para 7 y r/, y donde z es un mimero complejo.
Sea {¢,(7)} el conjunto ortonormal de las eigenfunciones de L(7), operador que es

diferencial, lineal, hermitiano e independiente del tiempo. Se cumple entonces que:
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(z— L)G=1

”l(pn) = ’\'ﬂ |¢r|)

5i todos los valores de 2z — L son no nulos; es decir si z 3 { A, } entonces G se puede

eXpresar como:

! |#w) (]
G = = n 113
(2) - L Zn: = A
Ahora bien, si z = A, G tiene polos en los eigenvalores de H por lo tanto, las ecuaciones

de movimiento para los estados electrénicos |i), son:

(B — &) gii = tic1Giio1 + Ligigre + 1 (3.8)

Este sistema consiste en un conjunto de ecuaciones simultdneas cuyo orden es el
mimere de sitios m en una cadena de generacion n, donde m=2".
La funcién de Green G(z) tiene polos en los cigenvalores de H. Podemos definir

entonces por medio de un limite:
GICHE) |5} = lim (| G(E £is) 1))
Usando €l hecho de que G es diagonal en la misma representacién en que H es

diagonal obtenemos:

GIGE+is)ij) = %%3"%%

i
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Y usando la identidad:

. t
yh_{ll)]+a::i;iy ;U( ):Fmﬁ( )

donde p es la parte principal, obtenemos para los elementos diagonales de la matriz:

GG 1) = ,,ZM 7 S @2 8(E - B)

De ahi, recordando la delinicién de 1a densidad local 3.2, tenemos una nueva forma

de definirla:

pu(B) = — Im(i| G*(B) i

3.3 Meétodo de renormalizacidn

Para resolver el problema de cadenas muy grandos, se utiliza un método de renor-
malizacién, que nos permite simplificar el mimero de ecuacicnes y usar menos recursos
computacionales.

Existen diversos métodos de renormalizacién utilizados para simplificar las ecua-
ciones. Bl método propuesto por Barrio y Wang [16] para la cadena de Fibonacci va elim-
inando en cada gencracién las coordenadas de los sitios centrales de la cadena y es el que
se pondrd en prictica para el problema de Thue-Morse, ya que el esfuerzo computacicanl
crece sélo linealmente con n.

Las propiedades espectrales del sistama se obtienen rcsolviendo el conjunto de
ecuaciones para las funciones de Green de la red unidimensiénal, donde los elementos de
matriz de la funcién de Green retardada son Gy = (| G(Z) {j) donde Z = E +in,57 — 0.

La ecuacién de Green asociada al sistema se encuentra dada por:
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(E-HQ=1

Introduciendo el Hamiltoniano de enlace [uerte y desarrollando, obtenemos:

(E - Em)Glm = b + Lm("l,m+l + Lm—lGl,m—l

L.as ecuaciones de movimiento para las funciones de Green son andlogas a (3.8),

excepto por un término inhomogéneo.

3.3.1 Problema de enlaces

Para describir ¢l problema "fuera de la diagonal” para un sélo enlace, se necesitan

cuatro ecuaciones de movimiento:

EG,‘,’(E) = 1+t1G,‘d(E) (3.9}
EGu(E) = 1+4Ga(E)

EGu(E) 8Gi(E)

EGu{E) = 4(Ga(E)

donde 1 y d ctiquetan el sitio izquierdo y el derecho respectivamente. £ es la integral de
salto para sitios enlazados por un enlace a.

La idea es resolver estas ecuaciones para 1t > 0, eliminando las coordenadas de
los sitios centrales y asi reescribir las ecuaciones resultantes de la misma manera que en

el conjunto (3.9) pero con cantidades renormalizadas. Este procedimiento puede repetirse
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n=2
O = 0= G- 0—0
W2) t(2) w3
— o~ore — OO
Z{2) (2} (3) )

Figura 3.2: Esquema de renormalizacién para ¢l problema de enlaces, a partir de la cadena
con 3 dtomos.

iterandoe la transformacién hasia obtener un sé6lo grado de libertad. Esta transformacién
exhibe puntos fijos, donde ios paramétros no cambian sus valores bajo la transformacién,

Para n = 1, sc tendrian 9 ecuaciones que describen cl sistema, ya que tenemos tres

dtomos que constituyen la cadena.

EGu=1+4t0x% EGyp = 4G EGy = tiGoq
EGoi = LCsi + 4G FEGoo =1+ t,Co + tiGia  EGoq = tsCag + 4 Cia
ECq; = 1,Goi ECy, = 1:Coo EGua=14tsGoq
Al renormalizar, obtenemos dos dtomos virtuales y una sola integral de salto dependiente
de la energia, por lo que el caso se simplifica formalmente al de n = 0 {ver figura 3.2).
Los elementos de (7 relacionados con el sitio central se sustituyen cn las ccuaciones de los

extremos de la cadena, restando las siguientes ecuaciones de movimiento:
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(B —L{(1))Cy

1+ 61

(£ = 2e(1))Cay

1+ {1)Cy

il

(15 - £4(1))Cig t{1)G

(E-T())Cs = H{1)Cug

Para la cadena n = 2, la renormalizacién implica la conexién de la cadena para
1= 1 con su complemento. La energfa del sitio central es entonces la suma de las energias
del extremo derecho de la cadena de la generacidn anterior, con el extremo izquierda de su
complemento.

Repitiendo este proceso, las relaciones de recurrencia para las energias y para el

valor de las integrales de traslape son:

Yoln) = Lgn—1)4+2Zi(n-1)
ft(n - 1))

i(n) = Ei(n_l)_'-m
Zy(n) = Ed(n_l)+[_lc(n-—1)]2

E—X,(n)
_ Hn=1)(n-1)
tn) = E —Z,(n}

3.3.2 Problema de sitios

Para obtener las relaciones de recurrencia del problema dle sitios, observamos cfmo
se genera la secuencia de Thue-Morse utilizando el método de renormalizacién con dos

diferentes autoenergias {e4,eg} y un valor constante ¢. De aquf en adelante, utilizaremos
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Figura 3.3: Esquema de renormalizacién para el problema de sitios.

para los cdlculos nimericos e4 = 0.5,eg = —0.5y t = —1.

fin esta caso, a difcrencia del problema de enlaces, hay que empezar a renormalizar
los dos sitios centrales de la cadena de cuatro slomos (rn = 2). Las generaciones subsccuentes
serdn formadas por la generacién anterior, su complemento y un enlace ¢ que las unc a las

dos anteriores (ver figura 3.3). Las ecuacicnes de renormalizacién son:

t(E—eg)
(E - 53)2 — 2

t? (FF—ep)
(k- 53)2 —¢2

£
(E—ep)® 12

Lif2) = eat
22(2) = €A+

¢(2)

Para n = 3, tenemos quc obtener la renormalizacién del complemento de la cadena
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de generacion o= 2, de lo que obtenemos:

t"(!?—eA)
Yaf{2) = ¢ P TR
a(2) Bt e~ E
t’*’([‘?—u)
y(2) = ep+——"75"—
4(2) Sy
3
(2 = :

(B —eq) =12

Podemos reescribir estas energias como: X1(2) = £5(2) = ¥(2) y ¥3(2) = £4(2) = £%(2) .

Con lo que obtenemos una forma general, para describir la renormalizacién para la simetria

antiespejo (n impar} con cuatré 4tomos virtuales. Para la simetria par, volvemos a proceder

de la misma manera, lo que nos arroja los siguientes resultados:

Tenemos entonces, una

simetria del sistema.

I

[#2))* (B = £°(2))

O Ty ey -e T

< P (E-Z2)
PO EIeyE-ve) e
e EEP(E-T2)
S 77t ) b1 W
g(2) 4 — HAE-T@) oy

(E-n@) (E—To(2))- B

£102) - €(2) .
E o) E-w@-a ¢

alternancia en las ecuaciones de renormalizacidén, segin sea la

Siguiendo con el mismo método de la renormalizacién podemos calcular la auto-

correlacion en ¢l sitio central de la cadena de cualquier generacién:

) N Vi }

Goo = {E—Zo(n)_ E_):‘-(n—l) B E—Eﬁ(ﬂ_ 1)
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I'n ¢l case del problema de sitios, tenemos que Ltontar en cuenta que en ¢l proceso

de renormalizacion no se presenta un tinico sitio central, ya que en cada generacidn varmos
renormalizando sobre cualro dtomos virtuales, por lo que la densidad de estados se puede
calcular en cualquiera de los dos sitios centrales. Por otro lado, también es preciso considerar
la simnetria de la generacién. Por ejemplo, para el caso par con simetria espejo, las funciones

de Green de los sitios centrales son:

1
Getel (par} = E — e (n _ l) ~ _n-n fI{E-%(n-1))
E-X{n=1) = (E-e(n— DHE—S{n—1)—[tcm—1)]

1
Gcz.:'z(PGT) = 7]
- oy st B U E—2(n—1})
E-X(-1) — o1 ~ Eomr e nE-se-D)-Fa- 7

Para ¢l caso de las generaciones impares, la densidad local para uno de los sitios

centrales es:

R 1
C-‘clc](zmpar) = 7 " | n—1 (B3¢ (n—1))
—E(n-1) - E~X{n=1) ~ (E-Ee(n—1)) —[to(n—1)]2

La densidad local de estados en el sitio central de la cadena estd relacionada directamente

con la funcién Gy por la siguiente relacién:

ool B = (—i) I1G,

ya que la densidad es tal que:
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Densidad local de £stados {(LDOS)
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Figura 3.4: 1.DOS para n=21

p(E) =3 p(E)
i
Finalmente tenemos que agregar a la encrgia una parte imaginaria: F = e+0,0011.
Para ¢l problema fuera de la diagonal calculamos la densidad de estados local en el sitio
central de la cadena para la generacién n =21, con t4 = —1 y ty = ;1.5, ver [igura (3.4),
asi como para la generacién siguiente que se presenta en la fig.(3.5).

Al calcular la densidad local en funcidn de 1a energia, obtencmos las contribuciones

de los diferentes eigenestados del sistema a la densidad en el sitio central, pero esto nos
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Figura 3.5: LDOS para n=22
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proporciona indirectamente el valor de los diferentes eigenestados del sistema, con lo cual
oblenemos un espectro de energias. La densidad local estd compuesta por pieos, valles y
zonas donde la densidad es cero. Podernoes reconocer en estas tiltimas a los “gaps™ o brechas
en donde no existen cigenestados permitidos. En la parte central de la grafica observainos
una Zona (ue se aproxima a una funcién continua, la cual corresponde presumiblemente a
cigenestados extendidos, similares a los de una red periddica. La grafica para generacionces
pares presenta las mismas caracteristicas, aunque se perciben ciertas diferencias entre el
caso de generacién impar. {sto es debido al reflejo de las diferentes simetrfas a las que
estdn asociados ambos espectros.

Para verificar que nuestros resultados estén correctos graficamos la densidad local
integrada, que al final del especiro est4 normalizada a uno, fig. (3.6).

Es interesante sefialar también que conforme vamos aumentando €l tamafio de la
cadena se va formando una estructura con funciones delta cada vez mds complicada, y en
la parte central, se comicnza a formar la banda que corresponde a los estados extendidos,
fig (3.7).

A partir de n = 14, las funciones delta del centro se aproximan tanto unas a
otras que la envolvente se suaviza. Una vez que la cadena alcanza un cierto tamafio (n =
19}, la estructura de LDOS ya no se altera. Fs en este momento, donde el método de
renormalizacién alcanza su lfimite porque aungue tenemos cadenas muy grandes, estanios
imposibilitados para inferir de estos resultados lo que sucede en el caso de una red infinita.

La gréfica de 1a LIDOS es simétrica con respecto al cero de la energia. Esto es

debido a que la cadena de Thue-Morse es bipartita, es decir estd compuesta de dos subredes
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Figura 3.B: Densidad local para 8 dtontos.

interpenetradas.

Para el caso del desorden diagonal, verificamos que efectivamente, la densidad local
nos proporciona los valores de las diferentes autoenergias del sistema. Por ejemplo, para
n =3 (8 dtomos), la diagonalizacién exacla nos proporciona los siguientes valores: 1.1180,
-1.1180, 1.5824, 2.0275, 0.3675, -0.3675, -1.5824, -2.0275. La grifica de la densidad local
para esta generacién verifica estos resultados, fig (3.8).Para generaciones mas grandes, el
espectro se encuentra formado por funciones delta, que no llegan a formar bandas comoe en
el caso del desorden de enlaces. Fn las figuras (3.9) y (3.10) se presentan las densidades
locales para las generaciones con n = 12 y n = 13. El espectro se encuentra formado por
picos, bandas y brechas. Se observa que los eigenvalores para las energias positivas son los

mismos que para las negativas. Sin embargo, no se logra obtener la simetrfa axial observada
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Figura 3.9: Densidad local para 4096 stomos

en el problemna de enlaces, debido a que en ese problema la densidad local se calcula sobre un
dnico sitio central renormalizado, mientras que en el problema de sitios la densidad local se
encucnira centrada en uno de los dos sitios centrales de la cadena renormalizada. Finalmente,
podemOS presentar una aproximacién a la densidad total, sumando las dos densidades locales
anteriores, mas sus complementos, lo que nos garantiza la simetria alrededor de £ =0 y un
espectro compuesiro por picos y brechas (figura 3.11).

A diferencia del problema de enlaces, en la parte central del especiro de energia,
no existe ningun estado extendido, ya que estos se encuentran en las bandas que estdn en

ios alrededores.
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3.4 Localizacion de estados

[5n 1958, Anderson [17] demostrs que si el desorden es suficientemente grande, los
estados electrénicos estardn localizados, Poco después de la aparicion de este articulo, Mott
y T'wose [18] publicaron un trabajo en ¢l que conjeturaron que en una dimensién todos los
estados electrénicos estan localizados, independientemente del tipo y grado de desorden.

El fenémeno de localizacién de las funciones de onda tiene lugar en los sistemas
cudnticos desordenados. En los sistemas fisicos, el desorden se manifiesta con la presencia
de vacancias, impurezas o defectos en general, que en mayor o menor medida rompen con
la periodicidad del cristal ideal. Tambi¢n se pueden distribuir a los dtomos o moléculas
en posiciones aleatorias. Un conjunto completamente desordenado serfa uno en el cual los
4&lomos estén en posiciones colocadas aleatoriamente e independientes una de la otra. Eneste
régimen de gran desorden, los estados clectronicos aparecen localizados exponencialmente .

La cadena de Thue-Morse, posee un desorden “controlade” debido a sus reglas de

construccién, por lo que es interesante cstudiar el problema de localizacién de este sistema.

3.41 Propiedades de transporte

I.a manifestacién [isica méds inmediata de la localizacién, se da en los fenémenos
de transporte.

Las part{cilas que ocupan estados localizados estdn restringidas a regiones finitas
del sistema, lo que les impide, a T = 0, a participar en las propiedades de transporte, de
tal manera que si los estados localizados se encuentran alrededor de la energfa de Fermi, et

sistema se va a considerar aislante. Si por el contrario, son las funciones extendidas las que
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se encuentran cereca del nivel de Fermi, tendremos un material conductor.

Una de las aportactones del estudio de los quasicristales es la aparicidn de funciones
de onda, que al no ser ni localizadas, ni extendidas, reciben el nombre de criticas. La forma
dv estas funciones puede variar pero en la cadena de Fibonacei la aparicién de los estados
eriticos estd directamente relacionada con la fractalidad del espectro de energia.

Existen diversos criterios de localizacién en los que se utilizan las propiedades de
transporte de los materiales tales como 1a ausencia de difusién, ¢ la trasmitancia a través
del material.

Existen tres tipos de posibles funciones de onda: localizadas (normalizables), ex-
tendidas (no normalizables) y criticas. Cada una de estas funciones corresponden a espectros
puntuales, absolutamente continues y singularmente continuos respeclivamente,

Borland en 1963 mostré que el coeficiente de Lyapunov es el inverso de la longitud
de localizacién asociada al producto de matrices aleatorias de 2x2 [19], por lo que se puede
calcular este coeficiente como pardmetro de localizacién de los estados electrénicos,

Fl coeficiente de Liyapunov se define como:

= lim_ {# in||M{m, E)ll}

donde ||| es la norma de una matriz. M(m, ££) representa el producio de las

matrices de transfercncia entre los coeficientes de las funciones de Wannier asociadas a

cada sitio:
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Gt | <y
=[] A = M(m, E)
Cn Co [&1]

5i Lenernos una eigenfunciéon ¥y que decae exponencialinente con un coeficiente A

Xy
)

\pN =e" ‘po

5i los estados son localizados, A = 1/+ representa la longitud de localizacién de la

j=N
funcién de onda, y como por otro lade tenemos que ¥x = [| [M(5}] Yo, obtenemos:
1

=N
7= 5= Jim, ([ G
Si lous estados son localizados, €l valor de v va a converger, mientras que si se trata
de estados extendidos el coeficiente serd cero, lo que guiere decir que el estado se extiende a
lo largo de la cadena. s importante sefialar que vamos a obtener un valor del coeficiente de
Lyapunov (ya sea cero 0 algin valor finito) en todo el intervalo de energia donde realizemos
el cdleulo. La condicién (3.7) sobre la matriz de transferencia es la que se tiene que verificar
para que sean eigenestados del sistema.
Para la cadena Thue-Morse, tenemos cuatro diferentes tipos de matrices de trans-
ferencia, segiin las diferentes combinaciones que pueden tener en un sitio, los valores de
las integrales de traslape vecinas, por lo que a partir de (3.5) las podemos calcular muy

fAcilmente:
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£ _4 £ _ L
My =1 & ] M. =14 [
=[5 ] e[

Los subfndices senalan el Lipo de enlace a la derecha e izquierda del sitio 1.

‘Tomando como base el método de renormalizacién para calcular la densidad de
estados local, construimos una relacién de recurrencia para ver como crece M(m, E) segin
¢l orden o generacién.

Para calcular el producto de las matrices de transferencia, utilizamos la siguiente

mitiplicacién inicial:
A= M, x My x M,

que corresponde a las matrices de transferencia de la cadena con cuatro sitios. Paralelamente

calculamos el producto del complemento de la cadena:
B=M,x M,x Mcg

Para la construccién de los productos subsiguientes, utilizamos el hecho de que la
cadena se puede construir con la suma directa de la cadena anterior y su complemento, lo

que en el caso de las matrices de transferencia va a ser igual a:

M = BxCxA

N = AxDxB




donde las matrices C y D cambian si n es par:

C =My D =AM,
¢ impar:

C = My D=My,

Podemos repetir este procedimiento muchas veces, sustituyendo el valor resultante
de M por A, y el de N por B.

Uno de los inconvenientes de este enfoque, es que los valores que obtenemos multi-
plicando las matrices de transferencia para la cadena Thue-Morse resultan ser grandes, por
lo que trabajar con logaritmos se vuelve indispensable. La base del método es que al aplicar
el logaritmo base 10, sobre un mimero muy grande, obtenemos el coeficiente de las poten-
cias de 10, el cual lo manejamos por separado, por lo que los valores de la multiplicacién de
matrices podrdn ser manejados con facitidad.

Graficamos el coeficiente de Lyapunov para n = 20. Nuevamente encontramos la
simetria axial alrededor del eje de las ordenadas. La estructura presenta una brecha cn el
centro, y una pequefia brecha alrededor de +1.8. La estructura de los estados localizados
es clara.

Los estados extendidos se encuentran muy cerea del centro del especiro. Una mejor
manera de visualizar este resultado es graficar el logaritmo del coeficiente de Lyapunov,

donde observarnos los estados localizados extendidos a todo lo largo de la cadena, fig.(3.13).
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Figura 3.13: Gréfica del inverso del coeficiente de Lyapunov.
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3.4.2 Funciones de onda

Hemos visto, que las funciones de onda de una cadena periddica son extendidas y
se representan por ondas planas. En el otro extremo de la situacién, en un sisterna comple-
tamente desordenado, las funciones de onda se encuentran exponencialmente localizadas.

Adicionalmente, el estudio de la cadena de Fibonacci, nos proporciona un tercer
tipo de funcidn de onda que se puede presentar: las funciones criticas.

De acuerdo con los resultados obtenidos analizando tanto la densidad de estados,
como los coeficientes de Lyapunov, las funciones de la cadena de Thue-Morse finita son
extendidas y localizadas. Para un estudio m4s detallado de estas funciones de onda, volvemos
a utilizar el método de la matriz de transferencia, usando (3.4), con 1a matriz de transferencia

para el problema de enlaces y utilizande como condicién inicial:

Esta condicidn nos garantiza que la posicién del primer stomo esté fija, con el fin de obtener
los estados estacionarios del sistema. Por otro lado, estamos suponiendo que el espectro no
se verd significativamente afectado por haber escogido valores precisos siempre y cuando la
cadena sea muy grande. Es importante no perder de vista que la matriz de transferencia
para los eigenestados del sistema tiene que cumplir (3.7). PPara los.estados con energias
dentro de la banda, esperamos encontrar estados extendidos. Graficamos las funciones de
onda, para E =0y E =041, figuras (3.14) y (3.15).

Los valores de la probabilidad sélo toman dos valores diferentes y su distribucién
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Figura 3.14: Estado extendido

es la misma que la de la secuencia Thue-Morse.

de Lyapunov se anule, las funciones de onda se vulelven mds complicadas. Para E=0.41,
fig.(3.14) aparece nuevamente un estado extendido que parece estar compuesto por una
superposicién de funciones extendidas con diferentes loagitudes de onda.

Hasta el momento, el tratamiento del problema ha involucrado unicamente cadenas
finitas, que a pesar de ser muy grandes (220clemcn.tos), pueden dar resultados diferentes
a lo de sistemas infinitos. la aparicién, de estados extendidos a lo largo del espectro,
muestra que el comportamiento de la cadena de Thue-Morse va a diferir mucho de las
cadena quasiperiddicas. De hecho, en el infinito, el espectro de energias arroja exlusivamente

estados extendidos, para lo cual, sc necesita estudiar ¢l problema desde un punto de vista
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%10 Estaca extendido en £=0.41, N=12

7 —

(R

i Jl@'fw

g

Figura 3.15: Estado extendido

analftico.

3.5 Solucién exacta para el problema de sitios

3.5.1 Cdlculo de los extremos de las bandas

Para el caso de una cadena diatémica periddica, es decir, con una celda unidad
con dos diferentes especies, existen dos bandas cuyos extremos o hordes estdn situados
exactamente en e y en £v/e2 + 4, tomando ¢g = —¢§ =0, y £ = 1. En la cadena de Thue-
Morse estos bordes pueden ser calculados haciendo uso de la simetr;‘a cspejo, anti-espejo
de la secuencia. En el limite cuando ¢ — oo, existen mondmeros y dfmeres, por lo que la
unidad fundamental es una pareja de dtomos diferentes a cuyos extremos se les ata todo lo

que le resta & 1a cadena que se representa por un enlace efective K(£). Es claro que K es
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funcién de [a energla y su forma exacta debe de ser estudiada en detalle. En cualquier caso,

el espectro completo se puede reducir a la ecuacion secular:

F4eoe—- K 1
A= =0

1 E—-e-—K
donde todas las energfas se encuentran representadas en unidades de ¢. La solucién para las
encrgias es entonces 5 = K & +/e? + 12, Adn sin conocer 1a forma exacta de K, sabemos
que |K| € 1, y toma su valor limite en K = =1, es decir en los extremos de las bandas, los
cuales representan los estados coherentes totalmente simétricos y antisimétricos.

También es posible encontrar de manera exacta todos los eigenestados del sistema.
Resolvemnos la ecuacién secular para un sistema de dos 4tomoas en €l problema de sitios,
tomando e4 = ¢ y €p = —¢ como los valores para las autonenergfas:

E+e t

Ay =
1 E—e¢

Para la siguiente generacidn, con cuatro 4tomos, oblenemos la siguiente matriz secular:

E-e~ 2 L
By = e =AY (E+¢)?=0

1 E—e— 2

Se encuentra que la relacion entre los determinantes de las diferentes generaciones

8
Bn = Doz [(An2)(Buct + AL — Au_p(Bug — 1) +1]

para n > 3. Esle resultado muestra que se pueden enconirar todas las soluciones para una
cadena de generacidn n, si Ay = Ay = ... = A, =0, y A, = 1. La ltima ecuacién nos

da los eigenvalores extremos.
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Una forma alterna para solucionar este problema fue eneontrada por Gosh y Kar-
makar [20], pero utilizando las relaciones entre las trazas de las matrices de transferencia.
Las dos diferentes matrices de transferencia en este caso son:

F—eq -1 E—-ey —1
Mpa= My=
1 0 | 0

Conforme vamos construyendo la cadena de Thue-Morse, podemos expresar las relaciones

entre las matrices de transferencia:

Moz = My
M-z = A/IB*MA
My = MaxMpg+ Mg+ My

Es facil darse cuenta, que la relacién de recurrencia entre las matrices de transferencia es:
My = M:* M, 1= M+ M
para n > 0. Usando la unimodularidad de estas matrices de 2 x 2, obtenemos:
Onpg = 4ctf,+l(an4.2 —1)41

con a = Tr“—;ﬂ, la cual también la podemos escribir comeo:

ap =4""2a?_,al s ofal(ag— 1)+ 1

conay=(E2—E—2) /2 y ag =20 - 2E* - 1.
Las soluciones se van encontrando mientras o = af = ... =al =0y ay - 1=0.

La iltima ecuacién nos da los bordes de las bandas, y las otras ecuaciones dan los valores

doblemente degenerados.
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De las propiedades de construccién de la cadena de Thue-Morse, la cadena infinita
puede formarse a partir de dos unidades: (€, C%) donde C es la generacién n-ésima de la
cadena de Thue-Morse. Asociamos a cada una de estas unidades su correspondicnte matriz
de transferencia: (1,,T%). Usando la matriz de identidad, asi como las matrices de Pauli,
podemos cxpresar las matrices de transferencia de la siguiente mancra.

Para la generacién par:

Th = anl+ 8,0z +7,0y+ 5o,

7‘: = erf'—ﬁnaz + 70y + bua,

Y para la generacién impar:

Th = apd +9,04+8n0.
T = anl +v,0, + 8,0,

Para que la cadena admita estados exten(gdos, los valores de las matrices de transferencia
tienen que coincidir, es decir: [T,._ 1. Tf,,_]] = 0. Esto sucede cuando §,, =0, lo que equivale
a introducir la condicién que satisfacen los eigenvalores del sistema, por lo que todos los
estados son extendidos. Es decir, para cada eigenvalor, existe una “celda unidad” que

mapea la cadena de Thue-Morse en la cadena periddica.l.as funciones de onda no tienen

una periodicidad del tipo Bloch, sino que son extendidas en el sentido de que no decaen en

el infinito.




Capitulo 4

Conclusiones

Si bien, la utilizacién de la secuencia de Thue-Morse, fue en un principio un intento
de extrapolar los resultados de la secuencia de Fibonacci a otras secuencias no periédicas,
los resultados obtenidos son muy interesantes, debido a las caracterfsticas geométricas, en
especial al papel que juega la simetria espejo y anti-espejo en las diferentes propiedades del
sisterna. Las caracteristicas mds importantes de la cadena de Thue-Morse pueden resumirse
en:

a) El factor de estructura que estd compuesto por funciones que se escalan en
potencias de dos.

b) Existe una diferencia entre el problema de sities y enlaces para las cadenas
finitas. En el espectro del primero aparecen estados extendidos y localizados, que pueden
ser analizados utilizando diversas herramientas, como el estudio de sus propiedades de lo-
calizacién utilizando el coeficiente de Lyapunov, asi como el método de la matriz de trans-

ferencia para graficarlos. En los estados extendidos de la cadena se encuentran presentes




las propiedades de la secuencia de Thue-Morse. Por otro lado, ¢l caso diagonal, no presenta
estados exlendidos.

c) Para ¢l caso diagonal ¢ infinito, la eadena soporta tinicamente estados extendi-
dos.

A lo largo de esta tesis, se han presentado diversas maneras de resolucién del
problema de las excitaciones elementales de la cadena de Thue-Morse . El método de la
diagonalizacién exacta, resultd ser bastante ineficaz, debido al excesivo tiempo de miquina
para realizar los cdlculos mientras que la utilizacién de la renormalizacién de la cadena
permitié realizar los calculos de manera muy eficaz. El factor de estructura es singular
continuo como en los quasicristales. En los espectros presentados para cadena finitas, tanto
para €l desorden de sitios como el de enlaces observamos la existencia de estados extendidos,
asf como de localizados. Es hasta resolver el problema de forma analitica, en donde se
encuentra que todos los estados del sistema son extendidos, lo cual nos ileva a concluir que
este tipo de desorden no logra localizar los estados en el infinito. Esta diferencia entre los
sisternas quasicristalinos y el estudiado nos muestra que el estudio de las cadenas finitas
e infinitas puede ser dramaticamente distinto. La resolucién analitica del problema de
Thue-Morse, es nuevamente un producto de la explotacién de la simetria caracteristica del
sistemna. El método del mapa de trazas resulta ser muy efectivo, ya que se puede encontrar
todos los eigenvalores del sistema.

También es interesante recalcar que la utilizacién de uvn Hamiltoniano modelo,
permite estudiar diferentes excitaciones elementales con muy pocas modificaciones, lo cual

enriquece mucho el problema.
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Coino temas pendientes a resolver se encuentran la resolucién del problema mfintto
para ¢l desorden fuera de la diagonal. Por otro lado, serfa intercsante producir un desorden
con fasones, que cambian las propiedades termodindmicas de la cadena.

Un dltimo problema a considerar ¢s el de la localizacion de los estados para las
cadenas [initas. Serfa inleresante recurrir a otros métodos para determinar las propiedades

de localizacién de las funciones de onda y compararlos entre si,
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