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INTRODUCCION

El propésito del presente trabajo es mostrar algunas de las investigaciones
mds importantes que sobre la indecidibilidad aritmética se han realizado a fines
del siglo XX. Estas investigaciones constituyen la primera aportacién hecha en el
campo después de los trabajos de Godel y muestran que las capacidades deduc-
tivas de los sistemas formales de primer orden tienen limites més estrechos que
los conocidos anteriormente; esto es, se han encontrado enunciados indecidibles
de una naturaleza muy distinta a los presentados por Godel’.

La importancia de estos resultados radica en que los nuevos indecidibles no
son traducciones aritméticas de propiedades sintacticas de los propios sistemas
formales; por el contrario, estos enunciados pueden ser formulados recurriendo
s6lo a algunas nociones bdsicas de aritmética combinatoria. En otras palabras,
los indecidibles de Gudel, a diferencia de los nuevos indecidibles, no representan
propiedades de los mimeros naturales que resulten relevantes desde un punto
de vista matematico. Para ilustrar esta diferencia cabe sefialar que uno de los
nuevos enunciados indecidibles, el enunciado PHZ, es una variante del Teorema
de Ramsey, el cual es un resultado fundamental para la aritmética combinatoria
infinita,

CAPITULO X

En el capftulo I demostramos la indecidibilidad del enunciado PH siguiendo
la prueba original de Jeff Paris y Leo Harrington. La idea bésica de la prueba
consiste en mostrar que dentro del sistema formal de la Aritmética de Peano
(PA) se puede derivar la férmula PH—Con(PA). Por el Teorema de Gédel sabe-
mos que PA no puede probar su propia consistencia y por lo tanto el enunciado
PH no puede ser derivado a partir de PA; por otro lado se demuestra que PH es
verdadero en la interpretacién natural de PA, concluyendo asi que ~PH tampoco
es derivable en PA.

Para probar que PH—Con(PA) es derivable en PA se define una teorfa
(que llamaremos T ) para la cual se cumple que las férmulas PH—Con(T) y
Con(T}—Con{PA) son teoremas de PA. La demostracién de la derivalibidad de
PH— Con (T') se hace en dos partes. La primera consiste en construir un mod-
elo para cada subconjunto finito de enunciados de T. La segunda parte muestra
como esta prueba semdntica de consistencia puede ser formalizada en PA.

La derivabilidad de Con(7T") —»Con({FP A) se demuestra de manera andloga, es
decir, exhibiendo una prueba seméntica que es formalizable en PA. La prueba
seméntica muestra que dado un modelo de T , una parte de éste (un segmento
inicial) es modelo de PA.

'Es importante mencionar que al igual que los teoremas de G&del, los resultados que
presentaremos se aplican solamente a sistemas de primer orden. De hecho, los enunciados
indecidibles que analizaremos son derivables en sistemas de segundo orden.

2de Paris-Harrington




Definiciones de Verdad ¥ Pruebas de Consistencia

Dado un conjunto de enunciados T' del lenguaje de PA decimos que la férmula
Trr es una definicién de verdad de I si el enunciado Trr ((A]) & A es derivable
en PA para cada formula A de T. Una forma de probar la PA-derivabilidad de
emunciados que aritmetizan la consistencia de una teoria S es exhibiendo la
existencia de una definicién de verdad que incluya a los enunciados de S.

La manera en que las definiciones de verdad permiten probar la consistencia
de alguna teorfa § C T se explica observando que la férmula Yz (Prs (z) —
Trr (z}) es derivable en PA. Para conlcluir basta observar que si ¢ es un
enunciado de T tal que ~T'rr ([¢]) es derivable en PA, entonces se tiene que
PA+ ~Prg(j#]) - Como ejemplos de conjuntos de enunciados para los cuales
existen definiciones de verdad tenemos a los conjuntos de A, E,, I, etc.

Otro tipo de definiciones de verdad es el que se puede dar para un modelo
particular M; en este caso la definicién de verdad Tras es una férmula que
representa al conjunto de los mimeros de Gédel de los enunciades verdaderos
en M. En la formalizacién de Con (T) -— Con { PA) recurriremos a este tipo de
definiciones de verdad.

La Teoria T

Esta teoria se expresa en el lenguaje de PA mds una cantidad infinita numer-
able de simbolos de constante i, ¢y... La teoria T incluye a los axiomas de PA
que definen las funciones suma, producto y sucesor y a la relacién <; también
incluye el esquema de induccién sélo para férmulas Ag. Respecto a las nuevas
constantes se introducen axiomas que garantizan que dado cualquier modelo de
T, la subestructura delimitada por estas constantes forma un modelo para PA.

PH — CON(T)

La formalizacién de la prueba de consistencia de Ia teorfa T se explica bési-
camente por el hecho de que limita el esquema de induccidn a férmulas Ay, lo
cual permite dar una definicién de verdad a todos sus axiomas. El enunciado
PH es usado para demostrar en PA que los subconjuntos finitos de axiomas de
T que incluyan alguno de los nuevos axiomas tienen modelo.

CAPITULO IT

En el capitulo II daremos otra prueba de la inderivabilidad del enunciado PH
en PA. De hecho mostraremos un resultado mas general que permite probar la
inderivabilidad de enunciados X1 bajo ciertas condiciones.

Este resultado consiste en mostrar que si un enunciado ¢ de la forma Vy3z R{y, x)
(donde R es una relacidn primitiva recursiva) es PA — derivable entonces la fun-
cidn oy , definida como el minimo n tal que R(m,n), es dominada por alguna
funcion de Hardy. Nos referiremos a esta proposicion como el resultado prin-
cipal. Para probar la inderivabilidad de un enunciado ¢ de esta forma, por
ejemplo el enunciado PH, basta probar que la funcidn o4 no es dominada por
ninguna funcion de Hardy. Si ademas se sabe que el enunciado considerado




es verdadero en la interpretacion natural de PA se concluye su indecidibilidad.
Para la demostracién del resultado principal recurriremos a la teorla desarrol-
Jada por Gentzen en su prueba de la consistencia de la arirtmética. Por el
momento basta mencionar que esta prueba se basa en la asignacién de ordinales
menores que £g 4 las pruebas de PA de manera que el ordinal asignado es un
reflejo de la estructura de la prueba.®

De manera natural surge la pregunta sobre cémo la derivabilidad en PA de
una férmula ¢ (perteneciente a la clase £1) se vincula con el crecimiento de la
funcién o 4. Para explicar esto veamos cémo se da esta relacién en sistemas mas
sencillos, por ejemplo el sistema C A, €l cual es equivalente a P A sin inducciones.
Consideramos una férmula ¢ de la forma 3zR (z,0)* y una prueba P de ¢ en
CA. Para cada m llamamos P{m) a la prueba que se obtiene al sustituir a-
por . Debe notarse que el nimero de Godel p,, de P (m) se puede calcular
recursivamente a partir de m. Es decir, existe una funcién primitiva recursiva
h tal que h{(m) = p,. Una adaptacion del Teorema de Eliminacién del Corte
hace ver que P (m) se puede transformar en ung prueba P’ {(m) que no contenga
cortes esenciales. No es dificil probar que bajo estas condiciones la prueba P’ {m)
de 3zR (7%, £} debe contener una formula R (TR, 7) para algin n. En este caso
el mimero de Godel de P’ (m) es mayor que » y por tanto mayor que oy (m).
Ademads la construccién de P’ (m) es de tal manera que el mimero de Gidel
¢’ de P(m)se calcula recursivamente a partir del mimero de Godel de P (m).
Llamemos f a la funcién primitiva recursiva para la cual f(p) = p’. De los
resultados antes mencionados se infiere que la funcién ¢4 es dominada por una
funcién primitiva recursiva: f (h).

En ¢l caso de PA recurriremos a la nocidn de funciénes ¢ — recursivas
para ordinales « menores que go, las cuales extienden la nocién de funciones
primitivas recursivas a partir del tipo de orden inducido a los naturales por
a.Veremos que la funcién ¢4 es o — recursive, donde o es el ordinal de la
prueba P. A partir de la expresion de oy como una funcién « — recursiva se
puede probar que o, es dominada por alguna funcién de Hardy. En adelante
consideramos P, P{m),h y P’ {m) definidas de manera ansloga para el sistema
PA.

Por lo expuesto para el sistema CA el lector se habrd dado cuenta que el
punto clave en el caso de PA radica en dar un procedimientg que permita trans-
formar la prueba P (m) de 3zR (7, ) en una prueba P’ (m) que no contenga
inducciones. Adaptando el metodo de reduccién desarrollado por Gentzen se
obtiene tal procedimiento. Al igual que en el caso anterior ¢y (m) es menor
que el nimero de Gddel de P’ (m) y por tanto ] problema se reduce a analizar
el crecimiento del mimero de Godel de P’ (m) respecto al de P {m). Es claro
que esto dltimo depende de las inducciones y cortes esenciales que aparezcan

Icon &sso queremos decir que si una prueba P es obtenida a partir de una prueba @ por
la apficagon de una regla de inferencia {, entonces ¢l ordinal de P depende del crdinal de @
y de l. 3 .

1En el cdlcuto de secuentes sucede gue s la formula Yz3yR (2, y) es derivable, necesaria-
mente tuvo que ser inferida a partir de 3y.R (e, ) para alguna variable fibre a.




en la prueba original P. La relacién entre el ordiral asignado a P y las re-
glas de inferencia usadas en P nos permitirda demostrar que si p = h(m) es ¢l
nidmero de Godel de P (m) v p' el niimero de Gosdel de P’ (m) entonces hay una
funcién « — recursiva f tal que ' = f(p). De esta manera concluimos que
oy (m) < f(h(m)).

Siguiendo este bosquejo de la demostracién hemos dividido el capitulo en
cuatro partes de la siguiente manera:

1. Definimos las funciones o —recursivas y probamos que o4 es una funcién
& — recursiva.

2. Definimos las funciones de Hardy y probamos sus propiedades mas im-
portantes.

3. Prueba del resultado principal.

4. Como aplicaciones del resultado principal demostramos la inderivabilidad
del enunciado PH y del teorema de Goodstein. Esto es, probamos que las
funciones o, correspondientes a estos enunciados no son dominadas por ninguna
funcioén de Hardy.

CAPITULO |

1.1 El enunciado Paris-Harrington

En esta seccién presentamos las definiciones de teorfa combinatoria nece-
sarias para formular el enunciado PH ; asimismo mostramos que PH se puede
expresar en PA. Finalmente presentarmos una prueba de que PH es verdadero
en la interpretacién natural de PA. Esta prueba se hace a partir del Teorema
de Ramsey Infinito y por tanto no es formalizable en PA.

Consideraremos a cada nimero natural como ¢l conjunto de naturales menores
que él. De esta manera un natural puede ser el dominio ¢ la imagen de alguna
funcién. Denotamos [A]° al conjunto de subconjuntos de 4 de tamatfio e.

Definicién

(t) Dada un conjunto A decimos que P es una particién de A en = partes
si P es una funcién suprareyectiva con dominio A y rango r. Para cualquier
subconjunto B C A usamos la notacién P (B) para denotar a la imagen de B
bajo P.

(#4) Dado un conjunto A y una particién P de [A]° en r decimos que un
subconjunto H ¢ A es homogéneo para P si P([H]%) = {i} para algin i <r.

El Teorema de Ramsey afirma que para cada particién P de [w]® en » partes
hay un subconjunto infinito H C w homogéneo para P. La versién finita de este
teorema afirma, que dades naturales r, k y e existe M tal que para toda particién



en la prueba original P. La relacién entre el ordinal asignado a P y las e
glas de inferencia usadas en P nos permitird demostrar que si p = h(m) es el
mimero de Gédel de P (m) y ' el nimero de Godel de P’ (m) entonces hay una
funcidn & — recursiva f tal que ' = f(p). De esta manera concluimos que

op (m) < f(h(m)).

Sigutendo este bosquejo de la demostracién hemos dividido el capitulo en
cuatro partes de la siguiente manera:

1. Definimos las funciones & —recursivas y probamos que o4 es una funcidn
o — recursiva,

2. Definimos las funciones de Hardy y probamos sus propiedades mas im-
portantes.

3. Prueba del resultado principal.

4. Como aplicaciones del resultado principal demostramos la inderivabilidad
del enunciado PH y del teorema de Goodstein. Esto es, probamocs que las
funciones o4 correspondientes a estos enunciados no son dominadas por ningunea.
funcion de Hardy.

CAPITULO |

1.1 El enunciado Paris-Harrington

En esta seccién presentamos las definiciones de teorfa combinatoria nece-
sarias para formular el enunciado PH ; asimismo mostramos que PH se puede
expresar en PA. Finalmente presentamos una prueba de que PH es verdadero
en la interpretacién natural de PA. Esta prueba se hace a partir del Teorema
de Ramsey Infinito y por tanto no es formalizable en PA.

Counsideraremos a cada nimero natural como el conjunto de naturales menores
que él. De esta manera un natural puede ser el dominio o la imagen de alguna
funcién. Denotamos [A]° al conjunto de subconjuntos de A de tamafio e.

Definicién

() Dada un conjunto A decimos que P es una particién de A en r partes
si P es una funcidén suprareyectiva con dominio A y rango r. Para cualquier
subconjunto B C A usamos la notacién P (B) para denotar a la imagen de B
bajo P.

(1) Dado un conjunto A y una particién P de [A]® en r decimos que un
subconjunto H C A es homogéneo para P si P([H]") = {1} para algun i < 7.

El Teorema de Ramsey afirma que para cada particién P de [w]® en 7 partes
hay un subconjunto infinito H C w homogéneo para P. La versién finita de este
teorema afirma que dados naturales r, k y e existe M tal que para toda particién



P:[M)° — r existe un subconjunto H C M homogéneo para P y de cardinalidad
mayor o igual que k. El enunciade PH es una variante de la dltima proposicién.

Teorema (Remsey). Sean e,r, noturales posttivos. Pare cade particién
P:[w]® — r existe un conjunto infinito H C w homogéneo parae P.

PRUEBA. Primero lo probaremos para r = 2 por induccién sobre e. Para
e = 1 es obvio a partir del principio de las casillas.

Supongamos el resultado cierto para e. Para cualquier particién F : [w]
2 definimos por recursién una sucesion ag, a1, ... de elementos de w y una sucesién
o, €1, -.. de subconjuntos de w de la siguiente manera:

ag es cualquier elemento de w cy=w

Suponiendo definidos ¢; ¥ a; consideramos la particion F; : [¢; — {a;}]® — 2
tal que

e+l —

F;‘,(bl,...,be) =0 si F(a,—,bl,...,be) =0
P‘g(bl,..-,be) =1 si F(a,-,bl,...,be) =1
Por la hipétesis inductiva existe un subconjunto infinito H; homogéneo para
F;; definimos ¢ = H; y @,y cualquier elemento de ¢;.1°.
Dada una particién P : [G]" — m y un subconjunto homogéneo H C G para
P usamos la notacién P (H) para denotar el valor que toman los elementos de
[H]® bajo P.
Noétese que alguno de los siguientes conjuntos tiene que ser infinito
Ao = {a; Fi(es — {as}) = 0} Ar={a: P — {a)) = 1}
Como ambos conjuntos son homogéneos para F, alguno de los dos es el
conjunto buscado.
Consideramos una particién F : [w]® ~ r + 1 suponiendo el resultado para
r. Notamos que jw}® = (4gU...UAr_1) U A, . De la demostracién para r = 2 se
sigue que existe un subconjunto infinito B C w tal que [B]* C (AgU... U A1)
6 bien [B]® C A,. En el primer caso la hip6tesis inductiva asegura que existe un
conjunto infinito C' € B tal que [C]® C A; p.a i < r. En el segundo caso 5 es el
conjunto buscado.

&1
Definicién
() Un conjunto H de mimeros naturales es relativamente grande si card(H)>min(H}).
Dados los niimeros naturales e,r, k y M usamos la notacién

M = (k)2
cuando se tiene que para cada particién P : [M]® — r existe un H C M

relativamente grande , homogéneo para P y de cardinalidad mayor o igual que
k.

Teorema.(Enunciado PH) Dados naturales positivos e, 7, k, existe un nat-
ural M tal que

SPara aplicar 1a hipitesis inductiva se debe extender la funci n F, de manera que su
dominio sea w.



M — (k).

Dem. Fijemos e,r, k, y supongamos que no existe tal /. Decimos que P es
un contraejemplo para M, si P es una particién de [M]° en r partes y que no
tiene subconjuntos relativamente grandes homogéneos de cardinalidad al menos
k. Dados dos contragjemplos P y P’ de M y M’ respectivamente, definimos un
orden de la siguiente manera: P < P’ siy sdlosi M < M’ y P es la restriccién
de P’ a [M]°. De esta manera vemos que el conjunto de contraejemplos forma
un 4rbol infinito de ramas finitas. El lema de Konig garantiza la existencia de
una. particién P : [w]® — r, tal que para cada M la restriccidn de P a [M]® es
un contraejemplo para M.

Por el Teorema de Ramsey Infinito existe un subconjunto infinito H € w
homogéneo para P, H = {h1,h2,..., ks, ..}, By < hig1, pt i > 1. Seam =
max (min (H)},k) ; es claro que h, M H  es un subconjunto relativamente
grande y homogéneo para P [ [fim|® de cardinalidad al menos .

Debe notarse que e Teorema de Ramsey Infinito no es formalizable en PA,
y por lo tanto la prueba anterior no se puede llevar a cabo en PA.

El enunciado PH es expresable en PA

Primero notemos que cualquier funcién unaria finita puede ser representada
en PA por el mimero de Gadel para ¢l cual el exponente del enésimo primo es
el valor de n. Asf por ejemplo, la funcién {(1,3),(2,5) (3,4)} es codificada por
&l nimero 2% - 35 . 5%, Para poder expresar &l enunciado PH necesitamos rep-
resentar funciones de cualquier aridad. En este caso usamos aquellos nimeros
de Gddel cuyos exponentes sean & su vez mimeros de Gédel. Para funciones
con dominio [m]" usamos mimeros de Gidel de longitud igual a las combina-
ciones de m en n y cuyos exponentes sean wimeros de Gddel con longitud n+1.
Hacemos esto para que los primeros n elementos representen el argumento de
la particién y el dltimo sea el valor de la misma. Por e¢jemplo para la fun-
cién {({1,2},3), ({1 3},1),({2,3} ,4)} el cédigo correspondiente es el mimero
92'3%5° 3213351 52233

Para dar la férmula que represente los niimeros de Gadel que codifican par-
ticiones necesitamos las siguientes funciones y relaciones:

El mimero de combinaciones de n en m es denotado por (2)

Dado un mimero de Gddel m = 2% .3% . .. p-"3' |, m [i] denotard al nimero
%0, . pEaml .

El 1és1mo exponente de m, x;, es denotado m;,

Sq(z) expresa "z es un numero de Godel”.

lg{z) expresa la longitud de z.

Sq* (z,y) expresa "z es un mimero de Gddel cuyos exponentes estdn orde-
nados hasta y", es decir que si 4,7 < ¥, p: < p; entonces z; < z7. (Obviamente
y <lg(2)).



Ex(z,y) expresa z es un exponente de y. (Es decir % <lg (v) (& = 3:) )

Es conocido por los resultados de representabilidad en 16gica de primer orden
que todas estas funciones y relaciones son representables en PA.

As{ que para representar mimeros de Gbdel que codifiquen particiones P :
[M]®* — r la fSrmula correspondiente, denotada Fn (z, M, e,r), es la siguiente:

Sq(z) Alg(z) = (&) AVy(Ex (y,2) = (S¢" (v, €} Alg(y) = e +1A
Vi <e{y; < M) AYer1 < 7)JA
Yz (3j (z; = w) A Bz (z,z) Awle] = z{e] — 2 = z5)

Debe notarse que esta 1ltima parte ha sido incluida para garantizar que z
es funcién y al mismo tiempo que cubre €] dominio deseado.

Para referirnos a conjuntos homogéneos de cierta cardinalidad necesitamos
la siguiente férmula Sq(z,y, z) . La f6rmula Sq{z,y, z) expresa = es un mimero
de Godel de longitud v donde los exponentes son distintos entre si y menores
que z. Asf por ejemplo para el nimero m = 2%- 315478 tenemos que se cumple
Sq(m,4,8) .

Ahora ya podemos expresar el Teorema de Ramsey finito con la siguiente
formula :

YEVrve3MVz(Fn(z, M, e,r) — Jye(Sq (y, k, M) Ac L rA
Vz(Ez (z,2) A\Vw(Zi < e(z; = w) — Bz (w,y)) — Zeq1 = 0)))

1.2 PH-PCT

En esta seccidn presentamos el principio combinatorio T (PCT), el cual
servird de enlace para demostrar la férmula PH — Con (T); es decir que las
férmulas PH — PCT y PCT -+ Con (T) son derivables en PA. La prueba de
la férmula PCT — Con (T') se presenta en la seccién 1.4.

Lema 1.1.1 Dadas particiones Po y Py de [M]® en r y s partes, existe una
particion P de [M|® en r - s partes tal que pora todo H C M, H es homogéneo
para P gt y sélo si H es homogéneo para By y P,

Demostracién. Sea P(a) = (P (a), P (). Es claro que por la definicién
de par ordenado se cumple que los conjuntos homogéneos de P son exactam-
nente aquellos que también los sean para Fy y Py,

Lema 1.2.2. Un conjunto H C M es homogéneo para una particién P de
[M]° siy solo sitodo subconjunto de H de cardinalided e+ 1 es homogéneo para
P.




Demostracidn.

=)} Es trivial.

<) Sean a = ay,...,a. al conjunto de los primercs e elementos de H.
Escogemos b = by,...,b, de manera tal que P(a) # P(b) y que la suma
bt = by + ... + b, sea minima.5i 7 es el menor indice para el cual a, < b;,
entonces A = {ai,..., 64, b, ..., bs} €5 de cardinalidad ¢ + 1 y sin embargo no
es homogéneo por lo siguiente. Sea ¢ = a1, ...8., biy1, ..., be. N6tese que tanto ¢
como b pertenecen a [A]° y ademés ¢t < b+, La minimalidad de b* implica que
Plc)=P(a) # P(b).

Definimos /7 como el primer numero natural s tal que s > r.Nétese que
para todo » > 7 se tiene que r > 1+ 2,/T.

Lema 1.2.3. Dada una perticion P : [M]® — r eziste una particién
P MEF — 1 4 2./7 tal que para todo H C M de cardinalidad mayor que
e+1, H es homagéneo si y sélo st H es homogéneo para P'.

Demostracién. Sea s = /7. Definimos funciones Q y R de [M]°en s tales
que P(a) = s-Q(a) + R(a). Dado ben [M[**Y, b=by,...,bes1, 5€2 ¥ = by, ..., be.
Ahora definimos P’ de la siguiente manera:

0 gi b es homogéneo para P _
P(by= (0,R()) sib es homogéneo para Q pero no pars P
(1,Q{b")) en cualquier otro caso

Sea H homogéneo para P’ y de cardinalidad mayor que e + 1 y sea ¢ el
conjunto de los primeros e + 1 elementos de H. Por el Jema anterior basta
demostrar que P’ (c) = 0 para verificar que H es homogéneo para P. Supongamos
que P’ (c) = (1,4). Siaen [d]° entonces existe ben [H]**" tal que ¥ = a. Como
H es homogéneo para P’ tenemos que P/ (b} = (1,1} y por o tanto Q (a) = i. De
esta manera ¢ es homogéneo para (}, contradiciendo asf la definicién de P/, Ahora
supongamos que P’ (¢) = (0,7) y entonces ¢ es homogéneo para Q , digamos
Q (a) = 3 para todo a en [¢]®. Adems4s, repitiendo el razonamiento anterior se
concluye que R (a) = j para todo a en [¢]°. Pero entonces P (a) = s -4+ j para
todo a en [¢]® y por lo tanto ¢ es homogéneo para P, contradiciendo nuevamente
la definicién de P’.

Lema 1.2.4. Dadas n particiones P, : [M]® — r; (i < n) sea e= max
e; y r= [], max(r,,7). Eziste una particién P :[M|° — r tal que para todo
HCM de cardinalidad mayor que e, H es homogéneo para P si y sélo si H es
homogéneo para todos las P,.

Demostracién. Dada cualquier B : [M]® ~» r; con ¢; menor que e, por el
lema anterior se puede obtener una P :[M]*1! — max(r;, 7) que cumple con



la simultaneidad de conjuntos homogéneos. Iterando este proceso se encuentra
una Py : [M]® — max(r;,7) . Por el Lema 1 se pueden combinar todas las
Py para definir una P : [M]° — [], max (r;, 7) cuyos conjuntos homogéneos (de
cardinalidad mayor que e) son exactamente aquellos que son homogéneos para
todas las F;.

Lema 1.2. 5. Para cada p existe una particion Q : [M]" — p+1 tal que i X
es homogéneo para (} y de cardinalidad mayor que uno , entonces min(X) > p.

Demostracidn. Sea Q(a) = min (a,p). Supongamos H homogéneo para
@ v de cardinalidad al menos dos. Sea ¢ = min (X). Supongames ¢ < p,
entonces @ (o) = a. Sin embargo para cualquier otro b en H, @ (b) = min (b, p) >

a=Q{a).

Definicién. Para cada funcién ¢ sea ¢° la composicién de g consigo
misma z veces. Definimos ahora una familia numerable de funciones de la
siguiente manera;

fo(z) =z +2
Far (2) = (£)°(2).

Ndtese que cada f, es estrictamente creciente. El lector familiarizado con la
funcién de Ackerman se dard cuenta que cada f, es primitiva recursiva y que
cualquier funcién primitiva recursiva es dominada por alguna f,,.

Lema 1.2.6. Sea M un natural dado. Pora cade m existe une particidn

R:[M)? = r (donde r depende sélo de m) tal que st X C M es relativamente
grande y homogéneo para R y de cardinalidad mayor gue tres, entonces pare todo
L,y en X, z< y tmplica que f, (z) <y. Como r sélo depende de m, usamos la
notacion r = § (m).

Demostracién.Para cada ¢ € m definimos una particién F; : [M]2 — 2
tal que P(x,y) =0 si y solo si f;(z) < y. Sea @ definida como en el lema
5 para p = 2. Aphcando el proceso descrito en el lema 4 8 las P, y a @
obtenemos una R : [M ] — 7. Bea X relativamente grande y homogéneo para
R, X = {z1,..,2,} . Por induccién sobre i < m se prueba que f;{x1) <z, ¥
por la homogeneidad de X se concluye que f, () < y para cualquier z,7 en X.

Ahora demostramos la #ltima afirmacion.

(i) Para el paso base notamos que fg(z1) = 21 + 2 < 7, puesto que
card(X) > 3.

(i) Supongamos f;(z1) < %n; por la homogeneidad de X, f,(z;) < 22
y fi{zz) < z3, de donde tenemos que f, (fi{z1)) < fi(z2)} < z3; a su vez
fi(x3) < x4, ie. f2(x1) < z4. Induciendo este argumento se observa que
[ (z1) < zyuyy paratoda m < n.

Como X es relativamente grande z; < card(X) = n . De la observacién
anterior se sigue fii (2)) = 7 (2) < 7 (z1) < Zzy41 € Zn.  (En la primera




desigualdad estamos suponiendo z; > 2, lo cual podemos hacer por la homo-
geneidad de @)

Lema 1.2.7.  Sea P:{M]® — s (e 2 2) .Para todo m eziste una particion
P*: [M]* — & ,(en la cual s’ solo depende de e, s y m) tal que si hay un
Y M relativamente grande y homogéneo para P* de cardinalidad mayor que
e, entonces hay un X < M tal que X es homogéneo para P y cuya cardinelidad
es mayor o igual que e+1 y mayor que fm {(min(X)). Come ¢ sélo depende de
m,e y s, usamos la notacion & = w(e,s,m).

Demostracién. Sea h(a) el méximo natural z tal que f, (z) < o. Para
todo @ = ai,...,az, sea hy = h{a1),...h{a.). Sea S(a) = P(ha) si Ao s una
e — neada, es decir A{a1) < h(az) < ... < A(ae) ; S{a) = s en cualquier otro
caso. Asf que S es una particién de [M]° en s+ 1. Esta S ha sido definida para
garantizar la homogeneidad del X buscado. Sea R obtenida de acuerdo al lema
anterior para m .

Aplicamos el lema 4 & R y S para definir Ia P* buscada, P* [M]® — s'. Dado
YC M relativamente grande y homogéneo para P*, el conjunto X deseado es
la imagen de Y bajo h.

Primerc veamos que h es inyectiva sobre Y. Dados @ y b en Y supongamos
a < b. Y es también homogéneo para R y por lo tanto fm (a) < b; de ahi
se concluye que A(b) > ¢ > h(a). Asi que h es inyectiva sobre Y y entonces
card(X) =card(Y) > min(Y). Ademss por la definicién de h se tiene que
Fom {min (X)) < min(¥) y por lo tanto card{X} > fr (min (X)).

Sélo resta mostrar que X es homogéneo para P. Seana y ben {X|®, a = hy,
b= hy, pa a’,b en [Y]®. Como Y es homogéneo para P* también lo es para S
y entonces P (a) = P (hy') = §(a') = S (') = P (her) = P (b).

Principio combinatorio T. Dados naturales positives e, k, r existe un M
tal que para toda familia (Py; £ < 2M) de particiones Pp : [M]° ~ r, existe un
X < M de cardinalidad al menos & para el cual :

(II)sia,b€ X y a < bentonces a® < b
(I sia € X y £ < 2%, entonces X ~ {a + 1} es homogéneo para Fy, donde
X~(@+l)={zeX:z>a}

Proposicién. El enunciado PH implica al principio combiniorio T.

Demostracién. Dados e,k y r debemos encontrar un M que satisfaga
las condiciones de T. Recordemos que f3 (¥} > ¢} (2), donde g (z) = 2. Asi
que existe un natural p tal que si a > p,entonces fz (o) > max( k, e - r®).
Sean e =2e+1, s=7-p+1-6(2) y §=n(e,s3). Encuéntrese un M para
el cual M —, [¢'+1]%. Dada cualquier familia P : (M]® — r para £ < M"
definimos una particién § : [M]° — 2 de la siguiente manera: S(a,b,c) =0
st Pg(b) = Pg(c) para todo £ < 2% S(a,b,c) = 1 en caso contrario. Sea ()
obtenida de acuerdo al lema 5 para p y sea R de acuerdo gl lema 6 para m = 2.
Ahora aplicamos la construccién del lema 4 para definir una P a partir de 5, @
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y R. Finalmente usamos el lema 7 para construir una P* a partir de esta P y
para m = 3. Nétese que P es una particion de [M ]elen s y por tanto P* es una
particién de [M]® en s.

Por la eleccién de M se sabe que hay un conjunto H C M que es homogénec
para P* y de cardinalidad mayor que e, y entonces hay un X C M homogéneo
para P y de cardinalidad mayor que ¢ y mayor que f3 (min (X)) . La construccién
de P garantiza que X es también homogéneo para S, @ y R. De la homogeneidad
para R se desprende que fp (z) < y para z,y en X, = <y; ¥ entonces z% <y
(z? < f2 (z)) . Asi que se satisface T (i) .

La homogeneidad de X para () implica que min{X) > p y por lo tanto
f3 (min (X)) > fa(p). Ademds card (X) > f3 (min (X)), Le. card(X) > fz(p).

Sea a = min(X), basta probar que existen b,¢ en [X]° ajenos y tales que
S{a,b,c) =0, es decir que P (b} = P (c) para todo £ < a”; la homogeneidad
de S garantiza que sucede lo mismo para. cualquier par de e — adas de X.

A cada y en [X]° le asociamos la secuencia vy = (yg,...,Yan~1) donde g, =
P; (y), para cada ¢ < 2°. Puesto que el contradominio de cada F; es r, el mimero
de secuencias distintas de este tipo es r(2*). Por otro lado tenemos que en {X|°
hay mis de 7?") ¢ — adas ajenas, asf que existen b,c € [X]° tales que vy, = ..

1.3 Con(T) implica Con(PA)

En lo que resta de este capftulo identificaremos subconjuntos finitos de w
con sucesiones crecientes finitas de w y usaremos las letras j, k para denotarlos.
Los simbolos ¥, x ¥ z denctardn conjuntos de variables, x = x1,...,Tn; ,7,§,D
denotardn mimeros naturales. La expresién ¢ < k, significard que cada uno de
los elementos de k es mayor que i.

Una férmula limitada 1 es una férmula en la cual todas las variables cuantifi-
cadas aparecen acotadas, es decir (suponiendo ¢ en forma normal prenex} v es
de la forma 3z < 2,..¥z, < 2. @ {x,¥), ¢on ¢ libre de cuantificadores. A una
férmula de este tipo la denotaremos ¥ (y; 2) , donde ¥ es el conjunto de variables
libres de 4 ¥ z representa al conjunto de cotas de las variables cuantificadas.

La teorfa T est4 expresada en el lenguaje de PA mds una cantidad infinita
de nuevos sfmbolos de constante ¢g, €1, ... -

Los axiomas de T son los siguientes:

(3) Las definiciones recursivas de +, %, <, y los axiomas de induccién sélo
para férmulas limitadas.

{i1) Para cada i = 0,1, ..., el axioma ((:;-)2 < €pp1.

(#i3) Para cada subconjunto finito k = ki, ..., k de w, sea ¢ (k) = g, ..., Ck,.-
Para cada i < k, K’ y cada férmula limitada ¢ (y;z) (donde k,%' y z tienen la
misma longitud) tenemos el axioma:

Yy < ¢y - Vin < 6 [ (Y1, ¥ns ¢ (K)) = ¢ (1, yns c(K))] -

Para probar que Con(T") implica Con(PA) mostraremos que dado un modelo
de T el segmento inicial [ de aquellos ¢ < ¢, para alguna ¢ en w ( con las

11



restricciones de +, X, < ) es un modelo de PA . La propiedad T (4i) garantiza
que I es cerrado bajo + y x. Asf que basta probar que los axiomas de PA se
satisfacen en [I,+, X, <]. Es claro que s6lo los axiomas de induccién deben ser
probados. Para ello recurriremos al siguiente lema, el cual nos permitird asociar
una férmula cualquiera a una férmula limitada y asf poder utilizar 1a induccién
para ésta tltima.

Para cada férmula 6 (y) del lenguaje de PA, definimos una férmula limitada
¢* (y;z) de la siguiente manera. Escribimos @ en forma normal prenex, digamos
Az;.. ¥z (x,y), donde ¢ es libre de cuantificadores. Entonces 8" (y;2) es
Ty < 2197, < 22 (X,¥)

Lema 1.3.1 Sea 2{ un modelo de Ty sea & =[I,+, X, <] . Sean i < k, k de
longitud m, a = a1, ...,a, tales que a < ¢;, &8 decir a1 < ¢i,..-,Qn < C;. O1 B es
una férmmla de n variables libres y m variables acotadas entonces

SEf(a) siysslosi UEG {a;c(k)).

Demostracién (por induccién sobre §). Supongamos ¢ (y) es 319 (x;¥).
En este caso 6* (y; 2) es T2y < 230" (%1, U5 22, -y Zm.). Sean a < ¢, 1< k.

=) Si se satisface I F 8 (a1, .., ar) entonces existe algiin b en I para el cual
S =¥ (b,ay, -, an). Sear = {mins: b < ¢;}, entonces tenemos que al{b} < ¢p,
donde p = max{i,7}. Por la hip6tesis inductiva esto implica I/ = ¥ (b,a;¢(3))
para el conjunto j=p+1,p+2,....,p+m—1(yaquep<jyal {b} < ¢p), L&
Sk 6" (a;c(K')) para k' = jU{p+m}. Debe notarse que p < k' y entoncesi < k'.
Asf que se cumplen las condiciones para T'(iii) y por lo tanto U/ = " (a; c (k).

=) Suponiendo U & 6* (a; ¢ (k)) seinfiere por T (iil) U F 67 (a;¢ (k")) , donde
K =k, +1,kn+2 - km+m (km es el méximo de k). De aquf es inmediato
que existe un b < cg, 41 para €l cual
UE §* (b ay, ..., an; ¢ (k7)) donde k"= k' — {k, +1}.
Por la hipétesis inductiva esto implica I F ¢ (b,a1,..,an) ya que aU {} <
Chotl Yhm+1< k”.
ol

Sea ¢ una férmula de] lenguaje de PA, debemos probar la induccién para
. Probaremos que suponiendo T Fvz(p (z) — ¢z +1}] Ap (0) se demuestra
U Bz [p* (me(k)) — @* (z + Lic(R)]A ¢ (0) para cada. ¢; y k > i.

Supongamos b < ¢; y U E ¢* (b;c(k)) . Por el lema 1 se tiene que T &= by
por 1a hip6tesis inicial 7 F ¢ (b + 1) ; nuevamente por el lema 1 L F @ (b+ L;c(k))
. Asi que hemos probado U EVz<alp* (z;¢ (k) — @* (z + 1;c (k)] Ay (0) .

El axioma de induccién para p* nos permite concluir U k Vo<e; ¢* (z;¢ (k));
por el lema 1 se tiene T = Va<e; ¢ (z) i.e T F Yz @ (x).

Hemos probado que para cualquier modelo U de la teoria T, el conjunto

I'={a€|U|:a < pa i€w}esun modelode PA.



Formalizacién en PA

Como utilizaremos el segundo teorema de Godel es necesario que la prueba
anterior pueda ser formalizada en PA, es decir que PAF Con (T) — Con (PA).
De hecho veremos que este tipo de formalizaciones pueden hacerse para casi
cualquier prueba de consistencia relativa presentada en Teoria de Modelos. Es-
tos resultados se basan en una versién sintdctica del Teorema de Completud del
Calculo de Predicados. El teorema al que nos referimos se conoce como Teorema
de Completud Hilbert-Bernays y afirma que en PA+ Con (5) podemos dar una
definicién de verdad para un modelo para S.

TEOREMA DE COMPLETUD HILBERT-BERNAYS. Sea U/ una
teorfa con un conjunto de axiomas primitivo recursivo. Existe un conjunto de
férmulas Ag, Trps, tal que en PA+Con(U) se puede probar que este conjumto
define un modelo de U; es decir:

PA+Con(U) F Va (Pry (z) — Trw (2)) . (%)

Al final de esta seccién presentamos un esquema de la demostracién de este
teorema. Por el momento notemos que en realidad basta mostrar la existencia
del modelo de U v de su definicién de verdad, es decir que basta exhibir M y
Tras () tales que

PA+ Con(U) F Tras {[4]) si 1 es verdadera en M,
PA+Con(Uy =Trps{[#]) sie esfalsaen M.

Bajo estos supuestos la afirmacién (*) se prueba por induccién sobre la
longitud de la prueba utlizando lo siguiente:

PA+ Con (U) + (Trar ([ — é]) ATraa (1)) — Trae ([41)

Aplicando este teorema a la teorifa T tenemos que existe un modelolf de T
tal que

PA+Cong + Yz (Prr (z) — Ty (z))

La prueba del lema 1.3.1 indica como transformar la definicién de verdad
para, I en una definicién de verdad para el modelo correspondiente de PA ( el
segmento inicial definido por los indiscernibles ¢;). Es decir

PA+Cony - V2 (Prpa (z) — Trz (z))
donde 7 es la subestructura de I{ delimitada por los indiscernibles ¢.

Para concluir basta considerar un enunciado falso & en I y obtener asf por
contraposicién = Prp 4 ([a]) .

1.4PCT implica Con(T)
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El objetivo de esta seccién es probar que el enunciado PCT — Con (T} es
derivable en PA. Recordemos que anteriormente se probé la derivabilidad de
PH — PCT; combinando ambos resuitados se concluye que

PAFPH — Con(T).

Principio combinatorio T. Dados e, k, 7, existe un M tal que para toda
familia (Ps; € < 2M) de particiones Pg : [M]® — r, existe un X C M de cardi-
nalidad al menos k para el cual :

(II)sia,b€ X y a < bentonces a? < b

(IIT)sia € X y £ < 2°, entonces X ~ (a+ 1) es homogéneo para Py, donde
X~fa+)={zcX: z>a}.

PROPOSICION 1.4.1 El principio combinatorio T implica Con(T) .

Demostracién.

Dado un subconjunto finito S de T, sean cg, ..., ¢k—1 todas las constantes de
5; sea m el mimero de axiomas de S de la forma (i) y para cualquier axioma de
esta forma sean dy ¥ ey las longitudes de y y 2, respectivamente, en la férmula
% (y;2) correspondiente y d = max (dy), e = max (ey) . Sea M construida de
acuerdo al principio combinatorio T para e,k+-¢, y 7™ . Es decir que para toda
familia de particiones (Pp; £ < 2M), P : [M]® — 7™, existe un subconjunto
X ¢ M de cardinalidad al menos k + e que cumple (I7) ¥ (III).

Para cada natural n, denotaremos n* al conjunto {n]' U...Ujn]™ . Obsérvese
que dado un natural M , la suma M-l—l[M]2|+...+|[M]M_1|+I{M]M1 —oM_1,
es decir que |[M*| = 2 _ 1.De lo anterior se sigue que podemos definir una
funcién g : 2 — M* tal que para todo a € b* ¢~! (a) < 2°

Para cads férmula limitada 4 (3y..., ¥»; Z) Que apsrezca en un sxioma de la
forma (iii) y cada £ € 2M definimos una particién Fg : [M]* — 2 tal que
Fye(c) = 0siy s6lo si ¢(g(£);¢) es verdadera. Aplicando el lema 1.2.4 2
estas particiones obtenemos una particién P : [M]® — 7™. Como el mimero de
particiones P es igual a 2 sabemos que existe un X C M de cardinalidad al
menos &+ e y que cumple ({1} y (I1]).

Sean sg, ..., Sk_1, 108 primeros k elementos de X; afirmamos que

(w; +, X< 80y ey sk—l)

es un modelo de S. Es claro que en este modelo se satisfacen los axiomas (%)
de S. Como X cumple con (II) entonces para todo s;,8; € X, 5; < s; se tiene
que (s;)? < s,; asf que los axiomas (if) de S se satisfacen. Finalmente, sea ¢
un axioma (ii1) de S, i.e., ¢ = V1<, o, YUn < & [ (¥3¢ (k) « % (336 ()] -
Puesto que la interpretacién de ¢; es s, debemos considerar las instancias de .
elementos menores que s;. Por la eleccién de g tenemos que si ¢ € 57 entonces
£ =g '(a) < s, y por (III) esto implica que X ~ (s; + 1) es homogéneo para
Pg; 1a construccién de Py garantiza que X es también homogéneo para Fg y, de
donde se concluye que 4 {a; s (k) si y sélo si ¢ (a; s (k")) donde s (k}, s (k) son
sucesiones formadas de elementos en {s,, ..., g1} Mmayores que s;.
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Formalizacién en PA

La, proposicién 1.4.1 prueba, suponiendo ¢l enunciado PH, que todo subcon-
junto finito de axiomas de T tiene modelo. En esta seccién probamos algo mds
fuerte: en PA+PH se deriva el enunciado Con (T') que aritmetiza la consistencia
de T :

PA 4 PH - Con(T)

La formalizacién en PA de la proposicién 1.4.1 depende de los siguientes
hechos:

(1) Existe una definicién de verdad para férmulas Ag del lenguaje de PA.
Para férmulas del lenguaje de la teoria 7' extendemos estd definicién simple-
mente sustituyendo las constentes ¢, por numerales. Dada una férmula ¢ del
lenguaje T, la formula obtenida al sustituir el conjunto de constantes c,...,tn
por los numerales gy, ..., a, es denotada ¢,, donde a es el mimero de Godel que
codifica la sucesién a,...,8n. (La definicién de verdad para formulas Ap se
presents al final de esta seccién )

(#) (Teorema de Eliminaci¢n del Corte) §i un secuente S es LK. —demostrable
entonces existe una prueba de § en LK, que no contiene cortes esenciales.

(444) Si un secuente es LK, — demostrable entonces existe una prueba P de
S en LK, tal que todas las f6rmulas de P son subférmulas de .

Para simplificar la escritura de ciertas afirmaciones usaremos las letras 5,1
como variables® que denotan secuentes. Por ejemplo la expresion YS¢([S}) es
una abreviacién de ?para todo z, st z es el numero de Gidel de un secuente
entonces ¢ (x)”.

La prueba del (#1) tal como se present6 en el capftulo 1, es formalizable en
PA en el signiente sentido

PA FVYS({+8) — {F. $)) (1

donde {+ S) es la férmula que representa ”existe una prueba de S en LK.”
y {F« S) representa "existe una prueba de S en LK, sin cortes esenciales”.

Ahora supongamos que P es una prueba sin cortes esenciales de un secuente
S del lenguaje de PA. y cuyas f6rmulas son Ag, ie, cada formula en P es
también Ap. Entonces podemos probar en PA que cada instancia numérica de
S es verdadera; es decir:

PA VS (e S (b1, bm)) = V21 2mT7ag ({S (F2s o1 Tm))) - (2)
La prueba de (2) se hace por induccién sobre el nimero de secuentes en la
prueba P. Debe notarse que es indispensable que la prueba P no contenga cortes

esenciales, de otra manera P podria tener férmulas que no sean Ap a las cuales
el predicado Tra, no aplicarfa. Los detalles Jos dejamos &l final de esta seccion.
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Como consecuencia de este resultado v de la Proposicion 1 se tiene que si
5 es un secuente que pertenece al lenguaje de la teoria T y ademds existe una
prucba P de S libre de cortes esenciales (y por lo tanto todas sus férmulas
son Ag) se demuestra en PA que existe una interpretacion de las constantes
e1,...,Cn de S para la cual cada instancia numérica de S es verdadera :

PA+PH = V8({e 8 (bt .., b)) — Vs, ...,merAu(<S (F1, 0 Tm) )

Supongamos que I es un subconjunto finito de axiomas de T, el resultado
anterior implica que para el secuente I' — [ = T obtenemos:

PA+PHEVI{{F. T = 0=T1) - 3yTra,((T - 0= T)y)) (4)
Ademsds también se puede probar
PA + PH +VI(=3yTra, ((C »0=1),))

de donde se sigue por (4)
PA+ PHFVI(~{r. T >0=1))
y por {1) o
PA+ PHEVD(-{(FT = 0=T))

Esta wltima afirmacién es equivalente a PA + PH + Con (T)
Definiciones de Verdad

Una definicién de verdad en PA para un conjunto de enunciados T' {del
lenguaje de PA) es una férmula Trp de PA con sélo una varisble libre y tal
que para todo enunciado A de I

PATrp (DT]) A donde [A] es el nimero de Godel
de A,

Nuestro objetivo es probar que existe una definicién de verdad para las enun-
ciados Ap. Como primer paso veamos una definicién de verdad para férmulas
atémicas.

En el apéndice demostramos que dados términos cerrados ¢,s, se tiene
que PAF{ =156 PAFt# s, donde ademds la longitud de la prueba depende
de la complejidad de los términos, estd es, hay upa funcién recursiva f tal que
f{{t = s]) acota la longitud de la prueba considerada. De esta manera se tiene
que la formula Jy < f([@]) Prov(y, ([$]}) sirve como definicién de verdad para
enunciados atémicos ¢.

Para enunciados libres de cuantificadores la definicién de verdad comsiste
en dar una representacién ( a través de numeros de secuencia ) de la tabla de
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verdad del enunciado. En este caso consideraremos niimeros de secuencia que
pueden ser descompuestos en Ja forma 2% - 3% - .- p.~7',dondex; =162y p;
es el i—ésimo primo. Para formular la definicién de verdad buscada necesitamos

los siguientes predicados:

stp ([A]) representa " A es un enunciado libre de cuantificadores™.
seq (z,y) representa "z es un mimero de secuencia de longitud 3"
Tro ([A]) es la definicién de verdad para férmulas atémicas.

En lo que sigue Ja expresién V[B] abrevia "para todo z, si z es el nimero
de Codel de una subférmula de A”. La definicién de verdad para enunciados sin

cuantificadores es la siguiente
Tre([A]) &
stp ([A]) A Fu[seq(, [A) AVi(i < [A]) -
V{B](i = [-B] = (z (i) =2 = z(|B]) = 1))
AV [BIV[C](i=[BAC] = (z(i) =2 & z([By =22 ([C]) =2))
Y [B] (At ([B]) — (z([B]) = 2 <= Tro ((B]))

Az ((A]) = 2

Veamos un ejemplo para ilustrar el significado de esta férmula. El enunciado
¢ = 3+2=5A {2 < 1} es derivable en PA, asf que debe existir un mimero de
secuencia con las caracteristicas descritas en Trp. Este nimero es el siguiente:

py-p2-p}-pl

donde a,b, ¢ y d son los mimeros de Godel de ¢,3+2=5,~(2<1)y2<1
Tespectivamente.

Lo anterior es suficiente para dar una definicién de verdad para enunciados
Ag ya que cualquier enunciado de este tipo es equivalente a un enunciado libre
de cuantificadores.

CAPITULO I

En este capitulo daremos otra prueba de la inderivabilidad del enunciado PH
en PA. De hecho mostraremos un resultado mas general que permite probar la
inderivabilidad de enunciados £; bajo ciertas condiciones.

Este resultado consiste en mostrar que si un enunciado ¢ de la forma Vy3z R(y, z)
(donde R es una. relacion primitiva recursiva) es PA —derivable entonces la fun-
cidn oy , definida como el minimo n tal que R (m,n), es dominada por alguna
funcidn de Hardy. Funciones de esta forma son conocidas como funciones re-
cursives demostrables.

2.1 LAS FUNCIONES RECUSRSIVAS DEMOSTRABLES
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en PA. De hecho mostraremos un resultado mas general que permite probar la
inderivabilidad de enunciados £; bajo clertas condiciones.

Este resultado consiste en mostrar que si un enunciado ¢ de la forma Vy3z R(y, z)
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El objetive de esta seccién es mostrar que toda funcién recursiva demostra-
ble es una funcién ordinal recursiva. En este capitulo trabajaremos con la
Aritrmética de Peano fromalizada en el célculo de secuentes LK (ver apéndice).

Aritmeética de Peano

Para formular la aritmética de Peano utilizamos el siguiente lenguaje:

un stmbolo de constante 0
stmbolos de funcion ’, +, -
stmbolo de predicado binerio =

La interpretacion de casi todos estos simbolos debe ser bastante cbvia. Sélo
mencionamos que el simbolo de funcién ' interpreta la funcién sucesor. De-
notamos (t),, a la enésima aplicacién consecutiva de la funcion / al término ¢.
As{ que cualquier natural n estd representado por el término (O)Jn , el cual serd
usualmente abreviade por .

El sistema P A es obtenido a partir de LK, agregando seis secuentes iniciales
{llamados secuentes iniciales matematicos) y afiadiendo la iInduceién como nueva
regla de inferencia.

1) Los secuentes iniciales matemdticos son:
=t as=t

g =0—
—s5+0=3s
—s+t'=(s+1)
—s5-0=0

—s-¥=s5t+s
2) La regla de induccién:

Fla),[ = A, F(a')
F{0),T = A F{s)

donde a no aparece en F(0),[' o A, s es un término arbitrario que no
contiene a y F (a} es cualquier férmula del lenguaje.

El ordinal g

Llamamos gq al primer ordinal & que satisface la ecuacién o = o, es decir,
g0 = lim {w,w*”,w*”,...). Es importante notar que p es numerable, razén por
la cual al conjunto de los mimeros naturales le puede ser inducido el tipo de
orden de cualquier o < gg.

Decimos que un ordinal o se encuentra expresado en forma normal si lo
escribimos como la suma de potencias de w, es decir, si existen ordinales oy >
g 2 ... 2 ap tales que o = w™ +w™ + ., +w* . Es un resultado conocido de
la Teorfa de Conjuntos que todo ordinal tiene una tnica forma normal.

18



Funcicnes a—recursivas

Sea 7 una funcicn del conjunto de los wimeros naturales en un ordinal «,
es decir 7 : w — a. Entonces podemos definir clase de funciones a—recursivas
primitivas de la siguiente manera:

{#) fl@)=a+1
(#) f(at,-—en)}=0
(#) f(a1,..,an)=a, (1 <i<n)

(i) flay, - an) = g{ha (a1, .y an), - Bm {a1,-., @n))
donde g y h; son a—primitivas recursivas.

('U) f (O’GQ}---: an) = g(a'2: )a’n) )
fla+1,02,...,a.) = h{a, f(a,a2,...,an) , G2, -, Gn)

donde g ¥ A son q-primitivas recursivas.

(’.‘Ji) h’(f (T(ah...,an),(12,...,0.,1,),0.1,...,0.“)
si w(T{(a1,an)) < wlay)
f(al,...,an) =
g{a1,.-,0n) en caso contrario

donde g, h y T son q—primitivas recursivas.
1

Asignacién de ordinales a las pruebas de PA.

Para mostrar la asignacion de ordinales a las pruebas de PA necesitamos las
sipulentes definiciones:

1) El grado de una férmula es el mimero de simbolos légicos que contiene. El
grade de un corte es el grado de la férmula de corte. El grado de una inferencia
ind es el grado de la férmula de induccidén.

2) La altura de un secuente S en una prueba P (denotada h(S; P) ) es el
méximo de los gradoes de los cortes ¢ inducciones que aparecen en P antes que
s

3) Para cada ordinal o y cada natural n, definimos wy, (o) por induccién
sobre 7; wp (@) = @, Wpay (@) = wn ().

Primero asignamos ordinales a los secuentes en una prueba. El ordinal asig-
nado a un secuente S en una prueba es denotado o(S; P) 6 simplemente o(5).
Asurpiremos que los ordinales se encuentran expresados en la forma normal. St
ay 3 son ordinales de la forma w® +...+w* y wf + .. +wPm respectivamente
(12022 .2 any By 2822 ... 2 B, ), entonces a#S denota al ordinal
W wM A wtem s donde {Ay, Az, o Angm ] = {on, @, F10s, 001 EL
ordinal a#3 es llamado la suma natural de & y G.

19



La asignacion se define de la siguiente manera:

1) A un secuente inicial se le asigna el ordinal 1.

2) Si S es el secuente inferior de una inferencia débil, entonces o (S) es el
mismo que €l de el secuente superior.

3) Si 8 es el secuente inferior de Aizquiezrda, Vderecha, =>derecha, ~derecha,
~jizquierda o una inferencia que involucre un cuantificador, o(S) = e+ 1,
donde « es ¢l ordinal del secuente superior.

4) 81 S es €l secuente inferior de Aderecha, Vizquierda, =rizquierda y los
secuentes superiores tienen ordinales a y {3, entonces o (S) = ot

5) Si8 es el secuente inferior de un corte y sus secuentes superiores tienen
ordinales &y 8 , entonces o(8) = wg.; (@ + ), donde k y I son las alturas de
los secuentes superiores de S, respectivamente.

6) Si S es el secuente inferior de una induccién y el ordinal del secuente
superior es a,entonces 0{8) = w1 (e +1),donde oy 2 ag 2> .. Zan ; ky
I son las alturas de los secuentes superiores de 8.

7) El ordinal de una prueba P, o{P), es el ordinal de su secuente final.

Lema 2.1.3 Supongamos que P es una prueba que contiene al secuente Sy
y que no hay inducciones abajo de Sy; llamemos P1 a la subprueba con secuente
final 8;. Si P! es otra prueba de Sy tal que ofP)) < o(P) y P’ es la prueba
obtenida reemplazando P por P{ en P entonces o (P') < o(P).

Lema 2.1.4  Sea § un secuente de la forma — xR (a,z). 5t P es una
prueba en PA de S que contiene ung induccidn [ entonces existe una prueba
P’ de S que no contiene a l; ademés o(P') < o(P). Un resultado andlogo se
obtiene para pruebas que tengan cortes esenciales.

Corolario. Sea § un secuente de la forma — JoR(a,z}. 59 eziste una
pruehe P de § en PA entonces existe una prueba P’ de S gue no contiene
cortes esenciales ni induccriones; ademés o (P') < o{P).

La prueba de este lema requiere una gran cantidad de resultados del Calculo
de Secuentes v es bastante larga pare incluirla aquf. Sélo presentamos aqui 1a
forma de eliminar induceciones y mostramos ademds que el ordinal de la prueba
reducida decrece. El lector puede encontrar una descripcidn detallada de estos
resultados en [4] . Nos referiremos a resultados de este tipo, que consisten en
dar pruebas de un mismo secuente sin usar clertas reglas de inferencia, como
métodos de reduccién. Una prueba que contiene alguna regla eliminable es
llamada prueba reducible.

Una observacién importante respecto a este lema es que se da un proced-
imiento efectivo para construir P a partir de P y de manera tal que e} nimero
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de Gédel de P’ se puede caleular recursivamente a partir del niimero se Godel
de P. Fste hecho es crucial para los resultados que vinculan la derivabilidad
de una férmula ¥; con el crecimiento de su funcién o correspondiente. Para
tener un acercamiento al analisis del crecirniento de las pruebas reducidas en el
caso de cortes esenciales sugerimos al lector ver el apéndice B, en donde damos
como ejemplo de las técnicas de reducecién una demostracién del Teorema de
Eliminacién del Corte para el Cédlculo de Secuentes. Este Teorema muestra una
técnica de reduccicn que, aunque més sencilla que las referidas en el lema 2.1.4.,
sirve para ejemplificar cémo el crecimiento de una prueba reducida puede ser
caleulado recursivamente.

Eliminacién de inducciones

Para jlustrar de alguns manera la estrategia de la prueba del lema 2.14
veamos cémo se puede eliminar una induccion en el caso en que ésta aparece
como la 1iltima regla de inferencia; es decir que la tltima parte de la prueba
P{m) es de la siguiente forma:

P, (a)

< Fz{a,z) — Iz (d,x)

3z (0, z) — Jz (7, z)
donde B, es la subprueba con secuente final 3z (a,z) — 3z (a’,z}, y sean !
y k las alturas del secuente superior $ y del secuente inferior Sy de la induccién,

ademds supongamos que o (§) = w’t +w’2 + ... + wh=. Entonces

0(So) = wi—ky1 (pa + 1)

La prueba reducuida P’ es

Py (0) Ry (1)
St 3=(0,z) — 3x(0,z) Az (0, 2) ~ Fx {0, z) P (2)
So 3z (0,z) — 3z (0", x) Fx {07, z) — 3= {07, z)
S 532 (0,7) — 32 (07, 3)
Sm—1 32 (0,z) = Jz(m—1,z) Fz(m—1,z)—

3z (7, )

3z (0,x) — 3z (W, x)
Nétese que los secuentes 5y, ..., Sm—1 tienen todos altura ! ya que las férmulas
3z (7, z) tienen el mismo grado. Asf que

o3z (R, z) » Jz(n+ Lz} P)=u paran=0,..,m—1
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y entonces o (Sz) = p#u; 0(S3) = p#udty; .., y en general 0(S,) = pxn
donde g n = pFtudt...#u n veces. De lo anterior se sigue que

0{So; P) = wi—g (psm — 1)
Ademss es claro que g+ (m — 1) < w1l y por lo tanto

0(So; P} = wig (% (m — 1)) < wi—gs1 {1 +1) = 0(56; )
Por el lema, anterior se sigue que o (P") < o (FP).

Con & resultado expuesto en el lema 2.1.4 podemos ya hacer un primer
acercarmiento al andlisis del crecimiento de las funciones gg.

Definicién. Una secuencia de secuentes de una prueba P es una rama (de
P} si satisface las siguientes condiciones:

1) La secuencia comienza con un secuente incial y termina con el secuente
final.

2) Cada secuente en la secuencia, excepto el ultimo, es un secuente superior
de una inferencia y es seguido inmediatamente por el secuente inferior de dicha
inferencia.

PROPOSICION. Supongamos que la férmula ¢ es de la forma Vy3z R (y, x) ,
donde el predicado R es recursivo primitivo. Si existe una pruebade — 3xR(a,z)
en PA con ordinal o, entonces la funcién o4 definida por:

o4 (m) = el mimimo n tal que R(m,n)
es ¢- recursiva primitiva

Pemostracién. Dada una prueba P de — JzR({a,z) tenemos que para
cada m hay una prueba P () de — JzR (M, z) en PA con el mismo ordinal y
con mimero de Gddel recursivo primitivo. Nos referimos a la prueba obtenida
al sustituir ¢ por 75 en la prueba P. Es f4cil ver que el mimero de Gisdel de esta
prueba se calcula recursivamente a partiz de m, i.e. existe una funcién recursiva
primitiva 7 tal que 7 (m) es el nimero de Godel de P (7).

Sea r )a funci6n tal que si p es el ndmero de Godel de una prueba reducible,
entonces r (p) es el mimero de Godel de la reduccién obtenida por el Jema 2.1.4;
r(p) = p en cualquier otro caso. Recordemos que 7 es primitiva recursiva.

Por el lema 2.1.4 sabemos que dada una prueba @ de — xR (7, 2) (con
nimero de Godel p) que contenga un corte esencial o una induccién podemos
encontrar uns prueba reduccién para la cual o (r (p)) < o(p) , donde r (p) es el
ntimero de Gédel de la reduccién. Iterando este proceso encontramos finalmente
una prueba @ en PA de — JzR(M,z) que no contenga cortes esenciales o
inducciones. En particular esto sucede para la prueba P (m) , de donde tenemos
que existe una prueba P’ (m) que no contiene inducciones ni cortes esenciales.
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Como la prueba P’ (m) no hace uso de cortes esenciales ni de induecciones
proberemos que debe contener una férmula verdadera R (7, 7) para algin n.
Para esto haremos las siguientes observaciones.

En primer lugar podemos asumir que no aparecen variables libres en P.
De ahf que si I' — A es un secuente de P, entonces cualquier férmula en T
es atémica cerrada y toda férmula en A es una férmula atémica cerrada o es
JzR (m,z).

Definimos ahora la siguiente propiedad ¢ de secuentes. Un secuente tiene
la propiedad @ si cualquier f6rmula atémica en el antecedente es verdadera. y
cualquier férmula atémica en el consecuente es falsa.

Nétese que el secuente fnal de P satisface Q; adermds, si el secuente inferior
de un corte en P satisaface § uno de los secuentes superiores también debe sat-
isfacerla ya que las féromula de corte es cerrada y atdmica. Ahora consideramos
una rama de secuentes de P que satisfacen Q. La rama empieza con el secuente
final de P y cada vez que cada vez que un secuente inferior aparezca en la rama
tomamos un secuente superior que satisfaga €. Es claro que ningin secuente
inicial satisface @, asf que la rama debe detenerse antes de llegar a un secuente
inicial. Esto sélo puede suceder en el siguiente caso:

T — A, R(m, k)
- A 3zR (7, z)

donde R(7, %) es verdadera.

Definimos una funcidn g de la siguiente manera:

glr(p) siolr{p)) <olp)
g{p) =

p en cualguier ofro ¢aso

Es inmediato por definicién que ¢ es a—primitiva recursiva y ademés

oy (m) < g ([P (F)]) = g (v (m))

donde P (a) es la prueba de — 3z R (a, z) considerada inicialmente y v esla
funcién recursiva primitiva que representa a los mimeros de Godel de las pruebas
P(m).

Definicién. Decimos que una funcién f, f:w — w, es recursiva demostra-
ble en PA si existe una férmula ¢ tal que:

1) ¢ es PA—derivable

2) ¢ pertenece 2. la clase T

3) f{r) =04(n), para todo natural n.
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2.2 FUNCIONES DE HARDY

. S5 w™ 4. 4% eslaforma normal de o (o 2 .. > ) ¥ 0P+ FwPm
es la forma normal de 3 (3, = ... = (,,) usaremos la expresién a+ /3 sélo cuando
Gr > B3 También podrd ser usada en el caso en que o ses vacfa, y entonces
o+ 8 es 3 misma.

Definicién 2.2.1 Para cada ordinal limite ¢, @ < g, definimos una sucesién
de ordinales {a}(0), {a}(1),...{a} (n),..., de la signiente manera:

i) Si ¢ es de la forma 8+ w"+?, entonces {a}{n) = F+w” - n.

#) Si  es de la forma B+ w7 y ¥ es un ordinal limite, entonces {a}(n) =
B4 wlrHm)|

En el primer caso es bastante claro el resultado de {a} (n) . Para el segundo
caso mostramos los siguientes ejemplos. Para a = §+w® tenemos que {a} (n)

B +wl@H®) = g4 w™. De ahf es ficil observar que para oo = §+w® , {a} (n) =
B+ W,

Definicién: A continuacién definimos recursivamente la funcién de Hardy
para cada ordinal menor que gg.

ho {m) =T
o1 (z) =hp (2 +1)
ho (Z) = hia}(z) (#) sl o es un ordinal mite.

Para verificar que las funciones de Hardy estén bien definidas basta notar que
dados un ordinal limite & y un natural n siempre se puede obtener a partir de
{c} (n) un ordinal sucesor después de un miimero finito de aplicaciones sucesivas

de {}(n)..

Recordemos que para cada funcién unaria f, f™ denota la enésima iteracin
de f, es decir £°(z) = z, f™ (2) = £ (/™ (=)}
Decimos que una funcidn g de aridad k es domrinada por una funcién unaria
f st existe un natural n para el cual
g (@1, 28) < f (max(zy, -, Tx))
siempre que max(z;,..., Tk) > 7.

Proposicién. Sia >0y z >0, entonces h, (z) > z.
Demostracién. ( por induccién sobre a ).
Sie=0F+1entonces hy(z)=hg(z+1)>z+1>w
Si & es ordinal l{mite, entonces hq (%) = hiay(z) () > 2.

Lema 2.2.3  Si o es un ordinal lfmite, entonces hag (2} = ko (ha (z)) -

Demostracién. Por induccién sobre 8.

(i) B= B, 1. Por la hiptesis inductiva harg, (2 + 1) = ha (g, (z +1)),
de donde ha+go+1 (:t.‘) = h, (h50+1 (:C)) .
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(i) Si B es ordinal limite entonces & + § es ordinal limite, asi que por
definicién hays () = Blatsio) (z) = Aot (8}(z) (z) y por hipétesis inductiva
Pot (8}(z) (T) = ha (h{gye) (2)) - Nuevamente por definicién {ya que 3 es ordinal
limite) Ao (Big)(z) () = Ba (hg (2)) -

Corolario. Se cumplen las signientes ecuaciones.

() k(@) =hi(@) =z +1
(i) husn (2} = R (@)
(#8)  hwe (x) = hytei= (£) 81 o es ordinal limite

S6lo probamos (i1) notando que s+ (T) = hyus+iy(ay (2) = hus 2 (3) ¥ Por
el lema anterior kg s.; (z) = h%s (2).

Lema 2.2.4 Sea g una funcién creciente. Si una funcién f(z1,...,zs) €s
dorninada por g entonces existe un natural p tal que para toda instancia 21, ..., Tn
f (@1 Tn) < max (g (max (T1,...,Tn)) , P)
Dem. Si f es dominada por g entonces existe m tal que
fZ1sn ) < g(max (z1,...,Z5))

cuando max(%y, ..., Tn) = m. Sea {m}" el conjunto de eneadas de elementos
menores que m y sea p = max (f (€1,...,%n) : {T1,..,Tn) € {m}™). Debe ser
claro que este es el natural que buscamos.

Lema 2.2.5  Si f(Z1,1%m) ¥ 01 (£1, s %n) , ---Gm (21, ..., ) sOD dom-
inadas por h.e, entonces f (g1 (%1, %n) s - Gm (T1, oy En)) es dominada por
hyo2.

Demostracién. Si f(z1,...,Zm) e dominada por k.« entonces existe un
natural p tal que para tode z3,...,Zm

F (#1500 Tm) < max (o (03X (1, ) Tm)) , P)
De igual manera se prueba que existen naturales ry,...,7m tales que para
TEm
Gi (21, oy Tn) < max (Aue (T, ey Zn) ,T2)
Sear = max(p,T1,...,Tm) ¥ = = max (21, ..., o) . Entonces para todoyy, - Ym
Y T1y00 Tn

FW1s o ym) < 108 (B (08X (Y1, 00 Ym))>7)
g1 (Z1, .0, Zn) < maX (hye (2),7)

Gun (€1, ..., Tn) < max (b= (z),7)
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y por lo fanto

Flg (21,0 Tn) s s @ (Z1, 00 Tn)) < maX (Ryo(max(hye () ,7)),7) =
max (hue (huwe ()}, hos (7)) = max (hues (), hue (7)) -
Esto iltimo implica que si z = max (z1,...., ) > r entonces Age g {z) >
hue () > hye (r) de donde se sigue

F oz, o Zady oo G (T1, o, ) < Rpoa (T)

Lema 2.2.6 5i h(z) y g{z,v,2) son dominadas por ke y f({z,y) esta
definida por recursidn primitiva a partit de & v g, es decir, f(0,y) = R {¥),
flz+ L.y} =g(z,y f(z,v)), entonces f es dominada por A oa+14s.

Demostracién. Por el lema 2.2.4 sabemos que existe un natural p tal que

h(.’I»') < max(hw-* (.‘L‘) :p)

g (:r‘r'yz z) < ma‘x(h‘w“ (max (:r:,'y, Z)) :P)
Por induccién sobre z se prueba  f(z,y) < h%i' (max(z,y,p)). El caso
z = 0 es obvio.
f(z + Ly) < max (hoa (z,9, R5E" (max(z,1,2)),) ,p)
< hw“‘ (hZt! (max (z,y,p)))
$+2 (ma‘x (3:: Y, p))

< hEE? (max (z + L,y,p))
Para concluir simplemente recordemos que h?; (2} = h s+1(2). Sea m =

max (z,y,p).
F(=,y) < gkt (m)
hm+1 (m)
m+1 (m + I)
= w"""- (m +1)
== flgebig) (m)
Asf que si max(z,y) > p entonces f (z,y) < hyetriy1 (max (z,y))

Corolario. Cualquier funcién recursiva primitiva es dominada por Auw.

Lema 2.2.7 8i « es ordinal sucesor, A, es creciente,
Demostracién. Si oo = + 1 entonces hq (z) = hg(z+1) < hg(z +2) =
ha(z+1).

Proposicién 2.2.8.

1) Sia>1yn>0, entonces {w® Hn) es un ordinal limite.

Dem. Si o = 8+ 1(8 > 0} entonces {w*}(n) = wf - n. Si o es limite
entonces {w®} (n) = w{®{™) Es claro que en ambos casos el resultado es un
ordinal limite.
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2) §i o es un ordinal lémite y © es un natural positive, entonces existen
ordinales Ifmites @« = @4 > 2 > ... > ou,  toles que i1 (IS 1€ k) es
{a}(0) 6 {o}(z)y arta=0.

Dem. Por induccién sobre a. Si o = ag + w, entonces ag = {a} {0) ¥ por
la hip&tesis inductiva el problema se reduce a ag. Si & = o + «® entonces

{a} (z) = a0 + {w} (2).

3)Sea @ un ordinal limite y no de la forma ap +w. 5t § ¥ = son naturales
positivos, entonces existen ordinales limites
{elfl=ar>a > ... > ar,
tales que oy (ISi< k) es {a}(0) 6 {a}(z) y ar = {a} (- 1).

Dem. Por induccién sobre . Podemos asumir que & = o y 5> 1.

I) B es ordinal sucesor, 8= fB,+1. En este caso se tiene que {a} (§) = wPo-j
y por lo tanto {{a} (1)} (x) = wPo (7 — 1)+ {0} (z). De aqui tenemos dos
subcasos:

-Si B, es ordinal sucesor entonces {w® } (0) = 0 y por tanto {{a} ()} {0) =
wPo(j —1) = {a} (- 1).

- 81 B, es un ordinal limite entonces {w} () es un ordinal limite y por el
inciso anterior se sabe que después de sucesivas aplicaciones de {}{0) v {} (=)
se convierte en 0. Asf que después de las mismas aplicaciones {{a} (1)} {z)=
wPu (§ —1) + {wPo} () se transformaen wfo (j — 1) ={a} § ~1).

II) B es ordinal limite.

-5i B = B; +w™,n > 1, entonces, por la hipétesis inductiva,{ B; + «™} (7)
puede ser obtenido & partir de {8} (5 — 1) por aplicaciones de {}(0) y {}(z);
ast que {a} (§ — 1) = w{PHI-1} es obtenido a partir de wiPHI) = {a} (5) por las
mismas aplicaciones de {}{0) ¥ {}(=). .

Si B = B +w, entonces {a} () = whrt? y {a} (§ — 1) = WA +U-1), Por lo
tanto {{a} (1)} (z) = W tU~1. 3 Por (2) sabemos que {a} (5 — 1) se trans-
forma en O después de algunas aplicaciones de {}(0) y{}(z). Iterando este
proceso & — 1 veces al ordinal {{a} ()} (z), éste se transforma en wfr+i-1} =

{e}(f-1.

Lema 2.2.9 Si & es un ordinal limite y i < § < z, entonces
hiays (2) < heayp) ()

Damostracién. Podemos asumir que i =7 — 1. Si & = # + w, entonces

ey (2) = ey (@) = Rgyny (B 1) 2 ki () = hieye (z). (La
desigualdad se cumple ya que 7 + ¢ es ordinal sucesor).

Supongamos que ¢ no es de la forma B + w. Por la proposicién 2.2.8 (3)
sabemos que {a} (j — 1) puede ser obtenido a partir de {a} (7} por aplicaciones
de {} (0) y {} (z). Bs decir que existen ordinales ay, ..., &, tales que

{a}(@) > > . >a,={a}{j-1)

donde cx+1 es {ar}{0) 6 {e} (). Asi que basta probar que h,, ., (z) €
Pa, ().

Siaes; = {ay} (0) entonces por la hipétesis inductiva tenemos que Ay, ,, (%) =
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e }0) (£) € Aiaga) (%) = hay, (2)
Si apy1 = {op} (), entonces
hﬂfk+1 (m) = h{ak}(w) (.’Jl') = hu’k (SL‘) -

Lema 2.2.10 Para cada o, h, es estrictamente creciente.
Demostracién. (por induccién sobre o). Si o es ordinal sucesor entonces
ha(z+1) = kg (z+1) = hg(x+2) > hg(z+1) = hge1 (z) =
he(z) .
5i o es ordinal limite entonces
ho {z) = h{a}(x) (z) < h{a}(_ﬂ (z+1) < Pladesp {2+ 1) =Rs(z+1).
La primera desigualdad se satisface por la hipétesis inductiva; la segunda
por el lema anterior.

Corolario 1. 8i 8 < «, entonces hy es dominada por hg.

Deemostracién. Si « es ordinal limite entonces podemos encontrar algiin i
tal que 8 < {a} (i) . Por la hipétesis inductiva tenemos que hg es dominada por
h{a}(s)- Ahora veamos que hia}y;) s dominada por hg. 8i @ > 4, entonces por el
lema 2.2.9 sucede que

hiayiy (2) € hiai(z) (2} = ho (2) . Por lo tanto hg es dominada por A,

Lema 2.2.11 8i e es ordinal iimite, § = w® y w® > @, entonces
w® - {a}(m) = {&* - a} (m).
Demostracién. Sea o = ap + w®* la forma normal de e.
St an = B + 1, entonces § + o, = (§ + 8) + 1 también es sucesor; asf que
W {a}(m)=wl-ap+wl (WP m)=uwl o+ (WHB)-m =

{of - ap + WY (m) = [ - o},

Si @, es limite entonces o® - {a} (m) = w? - ag +w? - w{e=}m} De la hipéte-
sis w® > @ se infiere que § > o Ademés & + oy, también es limite asf que
{wh - a} (n) ={u’ - ag +witen} (m) = Wl . ag + wlt+aaHm) =

w? - ap + Wi tHenm) ({+an}(m)=6+{ax}(n) vaqued > a,)

Definicién. Dado un ordinal & definimos la corplejidad ¢(a) de la sigu-
iente manera:

c(0)=0, cw*) =cla)+1, elatr B =cla)+c(F).

Lema 2.2.12. Sea 8 un ordinal limite, @ < 8y ¢(a) < n. Entonces
o< {8} ().

Demostracion. Primero notemos que si & = § 4+ (w® - a; + ... + w® - as)
(ea> . >0}y B=06+ (wh b+ ... +wh - b,) entonces w™ - a; < W - by
Ademés podemos afirmar que {8} (r) > & +w?: (b — 1) + {wP1} (n).

CBSO 1. -ﬁl > 0
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(a) 81 B; = Bg+1entonces By > og v {1} (n) =who.n > w* .n. Ademss
sucede que n > ¢{a) > ag; y por lo tanto {whr1}(n) > w* (a; + 1) > w™ -ay+
e tw®e g,

{b) B, es ordinal limite, ie. 8; > a-+ 1. Por la hip6tesis inductiva {3} (n) >
ar + 1, (ya que n > c(a) > c(az +1) ) de donde {w1}(n) = wifi}m) >
witl = ey

Caso 2. ,31 =y >a

En este caso Pt (b; — 1) > w™* -a; y por la hipétesis inductiva {wP:} (n) >
W ag+ . +w™ a, (yaquen>cla)>c(w-ap+..+w* - a,)).

Lema 2.2.13 Sead=of, a< B <w® ycla) < z. Entonces hys., () <
h’w‘- 8 (-’l}) .

Demostracion. Por induceidn sobre 3.

Si 8= 8+ 1, entonces

hs.o(Z) < hye. Bo (z) < hs -Bo (hs (z)) = w"(,80+1) (=)

La desigualdad estricta se cumple va que hys () > z y Rs. B, s estricta-
mente creciente. La primera desigualdad se satisface por la h1p6te31s inductiva.

51 B es un ordinal limite por el lema anterior tenemos que & < {8} (z) . Asf
que

ho.o(2) < hwa_{ﬂ}(z} (z) = h{ua,‘g}(z) (z) = hus.g (z)

2.3 EL RESULTADO PRINCIPAL

PROPOSICION. Sea ¢ un enunciado P A—derivable de la forma Vy3zR (y,z) .
Entonces existe una funcién de Hardy h,, y una funcién resursiva primitiva u (z)
tal que para toda z, oy (z) < ko (u(x)).

Dem. De la prueba de la proposicion 2.1.1 recordemos que existe una
funcién g tal que

gg(m) =g([P(m)]), dondeg estd definida por

g(r(z)) O () <O0(r)<wn
g (:C) =
z en cualquier otro caso

Por el corolario de los lemas2.2.5 y 2.2.6 es suficiente que probemos que exis-
ten ho y u (2) tales que para toda z, g{z) < hq (u () . Nétese que la asignacién
de ordinales a pruebas que presentamos satisface la condicién z > ¢ (O (z)) para
aquellos z que sean nimeros de Godel de alguna prueba. Definimos el ordinal
|z| de la siguiente manera:

Ofz) siO{r(z)<0x) <ws

|z =

29




T en cualquier otro caso

Como r () es primitiva recursiva existe un natural p tal que r (z) € max(h., (z),7)
y por lo tanto max (z,max (r{z),p)) < h, (max(z,p}). Definimos u (z) =
max {z,p) . Asf que

max(z, w (r (z))) = max (z, max (r () ,p)) < hu,, (max{z,9)) = ho,, (u(z))

Por induccidén sobre |z| probaremos que
9(2) Sho, foy (u2) -

Si {z|=0, entonces g(z} = z < u(z) = ho(u(x)). Ahora supongamos
|z| > 0 y que la desigualdad se cumple para los s tales que ls| < |z|,entonces
tenemos que:

9(z} < max (z,g{r (z)))
S masx (:E, hwn'lr($)| (‘Lt. (7‘ {.‘J:))))
€ R irie)] (max (z,u (7 (2))))
€ by tr(2)) (P, (1w (2)))
< A, izl (2 ()

~.<._ hun-[ac[ uir)).
La dltima desigualdad se cumple por el lema 2.2.13 y porque
clr@[+1) e(lr(@N+1<r(2) <ulz)

Nuevamente recurrimos al lema 2.2.13 y observamos que como ¢ (|z]) < z <
u(z), se concluye que

9 (%) < huspnn (u(2)) -

O

Definicién. Decimos que una funcién f : N* — N es monétona si para
T1, -9 Tny Y1y ln EN

i Zy Y1, -, Tn € yn entonces [ (z1, oo @) € F{y1, 0 0m)
Lema 2.3.2. Sean g{z),p(z) vy h(x) funciones monétonas de w en w que
satisfacen las siguientes condiciones:

(1) Toda funcién recursiva demostrable en PA es dominada por g
(2) p(x) es recursiva demostrable
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(3) Paracada z €w, g(z) < h(p(x)).
Entonces toda funcién recursiva demostrable en PA es dominada. por A.

PRUEBA .Sea. p’ () = max (z,p (z)) Dada una funcidn recursiva demostrable
en PA definimos g{z} y go () de la siguiente manera:

g{z)=clmimimoytalquey < vy z<9 ()
9o (z) = q(z) — 1. N

Notemos que = € »' (go {z) + 1) = p' (g (x)) ¥ por lo tanto
(@) < f ' (qo (=) +1))

La funcién f(p' (z+ 1)} es recursiva demostrable en PA, asf que por (1)
existe un natural m tal que si 2 > m, entonces f{p'(z + 1)) < g(z) . Ademss
por las definiciones de ¢ ¥ go, " {go (z)) < z. De lo anterior se sigue que si
z 2 m, entonces

Fle) < f ' (o (=) +1) < 5(g0 (=) <h @ (00 (=) S h(z)

Respecto al crecimiento de la prueba reducida observamos que en este caso
lalong (P’ (m)) = long{P (m)) - m y entonces long(P' (m)) < (v (p))? . Ademis,
cada uno de las férmulas introducidas tiene niimero de Godel caleulable recur-
sivamente a partir de p.

Por lo anterior tenemos que :

max(z, % (r (z))) = max (x, max (r (z) ,b) + b)

€ hy,, (max{(z,B)) + b
< A, (max (z,b) + b)
= b, (u(z))

2.4, APLICACIONES DEL RESULTADO PRINCIPAL

En esta seccién mostramos ¢6mo el resultado principal es usado para probar
la inderivabilidad en PA de ciertos enunciados. Ademss del enuncisdo Paris-
Harrington persentamos el teoremsa de Goodstein como ejemplo de un enunciado
verdadero en la interpretacién natural y que sin embargo es inderivable en PA.

Definicién. Sean m,n mimeros naturales, n > 1. Definimos la repre-
sentacion de m en base pura n como aquélla en la que s6lo aparecen n y 1
¥ en la que no hay términos repetidos. Por ejemplo 10 = 22! + 2. También
podemos representar al 10 como 2?+2242, sin embargo hay un término repetido.
Debe notarse que es precisamente por este requerimiento que la representacién
en base pura n es Unica.

Ahora definimos el nimero de Goodstein g, (m) de la siguiente manera:
9n (0) = 0. Para m > 0 g,, (m) es el numero obtenido al remplazar n por n + 1
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en la representacion base pura n de m y luego restar 1. Por ejemplo gy (10) =
3%+! £ 3 — 1. La secuencia de Goodstein para m se define a continuacién:

Mo =m Mg = Gry (Mp—1)

Veamos la secuencia de Goodstein pars 10

10p = 10 == 22+ 4 2.

10, =33+ 13 1=38%1 47141

10 =441 4141 -1 =44141,

103 =551 +1 -1 = 5%t

104 =651~ 1 =5(6°+6°+64+6°+62+6+1)

Dado un natural z y un ordinal o < ¢ definimos las siguientes funciones:

(1) G.(0)=0, Go{e+1)=G;(a)+1
G (o) = Gz ({a} (z)) sia es ordinal

(2) F,{0)=0, FPolatl)=a
Py (a) = P ({a} (z)) siaes ordinal

Lema 2.4.1. Gi(a+8) =G, (a) + Gz (8)
Demostracién. Por induecién sobre 8
(a} B=pp+1
Gz(a+{By+1)) =G ({a+ By} + 1) = Ge (a+ Bp)+1 = G (a)+
Gz (Bo) +1=Gs{e)+ G (B, +1).
{b) G es ordinal lfmite.
Gy (a+ B) = Gz ({a+ 8} (2)) = Gz (a+ {8} (2)) = G {a)+C. ({8} (z)) =
Gz (@) + G2 (B)

Lema 2.4.2. G, (w*) = zC=(=),

Demostracion. Por induccién sobre . Si o es ordinal lfmite G, (w®) =
Gz ({w®} (2)) = Go(wleH®)) = G:l{ol@)} = 4Gx(e),

Para o+ 1 tenemos que

T
e e
Ge(wot) =G (W™ 2) = G {w® + ... +w°‘) =
- E:Gx(&) - _}_mcz(al = gCa{a)+l _ ,Gulatl)

T

Como corolario de lo anterior tenemos que G- (a) es el resultado de rem-
plazar w por z en la forma normal de o.

Lema 2.4.3. Para cualquier natural z v o < €0, 3¢ cumple la siguiente
ecuacidn:

G Pr (o) = PGy ()
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Demostracion.
(a) GiP (ozr:- 1) =Gy (@) = F Gy (2) +1) = P (Gz (e +1)) = PGz (o + 1)
(8) GoP:(a) =GP ({a}( z)) = P:Ge ({0} (z)) = PaGe (@)

Ahora vamos a ver cdmo se puede obtener la secuencia de Goodstein para
cada natural m a partir de G, ¥ F:. Sea « el ordinal obtenido de reemplazar n
por w en la representacion estricta base 2 de m. Asi que mp=m =Gz (o) .

m) = G5 (a) - 1= FPGs(a) = GsF{a)

Mo = G4 (Pg(a)) ~1=

=PF 4G4P3 (a)
= G4P4P3 (a)

my = GarkPotk Potr—1---F3 (@)

Como G, (@) = 051y s6lo s @ = 0 tenemos que el enunciado Ym3k (my, = 0)
es implicado por Yo3kPoyxPoyi—1..Fa (o) = 0, lo cual es obvio ya que para
a>0, B (o) < a

PROPOSICION. 5i 0 < a < g entonces (pz){PpPr_y..Ps{a) = )
= ha{3) — 1, donde pad (x) es el minimo natural que satisface ¢ ().
Dem. Si o = 8+ 1, entonces

() (Py.. Py (B+1) = 0) = (u2) (P Py (B) = 0) = g (4) ~ 1 =
= h,(3) -1

Si e es ordinal lfmite, entonces
(uz) (Pr...Ps () = 0) = (uz) (Po...PuPs ({0} (3))) = hia}3) (3)(— 1=

—_ Ot —

Ahora vamos a probar que el enunciado Vm3k (my = 0) no es derivable en
PA. Definimos la sucesién de ordinales {a,}, donde para cada natural n a, =
Wn +wWno1+ wn_a+ ... + 1; notese que px(Pz..Ps{an) =0) =

ha, (3) — 1. Sea o, el natural que resulta de reemplazar 2 por w en o,
Ast que (an)e = GoskPorePosi-1.-P3{an) ¥ por lo tanto pz ((en), =0} =
px (Pe. Py (0n) =0) = Ay, (3) — 1. Si Ym3k (my, = 0) fuera derivable en PA
entonces h,, (3) como funcién de » serfa recursiva demostrable en PA, lo cual
es una contradiccién ya que hq, (3) 2hu, (n) ¥ hu, (n) no es dominada por
ninguna kg (8 < o) .

El enunciado Paris-Harrington

A continuacién mostraremos que a partir del resultado principal de la seccién
anterior también se puede demostrar la inderivabilidad de una variante del enun-
ctado PH, al cual denotaremos PH". Para ello basta probar que la funcién opg:
no es dorninads por ninguna funcién de Hardy, sunque de hecho mostraremos
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algo mas fuerte: cualquier funcién de Hardy es dominada por o pg+. Recordemos
que el enunciado PH es

Vd Yb¥c3a (a ~, (d)8)

El enunciado PH’ no es més que el enunciado PH para el caso d = b, es decir
ViYc3a (a . (b)‘c’)

Sea o (b, ¢) el minimo natural para el cual
o (8,¢) ~ ()¢

Probaremos que o (n,n) domina a cualquier funcién de Hardy. Para ello
introducimos las siguientes definiciones:

(1) Dados naturales n y ¢, un (n,¢) — digebra es un mapeo G : NT* C,
donde C es un conjunto finito de cardinalidad c.

(2) Un subconjunto finito § de N es adecuvado para un (n,c) — dlgebra G
si 5 es grande y homogéneo para G y |5] > n.

TEOREMA 2:4.4 Paratoda n>1 existe un (22 + 3, p (n))—slgebra & tal
que si § es adecuado para G entonces max(S) > g, (n).

Ahora veamos que como corolario de este teorema se tiene que
oo, (R} < 0 (204 3, p (1))

Seam=0(2n+3,p(n)) y sea G tal como en el teorema, i.e. G ; wlir+3
p(n) . Definimos g como la restriccién de G a m, es decir g : mi2+3 — p(n) y
g (i) = G (i) para cualquier i C m de longitud 2n + 3. Es claro por la eleccién
de m que existe un subconjunto H C m tal que H es grande, homogéneo para
g y de cardinalidad al menos 2n+ 3, i.e H es adecuado para G ; por el teorema
anterior se tiene que max(H) > h,,, (n). Es obvio que m >max(H), asi que
m > hy, (n).

Por el Lema 2.3.2 se concluye que toda funcién recursiva demostrable en PA
es dominada por o (n,n).

En lo que resta de esta seccién demostramos el teorema 2.4.4.

Definicién.

(1) Decimos que el &lgebra G simula al 4lgebra G, si todo sunconjunto
adecuado para G; también es adecualdo para Gs.

(2) Si Gy y G2 son slgebras con la misma dimensién entonces el algebra G
definida por G (u) = (G, (w), Ga (u)) es Hamado el 4lgebra producto de Gy v
Go.

Observacion.
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Las siguientes proposiciones se siguen inmediatamente:

(1) 8i F es el slgebra producto de Fi y F», entonces F' simula a ] y Fh.

(2) Cualquier (=, c;c2) —4lgebra es isomorfa al producto de un (n, ¢) —dlgebra
¥ un {n, cp) —4lgebra.

(3} 8i c1<{cy entonces cualquier (n, ¢;) —4lgebra es también un (n, cz)-dlgebra.

Proposicidén 2.4.5. Sea G un (n,c)-8lgebra y S C N. Si cada conjunto
T C S de cardinalidad n + 1 es homogéneo para G entonces S es homogéneo
para G.

Demostracién. Por contrapuesta; supongamos que S no es homogéneo para
G.. Sean @4, ...0,, = a los primeros n elementos de 5. Escogemos b = by, ...,5,
de manera que G (a) % G (b) ¥y by + ... + by, es minimo. Si { es el primer indice
para el cual a, # b;, consideramos el conjunto {ay, ...,a:, b, ..., e} . Es claro por
la eleccidn de ¢ que

a1+ .. +ait+bpa+ ..ty <01+ .- t+a-1+b+ ...+ by ¥y como
b= ay,...,8_1,b;, ..., b, sucede que G (as,...,a;,bit1, .-, bn) # G(b). Asl que
{a1,...,a1,b;,...,b,} es de tamafio n 4 1 y sin embargo no es homogéneo.

Lema 2.4.6. Sea G;: wl™ — C, una familia de (n,c;) —élgebras (1<i<k).
El dlgebra producto G : Wl — ) % ... x C; puede ser simulada por un
(n+1,c1,...c6 + 1) — dlgebra.

Demostracién. Definimos un algebra G' : wi™tl — {0} U (Urcsck {8} x CY)
de la siguiente manera. (es claro que |Uigick {i} X Cif = + ... +ex ).

Si X € wi™tl es homogéneo para cada G;, entonces & (X} = 0. En caso
contrario, si ¢ es el menor f{dice para el cual X no es homogéneo, entonces
G’ (X) = (i,G;(Y)) , donde Y es integrado por los primeros elementos de X.

Corolario (1) Sea c<e; -« ...ck, entonces cualquier (n,c) — dlgebra puede
ser simulado por algin (n + 1,61 + ... + ¢} —4lgebra.

(2) Cualquier (n, 7) —4lgebra puede ser simulado por algin (n + 1) —4lgebra.

Lema 2.4.7

(1) Sea G un (n,c) —slgebra y d 21. Existe un (n,c+ d) — dlgebra G que
simula a G y tal que cualquier S adecuado para G, min(5) =d.

Demostracién.

Sea C el contradominiode G. Definimos & : wl™ — ({0} x Y)U({1} x C) de
la siguiente manera. Supongamos X € w, si min(X) < d, entonces &' (X) =
(0,min X) , en caso contrario G’ (X) = (1,G (X)).

Sea § = {sp,..., $m} un conjunto adecuado para G, i.e. mzn. Si suponemos
sp=d entonces G’ ({sg, ..., 8p—1}) = {0, $p), ¥ por la homogeneidad de 5, G' ({31, -
(0, 50) . Por la definicién de G’ esto implicarfa que so es el mfnimo de {s1,...,sn},
lo cual es una contradiccidn.

8n}) =

Ast que G ({50, .., $n—1}) = (1, G({50, .., Sn—1})) ¥ entonces G’ (X) = (1, G (X)) =

(1,G{{s0,....5n—1})) para todo X C &, es decir que S también es adecuado para
G.
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Lema 2.4.8. Paranz?2 existe un (n, 7) —dlgebra & tal que si S es adecuado
para G entonces min(S) >2n + 3.

Dem. Primero definimos un (1,4) —4lgebra G' de la siguiente manera:

sibgm < n G'{my=0
si ng<m < 2n G'(m)=1

gi2n<m<idn—1 & (m) =2
g 4n — 1<m G (m) =3.

Por el dltimo corolario sabemos que existe un {n,7) —élgebra que simuda &,
El dlgebra obtenido asf es €l que estamos buscando.
3]

Definimos funciones En, : w — w de la siguiente manera:
Eg(n)=n ¥y  Emi1(n) =250
El siguiente lema vincula estas funciones con las definiciones anteriores :

Lema 2.4.9. Sea h: wl™ — w, Supongamos que k (21, ..., Tn) < Em (21)
siempre que 1<z < ... < Z,. Entonces existe un {n +m + 1,102™+%)-slgebra
G tal que para todo conjunto S adecuado para G, existe una funcién g; : § — w
tal que para cualquier X € S, b (X) = g, (z;) . En este caso decimos que en
k s6lo depende de la primera coordenada en S,

Lema 2.4.10. Si g : w™ — w es tal que g (z1, ..., 2n) €71, entonces existe
un (n -+ 1,10%)-slgebra G tal que para cualquier S adecuado:

(1} En S, g depende sdlo de la primera coordenada.

(2} 81 X,Y € 8™ y min(X) < min (Y), entonces g(X) <g (Y).

Dem. G, es un {n,2) —slgebra definido asi: G (X) =0siy sélo sl g(z) <
min (X).

Definimos ¢’ : wi”l — w como sigue: si g(X) < min(X), ¢’ (X) = g(X),
¢’ (X) = 0 en caso contrario. Sea Gy el (n + 1,100} —dlgebra obtenido aplicando
¢l lema anterior a ¢’ (= 0 en ese lema ) .

Gz esun (n+1,2) —slpebra; Gz(X) =08 g{z1,...,2s) < [%mo] ; €N Caso
contrario G3 (X) = 1.

Gaesun (n + 1,2) —dlgebra; G4 (2o, ..., Tn) = 08l g {Zg, ..., Tn—1) €9 {1, ... 20n) ,
en caso contrario Gy (zo, ..., zn) = 1.

G5 es el (1, 7) dlgebra obtenido por el lema 2.4.8 ; de esta manera cualquier
S adecuado para Gy satisface que min (5) 22n + 3.

El 4lgebra que buscamos es un (n + 1,10*) —4lgebra que simula a Gy, Ge, ..., Gs.
(lema 2.4.9).

Recuérdese que hasta el momento se ha definido {} (n) sélo cuande & es or-
dinal limite. Ahora extendemos esta definicion para todos los ordinales menores
que £ de la siguiente manera:

fe+l}m=a y {0}(m)=0
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L3

Definicién. Dados ordinales o, 8, < 8 y una secuencia de ordinales

Y01 -+ Ywr €L hecho que vy = 8,7, = o, ¥ i1 = {¥} (n) para 0<i < r, serd
abreviado por la notacién 8 —, a.

Proposicién 2.4.11

(1) Si a > 0, entonces a —r,, 0

{2) Paranzl, si a; —y g, entonces w®! —, w.

(3) Si « es ordinal Mmite, i < j < w, y 0 < n < w, entonces {a} (§) —,
{a} (4).

(4) Sin>tya-—, 2 entonces @ —, 5.

(5) Sia —y, 3 entonces kg (n) <hq (n).

Prueba

{2) Suponemos ap = {a;}{n). 8i o es ordinal lmite entonces {w™ } (n) =
wiesHn) = o2 G oy = B+ 1, entonces oz = By {w*}n)=w™ n A través
de sucesivas aplicaciones de {} (n) se reduce w®? - (n — 1) a 0, prébandose asi
W —, WO . :

(3) Basta probar el caso § = j — 1.
Para naturales n, z definimos:
T {wn,z} = {0 wy —, )

Dado cualquier natural m definimos mn) Técursivamente de la siguiente
manera

mg) = m Mpt1) = )

Proposicién 2.4.12
(1) La cardinalidad de T (wn, ) es menor o igual que (z + 1)(,-1), s decir

m® o (m=z+1)

(2) (& +1)a_yy $E2n (2)

PRUEBA. (1) Por induccién sobre n. El caso n + 1 definimos M como el
conjunto de los ordinales o tales que todos los exponentes en la forma normal de
Cantor para o estsn en T'(wn41,7) y todos los coeficientes en la forma normal
de Cantor para ¢ son menores o iguales que z. Es facil ver que si @ € M también
lo ests (e} () y que {wn} {z) estd en M. Asf que T (wn41,2) C M y entonces

IT (W1, 2)] < [M] < (2 + 1)TCm2

Definicién. Para m,n € w definimos recursivamente & (m,n) de la sigu-
iente manera:
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E(m,0)=1 E(mn+1)=mFmm

Proposicién 2.4.13 . Para z321,|7 (wn, )| € E2y ().

Por la proposicién anterior se tiene que |7 (wy, )| $E (m,n), asf que basta
probar que E (m,n) <Ea, {z), donde m = z + 1. Es obvio que (1 -+ n} £2".Por
Io tanto 2(n +1)<2 - 27<2™M y 202 v entonces n - 2°<2?<2?". Ahora
probamos E (m,n) $<Ee2, (2} por induccién sobre n. Para n = k 4+ 1 notamos
que

log, E (m, k + 1) == E (m, k) logy m<z o (x)
S (z) - B (2)
<25+(2) = By 4 (2)

il

Dada una funciésn g : wl — &, decimos que g es débilmente controlada
por un dlgebra G si para cualquier conjunto adecuado S, g sélo depende de su
primera coordenada en 8™, y entonces, si X, Y € §1” y minX =minY entonces
g{X) =g (Y}. En este caso definimos una funcién gg de un sunconjunto 5 en
gp poniendo g{xg) =

g (3:0) ---}m‘i—l) .

Decimos que g es controlada por G si g es débilmente controlada por G v
ademsds sucede que para todo conjunto S adecuado de G, si rg,z1 € 8, zo < 21
¥ gs (za), gs (x1) estén definidas, entonces g (2q) <gs (1) .

A partir de ahora utlizaremos la expresién n—4lgebra 7 para referirnos a
un (n, c} —élgebra G con ciertas propiedades y en donde el nimero ¢ se puede
caleuler recursivamente a partir de n, es decir ¢ = p(n) deonde p es primitiva
Tecursiva.

Lema 2.4.14. Sea g : wi™ — £5. Si g(20,..,%n_1) € T (wk, o) para
cualquier ¢ € wl®, entonces g es débilmente controlada por un = + 2% +
1—dlgebra.

Prueba. Elcaso & = 0 es trivial. Asf que suponemos k1. Por el corotario an-
terjor sabemos que g (o, ..., Zn—1) € T {wk, 7o) implica g (o, ..., Tn-1) <E2x (z0)
asi que el lema 2.4.9 garantiza la existencia de wn n + 2k + 1—dlgebra G en ¢l
que si § es adecuado para G, g (%o, ..., Tn_1) depende sélo de zp en Sin+2h+1]
suponiendo que zp21. Por lo tanto basta demostrar que G puede ser simu-
lada por un 7'+ 2k + 1—4lgebra G’ tal que si S es adecuado para G’ entonces
min (8) >1. Esto iltimo sucede aplicando el lema 2.4.7 a (7, tomando d = 1.

Lema 2.4.15 Sea k>1. Sea k1 y supongamos ¢ : wi™ — g satisface
g(z0,..,Za—1) € T {we, %) . Entonces g puede ser controlada por algin n +
2k + 1~ 4lgebra.

Definicién. Decimos que un dlgebra G : wl™® — C captura una funcién

f :w -2 w sl para cualquier conjunto adecuado Sy z,y € S, £ < y implica
=)<y
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Teorema 2.4.16 Para cada n321, h,, puede ser capturads por algin
2n 4+ 3— dlgebra G.

PRUEBA.

Sea Gp un (2,2) —dlgebra; Gp (zo,21) = 0 sl y s6lo si 212k, {zg) . Sea G;
el (2,5) —glgebra de acuerdo al lema 2.4.7, ie. Gy simula a Gy y cualquier
conjunto adecuado § para G tiene min(S) >3.

Definimos una funcién f : w!? — &g como sigue: Si el conjunto de los
ordinales & en T (wn, zg) tales que h, (o) 2z ¢s distinto del vacio, entonces
F (%0, 1) es el mfnimo de dicho conjunto. En caso contrario f (zg,z;) = 0. Es
¢laro por la construccién de f gue se satisfacen las hip6iesis del lema 2.4.15 ¥
por lo tanto existe un 2n + 3—4lgebra G» que controla f.

Sea G algiin 2n-+3—dlgebra que simula a Gy y a Gg; a contnuacién mostramos
que (5 captura, b, .

Sea 8 = {sg, ..., 5sm} adecuado para (7, debemos probar que siz,y € S,z <y
entonces A, (z) <y, lo cual es equivalente a probar que el valor constante de
Go en 51 es 0. Veamos que suponiendo que este valor es 1 se llega a una
contradiccicén.

Sea (z,y) € S®. Ya que Go(z,4) =1, y < hu, (2). 51 8 = F(z.y),
entonces 3 es el minimo ordinal en T (wp, z) tal que y<hg (z).

Veamos que £ no puede ser ordinal lfmite; de lo contrario tendriamos que
B1={B}(n) < B, By € T (wn, ) yy<hp(z)=hg, (z).

Asfque 3 = 6+1. Ya que G simula a Ga y Gy controla a f, f sélo depende de
su primera coordenada en S®; asf que f (z,y) = §{z)+1 y entonces f {x,) —
8{(z); de lo anterior se sigue que §(z) € T (wx, 2} y como § < B , tenemos que
¥ > Bz () . Ademsds si § (y) estd definida entonces § (z) <6 (v).

Afirmamos que para 0<i < sg — 1, $i1 > Ag(a) (8:) . Del pérrafo an-
terior se sigue que sip1 > hg(e,) (5:) ¥ que 8(s0) <6(s.) ;5 si §(s0) = 6(ss)
hemos terminado. Supongamos §(sg) < §(s,). Ya que w, —,, §(s0) ¥ por
(4) de la proposicién 24.11, w, —s, §(s0); por (5) de la proposicién 2.4.11,
Pg(ag) (81} Shs(s;) (8,) < 81, que es lo que buscamos demostrar.

Por altimo

Rs(soyr1 (S0) = Rsian) (S0 + 1) Shs(so) (51) < 2.

Pero §(s0) +1 = F(sp,82), por lo que de acuerdo a la definicién de f

S25hs(s0) 41 (50) -

TEOREMA 2.4.4. Para nxl, existe un 2n +3—4lgebra G tal que si S es
adecuado para G entonces max (S) > h,,, (n).
PRUEBA. Sea Gp un 2n+3—4lgebra que captura &, ; sea G, un (n + 2, 7) —4lgebra
tal que si § es adecuado para G entonces min (9) 22n + 3.
Sea G un 2n + 3—4lgebra que simula a Go y a G;. Entonces, si S es adecuado
para (3, :
max {S) Zsazs12h,, (50) Zhw, (n).

Aphdice
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Teorema 2.4.16 Parz cada n2l, h,, puede ser capturada por algin
2n + 3— dlgebra G.

PRUEBA.

Sea Go un (2,2) —4lgebra; Gy (zo,21) =0 si y s6lo si @y >h,,, (2¢). Sea Gi
el (2,5) —slgebra de acuerdo al lema 2.4.7, i.e. G simula a Gy y cualquier
conjunto adecuado S para @ tiene min(S) =3.

Definimos una funcién f : w!? — gy como sigue: Si el conjunto de los
ordinales « en T (wn, 7o) tales que hy, (zo) 271 es distinto del vacio, entonces
S (z0,71) es el mfnimo de dicho conjunto. En caso contrario f (zg,2;) = 0. Es
claro por la construccion de f que se satisfacen las hipétesis del lema 2.4.15 v
por lo tanto existe un 2n + 3—dlgebra G que controla f.

Sea G algin 2n+-3—dlgebra que simula a G1 y a Ga; a contnuacién mostramos
que 7 captura A, _.

Sea § = {sg, ..., $m} adecuado para G, debemos probar quesiz,y € S,z < ¥
entonces h,,, (z) <y, lo cual es equivalente a probar que el valor constante de
Go en S es 0. Veamos que suponiendo que este valor es 1 se lega a una
contradiccidn.

Sea (z,7) € SP. Ya que Go(z,9) = 1, ¥ < ho, (z). 81 8 = f(z,v),
entonces 3 es el minimo ordinal en T (wy, ) tal que y<ha (z).

Veamos que § no puede ser ordinal limite; de lo contrario tendrfamos que
B:={(B} (1) < B, B, € T wn,z) ¥ y<hs (&) = hs, (z).

Asfque §f = §+1. Ya que G simula a G y G» controla a f, f sélo depende de
su primera coordenada en S1; asi que f (z,y) = § (z)+1 y entonces f (z,y) —z
& (x); de lo anterior se sigue que 6 (z) € T (wy,,x)} y como § < G, tenemos que
Y > k(e (). Ademds si 6 (y) estd definida entonces & () <6 (y) .

Afirmamos que para 0<i < sg — 1, 8,41 > hs(so) (1) . Del pérrafo an-
terior se sigue que 8i41 > hsa,) (8i) ¥ que 8 (s0) <8 (s:) ; si §(s0) = §(si)
hemos terminado. Supongamos & (sg) < 6(s:). Ya que w, -, 8({so) ¥ por
(4) de la proposicion 24.11, w, —, &(sg); por (5) de la proposicién 2.4.11,
Fes(agy (5:) Shs(s,) (8:) < 8., que es lo que buscamos demostrar.

Por dltimo

Ri(ao)+1 (S0) = Rg(se) (S0 + 1) Shi(sy) (51) < 5o

Pero §{sg) + 1 = f{s0,52), por lo que de acuerdo a la definicién de f

82X hs(s0)41 (50) -

TEOREMA 2.4.4. Para n21, existe un 2n + 3—4lgebra G tal que si § es
adecuado para G entonces max (S) > Ay, (n).
PRUEBA. Sea 7y un 2n+3—4lgebra que captura b, ; sea Gy un {n + 2, 7) —4lgebra
tal que si S es adecuado para G, entonces min {5) =2n + 3.
Sea G un 2n+ 3—dlgebra que simula a Gy y 2 G;. Entonces, si § es adecuado
para G,
max (S) 252281 2k, (s0) 2he, (1),

Aplhdice
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CALCULO DE PREDICADOSDE PRIMER ORDEN

En este apéndice presentamos una formulacién de la Iégica de primer orden
conocida como Célculo de Secuentes.

Para formular €l caleulo de predicados lo primero que necesitamos es definir
el lenguaje formal y las expresiones y enunciados vélidos.

Definicién. El lenguaje de primer orden consta de lod siguientes simbolos:
{1)Constantes:

(1.1) Costantes individuales : kg, ..., k3, ...

(1.2} Constantes de funcién de aridad ¢ (¢ =1,2,...)

f3: 15, -
{1.3) Constantes de Predicado de aridad ¢
R R, ...,

(2) Variables

{2.1) Variables libres: ag, a1, ---

{2.2) Vraiables acotadas: 1, z3, ...
{3} Simbolos Légicos:

-, V,A,=,3,V.
{4) Stmbolos auxiliares :

paréntesis () y comas.

Definicién de términos. Los términos son definidos inductivamente de
la siguiente manera:

(1) Cada constante individual y cada variable es un término.

(2) 8i F¢ s un sfmbolo de funcién de aridad ¢ y $1, ..., ; son términos, entonces
Fi(t1, .y tn) €S un término.

(3) Los tnicos términos son las expresiones obtenidas por (1) v (2).

Definicién de férmulas. Si Rf es un sfmbolo de predicado con ¢ argumen-
tos y #1, ..., t; son términos entonces R (t1, ...,t,) es una férmula afémica.

El conjunto de férmulas en LK es definido inductivamente de la siguiente
manera:

(1) Cada formula atémica es una férmula

(2) Si Ay B son férmulas, entonces {(—4) ,(AA B),(AV B) y (A= B) son
férmulas.

(3) Si A es una férmula, a es una variable libre y % es una que no aparece
en A, entonces YzA’ y 3z.A’ son férmulas en donde A’ es la expresién obtenida
al reernplazar a por r en cada una de las presencias de a en A.

Como se puede observar, usaremos las letras A, B, C, ..., F, G... como metavari-
ables que designan férmulas. Una férmula sin variables libres es llamada un
enunciado.

Debe notarse que por la condicién impuesta en la cldusula (3) de la defini-
cién anterior elimina expresiones como Yz (B (z) A 3zA (z)} . Sin embargo esta
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restriceién no limita de manera sustancial la clase de férmulas ya que por ejemn-
plo, 1a expresién anterior puede ser reemplazada por vy (B (y) A 3z.A (z)) con-
servando el mismo significado.

Otra convencién que se adopta normalmente es la comisién de paréntesis
cuando se siguen ciertas prioridades en el orden. En este trabajo observaremos
las siguientes pricridades: el conectivo — lleva precedencia sobre V y A, ¥ a su
vea éstos llevan precedencia sobre = . Asf que ~A A B es una abreviacidn de
(=A) A B,y AA B = C es una abreviacién de (AA B) = C.

Definicién.
{1)Sea A una expresion y ¢y, ..., T, siinblos primitivos distintos, y sean 81, ..., $n
sfmbolos cualquiera. .
A. t; !...ttn
. . 51500, 8n,
es la expresion obtenida de 4 reemplazando £y, ..., 4, por §i,...,8, TESpec-
tivamente en cada presencia de £, ..., %,. No es necesario que de hecho £q,..., %,
aparezcan en A.
(2} Sea A una férmula y ¥y, ..., ¢, términos cualquiera. Si existe una férmula
B y n variables distintas by, ..., b, tales que A es

B 51!...=b,;
L1,e-0in

entonces decimos que cada una de las presencias ¢, resultantes de este reem-
plazo estd indicada en A. Puede suceder que A contenga otras presencias de i;
este es el caso cuando B contiene ¢,.

(3) Decimos que un término estd totalmente indicado en A si cada presencia
de t en A es obtenida por un reemlazo como el definide en (2) ( de una férmula
Byconn=1yt=1).

PROPOSICION. 8i A(a) es una férmula y = una variable que no aparece
en A (a), entonces VrA (z) y 32 A (z) son formulas

En esta capftulo usaremos letras griegas mayusculas I', A I, A, Iy, ...para
denotar secuencias finitas (posiblemente vacfas ) de formulas separadas por
comas. Para formular el cslculo de secuentes primero debemos introducir el
sfmbolo auxiliar — .

Definicién 1. Para I', A arbitararias, I’ -+ A ¢s llampado un secuente.l” es
llamado el antecedente ¥ A el consecuente. Cada férmula en T y A es llamada
una férmula secuente,

Intuitivamente un secuente Ay, ..., Awm — B1,..., B (m,n 2 1) significa que
Al A A Ay implica By V ...V By, Param > 1, 4y, ..., Am — quiere decir que
Ay AL A A lleva a una contradiccién, Paran 2 1, — B, ..., B, significa que
B1V...v B, se cumple.El secuente vacio — significa que hay una contradiccién.
Los secuentes serdn denotados por la letra S.

PRUEBAS FORMALES

41




Definicién . Una inferencia es una expresién de la forma

S_1 S 5 Sy
g s

donde §, 5y, 52 son secuentes. S y 52 son los secuentes superiores y S es
el secuente inferior de la inferencia.

Intuitivamente esto significa que a partir de $; (51 y Sz ) podemos inferir S.
Nos restringiremos a las inferencias obtenidas de acuerdo a las siguientes reglas
de inferencia, en las cuales 4, B,C, D, F'(a) denotan férmulas.

1} Reglas estructurales
1.1) Debilitamiento :

izquierdo: = A ; derecho: _I'—=A
DT —=A '—A,D

D es lamada la férmula de debilitamiento.
1.2} Contraccién: .

izquierda: D, D,)I' > A derecha TI'— A D, D
DT'—A r—AD

1.3) Intercambio:

izquierdo: T',C, D, 71— A derecho: I' = A C, DA
LL,D,CU— A T—ADCA

Nos referirernos a estos tres tipos de inferencia como "inferencias débles”,
mientras las dernés serdn llamadas "inferencias fuertes”.

1.4} Corte

Ir>AD DIO—A
T,0—AA

D es llamada la férmuls de corte de esta inferencia.
2) Reglas l6gicas

2.1)~rizquierda T —=A,D - : derecha DT — A
-D,T'— A I'— A,~D

Decimos que D es la formula auxiliar y -D la férmula principal de esta
inferencia.




2.2) A :izquierda CI— A ¥ DT — A
CADT—A CADT = A

A : derecha I'—-AC I'—=AD
F—=A,CAD

C'y D son las férmulas auxiliares y C' A D es la férmula principal de esta
inferencia.

2.3) V:izquierda CT—A DT = A

CvDT—A
V : derecha T'—=AC ¥ '—AD
I'—-ACVD r—ACvD

D y C son las férmulas auxiliares y ¢' vV D es la f6rmula principal de esta
inferencia.

2.4) O:izquierds r—AC DII—= A
Co>D T O—-AA
>: derecha CT—AD
T--ACDD

C' v D son la férmulas auxiliares de esta inferencia; ¢ D D es la férmula
principal.

Las dltimas cuatro reglas son llamadas inferencias proposicionales.

2.5) V:izquierda Fi), T - A V:derecha ['— A, F(a)
Ve F (z}, [ = A T — A VzF (z)

donde t es un término arbitrario y a no aparece en el secuente inferior.
F{t) ¥ F(a) son las férmulas auxihiares de la inferencia; VzF (z) es la férmula
principal. La variable @ en V — derecha es llamada la variable caracterfstica.
(Nétese que en ¥ — derecha todas las presencias de a en F (a) estén indicadas).

2.6) 3—izquierda F(a}), I - A 3—derecha ' — A, F(t)
3zF(z), T = A T'— A SzF ()

donde a no aparece en el secuente inferior ¥ ¢ es un término arbitrario.
F(a}) y F(t) son las férmulas auxiliares de la inferncia; 3z F (z) es la férmula
principal. La variable a es la variable caracter(stica de 3 — izquierda. Nétese
que en I — {zquierda la variable a estd totalmente indicada, mientras que en
3 — derecha no toda ¢ estd necesariamente indicada.
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Las reglas 2.5) v 2.6) son lamadas inferencias de cuantificador. La condicién
que se pide en V — derecha y 3 — izquierda a la variable ¢, que no aparezca en
el secuente inferior, se llama la condicién de la variable caracteristica.

Llamamos axiornas a los secuentes de la forma 4 — A

Definicién de Prueba en LK -

Una prueba en LK es un 4rbol de secuentes que satisface las siguientes
condiciones:

1) Los secuentes iniciales de P deben ser axiomas.
2) Cada secuente de P, excepto el ultimo, es el secuente superior de una
inferencia cuyo secuente inferior también est4 en P.

E] dltimo secuente de una prueba P serd llamado el secuente final. Decimos
que P es una prueba de S si el secuente final de P es S. Un secuente es LK-
demostrable si existe una prueba de § en LK. Una fsrmula A es LK-demostrable
si el secuente — A es demostrable en LK.

Lema SeaT (a) — A(a) un secuente LK-demostrable en ¢l cual a estd
totalmente indicada, y sea P{a) una prueba de T'(a) — A(a). 8i & es una
variable libre que no aparece en P {a}, entonces al substituir @ por b en todas
Ias presencias de a en P (a) obtenemos una prueba P () con secuente final
C(b) — A(B).

Demostracidén por induccién en el nimero de inferencias en P (a). i P (a)
no contiene inferencias entonces P (a) es el secuente inicial I'{a) — Af{a). En
este caso P () es el secuente inicial I' () — A (b).

Supongamos que la propiedad se cumple para pruebas con 2 6 menos infer-
encias, consideramos P {a) con n + 1 inferencias. La demostracién se hace por
casos dependiendo de la 1iltima inferencia J.

() J es V— derecha

Si @ es la variable principal de J, entonces la tltima parte de la P (a) es
F— A, A(a)
I — AVZA(T)

Llamamos Q (2) 2 la subprueba con secuente final ' — A, A () . Recuérdese
que en este caso @ no aparece en ['A 6 VzxA(z). Por la hip6tesis inductiva
tenemos que reemplazando fodas las presencias de a en la subprueba Q ()} por
b se obtiene una prueba con secuente final I' — A, 4 (b), en donde b no aparece
en I ni en A, Por lo tanto poedemos aplicar V—derecha a este secuente usando
b como variable principal:

T — A, A(b)
T — AVzA(z)

Esta ltima es la prueba P (b) buscada. Si e no es la variable principal de
J, entonces la ltima parte de P(a) es :
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Tla) = Aa),4(a,c)
T{e) — A{a},Vzi (e, 1)

Por la hipétesis inductiva tenemos que al reemplazar a por b en la subprueba
Q) (a) se obtiene una prueba con secuente final I'{s) — A (b), A (b, ¢) en donde

por la suposicién original b no aparece en P {a) y por lo tanto b no es ¢, apli-
camos V--derecha a este secuente con ¢ como variable principal, obteniendo asf
la prueba P (b) con secuente final T'{(b) — A (b),VA (b, ).

Lema.  8it es un término arbitrario y el secuente U(a) — A{a), con o
totalmente indicada, es LK-demostrable con una prueba P (¢} en la cual cada
variable principal es distinta de a y no contenida en ¢, entonces ¢l resultado de
reemplazar todas las presencias de a por £ en F {a) es una prueba con secuente
final I' () — A(2).

Definicidn. Una secuencia de secuentes de una prueba P es una rama (de
P} si satisface las signientes condiciones:

1} La secuencia comienza con un secuente incial ¥ terinina con el secuente
final.

2) Cada secuente en la secuencia, excepto el dltimo, es un secuente superior
de una infernecia v es seguido inmediatamente por el secuente inferior de dicha
inferencia.

EL TEOREMA DE LA ELIMINACION DE CORTE

Este teorema, también conocido como Gentzen’s Hauptsatz, es un resuitado
muy importante de LK.

Teorema de la eliminacién de corte. Si un secuente es LK-demostrable
entonces es LK-demostrable sin cortes.

Para demostrar este teorema seguiremos la prueba original presentada por
Gentzen. Primero introducimos una nueva regla de inferencia y luego probamos
que la regla de corte y la nueva regla son equivalentes. A continuacién presen-
tamos la nueva regla.

Dada una férmula A la siguiente inferencis es una A — ¢liminacidn :
- A M- A (A)
IO — ALA

en donde A y IT contienen a la formula A, y A’,II' se obtienen a partir de
A y II respectivamente eliminando todas las presencias de A,

Ahora probaremos que si un secuente es LK-demostrable entonces es LK-
demostrable sin eliminaciones. En realidad bastard demostrar que dada una
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prueba de S en LK’ cuya iinica eliminacién aparezca en la 1iltima inferencia se
puede construir una LK’ prueba de S que no tenga eliminaciones.

Para realizar esta prueba se necesitan algunas definiciones previas:

a) Fl grado de una férmula A (denotado g(A)) es el numero de sfimbolos
légicos contenidos en 4. El-grado de una A — elim inacién es el grado de A. Si
una pruegba P tiene sélo una eliminacién y ésta es la dltima inferencia definimos
el grado de P (g(P)) como el grado de la eliminacién.

Una secuencia de secuentes es llamada una rama sl comienza con un secuente
inicial, termina con el secuente final ¥ cada uno de sus secuentes, excepto el
1ltimo, ¢s el secuente superior de alguna inferencia v es inmediatamente seguido
por el secuente inferior de dicha inferencia

Decimos que una rama es una rama jzquierda (derecha) sl contiene al se-
cuente superior izquierdo (derecho) de la eliminacién. Ahora definimos el rango
de una rama izquierda (derecha) F como el ntimero de secuentes consecutivos,
a partir del secuente superior izquierdo (derecho), que contienen la formula de
eliminacién en el consecuente (amtecedente). El rango izquierdo ran; (P) de una
prueba es el mdximo de los rangos de sus ramas izquierdas. El rango derecho se
define andlogamente. Finalmente el rango de una prueba ran{P) se define asf:

ran{P) = ran; (P} + rang (P)

La prueba del teorema consiste en observar que cuando ran (P) = 2, es decir
ran; (P) = rang (P) = 1, podemos construir una prueba con el mismo secuente
final ¥ que no contenga eliminaciones o podemos construir una prueba con el
mismo secuente final y cuya unica eliminacién tenga férmula de eliminacién de
grado mmenor a la original.

Para, pruebas con rango mayor que dos se demuestra que podemos construir
una prueba con el mismo secuente final ¥ que no tenga eliminaciones o bien
podemos construir una prueba con el mismo secuente final y cuyo rango sea
menor al de la prueba original.

Finalmente se demuestra que las pruebas cuya férmula de eliminacién sea
una férmula atémica pueden ser susutituidas por pruebas que no contengan
eliminaciones.

PASQ 1. Suponemos ran; (P) = rang (P) =1
1.1) El secuente superior izquierdo es un segmento inicial. Asf que P es de
la forma '

A A I A
A" — A

La siguiente prueba tiene el mismo secuente final y no contiene eliminaciones:

O— A
algunos intercambios
AL AT — A

algunas contracciones
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ATl* — A

1.2) El secuente superior derecho es un secuente inicial. Se hace de manera
similar usande las reglas de intercambio v contraccidn derechas.

1.3) Ninguno de los secuentes superiores 5,5, ¢s un secuente inicial y
81 es el secuente inferior de una inferencia estructural M. Como ran, (P) = 1
la f6rmula A no puede aparecer en el consecuente del secuente superior de la
inferencia M, de donde se sigue que M debe ser un debilitamiento derecho de
la formula A. En este casgo la dltima parte de la prueba es de la siguiente forma:

M _T—A
J T-oAA O-A (4)
III*— AA

donde A no aparece en A. La siguiente prueba tiene el mismo secuente final
¥ no contiene la A~eliminacién J :
C—A
algunos debilitamientos
m.r—AA
algunos intercambios
DI —AA

1.4) Ninguno de los secuentes superiores 5, Sz, es un secuente inicial y S5
es el secuente inferior de una inferencia estructural M. Como rang(P) =1 la
férmula A no pude aparecer en el antecedente del secuente superior de M, y por
lo tanto M debe ser un debilitamiento izquierdo. '

M_ T-oA
J ' A ATl — A (A)
LI A% A .

donde 4 no aparece en [1. De manera similar al caso anterior se construye
una prueba con el mismo secuente final y que no contiene la A—eliminacién J.

1.5) Tanto Sy como S son los secuentes inferiores de inferencias 16gicas.
En ambos casos la fsrmula de eliminacién tiene que ser la férmula principal de
la inferencia légica, puesto que ran, (P) = rang (P) = 1. En esta situacién se
demuestra que se puede construir una pruebs. con el mismo secuente final en
la que la eliminacién es sustituida por otra cuya férmula de eliminacién tiene
grado menor que la original. La demostracién se hace por casos dependiendo de
la. estructura de la fSrmula A de eliminacion.

(i) A= BAC. Eneste caso 5; y 5, deben los secuentes inferiores de
A — derecha e A — tzquierda respectivamente:

r—-ARB - AC B II— A
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' ABAC BACTI— A {(BAC)
TIL— AA

Ahora consideramos la siguiente B—eliminacion :

r-AB BI—oA (B)
T, = A% A

Usando las reglas de deblifamiento y contractidn se obtiene el secuente
[, IT— A, A a partir de T',IT* — A* A,

(#) A=VzF(z). En este caso la dltima parte de P es de la siguiente
forma:
T A F{a) F@y,I—A
I'— A VoF (x) VoF (), II—= A (Vo F (z})
LiI—A4AA

en donde ¢ es totalmente indicada en F(a) v, por la condicién de la variable
principal, @ no aparece en I', A o F'{a). Puesto que estamos suponiendo que la
prueba con secuente final I' — A, F (a) no contiene eliminaciones, sabemos por
el Lema que es posible construir una prueba con secuente final ' — A, F (t) que
no contenga eliminaciones. Conisderamos ahora la siguiente F' (a) —elirninacién:

L — A, F(t) F),lI—A  (F()
T S A4

PASQ 2. Ahora suponemos ran{P) > 2. Debemos probar que en este caso se
puede construir una prueba P’ con e! mismo secuente final y que no centenga
eliminaciones o bien, que contenga sélo una eliminacién y que el rango de ésta
sea menor que el de P,

2.1) ran; (P} > 1

2.1.1) La férmula A aparece en el consecuente A de 5. F’ se construye de
la siguiente manera:

F—A
algunoes intercambios y
contracciones
- A" A
algunos debilitamientos
intercambios
[I* — A% A

De manera similar se construye P’ si A aparece en el antecedente I" de Sy.
2.1.2) 5y es el secuente inferior de una inferencia J, donde J es una inferencia

estructural o bien, si J es una inferencia ldgica entonces 4 no es la formula
principal. La ultima parte de la pruebe es de la siguiente forma:
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J -
I'— A O— A (4)
LI — A A

donde las pruebas de I' — A y & — ¥ no contienen eliminaciones v la
férmula A aparecs por lo menos una vez en @. Consideramos la signiente prueba
P’

r—A & T (A)
[,8" — A%, ¥

Es claro que rang (P') = rang(P) — 1. A partir de P’ se construye la
siguiente prueba:
r,a — A% 7
algunos intercambios
J o* T — A* T
I, — A" A

Si la férmula auxiliar en J en P es una eliminacién en @ se aplica un debili-
tamiento adicional antes de J en la tltima prueba.

2.1.3) 85 es el secuente inferior de una inferencia l6gica cuya férmula principal
es A. Bajo este supuesto se presentan carjos casos dependiendo de la estructura
de A.

(i) A= B = C. Laltima parte de la prueba es de la siguiente forma:

MUO-AB C¥—V
J _I—=A BE=>CIH3 AT (B=C)
T,I, 8 — A%, A, &

5i la férmula B = (' aparece en IT y @ ,consideramos las siguientes pruebas
Pl, P2 -

P]_ P2
I —A NoAB (B=C) TI—>A C&—=T (B=C)
" — A% A B T,C,¢" — A* T

Si B =» C no est4 [I entonces P; se define de la siguiente manera:

M- ABRB

ESTA TESIS NO SALE

debilitamientos e intercambios DE LA BIBIJOTEGA

TII* - A* A, B
St B = £ no aparece en ®, entonces P es :

C,d -0
debilitamientos e intercambios
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I,C, & — A ¥

Notemos que ran; (P1) = ran; (P) = rany (P) vy rang (P1) = rang (P2) =
rang (P) — 1. Ahora definimos la prueba P’ de la siguiente manera:

INC,o* — A* ¥
intercambios
rLa— A~ AB C. o - AT
r—A B=C U II*T,0" = A* A AT (B=0C)

T,0,I0,1,8 — A%, A% A, A%, ©

Asi que ran, (P") = ran; (P) y puesto que T" no contiene presencias de B =
C tenemos que rang (P") = rang (P) — 1, y por lo tanto ran (P') < ran (FP).
(%} A= 3zF (z). La tltima parte de la prueba es de la siguiente forma:

F(a),II— A
T A Tz F(z), I - A {3z F (z))
TIFSAA

Por el Lema sabemos que remplazando a por una variable libre b que no
aparezca en P se obtiene una prueba con secuente final F (b),II — A a partir de
la subprueba con secuente final F (a) ,II — A. (Recuérdese que por la condicién
de la variable principal, @ no aparece en II ni en A). Ademss, como estamos
suponiendo que P sélo tiene una eliminacitn, se concluye que esta prueba no
tiene eliminaciones.

Consideramos la siguiente prueba:

A FO®),I—A (3F(x))
T F@), I — A% A

Es claro que rang (P)) = rang (P) — 1 y ran; (A1) = ran; (P}, de donde se
sigue que ran(P') < ran (P). Finalmente definimos P’ :

T,F(b),TI" — A* A
algunos intercambios
F(),rTI* — A* A
Pr—A 3cF (z), I\II* = A% A (3zF (z))
I I — A%, A% A

EL CALULO DE PREDICADOS CON IGUALDAD

El Célcule de predicados con igualdad (LK, ) se obtiene agregando al lenguaje
de LK un predicado binario (=) y los siguientes secuentes como secuentes ini-
ciales:
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—8§=3

S =11,y 80 =tn — [ (51,0, 80) = F (T2, ., tn)
para cada funcién f de aridad n.

81 =11, ey 8p = tn,R(Sl, vy Sn) - R(t1, ...,tn)
para cada predicado R de aridad n, donde s, ....8n,%1,...,tn SOn términos
arbitrarios. ’
Estos secuentes son denominados aximas de igualdad de LEK,.

PROPOSICION 1. Sea A({a1,...,a,) una férmula arbitraria, entonces :
81 = t]_, vy B =T, A (8}_, veey Sn) — A (t]_, ...,tn)
es derivable en LK., para cualquier conjunto de términos s;, ;. También los
secuentes s=f— 1t =8 y 83 = 83,8z = 83 — 81 = 83 son LK,—derivables.

Definicién. Un corte en LK, es Hamado esencial si la férmula de corte no
es de la forma s = ¢.

TEOREMA . Siun secuente es LK, ~demostrable entonces es LK, ~demostrable
sin cortes esenciales.

Prueba. Esta prueba es simplemente una adaptacién de la dada en la
seccién anterior para LK. S6lo basta considerar lo siguiente.

Si el rango de P es 2 entonces el secuente superior P (¢1,...,¢,), donde P no
es =. 8i Sy es también vn axdoma de igualdad tiene la siguiente forma

§1 = t1y.0y 8n = bn, P81, ..., 8n) — P{t1,...,%n), Mmientras que S, es de la
forma

tl =T1, "-)tn = 8n, P(tla "'ltﬂ) - P(rla ---)Tn)

¥ entonces por la eliminacién se obtiene el secuente

81 = b1y, 80 =l I =71, ey by = 0, P (81,0, 8n) = P{ry, . m0)

Esta eliminacién la reemplazamos por

8 =t;,b;=r; >r; parai <

81 =71,y 8 =T, P (81, ... 8n) = P{ry,...,Ts)

¥ por sucesivas aplicaciones de corte de s, = r; obtenemos el mismo secuente
final.Es claro que todos los cortes inttroducisdos no son esenciales.

Si 53 es el resultado de un deblitamiento de la férmula P (£, ..., ,) , entonces
la dltima parte de la prueba es

11— A
5 =t1’---13n=tn:P(31,---:sn)_"’P(tl:---:tn} P(tl:"'ltn)’n__}A
8y =1f1,..., 80 = bn, P(81,...,8,) , 1l = A

Es obvio que aplicando n + 1 debilitamientos podemos obtener el mismo
secuente final a partir de I — A.

El resto de la prueba se sigue de lo expuesto en la demostracion del teorema
de la eliminacién de corte de LK.
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ARITMETICA DE PEANO

Para formular la aritmética de Peano utilizamos el siguiente lenguaje:
un stmbolo de constante 0
stmbolos de funcidn ', +,-
stmbolo de predicado binario =
La interpretacidn de casi todos estos simbolos debe ser bastante obvia. Sélo
mencicnamos que el simbolo de funcién / interpreta la funcién sucesor. De-
notamos (¢); la enésima aplicacién consecutiva de la funcién ’ al término .
Asi que cualquier natural n est4 representado por el término (O}Iﬂ , €l cual serd
usualmente sbreviado por 7.
El sistema PA es obtenido a partir de LK, agregando seis secuentes iniciales

{llamados secuentes iniciales matemdticos) y afiadiendo la induccién como nueva
regla de inferencia.

1) Los secuentes iniciales matemadticos son:
=t os=t

§=0-—
—~s+0=3s
—s+t =(s+1)
—+s5-0=0

—s-t'=s5-t+s
2) La regla de induccién:

F(a), I — A, F(a)
F{0),I - A F(s)

donde o no aparece en F(0),[ o A, s es un término arbitrario que no
contiene a y F (a) es cualquier férmula del lenguaje.
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