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Introduccion

Como respuesta a la inquietud que nacio debido a la falta de un tratamiento
mds completo y deductivo de la teoria de las ondas viajeras sobre lineas de
transmisién, surge este estudio con el firme propésito de satisfacer este
planteamiento mediante el esbozo coordinado de una nueva exposicion

matemitica y su correspondiente interpretacion fisica.

En muchos aspectos, el campo abarcado es anélogo al de las tratados que a
la fecha se Henen como texto en nuestra escuela. Sin embargo, este trabajo se
diferencia de ellos en examinar el problema previamente, ascender a una solucién
general del mismo y arribar, al final, a los casos particulares de que generalmente

se hacen cargo los textos mencionados.

Asi, comienza por conocer el origen y los diferentes tipos de fenémenos
transitorios, con el objeto de mostrar al lector un panorama més o menos completo
de esta vasta materia de la electrotecnia y poder sefialarle con toda precisién, el
lugar que ocupa el estudio en consideracién, con objeto de ponderar todo su

contenido.




En seguida, se entra de lleno a la teoria de las ondas viajeras, definiéndose
las caracteristicas de Ia linea de transmisién en que se considera estdn presentes,
planteando sus ecuaciones generales y dandoles solucion mediante el uso de

herramientas matematicas previamente expuestas.

Con las condiciones iniciales y en la frontera de una linea finita, se obtienen
las diferentes formas generales de solucién, dando inmediatamente la

interpretacién fisica que les corresponde.

Entonces, la solucién general se aplica a la determinacion de los efectos
eléctricos que ocurren en los extremos de la linea cuando a ellos inciden las ondas
viajeras, analizdindose los casos particulares de terminacién en corto circuito y

circuito abierto.

[nmediatamente los resultados son extendidos al tratamiento de una linea
compuesta para que de igual manera, se considere y analicen los casos
particulares, como al final de la linea y en el punto de transicion, reduciendo los

resultados, ademds, al caso de una linea sin pérdidas.

Se contintia con una analisis comparativo de los tratamientos de las lineas
finita y semi-infinita y se expone un método general para la determinacion de las

reflexiones multiples.



Por (iltimo, se concluye con la solucién de un ejemplo y el desarrollo del
sistema, resolviendo con este ultimo el mismo ejemplo y comparando los

resultados.




Conceptos Generales

CAPITULO 1. CONCEPTOS GENERALES

1.1. GENERALIDADES, ORIGEN Y INATURALEZA DE LOS

FENOMENOS TRANSITORIOS

i.1.1 FENOMENOS PERMANENTE Y TRANSITORIO Y ENERGIA

ELECTROMAGNETICA

En ingenieria, nosotros entendemos por sistema, un conjunto de elementos
que se interaccionan cuando a través de ellos fluye energia; esa energia cambia de
forma al pasar de un elemento a otro, adoptando aquella que corresponda a la

naturaleza del elemento.

Cuando los elementos de un sistema se encuentran energizados de forma tal
que el monto de energia en ellos se mantiene constante, se dice que los elementos y

consecuentemente el sistema, se encuentran en estado estacionario ¢ permanente.

Si por el sistema en este estado fluye energia, ello no impide que sus
elementos se encuentren permanentemente energizados con una cantidad fija de
energia, a reserva de que en los elementos se de el caso de un constante entrar y

salir de energia a ritmo constante (la potencia de la energia) que renueva parcial 6
4
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totalmente aquella que en ellos se encuentre, sin experimentar el elemento
alteracion alguna en su nivel energético. El flujo de energia por ¢l sisterna resulta
por fuerza, a potencia constante, a une estado permanente de este tipo lo
llamaremos “de energia mévil”. Si no hay flujo de energia en el sisterna, entonces
la energia de los elementos queda permanentemente retenida en ellos; a este
estado permanente de energia lo llamaremos “de energia fija”. Podemos incluir
como estado permanente de un sistema, el caso en el que sus elementos se
encuentren desenergizados y resulte imposible el flujo de energia por el sistema; a

este estado permanente lo llamamos “de energia cero.”

Por otro lado, cuando los elementos de un sistema se encuentra energizados
de forma tal que la cantidad de energia en ellos varia, se dice que los elementos, y
consecuentemente el sistema, se encuentran en estado transitorio. Un estado
transitorio dura en tanto se tengan dichas variaciones y esto se debe
fundamentalmente, a que previo al estado transitorio, en el sistema se tienen
condiciones a las que corresponde un estado permanente cuya cantidad de energia
difiere de la requerida para las nuevas condiciones que en él se hayan presentado y

las cuales han dado lugar al transitorio.

Asi pues, un transitorio permite a un sistema reajustar gradualmente por si
mismo su energia a condiciones nuevas cada vez que éstas cambien, y es por

medio de él, que el sistema pasa de un estado permanente a otro. Es claro entonces
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que el estado transitorio de un sistema implica por fuerza un flujo de energia que
necesariamente varia el monto que de ésta se encuentre en el sistema, y €s siempre

intermedio a los estados permanentes.

Puede decirse asi, que los estados permanentes son estados de la potencia, y

los transitorios, estados de la energia.

Tomemos, para ejemplificar, un sistema mecanico compuesto per una
particula en movimiento recto uniforme y un agente externo. Sea mt la masa de la
particula y ¥, su velocidad respecto de una referencia inercial. Su energia cinética

serd, por lo tanto:

Ec = -mV} (1)
2

Si el agente externo ejerce sobre la particula una fuerza F en sentido y
direccién de su movimiento desde el instante t, hasta el instante t, la Particula se
acelera uniformemente durante ese intervalo, al final del cual, digamos, alcanza la
velocidad V,. Su energia cinética, entonces se ha elevado a:

1
Ec, = —2sz2 (2)

[ lamaremos Ad, la distancia cubierta por la particula durante su aceleracién,

entonces, AEc, el incremento de la energia cinética es:
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Afc=Ec, — Ec, = : mV} - : mb}
2 2

AEc = ]2 m (V7 - v?)
I
sEc=_ m{V, +V)0 = V) @
Pero:
S
v, -V, =AV

es el incremento o ganancia de velocidad experimentado por la particula y:

_ V, +V,
Viom =~ 4 (5)

’

es la velocidad promedio de la particula, la cual puede calcularse ademds como:

Ad
V orom = . 6)
con:
A=t -1,
Asi
ad
AEe = AV
c=m" (o)
6
AV
AFc = Ad
e=m" | )_ )
Es claro que:
AV
F=m (8)
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es la fuerza que el agente externo ejerce sobre la particula, asi que:

AEc = FAd ) 9
este resultado nos revela que la ganancia de la energia de la particula provino del
trabajo realizado por el agente externo mediante la fuerza F. Asi pues, antes del
instante t,, la particula almacenaba o retenia una energia cinética cuya cantidad no
variaba, por lo que, en esta condiciéon guardaba un estado estacionario. Después
del instante t, la particula aument6 gradualmente su velocidad, incrementando con
ello, (también gradualmente) su energia almacenada hasta el instante t, y por lo

fanto, en esta condicién, la particula se encontraba en un estado transitorio.

Después del instante t, la particula nuevamente se encontrd en un estado

permanente, que se diferencia del primero en que la particula contiene una

cantidad de energia almacenada mayor.

Obsérvese que antes de {, y después de t, a través de la particula no existe
flujo de energia alguno y por tanto los estados permanentes son del tipo de energia
fija, pero entre t, y t; si se establecié un flujo de energia desde el agente externo

hasta la particula, como era de esperarse, pues en todo estado transitorio

inevitablemente hay flujo de energia.

El primer estado permanente hubiese sido de energia cero, si V, = 0.
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Consideremos ahora, para de una vez aclarar ademads algunos puntos de
utilidad en consideraciones futuras, el caso de un sistema de transmisién de

energia eléctrica a c.c., como se muestra en la Figura 1.

- A

T %@

A

Figura 1. Sistema de Transmisién de Energia Eléctrica a C.C,

En el Generador G la energia eléctrica a c.c. se produce a partir de otra de
naturaleza mecénica y se transmite hasta las cargas L'y M por medio de la linea A.
Como comprobaremos enseguida en el estado permanente del sistema, 5 esta

cerrado y es del tipo de energia movil.

Supongamos, que S esta cerrado y el sistemna transmite energia eléctrica en
estado estacionario mediante una corriente constante i a través de la linea A, entre

cuyos conductores hay un voltaje constante V. El valor de la potencia al que se

transmite la energia sabemos es:
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P=Vi=cte.

Si despreciamos las perdidas en el sistema, la cantidad de energia, que
recibe la carga 1. - M por unidad de tiempo, serd exactamente igual a la cantidad
de energia enviada por el generador a través de la linea:

Po=P=PF 4.

Pero, ;Por dénde concretamente se transmite la energia? Debido a que la
corriente se localiza dentro de los conductores, muchas personas tienen la idea de
que la energia fluye también dentro de los conductores, sin embargo este punto de
vista es erréneo; veamos el problema mas detenidamente. Mientras la corriente
fluye en uno de los conductores de linea en un sentido, por €l otro lo hace en
sentido contrario. Podriamos considerar entonces que en ambos conductores
circulan corrientes de igual sentido, pero formadas por cargas de polaridad
contraria. Si los conductores tienen muy pequefio didmetro, comparado con
distancia que los separa, entonces podriamos decir que en ellos hay una densidad
lineal de carga, cuyo valor serd igual en ambos conductores, pero de signo
contrario. Por lo tanto, entre los elementos infinitesimales de linea, ung sobre
cada conductor, que se localicen a una misma distancia a partir , digamos, de la

fuente, se producird un campo eléctrico que emergerd del elemento con carga

+p,dx al elemento con carga —p,dx, donde dx es la longitud de los elementos.

10
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Superficies
Equipdtenciales
Eléctricas

Lineas de Fuerza del
Campo Eléctrico

Figura 2. Campo Eléctrico en una linea de dos conductores.

Puesto que las cargas p,dx y —p,dx se desplazan en el mismo sentido,
entonces también se desplazaran con ellas las lineas de fuerza que producen, es

decir, su campo eléctrico.

Los elementos de lineas, por la rapidez del movimiento de sus cargas,

+ oy 5:; Yy -0 :i; , producirdn también un campo magnético a su alrededor.

11
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. Superficies
Equipotenciales
Magnéticas

Lineas de Fuerza del -
Campo Magnético

Figura 3. Campo Magnético en una linea de dos conductores.

Ahora bien, la cantidad de energia electromagnética del campo que fluye
por unidad de tiempo a través de cada elemento unitario de la superficie
transversal a la linea, P, viene dada por:

P=EXH

Donde E es la intensidad del campo eléctrico y H la intensidad del campo
magnético. P evidentemente tiene una direccién perpendicular al plano que
contiene E y H, o lo que es igual, la energia electromagnética fluye hacia la carga

perpendicular a la superficie transversal a la linea. Figura 4.

12
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Superficies
Equipotenciales
Magnéticas

/ P | ‘
. 4!
’ - -';L"" !
:‘t ..' fi
A
TR -i
> N ‘B,
H* o .
Superficies
Equipotenciales
Eléctricas

Figura 4. Energia electromagnética en una linea de dos conductores.

Tomemos enseguida un elemento de drea tal como ése donde se encuentra

el punto Q ( Figura 4 ), y cuyos lados estin formados por las superficies

equipotenciales eléctrica y magnética. Sean ds, y ds, la longitud de los lados

sobre las lineas equipotenciales magnética y eléctrica, respectivamente. Figura 5 ;

13
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Figura 5. Longitud de los Lados de las Superficies Equipotenciales.

U y V son sus potenciales. Entonces el valor de P en Q es:
P=EHsena
Recuérdese que hemos supuesto que los conductores son perfectos y por lo
tanto E sera cero dentro de ellos y asi no se propagara energia electromagnética

por el interior de los conductores.

Asi la energia electromagnética total que fluye en toda la superficie
transversal a los conductores por unidad de tiempo, excluyendo a éstos ultimos, se

obtiene integrando P sobre toda el drea. Entonces,
”PdA = ”P ds, ds, senfi

pero:

14
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[fpda= ([ pds, ds, sen( - a)
HPdA = HPdS, dS2 senao
[[paa = [{(E H sen a)ds, ds, sena

ijdA = HEH (ds, sen a}{ds, sen @)

Pero recordemos que la disminucién mas rapida del valor de una funcion
potencial a partir de una de sus superficies equipotenciales, ocurre siempre en la
direccién del vector normal a la superficie equipotencial y la magnitud de esa
rapidez multiplicada por el vector normal define un vector que se conoce oMo
gradiente de potencial. Aplicado esto a nuestros potenciales eléctrico V y
magnético U, (Figura 53), observamos que V disminuye mas rapidamente en la
direccion de n al pasar de la superficie equipotencial V = Constante a la superficie
V — dV = Constante, siendo la magnitud de esa rapidez:

- c:;: = — grad V|

Pero V se define precisamente como una funcién escalar tal que, su

gradiente (con signo contrario) sea igual a E. Asi

ge-Ven o £=-%
dn dn

Si similarmente, del potencial magnéticoUy H se obtiene la relacién

15
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H=—dUom o H:vdU
m dm

por lo tanto:

{[pad = jj(_ Y ]@ w )(m-, sen a)(ds, sen @)
donde:

ds, sen a = dn

ds, sena =dm

Segiin se puede ver facilmente en la figura 5, y asi

[ Pdaa = {[av au

[[paa= j: av [ au

Donde V, es el potencial en la superficie del conductor de carga +P dx y V;
el potencial en la superficie del conductor de carga -Pydx, (Figura 2); § es la fuerza

magnetomotriz valuada alrededor del conductor con corriente

+p2, d =i,
dt
figura3y 4.
[[pda=,~V)8
pero:

v, -¥ =V .e voliajeentre conductore

16
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F=i :lacorrienteen lalinea (segin la ley circuital de Ampere)
y entonces:

deA:Vf:P:cae

La energia electromagnética total que fluye en el campo por unidad de
tiempo en cualquier seccién transversal del espacio que circunda los conductores
es igual a la energia transmitida por unidad de tiempo desde el generador hasta la

carga. Este resultado nos revela dos cosas importantes.

a) La energia en nuestro sistema fluye fuera de los conductores en el
campo electromagnético que los rodea, jugando los conductores el

papel de simples guias de onda.

b) Mientras fluye energia en el sistema en estado permanente su monto
en el campo no cambia siendo su potencia constante e igual a la

demanda por la carga.

Asi, pues, la energia en el campo de la linea se remueve totalmente
manteniéndose siempre, no obstante, la misma cantidad de energia mediante una
permanente entrada y salida de ella a ritmo constante: el estado permanente s “de

energia movil”. Esto dltimo se comprueba facilmente, como sigue

17
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Puesto que la energia electromagnética del campo, Eem, llegd a él

empleando un determinado tiempo (transitorio) digamos At, a partir de un valor
cero, entonces; la energia magnética sera

Em="P A

= 4 prom,m

donde P,e=V,

prom !;;mm'

tomando a gy, cOmo los valores promedio de la cantidad
variable i, que pasa de ser ceroa { en At i,, por lo tanto, generd un flujo variable
¢+, por lo que paso de ser cero a ser ¢, el cual indujo un voltaje &, en oposiciéna V
tal que
V,+e,=90

donde Ve es V inmediatamente después de cerrar $ (figura 1), después de lo cual
disminuye hasta cero, siendo en ese proceso Vo — V la energia por unidad de
carga, por lo tanto, Vo pasa de V a0 y ello significa que no se requiere energia

para mantener el campo una vez que Vv = 0, pero si se requiere para producirlo,

Vo 20, figura 6.
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1Energia dep. en forma
-de campo magnético por )
yunidad de carga i : !
Corriente en

aumento, l_v L Vo
! 1
PR I | I I
Instante del
cierre de S ‘ A
Voltaje

inducido €v

- - At _—

Figura 6. Estado Permanente de Energfa Mévil.

El valor promedio del voltaje &, viene dado, segtn la ley de Faraday, como

donde A es la ganancia de ¢ a partir de su valor cero hasta ¢, pero el valor del

flujo magnético en el campo de la linea en estado estacionario, es:
¢=1Li

donde $ = constante, i = constante y L es la inductancia total de la linea, entonces;

Ap=¢-0=¢=Li
y
L
prom A.f
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asi que,
Li
Vprum = _epram = A.’
en tanto que iprom €8
. i+0
!prom = )
por lo tanto
€ = Poromm® =Y prom {prom At
Li i 1
g, ="e Nt=_LI

y puesto que i = constante, entonces £, = constante.

De forma similar la energia eléctrica sera:

Ee= 10 V3
2

y puesto que V = constante, £¢ = constante, asi
E =&, tE=cte
lo cual confirma que en la linea siempre se tiene el mismo nivel de energia ain y

cuando esta fluye.

Puesto que E y H tienen su mayor intensidad en las proximidades de los
conductores, la densidad de energia es mayor en la vecindad inmediata a ellos y

disminuye rapidamente con la distancia desde los conductores.
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1.1.2 FENOMENOS TRANSITORIOS MONOENERGETICOS Y

MULTIENERGETICOS

Dos clases de estados transitorios podemos encontrar:

a) Aquellos en los que la energia presente solo puede ser de una forma
y el tnico cambio de energia que puede ocurrir es entonces un

incremento o un decremento.

b) Aquellos en los que la energia presente puede ser de dos o mas
formas diferentes y los posibles cambios de energia, son entonces un
aumento o decremento de la energia total o aun, un cambio de la
energia de una forma a otra. Normalmente ambos ocurren

simultdneamente.

Un ejemplo del primer caso es la aceleracion de la particula en el primer
ejemplo del punto 1: sin su energia solo puede almacenarse como energia cinética
y el transitorio consiste entonces en un aumento de dicha energia durante la
aceleracién de la particula, o de un decremento, durante su desaceleracién. Otro
ejemplo de este caso es el proceso de carga de un circuito puramente capacitivo
que recibe energfa de una fuente de voltaje a C.C., la energia puede almacenarse
solamente en el campo eléctrico y el transitorio representa un aumento de la
energia eléctrica almacenada durante el incremento del voltaje entre los depositos

de carga, o un decremento de la energia eléctrica, durante un decrecimiento del

voltaje.
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—{Vo

Figura 7. Circuito Capacitivo.

En la Figura 7, se muestra un circuito puramente capacitivo en el que al
momento de cerrar el interruptor S, se establece una corriente iv cuya mayor
intensidad la alcanza inmediatamente después de cerrarse S, iv disminuye deia 0,
donde i es la intensidad maxima de la corriente, figura 8. La caida de voltaje a
través del capacitor C, Vo, crece de ceroa V=E, conforme se va depositando carga
en las placas, estas tiltimas crean un campo eléctrico cuyo flujo y, crece de O a y y

cuya rapidez de crecimiento es igual a la rapidez con que se depositan las cargas

en las placas, o lo que es igual, a la rapidez de corriente eléctrica en el circuito, asi
que, el valor promedio de iv serd:

AV
Frem A
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donde Ay es el incremento en el flujo eléctrico durante el tiempo que dura el

transitorio, At. Ademas:

y entonces

. Lv-o_cr
L V.Y

La energia eléctrica almacenada en el campo de las placas al final del
transiterio es por lo tanto:

Ee=V_ i At

= ¥ prom ©prom

£e=(!/-+0]~CVAI=ICV2
2 At 2
o+ Vo
o
‘ - i
; »
- V=E
F Y
o
1 ! ! t
v
- At -

Figura 8. Comportamiento de i y V en el Capacitor.
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Obsérvese en la figura 8 que mientras Vo crece en el capacitor, la energia
eléctrica del campo crece, por lo que Vo es la energia que se deposita en el campo,
por unidad de carga. Otra vez podemos afirmar que no se requiere energia para

mantener el campo eléctrico entre las placas, pero si para producirlo.

Un ejemplo del segundo caso es la situacion de carga y descarga de un
condensador a través de un circuito inductivo. La energia presente puede solo ser
de dos formas: energia del campo eléctrico y energia del campo magnético. Los
cambios de energia consisten entonces en un paso sucesivo de energia magnética a
eléctrica y viceversa. La figura 9 muestra la variacion de corriente en un circuito tal
y la variacién de los voltajes en su capacitor e inductor, en donde:

€, : Subida de voltaje entre las placas del capacitor cargado, antes de cerrar §
€< : Subida de voltaje transitorio en C
: Corriente transitoria en C, también:

V! : Caida de voltaje transitorio en L, producida por iL=i

g': Voitaje transitorio de autoinduccién en L
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[ ¢
e - - ’:E'.f
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4
RN
I S
Cm
- ' el
- )
iF=i Y
) i -t
ec-Ft=0 vi-ei=0
S_,.1=0 5 _.t=0
By 5
+ql ~ +qIC - Lt
‘ ot e
el e el d e
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—-q! v i,
q -q
‘-
o7 TT
4 T2

Figura 9. Comportamiento de un Circuito LC

Es facil apreciar en esta figura que tales variaciones de corriente y voltajes
corresponden solamente a la transformacion de la energia eléctrica del
condensador en energia magnética en el inductor y esta de nueva cuenta en
energia eléctrica en el condensador. En este proceso, la corriente mantiene el
mismo sentido, pero al final de él, el condensador queda cargado con polaridad
contraria. Entonces, para alcanzar nuevamente la condicién inicial al momento de
cerrar el interruptor S, se requiere que la energia eléctrica se transforme otra vez en
magnética y vuelva finalmente a eléctrica en el condensador, para que la polaridad
sea como al principio. En este nuevo proceso la corriente en el circuito invierte su
sentido y las gréficas de corriente y voltajes variables son justamente la proyeccion

simétrica con respecto al eje t, de las graficas de la Figura 9.
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Si la resistencia del circuito es igual a cero, los procesos sefialados de

transformaciones de la energia eléctrica en magnética, y viceversa, proseguiran

peridica e indefinidamente, obteniéndose asi,

oscilaciones eléctricas no

amortiguadas. E! tiempo empleado para el desarrollo del ciclo descrito y

consecuentemente de todos los ciclos (periodo de las oscilaciones) se calcula como

sigue: Puesto que

[«

donde:

entonces

Y ya que

Ee=Em

p i Ag
epmm_ pmm__A.!
Ap=Li, -0 y &r=.-0
T Li
A = _ﬂlcﬁ o
4 Vyw Coom
4LI"

7=t
€ rom

{Figura 9)
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la frecuencia de las oscilaciones eléctricas es igual a:

1 1 1

=17 1c

y la frecuencia angular es

w= °
LC

Si la energia presente en un sistema puede tener mas de dos formas, los

fendmenos transitorios resultan atn mas complejos.

1.1.3 FENOMENOS TRANSITORIOS PERIODICOS Y NO PERIODICOS

El estudio y andlisis de los fenémenos transitorios eléctricos ha sido mucho

mas abundante que el estudio y anlisis de transitorios de otras formas de energia,

debido a que:

a) Los transitorios eléctricos son mucho mas simples en su naturaleza.
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b) El aspecto tedrico de la ingenieria eléctrica es mucho mds avanzados
que el de otras ciencias.
¢) Los efectos destructivos y daitinos de los transitorios eléctricos son

més comunes serios que con otras formas de energia.

De ahora en adelante, pues, hacemos referencia solamente a fenémenos
transitorios eléctricos, aun que de hecho anteriormente hemos recurrido

fundamentalmente a ellos.

El estudios y andlisis de los fendmenos permanentes en los sistemas
eléctricos resultan en general mucho mas sencillos que el anlisis de los fendmenos
transitorios, pero en realidad solo los fenémenos de un sistema eléctrico a corriente
continua son permanentes. Los fenémenos de un sistema en corriente alterna son,
estrictamente hablando, transitorios. La teoria de los sistemas en corriente alterna,
es decir, la teoria de los fendmenos transitorios periodicos, habria sido mas dificil
que la de corriente continua, hasta que el método del isomorfismo de funciones
sinusoidales y ntimeros complejos, junto con los teoremas de la derivada y Ia
integral vinieron a reducir los fenémenos transitorios periddicos de ca. a
fenémenos permanentes. De hecho, donde quiera que se presenten transitorios
periédicos, como en rectificacion, conmutacion, etc., se obtiene una considerable
ventaja por medic de la reduccién a fendmenos permanentes, por medio del
isomorfismo y sus teoremas. El isomorfismo es, dentro de la teoria de la corriente

alterna, el conmutador o rectificador tedrico mediante el cual los transitorios
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sinusoidales son reducidos a fenémenos permanentes, permitiendo asi que

muchos de los transitorios periédicos dejen de ser considerados como tales.

Como ejemplo de este tipo de fenémeno transitorio lo son también, las

oscilaciones eléctricas en nuestro ejemplo citado el final de la seccién 1.2.

Asi podemos decir que todo transitorio que no es periddico es un transitorio

no periédico.

1.1.4 FENOMENOS TRANSITORIOS EN EL TIEMPO

En el sistema de trasmisién de energia eléctrica a C.C. considerado en la
seccién 1.1, Figura 1, nosotros hemos supuesto que en cualquier instante dentro del
periodo transitorio de energizacion de la linea, la corriente y el voléje tienen el
mismo valor en todas las porciones de ésta, por lo que el analisis del transitorio
arrojard iguales resultados si tomamos para ello el inicio, la parte media de o el

final de la linea; las mismas leyes de variacion de Ve e i, al transcurrir el tempo

sera obtenidas, independientemente del lugar que sobre la linea seleccionemos.
Asi pues, lo que nos inferird de las cantidades eléctricas, son sus valores
instantineos. Estos fenémenos transitorios que ocurren al transcurrir el tiempo

reciben el nombre de transitorios en el iempo. El tiempo es, entonces, la variable
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independiente y las cantidades eléctricas, como corriente, voltaje, etc., las variable

dependientes.

1.1.5 FENOMENOS TRANSITORIOS EN EL ESPACIO

Parecidos a l(;s fenémenos transitorios en el tiempo (algunos ejemplos de los
cuales hemos citado con anterioridad preferentemente) son los fenémenos
transitorios en el espacio, fenémenos en los cuales la variable independiente es el
espacio. Este tipo de transitorios conecta las condiciones de las cantidades
eléctricas en un punto de un circuito con las condiciones de las mismas cantidades
en otros puntos, como por ejemplo, el valor de la corriente y la diferencia de
potencial en el extremos receptor de una linea de transmisién a C.A. con aquellos
en el extremo generador de la linea. En este tipo de fenémenos transitorios en el
espacio, las cantidades eléctricas que aparecen como funciones de la distancia, no
son valores instantaneos, como en el caso de transitorios en el tiempo, sino son
cantidades alternas representadas por sus nimeros complejos, mediante el
isomorfismo, el cual nos permite la eliminacién del tiempo como variable,
reduciendo al fenémeno de su forma periddica y espacial a s6lo su forma espacial.
Las ecuaciones que se obtienen aqui son totalmente parecidas a las que se
presentan en los transitorios en el tiempo, con 1a diferencia de que en este caso las
variables dependientes son cantidades complejas, mientras que en los transitorios

del tiempo, ellas son cantidades reales, es decir, valores instantdneos. Podemos
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decir, pues, a manera de resumen, que en los transitorios en el espacio se
consideran tinica y exclusivamente los gradientes a lo largo de un circuito, de
algunas condiciones de cantidades eléctricas, tales como gradiente de magnitud,

gradiente de fase, etc.

Por ejemplo, - las ecuaciones generales de una linea de transmisién en
régimen estacionario de C.A.,

=VS+ZO+ISe—f=y' +Vs—-Z,, Ise‘,y,

4
2
Y
s Dl
Felo. sy 70 s
2 2
donde:
z es la impedancia por unidad de longitud de la linea
¥ es la admitancia por unidad de longitud de la linea
7. =.1% eslaimpedancia caracteristica de la linea
iy
z_:v =7 es la constante de propagacion
Vsels son el voltaje y corriente en el extremo de transmisién de la linea,
respectivamente.

Estas ecuaciones nos permiten determinar la magnitud del voltaje y la
corriente en el punto x a partir del extremo de transmision de la linea, Figura 10.
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Zdx

Figura 10. Voltaje y Corriente el Punto X en un Linea de Transmisidn

Ambos tienen dos componentes, una (primeros términos) que se propaga en
sentido de x creciente y otra (segundos términos) que se propaga en sentido
decreciente y ambas describen un transitorio en el espacio. La constante de
propagacién representa en dichas ecuaciones, el cambio en magnitud y fase en

ambas ondas conforme transcurre a lo largo de la linea:

Y= zy=a+if

ey:};x =euxer‘ﬂ:=ea.r ﬁx

'ﬂ‘:e-a.x —ﬂx

donde:
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@ es la constante de atenuacion {atenuacién por unidad de longitud).

B es la constante de fase (cambio de argumento angular por unidad de
longitud).

€7 es el factor de atenuacion, y

e"’* = - fx esel factor de fase

La velocidad de propagacion de los componentes incidente y reflejada de

Ve I siempre es algo menor que la velocidad de la luz y tanto una como otra

varian arménicamente a lo largo de la linea respecto a la variable espacial x.

Un ciclo completo de voltaje y corriente a lo largo de la linea, por ejemplo de
la componente reflejada, corresponde a un cambio en su argumento angular igual

a 2, es decir:

Pr=2n

La longitud correspondiente at ciclo completo, llamada longitud de onda,

es:

Si f es la frecuencia del voltaje y la corriente alterna, entonces el tiempo

empleado en generar un ciclo, 0 lo que es igual, el tiempo en que la componente
reflejada recorre A es T = 1 y su velocidad de propagacion:

Velocidad = A = n/f = 4
T p B
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1.1.6 FENOMENOS TRANSITORIOS EN EL TIEMPO Y EL ESPACIO

En el andlisis de circuitos eléctricos, las cuatro constantes r, L, g y C
normalmente se les considera separadas una de otra, como parametros

concentrados.,

Aungque esta suposicién puede no ser perfectamente correcta, en la mayoria
de los casos es permitida y necesaria y solamente en algunos tipos de fendmenos,
como la transmisién de voltajes y corrientes a grandes distancias , esta suposicién
no es posible, asi que los pardmetros deben tomarse distribuidos a lo largo del

circuito.

Los fenomenos transitorios en circuitos con constantes distribuidas y de
hecho, la investigacién general de tales circuitos, llevan a fendmenos transitorios
de dos variables independientes, el tiempo y el espacio; esto es, los fendmenos son

transitorios en el tiempo y el espacio.

La dificultad que se encuentra en el estudio de tales fendmenos, es que ellos
no son periédicos con respecto al tiempo y por lo tanto, no es ya posible
representarlos por cantidades complejas.  5in embargo, es posible derivar

ecuaciones generales en un circuito de pardmetros distribuidos con la tinica
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condicion de que r, L, g y € permanezcan constantes con el tiempo y la distancia,
atn y cuando se tomen al voltaje y la corriente como funciones arbitrarias del
tiempo y la distancia. Esto significa, pues, que las constantes distribuidas son
siempre las mismas para toda longitud unitaria del circuito o de la seccion del

circuito para la cual las ecuaciones se aplican.

En adelante nos dedicaremos tinica y exclusivamente al estudio del circuito

de constantes distribuidas llamado Linea de Transmision.

1.2 LA LINEA HOMOGENEA DE TRANSMISION DE PARAMETROS

DISTRIBUIDOS

1.2.1 ECUACIONES DE LA LINEA HOMOGENEA

Tomemos el caso mds comtn de una linea de transmision de energia
eléctrica: la linea homogénea de dos conductores proximos y paralelos. Nuestra
linea recibe el nombre de homogénea porque en ella los pardmetrosr, L, g y C son
constantes y estin distribuidos uniformemente a todo lo largo de la linea (son
constantes en el tiempo y la distancia). Esto implica, por supuesto, una cierta
idealizacién de las condiciones reales, pues por ejemplo, las pérdidas a tierra a

través de las cadenas de aisladores representan un proceso concentrado; la flexion
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de los conductores y la discontinuidad de la superficie sobre la que esté tendida la
linea, representan una distribucion de su capacidad respecto a tierra no uniforme,

etc.

Sean pues, r, L, g v C la resistencia, la inductancia, la conductancia y la
capacitancia por unidad de longitud, en la linea y designemos por X la distancia de
cualquier elemento de linea a partir del extremo transmisor. La linea, entonces,
podra representarse por una gran cantidad de pequefios elementos de longitud Ax
conectados en serie y en los cuales los pardmetros tienen por valor rAx, LAx, gAx 'y

Cax. Tomemos uno de tales elementos de linea, Figura 11, y sean i y v la corriente

y la diferencia de potencial entre los conductores al inicio del elemento,

respectivamente.
AV
f—kﬁ
. rAx LAx
bl . I
. Al
\ gAx - CAx
. ‘
X - -—
AX

Figura 11. Pardmetros en una Linea de Transmisién.

Entonces al final del elemento la corriente y el voltaje son: V- AV yi-Ai
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Donde:
AV = raxi+ Lox
o
Y
—AV
AP = gax(V - AV )+ Chx o 614 /)
dividiendo estas expresiones por Ax, obtenemos
Ai av —Av)
=gl -AV+C > - °
5 "8V -aY)
av it L i

y cuando el ndmero de elementos de linea tiende al infinito, es decir,

cuando Ax-»(Q

9 _y+c? (1)

ax ot

id =ri+Lai (2)
ox ot

Ahora bien diferenciando estas ecuaciones respecta a x y ¢ respectivamente ,

obtenemos

2 2
o°i 6V+C6V

x T axa

v o 8%
=r _+L-
dox o O

que junto con la ecuacién (2) dan

2.

o%i of 8%
=gri+{gl+Cr)_ +CL
oy - EHE Var ‘

3 3)
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Similarmente se obtiene

2y 14 aty
=rgV +{gL+Cr +CL 4)
ox E (eL+Cr) 5, ar

(3) y (4) son las ecuaciones generales de una linea de transmision

homogénea de constantes distribuidas.

Estas ecuaciones diferenciales de segundo orden son funciones lineales en
las variables independientes y sus derivadas y como se puede observar provienen
de dos ecuaciones diferenciales simultaneas para i y V. Por lo que, para su solucién
completa para t>0, es decir, para determinar tanto las leyes que siguen i(x,f) y
V{x,t) como para determinar sus constantes de integracion, se requerira primero,
conocer las condiciones iniciales i y V' y segundo, en la frontera de un buen grado
de intuicién seleccionar el método y dominio matemdtico para la solucién mas
apropiada a dichas condiciones y al significado fisico que de ellas necesitaremos

extraer.

1.2.2 METODOS MATEMATICOS DE SOLUCION
Podemos decir que para obtener la solucion de las ecuaciones (3) y (4)

basicamente contamos con dos métodos: El método  general de Steinmetz y el

método Operacional Restrictivo.
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El primer método, desafortunadamente poco conocido, se caracteriza por
ser portentosamente general y por lo tanto hace caso omiso de las condiciones
iniciales y en la frontera que desafortunadamente particularizan la solucién
cuando se les emplea desde un principio para determinar las constantes de

integracién.

El doctor Steinmetz, quien desarrollo este supremo método de solucion,
parte de la muy comprensible base de que las soluciones iy V habran de ser
funciones reales, ain y cuando en sus obtenciones se mangjen cantidades
complejas dentro de las constantes de integracion, a las cuales, por cierto, las
acepta en su forma mas general, sin sujetarlas a condiciones iniciales o de frontera
alguna. Las soluciones y constantes de integracién asi generales se encuentran
acompanadas, ademds por una serie de constantes generalizadas caracteristicas y
propias de los fenomenos eléctricos que dichas soluciones representan. Con este
conjunto solucién - constantes, el doctor Steinmetz nos muestra en su obra no solo
la posibilidad de analizar mediante él, cualquier tipo de fenémeno transitorio
electromagnético en el espacio y el tiempo, sino también la de analizar cualquier
fenémeno estacionario o transitorio en circuitos de constantes distribuidas o

concentradas.

Es, en resumen, este método, el unico que permite obtener una solucién

verdaderamente general al problema de los fenomenos transitorios o permanentes
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que se presentan en los circuitos eléctricos de pardmetros constantes, bien sean

distribuidos o bien sean concentrados.

EL método operacional restrictivo, parte de la fase de reducir las ecuaciones
{3) y (4) a ecuaciones diferenciales de una sola variable, a saber x, transformando
las funciones i y V en funciones de variable compleja y las derivadas, en
operaciones algebraicas de factores complejos. Las transformaciones se llevan a
cabo mediante la lamada Transformada de Laplace, y en ellas
desafortunadamente, como veremos, afloran inmediatamente las condiciones

iniciales, sujetando al problema desde luego a una particularizacion.

Transformadas las ecuaciones en ecuaciones diferenciales totales de la
variable x, se procede a darles solucién con la ayuda de las condiciones en la
frontera para determinar las constantes de integracién. Las soluciones asi
obtenidas son, funciones de x y una variable compleja, por lo que serd necesario

antitransformarlas para obtener las soluciones reales del problema.

Para llevar a cabo las antitransformaciones es necesario primero llevar las
soluciones a una forma tal que mediante la ayuda de tablas de transformadas se
pueda encontrar en estas la solucién real correspondiente a la forma previamente
obtenida. Aunque esto se dice rapido, la verdad es que el darles una forma

apropiada a las soluciones, funciones de x y la variable compleja, representa el
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mayor problema en la solucién de las ecuaciones diferenciales. No obstante,
contamos afortunadamente con algunas técnicas adicionales, las cuales nos
permiten arribar con cierta facilidad a las formas convenientes, desde las que se
obtengan las soluciones reales. Estas técnicas que forman parte del cdleulo
operacional, son principaimente, las fundamentadas en el teorema del Corrimiento
de Heaviside y las fundamentadas en el Teorema de Desarrollo de Heaviside,
aunque un método general mas poderoso es el fundamentado en el Teorema de
Tnversién; para casos en que se requiera un estudio completo del problema, debera
usarse conjuntamente el Teorema de Inversién y la Teoria de la Variable Compleja.
La primer técnica proporciona la solucion desarrollada en términos de ondas
viajeras y multiplemente reflejadas en funcion de las cuales podemos obtener una
interpretacion fisica; la segunda técnica proporciona una solucién en forma de
serie infinita cuyos términos son preductos de funciones trigonométricas de x, este
tipo de solucién se puede obtener a partir de la solucién anterior si esta la
expresamos en series de Fourier, pero una y otra técnica, por la complicacion que
introducen en la bisqueda de soluciones, nos obligan en casi todos los casos, a
adoptar desde un principio no solo las condiciones iniciales y en la frontera, sino
también a adoptar algunas suposiciones que desgraciadamente minimizan en
mucho el grado de generalidad de los resultados. A pesar de ello, la Teoria de las
ondas viajeras que aqui se desarrollara empleando el método operacionat
restrictivo, y concretamente la técnica fundamentada en el Teorema del

Corrimiento de Heaviside, es con mucho mas completa e integral que las teorias
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expuestas en varios textos de los que en actualidad son de amplia circulacién entre
los estudiantes de la especialidad, algunos de los cuales la presentan de una
manera muy confusa, sin coordinacion y poco seria, a pesar de existir desde 1920

su portentosa teoria debida al genio de Charles Protens Steinmetz.

A continuacién, presentamos los elementos basicos del calculo operacional

que aqui necesitaremos.

Sea @(t) una funcién dada, de la variable independiente t, y p un numero
complejo dado, entonces la transformada de Laplace o(1), para toda t>0 es la

funcién y(p) definida por la integral

vip)=[ € pl)dt )

Siendo p un nimero suficientemente grande para que la integral converja.
En los problemas fisicos en que se aplica la transformada de Laplace, casi siempre
se trata con funciones para las que la transformacion es posible. Asi podemos
establecer la regla de correspondencia:

y(p) & o) (6)

La cual nos indica que a toda @(t) corresponde una y solo una transformada
w(p) y viceversa, que a toda wip) corresponde una y solo una funcién ¢ft) (tal regla

de correspondencia biunivoca la llamaremos simplemente isomorfismo). Esto
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dltimo implica, por lo tanto, que dada una funcion transformada es posible

encontrarle su funcién original resolviendo la ecuacién integral:
J, ote™dr = w(p) @

donde y(p) es una funcién conocida de p, mientras que o(t) es la funcion

original buscada.

Teorema 1. Sea

wip) & o)
entonces si a es un nimero cualquiera
a y(p) & ap(t) ®
Teorema 2. Sean
Vi ¢

Y, €9

entonces, si
p=@ t@, +..+ 9,

Yt et Y, O )

Teorema 3. Sean
yop y vof

entonces, si
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de
¢ dt

il

@ = py-9(0)
donde
@(0) = p(t) ., valor inicial (10)
Teorema 4. Sean
yoe y bog

entonces, si

_d'p
= dr?
& = py - pe(0) - ¢'(0)

donde
d
e =00ty ¥ ¢(0)= d‘fi,zu

Teorema 5. Corrimiento de Heaviside (cuando t es el tiempo, este teorema
recibe el nombre de Teorema de Retardamiento). Sea.
yvop y ©od
entonces, si

@ =e""y(a>0)

¢=pl-a)H(-a) (12)

donde la funcion unidad de Heaviside

H(r—a):O,t <a
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H{i-a)=1t>a
Teorema 6. Sea
yeop y bogd
entonces, si

$=€"

r

®=vy(p+a) (13)

1.2.3 SOLUCION DE LAS ECUACIONES DE LA LINEA HOMOGENEA

Apliquemos, ahora, los métodos operacionales vistos anteriormente a las
ecuaciones generales de linea homogénea, (3) v (4}, puesto que

i= i(x,r) y V=F(x1)
entonces, de acuerdo a (5) y (6), obtendremos
—pt
I(x, p)= fe i, )t
donde

I{x,p) > i(x,1)

es siempre posible, y
Vix, p)= fe-mV(xaf)d!

donde

Vix,p)<> V{x,t)
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también es siempre posible.

Asi (3) y (4) en dominio complejo quedan como
d’1 , . o
&7 = grl+ (gL + rCYpl -i(x,0))+ cL(p - pi(0)-i (0)) (14)
X

ji\; =grV + (gl + CXpV - v(x,O))+ cL(pZV - py(0)~v' (x,O)) (15)

Segtin los teoremas 3 y 4. Pero si consideramos que la linea se encuentra
totalmente desenergizada antes de ser activada , lo cual es practicamente valido,
entonces en ninguno de sus puntos existe corriente y voltaje, para todo t<0, lo cual
se traduce matemdticamente como la desaparicion de los términos, entonces
tenemos las siguientes ecuaciones.

i(x,0), V(x,O)

(x0) y V(x0)

Asi, las ecuaciones diferenciales ordinarias de la variable independiente x,
se reducen a:

2
‘Z ! = grl + (gl +rC)pl+ CpLp®1
X

2
f;} =(r+Lp)g+Cp)i=T"1 (14")

4’V

T grV +(gl +rC)pV +CpLp*V
X
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d*Vv )
W T (r+Lpg+Cp)V=T"V (157

sabemos ahora que las soluciones generales de (14} y (15 vienen dadas de
acuerdo a las literales que en ella aparecen, por:
I=Ae™ +4e™" (16)
V=pBe™ +Be (17)
respectivamente, y que las constantes de integracion A, A, B y B, se
relacionan por las expresiones:
r+pl y

Yg+pC (18)

[
r+pL_A

i =.‘Jg+pc 1

De esta forma, las ecuaciones (16) y (17) se pueden expresar en términos de
dos cualesquiera de las cuatro constantes de integracién. Por comodidad, a
continuacién las expresaremos en términos de By B;:

1 fmar pam
1= ,@i,(ale Be™)

Yo+ pC
&t P (19)
vV =Be™ +Be”
donde:

r+pl

= es la impedancia caracteristica de la linea
g+ PC

o
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= (r + pL)(g+ pC) es el coeficiente de propagacion.
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CAPITULO 2. TEORIA GENERAL DE LAS ONDAS

ELECTRICAS VIAJERAS EN LA LINEA FINITA

2. 1. DETERMINACION DE LAS CONSTANTES DE INTEGRACION

Para determinar las constantes de integracién B y B; en términos de las
cuales estin expresadas las ecuaciones (19) del punto 1.2.3, y por lo tanto, obtener
la solucién completa para una linea de transmisién inicialmente desenergizada, es
necesario conocer las condiciones en las fronteras de dicha linea. Para ello,

consideraremos la siguiente figura.

t=0

"——o—"r}o_é_—- U

: ol :

V& o

| : S5

= : M Z

| e A
e(0,t) /‘j ') r

- :I .

O S

_ T e
d

Figura 12. Linea de Transmisi6n Inicialmente Desenergizada.

Asi es facil ver en esta figura que al principio de la linea (x = 0) se tiene,

E(0,p)= E'(0. p)+ Z,1(0, p) (1)
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primer condicién en la frontera, donde:
E(0, p) > €(0.0) =€lx.t) o
£, p) e €(0.0)=C(x1)0
10, p) > #0,0)= x.1);eo

y Z; es la impedancia de la fuente

Para las ecuaciones (19) del 2.3, valuadas al principio de la linea es claro que

501

E0,p)=V  ,o=B+B
H
[(0,[)):] x=0 = Z‘ (BI + B)
0

asi que (1) queda como sigue:

EQ,p)=B,+B+Z, zl (B, - B)
0

VA VA
E(,p)=B |1+ 7 |+ B1-"1
Z, Z,

Z.+Z Z,—Z
E(O-p)r-B,( °Z f]+3[ °Z fJ
0 0

de donde

5 - Z,E(0,p)-BlZ, - Z,)
- e

Zy+Z,

Z Z,-2Z
B= ° Eo,p-8" "
otZy Zy+Z,
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6
B, = 1, E(0, p)+ Bp, N
con
__ %
g =7 ~ o
Zy+Z, > 2)
y
Z,-Z
Py = S -/
Z,+Z,

donde 1, es el coeficiente de transmision de la fuente a la linea (ff) y py es el
coeficiente de reflexion de la linea a la fuente (f); Por su puesto, ambos coeficientes

estan definidos para el punto inicial de la linea.

Sustituyendo la ecuacion (2) en las ecuaciones (19) del 2.3, I y V quedan

expresadas en términos de solamente B, como a continuacion se muestra:
v =(x,E0, p)+ Bp, Je ™ + BE™
V =1,£(0,p)e™ + Bp, €7 + Be™
v = Be™ + p,e™ )+ 1,E(0, p)e™ (3)

I= [(‘tﬁE(O, p)+Bpy )C'“ - Be™

!
Zy

= zl [ E@. p)e ™ + Bo, e - Be™]
0
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1 -Tx x 1 =i'x
1= 7 B(pfe' -¢' )+Z rﬁE(O,p)e l (4)

0 o
Para eliminar B de las ecuaciones anteriores, (3) y (4), basta con observar que

al final de la linea (x =d) se tiene la segunda condici6n en la frontera, a saber:

v({d.p) _
(dp) Zy (5)

donde
V(d, p) o Wd, 1) = v(6.t) e
I{d, p) > ild,r)=i{x.1), oo

y Z; es la impedancia al final de la linea.

Valuadas las ecuaciones (3) y (4) en x = d, y sustituidas en (5), nos llevardn a

determinar la constante de integracién B.

v{d,p)=Z:1(d.p)

Ble™ + p & )1, E(0, p)e = Zr g, 6 —e™)+ Zy ¢ E(0, p)e™

0

Z Z
Bl e +,09re’rd _Zr pq_e—!'d yiTerd =‘tﬁE(0,p)e'” Ty
Zy Z Zy

| 7z Z Z
Bl pe 17T lee™ 1+ ||=1,E(0,p)e" ) T -1
|:Pgr [ Zo] Z, * ( P) Zo
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con

N7z -7
E{0.p)e | T
© £ p) (ZD+ZT]

el -p e Zy ~Zy
d Zy+2Zy

-Id

= € Pa
PO e ppet

B=

> (6)

— ZT"ZD
Prr—(zu_._ZTJ

donde es el coeficiente de reflexion al final de la linea, es decir, en la impedancia

v

2.2 PRIMERA FORMA GENERAL DE LA TENSION Y LA CORRIENTE

DE LA ONDA

Determinadas las constantes de integracién B, y B, ecuaciones (2) y (6), se

sustituyen en las ecuaciones (19) del punto 1.2.3, quedando V e [ expresadas en

términos de las condiciones en las fronteras de la linea. Sin embargo, nétese que

tanto el voltaje como la corriente se han dado ya en términos de solo la constante B,

ecuaciones (3) v (4), bastara con sustituir en estas tiltimas ecuaciones el valor de B,

dado por (6), y asi determinar la forma titima o generalde Ve L.

53




Teoria General de las Ondas Eléctricas Viajeras en la Linea Finita

Asi, {6) en (3)

e N "
V= tﬁE(O’ p)erd fﬂ -rd (el"x +py€ i )+ tﬂE(O’ ple’"

ﬂ't’l‘e

e-r(d—x) + .e-r((HJ) _'_er[d-x) _ e-['(dfx)
Vo TﬁE(O, P) Pa PyPa Py P

elfd _p#pne-w
er(a’—x)+p e—li'(d*:)
V=1, E(0, r
£ ( P) el’dqp#pn‘e—rd (7

ahora (6) en (4)
! Pt

1= t,E(0, p)
Z, g e - pyp

=T(d+x)

A i
Z, £ i el _pgrptre-ld
=) 00, P ®
- 7z £ P rd _ -rd
) ¢ PyPaC

Las ecuaciones (7) y (8) representan la primera forma general de la tensién y
la corriente de onda, como funciones de la variable compleja p. Para encontrar
ambas cantidades como funciones del tiempo, es necesario encontrar, por alguno

de los métodos ya sefalados (en el punto 1.2.2) la antitransformada de (7) y (8).
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2.3 SEGUNDA FORMA GENERAL DE LA TENSION Y CORRIENTE DE

ONDA

Para el desarrollo de la teoria de onda viajera que aqui presentaremos,

resulta mas conveniente dar a las ecuaciones (7) y (8) lo que denominamos

Segunda Forma General. Esta forma de presentacion de las soluciones generales, se

obtiene desarrollando el denominador de (7) y (8) por el teorema del trinomio,

como a continuacién se muestra. Esto desde luego, no significa ninguna pérdida de

generalidad en dichas ecuaciones.

De (7)
Td-x) ~T{d-x)p-T(d=-x)
V= TﬂE(O’p)e rd |+ PaC —rde-rd )
(1 - p, pa€ )
b+ p D
_ Td o-Tx a-Td N
v =1,E(0,ple™eTe 1 o
—PyPr
- _2(d-x . -1
% =tﬁE(0, p)e rd(l+p,re mid '))(I - PePa® 2l‘d)
y de (8}

1

Md-=) [y _ ~T{d-11a-T{d-x]
= <, E0.p)° (1= pe e )
q

el'd(l _ p{pﬂ_e-f.fe—l‘d)

1

1= | < 0. (- pre = pyon™
0

pero tanto en (9) como en (10)

)

(10)
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(1~ oy 0@ ) =14 Py 2a @™ 4 P P37 + Py pa€ Y + pg e

Segtin el teorema del binomio, asi gue esas ecuaciones se transforman en

4 =tﬂE(0,p)

1=1:ﬂE(0,p)

pero como

entonces, reor

-rd 2 o -k 1 2 -Ald =T 1} a-tlde-d
e+ p TR PyPaC” € PP T
¥ pat @-ng s | p“pne-zna fa-fsg-204 +prfp!re I T @ =40

+P,,P 4 @M ang Trg st 4

e—l’d +p p{re-zﬁf -I‘d+pupﬂ_ -Ar.re-rd +,0,;Pn—e-erde-rd

_p efll(u‘ :]e-lx _p p -Zl‘{d ne-[':e =0 p n.e-ﬂ(d x)e-['xe—vll'd
m i !T 0'

72r(d-:]e-l’xe—b['d _

- plfpﬂ

e-Zrde—rz - e—l’( 2d+x)

“ard-ra-T _ird -r - g - - :
e Fd J’]e x = 2T eﬂfxe T =e ll"deﬂ: =e r{2d-x «

" _ e
e l’de fx =€ F(4d+x)

e-2r(dx)e—l"xe—lrd — e—l (4d-x); eth
denando términos:

-Ix +,0n-e -T{2d-x) +p ,0 e-l"(zd-u) +p p”e—l"(dd-x)_'_

=1, E(D, N (11)
+ Pg’pa‘e_[ (4d+x) + p p e I'{ed-x) + ,Oq-P,r —I [6d+x) o
_ E(O ) -Fx p[r —1{2d-x} + pq"p(r e—l‘(!n‘fx} p pﬂ_e-]'(tld-x) +
L= Z Te p ~T(dd+n) _ 2 3 a-Tisd-o) Ii6d+x) _ (12)
ng € Pyt +p, P
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Las ecuaciones (11} y (12) son, asi, la segunda forma general de la tension y
corriente de onda, respectivamente. Estas ecuaciones, como aquellas de las que
provienen (7) y (8), son absolutamente validas para todos los casos que sobre una
linea de transmisi6n se deseen estudiar, con la tnica condicion de que al inicio de
todo estado transitorio, el voltaje y la corriente sean cero, o lo que es igual, que la
linea se encuentre inicialmente desenergizada. Por supuesto, dentro de los casos
para los que las ecuaciones son vélidas, estin incluidos los estados permanente de
corriente continua y aquellos que siendo transitorios periédicos, se puedan reducir

a estados permanentes.

2.4 LA LINEA FINITA SIN DISTORSION

La presentacion de la tensién y la corriente de onda en su segunda forma
general, revela ya, por si misma, algunas propiedades fisicas faciles de advertir.
Para describir con toda precisién dichas propiedades, tomaremos en cuenta de
ahora en adelante algo que aparentemente resulta trivial e indtil de ser aclarado,
pero como veremos, nos ayudard a entender con toda certeza lo que ocurre con
una onda viajera cuando, por ejemplo, se trasmite de una a otra linea o cuando se
trasmite a una impedancia al final de una linea o cuando se refleja en un corto

circuito o en un circuito abierto, etc.
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Asi supondremos en todo lo que sigue que las cargas eléctricas dan origen a
la tension y corriente de onda son unica y exclusivamente cargas positivas. La
justificacion de aceptar lo anterior, es que muchos autores apelan a la
consideracién de tomar tensiones y corrientes de onda tanto de cargas positivas
como de cargas negativas, para explicar algunos casos especiales de reflexion a
sabiendas de que los tnicos portadores de carga son en realidad los electrones, o
bien, desde el punto de vista del electricista cargas positivas, en otras palabras, los
portadores o son cargas negativas o son cargas positivas, pero no ambas (en el caso
de una linea de trasmisién); consideraremos nosotros que los portadores son estos

ultimos.

Echando un vistazo a la tensién y corriente dadas por (11) y (12),
respectivamente, es claro que la antitransformada del conjunto de los términos en
ambas ecuaciones es igual a la suma de las antitransformadas de cada término,
segun el Teorema 2 del punto 1.2.2, no obstante la antitransformada de cualquier
término implica grandes dificultades matemdticas ya que los coeficientes de
reflexién p que en ellos aparecen, son funciones de la variable compleja p lo mismo
que 1, Ty el propio voltaje de la fuente E(0,p) al inicio de la linea, es posible, sin
llevar a cabo dicha antitransformada desentrafiar de cada término algunos
significados fisicos de utilidad futura, a pesar de encontrarse expresados como

funciones de la variable compleja p.
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Tenemos para comenzar, los dos primeros término de Vel enlas

ecuaciones mencionadas:

V, = 1,E(0, p)e" + pr1, EQ, plee (13)

1 -T'x l ~(2dd-x
= 7 tEE(O,[J)C Y- pur 7 TﬂE(O,p)C Hden (14)

1] 0

El primer término en al ecuacion (13) representa el voltaje de la fuente
desplazindose, hacia la carga después de haberse transmitido a través de la
impedancia interna de la propia fuente hacia la linea; de ahi que E(0,p) aparezca
multiplicado por el coeficiente de transmisién Ty El segundo término en la misma
ecuacién representa el voltaje de la fuente desplazandose por la linea en sentido
contrario después de haberse reflejado en la impedancia de la carga desde la
propia linea; de ahi que 1, E(0,p) aparezca multiplicado por el coeficiente de
reflexién p,; En ambos casos cada término exponencial sugiere la existencia de
onda viajera similarmente, los términos en la ecuacion (14) que representan,
respectivamente las corrientes de las ondas directa e inversa como de ahora en
adelante hemos de lamar a la onda que se mueve de la fuente a la carga y a la

onda que se mueve de la carga a la fuente, respectivamente.

De igual forma en el siguiente par de términos en las ecuaciones (11) y (12)

V,= pqu,TTﬁE(O. p)erao +p,,-P,2;-‘lf,E(O,p)e riads s (15)

! - *x 1 - X
;= 7 ,OgrP,TT,,E(O,]J)e rad - 7 p,fprTﬁE(O, pyet (16)
0 0
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observamos que

PPt £, p)eT (17)

Es el voltaje de la onda directa que se produce al reflejarse la onda inversa

de (13)en la impedancia de la fuente y

Py PyT E0, p)e (18)

Es el voltaje de la onda inversa que se produce al reflejarse la onda directa

anterior nuevamente, en la carga al final de la linea. Los términos
l =E(2d+x
Y pypr O (19)
0

! esdan
- Py Pt 0, p)eT (20)
1}

Son las corrientes de onda correspondientes a (17) y (18), respectivamente.

Gimilares razonamientos se siguen de los siguientes par de términos en las
ecuaciones (11) y (12). Como podemos observar en la segunda forma general de la
tension de onda, ecuacién (11), dicha tensién es positiva tanto para toda onda
directa como para toda onda inversa, lo que significa que ella se debe
exclusivamente a cargas positivas. Por otro lado, de la segunda forma general de
la corriente de onda, ecuacion (12), se observa que dicha corriente es positiva para

toda onda directa, pero negativa para toda onda inversa, lo que significa que
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ambas se deben, también, exclusivamente, a cargas positivas, pues cargas positivas
moviéndose en sentido directo constituyen una corriente positiva y cargas
positivas moviéndose en sentido inverso constituyen una corriente negativa; asi
tanto la polaridad de la tensién como la de la corriente son mutuamente

congruentes.

Otra propiedad fisica existente en la primera y segunda formas generales de
la tensién y corriente, es el lamado efecto de distorsién de onda, el cual se
encuentra subyacente en el coeficiente de propagacion I' v la impedancia
caracteristica de la linea Z,. A fin de detectarlo, analicemos un poco mas estos
factores.

Sabemos que :

F= . (ph+r)(pC+2)

entonces

L

e )

(PL+r)(pC +g)= LC[p + r](p g.}

L C

PL Crg)=Lclpr+p” g+’g]
(PL+r)(pC+g) (p PP

(PL+r)(pC +g)=LC

tsespmiclr (- T T4

iy
R~
e
+
=
P
M~ ™
+
O
S
+
-
L]
Nt
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(:"r’4+r)(pC+g)=LC{p2 +2pp+p’ —B[’ + gﬂz Iy 3}

L C LcC

g g g
PL+r)(pC+g)=LC R :
(Len)pc )= Ll ey = [ =y 1 e

(PL+r)(pc+g)=Lc{(p+p)2—“ L gz}

ar T2 4c?

(PL+r)(pC +g)= LC{(p - _K " )2 ) 2(4’5(?) ' (;‘{J ]}

(PL+r)(pC+g)= I«C{(/’w‘u)2 —[ Pk ﬂ

2L 2

2L ¢

(Pl.*ri")(ﬁc’fg)zLC{("W)2 _[1 (" g)]z}

(PL+ ) pC+g)= LC{p +0) - m*},

asi que
r= ,.Lé[[pw)* -] @1
donde |
S
y S (22)

(i)
20 C

Ahora bien, si en una linea se cumple que m=0, entonces se dice que esa

J

linea no presenta distorsion y el coeficiente de propagacién y la impedancia
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caracteristica toman una forma tal que la antitransformada de las ecuaciones (1) y
{12) se llevan a cabo sin mucha dificultad, como se vera a continuacién, el término

m por lo tanto, recibe €l nombre de coeficiente de distorsion.

2.5 TEORIA GENERAL DE LAS ONDAS ELECTRICAS VIAJERAS EN

LA LINEA FINITA SIN DISTORSION

De ahora en adelante, en todo lo que sigue, nos dedicaremos al desarrollo de
la teoria de ondas viajeras en lineas sin distorsion, recurriendo a los métodos

operacionales del punto 1.2.2.

Hemos encontrado que la linea sin distorsién se caracteriza porque

m=_1(l‘_gJ=0
2\L C

r_g
L C
en tal caso, T, ecuacién (21) del punto 2.4, queda como
= 1C(p+n) (23)
y 1, ecuacién (22) del punto 2.4, como:

1fr g r
o8y 24
" (L c] L (24)
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asi que la ecuacion (23) se transforma en

= LC p+ Lc:

”

r= LC[p+;J (25)
por otro lade, sabemos que:
Z, = p[: +r
pC+g
entonces
pL+r (pL + ry
pC+g (pC+gXpL+r)
pL+r (pL+r)2 (pL-H-)2
L — = g - S= "y
pC+g LC{(p+u)2—m2} r
asi que,
7 = _pL_+rj _ pL+r (26)
o I

. LC{(p +u) - m:}

queda como

2, = (27)
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Si tomamos Z, y Z, como impedancias que tienen la misma forma de Zy, los

coeficientes de transmision y reflexion en las ecuaciones (11) y (12), del punto 2.3,

resultan cantidades reales. La primera ecuacion de (25) se transforma en:

I__p+r\
v Z,
L

Z. =

o= o )
1

vV=
LC)

(28)

donde Z, es la impedancia al impulso y vla velocidad de propagacién del impulso

u onda viajera.

Sustituyendo (28) en las ecuaciones (11) y (12) del punto 2.3, tenemos que:

-Is A - ad-n _2d-x
v=t,e % EQp)e "+t o8 E(Qp)E e
- den _dex, - (ad-n) LN
+1000,€ 0 EQp)E rrpep e EQp)e v+
4d4x 6d-rx

- 4den -
+10m0p €5 EQp)E

Ty _bdss

P
veuopope @ B0

4 3 2 'Zr..(6
+1PrPy €

d-x
'E0.p)e v T+
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ez et - 2d-n) 2d-s
{= £ c Zy E(O;P)C WP _ ﬂprf e 2 E(O,P)C . P +
Z, Z,
T _r (2d+x) _2d+x T 2 s (4dex) ades
LTPPy a N g g T e R ple
Z, z,
PPy o 7,0 e g o pl o) ded-x 6d-x
LTAPaPy A g pye PP e W R e v
Z, z,
2ol " 6d+x
T - (6d+x) R
+ ﬁp"fgtfe z, E(O,p)e . P
Zy
o bien:
= lagm-tpd ] 2mtMs
© P;_Ip;‘le 2 E(O, p)e v P +
V= tﬂz ) -
=1 R —Z“-(ZM-}:) 2
+pgPy € E(0, p)e
L amendes] _mehdsr,
]_‘I:ﬂno<p";1p;162u EO,[J)C . +
B Zy - (2md-x) Jmdea
~pppyte E(,p)e *

Aplicando el Teorema (2), ecuacién (9), y el Teorema 5 del corrimiento de
Heaviside, a la ecuacion (12) del punto 1.2.2, a las ecuaciones anteriores obtenemos

el voltaje y la corriente en funcién del tiempo y el espacio:
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Vix,t)= tQCAZ"xe{O,l - xJH(I - x]+
v v

" (2d-x) 2d -
+1:,,p,TC % C[O,l— x]H

M den
T T Py Pu “ 6{0, - ]+
v v
" {4d-x} — —
+TP7 Pa® o E{O,s’—d{d x]H[i—4d x)+
v v
7 (aden) 4d + 4d + 29)
+T&pn.pde % 6{0,!— x)H[!* x]+
v v
(6d—x) — 6d—
+ T 0 P5€ kS e(o-f—éd ‘{]H[!— --x)+
v v
(6du) 6
+ Ty Dy Pa€ “ e[(}_:- d+x)H(l—6d+xJ+--
v v
(e, 0)="" e'zvxe[o,r - x)H[: - 9‘)+
Zy v v
(2d 0 _ _
_TePa o C(O,I—z-—d— -IJH(!—ZJ xJ+
Z, v
(2d+1)
1:r,p,,rp,f 6[01 2d+xJH[1_2d+x}+
v
(4d-x _ 30
r.;p,rp,f 0% e[o . ]H[l_tld x]+ (30)
v

(4d+x)

ruorr pff C

=

“p”p‘f e Z"(Gd'nﬁ{O,: )
o en forma simplificada:
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@

V{x,))= tﬂz

j— - (2emd-5) - -
] pnpiie % @[O,t _2md x]H[! _2md xJ

v v

1

7 [2fm-tkaes] _ _
palprie s e(o,:—z("’ 1}"“]11[:— 2o 1)‘“"]

=0 [2{m-1)d 4a] _ _
1 i % 6(0.1-—2("1 _l)d+x]H[[_ 2m - 1)c:’+x]+
v v

Pr P

w

](x,f): e Z

Z m=l 'r(z”’d_f} — d_
’ -ppog'e” e(O.r—z'"d x)H[r—zm x]

v v

donde:
L
Zy= c Impedancia al impulso.
i
V= Lc Velocidad de propagacion del impulso.
Z
1, = ° Coeficiente de transmisién del impulso al pasar de la fuente a
Zy+Z,
la linea.
Z,~Z
Py = roe Coeficiente de reflexién del impulso en la fuente.
.
Z,+Z,
= Zr =2y Coeficiente de reflexion del impulso en la carga.
Zr+ 4y
Z, Impedancia resistiva interna de la fuente.
Zr Impedancia resistiva de la carga.
d Longitud de la linea.
m Niimero de onda incidente y/o reflejada.




Interpretacion fisica de la solucion. Reflexiones miiltiples

Las ecuaciones {29) y {(39) representan, respectivamente, el voltaje y la
corriente generales de una onda sobre una linea sin distorsion.  Ellas, cormo
funciones del tiempo y el espacio, nos revelan ain mas datos sobre el
comportamiento de la onda y la influencia que sobre ella tiene la linea. A
continuacién, se hacen resaltar los significados fisicos que cada término de esta

serie tienen.

26 INTERPRETACION FISICA DE LA SOLUCION. REFLEXIONES

MULTIPLES

El primer término, tanto en (29) como en (30), representan el voltaje y la

corriente de la onda viajando desde la fuente hacia la carga; el que se trata de una
- x . :
onda viajera nos lo revela el argumento 1 = del voltaje e. La magnitud de ambas
v

caracteristicas eléctricas se ven atenuadas gradualmente, conforme aumenta la

distancia del recorrido de la onda, por el factor e_(rz“]J, llamado coeficiente de
atenuacién, y su transcurso por el punto de transicién entre la fuente y la linea
también altera sus magnitudes, pero por el factor 1, llamado coeficiente de
transmision. La funcién unidad de Heaviside en ambos primeros términos, simple
y sencillamente nos dice que la onda no se encuentra presente en el punto x sobre

la linea, hasta en tanto no haya transcurrido el tiempo suficiente para que lo

alcance, es decir, en x no es posible registrar el gréfico de la onda sit<” ylosera
v
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X p . .
cuando t> " . Ademds, otro dato importante, en estos términos es el hecho de que
v

ambos son positivos, asi que la onda consiste de un conjunto de cargas eléctricas

positivas en movimiento.

En el punto de transicién entre la linea y la carga en su extremo final, la

onda sufre un proceso de reflexién que le hace desplazarse ahora desde la carga
. . 2d-x
hacia la fuente, segiin puede verse en los argumentos de los segundos

términos de (29) y (39). Durante este proceso nuevamente la magnitud del voltaje
y la corriente se ven alterados por el factor p, €l cual recibe el nombre de
ucoeficiente de reflexion a la salida de la linea” y por supuesto, dichas magnitudes
se atentian atin mas conforme la onda ahora regresa hacia la fuente. Nuevamente
la funcién unidad de Heaviside en estos segundos términos de (29) y (39) nos

indica que la onda reflejada no seguird en el punto 2d-x hasta en tanto transcurra
. 2d -x . .
en tiempo { . A pesar de que la onda reflejada atin no alcance el punto 2d-
¥

x, no obstante que ya exista, puede ser que dicho punto se encuentre adn
energizado por la onda incidente a la carga y en consecuencia cuando lo alcance

podré presentarse una superposicion de ambas ondas.

La onda reflejada, al llegar al inicio de la linea nuevamente se ve sometida a
un proceso de reflexion que también le altera la magnitud de su voltaje y corriente

or un factor de “reflexion a la entrada de la linea”: py asi que se convierte otra vez
p
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es una onda incidente. Asi mientras la onda viajera exista en la linea, se producen
en ambos extremos de ésta una serie de “reflexiones sucesivas” que podran

ocasionar que ella se superponga varias veces asi misma.

Téngase en cuenta que cada vez que la onda se refleja, la corriente cambia
de polaridad y asi es positiva cuando la onda viaja hacia la carga, y negativa
cuando viaja en sentido contrario, ello se debe a que segin como aparecen los
signos en las ecuaciones (29) y (39), la onda esta formada de cargas positivas y por
lo tanto la polaridad del voltaje no cambia cuando la onda se refleja, es decir, si
inciden cargas positivas se reflejan cargas positivas. Sin embargo, en relacién a la
corriente, las cargas positivas de la onda, cuando incide hacia la carga, conforman
una corriente positiva, pero cuando se reflejan conforman una corriente negativa

de cargas positivas.

No obstante que la observacion anterior es vélida para la presentacion del
voltaje y la corriente dada por la ecuaciones (29) y (39), en realidad ello sélo se
cumple siempre y cuando los coeficientes de reflexion en ambos extremos searn
positivos (que es como tacitamente los hemos aceptado en la dltima explicacion).
Asi pues, cabria preguntarse qué significacién fisica corresponderia a un cambio de
signo en uno cualesquiera de los coeficientes de reflexion o en ambos, el de salida y

el de entrada.
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En general se puede decir que si la impedancia resistiva desde la cual se
refleja una onda es mayor que la impedancia resistiva del elemento por el cual
viaja la onda antes de reflejarse, por ejemplo, al final de la linea: si Z; >Z,, el
coeficiente de reflexién resulta positivo:

zZ.-Z
p.!T:'r 0>
L+ 2,

0

La onda incidente, al encontrar al final de la linea una impedancia mayor, ve
que sus cargas positivas no alcanzaran a descargarse a través de esa impedancia y
la tensién en ella, condicionada por las cargas aportadas por la onda, crece y este
crecimiento se propaga hacia la linea al parejo de la onda reflejada; la tension
reflejada, en consecuencia, tiene el mismo signo que Ia incidente; aqui la corriente,
por lo tanto, reduce su intensidad a través de la carga receptora y esta reduccion se
propaga hacia puntos sobre la linea corriendo al parejo de la onda reflejada, es
decir, corriendo al parejo de la tension crecida, y en la carga la reduccion de
corriente se debe al encuentro de una impedancia mayor por parte de la onda, y en
la linea se debe a la circulacién de cargas positivas en sentidos opuestos, es decir, a

que la onda de corriente reflejada reduce los efectos de la onda incidente

Si por el contrario la impedancia resistiva desde la cual se refleja una onda
es menor que la impedancia resistiva del elemento por el cual viaja la onda antes
de reflejarse, por ejemplo, al final de la linea: si Zy < Z,, el coeficiente de reflexion

resulta negativo:
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La onda incidente al encontrar, al final de la linea, una impedancia menor,
ve que sus cargas positivas se escurriran con mayor rapidez a través de esa
impedancia y que requerirdi mas cargas de las que trae para cubrir el
escurrimiento, por lo que ese aporte adicional de cargas desde la linea, se
manifestard como una absorcién, que se extiende a puntos cada vez mas lejanos
del lugar del escurrimiento. En consecuencia se presentara una caida de tensién en
la linea que se extender4 al parejo de los puntos de absorcion mencionados. Por lo
tanto la onda reflejada se manifestard con un voltaje de signo contrario, es decir
negativo. Aqui la corriente, por lo tanto, aumenta su intensidad a través de la carga
receptora y este aumento se propaga hacia puntos sobre la linea corriendo al parejo
de la onda reflejada, es decir, corriendo al parejo de la caida de tensi6n; en la carga
el aumento de corriente se debe al escurrimiento de las cargas eléctricas positivas a
través de ella, (debido al encuentro de una impedancia menor) desde la onda y en
la linea se debe a la mayor rapidez de demanda que sobre sus cargas se ejerce, es
decir, se debe a que la onda de corriente reflejada aumenta los efectos de la onda

incidente.

Si la impedancia resistiva hacia la cual incide una onda es igual a la
impedancia resistiva del elemento por la cual viaja, por ejemplo, al final de la linea:

Z.=Z,, el coeficiente de reflexion resulta cero
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Zr _Zo
= =0
P Z, +Z,

En este caso no habra onda reflejada y en cuanto la onda llega al final de la
linea se establece de inmediato en el circuito una corriente cuya energia, en su

totalidad, es absorbida en la carga receptora.

Una onda reflejada, que incide al principio de la linea, debera considerarse
como una onda incidente que se mueve en sentido contrario, resultando para ella
vélidos todos los conceptos arriba sefialados, para cuyas explicaciones, como pudo
ser observado, no se recurrié a considerar ondas de cargas negativas. Esto fué
posible porque nunca una reflexién de cargas positivas contendrd mas de este tipo
de cargas que las que inciden y porque por una impedancia nunca escurrirdn mas
cargas positivas que las que trae la onda que a ella incide, pues de lo contrario se
violaria el principio de conservacion de la carga. Para verificar que con ello
cumplen las ecuaciones (29) y (39), en el siguiente capitulo se consideraran los

casos de reflexidn y escurrimiento extremos.
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CAPITULO 3. TENSION Y CORRIENTE EN UNA LINEA

B.1. TENSION ¥ CORRIENTE EN LOS EXTREMOS DE LA LINEA SIN

DISTORSION

3.1.1 TENSION Y CORRIENTE DE ONDA AL FINAL DE UNA LINEA SIN

DISTORSIGN

Para determinar la tensién y corriente al final de una linea que esta siendo
recorrida por una onda que se refleja sucesivamente en sus extremos, basta con
sustituir en las ecuaciones (29) y (39) el valor de la distancia a que se encuentra

desde la fuente dicho final: d.

Asi pues, haciendo x=d en las ecuaciones antes sefialadas, es facil ver que el

primer y segundo términos (tanto en v como en i), adquieren el mismo argumento

r

d - <z : z
en €: (—- ;y el coeficiente de atenuacidn es igual en ambos : € ® . De manera
v

similar, los siguientes pares de términos en (29) y (30) igualan sus argumentos y
coeficientes de atenuacién. Asi, entre los términos de cada par solo existe la
diferencia de que uno de ellos aparece siempre multiplicado por un g, adicional.

Por lo tanto, al final de la linea, la tensién y la corriente son, respectivamente:
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," d
wd,y=0+p,)e ™ e(o,:-d]H(;—dJ+

-l
+(H'P(r)T,rzlf’a"lor,fe “ 6(0,1-3 JH(!—:M}-f (1)
: v v
- sa
+(+ ps e pmpie © c[o,t-SdJH(t- Sd]+
v v

i(d,e)={1- p,r) e g E{Ot-d)H[:—d]-r
1% v

D

T - ad
+(1-p,;) ﬂ’;r'o'f e’ e(o.r-w H
v

0

2 Y
+(1—,0,r)1ﬁpz‘rp“ g * e[o,t-Sd)H[:—Sd}J,...
0

- J+ , (2)

donde

-z, 2%,

T, =1+ 1+
=P = Z,+Z ~z,47,

Z. -2 2Z
T == py =1- ! 0=. ¢
Z,+Z, Z,+Z,

son los coeficientes de transmisién para la tensién y la corriente de onda

incidente, respectivamente, al final de la linea. Asi:

_Ta
v(d 1) =1,51,€ %o E{O,t- J ( J+
., P
2,7 3d
+TrrvT,«P(rPg'[ } E[O £ v H[ J (3)

)
L
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rr,, *ETPY e 2| e 0,1-3 ]h{f—:;dJ"' 4)
0 v v
'd $
e 5 a5 5).
¢ \4 v

Se observa en estas ecuaciones que la onda arribard por m-ésima vez al
final de la linea, siempre y cuando transcurra el tiempo suficiente para que ello
ocurra, es decir, siempre y cuando:

2(2m-1)d.

v

la m-ésima vez que llegue a ese puntoc presentard un coeficiente de
P P

atenuacién determinado por:

{2m-1)

co

"

pues habra recorrido la distancia d (longitud de la linea) 2m-1 veces. Por
supuesto, para este m-ésimo arribo de la onda al punto final de la linea, fué

necesario que antes se reflejara en cada uno de los extremos m-1 veces.
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3.1.2 TENSION ¥ CORRIENTE DE ONDA AL INICIO DE UNA LINEA SIN

DISTORSION

Para determinar la tensién y corriente al inicio de una linea que esta siendo
recorrida por una onda que se refleja sucesivamente en sus extremos, basta con
sustituir en las ecuaciones (29) y (30) el valor x = 0. Hecho esto, es facil ver que el
segundo y tercer términos (tanto en v como en i) adquieren el mismo argumento

r

2d - . . “z,
en €:1— " ; y el coeficiente de atenuacion se iguala en ambos: € © . De manera
v

similar, los siguientes pares de términos en (29) y (30) igualan sus argumentos y
sus coeficientes de atenuacion. Pero entre los términos de cada par solo existe la

diferencia de que uno de ellos aparece siempre multiplicando por un p, adicional.

Por lo tanto, al principio de la linea, la tensién y la corriente quedan,

respectivamente, como:
-
v(0,6) =1 ,€(0.)H )+ 1+ pg.}tﬁp{re % 6(0,:- ZdJH[r - 2d)+

v v
-
+(l+p4)tﬂpf;-pde 4 e(o,z--‘t-}-]ﬁr 4:') (5)
6

9el
- +
-6
+(1+P¢)Tﬂpt3rp;e “ e(O.r--—d)H[l—6dJ+---
v v
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-l
i0.0= *e)HE)-(1-p,) " " e % e(o,:- Zd]H[:—MJ+
Z Z, v v

o

2 r
T Pir Py -Z”( 4d] [ 4dJ
-Q1- # e’ g0 |Hl="" |+
( Pt,r) 7, v ; (6)
T 102
‘(I-P;r)-fp“—)qez" [Or-6dJH(r—6d)+--
o v 14
donde
Z,-Z 22
={l+ =1+ 7" 4
To ( p"’) Z, +Zy, Z,+Z
y
Z,-Z
oliop)m- T T
Z,+Zy Z;+Z,

son los coeficientes de transmisién para la tension y la corriente de onda reflejada,

respectivamente, al inicio de la linea, ast:

v0,0) =1 e(Ol)J’[(l)+vatﬂpﬂ-|: ]B(OI ) (, 2f]
srsrasiod e ¥ ot i-44), o
+tm1:ﬂpfrp;-{ -rd] e[o {- Q)H(: ) ..

FSTA TESIS NO SALE
DE LA BIBLIOTECA
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{0, = | * e(0.0)H() - ta ﬂp"[e & }e{o:- J ( 2d)+
Zy v
T‘qitppj"pg’ [e %

]

A
Z, v

PPy | o ﬁ{Of- JH[! —d] -

Z, ' v

Se observa en estas ecuaciones que la onda arriba por N-ésima vez al inicio
de la linea (sin tomar en cuenta como arriba su salida inicial desde la fuente),
siempre y cuando transcurra el tiempo suficiente para que ello ocurra, es decir,
siempre y cuando:

2Nd
v

.,
v

y en la N-ésima vez que llegue a ese punto presentard un coeficiente de

atenuacién determinado por:

r—
[+
1
N
-9
e
=

pues habrd recorrido la distancia d (longitud de la linea) 2N veces. Por
supuesto, para este N-ésimo arribo de la onda al punto inicial de la linea, fue
necesario que antes se reflejara N veces en el punto final y N -~ 1 veces en el punto

inicial.
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3.1.3 COMPORTAMIENTO DE LA ONDA EN EL PUNTO DE UN CORTO

CIRCUITO Y SU TENSION Y CORRIENTE EN EL

Para determinar el comportamiento de una onda eléctrica viajera que incide
a un corto circuito, consideraremos que éste se presenta al final de nuestra linea.
Tal comportamiento nos lo revelan las ecuaciones (29) y (30) del capitulo anterior,
cuando en ellas sustituyamos el valor del coeficiente de reflexién correspondiente
al corto circuito al final de la linea. El valor de la tensién y la corriente ahi, nos los
determinaran, por otro lado, las ecuaciones (3) y (4), cuando en ella substituyamos

los valores de los distintos coeficientes correspondientes al corto circuito.

Los coeficientes al final de la linea, que aparecen en (29) y (30), capitulo 2, y
(3) y (4) anteriores, toman, para el corto circuito, los siguientes valores:

Puesto que Z =0,

0-2,
= - _-—l

21 =042,

2(0)
= =0

0+ 2,

y

L X2,

0+Z,

Sustituyendo el valor del primer coeficiente de los anteriores en (29) y (30}

del capitulo 2, obtenemos:
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v(x,t)= rﬂe'”‘-le(o,x- x)H(t - "J
v v

- 2d-n _ _
utﬁe Zy e(o‘!_ 2d x]H(! _ 2d XJ
v

T,0,€ "

- (4d~x] 4d —x
+ tﬁpg,e e(o t-

- (4d#1) 4d+x
+ rﬁpqe % C(O r- )H

- (Zdu)
8(0,1- 2d +x

(©)

=]
-

- (bd'-x]
—rﬁp,e Z e(

<
-..

S0 (0 6d 4 x
¢

i(x,0) = z‘r" € Z“ C[O i JH( )

T (2d x) — _
L Hen (O,J-M xJH([_MT x]+

0 v

T - (aden)
L TPr oa 6[0.:-2d+xJH[r—2d+x
Zy v v
'[ (4d x} - —
TPy e - e(o,:- 4d x} 4d - x
Zo v

)+
H[r— ]+ (10)
v
- {dd+x
Tﬁpg 2! 'e{o‘[-fid+x]H[!_4d+xJ+
Z, v v

2 r
T ~_ {bd-x) _
N ﬁpg"e Z 6(0, 6d - x I lr_6d xX).
Z, v v
‘[ - (édu)
,epgr e C[O,t-6d+x)1'{[t—6d+xJ+
Zy v v

Substituyendo los valores de los siguientes coeficientes en (3) y (4) de este

capitulo, obtenemos:
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V(d,)=0 (11)

__’.d
i(d,)=2 tzﬂ e C[O,t-d]ﬁ(t - dJ +

0

—2”’2"“ g o e(o,r-3d]H(r—3d]+ (12)
o Vv Vv

Por supuesto, estas ecuaciones pueden obtenerse a partir de (9} y (10},

haciendo x=d en ellas.

Sabemos nosotros que la condicién que caracteriza un corto circuito en un
punto es que en él el voltaje se anule, lo que se cumple para nuestro caso bajo
consideracion, segin puede verse en la ecuacién (11). Ahora bien, para que ello
ocurra, es necesario que en ese punto no haya presencia de cargas eléctricas y esto
se logra porque su escurrimiento a través del corto circuito es pleno, asi que éste al

absorber todas las cargas, evacudndolas de ese punto, hace desaparecer su tensién.

Al mismo tiempo que la tensidn en un corto circuito desaparece, por él se
tiene un incremento en la intensidad de corriente — un rapidisimo escurrimiento
de cargas eléctricas-, asi que ésta llega a ser como médximo, el doble de la

intensidad que presenta la onda antes de llegar al corto circuito, como puede verse
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en la comparacién de los primeros términos de (10) y (12). Asi, pues, se tiene el
caso de un escurrimiento extremo en un corto circuito. Tanto esta reduccion de la
tensién, como este aumento de la intensidad, en el corto circuito al final de la linea,
y en consecuencia el escurrimiento de cargas, tienden a propagarse hacia la fuente,
asi que los segundos términos de (9) y (10) aparecen como ondas reflejadas de
polaridad negativa, es decir, aparecen como ondas reflejadas formadas por cargas
negativas. En consecuencia, la tension de la onda reflejada se resta a la tension de
la onda incidente, términos primero y segundo de la ecuacion (9), y su intensidad

se suma a la de la onda incidente, términos primero y segundo de la ecuacion (10).

3.1.4 COMPORTAMIENTO DE LA ONDA EN EL PUNTO DE UN

CIRCUITO ABIERTO Y SU TENSION ¥ CORRIENTE EN EL

Para determinar el comportamiento de una onda eléctrica viajera que incide
a un circuito abierto, consideraremos que éste se presenta al final de nuestra linea.
Tal comportamiento nos lo revelaran las ecuaciones (29) y (30) del capitulo
anterior, cuando en ellas sustituyamos el valor del coeficiente de reflexion, que al
circuito abierto al final de la linea corresponda; el valor de la tensién y corriente
ahi, nos los determinaran , por otro lado, las ecuaciones (3) y (4) cuando en ellas
sustituyamos los valores de los distintos coeficientes correspondientes al circuito

abierto.
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Los coeficientes al final de la linea, que aparecen en (29} y (30), capitulo 3, y

en (3) y {4) anteriores, toman, para el circuito abierto, los siguientes valores:

Puesto que Z, - o

Z,-Z
Pg = T ¢
Zr+Z,

—
|
N
-~ o

=]

o
3
|
-
N, NN

~

Substituyendo el valor del primer coeficiente de los valores anteriores en

(29) y (30) del capitulo 2, obtenemos:
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V(x,r)=rae'5"‘e[o:_ Ju [;J}
)

(zdu) 2d+x
+1:,,p,re &

(4d -x) 4 4d —
+Iﬁpdez" e{()[— d-x H|t- *

Gl

Jl-*)

vt ple nmm (01_4d+x]H(l 4d+xJ
o

=)

+ tﬂpd

" (6d+x) 6d +
+ tﬁpefe “ G(O,! Yy

I(x,t)= ;fr_ en
0

- Ty e.Zn
0

Epd
Zo

_TePs o
Z,
Rp,r

Tnpzr

ftpcf e

2d +x

H|t- +

+

+

(60’—1]

< H)

-
+

6d +x
{1 -

Je(o,r - X]H[r - x] +
v v

" (2d-x} _ B
e(o,,_ 2d "JH[:— 2d x]+
v v

[2d+x]
G[O,r _2d+x
v

f=4
-

(6ﬂ’-x)

[q]

Jl-)
NG

W”e{ 4d+x]H[l—4d:xJ+
o)
)

(ﬁdﬂc)
[0 ,_6d+x

4.

(13)

(14)
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Substituyendo los valores de los siguientes coeficientes en (3} y (4) de este

capitulo, obtenemos:

-l
v(d,1) = 2t,€ % e[o,:-d)H[:—dJ+
v v
)
+2t,p4 € g G(O,r-3dJH[

T d
2 z,
+21,p,0 € e[O.t-——v—)H

- ] (15)
)

i(d,)=0 (16)

Por supuesto, estas ecuaciones pueden obtenerse a partir de (13) y (14),

haciendo x = d en ellas.

Sabemos nosotros que la condicién que caracteriza un circuito abierto en un
punto, es que en €l la corriente se anule, lo que se cumple para nuestro caso bajo

consideracion, segtin puede verse en la ecuacion (16).

Ahora bier, la suspension de circulaciéon de corriente en el punto del circuito
abierto, traera como consecuencia que las cargas eléctricas de la onda incidente, se
agolpen en él y por lo tanto se eleve la tensién ahi. Justo en el circuito abierto, la
tensién se incrementa, como maximo, al doble de la tensién que presenta la onda

antes de llegar al circuito abierto, como puede verse en la comparacion de los
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primeros términos de (13) y (15). Asi, se tiene el caso de un agolpamiento (por
reflexién de cargas) extremo en un circuito abierto. Tanto esta elevacion de la
tensién, como la reduccién de la corriente, en el circuito abierto al final de la linea,
y en consecuencia el agolpamiento de cargas, tienden a propagarse hacia la fuente,
asi que los segundos términos de (13} y (14) aparecen como ondas reflejadas de
polaridad positiva también, es decir, aparecen como ondas reflejadas formadas por
cargas positivas. En consecuencia, la tension de la onda reflejada se suma a la
tensién de la incidente, términos primero y segundo de la ecuacion (13), y su
intensidad se resta a la de la onda incidente, términos primero y segundo de la

ecuacion (14).

3.2 LA LINEA COMPUESTA SIN DISTORSION

3.2.1 FORMA GENERAL DE LA TENSION ¥ LA CORRIENTE DE ONDA

EN LA LINEA COMPUESTA SIN DISTORSION

Una linea conformada por dos 0 mas secciones con pardmetros diferentes
recibe el nombre de linea compuesta y cada una de sus secciones el de
componente. A continuacién se planteardn las ecuaciones de una linea tal,
haciendo la consideracion, como se hizo desde un principio para nuestra linea

finita anterior, de que la distribucién de pardmetros es uniforme en cada
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componente o bien que cada componente es homogénea ; ademds, supondremos

que ninguna de estas presenta distorsion.

Asi, el planteamiento a que nos hemos referido se reduce a una simple
extension de las ecuaciones generales (29) y (30} del capitulo 2. Para llevar a cabo
esta extensién nos limitaremos a considerar una linea de solo dos componentes, lo
que desde luego no significard una pérdida de generalidad, pues el criterio con que
se haga serd exactamente el mismo que se siga para el caso de una linea de n

componentes. Tal extension se lleva a cabo como sigue:

En las ecuaciones (29) y (30} del capitulo 2, substihiyanse los voltajes

- 2 ) Fons i)

v
rﬁe(O,(-zmd‘x]H(t— 2md—x]’
v v

por los respectivos términos de V{(d,t), ecuacion (3), capitulo 3, con la

aclaracién de que a los argumentos ¢ ~ 2—(m ~1M de € y H, se les debera agregar el
v

2An, ~1)D+y v 2, D-y
U

término — , respectivamente, donde D es la longitud

de la linea en la segunda componente y 'y’ la variable espacial en ella a partir del

final de la primera componente; u es la velocidad de propagacion de las ondas
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sobre dicha linea. Substitiiyase en las mismas ecuaciones p, por pn v p,por py

donde T caracteriza a la segunda componente y s a la impedancia conectada en su

punto final, también substitdyase, el coeficiente de atenuacién:

- Z’o[z(m-n)dul
y
—Z’u (2md-z)
por:
éﬁwmﬂ
¥
- z” (21, D-y)

respectivamente, donde R es la resistencia de la segunda componente de la

. . L L,
linea y Z; su impedancia al impulso | Z, = c 1
i

r

- d
Substitiyase € »  por o, es decir:

a=e®
Por supuesto
Zo—Z;
=gz,
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Asi, las expresiones generales simplificadas para la tensién y corriente de

onda en la segunda componente quedan como:

V)=t e o7 oy

m=l M =1

m

. TTvrﬁ = J --
vz Ty et py py s
Zr m=1H_=I

- ,R latn_-1}0+ ]
phpe
E{O . _(2m-1d_2(n, —l)D+yJ
! v

K

H[r - (2m;1)d _2n, - 1)D+J’J+

U

naon -:{ZH_DQ_\-)
Pr Ps€ T

e(o”_(Zm—l)d_2an—y}

LH(’_.(2m—l)c1h2anﬁy]

R
AN -2)D+y
Zy[(' JD+y}

Pl e
0 !_(2m~1)d_2(nm —l_)D+y]
’ v H
H(!_(2m—1)d _2n, ~1)D+y]_
v u

R
-Snn-
Zr( ¥

pr pre

e(o,,ﬁ@m-l)d _ 2an“!)

14 4

H('_ @m-1)d 2n,,,D—XJ

v I

(1)

(2)
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donde m es el ndmero de onda que se transmite desde la primer componente a la

segunda y I, es el nimero de onda incidente y /o reflejada presente en la segunda

componente originada por la m-ésima onda transmitida. Estas ecuaciones (1) y (2),
junto con las ecuaciones (29) y (30) del capitulo 2, conforman las expresiones de

tensién y corriente generales de la linea compuesta sin distorsion.

3.2.2 TENSION Y CORRIENTE DE ONDA AL FINAL DE UNA LiNEA

COMPUESTA

Para determinar la tensiéon y corriente de onda al final de nuestra linea

compuesta, basta con sustituir y = D en las ecuaciones (1) y (2). De esta forma, los

argumentos en los voltajes €(0,t) y con ellos los exponentes de los coeficientes de

atenuacién, en los términos entre llaves del voltaje y la corriente se igualan:

2n, -0)D+|y}, =2n,D-2D+D
=21n,D-D
=(2n, -1)D

Por lo tanto, al final de la linea compuesta:

2™ ol o ':;{2"-‘}De[o,r_(Zm—l)dF(znm—])D]

Vd.g) =1,

(d,1) TrTﬁ;Pgl H[{_(Zm—l)d_(znm—l)D] —
v u

Pa Py e g0 7Rt

o i (14 prs)
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T, T b
f’(D,f): g
Z, ;nz. H(l_(Zm—l)d_(an—-l)D) ot
u

- R(zn_-»l)of{o . (2m—1)d _ (2n, - l)D)
’ v (4)

im=1 _a-f _u-l Z,
a” pg py € "

P pr (1= prs)

Vv
donde
2Z
T =1+ = g
TSv pTS ZS+Z;,-
y
2Z
T’33:1—")"3:2 +TZ
s T

son los coeficientes de transmision del voltaje y la corriente al final de la segunda

componente, respectivamente.

3.2.3 TENSION Y CORRIENTE DE ONDA EN EL PUNTO DE

TRANSICION DE UNA LINEA COMPUESTA

Llamamos punto de transicién de una linea compuesta al punto que une dos
de sus componentes. Asi, por ejemplo, en nuestra linea el punto de transicion se
localiza a X = d (visto desde la primer componente) o y = 0 (visto desde la segunda
componente). Para determinar la tensién y la corriente en tal punto mediante las
ecuaciones (1) y (2) anteriores es necesario que previamente aceptemos otra
presentacion de elias; esta nueva presentacién, por supuesto, no representa

ninguna perdida de generalidad.
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Si en el primer término dentro de las llaves de (1) y (2 } ponemos fuera el

o
término N, =1 y comenzamos la sumatoria D a partir de 2 en un nuevo segundo
nﬂ,

término N, es decir, si en (1) y (2) segregamos “todas las primeras ondas

incidentes presentes en la segunda componente”, obtendremos la siguiente nueva

presentacion de la tensién:

O,I_(Zm—l)d'}’)H[f_Qm—l)d__y]+

R
© By
Viy.t)= |:Tma7ﬂ Za 2m-1p;r-fpg.;-fe Zr e(
m=1

v H v u
N Imek el el A ATl _;.[I(H"_l“)+ﬂ = N 2mel
+ T, 2@ oy py o pre e F TnTe), ’;a
m=l 1, =2 m=1 H_=1
e{o,:— @m-1)d _2(n, —l)D+y]H(! _2m-1d _2(n, —I)D+y)+
Y u v 14

R
-, [2no-y] - 21 D—
+p7 7 P o e(o,: - (va M _ " y]

v U

H[r (2m-1) 2an—y):|

Ahora bien, obsérvese en el segundo término de esta expresion que si le

cambiamos el rango de variacién al indice mudo N, de 2,3,4,.... 2 1,2,3...., entonces,

dentro de él, ahi donde aparezca (I, -1) hay que poner simplemente I,. Asi,

obtenemos:
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R

Viy =t -c,,ia’""p;,"p;'e-""ve[o,: _@m-1)a _ y){-{[: _(em=thd _ yJ+
v

42

m=| v u H
4
N Il et o g, 12001 2m-1)d 2n,D+y
R A L TR (L
m=t A=l vV u
R
- -, [ p-y - wm D—
H(l—(zm ])c]_anD+y]+pTr;_pTr;.e 27, C[O,f—(zm I_)c{_ . yJ
v v H
H(I_(2m—l)d_2an—yJ}
¥ 17

Similarmente la corriente:

w9 _R _ _
=" Y e oy pye zf’e(o,r St yJH(r - (zmv - ;):L
m=]

Zr v u
R
Tnt o _ - T lan by 2m—1 n D+
PRI 5 'P:‘r”ﬂ&"{p??’p%e & e{o,z—( m-1d _21,D: .yJ
r o m=l M, =] v u
3
- 2n, D+ -, [r,o-y] - 2% D—
H[,_(Zm l)d._ i }’J_p;:,p;rs_e z, 6[0,1—(2'" ll_)ff _2n, _y]
v i v u
- 2n D -
v u

La tensién y la corriente en el punto de transicion se encuentran, ahora si,

substituyendo en las ecuaciones anteriores el valor y=0. De esta forma, los

argumentos en los voltajes €(0,t), y con ellos los exponentes de los coeficientes de

atenuacion, en los ¥érminos entre llaves del voltaje y la corriente, se igualan:
2n D+|yl, =2n,D

2n D-[yl, =2n,D
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donde

Por lo tanto, en el punto de transicién de la linea compuesta:

Il md aet 2m—1 2m—1
VO0,0= 151, @™ py o} 6[0’,_( m )dJH[’"( mv )dJ+

mal

» = R tam,0)
+rm.rﬂZZa2 i pie ks De{ (2'" )d 2n, D] )

m=) =l v u

dm-1)d _21,D) .
H(r—(m M ; Jpﬁ“'pf;(npn)

v

i(0,1) = t‘g” S e ;! e(o,z—(zm;l)d]ﬂ(r—(zm;l)d)+
m=|

r

fR{m_D) _
T:J’ttﬁ Z Zabrr— - re Z E(O,l-— (Zm l)d _ zan] (6)

m=t H_ =1 v u
2m—-1 2n D
H[,_( M 2P ot i - o)
Vv 1
2Z
Tm:l"'pn"‘z +°Z =Tm
27
_l—— = r =71 ’
Pr Z,+2, v

son los coeficientes de transmision del voltaje y la corriente en el punto de

transicion, de la segunda componente a la primera, respectivamente.

Un punto importante a observar en todas las expresiones de la corriente

contenidas en este capitulo, es que en ellas el coeficiente de transmisién no es 1,

como podria suponerse, sino 1, Ello se debe a que la corriente en la segunda
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componente se determina dividiendo el voltaje transmitido desde la primera por
Z: 6 bien simplemente considerarla como la corriente transmitida desde la primer
componente propagandose (y reflejindose) en la segunda componente, caso en el
cual apareceria expresada en términos de 1,,, solo que dividida por Z, y no por Z,.

De cualquier forma el resultado es el mismo, pues:

thv _ T ¢Ti

z, Z,

Por otro lado, en las ecuaciones (5) y (6) debe notarse que sus primeros
términos son exactamente las ecuaciones (3) y {4), del capitulo 3, respectivamente,
esto es, la tension y la corriente al final del primer componente. Los segundos
términos en esas mismas ecuaciones, representan las tensiones y las corrientes en

y =0 de las ondas que se transmiten desde la segunda a la primera componente.

324 REFLEXIONES MULTIPLES

El criterio que se sigui6 para ampliar las ecuaciones de la linea finita simple
a la linea compuesta de dos componentes, es, por supuesto, aplicable para llevar
esta ampliacion a una linea compuesta de un niimero mayor de componentes, asi
por ejemplo, para una tercer componente en nuestra linea tendremos que la

tensién sera:
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ViZ.n= tTSvttrvT}?Z Z z azm-IP;'P;JBm"‘493'_'9;73'-]

m=t =1 s,

R
-, [0-18e2] - - i - 7
{p;__r-lp;;,—le Z B(O,I _ (Zm l)d _ 2(nm I)D N 2(_]n [)8+ L]H N
v i [0

R,
_,5(2 WS+Z) _ ~ -
J e(o,p (2m '.),d - ?(”m 71)D B 2_]”8+Z]H}

P AN 1
+ s ps€ ™
v u w

donde:

L
Rey Zs = CS son los parametros de la tercer componente; Z. es la
s

impedancia resistiva de la carga al final de la linea compuesta y Z y & son la
variable espacial y la longitud de la tercer componente, respectivamente. El indice

J» €s el namero de onda incidente y /o reflejada presente en la tercera componente,

originada por la N-ésima onda transmitida desde la segunda componente. La
corriente en esa tercer componente se determina a partir del voltaje anterior,
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dividiéndolo por Zs y cambiando el signo al segundo de los términos entre llaves;

aqui también;

Las ecuaciones generales para tal linea estarian conformadas, por las
ecuaciones anteriores y las ecuaciones (1) y (2) y las ecuaciones (29) y (30} del

capitulo 2.

Asi, pues, las reflexiones que se sucedian entre los extremos de una linea
simple (reflexiones sucesivas), ahora se multiplican entre los extremos y puntos de
| transicién de una linea compuesta; ademds de estas “reflexiones muiltiples” se
tienen “muiltiples transmisiones” entre los componentes de la linea. Con objeto de
visualizar como ocurre este proceso de reflexiones y transmisiones miiltiples, a
continuacion se introducen los llamados “diagramas de celosia” para el caso de

una linea de tres componentes.

3.2.5 DIAGRAMAS CELOSIA

Los diagramas celosia de wuna linea compuesta son de hecho
representaciones graficas de la velocidad de una onda eléctrica viajera que se

refleja y transmite multiplemente en la linea, permitiéndonos la objetivizacion de
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este proceso, la identificacion de una o varias ondas reflejadas y / o transmitidas
sobre las que se tenga particular interés, y la facil determinacion de la tensién y la
corriente en algin punto determinado de la linea, cuando a él ha incidido un

mimero de ondas previamente seleccionado.

Puesto que la velocidad de propagacion de una onda moviéndose en una
determinada componente se mantiene siempre igual en todos ios puntos de esta, es
obvio que la grifica de velocidad de tal onda sera una linea recta inclinada. Sin
embargo, al transmitirse al onda a otra componente y presentar otra velocidad de
propagacién, la grafica de esta seguird siendo una recta, pero de diferente
inclinacién. Entonces el diagrama celosia debe tener en el eje de las distancias una
escala de distancia para cada componente de la linea compuesta, tal que las
inclinaciones de las graficas de las distintas velocidades aparezcan a nuestra vista

todas iguales.

Asi, supongamos nuestra linea compuesta de tres componentes para las que

ya hemos establecido sus ecuaciones anteriormente. En la primer componente

tendremos:
d
V=
’d
en la segunda:
D
=
‘rD
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y en la tercera

donde t,, t, y t; son los tiempos en que la onda recorre la primera, segunda y

tercera componente, respectivamente.

Ahora, si uniformizamos las inclinaciones graficas de las componentes a la
de la primera, para la que seleccionamos la escala d:d,, entonces las escalas

espaciales para las otras componentes seran:

d, xt
1) d, :t, =D, :t, ) D, = ‘tx P y D:De
d
d_xt
2) d ity 8, ¢, o 8, = 'lx ’ y 5:8¢
d

Por supuesto, las componentes tienen todas la misma escala temporal. De

esta forma la grdfica queda como se muestra en la figura 13.
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d, De
§ e oo —e o=
t, Tl
I L T
ty o, e T
i - =
- -

‘ Figura 13. Diagrama de Celosia.

Si, por ejemplo, tenemos interés en determinar el voltaje y la corriente de la

V,(Z1)= Tys‘,f:rvtﬁaﬂipfrp;spﬂps:’ X

[H(O’r_d_so_zmz]]
v u w

i=2; n,;=3; m=1, el voltaje de tal onda es, por la ecuacién (7):

_d_SD_28+Z

-;5 [28+2)
e 0.t
v u w

)

onda sefialada por A en la Fig. 13, es evidente que se trata de la segunda onda
incidente 6 directa en la tercer componente (jn=2}, la cual proviene de la tercer
onda incidente presente en la segunda componente (n,=3), que a su vez tubo su

origen en la primer onda incidente en la primer componente (m=1). Asi, siendo
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La corriente de la misma onda se determina como:

i, (Z,l’) = P"Z(Z") R
S

3.2.6 BIFURCACION DE UN LINEA

En todo lo anterior hemos considerado que las componentes de nuestra
linea se encuentra conectadas en serie. Sin embargo |, suele ocurrir que en algiin
puntto una linea se bifurca, de una manera que una onda eléctrica que se propague
por elia, al legar al punto de bifurcacién, transmitira por cada una de las lineas de
la componente bifurcada ondas parciales. Para darnos cuenta de cémo ocurre ello,
tomemos la tercer componente de linea que hemos venido considerando, como
bifurcada y llamemos Zs, y Zg, las impedancias de cada linea de esta componente.
Pues bien, en ese caso tendremos que la tensién transmitida desde la linea a cada

linea de S, es:

w w  m ot rom ) ;
V,(Z,-,I)=Tn-v'rervt,azz Z al 'Prr’»ogf rBZ " 1‘0;_ lp% l

m=l 1 =1 j.=1

. § B o -1, - n — i —1B.

i

Lot
+ ps,r(_)ps,ge

~Ralaps-2,) _ _ ¥
N e{o,w(z'" 1 _2(n, I)D_Z_]_RS'-_FZ,}H}

v U w

. V4 s
dondei=102y Ty y prsse determinancon: Z, y Zg = s ;
Zg+Zg
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Tension y Corrienten en una Linea

ZT ZS(r)

Psp sedeterminacon Zyy Zpy = | ;
S'T('I Z"‘ y T() Zr + ZS(,)

Psi se determina con Z y Zy;, siendo Zy, la impedancia conectada al final
de Si(i=1,2), Z la impedancia de Si(i=1,2), Zy, la impedancia de la otra linea
diferente de la Si (por ejemplo si Zy = Zg,, entonces Z g, = Zg). j, no indica que J,
este elevada a la potencia i, sino distingue a la j-ésima onda incidente o reflejada en
la linea Si(i=1,2). Ademds, Ry, &, Z; y o, son la resistencia, la distancia, la variable

espacial y la velocidad de propagacién en la linea Si de la componente bifurcada,

respectivamente.

La corriente en cada linea, S1 6 52, se determina dividiendo la ecuacion (8)

por Z; y cambiando el signo al segundo de los términos entre llaves. Como vemos
en 1, de (8), el voltaje transmitido en el punto Z, = Z, = 0 queda aplicado por igual

a las dos lineas de la componente bifurcada y luego se propaga por cada linea

siguiendo las expresiones (8).
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La Linea Finita sin Perdidas

3.3, LA LINEA FINITA SIN PERDIDAS

3.3.1 REDUCCION LAS ECUACIONES GENERALES AL CASO DE UNA

LINEA SIMPLE SIN PERDIDAS

Decimos que una linea no presenta pérdidas cuando su resistencia y su
conductancia se desprecian o se consideran cero. En tal caso, los coeficientes de

atenuacidn, tanto para la onda incidente como para la reflejada,

~£°-[2(m—l)d+x]

,
——|ZImd-
ZD[ X]

r

en las ecuaciones simplificadas (29) y (30) del capitulo 2, se reducen a la unidad,
pues en ellos r = 0. Asf, pues, la tensién y la corriente de onda en una linea simple

sin pérdidas quedan como:

v

V(x,f)=1ai{p,"}"p§'"e(0,r— z(m_l—)d+;)H+pr}'"®(0.f— zmd—XJH} (1)

Hxt)= " i{ 3“9&”“6{0,:- -z(m%d”‘]li —p,?p,?"e(o,:— sz"")y} 2)

zo m=1 v
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Tensién y Corrienten en una Linea

3.3.2 REDUCCION DE LAS ECUACIONES GENERALES AL CASO DE

UNA LINEA COMPUESTA SIN PERDIDAS

Si en todas las componentes de una linea compuesta se considera que no
hay pérdidas, entonces los coeficientes de atenuacién en ellas se reducen a la
unidad y en consecuencia las ecuaciones generales de tensién y corriente para fal

linea quedan como sigue:

Si la linea es de dos componentes, sus ecuaciones serdn las ecuaciones (1) y
(2) anteriores, para la primer componente, y las ecuaciones (3) y {4) siguientes, para

la segunda componente:

- % -t -l - - 2m—1 2nm——lD+
V=11, ), PR PF {pﬁ' 'pr '6[0,1—(— m-1d _2n, 1) yJH
mal ool v u 3)
+ o Prs e[o,: _(@m-1) gf"'D"y)H}
v N

T VT o @ . . ~ ) 2 _1 2 nm —] D+
=750 X p,r'p;'{pﬁ' ‘o 'e[o,:-( m-1d _2(n, -1) J’]H .
’ 4

m=1 R, =l v u

- prr "pf"s’f{o,r _(am-1d _ quo-g]H}

v U

Si la linea es de tres componentes, sus ecuaciones serdn las ecuaciones (1) y
(2) para la primer componente; (3) y (4) para la segunda; y (5) y (6 ) siguientes para

la tercera:
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La Linea Finita sin Perdidas

V(Z.0)= TTSUTITvTﬁZ Z Z p:r-rf):;"lp;:'_lpgf-l

mul B_=l g, =1

{p;;'p;;;'e(o,: Q@m-d_2(n,-0)D 20, -6+ Z]H R
v U w
- - 5+2
+p§;'p§;e[0,r—-(31’ -1 20n,-)D 2j 5+ ]H}
v u W

. T T T -~ = el _me - -
i@n="""%3 3 pi'e;'enpr’
35

m=1H, =1 s =l
{pé}"p;;,"e[o,: _Gm-)a_2An, -0 _2j,-1¥ +ZJH + (6
v 1} L0)]
_ - PS4 7
_pé}.lp#e[ost_(zm W 20m,-1)D_ 2j8+ JH}
v H w

Las ecuaciones anteriores pueden ampliarse al caso de una linea compuesta

de cualquier nimero de componentes, siguiendo el criterio que se vislumbra en su

secuencia.
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Tensién y Corrienten en una Linca

3. 4. LA [LINEA SEMI - INFINITA

3.4.1 FORMA GENERAL DE LA TENSION Y LA CORRIENTE DE ONDA

Una linea se dice que es semi-infinita cuando su longitud es de tal
dimensién que una onda que se propague sobre ella se considera que no sufre
reflexién, por lo que, para tal caso se asume que d — @ en nuestras ecuaciones

generales {11) y (12) del capitulo 2.

De esta forma, en estas ecuaciones, todos los términos entre llaves tienden a
cero, excepto el primero y por lo tanto las ecuaciones generales de tensién y

corriente para una onda que se propague sobre una linea semi-infinita, son:

V=1,E(0,p)e™

(1)

1 T
/= 7 T, E(0, p)e

[

donde

T=.(r+pLYg+pC)
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La Linea Semi - Infinita

_ r+pl
g+ pC

2
" 2(p)+ 2, (r)

3.4.2 LA LINEA SEMENFINITA SIN DISTORSION

Si la Linea semi-infinita es tal que no presenta distorsién, entonces

y por lo tanto:

v=

c’

Si tomamos, ademas, a Z; como una impedancia resistiva, entonces las

ecuaciones (1} quedan:

e .
V=1,0 & (o, p)e
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Tensién y Corrienten en una Linea

T - Py
[= Zﬁ’e » E(0,p)e v,

]
a las que aplicando el Teorema 5 del corrimiento de Heaviside, ecuacion (12}

del punto 1.2.2., quedan como:

Vix.f)= Tﬁe-z“le(ﬂ,! - -)‘?JH(:- x) )
v L4
(2)

i(x,1)= i e-z’xe(o, - x)H[:- xJ
Z, v v)

Como puede verse en estos resultados, la onda se propaga por la linea asi

" ) ; x .
que en el punto X su tensién y su corriente son cero hasta el tiempo ™, después del
v

cual son iguales que en X = {) pero con un retraso en el tiempo de * y reducida su
v

r

magnitud por el coeficiente de atenuacién € *

x

3.4.3 LINEA SEMIHNFINITA SIN PERDIDAS

En la linea Semi-Infinita se dice que no presenta pérdidas cuandor=0y g =
0, caso en el cual el coeficiente de atenuacion toma el valor de cero y las ecuaciones
(2) quedan como:
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La Linea Semi - Infinita

. . ®)

ix,1)= TZ" e(o,:- x]H[!- x] .
o v v/

Asi, en este caso la magnitud de la tensién y la corriente no sufren

atenuacion conforme la onda se propaga.
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Disefio de un Sistema de Computo para el Andlisis de Ondas Viajeras

CAPITULO 4. DISENO DE UN SISTEMA DE COMPUTO

PARA EL ANALISIS DE ONDAS VIAJERAS

4. 1. SOLUCION DE PROBLEMAS DE ONDAS VIAJERAS.

Con el objeto de ver la aplicacién de las ecuaciones y despejar cualquier
duda sobre la operacién de las mismas, resolveremos dos ejemplos: uno en una

linea simple y otro en linea compuesta de dos componentes.

4.1.1 CALCULO DE TENSION EN UNA LINEA SIMPLE.

Se tiene un tramo de linea de 300 metros de longitud, con una impedancia
caracteristica de 40 Q y una resistencia efectiva de 33.3 Q/km. En un extremo de la
linea se conecta una bateria con un valor f.e.m. de 100 volts y resistencia interna
cero; el otro extremo se encuentra abierto en el punto A como lo indica la siguiente

figura.
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Solucién de Problemas de Ondas Viajeras.

300
[ g
N =333
A Zo=40 .
£=100 v v=0.3.

Figura 14. Linea Simple

La velocidad de la onda es de 0.3 em . Encontrar, los valores de voltaje en
pseg

el intervalo 0 <t <9 pseg, en el punto A.
Solucion:
Para resolver este ejercicio utilizaremos la ecuacién (15) del capitulo 3

punto 1, para calcular la tensién en el punto de un circuito abierto.

-la
w(d, () =2t,€ % e(o,r- E)H(l - i)+
v

3
-5 3d 3d
+21:ﬁp9,[c % } e[(),r- ) ]H[r—TJ+ (15)

s
T4
+21:ﬁp;;|:e % ] e[O,:-E)H(r—zJ+...
v v

113



Disefio de un Sistema de Cémputo para el Andlisis de Ondas Viajeras

Primeramente recordemos que cada uno de los términos de la ecuacion (15)
representan la incidencia de la onda en el punto A en diferentes tiempos, es decir,
el primer término representa la primer incidencia de la onda al punto A, después
de haber transcurrido 1pseg, tiempo suficiente para recorrer los 300 metros, el
segundo término representa la segunda incidencia de la onda al punto, y de nuevo
tiene que transcurrir 3useg, que es el tiempo que tarda la onda en recorrer ahora
900 metros; el tercer término es la tercera incidencia, cuando hayan transcurrido
Suseg para que recorra 1500 metros, y asi sucesivamente. El niimero de términos
que utilizaremos nos lo indica la funcién unidad de Heaviside, es decir, si el valor
de la funcién es un nidmero negativo, quiere decir que no ha transcurrido el tiempo
suficiente para que la onda incida en este punto y podemos deducir que de ahien
adelante todos los términos siguientes serdn cero, debido a que necesitan un

tiempo mayor.

Comenzaremos por calcular el coeficiente de transmision “t”, el coeficiente

,

de reflexién “p” y el coeficiente de atenuacion:

T, = Lo_ 40
o Z,+Z, 4040

Z,-Z, _0-40 _

1=z, vz, 0+40

a4 -33.3(1:'__*”:_

coeficiente de atenuacion =€% =¢e "  =(0.778996,
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Solucién de Problemas de Ondas Viajeras.

Si sustituimos los valores de t = 0 useg, d =03 kmy v = 0.3 km/useg, en la
funcién unidad de Heaviside de la primer componente, tendremos:

H} Ouseg- 0. 3km = Opseg —Ipuseg = —luseg,

03 b
pseg

lo que nos indica, que la onda necesita cuando menos 1pseg para que apenas la
punta de la onda incida en el punto A por primera vez; por lo tanto el voltaje para t

=1, es cero volts.

w0.3,0) =0 volts.

Continuando con un valor de t = 1pseg, tenemos

v(0.3,1) = 2(1}(0.778996)¢e] 0,1pseg- 0'3';:; H Iuseg-rr()i}g— +
6.3 03 —-

pseg pseg

+2(1)(~1)(0.778996)*€] O.lseg- 3«%’5’") | 1pseg- 3(0'3k'-"’:—)
031" 03-"2
pseg pseg

v(0.3,1) = (1.557992)€(0.0)H (0) - (0.945444)e(0, - 2)H (- 2)

Aqui, la funciéon unidad de Heaviside, en la segunda componente, nos
indica que la onda todavia no incide por segunda ocasi6n al punto, por io tanto, el
valor de la segunda componente s cero y nuestra ecuacion se reduce a:

v(0.3,1) = (1.557992)€(0.0)7(0).

115



Diseiio de un Sisterna de Cémputo para el Andlisis de Ondas Vinjeras

Ahora, dado que la fuente nos entrega una onda cuadra constante en el

tiempo, comunmente llamada escaldn, el valor de € serd de 100 volts, simpre y

cuando haya transcurrido un tiempo suficiente, para que la onda exista.
w(0.3,1) = (1.557992) 100 volts = 155.7992 volts

Para un valor de t = 2pseg, tenemos

. 0.3k
¥(0,3,2) = 2(1)(0.778996)€] 0.2pseg- 03’;2 H| 2pseg- &2 k:
03" 03
useg useg
+2(1)(~1)(0.778996)° 0,2pseg-3gﬁ"-’f) H 2useg--3—(91-3-"'"—)
km km
03.7". 03 "
useg pscg

v(0.3,2) = (1.557992)€(0,1)# (1) (0.945444)e(0, - 1)H (~1)

Aqui, nuevamente la funcién unidad de Heaviside, en la segunda
componente, nos indica que la onda todavia no incide por segunda ocasion al
punto; por lo tanto el valor de la segunda componente es otra vez cero y la
ecuacion es:

v(0.3,2) = (1.557992)100 volts =155.7992 volts .
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Solucién de Problemas de Ondas Viajeras.

Para un valor de t = 3useg, tenemos

0.3km 0.3km7

(0.3,3) = 2(1)(0.778996)€| 0.3useg - | 3pseq - N
03 0.3 km
Hseg Hseg
2 1)0.778996) €] 0.3pseg- 20K |l 5, ey HO.34m)
fem km
03 = 03
Wseg useg
+ 2(1)(-1)2(0.778996)° o,3pseg-§(0;”:m) . 3useg_@3;:)
037 03 "
HSCg pseg

w(0.3,3) = (1.557992)e(0,2)H (2) - (0.945444)e(0,0)H(0)+ (0.573728) €(0, - 2) H(- 2}
v(0.3,3) = (1.557992)100 ~ (0.945444)100 = 155.7992 —94.5444 = 61.2548 volls .

Para un valor de t = 4useg, tenemos

0.3km 0.3km

v(0.3.4) = 2(1)(0.778996)€| 04puseg - — ——— |H| 4pseg-— o | +
0321 0.3 5m
pseg pseg
+2(1)(-1)(0.778996)° 0,4useg—3—((l:m) H 4pseg—ﬂ3fi)
fom fom
03~ 03---
pseg pseg
+2(1)(~1)%(0.778996)° 0,4},lseg-5(0—':—;b-n) H 4pscg-—5(q‘3—k"3)
ko ko
03-2 0.3
pscg pseg

v(0.3,4) = (1.557992)e(0,3)H (3) - (0.945444)e(0.)H (1) + (0.573728)e(0, - 1)H (- 1)

v(0.3,4) = (1.557992)100 — (0.945444)100 = 155.7992 — 94,5444 = 61.2548 volrs .

117



Disefie de un Sistema de Cémputo para €] Anilisis de Ondas Viajeras

Para un valor de t = Spseg, tenemos

v(0.3,5) = 2(1)(0.778996)e] 0.5pseg - 0-3’;"’_._ H| Spseq- 0.33 .
03 . 030
nseg pseg
+ 210778996 ¢] 0 5pseg- *CH7) ] 5500 - 30387)
ki km
0.3 03 -
Hscg pHseg
+ 201)(-1(0.778996)°¢] 0 5pseg - S03km) |l o (oo S0.3km)
km km
03 03
useg useg

v(0.3,5) = (1.557992)€{0.4)H (4) — (0.945444)e(0,2)H{2) + (0.573728) €(0.0)H{0)
v(0.3,5) = (1.557992)100 — (0.945444)100 + (0.573728)100

v(0.3,5) =155.7992 —94.5444 + 57.3728 = 118.6276 volts
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Solucion de Problemas de Ondas Viajeras.

Para un valor de t = 6useg, tenemos

W0.36) = 20)0.778996)€] O bpscg- o

pseg

+2(1)(~1)(0.778996)°

+ 2{D(=1)*(0.778996) &

+2((-1)7(0.778996)" €

03

0,6useg---

0,6pse

3(0.34m)
03 %
useg
5(0.3km
g- 2(0.31m)

03—
nseg

0
H) 6pseg-

H| 6useg -

H

3(034m)

03-"".
pseg

5(0.3km)

0.3

Useg

6pseg -

6lsep - 7@3:”’:7)
03-"--
Hseg

v(0.3,6) = (1.557992)e(0,5)H (5) - (0.945444)e(03)H(3)
+(0.573728)€(0.1)H (1) (0.348158)e(0, - 1}H (-1}

v(0.3,6) = (1.557992)100 — (0.945444)100 + (0.573728)1 00

v(0.3,6) =155.7992 —94.5444 + 57.3728 =118.6276 voits
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Para un valorde t = 7useg, tenemos

v(0.3,7) = 2(1)(0.778996)¢ o,mseg-_o-?’]_z # Tuseg- 0§§r;_
03- 2 03-1
useg useg
«2IY1)(0.778996)° ] 0.7pseg 203 [l 7 o 30.34m)
ken km
0.3— 3 =
Hseg pseg
+2(1(-1)"(0.778996)° & 0,7pseg-5_(0;3""1) H 7useg_5_(0.3km)
km km
03--= 0.3."
Hseg pseg
2001y (0.778996)" ] 0.7pseq 2O3mY |l 5 ey 7(0.34m)
km km
032 0324
Hseg pseg
+ 2011y (0.778996)¢| 07pseg- 203 |l 7150 - 900:34m)
km km
03— 03—
pseg pseg

v(0.3,7) = (1.557992)e(0.6 )1 (6) - (0.945444)e(0.4)H(4)
+(0.573728)€(0.2)H(2) - (0.348158)€(0.0)H{0)
+(0.211275)€(0, - 2)H (- 2)

v(0.3,7) = (1.557992)100 — (0.945444)1 00 +(0.573728)100 — (0.348158)100

v(0.3,7) =155.7992 - 94 5444 + 57.3728 -- 34 8158 = 83.8118 volts
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Solucién de Problemas de Ondas Viajeras,

Para un valor de t = 8pseg, tenemos

0.3k

¥(0.3,8) = 2(1)(0.778996) 0,8pseg--0'3fn H| 8useg - kﬁ
03 " 0.3

useg pseg

+ 2(D){-1)(0.778996)° 0,3pseg-3(-0'3:;:) H 8useg-3(0'3km)

0.3~ 0.3 b
nscg pseg
« 2(1)(-1)7(0.778996)° €] 0.8useg - 03K |1 g1 S0.34m)
km fon
03- — 032"
useg pseg
.
£ 2(1Y(0.778996)"dl 08yseq- O 1 1. T0.3km)
km km
03 - - 03"
Hseg useg
+2(1)(~1)* (0.778996)° o,spsegﬁ(oﬁk"f) K Spseg-g(O'Bkm)
km km
034 03
Hseg useg

v(0.3,8) = (1.557992)e(0,7)H(7) - (0.945444)e(0,5)H(5)
+(0.573728)e(0,3)H (3) - (0.348158) e{0,1)H (1)
+(0.211275)¢{0, - 1)H (1)

v(0.3,8) = (1.557992)100 — (0.945444)100 + (0.573728)100 — (0.348158)100

v(0.3,8) =155.7992 ~94.5444 + 57.3728 ~ 34 8158 = 83.8118 volts
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Disefio de un Sistema de Cémputo para el Andlisis de Ondas Viajeras

Para un valor de t = 9pseg, tenemos

. 3k
v(0.3,9) = 2(1)(0.778996)€| 0.9pseg - 03’;’" Hl 9yuseg- O3 k’;
03 " 0.3
pseg useg
+20)(=10.778996)" €] 09pseg- 2OM) () o o 3030m)
km
0.3 0.3
pseg pseg
. 0.3k
+2()(=1)2(0.778996)° & 0,9pseg-5(-0 3km) |, 9pseg—5( 3km)
knt k
03 "L 0.3
pseg useg
+2((=1)"(0.778996)" & 0,9pscg—7(0'3km) H 9p.seg-7(0'3 kam)
km m
03 " 03 "
useg pseg
+ 2((=1*(0.778996)° € 0,9pseg—9@'yf@ H 9useg-9(9‘3k-”-')-
fem km
03 " 03 "
nseg useg
+ 2()(-1)°(0.778996)"' 0.9useg-9-(0'3’ﬂ) H 9pseg-9£q‘§"ﬂ)
03 " 03 ="
pseg pseg

v(0.3,9) = (1.557992)e(0.8)H (8) - (0.945444)e(0,6)(6)
+(0.573728)€(0,4){4) - (0.348158)€{0,2)#(2)
+(0.211275)€(0,0)H (0} - (0.128209) €(0, - 2)H (- 2)

v(0.3,9) = (1.557992)100 — (0.945444)1 00 + (0.573728)100 — {0.348158)100 + (0.211275)100

v(0.3,9) =155.7992 — 94.5444 + 57.3728 - 34 8158 + 21.1275 = 104.9393 volts
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Solucién de Problemas de Ondas Viajeras.

Tabla de Resultados

TIEMPO VOLTAJE TIEMPO VOLTAJE
0 0 5 118.6272
1 155.7992 6 118.6276
2 155.7992 7 83.8118
3 61.2548 8 83.8118
4 61.2548 9 104.9393

200 . I

:‘V_; 150 - - - _— ‘
2 0!

L E—

& 10 I !
.y !

S 50 ~— — - ‘

:

0 ~— 5 e

0 2 4 6 10 |

Tiempo (microsegundos)

Gréfica 1. Perfil de Voltajes
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Disefio de un Sisterna de Computo para el Andlisis de Ondas Viajeras

4.1.2 CALCULO DE LA TENSION EN UNA LINEA COMPUESTA.

Se tiene un sisterna compuesto por una linea aérea conectada a un cable ,
ambos de una fase y sin pérdidas, con las caracteristicas siguientes: para la linea

aérea se tiene una impedancia Z, = 400Q; la onda viaja sobre ésta a una velocidad

de v, =3xi0* ¥ y tiene una longitud de 30 km; para el cable la impedancia es
seg

Z, =100Q, la velocidad de la onda es v, = 2x10* S y una longitud de 20 km. La
seg

impedancia de la fuente es igual a la de la linea Z, = Z; y la impedancia de carga
es dos veces la del cable Z; =27, =200Q; en el extremo transmisor se le conecta

una fuente de un valor f.e.m. de 100 volts. Dibujar el perfil de voltajes para 0 <t <
0.6 milisegundos en el punto de transicién.

Solucion:

Primeramente seleccionaremos la ecuacién (5} del capitulo 3 punto 3, para el
cdlculo de la tensién en el punto de transicién de una linea compuesta sin

distorsion.

v(0,1) = r,,vrﬂia’"‘ pr o e(o,: - (_2’"“)‘1JH[,.. .(2”';_1)")+
m=|
2 (anp) -
""Tm",ez Zazm_ P pr'e Z 6{0,!— (_ZAmil)fl‘ ~ ZJEMD) (5)

m=1 A, =1 v U

2m—-1)d 21D\ , .
AR

v
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Para la solucién a este problema necesitamos hacer algunas consideraciones;
primero, como el sistema no presenta pérdidas la resistencia de la linea y del cable

son igual a ceros, asi que:

a=€ % =¢ =1

todos los coeficientes de atenuacién serdn igual a 1; segundo, tenemos que

calcular la velocidad de la onda en la linea y el cable, entonces tenemos que:

v, =(3x108 TJ _thm ][ s LJ=300k'"
£ A1000m A 1000ms ms

Ve =[2x10’ ”’][ Lem J( L ) 200%™,

por ultimo, cabe mencionar que algiin o algunos coeficientes de reflexion pueden
valer cero y vemos en la ecuacién {5) que la mayoria estd elevado a la m-1 6 n-1,
esto nos daria como resuitado un cero elevado a la cero cuandom =16n=1
{primer término), lo que matematicamente no esta definido. Esto se debe
interpretar como un uno, debido a una interpretacidn fisica de la propia ecuacion,
es decir, los coeficientes elevados a la cero nos indican que la onda todavia no
alcanza a reflejarse y ese coeficiente no participa en el cdlculo del voltaje en ese
instante.

"

Ahora vamos a calcular los coeficientes de transmisién “1” y los de reflexién

"o
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e Foo_o A0
£ Z,+Z, 400+400

Lo 22, _ 2000 _
™z wZ, 4004100

2Z, _ 2(400)

T = - =1,
™ Zy+Zy 4004100

_Z;=Zy _400-400 _
Pr= 7,42, 400+400

_Zy—Z, _100-400 _
P s g vz, 100+400

Z,-Z, 400-100
pn = r— = - - =

T Z,+Z, 4004100

_Zs=Zp _200-100 _

= =0333
= w7, 2004100
Para un tiempo t = 0 mseg, tenemos que
1] Oms — @ 1B0m | H(-0.1ms),
300 -~
ms

para la funcién unidad Heaviside, lo que nos indica que para un tiempode t =0, la

onda no existe en el punto de transicion y por lo tanto el voltaje en cero; asi,

¥(0,0) = Ovolts .
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Para un tiempo t = (.1 ms, tenemos:

=1 (-1 -0 2(1)-10
V(0.0.1) = (0.4)0.5X-0.6)" (0) e[o,o.l-(-zf];OdB JH(O.]—( ( J+

300
o A o _(2(1)1!)30_2(1)(20))
+{0.4)0.5X-0.6)"" (0} e[o,o.l 200 200
_m-1p0 _ ?(_1)20_} 8 '
H(O.l 100 500 (0.6)(0.33333)' (1.6}

V(0,0.1) = (0.2)e(0,0)H(0)+ (0.2)e(0,0.1- 0.3)/(0.1 - 0.3X0.33333)1.6);
como podemos observar en la funcién unidad de Heaviside la onda no existe para
el segundo término, por lo tanto:

¥(0,0.1) = (0.2)e(0,0)H(0) = (0.2)1 00 = 20voirs .

Para un tiempo t = 0.2 ms, tenemos:

7(0.0.2) = (0.4)0.5X~ 0.6)™ (0)"" e{o,o.z - (2“;6%1)-39]11(0.2 _m-1p 0] 4

300
EPPA R _gz(l)_-l)}o_za)(zo))
+(0.4)0.5)X-0.6)""(0) 6(0,0.2 300 200
_m-1po _ 2_(')20J !
H(O.Z 300 500 (0.6Y'(0.33333)' (1.6}

¥(0,0.2) = (0.2)€(0,0.1)H{0.1)+ (0.2)€(0,0.2 - 0.3)H (0.2 - 0.3X0.33333)1.6);
aqui, nuevamente la funcién unidad de Heaviside nos indica que la onda todavia

no existe para el segundo término, por lo tanto:

¥(0,0.2) = (0.2)€{0,0.1) = (0.2)100 = 20volss .
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Para un tiempo t = 0.3 ms, tenemos:

V(0,03) = (0.4X0.5)- 0.6)" (0)" e(o,o.s - (2(1-;;01)10}H[0.3 _bm- 'BOJ +

300
0 eV oy _(2(1)—1)30__2(1)(20)]
+(0.4Y0.5X-0.6)"'(0) e(o,o.z. 300 200
H[o.z. - (2(1;361)-3?9 - 2—23—3—9)(0.6)"' (0.33333)'(1.6)
o ey _(2_(1)—1)3_0_2(2_)(20)}
+(0.4Y0.5X-0.6)""(0) e(o,os 100 00
11[0.3 - (-2(1};0')30 _ 2(220)3—0](0.6)2" (0.33333)(1.6)

_0.6) (0 _@@tﬂwj[ _@w-mﬂ
+(0.4)0.5X-0.6)"'(0) 3(0,0.3 160 H| 0.3 w7
_0.6f (oF _(2(2_1_—29_2_0_)(_29)

+(0.4Y0.5X-0.6)*"'(0) e(0,0.3 100 500
:' H(OJ - (2(2;0701)30 - 2(2230)(0.6)"‘(0.33333)' (1.6)
_ 0.6 (o) _(2(2):1)_39_%(_2)€_292]
+(0.4)0.5X-0.6)""'(0) e(0,0.3 100 200
H(os - (-2@;—0%1)3(2 - —2-(22—0)—59 }(0.6)2" (0.33333)(1.6)

como se puede observar en la ecuacién anterior, todos los términos para un valor
de m>1, serdn igual a cero, es decir, como p,=0, no existe reflexién de la onda, por
lo tanto, con el fin de simplificar las ecuaciones, no consideraremos valores para m
mayores a 1.

¥(0,03) = (0.2)€(0,0.2)1(0.2)+ (0.2) €(0,0.3-0.3)H(0.3 - 0.3(0.33333)(1.6)
+(0.2)€(0,-0.4)H (- 0.4) .

Obsérvese el tercer término, la funcién unidad de Heaviside nos indica que
la onda todavia no existe y no existird mientras el tempo sea menor a (.5

milisegundos, por lo tanto:
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¥(0,0.3) =(0.2)e(0,0.1)+ (0.2)e(0,0)0.33333X1.6) = 30.6665volts

Para un tiempo t = 0.4 ms, tenemos:

El voltaje sera igual al voltaje calculado anteriormente debido a que, como
se analizé anteriormente, el voltaje de la tercer componente no existird para
tiempos menores a 0.5 milisegundos, por lo tanto:

V(0,0.4)=30.6665volts

Para un tiempo t = 0.5 ms, tenemos:

¥(0,0.5) = (0.4X0.5X-0.6) "' (0)""' e[o,o.s - MJH[O.S - @L)—LPQJ +

300 300
+(0.4Y0.5X-0.6)" (0)"'@(0,0.5 - gz—(%&)@p - 3%)530)]
H(O.S - (2(1;571)30 - -2%3—0 ](0.6)"‘ (0.33333)'(1.6)
H04)03¥-06"0) "¢ 00.5- 2U1R0 2000
H[O.S - {%EQ - %26)629}(0.6)2"(0.33333)2(] 6)
+{0.4Y0.5X~0.6)"'(0)" e(o,o.s - Q%;—O@ . 2—?%”}
H(O.S - @(%%)39 - 3(233%)](0.6)“ (0.33333)°(1.6)

¥(0,0.5) = (0.2)€(0,0.4)H(0.4) + (0.2)e(0,0.2)H(0.2)(0.33333)1.6)
+(0.2)e(0,0)7(0)0.6)0.33333)*(1.6)
+(0.2)e(0,-0.6)H (- 0.6X0.6) (0.33333)°(1.6)

Otra vez podemos concluir para el cuarte término que la onda no existira

mientras el tiempo sea menor a 0.7 milisegundos, por lo tanto:
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¥(0,0.5) = (0.2)(0,0.4)+ (0.2)e(0,0.2X0.33333)1.6) + (0.2)(0,0)(0.60.33333) (1.6)

Para un tiempo t = (.6 ms, tenemos:

= 32.7999%volts

Al igual que el calculo para t = 0.4 ms, el voltaje no varia para t = 0.6 ms, por

lo que serd igual al calculado para t = 0.5 ms asi:

V(0,0.6) = 32.7999volts

El perfil de voltajes lo graficaremos a partir de la tabla de resultados

siguiente:
Tabla de Resultados
TIEMPO VOLTAJE TIEMPO VOLTAJE
0 0 0.4 30.6665
01 20 0.5 32.7999
02 20 0.6 32.7999
03 30.6665
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40
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Tiempo (milisequndos)

Grifica 2. Perfil de voltajes

4.2. DISENO DEL SISTEMA DE CALCULC

El sistema tendrd que calcular la tensioén y la corriente en cada uno de
puntos que a continuacién se enlistan:
¢ Alinicio de una linea simple.
¢ Al final de una linea simple.
« En un corto circuito.
o En un circuito abierto.

e Alfinal de una linea compuesta de dos componentes.

componentes.

los

e En el punto de transicion de una linea compuesta de dos
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Los calculos se realizaran a partir de los datos ingresados por el usuario del
sistema y dicho sistemna deberd contar con la opcién de imprimir los datos

conjuntamente con los resultados.

El sistema tendrd las opciones para resolver cada uno de los puntos
enlistados anteriormente, contard con dos opciones para acceder a ellas, una por
medio de un menii y la otra por medio de una barra de herramientas, cada opcién
serd independiente de las demds y solo se podra acceder una a la vez. Para

comprender mejor este proceso, veamos el siguiente diagrama de bloques.

Tensin Cornierte
Linea Smpe Linea Compuesta | Linea Simple Linea Compuesta
Ao Afra —| Riido Aliido
Crou ateto Enel purto de Transisids ~[ Cato it En ¢l urto de Trarsién
Afrd Afod

Diagrama 1. Bloques Principales del Sistema.

132



Disefo del Sistema de Cilculo

El diagrama 1 servird como base para realizar el ment del sistema, en el cual
se tendrd que seleccionar, primeramente, entre el cilculo de la tension o el cilculo
de la corriente, para posteriormente seleccionar entre las opciones de una linea
simple a una linea compuesta y por tiltimo el punto donde se desea calcular la
tensién o la corriente, ya sea al final, al inicio, en un corto circuito, en un circuito
abierto, etc. El menti ademds tendrd la opcién de archivo , que contard con
opciones tales como, abrir la base de datos, grabar los datos, calcular, imprimir y

salir.

La barra de herramientas y el ment principal serdn como se muestra en la

siguiente figura.

Figura 15. Mend Principal y Barra de Herramientas.

Los botones servirdn para acceder més rapido a las opciones, las cuales se
describen a continuacién, (de izquierda a derecha): cerrar el sistema, abrir la base
de datos, grabar los datos en la base, imprimir los resultados, calcular resultados, y
por iltimo todos los botones para calcular cada una de las opciones ya
enlistadas,:primero para la tensién (primeros 5 botones) de los cuales los primeros
3 seran para la linea simple y los otros dos para la linea compuesta de dos
componentes; asi el primero serd para el cdlculo de la tension al inicio de la linea, el

segundo al final, el tercero en un circuito abierto, el cuarto al final de la linea
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compuesta y el quinto en el punto de transicién entre lineas. Los 5 botones
siguientes seran con las mismas opciones para el calculo de la corriente, con
excepcién del tercero que sera para calcular la corriente en un circuito abierto de

una linea simple.

Al ingresar a una de las opciones para calcular, ya sea la tensién o la
corriente, el sistema contara con dos opciones para ingresar los datos, una serd a
través de diversas cajas de texto, donde el usuario podra teclear directamente los
datos necesarios para el cilculo y la otra sera una opcién donde se leeran los datos
desde una base de datos y los colocard en la caja de texto que le corresponda; €stos
iltimos deberan estar previamente almacenados. Uno de los datos seré el tiempo
para el cual se desea saber el valor del voltaje o la corriente y un incremento del
tiempo para iniciar un ciclo que vaya de cero hasta el tiempo seleccionado, lo que
tiene como finalidad obtener un conjunto de resultados y presentar una vision
mds clara del comportamiento de la onda en el sistema. Posteriormente contard con
una opcidn para iniciar el calculo de dichos resultados, formando con cada uno de
estos resultados, una matriz de resultados, y de ahi directamente graficarlos.

Veamos el diagrama 2.
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I Automitico I

Resultados
A la Pantalla

Graficar

e
Comparar Datos Datos

Diagrama 2. Funciones del Sistema.

También se contard con las opciones de guardar los datos en la base,
mandar los resultados a una tabla comparativa y por altimo modificar uno o todos
los datos para realizar otro cdlculo. Cabe mencionar que la opcion de comparar
serd muy ilustrativa ya que podremos analizar un mismo sistema con diferentes

ondas y comparar tos resultados. Otra utilidad muy importante, serfa la de
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ondas y comparar los resultados. Otra utilidad muy importante, seria la de
comparar, con una misma onda, diferentes impedancias en el sistema y poder ver
el comportamiento de la onda. Por ejemplo al tener un sistema definido, con ciertas
impedancias, se pueden mandar los valores a la tabla comparativa y
posteriormente cambiar unicamente la impedancia de carga por otra, que bien
pudiera ser de la mitad del valor anterior o bien al doble (o cualquier fraccién),
para calcular nuevamente los resultados y mandarlos a la tabla comparativa; de
esta manera se pueden graficar los dos conjuntos de resultados para ver el
comportamiento con diferentes cargas. Esto también se puede llevar a cabo
cambiando la impedancia de la linea o cable y observar el comportamiento; el
cambio de la impedancia del cable o la linea, representaria un cambio en el calibre

de la linea o el cable.

Ahora vamos a analizar el siguiente diagrama de flujo, para el calculo de la
tensidn al final en una linea simple. Cabe aclarar que el procedimiento para todos
los demas cdlculos tendrd, en su forma, la misma caracteristica que la que se

describe a continuacion.
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ll

Caloutar eneficientes
de Transminda y
Refiexion

(T[]

Calcular ¢ voltap de onda
para ¢l banpo t

¥

Caloular el voltaje
al final de La linea

1
T [

¥

T |

Diagrama 3. Célculo de la Tensién al Final de la linea

Al iniciar el cdlculo lo primero sera definir las variables que van a intervenir
en el proceso, posteriormente, se calculardn los coeficientes de reflexién y
transmisién, para continuar con un ciclo que comenzari en t = 0 hasta el valor

introducide por el usuario, donde lo primero sera ver si la onda existe en el tiempo
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t; esto lo lograremos por medio de la funcion unidad de Heaviside. Si la onda

existe, entonces procederemos a calcular €l voltaje de onda para el tiempo en

cuestion en la funcién € y por tiltimo, aumentaremos t con el valor del incremento

que seleccionemos (también introducido por el usuaric) y retornamos a la
condicién cuando la funcién unidad nos indica que la onda no existe; ello nos lleva
directamente a incrementar el valor t; el sisterna saldrd del ciclo cuando el
tiempo>t vy el sistema graficara los resultados para terminara asi con este proceso

de cédlculo.

A continuacién veremos el programa que realiza el calculo descrito

anteriormente; este programa esta realizado en Visual Basic 6.0

Como ya se menciond, lo primero serd la definicién de variables, las cuales
serdn usadas para guardar los valores que introduce el usuario, asi como, los
valores calculados; para esto se necesita un tipo de variable que pueda almacenar
datos muy pequefios o datos muy grandes. Las variables dobles (punto flotante de
doble precisién) se almacenan como ntimeros IEEE de coma flotante de 64 bits (8
bytes) con valores de -1.79769313486232E308 a -4,94065645841247E-324 para
valores negativos y de 4,94065645841247E-324 a 1,79769313486232E308 para
valores positivos. Asi que éste es el tipo de datos que se utilizard en el desarrollo
de este sistema:

Dim zf As Double, zo As Double, incremento As Double

Dim zt As Double, r As Double, d As Double
Dim t As Double, vel As Double, v0 As Double
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Dim a As Double, b As Double, v As Double, Tiempo As Double
Dim tciclo As Long
Dim voltajel As Double, voltaje2 As Double, voltaje As Double

n

'Aqui inicia el cdlculo para el voltaje al final de una linea simple

Function LineaSFin(}
Dim Tiempo_Old As Date
Dim Tiempo_New As Date
Dim Tiempo_Espera As Date

’

‘Tratamiento de errores

¢

On Error GoTo TRATAMIENTO_DE_ERRORES

r

"Obtencidn de datos de las cajas de texto
zf = com_double{Txtzf}

20 = com_double(txtz0)

zt = com_double(txtzt)

r = com_double{txtr)

d = com_double(txtd)

t = com_double(txtt)

vel = com_double(txtv)

v0 = com_double(txtv()

a = com_double(txta)

b = com_double(txtb)

incremento = Round(com_double{txtincremento), 8)

’

‘Calcula Coeficientes y los visualiza
tfl = 20 / (20 + zf)

rlt = (zt - 20) / (zt + z0)

rlf = (zf - 20) / (zf + z0)

titv =2 * zt / {zt + 20)

txttfl. Text = tfl
txtrlt. Text = rlt
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txtrlf Text = rlf
txttlfv . Text = tltv

?

‘Calcular el nimero méximo de componentes, que como se puede
‘apreciar, tendrd un mdximo de 10,000 componentes
’

componente = 1
For i =1 To 10000 Step 2
Ift<i*d / vel Then
Exit For
Else
componente = componente + 1
End If
Next
txtm.Text = componente
Numero_Componentes = componente

’

‘Para visualizar la barra de progreso durante el cilculo

’

principal ProgressCal. Value = 0
Progressincremento =1
principal ProgressCal. Max =t / incremento + 1

r

"Valores iniciales

’

renglon =1
grid1.Col =1
voltaje = 0
voltajel = 0

z

‘Opcidn para salir del ciclo un minuto y medio después

Tiempo_Espera = Time()
Tiempo_Old = Time()

t_ min=1

t_seg =30

grid1 Redraw = False
For tciclo = 0 To t * 10000 Step incrermento * 10000
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Tiempo = tciclo / 10000

’

‘Si la funcién unidad nos regresa un 1, quiere decir
‘que la onda existe en ese tiempo

funcion_unidad = heaviside(Tiempo, 1, d, vel)
If funcion_unidad <> 0 Then

’

‘la funcién unidad nos determina que la onda
‘existe y por lo tanto continuamos con el
‘calculo

’

tiempo_de_onda = Tiempo - (d / vel)

voltaje_de_onda = valor_e(tiempo_de_onda)

atenuacion = Exp(-r / z0 * d)

voltajel = tltv * tfl * atenuacion * voltaje_de_onda

exponente = 3

voltaje2 = 0

For componente = 2 To Numero_Componentes
funcion_unidad = heaviside{Tiempo, exponente, d, vel)
If funcion_unidad = 0 Then

‘Sale del ciclo for por no existir la onda
‘en el iempo “"tiempo"”
Exit For

End If

"calcula el voltaje

’

tiempo_de_onda = Tiempo - (exponente * d / vel)
voltaje_de_onda = valor_e(tiempo_de_onda)
atenuacion = (Exp(-r / z0 * d}) » exponente
reflexion_lt = rlt ~ {exponente - componente)
reflexion_If = rlf # (exponente - componente)
voltaje2 = voltaje2 + tltv * tfl * reflexion_lt * reflexion_If *
atenuacion * voltaje_de_onda
exponente = exponente + 2
Next componente
Else

‘la onda no existe en el tiempo "tiempo”
‘de la primer componente por lo tanto el voltaje
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‘es cero en las demds componentes

’

voltaje2 =0
End Tf

‘Coloca los datos directamente en la matriz de resultados
‘llamada normalmente Grid

¢

voltaje = voltajel + voltaje2
grid1.Rows = renglon + 1
gridl.Row = renglon
grid1.Col =0

grid1.Text = renglon - 1

grid1.Col =1
grid1.Text = Tiempo

grid1.Col =2

grid1.Row = renglon
grid1.Text = Round(voltaje, 5)
renglon = renglon + 1

IncrementoReal = principal . ProgressCal.Value + Progressincremento
principal. ProgressCal.Value = IncrementoReal

v

‘Comprobacién del tiempo para detener el ciclo

Tiempo_New = Time()
Tiempo_Espera = Tiempo_New - Tiempo_Old
espera_min = Mid(Tiempo_Espera, 4, 2)
espera_seg = Mid(Tiempo_Espera, 7, 2)
If Val(espera_min) >= t_min And Val(espera_seg) >=t_seg Then
Cal_Faltan = Val(txtt. Text) / Val(txtincremento.Text) - renglon
miensaje = "El Tiempo empleado hasta ahora es de " + espera_min + "
Minutos y " + espera_seg + " segundos para realizar " + Str(renglon) + Chr(13)

mensaje = mensaje + "cdlculos y faltan " + Str(Cal_Faltan) + " y cada
calculo tiene " + Str{componente) + " Componentes, por lo que faltan™ + Chr(13)

mensaje = mensaje + "por resolver " + Format{Str(Cal_Faltan *
componente), "##H H#") + " ecuaciones " + Chr(13) + Chr(13}

mensaje = mensaje + ";Quiere Continuar?”

If MsgBox{mensaje, vbCritical + vbYesNo, "Tiempo Agotado”) =
vbNo Then

Exit For
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Else
Tiempo_Old = Time()
tmin=t_min+1
t.seg=0
End If
End If

Next tciclo

gridl.Redraw = True

graph.Show

graph.Graphl.DataReset = gphGraphData

graph.Graphl NumSets = 1

graph.Graph1.GraphTitle = "Tension al Final de una Linea Simple”

r

"Gréfica los resultados obtenidos y almacenados en la cuadricula “grid1”
'y utilizando el control “graphdata”

With graph.Graphl

NumPoints = gridl.Rows - 1

grid1.Col =2

For ren_grid = 1 To grid1 Rows - 1
grid1.Row = ren_grid
GraphData = Val{grid1.Text)

Next

DrawMode = gphDraw

End With
Exit Function

’El tratamiento de errores nos sirve para evitar una interrupcién del sistema

TRATAMIENTO_DE_ERRORES:

Select Case Err Number
Case 6 'DESBORDAMIENTO
Beep
MsgBox "No es posible realizar esta funcién, ya que efectia” + _
* un error de desbordamiento en la memoria. Verifique sus datos”,

vbOKOnly + vbExclamation, " AVISO IMPORTANTE"

Exit Function
End Select

End Function
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La funcitn €, nos retorna el valor del voltaje de onda para un tiempo

determinado y para cualesquiera de las dos ondas posibles.

Function valor_e(Tiempo) As Double
‘nos calcula el voltaje de onda
‘en el tiempo "tiempo” vy el tipo de onda
‘seleccionado 1->escalén 2->exponenciales
If TipodeOnda = 2 Then
v = v0 * (Exp(-a * Tiempo) - Exp(-b * Tiempo})
Else
v=v(
End If
valor_e=v
End Function

La funcién unidad de Heaviside, nos retorna el nimero 1 si la onda existe y
un cero si la onda no existe.
Function heaviside(Tiempo, factor, distancia, velocidad) As Integer
If Tiempo - (factor * distancia / velocidad) >= 0 Then
heaviside = 1
Else
heaviside = 0
End If
End Function
La funcién piblica “com_double” nos convierte el valor de la caja de texto a
un valor numérico y posteriormente a un valor doble que es del tipo de variable
que estamos ocupando en los célculos; esta funcién es muy atil, cuando el usuario
no introduce ningun valor en alguna caja de texto.
Public Function com_double{valor)

com_double = CDbl(Val(valor))
End Function
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Para hacer posible la entrada de datos de forma automdtica, deberemos
tener otra funcién que lea los datos directamente de la base de datos, como se
muestra a continuacién:

Public Function CopiaDatosSimple(VarForm As Form)
GridDatos.Col = 17
If Val(Grid Datos.Text) <> Tipo_de_Linea Then
tipol = ObtenTipoLinea(Val(GridDatos.Text})
tipo2 = ObtenTipoLinea(Tipo_de_Linea)
mensaje = "El Registro tiene datos para el Célculo de " + tipol + Chr(13)
mensaje = mensaje + "y tiene cargada la ventana para Calcular " + tipo2
+ """+ Chr(13)
mensaje = mensaje + "Probablemente le falten datos.” + Chr(13} +
Chr(13)
mensaje = mensaje + “;Quiere Continuar?”
If MsgBox(mensaje, vbQuestion + vbYesNo, "Carga de Datos") = vbNo
Then
Exit Function
End If
End If
With VarForm
GridDatos.Col =1
Ixtv0.Text = com_double(GridDatos. Text)
GridDatos.Col =2
txta.Text = com_double{GridDatos.Text)
GridDatos.Col = 3
txtb.Text = com_double(GridDatos Text)
GridDatos.Col = 4
txtv.Text = com_double{Grid Datos.Text)
GridDatos.Col =5
Txtzf Text = com_double(GridDatos. Text)
GridDatos.Col = 6
txtz0.Text = com_double(GridDatos.Text)
GridDatos.Col =7
Axtzt. Text = com_double(Grid Datos. Text)
GridDatos.Col =9
txtd.Text = com_double(GridDatos. Text)
GridDatos.Col = 10
Axtr.Text = com_double(GridDatos.Text)
GridDatos.Col = 11
Axtt. Text = com_double(GridDatos. Text)
GridDatos.Col = 12
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txtincremento.Text = com_double(Grid Datos. Text)

GridDatous.Col = 13

TipodeOnda = Val(Grid Datos.Text)

If TipodeOnda = 1 Then
old_a = com_double(.txta. Text)
old_b = com_double(.txtb.Text}
.txta.Enabled = False
xtb.Enabled = False
txta. Text =0
txtb.Text =0
OLE2.Visible = True
OLE1.Visible = False
.BtoCalculaOnda.Enabled = False
.01(0).Enabled = False
.02(0).Enabted = True

Else
xta.Enabled = True
txtb.Enabled = True
.OLE2.Visible = False
.OLE1.Visible = True
.BtoCalculaOnda.Enabled = True
.01{0).Enabled = True
.02(0).Enabled = False

End If

End With
Unload Me
End Function

La comparacién de datos agregara los resultados obtenidos a otra
cuadricula, de donde se obtendrdn los datos para poder graficar y comparar los
resultados obtenidos. El listado de la funcién para agregar los datos se muestra a
continuacion.

Public Function AnexarDatos(VarForm As Form, TipoLin As Integer)

NumerodeCalculos = NumerodeCalculos + 1
With Compararresultados.grdcomparar
Lols = 1 + NumerodeCalculos
Lol = NumerodeCalculos

Row =0
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Text = "Célculo " + Trim(Str{(NumerodeCalculos))

Row=1

.Text = VarForm.txtv0
Row=2

.Text = VarForm.txta
Row =3

.Text = VarForm.xtb
Row =4

Text = VarForm.txtv
Row =5

Text = VarForm.txtd
Row =6

Text = VarForm.Txtzf
Row =7

.Text = VarForm.txtz(}
Row =8

CellFontName = "symbol”
.Text = VarForm.txtzt

Row =9
Text = VarForm.txtr
Row =10

Text = [If(TipodeOnda = 1, "Escalén”, "Exponencial”)
Row =11
.Text = ObtenTipoLinea(Tipo_de_Linea)

rengrid =12

If TipoLin = 2 Then
Row =13
.Text = VarForm.txtv2
.Row =14
.Text = VarForm.txtD2
Row =15
.Text = VarForm.txtzs
Row =16
.Text = VarForm.txtR2
rengrid = 17

End If

VarForm.grid1.Col =2
For ren = rengrid To rengrid + VarForm.grid1.Rows - 2
If Rows < ren + 1 Then
Rows=ren +1

End If
Row =ren
‘Col=0

‘Text=ren-12
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LCol=0

VarForm.grid1.Col =1
VarForm.grid1.Row = ren - {rengrid - 1)
Text = VarForm.grid1.Text

Col = NumerodeCalculos
VarForm.grid1.Col =2
VarForm.grid1.Row = ren - (rengrid - 1)
Text = VarForm.grid1.Text

Next ren
End With
End Function

4.3, OPERACION DEL SISTEMA

Para comenzar con operacién del sistema veamos a siguiente figura.

Dot LB l_ .
Atend Principal . MR BoriadéHerromientas @,

Univer'sidud Nacional Autonoma de Meéxico

Escuela Nacional de Estudios :
Profesionales - Aragén
Ondas Viajeras en
-—______,_..—-—-""

Lineas de Transmision

Figura 16. Ventana Principal de Sistema.
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Las partes principales del sistema serdn el menu principal, la barra de
herramientas y la barra de estado. El menti principal constard de cuatro opciones,
la primera opcién es menti archivo y tiene las opciones tal y como se muestran en

la figura siguiente.

Figura 17. Mend Archivo.

La primera opcién (Base de Datos) abre la ventana de la base de datos
(figura 17) donde se pueden ver todos los registro almacenados y borrar aquellos
registros que no deseemos; también nos permitird mandar los datos almacenados a
las cajas de texto de los datos de la opcion de cdlculo activa, para calcular los
resultados; cabe mencionar que esto \ltimo se logra con un doble clic sobre el
registro, pero solo se realiza cuando existe activa una ventana de caleulo, la cual la
compara con el tipo de datos almacenados, previniendo si la opcién de cdlculo
activa no es la misma desde donde se grabaron los datos, debido a que cabe la

posibilidad de que falte algtn dato si no es la misma opcidn.
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#{ Base de Dates ' . I =1 123

Cio. Abierto (Ejemnplo Libro Harper - Téenicos de | 100
Cto. Ablerto (Se cambla a nzgativo) ) 209818.3428 0.0103115598

Clo. Circuito {Ondulatorio) 00103115596

¥. punto de Transicidn (Libro Tronsmission Lings)

Figura 18. Base de Datos,

La segunda opci6én (Grabar), la cual por defecto esta desactivada, solo se
activar al entrar en alguna opcidn de célculo y grabaré los datos en la base de
datos directamente de las cajas de texto donde previamente se tendrdn que
introducir los valores correspondientes; al activar la opcién nos preguntara el
nombre que identifique los datos introducidos, ademds guardara datos como son

el tipo de cdlculo en que nos encontramos para poderlo reproducir en otra ocasion.

La tercera opcién (Imprimir), también estara desactivada hasta entrar una

opci6én de calculo y nos mandara los datos a un reporte que podremos revisar en

pantalla y posteriormente mandar a la impresora.
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La cuarta opcién (Calcular), que también estard desactivada, sirve para

comenzar el proceso de calculo de resultados de la opcion de calculo activa.

Las siguientes opciones del menit principal Tension y Corriente, son casi
idénticas en sus estructuras, donde primero se selecciona el tipo de linea y
posteriormente que parte de la linea se estudiara; la vnica diferencia existente
entre el mend de tensién y el mend de corriente es la tercera opeion de una linea

simple, que en la tensi6n es un circuito abierto y en la corriente un corto circuito.

Ondas Viajeraz cn Lincaz de Tran

Figura 19. Meni Tensién

Los procesos de calculo son muy idénticos unos a otros, por lo que, solo se
describir4 el proceso para calcular la tensién en el punto de transicion de una linea
compuesta; los datos se ingresaran en las cajas de texto que correspondan, segtn la

figura mostrada en la misma ventana, figura 19.

151




Discfio de un Sistema de Computo para el Andlisis de Ondas Viajeras

Figura 20, Ventana de célculo en el punto de transicién de una linea compuesta

La seccién superior de esta ventana, tiene que ver con la onda que se va a
estudiar. El sistema cuenta con dos tipos de onda, donde la primera es para ondas
cuya ecuacion es ¥ =V, (€™ -e™)y la segunda para ondas conocidas como la
escalén; se ingresan los datos referentes a la onda en cuestion, asi como la
velocidad de la onda en cada linea, esta seccién también cuenta con un boton de
“Calcular Onda”, la cual se activa cuando seleccionamos el primer tipo de onda; su
operacion se describird mds adelante. En la seccion inferior se introducen los datos
referentes al sistema, como son: la longitud, las impedancias y las resistencias de
las dos lineas, la impedancia de la fuente y la impedancia de la carga, y del lado

derecho de esta seccién, se introducen los datos del tiempo al que se quiere
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calcular la tensién y el incremento de este, para realizar una serie de cdlculos desde
un tiempo igual a cero hasta el tiempo introducido. Por ltimo tenemos dos

botones: uno para iniciar el calculo y otro para salir de la opcién.

El botén para iniciar el cilculo, nos habilita en {a barra de herramientas del
lado derecho una barra de progreso para indicar el avance de los célculos; cabe
mencionar que la barra avanza conforme se realizan los calculos y estos se van
haciendo cada vez més complejos conforme incrementa el tiempo, debido a que
realiza los cdlculos con un mayor niimero de componentes. Otra funcién que bien
vale la pena mencionar es la opcién del tiempo que transcurre mientras se realizan
los célculos, funcién que nos da un tiempo de un minuto y medio para terminar los
célculos, o de lo contrario manda un mensaje indicando el tiempo transcurrido, los
cdleulos que lleva realizados hasta el momento, los calculos que le faltan y por
tltimo el nimero de componentes que le faltan por resolver, esto tiene la finalidad
de cortar un proceso si este se tarda demasiado y mandar los resultados calculados
hasta ese momento a la cuadricula de resultados; el limite del sistema para poder
graficar los datos es de 5000 calculos, no asi para la matriz de resultados, que

depende exclusivamente de la memoria disponible de la propia computadora.

En la figura siguiente se muestra la seccion de resultados, donde en la parte
superior se muestran los coeficientes de transmision y reflexién y una cuadricula

de resultados.
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Figura 21. Seccién de Resultados.

Por tltimo tendremos en otra ventana la grafica de los resultados obtenidos
(figura 21), esta gréfica la podemos imprimir, expandir, quitar o poner las lineas
horizontales y/o verticales, colocar o quitar marcadores y colocar o quitar barras;
todo esto se logra con un meni emergente que aparece al dar un clic derecho sobre

cualquier drea dentro de la grafica.

Tensién en el Punto de Transicién de una Linea Compuesta

40
30 —_—1 —
Voltaje 20
10
0
0 1 2 3 4 5 [

Tiempo

Figura 22. Grifica de Resultados.

154




Operacion del Sistema

Una vez calculados los resultados se pueden mandar a la ventana de
comparacion de datos, activando la comparacidn con un clic sobre el icono de la

gréfica que aparece en la barra de estado que se muestra en figura siguiente,

Figura 23. Comparacién Activada.

Una vez activada la comparacién se muestran otros dos iconos de los cuales,
el icono de la computadora nos muestra la ventana y el icono de la sumatoria nos

manda los resultados a la ventana de comparaciones; esta ventana se describe a

continuacion.

Gréafica Comparativa

Ciilculo 1

7 w2

ad
-
@l

ol

Figura 24. Ventana de Comparaciones
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Esta ventana nos da la posibilidad de comparar gréficas, para ver el
comportamiento de la onda con algunos cambios en los datos. También tenemos la
opcién de ver los datos con los cuales se realizan las gréficas (figura 24) y ocultar la

ventana para poder agregar mas resultados.

03
10 20
40 40

333 333§
. Escaln .Escaldn

0 0 0

1557991 12463928 103.86607 N

61.25491 79.25807 82.85625

118.62754 $5.7813%  87.10607

83.581188 B9.769524 B6.24643

1049392 9195572 86,4203

Por 1ltimo, el botén de calcular onda nos da la oportunidad de estudiar un
sisterna con una onda muy especifica; esta opcién solo se activara cuando la onda
seleccionada sea del tipo exponencial creciente-decreciente, para lo cual partimos

de la siguiente figura.
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Valar Pico

¥: Valar Pico

Tiempo 1 Tinmpo 2

Figura 25. Datos para el Célculo de Onda.

En la ventana que se muestra en la figura anterior, se pude apreciar que los
datos para calcular la onda serdn: primero el valor pico de la onda, segundo cl
tiempo que tarda en llagar a ese valor pice y por tiltimo el iempo que tarda en
llegar a la mitad del valor pico; después de ingresar los datos y presionar el boton
calcular, el sistema comienza a calcular los valores correspondientes para Vo,ay b,
de la expresién general de onda. Estos valores tendrdn que dar los resultados que
ingresamos en la primer ventana. Cabe aclarar que debido a la complejidad de la
ecuacién y la exactitud que maneja la computadora, en algunas ocasiones no llega
a un resultado final por ocurrir un desborde y esto detiene el proceso de calculo.
Sin embargo, el sistema nos preguntard si queremos los resultados obtenidos hasta

un instante antes del error y mediante la ventana de comprobacion nos permitird
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llegar al resultado final por un método de sustitucién; para explicar este proceso

veamos las siguiente figura.

medooocon |
100000, 055809427

200000
ZEaliE

Figura 26. Tabla de Resultados del Célculo de Onda.

Como se puede apreciar en la figura, los resultados obtenidos hasta antes
del error son los valores de la izquierda y los valores de la derecha son el valor del
voltaje a 1.5pus, el valor medio a 70ps y el tercero el valor pico, que debe de
coincidir en Hempo y cantidad al primero. Sin embargo, estos valores obtenidos
dejan una pequeiia diferencia en valor a 70us: el resultadoe deberia de ser 100,000
cerrados; la diferencia aunque es despreciable, para la computadora no es criterioa
tomarse en cuenta. Si se requiere valores mds exactos, se pueden modificar
directamente en las cajas de texto del lado izquierdo y presionar el botén
comprobar; este botén nos grafica la ecuacién (figura 26) y ademas vuelve a
calcular los valores de la izquierda; esto lo podemos repetir cuantas veces sea
necesario. Otra forma es presionar el bot6n de datos, el cual nos regresa a la primer
ventana; pero ahora toma como valores iniciales los que tenemos en esta ventana,

el botén de cancelar nos regresa a la ventana de datos, pero sin alterar los valores
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iniciales y por Gltimo el botén de aceptar nos regresa a la ventana de calculo activa

con los valores de la onda que tenemos en ese momento.

Voltaje

» LR L R

Figura 27. Grifica de la Onda.

4.3.1 SOLUCION DE PROBLEMAS

Para ver en un sentido practico, a toda esta explicacién, procedamos a

resolver los problemas planteados al inicio de este capitulo.

Problema 1

Se tiene un tramo de linea de 300 metros de longitud, con una impedancia
caracteristica de 40 Q y una resistencia efectiva de 33.3 Q/km. En un extremo de la

linea se conecta una bateria con un valor fem. de 100 volts cuya resistencia

159




Disefio de un Sistema de Computo para el Andlisis de Ondas Viajeras

interna es cero; en el otro extremo se encuentra abierto en el punto A como lo
indica la figura 28.
Datos de la linea.
+ Longitud 0.3 km.
¢ Resistencia Efectiva 33.3 Q/km
+ Impedancia Caracteristica 40 Q
Datos de la Fuente.
» [mpedancia 0 2
* Voltaje 100 Volts

Los datos se ingresan al sistema como lo indica la siguiente figura.

Figura 28. Datos del Problema 1.

Al ingresar los datos, la ventana del sistema sera igual a la mostrada en la

figura anterior; solo resta presionar el bot6n calcular.
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155.7931|8
1567991

61.25491 4

61.25491|3

Figura 29. Resultados del Problema 1.

Voltaje

Tensién en un Circuito Abierto de una Linea Simple
200
150
100 — o
50 /
0

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Tiempo

Problema 2

Figura 30. Grifica del Problema 1.

Listo, ahora solo resta imprimir los resultados y comparar éstos con los
mostrados en la figura 29 (contra la tabla de resultados del primer problema al

inicio del capitulo).

Se tiene un sistema compuesto por una linea aérea conectada a un cable ,
ambos de una fase y sin pérdidas, con las caracteristicas siguientes: para la linea

aérea se tiene una impedancia Z, = 400€2, la onda viaja sobre ésta a una velocidad
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de v, =3x10° " y tiene una longitud de 30 km; para el cable la impedancia es
seg

Z. =100Q, la velocidad de la onda es v, = 2x10° ” y su longitud de 20 km. La
seg

impedancia de la fuente es igual a la de la linea Z, = Z, y la impedancia de carga
es dos veces la del cable Z; =227, =200€2; en el extremo transmisor se le conecta
una fuente de un valor f.e.m. de 100 volts. Dibujar el perfil de voltajes para el
intervalo 0 £t £0.6 milisegundos en el punto de transicién.
Datos de la linea Aérea.
¢ Longitud 30 km.
+ Resistencia Efectiva 0 Q/km
» Impedancia Caracteristica 400 £}
¢ Velocidad de la onda 300 KM/ms
Datos del Cable.
¢ Longitud 20 km.
s Resistencia Efectiva 0 Q/km
¢ Impedancia Caracteristica 100 Q
¢ Velocidad de la onda 200 km/ms
Datos de la Fuente.
s Impedancia 400 Q

s Voltaje 100 Volts
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Ingresar los datos como lo indica la figura siguiente:

* Tension cn ¢} Punto de Tran.luun dn de una meu Campuc..fa

Figura 31. Datos Problema 2

De la misma forma que el problema anterior, solo resta presionar el botén

calcular y obtendremos los resultados siguientes:

Figura 32. Resultados del problema 2.
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Tensién en el Punto de Transicién de una Linea Compuesta

40

30
Veltaje 79

10
0

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Tiempo

Figura 33. Grifica del Problema 2.
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Conclusiones

De lo anteriormente expuesto, podemos concluir que las ecuaciones
cumplen cabalmente con los objetivos, son sencillas, estdn bajo un enfoque 18gico,
de facil de aplicacién, se les dio una interpretacion fisica, etc. Sin embargo estas
ecuaciones obtenidas tienen la peculiaridad de crecer en tamafio a medida que el
intervalo del tiempo aumenta, esto trae como consecuencia que las ecuaciones se
vuelvan muy laboriosas, y sobre todo que, para tener un andlisis de las ondas
viajeras en lineas de ftransmisioén, necesitamos tomar en cuenta diferentes
resultados a intervalos de tiempos distintos o diferentes resultados con un mismo
valor del tiempo pero diferentes impedancias, como se vic en los problemas
resueltos al obtener el perfil de voltajes; esto en gran medida lo solucionames con
el sistema presentado, el cual soporta ecuaciones hasta de 10,000 términos por
ecuacién y podemos estudiar las ondas con rangos de tiempos que nos arrojen
hasta 5,000 resultados con sus respectivas grificas, y sin limite si se trata de los
puros resultados (el limite serd la capacidad de memoria disponible en la propia
computadora donde se ejecute el sistema); también se pueden introducir tiempos

pequefios del orden de los microsegundos o tan grandes como segundos.

Este trabajo se puede continuar para obtener ecuaciones para encontrar ia
tensién y la corriente en lineas trifdsicas, lineas compuestas de mds de dos
componentes y agregar distorsion a las ondas en estudio. Las ecuaciones aqui

descritas se puede llevar hasta el terreno de las telecomunicaciones.
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