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Introducción 

Como respuesta a la inquieh1d que nació debido a la falta de un tratamiento 

más completo y deductivo de la teoría de las ondas viajeras sobre líneas de 

transmisión, surge este estudio con el firme propósito de satisfacer este 

planteamiento mediante el esbozo coordinado de una nueva exposición 

matemática y su correspondiente interpretación física. 

En muchos aspectos, el campo abarcado es análogo al de las tratados que a 

la fecha se tienen como texto en nuestra escuela. Sin embargo, este trabajo se 

diferencia de ellos en examinar el problema previamente, ascender a una solución 

general del mismo y arribar, al final, a los casos particulares de que generalmente 

se hacen cargo los textos mencionados. 

Así, comienza por conocer el origen y los diferentes tipos de fenómenos 

transitorios, con el objeto de mostrar al lector un panorama más o menos completo 

de esta vasta materia de la electrotecnia y poder señalarle con toda precisión, el 

lugar que ocupa el estudio en consideración, con objeto de ponderar todo su 

contenido. 



En seguida, se entra de lleno a In teoría de las ondas viajeras, definiéndose 

las características de la línea de transmisión en que se considera están presentes, 

planteando sus ecuaciones generales y dándoles solución mediante el uso de 

herramientas matemáticas previamente expuestas. 

Con las condiciones iniciales y en la frontera de una línea finita, se obtienen 

las diferentes formas generales de solución, dando inmediatamente la 

interpretación física que les corresponde. 

Entonces, la solución general se aplica a la determinación de los efectos 

eléctricos que ocurren en los extremos de la línea cuando a ellos inciden las ondas 

viajeras, analizándose los casos particulares de terminación en corto circuito y 

circuito abierto. 

Inmediatamente los resultados son extendidos al tratamiento de una línea 

compuesta para que de igual manera, se considere y analicen los casos 

particulares, como al final de la línea y en el punto de transición, reduciendo los 

resultados, además, al caso de una línea sin pérdidas. 

Se continúa con una análisis comparativo de los tratamientos de las líneas 

finita y semi-infinita y se expone un método general para la determinación de las 

reflexiones múltiples. 

2 



Por último, se concluye con la solución de un ejemplo y el desarrollo del 

sistema, resolviendo con este último el mismo ejemplo y comparando los 

resultados. 
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Concept06 Gcllt'rales 

CAPÍTULO l. CONCEPTOS GENERALES 

1. 1. GENERALIDADES. ORIGEN y NA TURALEZA DE LOS 

FENÓMENOS TRANSITORIOS 

1. 1 .1 FENÓMENOS PERMANENTE Y TRANSITORIO Y ENERGíA 

ELECTROMAGNÉTICA 

En ingeniería, nosotros entendemos por sistema, un conjunto de elemen tos 

que se interaccionan cuando a través de ellos fluye energía; esa energía cambia de 

forma al pasar de un elemento a otro, adoptando aquella que corresponda a la 

naturaleza del elemento. 

Cuando los elementos de un sistema se encuentran energizados de forma tal 

que el monto de energía en ellos se mantiene constante, se dice que los elementos y 

consecuentemente el sistema, se encuentran en estado estacionario ó permanente. 

Si por el sistema en este estado fluye energía, ello no impide que sus 

elementos se encuentren permanentemente energizados con una cantidad fija de 

energía, a reserva de que en los elementos se de el caso de un constante entrar y 

salir de energía a ritmo constante (la potencia de la energía) que renueva parcial ó 

4 



Generalidades, Origen y Naturaleza de los Fenómenos Transitorios 

totalmente aquella que en ellos se encuentre, sin experimentar el elemento 

alteración alguna en su nivel energético. El flujo de energía por el sistema resulta 

por fuerza, a potencia constante, a une estado permanente de este tipo lo 

llamaremos "de energía móvil". Si no hay flujo de energía en el sistema, entonces 

la energía de los elementos queda permanentemente retenida en ellos; a este 

estado permanente de energía lo llamaremos "de energía fija". Podemos incluir 

como estado permanente de un sistema, el caso en el que sus elementos se 

encuentren desenergizados y resulte imposible el flujo de energía por el sistema; a 

este estado permanente lo llamamos "de energía cero." 

Por otro lado, cuando los elementos de un sistema se encuentra energizados 

de forma tal que la cantidad de energía en ellos varía, se .dice que los elementos, y 

consecuentemente el sistema, se encuentran en estado transitorio. Un estado 

transitorio dura en tanto se tengan dichas variaciones y esto se debe 

fundamentalmente, a que previo al estado transitorio, en el sistema se tienen 

condiciones a las que corresponde un estado permanente cuya cantidad de energía 

difiere de la requerida para las nuevas condiciones que en él se hayan presentado y 

las cuales han dado lugar al transitorio. 

Así pues, un transitorio permite a un sistema reajustar gradualmente por si 

mismo su energía a condiciones nuevas cada vez que éstas cambien, y es por 

medio de él, que el sistema pasa de un estado permanente a otro. Es claro entonces 
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que el estado transitorio de un sistema implica por fuerza un flujo de energía que 

necesariamente varía el monto que de ésta se encuentre en el sistema, y es siempre 

intermedio a los estados permanentes. 

Puede decirse así, que los estados permanentes son estados de la potencia, y 

los transitorios, estados de la energía. 

Tomemos, para ejemplificar, un sistema mecánico compuesto por una 

partícula en movimiento recto uniforme y un agente externo. Sea m la masa de la 

partícula y V¡ su velocidad respecto de una referencia inercial. Su energía cinética 

será, por lo tanto: 

1 2 
ECI =-rnV; 

2 

(1 ) 

Si el agente externo ejerce sobre la partícula una fuerza F en sentido y 

dirección de su movimiento desde el instante t l hasta el instante t 2, la Partícula se 

acelera uniformemente durante ese intervalo, al final del cual, digamos, alcanza la 

velocidad V 2' Su energía cinética, entonces se ha elevado a: 

(2) 

Llamaremos L\d, la distancia cubierta por la partícula durante su aceleración, 

entonces, L\Ec, el incremento de la energía cinética es: 

6 
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Pero: 

1 (, ,) Me= m Vl -VI 
2 

1 
Me= m (V, +v,)(V, -V,) 

2 

V,-V, =dV 

es el incremento o ganancia de velocidad experimentado por la partícula y: 

(3) 

(4) 

(5) 

es la velocidad promedio de la partícula, la cual puede calcularse además como: 

(6) 

con: 

Así 

ó 

dV 
Me=m (M) 

l!.J . 
(7) 

Es claro que: 

(8) 
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es la fuerza que el agente externo ejerce sobre la partícula, así que: 

t.Ec= FM (9) 

este resultado nos revela que la ganancia de la energía de la partícula provino del 

trabajo realizado por el agente externo mediante la fuerza F. Así pues, antes del 

instante ti/ la partícula almacenaba o retenía una energía cinética cuya cantidad no 

variaba, por lo que, en esta condición guardaba un estado estacionario. Después 

del instante tI, la partícula aumentó gradualmente su velocidad, incrementando con 

ello, (también gradualmente) su energía almacenada hasta el instante 1, y por lo 

tanto, en esta condición, la partícula se encontraba en un estado transitorio. 

Después del instante t2 la partícula nuevamente se encontró en un estado 

permanente, que se diferencia del primero en que la partícula contiene una 

cantidad de energía almacenada mayor. 

Obsérvese que antes de ti y después de 12 , a través de la partícula no existe 

flujo de energía alguno y por tanto los estados permanentes son del tipo de energía 

fija, pero entre tI y 12 sí se estableció un flujo de energía desde el agente externo 

hasta la partícula, como era de esperarse, pues en todo estado transitorio 

inevitablemente hay flujo de energía. 

El primer estado permanente hubiese sido de energía cero, si VI = O. 
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Consideremos ahora, para de una vez aclarar además algunos puntos de 

utilidad en consideraciones futuras, el caso de un sistema de transmisión de 

energía eléctrica a C.C., como se muestra en la Figura 1. 

A 
s 

+ 

G 

+ L 

A 

Figura 1. Sistema de Transmisión de Energfa Eléctrica a C.c. 

En el Generador G la energía eléctrica a c.c. se produce a partir de otra de 

naturaleza mecánica y se transmite hasta las cargas L y M por medio de la línea A. 

Como comprobaremos enseguida en el estado permanente del sistema, S esta 

cerrado y es del tipo de energía móvil. 

Supongamos, que S esta cerrado y el sistema transmite energía eléctrica en 

estado estacionario mediante una corriente constante i a través de la línea A, entre 

cuyos conductores hay un voltaje constante V. El valor de la potencia al que se 

transmite la energía sabemos es: 
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p = V i = cte. 

Si despreciamos las perdidas en el sistema, la cantidad de energía, que 

recibe la carga L - M por unidad de tiempo, será exactamente igual a la cantidad 

de energía enviada por el generador a través de la línea: 

Pa = P = PL- M · 

Pero, ¿Por dónde concretamente se transmite la energía? Debido a que la 

corriente se localiza dentro de los conductores, muchas personas tienen la idea de 

que la energía fluye también dentro de los conductores, sin embargo este punto de 

vista es erróneo; veamos el problema mas detenidamente. Mientras la corriente 

fluye en uno de los conductores de línea en un sentido, por el otro lo hace en 

sentido contrario. Podríamos considerar entonces que en ambos conductores 

circulan corrientes de igual sentido, pero formadas por cargas de polaridad 

contraria. Si los conductores tienen muy pequeño diámetro, comparado con 

distancia que los separa, entonces podríamos decir que en ellos hay una densidad 

lineal de carga, cuyo valor será igual en ambos conductores, pero de signo 

contrario. Por lo tanto, entre los elementos infinitesimales de línea, uno sobre 

cada conductor, que se localicen a una misma distancia a partir, digamos, de la 

fuente, se producirá un campo eléctrico que emergerá del elemento con carga 

+ PLdx al elemento con carga - PLdx, donde dx es la longitud de los elementos. 

10 
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Líneas de Fuerza del 
Campo Eléctrico 

Generalidades, Origen y Naturaleza de los Fenómenos Transitorios 

Superficies 
Equipótenciales 
Eléctricas 

Figura 2. Campo Eléctrico en una línea de dos conductores. 

Puesto que las cargas PLdx y - Pr.dx se desplazan en el mismo sentido, 

entonces también se desplazarán con ellas las líneas de fuerza que producen, es 

decir, su campo eléctrico. 

Los elementos de líneas, por la rapidez del movimiento de sus cargas, 

+ p dx Y _ p, dx ,producirán también un campo magnético a su alrededor. 
'dI "dI 
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Líneas de Fuerza del ,/ 
Campo Magnético 

Superficies 
Eq uipotencialcs 
Magnéticas 

Figura 3. Campo Magnético en una línea de dos conductores. 

Ahora bien, la cantidad de energía electromagnética del campo que fluye 

por unidad de tiempo a través de cada elemento unitario de la superficie 

transversal a la línea, P, viene dada por: 

P=EXH 

Donde E es la intensidad del campo eléctrico y H la intensidad del campo 

magnético. P evidentemente tiene una dirección perpendicular al plano que 

contiene E Y H, o lo que es igual, la energía electromagnética fluye hacia la carga 

perpendicular a la superficie transversal a la línea. Figura 4. 

12 
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i/ I 
Q . 
" H' 

Superficies 
Equipotenciales 

Eléctricas 

p , 
• , 
,1' '-, , 

, 
a 
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'E, 

Superficies 
Equipotenciales 
Magnéticas 

I 
, 
-i 

Figura 4. Energía electromagnética en una línea de dos conductores. 

Tomemos enseguida un elemento de área tal como ése donde se encuentra 

el punto Q ( Figura 4 ), y cuyos lados están formados por las superficies 

equipotenciales eléctrica y magnética. Sean ds, y ds, la longitud de los lados 

sobre las líneas equipotenciales magnética y eléctrica, respectivamente. Figura S ; 

13 
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E , 

H 

Figura 5. Longitud de los Lados de las Superficies Equipotenciales. 

u y V son sus potenciales. Entonces el valor de P en Q es: 

Recuérdese que hemos supuesto que los conductores son perfectos y por lo 

tanto E será cero dentro de ellos y así no se propagará energía electromagnética 

por el interior de los conductores. 

Así la energía electromagnética total que fluye en toda la superficie 

transversal a los conductores por unidad de tiempo, excluyendo a éstos últimos, se 

obtiene integrando P sobre toda el área. Entonces, 

JJPdA = JjP ds, ds, senfl 

pero: 

fl=Jr-a 

14 
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ffPdA = SJPds, ds, sen(,,-a) 

ff PdA = fI Pds, ds, sen a 

II PdA = fI(E H sen a) ds, ds, sen a 

JI PdA = JI EH (ds, sen a )(ds, sen a) 

Pero recordemos que la disminución más rápida del valor de una función 

potencial a partir de una de sus superficies equipotenciales, ocurre siempre en la 

dirección del vector normal a la superficie equipotencial y la magnitud de esa 

rapidez multiplicada por el vector normal define un vector que se conoce como 

gradiente de potencial. Aplicado esto a nuestros potenciales eléctrico V y 

magnético U, (Figura 5), observamos que V disminuye más rápidamente en la 

dirección de n al pasar de la superficie equipotencial V::: Constante a la superficie 

V - d V = Constante, siendo la magnitud de esa rapidez: 

dV 
- =- grad VI. 

dn ' 

Pero V se define precisamente como una función escalar tal que, su 

gradiente (con signo contrario) sea igual a E. Así 

dV 
E ""- en 

dn 
Ó E = _ dV 

dn 

Si similarmente, del potencial magnético U y H se obtiene la relación 

15 
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por lo tanto: 

donde: 

dU 
H=- .m ó 

dm 

dS I sen a =dn 

dS 2 sen a =dm 

H ~~ dU 
dm 

y 

Según se puede ver fácilmente en la figura 5, y así 

JI PdAa = JI dV dU 

JIPdA ~ (' dV C' dU 

Donde VI es el potencial en la superficie del conductor de carga +PLdx y V2 

el potencial en la superficie del conductor de carga -P.dx, (Figura 2); iJ es la fuerza 

magnetomotriz valuada alrededor del conductor con corriente 

dx. 
+PL =1, 

di 

figura 3 Y 4. 

pero: 

V
2 

- VI = V : el voltajeentrcconductorc; 
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y 

2' = i : la corriente en la linea (según la ley circuital de Ampere) 

y entonces: 

fJ PdA = V i = P = ele 

La energía electromagnética total que fluye en el campo por unidad de 

tiempo en cualquier sección transversal del espacio que circunda los conductores 

es igual a la energía transmitida por unidad de tiempo desde el generador hasta la 

carga. Este resultado nos revela dos cosas importantes. 

a) La energía en nuestro sistema fluye fuera de los conductores en el 

campo electromagnético que los rodea, jugando los conductores el 

papel de simples guías de onda. 

b) Mientras fluye energía en el sistema en estado permanente su monto 

en el campo no cambia siendo su potencia constante e igual a la 

demanda por la carga. 

Así, pues, la energía en el campo de la línea se remueve totalmente 

manteniéndose siempre, no obstante, la misma cantidad de energía mediante una 

permanente entrada y salida de ella a ritmo constante: el estado permanente es "de 

energía móvil". Esto último se comprueba fácilmente, como sigue 
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Puesto que la energía electromagnética del campo, &em, llegó a él 

empleando un determinado tiempo (transitorio) digamos L\t, a partir de un valor 

cero, entonces; la energía magnética será 

donde Ppn,m= Vprom ~n,m' tomando a ~n,m, como los valores promedio de la cantidad 

variable i" que pasa de ser cero a i, en L\t • i", por lo tanto, generó un flujo variable 

$~" por lo que paso de ser cero a ser $, el cual indujo un voltaje ~ en oposición a V 

tal que 

v" +e" = O 

donde V. es V inmediatamente después de cerrar S (figura 1), después de lo cual 

disminuye hasta cero, siendo en ese proceso Vv - V la energía por unidad de 

carga, por lo tanto, Vv pasa de V a O y ello significa que no se requiere energía 

para mantener el campo una vez que Vv = O, pero si se requiere para producirlo, 

Vv " 0, figura 6. 
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Corriente en 
aumento, lv 

Instante del 
cierre deS 

'"lEnergía dep. en forma­
de campo magnético por 

• 

l unidad de carga ~ 

Vv 

• 

Voltaje 

inducido ev 

I 
! 

Figura 6. Estado Permanente de Energía Móvil. 

¡ 

v 

El valor promedio del voltaje e., viene dado, según la ley de Faraday, como 

t!.¡fJ e =-
prom tlt 

donde t!.$ es la ganancia de $. a partir de su valor cero hasta $, pero el valor del 

flujo magnético en el campo de la línea en estado estacionario, es: 

¡fJ = Li 

donde 4' = constante, i = constante y L es la inductancia total de la línea, entonces; 

t!.¡fJ = ¡fJ - O = ¡fJ = Li 

y 

Li 
eprom = - tll 
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así que, 

en tanto que íprum es 

por lo tanto 

Vpmm = -eprom 

. ;+0 
'prom = 2 

Li 

6/ 

& m = P prom,m!1t ::: V prom i prom !11 

" Li i 1 L"' G- = • /'lJ=. 1 
m t!J 2 2 

y puesto que í ::: constante, entonces &m ::: constante. 

De forma similar la energía eléctrica sera: 

1 , 
Se =·c V 

2 

y puesto que V = constante, Se = constante, así 

Srm = &", +&e = ele 

lo cual confirma que en la línea siempre se tiene el mismo nivel de energía aún y 

cuando esta fluye. 

Puesto que E y H tienen su mayor intensidad en las proximidades de los 

conductores, la densidad de energía es mayor en la vecindad inmediata a ellos y 

disminuye rápidamente con la distancia desde los conductores. 
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1.1.2 FENÓMENOS TRANSITORIOS MONOENERGÉTICOS y 

MULTIENERGÉTICOS 

Dos clases de estados transitorios podemos encontrar: 

a) Aquellos en los que la energía presente solo puede ser de una forma 

y el único cambio de energía que puede ocurrir es entonces un 

incremento o un decremento, 

b) Aquellos en los que la energía presente puede ser de dos o más 

formas diferentes y los posibles cambios de energía, son entonces un 

aumento o decremento de la energía total o aun, un cambio de la 

energía de una forma a otra. Normalmente ambos ocurren 

simultáneamente. 

Un ejemplo del primer caso es la aceleración de la partícula en el primer 

ejemplo del punto 1: sin su energía solo puede almacenarse como energía cinética 

y el transitorio consiste entonces en un aumento de dicha energía durante la 

aceleración de la partícula, o de un decremento, durante su desaceleración. Otro 

ejemplo de este caso es el proceso de carga de un circuito puramente capacitivo 

que recibe energía de una fuente de voltaje a C.C., la energía puede almacenarse 

solamente en el campo eléctrico y el transitorio representa un aumento de la 

energía eléctrica almacenada durante el incremento del voltaje entre los depósitos 

de carga, o un decremento de la energía eléctrica, durante un decrecimiento del 

voltaje. 
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Figura 7. Circuito Capacitivo. 

En la Figura 7, se muestra un circuito puramente capacitivo en el que al 

momento de cerrar el interruptor S, se establece una corriente iv cuya mayor 

intensidad la alcanza inmediatamente después de cerrarse S, iv disminuye de i a 0, 

donde i es la intensidad máxima de la corriente, figura 8. La caída de voltaje a 

través del capacitor e, Vv, crece de cero a V = E, conforme se va depositando carga 

en las placas, estas últimas crean un campo eléctrico cuyo flujo \V .. crece de O a \V y 

cuya rapidez de crecimiento es igual a la rapidez con que se depositan las cargas 

en las placas, o lo que es igual, a la rapidez de corriente eléctrica en el circuito, así 

que, el valor promedio de iv será: 

. Ó. '1' 
I = 

prom 111 
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donde 8.\jJ es el incremento en el flujo eléctrico durante el tiempo gue dura el 

transitorio, 8.t. Además: 

'1' = CV 

y entonces 

¡prom 
'l' -O CV 

La energía eléctrica almacenada en el campo de las placas al final del 

transitorio es por lo tanto: 

&e = V prom ¡prom 8.[ 

Se =(V +O)CV 61 = 1 CV' 
2 I!J 2 

+ Vv 
T 

~ 

V=E 

~V .. 
~--t J 

IV 

ót 

Figura 8. Comportamiento de i y V en el Capacitor. 
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Obsérvese en la figura 8 que mientras Vv crece en el capacitar, la energía 

eléctrica del campo crece, por lo que Vv es la energía que se deposi ta en el campo, 

por unidad de carga. Otra vez podemos afirmar que no se requiere energía para 

mantener el campo eléctrico entre las placas, pero si para producirlo. 

Un ejemplo del segundo caso es la situación de carga y descarga de un 

condensador a través de un circuito inductivo. La energía presente puede solo ser 

de dos formas: energía del campo eléctrico y energía del campo magnético. Los 

cambios de energía consisten entonces en un paso sucesivo de energía magnética a 

eléctrica y viceversa. La figura 9 muestra la variación de corriente en un circuito tal 

y la variación de los voltajes en su capacitar e inductor, en donde: 

e,: Subida de voltaje entre las placas del capacitor cargado, antes de cerrar S 

e: : Subida de voltaje transitorio en e 
"L 

it: : Corriente transitoria en C, también: Iv 
v 

Vv

L
: Caída de voltaje transitorio en L, producida por i; = i; 

e~: Voltaje transitorio de autoinducción en L 
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e: 

v:-e:=o 
S-i+I~O 

-HII f. 

e" ~C e; 

-q 

, , 
• 2 

v: 

Figura 9. Comportamiento de un Circuito LC 

Es fácil apreciar en esta figura que tales variaciones de corriente y voltajes 

corresponden solamente a la transformación de la energía eléctrica del 

condensador en energía magnética en el inductor y esta de nueva cuenta en 

energía eléctrica en el condensador. En este proceso, la corriente mantiene el 

mismo sentido, pero al final de él, el condensador queda cargado con polaridad 

contraria. Entonces, para alcanzar nuevamente la condición inicial al momento de 

cerrar el interruptor S, se requiere que la energía eléctrica se transforme otra vez en 

magnética y vuelva finalmente a eléctrica en el condensador, para que la polaridad 

sea como al principio. En este nuevo proceso la corriente en el circuito invierte su 

sentido y las gráficas de corriente y voltajes variables son justamente la proyección 

simétrica con respecto al eje t, de las gráficas de la Figura 9. 
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Si la resistencia del circuito es igual a cero, los procesos señalados de 

transformaciones de la energía eléctrica en magnética, y viceversa, proseguirán 

periódica e indefinidamente, obteniéndose así, oscilaciones eléctricas no 

amortiguadas. El tiempo empleado para el desarrollo del ciclo descrito y 

consecuentemente de todos los ciclos (periodo de las oscilaciones) se calcula como 

sigue: Puesto que 

ó 

y 

donde: 

entonces 

ó 

y ya que 

&e=&m 

~ c(e')' =~ L(¡;)' 

eC = VI. = ~~ 
prom prom 8/ 

T 
ót/> = L i~ - O Y I!J = - O 

4 

I!J = T Ót/> 
4 V:rom 

L ¡' _ _m 

e' prom 

(Figura 9) 
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¡' = 
m 

e 
L 

4L c: e' 
:L 

2 e' 
" 

e' 

la frecuencia de las oscilaciones eléctricas es igual a: 

y la frecuencia angular es 

f= 1 = 1 
T 2" 

1 

,Le 

Le 

Si la energía presente en un sistema puede tener mas de dos formas, los 

fenómenos transitorios resultan aún más complejos. 

1.1.3 FENÓMENOS TRANSITORIOS PERiÓDICOS Y NO PERiÓDICOS 

El estudio y análisis de los fenómenos transitorios eléctricos ha sido mucho 

mas abundante que el estudio y análisis de transitorios de otras formas de energía, 

debido a que: 

a) Los transitorios eléctricos son mucho más simples en su naturaleza. 
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b) El aspecto teórico de la ingeniería eléctrica es mucho más avanzados 

que el de otras ciencias. 

c) Los efectos destructivos y dañinos de los transitorios eléctricos son 

más comunes serios que con otras formas de energía. 

De ahora en adelante, pues, hacemos referencia solamente a fenómenos 

transitorios eléctricos, aun que de hecho anteriormente hemos recurrido 

fundamentalmente a ellos. 

El estudios y análisis de los fenómenos permanentes en los sistemas 

eléctricos resultan en general mucho más sencillos que el análisis de los fenómenos 

transitorios, pero en realidad solo los fenómenos de un sistema eléctrico a corriente 

continua son permanentes. Los fenómenos de un sistema en corriente alterna son, 

estrictamente hablando, transitorios. La teoría de los sistemas en corriente alterna, 

es decir, la teoría de los fenómenos transitorios periódicos, habría sido más difícil 

que la de corriente continua, hasta que el método del isomorfismo de funciones 

sinusoidales y números complejos, junto con los teoremas de la derivada y la 

integral vinieron a reducir los fenómenos transitorios periódicos de c.a. a 

fenómenos permanentes. De hecho, donde quiera que se presenten transitorios 

periódicos, como en rectificación, conmutación, etc., se obtiene una considerable 

ventaja por medio de la reducción a fenómenos permanentes, por medio del 

isomorfismo y sus teoremas. El isomorfismo es, dentro de la teoría de la corriente 

alterna, el conmutador o rectificador teórico med iante el cual los transitorios 
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sinusoidales son reducidos a fenómenos permanentes, permitiendo así que 

muchos de los transitorios periódicos dejen de ser considerados como tales. 

Como ejemplo de este tipo de fenómeno transitorio lo son también, las 

oscilaciones eléctricas en nuestro ejemplo citado el final de la sección 1.2. 

Así podemos decir que todo transitorio que no es periódico es un transitorio 

no periódico. 

1.1.4 FENÓMENOS TRANSITORIOS EN EL TIEMPO 

En el sistema de trasmisión de energía eléctrica a C.C. considerado en la 

sección 1.1, Figura 1, nosotros hemos supuesto que en cualquier instante dentro del 

período transitorio de energización de la línea, la corriente y el voltaje tienen el 

mismo valor en todas las porciones de ésta, por lo que el análisis del transitorio 

arrojará iguales resultados si tomamos para ello el inicio, la parte media de o el 

final de la línea; las mismas leyes de variación de V'" e ir> al transcurrir el tiempo 

será obtenidas, independientemente del lugar que sobre la línea seleccionemos. 

Así pues, lo que nos inferirá de las cantidades eléctricas, son sus valores 

instantáneos. Estos fenómenos transitorios que ocurren al transcurrir el tiempo 

reciben el nombre de transitorios en el tiempo. El tiempo es, entonces, la variable 
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independiente y las cantidades eléctricas, como corriente, voltaje, etc., las variable 

dependientes. 

1.1.5 FENÓMENOS TRANSITORIOS EN EL ESPACIO 

Parecidos a los fenómenos transitorios en el tiempo (algunos ejemplos de los 

cuales hemos citado con anterioridad preferentemente) son los fenómenos 

transitorios en el espacio, fenómenos en los cuales la variable independiente es el 

espacio. Este tipo de transitorios conecta las condiciones de las cantidades 

eléctricas en un punto de un circuito con las condiciones de las mismas cantidades 

en otros puntos, como por ejemplo, el valor de la corriente y la diferencia de 

potencial en el extremos receptor de una línea de transmisión a C.A. con aquellos 

en el extremo generador de la línea. En este tipo de fenómenos transitorios en el 

espacio, las cantidades eléctricas que aparecen como funciones de la distancia, no 

son valores instantáneos, como en el caso de transitorios en el tiempo, sino son 

cantidades alternas representadas por sus números complejos, mediante el 

isomorfismo, el cual nos permite la eliminación del tiempo como variable, 

reduciendo al fenómeno de su forma periódica y espacial a sólo su forma espaciaL 

Las ecuaciones que se obtienen aquí son totalmente parecidas a las que se 

presentan en los transitorios en el tiempo, con la diferencia de que en este caso las 

variables dependientes son cantidades complejas, mientras que en los transitorios 

del tiempo, ellas son cantidades reales, es decir, valores instantáneos. Podemos 
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decir, pues, a manera de resumen, que en los transitorios en el espacio se 

consideran única y exclusivamente los gradientes a lo largo de un circuito, de 

algunas condiciones de cantidades eléctricas, tales como gradiente de magnitud, 

gradiente de fase, etc. 

Por ejemplo,· las ecuaciones generales de una línea de transmisión en 

régimen estacionario de C.A., 

V 
Vs+Zo+/s -I.y.< Vs-Zo/s zy'< 

:::::. e + e' 
2 2 

y 

Vs Vs 
= +ls . -ls 

{ ::::: ?º ~ . e -.JzY.< + _ ]..0 e :y.< 

2 2 

donde: 

Z es la impedancia por unidad de longitud de la línea 

y es la admitancia por unidad de longitud de la línea 

- - z 
20 =, I - es la impedancia característica de la línea 

'iY 

. z y = r es la constante de propagación 

Vs e ls son el voltaje y corriente en el extremo de transmisión de la línea, 

respectivamente. 

Estas ecuaciones nos permiten determinar la magnitud del voltaje y la 

corriente en el punto x a partir del extremo de transmisión de la línea, Figura lO. 
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ls 
_dx_ 

.. Zdx 

Ys 

x 

Figura 10. Voltaje y Corriente el Punto X en un Línea de Transmisión 

Ambos tienen dos componentes, una (primeros términos) que se propaga en 

sentido de x creciente y otra (segundos términos) que se propaga en sentido 

decreciente y ambas describen un transitorio en el espacio. La constante de 

propagación representa en dichas ecuaciones, el cambio en magnitud y fase en 

ambas ondas conforme transcurre a lo largo de la línea: 

y= ,¡zy=a+i/3 

y 

donde: 
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a es la constante de atenuación (atenuación por unidad de longitud). 

fJ es la constante de fase (cambio de argumento angular por unidad de 

longitud). 

e -fU es el factor de atenuación, y 

e-1PX
:= - p x es el factor de fase 

La velocidad de propagación de los componentes incidente y reflejada de 

Ve J siempre es algo menor que la velocidad de la luz y tanto una como otra 

varían armónicamente a lo largo de la línea respecto a la variable espacial x. 

Un ciclo completo de voltaje y corriente a lo largo de la línea, por ejemplo de 

la componente reflejada, corresponde a un cambio en su argumento angular igual 

a 2 n, es decir: 

Px = 2 1t 

La longitud correspondiente al ciclo completo, llamada longitud de onda, 

es: 

2" x=,{= 
f3 

Si f es la frecuencia del voltaje y la corriente alterna, entonces el tiempo 

empleado en generar un ciclo, o lo que es igual, el tiempo en que la componente 

reflejada recorre l. es T = 1 Y su velocidad de propagación: 
J 

. ,{ 2" J t(I 
Velocidad =::::: = 

T f3 f3 
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1. 1.6 FENÓMENOS TRANSITORIOS EN EL TIEMPO Y EL ESPACIO 

En el análisis de circuitos eléctricos, las cuatro constantes r, L, g Y e 

normalmente se les considera separadas una de otra, como parámetros 

concentrados. 

Aunque esta suposición puede no ser perfectamente correcta, en la mayoría 

de los casos es permitida y necesaria y solamente en algunos tipos de fenómenos, 

como la transmisión de voltajes y corrientes a grandes distancias, esta suposición 

no es posible, así que los parámetros deben tomarse distribuidos a lo largo del 

circuito. 

Los fenómenos transitorios en circuitos con constantes distribuidas y de 

hecho, la investigación general de tales circuitos, llevan a fenómenos transitorios 

de dos variables independientes, el tiempo y el espacio; esto es, los fenómenos son 

transitorios en el tiempo y el espacio. 

La dificultad que se encuentra en el estudio de tales fenómenos, es que ellos 

no son periódicos con respecto al tiempo y por lo tanto, no es ya posible 

representarlos por cantidades complejas. Sin embargo, es posible derivar 

ecuaciones generales en un circuito de parámetros distribuidos con la única 
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condición de que r, L, g Y e permanezcan constantes con e 1 tiempo y la distancia, 

aún y cuando se tomen al voltaje y la corriente como funciones arbitrarias del 

tiempo y la distancia. Esto significa, pues, que las constantes distribuidas son 

siempre las mismas para toda longitud unitaria del circuito o de la sección del 

circuito para la cual las ecuaciones se aplican. 

En adelante nos dedicaremos única y exclusivamente al estudio del circuito 

de constantes distribuidas llamado Línea de Transmisión. 

1.2. LA UNEA HOMOGÉNEA DE TRANSMISIÓN DE PARÁMETROS 

DISTRIBUIDOS 

1.2.1 ECUACIONES DE LA LÍNEA HOMOGÉNEA 

Tomemos el caso más común de una línea de transmisión de energía 

eléctrica: la línea homogénea de dos conductores próximos y paralelos. Nuestra 

línea recibe el nombre de homogénea porque en ella los parámetros T, L, g Y e son 

constantes y están distribuidos uniformemente a todo lo largo de la línea (son 

constantes en el tiempo y la distancia). Esto implica, por supuesto, una cierta 

idealización de las condiciones reales, pues por ejemplo, las pérdidas a tierra a 

través de las cadenas de aisladores representan un proceso concentrado; la flexión 
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de los cond uctores y la discontinuidad de la superficie sobre la que esté tendida la 

línea, representan una distribución de su capacidad respecto a tierra no uniforme, 

etc. 

Sean pues, r, L, g Y e la resistencia, la inductancia, la conductancia y la 

capacitancia por unidad de longitud, en la línea y designemos por X la distancia de 

cualquier elemento de línea a partir del extremo transmisor. La línea, entonces, 

podrá representarse por una gran cantidad de pequeños elementos de longitud ó.x 

conectados en serie y en los cuales los parámetros tienen por valor r.ó.x, L.ó.x, g.ó.x y 

C.ó.x. Tomemos uno de tales elementos de línea, Figura 11, y sean i y v la corriente 

y la diferencia de potencial entre los conductores al inicio del elemento, 

respectivamente. 

óV 
Á 

( '\ 
rÓx LÓx 

-'~-~; 

1 ói , 
V gÓx : CÓX , 

x - óX 

Figura 11. Parámetros en una Línea de Transmisión. 

Entonces al final del elemento la corriente y el voltaje son: V -l1 V Y i - M 
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Donde: 

y 

La Línea Homogénea de Transmisión de Parámt.'tros Distribuidos 

¡\, V = rmi + Lm oi 
o/ 

. (V V) c· a{v -¡\,V) ¡\,I = gm - ¡\, + m - - . -
o/ 

dividiendo estas expresiones por I!!x, obtenemos 

¡\,v . Loi 
=r¡+ 

m ()y 

y cuando el número de elementos de línea tiende al infinito, es decir, 

cuando I!!x-)-O 

oi V C' av - =g + ax a/ 
(1) 

av . ai 
--=rl+L ax a/ 

(2) 

Ahora bien diferenciando estas ecuaciones respecta a x y t respectivamente, 

obtenemos 

a'i av a'v 
&" =g ax +C axa/ 

o'v ai a'i =r +L· 
o/ ax a/ 0'/ 

que junto con la ecuación (2) dan 

a'i a' a" , =gri+{gL+Cr) I +CL 1 
o x o/ o/ 

(3) 
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Similarmente se obtiene 

a'v av a'v 
, =rgV +(gL+Cr) +CL ax & & 

(4) 

(3) Y (4) son las ecuaciones generales de una línea de transmisión 

homogénea de constantes distribuidas. 

Estas ecuaciones diferenciales de segundo orden son funciones lineales en 

las variables independientes y sus derivadas y como se puede observar provienen 

de dos ecuaciones diferenciales simultaneas para i y V. Por lo que, para su solución 

completa para t>O, es decir, para determinar tanto las leyes que siguen ¡(x,ti y 

V(x,t) como para determinar sus constantes de integración, se requerirá primero, 

conocer las condiciones iniciales i y V Y segundo, en la frontera de un buen grado 

de intuición seleccionar el método y dominio matemático para la solución mas 

apropiada a dichas condiciones y al significado físico que de ellas necesitaremos 

extraer. 

1.2.2 MÉTODOS MATEMÁTICOS DE SOLUCiÓN 

Podemos decir que para obtener la solución de las ecuaciones (3) y (4) 

básicamente contamos con dos métodos: El método general de Steinrnetz y el 

método Operacional Restrictivo. 
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El primer método, desafortunadamente poco conocido, se caracteriza por 

ser portentosamente general y por lo tanto hace caso omiso de las condiciones 

iniciales y en la frontera que desafortunadamente particularizan la solución 

cuando se les emplea desde un principio para determinar las constantes de 

integración. 

El doctor Steinmetz, quien desarrollo este supremo método de solución, 

parte de la muy comprensible base de que las soluciones i y V habrán de ser 

funciones reales, aún y cuando en sus obtenciones se manejen cantidades 

complejas dentro de las constantes de integración, a las cuales, por cierto, las 

acepta en su forma mas general, sin sujetarlas a condiciones iniciales o de frontera 

alguna. Las soluciones y constantes de integración así generales se encuentran 

acompañadas, además por una serie de constantes generalizadas características y 

propias de los fenómenos eléctricos que dichas soluciones representan. Con este 

conjunto solución - constantes, el doctor Steinmetz nos muestra en su obra no solo 

la posibilidad de analizar mediante él, cualquier tipo de fenómeno transitorio 

electromagnético en el espacio y el tiempo, sino también la de analizar cualquier 

fenómeno estacionario o transitorio en circuitos de constantes distribuidas o 

concentradas. 

Es, en resumen, este método, el único que permite obtener una solución 

verdaderamente general al problema de los fenómenos transitorios o permanentes 
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que se presentan en los circuitos eléctricos de parámetros constantes, bien sean 

distribuidos o bien sean concentrados. 

EL método operacional restrictivo, parte de la fase de reducir las ecuaciones 

(3) y (4) a ecuaciones diferenciales de una sola variable, a saber x, transformando 

las funciones i y ':. en funciones de variable compleja y las derivadas, en 

operaciones algebraicas de factores complejos. Las transformaciones se llevan a 

cabo mediante la llamada Transformada de Laplace, y en ellas 

desafortunadamente, éomo veremos, afloran inmediatamente las condiciones 

iniciales, sujetando al problema desde luego a una particularización. 

Transformadas las ecuaciones en ecuaciones diferenciales totales de la 

variable x, se procede a darles solución con la ayuda de las condiciones en la 

frontera para determinar las constantes de integración. Las soluciones así 

obtenidas son, funciones de x y una variable compleja, por lo que será necesario 

antitransformarlas para obtener las soluciones reales del problema. 

Para llevar a cabo las antitransformaciones es necesario primero llevar las 

soluciones a una forma tal que mediante la ayuda de tablas de transformadas se 

pueda encontrar en estas la solución real correspondiente a la forma previamente 

obtenida. Aunque esto se dice rápido, la verdad es que el darles una forma 

apropiada a las soluciones, funciones de x y la variable compleja, representa el 
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mayor problema en la solución de las ecuaciones diferenciales. No obstante, 

contamos afortunadamente con algunas técnicas adicionales, las cuales nos 

permiten arribar con cierta facilidad a las formas convenientes, desde las que se 

obtengan las soluciones reales. Estas técnicas que forman parte del cálculo 

operacionat son principalmente, las fundamentadas en el teorema del Corrimiento 

de Heaviside y las fundamentadas en el Teorema de Desarrollo de Heaviside, 

aunque un método general mas poderoso es el fundamentado en el Teorema de 

Inversión; para casos en que se requiera un estudio completo del problema, deberá 

usarse conjuntamente el Teorema de Inversión y la Teoría de la Variable Compleja. 

La primer técnica proporciona la solución desarrollada en términos de ondas 

viajeras y múltiplemente reflejadas en función de las cuales podemos obtener una 

interpretación física; la segunda técnica proporciona una solución en forma de 

serie infinita cuyos términos son productos de funciones trigonométricas de x, este 

tipo de solución se puede obtener a partir de la solución anterior si esta la 

expresamos en series de Fourier, pero una y otra técnica, por la complicación que 

introducen en la búsqueda de soluciones, nos obligan en casi todos los casos, a 

adoptar desde un principio no solo las condiciones iniciales y en la frontera, sino 

también a adoptar algunas suposiciones que desgraciadamente minimizan en 

mucho el grado de generalidad de los resultados. A pesar de ello, la Teoría de las 

ondas viajeras que aquí se desarrollará empleando el método operacional 

restrictivo, y concretamente la técnica fundamentada en el Teorema del 

Corrimiento de Heaviside, es con mucho mas completa e integral que las teorías 
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expuestas en varios textos de los que en actualidad son de amplia circulación entre 

los estudiantes de la especialidad, algunos de los cuales la presentan de una 

manera muy confusa, sin coordinación y poco seria, a pesar de existir desde 1920 

su portentosa teoría debida al genio de Charles Protens Steinmetz. 

A continuación, presentamos los elementos básicos del cálculo operacional 

que aquí necesitaremos. 

Sea <p(t) una función dada, de la variable independiente t, y P un número 

complejo dado, entonces la transformada de Laplace <p(l), para toda t>O es la 

función lJI(p) definida por la integral 

",(p) = r e-P< ¡p(t )dl 
(5) 

Siendo p un número suficientemente grande para que la integral converja. 

En los problemas físicos en que se aplica la transformada de Laplace, casi siempre 

se trata con funciones para las que la transformación es posible. Así podemos 

establecer la regla de correspondencia: 

"'(p) .... tp(l) (6) 

La cual nos indica que a toda cp(t) corresponde una y solo una transformada 

lJI(p) y viceversa, que a toda lJI(p) corresponde una y solo una función <p(t) (tal regla 

de correspondencia biunívoca la llamaremos simplemente isomorfismo). Esto 
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último implica, por lo tanto, que dada una función transformada es posible 

encontrarle su función original resolviendo la ecuación integral: 

(7) 

donde \V(p) es una función conocida de p, mientras que <p(t) es la función 

original buscada. 

Teorema 1. Sea 

entonces si a es un número cualquiera 

a \V(p) <-> 0(1'(/) (8) 

Teorema 2. Sean 

••• 

entonces, si 

tp=tpl +tp2 +···+tpll 

(9) 

Teorema 3. Sean 

entonces, si 
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donde 

Teorema 4. Sean 

entonces, si 

donde 

<!J = p'!' - q¡(0) 

q¡(0) = q¡(t} '.0 valor inicial 

d'q¡ 
ti> '" dt' 

<!J = p',!, - pq¡(O) - q¡'(0) 

q¡(0) = q¡(t) '.0 y q¡' (O) = 7:: ,.0 

(10) 

(11) 

Teorema 5. Corrimiento de Heaviside (cuando t es el tiempo, este teorema 

recibe el nombre de Teorema de Retardamiento). Sea. 

entonces, si 

tI>=q¡(t-a)H{t-a) (12) 

donde la función unidad de Heaviside 

H(t-a)=O,t <a 
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H(t - a) = 1,1 > a 

ti> = e-mrp, 

<l>=IJI(P+a) (13) 

1.2.3 SOLUCiÓN DE LAS ECUACIONES DE LA LíNEA HOMOGÉNEA 

Apliquemos, ahora, los métodos operacionales vistos anteriormente a las 

ecuaciones generales de línea homogénea, (3) y (4) , puesto que 

i = ¡(x, I ) y V = V(x,t) , 

entonces, de acuerdo a (5) y (6), obtendremos 

donde 

es siempre posible, y 

donde 

V(x, p) <-> V(X,I) 

45 



Conceptos Generales 

también es siempre posible. 

Así (3) Y (4) en dominio complejo quedan como 

d'~ ~ grl + (gL + rCxPl- i(x,O))+ cL(P'I- pi(O)- i'(0)) 
dx 

d'Y 
, ~ grV +(gL +rCxPV - v(x,O)) + cL(p'Y - pv(O)-v'(x,O)) 

dx 

(14) 

(15) 

Según los teoremas 3 y 4. Pero si consideramos que la línea se encuentra 

totalmente desenergizada antes de ser activada, lo cual es prácticamente válido, 

entonces en ninguno de sus puntos existe corriente y voltaje, para todo t<O, lo cual 

se traduce matemáticamente como la desaparición de los términos, entonces 

tenemos las siguientes ecuaciones. 

i(x,O), V(x,O) 

¡'(x,O) y V'(x,O) 

Así, las ecuaciones diferenciales ordinarias de la variable independiente X, 

se reducen a: 

d'l 
. ~ grl + (gL + rC)p¡ + CpLp'¡ 
dx 

d'¡ 
- - ~ (r+Lp)(g +Cp)¡ ~ í'¡ 
dx 

d'Y 
- ~ grV + (gL +rC)pV + CpLp'Y 

dx 

(14') 
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d'V dx = (r+ Lp)(g+Cp)V = r'v (15') 

sabemos ahora que las soluciones generales de (14') y (15') vienen dadas de 

acuerdo a las literales que en ella aparecen, por: 

(16) 

(17) 

respectivamente, y que las constantes de integración A, Al' B Y BI se 

relacionan por las expresiones: 

B=_lr+PL A 
\ g+ pC 

B = l' r+ pL A 
I \g+pC I 

(18) 

De esta forma, las ecuaciones (16) y (17) se pueden expresar en términos de 

dos cualesquiera de las cuatro constantes de integración. Por comodidad, a 

continuación las expresaremos en términos de B y BI : 

donde: 

1 = ~ !_~(B,e-r. - Ber.) 
'r+ pL 

','g+pC 

r+ pL 
Zo == 

,g+PC 
es la impedancia característica de la línea 

(19) 
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r =:(r + pL)(g+ pe) es el coeficiente de propagación. 
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CAPÍTULO 2. TEORíA GENERAL DE LAS ONDAS 

ELÉCTRICAS VIAJERAS EN LA LÍNEA FINITA 

2. ,. DETERMINACiÓN DE LAS CONSTANTES DE INTEGRACiÓN 

Para determinar las constantes de integración B y B\ en términos de las 

cuales están expresadas las ecuaciones (19) del punto 1.2.3, y por lo tanto, obtener 

la solución completa para una línea de transmisión inicialmente desenergizada, es 

necesario conocer las condiciones en las fronteras de dicha línea. Para ello, 

consideraremos la siguiente figura. 

t=0 

;-"Y' }O~, ----
I .: ' 

: 1 
: I 

. I 

e'(O,t) 

- x 
d 

Figura 12. Línea de Transmisión Inicialmente Desenergizada. 

Así es facil ver en esta figura que al principio de la línea (x := O) se tiene, 

E(O,p)= E'(O,p)+ Z¡I(O,p) (1 ) 
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primer condición en la frontera, donde: 

E(O, p) <-> e(o,l) = e(X,/} ,,0 

E'(O,p) <-> e'(o,/) = e'(x,/)i ,"" 

I(O,p)<-> i(o,t) = i(x,tLo 

y Z, es la impedancia de la fuente 

Para las ecuaciones (19) del 2.3, valuadas al principio de la línea es claro que 

son: 

E'(O,p)= v: .. o = B, +B 

I 
I(O,p)= 1,,0 = z- (B, + B) 

o 

así que (1) queda como sigue: 

I 
E(O,p) = B, + B+Zr (B, - B) 

Zo 

l. ) (Zo+Zr) (Zo-Zr) E\O,p = B, +B 
20 20 

de donde 

B - Zo E(O )_B Zo - 2r 
,- Z Z ,p Z 2 0+ f 0+ f 
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ó 

con 

y 

Z, 
t(l' = - -­

Z, +Z¡ 

Determinación de las constanlf .. 'S de inh:gradón 

(2) 

donde tf' es el coeficiente de transmisión de la fuente a la línea (ft) y Pd es el 

coeficiente de reflexión de la línea a la fuente (tí); Por su puesto, ambos coeficientes 

están definidos para el punto inicial de la línea. 

Sustituyendo la ecuación (2) en las ecuaciones (19) del 2.3, 1 Y V quedan 

expresadas en términos de solamente B, como a continuación se muestra: 

(3) 

e 
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(4) 

Para eliminar B de las ecuaciones anteriores, (3) y (4), basta con observar que 

al final de la línea (x =d) se tiene la segunda condición en la frontera, a saber: 

(5) 

donde 

V(d,p)+-> v(d,t) = v(X,t)j"d 

y Zr es la impedancia al final de la línea. 

Valuadas las ecuaciones (3) y (4) en x = d, Y sustituidas en (5), nos llevarán a 

determinar la constante de integración B. 

B(erd +pife-rd)HftE(O,p)e-rd = ~TB(Pife-rd _e rd )+ ~T 'ftE(O,p)e-
rd 

o o 
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con 
(6) 

_(2T -20 ) Pn -
ZO+ZT 

donde es el coeficiente de reflexión al final de la línea, es decir, en la impedancia 

0· 

2.2. PRIMERA FORMA GENERAL DE LA TENSiÓN Y LA CORRIENTE 

DELA ONDA 

Determinadas las constantes de integración BI y B, ecuaciones (2) y (6), se 

sustituyen en las ecuaciones (19) del punto 1.2.3, quedando V e 1 expresadas en 

ténninos de las condiciones en las fronteras de la línea. Sin embargo, nótese que 

tanto el voltaje como la corriente se han dado ya en términos de solo la constante B, 

ecuaciones (3) Y (4), bastará con sustituir en estas últimas ecuaciones el valor de B, 

dado por (6), y así determinar la forma última o general de V e l. 
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Así, (6) en (3) 

(7) 

ahora (6) en (4) 

(8) 

Las ecuaciones (7) y (8) representan la primera forma general de la tensión y 

la corriente de onda, como funciones de la variable compleja p. Para encontrar 

ambas cantidades como funciones del tiempo, es necesario encontrar, por alguno 

de los métodos ya señalados (en el punto 1.2.2) la antitransformada de (7) y (8). 
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2.3. SEGUNDA FORMA GENERAL DE LA TENSIÓN Y CORRIENTE DE 

ONDA 

Para el desarrollo de la teoría de onda viajera que aquí presentaremos, 

resulta mas conveniente dar a las ecuaciones (7) y (8) lo que denominamos 

Segunda Forma General. Esta forma de presentación de las soluciones generales, se 

obtiene desarrollando el denominador de (7) y (8) por el teorema del trinomio, 

como a continuación se muestra. Esto desde luego, no significa ninguna pérdida de 

generalidad en dichas ecuaciones. 

De (7) 

(9) 

y de (8) 

(10) 

pero tanto en (9) como en (10) 

55 



Tt"(lría Gen(!ral de las Ondas El~tricas Viajeras en la Línea Finita 

(1- P P e-2rd )-1 _ 1 + P e-2rd + 2 2 e-4rd + p' pJ e-Mil + p' p4 e-
81

"d +" .. 
ti tr - Pti tf p(PlT ( tf ( tf 

Según el teorema del binomio, así que esas ecuaciones se transforman en 

pero como 

y 

y 

entonces, reordenando términos: 

V -t E O " ,p" p,p" 
{

e-r.r + P e-r \2d-.r) + P e-r (2d+.r) + 2. e -r(4d-x) +} 
- fl (, p) + 2 p2 e-n4dU) + p' p3 e-f'{6d-:<l + 3 3 e-1"(6du) + ... 

Pl/ lT if lT Pt/Ptr 

(11) 

{

e-rx p e-r(2d-.r) + e-r{2dU) 2 e-f(4d-:<) } 

1= 1 t E 0, - " p,p" -p,p" + 
Z fl ( p) + p' p2 e-r(4dU) _ p' p3 e-r(6d-.rl + J pJ e-r (6du) - ... 

o if lT if (T Ptf tf 

(12) 
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Las ecuaciones (11) y (12) son, aSÍ, la segunda forma general de la tensión y 

corriente de onda, respectivamente. Estas ecuaciones, como aquellas de las que 

provienen (7) y (8), son absolutamente válidas para todos los casos que sobre una 

línea de transmisión se deseen estudiar, con la única condición de que al inicio de 

todo estado transitorio, el voltaje y la corriente sean cero, o lo que es igual, que la 

línea se encuentre inicialmente desenergizada. Por supuesto, dentro de los casos 

para los que las ecuaciones son válidas, están incluidos los estados permanente de 

corriente continua y aquellos que siendo transitorios periódicos, se puedan reducir 

a estados permanentes. 

2.4. LA LíNEA FINITA SIN DISTORSiÓN 

La presentación de la tensión y la corriente de onda en su segunda forma 

general, revela ya, por si misma, algunas propiedades físicas fáciles de advertir. 

Para describir con toda precisión dichas propiedades, tomaremos en cuenta de 

ahora en adelante algo que aparentemente resulta trivial e inútil de ser aclarado, 

pero como veremos, nos ayudará a entender con toda certeza lo que ocurre con 

una onda viajera cuando, por ejemplo, se trasmite de una a otra línea o cuando se 

trasmite a una impedancia al final de una línea o cuando se refleja en un corto 

circuito o en un circuito abierto, etc. 
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Así supondremos en todo lo que sigue que las cargas eléctricas dan origen a 

la tensión y corriente de onda son única y exclusivamente cargas positivas. La 

justificación de aceptar lo anterior, es que muchos autores apelan a la 

consideración de tomar tensiones y corrientes de onda tanto de cargas positivas 

como de cargas negativas, para explicar algunos casos especiales de reflexión a 

sabiendas de que los únicos portadores de carga son en realidad los electrones, o 

bien, desde el punto de vista del electricista cargas positivas, en otras palabras, los 

portadores o son cargas negativas o son cargas positivas, pero no ambas (en el caso 

de una línea de trasmisión); consideraremos nosotros que los portadores son estos 

últimos. 

Echando un vistazo a la tensión y corriente dadas por (11) Y (12), 

respectivamente, es claro que la antitransforrnada del conjunto de los términos en 

ambas ecuaciones es igual a la suma de las antitransformadas de cada término, 

según el Teorema 2 del punto 1.2.2, no obstante la antitransformada de cualquier 

término implica grandes dificultades matemáticas ya que los coeficientes de 

reflexión p que en ellos aparecen, son funciones de la variable compleja p lo mismo 

que '" r y el propio voltaje de la fuente E(O,p) al inicio de la línea, es posible, sin 

llevar a cabo dicha antitransformada desentrañar de cada término algunos 

significados físicos de utilidad futura, a pesar de encontrarse expresados como 

funciones de la variable compleja p. 
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Tenemos para comenzar, los dos primeros término de V e 1 en las 

ecuaciones mencionadas: 

V E(O) -" E(O) -',2,1->, 
1 =tf( ,p e +PtTtfl ,p e (13) 

1 = 1 E(O )e-'" _ 1 E(O )e-rr 2<'-" 
1 z tf(,p PIT Z tf( ,p 

o o 

(14) 

El primer término en al ecuación (13) representa el voltaje de la fuente 

desplazándose, hacia la carga después de haberse transmitido a través de la 

impedancia interna de la propia fuente hacia la línea; de ahí que E(O,p) aparezca 

multiplicado por el coeficiente de transmisión 'tft. El segundo término en la misma 

ecuación representa el voltaje de la fuente desplazándose por la línea en sentido 

contrario después de haberse reflejado en la impedancia de la carga desde la 

propia línea; de ahí que '" E(O,p) aparezca multiplicado por el coeficiente de 

reflexión Ptr. En ambos casos cada término exponencial sugiere la existencia de 

onda viajera similarmente, los términos en la ecuación (14) que representan, 

respectivamente las corrientes de las ondas directa e inversa como de ahora en 

adelante hemos de llamar a la onda que se mueve de la fuente a la carga y a la 

onda que se mueve de la carga a la fuente, respectivamente. 

De igual forma en el siguiente par de términos en las ecuaciones (11) y (12) 

(15) 

(16) 
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observamos que 

(17) 

Es el voltaje de la onda directa que se produce al reflejarse la onda inversa 

de (13) en la impedancia de la fuente y 

, E(O )e-rWU ) PtfPtT 'tfl , P (18) 

Es el voltaje de la onda inversa que se produce al reflejarse la onda directa 

anterior nuevamente, en la carga al final de la línea. Los términos 

(19) 

_ 1 P p' T E(O p)e-I{<dU) z tf IT fJ • 

o 
(20) 

Son las corrientes de onda correspondientes a (17) y (18), respectivamente. 

Similares razonamientos se siguen de los siguientes par de términos en las 

ecuaciones (11) Y (12). Como podemos observar en la segunda forma general de la 

tensión de onda, ecuación (11), dicha tensión es positiva tanto para toda onda 

directa como para toda onda inversa, lo que significa que ella se debe 

exclusivamente a cargas positivas. Por otro lado, de la segunda forma general de 

la corriente de onda, ecuación (12), se observa que dicha corriente es positiva para 

toda onda directa, pero negativa para toda onda inversa, lo que significa que 
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ambas se deben, también, exclusivamente, a cargas positivas, pues cargas positivas 

moviéndose en sentido directo constituyen una corriente positiva y cargas 

positivas moviéndose en sentido inverso constituyen una corriente negativa; así 

tanto la polaridad de la tensión como la de la corriente son mutuamente 

congruentes. 

Otra propiedad física existente en la primera y segunda formas generales de 

la tensión y corriente, es el llamado efecto de distorsión de onda, el cual se 

encuentra subyacente en el coeficiente de propagación r y la impedancia 

característica de la línea Zo. A fin de detectarlo, analicemos un poco más estos 

factores. 

Sabemos que: 

entonces 

(PL+r)(PC+g)=LC(p2+pr +pg +r g) 
L C LC 

(PL+r)(PC+g)=LC{p2 +p(r +g)+ r g} 
L C LC 
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así que 

donde 

y 

(PL+r)(pC+g)=LC (p+f1)'- ,- g - ~ ,+ g { r' J,., " r} 
. 4L 2 LC 4C- LC 

(PL+r)(Pc+g)=LC{(P+f1)'-( r _ g )'} 
2L 2e 

(21) 

(22) 

Ahora bien, si en una línea se cumple que m:::;O, entonces se dice que esa 

línea no presenta distorsión y el coeficiente de propagación y la impedancia 
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característica toman una forma tal que la antitransformada de las ecuaciones (11) y 

(12) se llevan a cabo sin mucha dificultad, como se verá a continuación, el término 

ID por lo tanto, recibe el nombre de coeficiente de distorsión. 

2.5. TEORíA GENERAL DE LAS ONDAS ELÉCTRICAS VIAJERAS EN 

LA LíNEA FINITA SIN DISTORSiÓN 

De ahora en adelante, en todo lo que sigue, nos dedicaremos al desarrollo de 

la teoría de ondas viajeras en líneas sin distorsión, recurriendo a los métodos 

operacionales del punto 1.2.2. 

Hemos encontrado que la línea sin distorsión se caracteriza porque 

ó 

r g 

L e 

en tal caso, r, ecuación (21) del punto 2.4, queda como 

y ¡.t, ecuación (22) del punto 2.4, como: 

(23) 

(24) 
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así que la ecuación (23) se transforma en 

por otro lado, sabemos que: 

entonces 

r= LCp+ LC 

pL+r 
lo = 

. pC+g 

r 

L 

pL+r (pL+r)' 
pC+g = (pC+g)(pL+r) 

p~+r (pL +r)' (pL+r)' 
-:::: - . 

pC+g Lc((P + ¡t)' - m'l r' 

así que, 

lo = 
pL+r = pL+r 

LC\(P+¡t)' -m' l r 

queda como 

L(P<) L 
l = = o 

LC(P+ ~) LC 

Zo = 
L 

C 

(25) 

(26) 

(27) 
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Si tomamos Z¡ y ~. como impedancias que tienen la misma forma de Z:¡, los 

coeficientes de transmisión y reflexión en las ecuaciones (11) y (12), del punto 2.3, 

resultan cantidades reales. La primera ecuación de (25) se transforma en: 

20 = L 
C 

I 
v= 

LC 

(28) 

donde 2" es la impedancia al impulso y v la velocidad de propagación del impulso 

u onda viajera. 

Sustituyendo (28) en las ecuaciones (11) y (12) del punto 2.3, tenemos que: 

_.' ;s; _;s; p _.' (ld-;s;) _ 2d-;s; p 

V =t¡,e l. E(O,p)e" +tftPrre z. E(O,p)e" + 
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r T r 2d-:< 

1= i e-Z:E(O,p)e-;'P - 1 ft;" e-z·(2d-· ' E(O,p)e- • p + 
O O 

't P P _ r (2d+.<) 2du 't p2 P _ r (4d-:<) 4d-:< 

+ fl ; ; e ZO E(O, p )e- , P _ fl ;' ; e z, E(O, p)e P + 
O o 

t p 2 p2 _ r (4d+.<) 4d+.< t pJ p2 _ r.(6d_:<) 6d-s 

+ fl ; ; e z. E(o,p)e- ; -P - JI i' .. e z, E(o,p)e- , P + 
O O 

't p~ p:>' - r (6d+.<) _ 6du p 

+ fl z' e Zo E(o,p)e" _ ... 
O 

o bien: 

¡ -' l2(m-l)d"l -2(m-')1" P 1 
• pm-' pm-Ie Z. E(O p)e ' + 

V
_",tTrf ' 
- tft¿ 

m=1 - r.(2md_:<) _ 2md-;r p 

+p;'p;-'ez, E(O,p)e " 

¡ -' l2(m-"d,,1 -2(m-I)1" 1 m-I m-le Z, E(O)e" P 
1= tpi,: PtT Pr¡ ~ ,p + 

Zo m=l - r_(2md_:<) _ 2md-" p 

_ p;,p;-'e z, E(O,p)e' 

Aplicando el Teorema (2), ecuación (9), y el Teorema 5 del corrimiento de 

Heaviside, a la ecuación (12) del punto 1.2.2, a las ecuaciones anteriores obtenemos 

el voltaje y la corriente en función del tiempo y el espacio: 
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_;(ld.')~ 2d-X) ( 2d-X) 
+ t.P"C • 0,1- H 1 - + 

V V 

, -;'''.')p( 4d-X) ( 4d-X) 
+'tfiPtrPtre o 1..°,1-. V H 1- V + 

, ,-'¡o,,,.,)t{ 4d+X) ( 4d+X) 
+'tftPtTPtre 0,1- H 1- + 

V V 

(29) 

(30) 

o en forma simplificada: 
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l
m_, m-' .; [2(m").1"[ ( 2(rn -I}d +x) ( 2(rn -I}d +x) 

p" p, e . e 0./- H 1-
~ \' v 

V(x,I)=<,¿: , 
m" • (2''''h)~ 2rnd-x) ( 2rnd-X) Pt~p;-le Zo 0,1 - H I-

V V 

l

m_, m-' ';.['(""').1"[ ( 2(m.I}d+X) ( 2(rn-I)d+X) 1 p" p, e e 0,1 - - H 1-· + 
¡(x,l) = <" i:, V V 

20 m" m m" 'lY"""')~ 2md-X) ( 2md-x) -PtrPlf e 0,1- H I-
V V 

donde: 

L 
lo = 

,C 
Impedancia al impulso, 

v= 
LC 

Velocidad de propagación del impulso. 

Coeficiente de transmisión del impulso al pasar de la fuente a 

2T -20 

p" = 2 2 
T + o 

2¡ 

d 

m 

la línea. 

Coeficiente de reflexión del impulso en la fuente, 

Coeficiente de reflexión del impulso en la carga. 

Impedancia resistiva interna de la fuente, 

Impedancia resistiva de la carga, 

Longitud de la línea. 

Número de onda incidente y/o reflejada. 
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Las ecuaciones (29) y (39) representan, respectivamente, el voltaje y la 

corriente generales de una onda sobre una línea sin distorsión. Ellas, como 

funciones del tiempo y el espacio, nos revelan aún más datos sobre el 

comportamiento de la onda y la influencia que sobre ella tiene la línea. A 

continuación, se hacen resaltar los significados físicos que cada término de esta 

serie tienen. 

2. 6. INTERPRETACiÓN FíSICA DE LA SOLUCiÓN. REFLEXIONES 

MÚLTIPLES 

El primer término, tanto en (29) como en (30), representan el voltaje y la 

corriente de la onda viajando desde la fuente hacia la carga; el que se trata de una 

onda viajera nos lo revela el argumento 1= x del voltaje e. La magnitud de ambas 
v 

características eléctricas se ven atenuadas gradualmente, conforme aumenta la 

distancia del recorrido de la onda, por el factor e -( r zJ .. , llamado coeficiente de 

atenuación, y su transcurso por el punto de transición entre la fuente y la línea 

también altera sus magnitudes, pero por el factor 'tf( llamado coeficiente de 

transmisión. La función unidad de Heaviside en ambos primeros términos, simple 

y sencillamente nos dice que la onda no se encuentra presente en el punto x s<?bre 

la línea, hasta en tanto no haya transcurrido el tiempo suficiente para que lo 

alcance, es decir, en x no es posible registrar el gráfico de la onda si t< x Y lo será 
v 
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cuando t;::: x . Además, otro dato importante, en estos términos es el hecho de que 
v 

ambos son positivos, así que la onda consiste de un conjunto de cargas eléctricas 

positivas en movimiento. 

En el punto de transición entre la línea y la carga en su extremo final, la 

onda sufre un proceso de reflexión que le hace desplazarse ahora desde la carga 

h 'lf . d I 2d-x aCla a uente, segun pue e verse en os argumentos de los segundos 
v 

términos de (29) y (39), Durante este proceso nuevamente la magnitud del voltaje 

y la corriente se ven alterados por el factor Ptt el cual recibe el nombre de 

"coeficiente de reflexión a la salida de la línea" y por supuesto, dichas magnitudes 

se atenúan aún más conforme la onda ahora regresa hacia la fuente. Nuevamente 

la función unidad de Heaviside en estos segundos términos de (29) y (39) nos 

indica que la onda reflejada no seguirá en el punto 2d-x hasta en tanto transcurra 

2d-x 
en tiempo t;::: A pesar de que la onda reflejada aún no alcance el punto 2d· 

v 

x, no obstante que ya exista, puede ser que dicho punto se encuentre aún 

energizado por la onda incidente a la carga y en consecuencia cuando lo alcance 

podrá presentarse una superposición de ambas ondas. 

La onda reflejada, al llegar al inicio de la línea nuevamente se ve sometida a 

un proceso de reflexión que también le altera la magnitud de su voltaje y corriente 

por un factor de "reflexión a la entrada de la línea": Ptf así que se convierte otra vez 
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es una onda incidente. Así mientras la onda viajera exista en la línea, se producen 

en ambos extremos de ésta una serie de "reflexiones sucesivas" que podrán 

ocasionar que ella se superponga varias veces así misma. 

Téngase en cuenta que cada vez que la onda se refleja, la corriente cambia 

de polaridad y así es positiva cuando la onda viaja hacia la carga, y negativa 

cuando viaja en sentido contrario, ello se debe a que según como aparecen los 

signos en las ecuaciones (29) y (39), la onda está formada de cargas positivas y por 

lo tanto la polaridad del voltaje no cambia cuando la onda se refleja, es decir, si 

inciden cargas positivas se reflejan cargas positivas. Sin embargo, en relación a la 

corriente, las cargas positivas de la onda, cuando incide hacia la carga, conforman 

una corriente positiva, pero cuando se reflejan conforman una corriente negativa 

de cargas positivas. 

No obstante que la observación anterior es válida para la presentación del 

voltaje y la corriente dada por la ecuaciones (29) y (39), en realidad ello sólo se 

cumple siempre y cuando los coeficientes de reflexión en ambos extremos sean 

positivos (que es como tácitamente los hemos aceptado en la última explicación). 

Así pues, cabría preguntarse qué significación física correspondería a un cambio de 

signo en uno cualesquiera de los coeficientes de reflexión o en ambos, el de salida y 

el de entrada. 
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En general se puede decir que si la impedancia resistiva desde la cual se 

refleja una onda es mayor que la impedancia resistiva del elemento por el cual 

viaja la onda antes de reflejarse, por ejemplo, al final de la línea: si Zr >2", el 

coeficiente de reflexión resulta positivo: 

La onda incidente, al encontrar al final de la línea una impedancia mayor, ve 

que sus cargas positivas no alcanzarán a descargarse a través de esa impedancia y 

la tensión en ella, condicionada por las cargas aportadas por la onda, crece y este 

crecimiento se propaga hacia la línea al parejo de la onda reflejada; la tensión 

reflejada, en consecuencia, tiene el mismo signo que la incidente; aquí la corriente, 

por lo tanto, reduce su intensidad a través de la carga receptora y esta reducción se 

propaga hacia puntos sobre la línea corriendo al parejo de la onda reflejada, es 

decir, corriendo al parejo de la tensión crecida, y en la carga la reducción de 

corriente se debe al encuentro de una impedancia mayor por parte de la onda, y en 

la línea se debe a la circulación de cargas positivas en sentidos opuestos, es decir, a 

que la onda de corriente reflejada reduce los efedos de la onda incidente 

Si por el contrario la impedancia resistiva desde la cual se refleja una onda 

es menor que la impedancia resistiva del elemento por el cual viaja la onda antes 

de reflejarse, por ejemplo, al final de la línea: si Zr < 2", el coeficiente de reflexión 

resulta negativo: 
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<o 

La onda incidente al encontrar, al final de la línea, una impedancia menor, 

ve que sus cargas positivas se escurrirán con mayor rapidez a través de esa 

impedancia y que requerirá mas cargas de las que trae para cubrir el 

escurrimiento, por lo que ese aporte adicional de cargas desde la línea, se 

manifestará como una absorción, que se extiende a puntos cada vez más lejanos 

del lugar del escurrimiento. En consecuencia se presentará una caída de tensión en 

la línea que se extenderá al parejo de los puntos de absorción mencionados. Por lo 

tanto la onda reflejada se manifestará con un voltaje de signo contrario, es decir 

negativo. Aquí la corriente, por 10 tanto, aumenta su intensidad a través de la carga 

receptora y este aumento se propaga hacia puntos sobre la línea corriendo al parejo 

de la onda reflejada, es decir, corriendo al parejo de la caída de tensión; en la carga 

el aumento de corriente se debe al escurrimiento de las cargas eléctricas positivas a 

través de ella, (debido al encuentro de una impedancia menor) desde la onda y en 

la línea se debe a la mayor rapidez de demanda que sobre sus cargas se ejerce, es 

decir, se debe a que la onda de corriente reflejada aumenta los efectos de la onda 

incidente. 

Si la impedancia resistiva hacia la cual incide una onda es igual a la 

impedancia resistiva del elemento por la cual viaja, por ejemplo, al final de la línea: 

Zr=Zo, el coeficiente de reflexión resulta cero: 
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~ZT-ZO ~O 
p" Z Z . 

T + O 

En este caso no habrá onda reflejada y en cuanto la onda llega al final de la 

línea se establece de inmediato en el circuito una corriente cuya energía, en su 

totalidad, es absorbida en la carga receptora. 

Una onda reflejada, que incide al principio de la línea, deberá considerarse 

como una onda incidente que se mueve en sentido contrario, resultando para ella 

válidos todos los conceptos arriba señalados, para cuyas explicaciones, como pudo 

ser observado, no se recurrió a considerar ondas de cargas negativas. Esto fué 

posible porque nunca una reflexión de cargas positivas contendrá más de este tipo 

de cargas que las que inciden y porque por una impedancia nunca escurrirán más 

cargas positivas que las que trae la onda que a ella incide, pues de lo contrario se 

violaría el principio de conservación de la carga. Para verificar que con ello 

cumplen las ecuaciones (29) y (39), en el siguiente capítulo se considerarán los 

casos de reflexión y escurrimiento extremos. 
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CAPÍTULO 3. TENSiÓN Y CORRIENTE EN UNA LiNEA 

3. !. TENSiÓN y CORRIENTE EN LOS EXTREMOS DE LA LíNEA SIN 

DISTORSiÓN 

3.1.1 TENSiÓN y CORRIENTE DE ONDA AL FINAL DE UNA LíNEA SIN 

DISTORSiÓN 

Para determinar la tensión y corriente al final de una línea que está siendo 

recorrida por una onda que se refleja sucesivamente en sus extremos, basta con 

sustituir en las ecuaciones (29) y (39) el valor de la distancia a que se encuentra 

desde la fuente dicho final: d. 

Así pues, haciendo x=d en las ecuaciones antes señaladas, es fácil ver que el 

primer y segundo términos (tanto en v como en i), adquieren el mismo argumento 

d - r d 

en e: 1- - ; y el coeficiente de atenuación es igual en ambos: e lo . De manera 
v 

similar, los siguientes pares de términos en (29) y (30) igualan sus argumentos y 

coeficientes de atenuación. ASÍ, entre los términos de cada par solo existe la 

diferencia de que uno de ellos aparece siempre multiplicado por un PO" adicional. 

Por lo tanto, al final de la línea, la tensión y la corriente son, respectivamente: 
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-',¡ ( d) ( d) v(d,l) = (1 + p,,), fte 7." e 0,1- v H 1 - v + 

-')dj 3d) ( 3d) +(I+p,,)'ftPrrPife z, ,\0,1- v H 1- v + (1 ) 

i(d,l) =(1- P,r) i, e-;'-~ 0,1-~)+ -~)+ 
+(1_ p,,) 'ft~:Pif e-;.'d ~ 0,1- 3:HI -3:)+ (2) 

'flP"P, -," 5d 5d "'()( ) + (¡ - p" ) Zo e" e 0,1- v H 1 - v + ". 

donde 

ZT -Zo 2ZT 
'[tTv =1+ PtT = 1+ 

ZT +20 ZT + Zo 

Zr -Zo 2Zo 
'[tTI =1-PtT =1-

ZT +Zo Zr +Zo 

son los coeficientes de transmisión para la tensión y la corriente de onda 

incidente, respectivamente, al final de la línea. ASÍ: 

v(d,l) = ',r,' fte -;, d ~ 0,1-~)+ -~) + 

+'<",' ftprrp+_;,d r ~ 0,1- 3:)H(I_ 3:)+ (3) 
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¡(d,l) = T", i, e-;/ ~ 0,1-~}{ - ~) + 

H", Tfl~:Pif[e-;'d J'e(O,I-3:)+_3:)+ (4) 

Hm T fl~:~~ [e;: J ~ 0,1- S;)H(I _ S;) +" 

Se observa en estas ecuaciones que la onda arribará por m-ésima vez al 

final de la línea, siempre y cuando transcurra el tiempo suficiente para que ello 

ocurra, es decir, siempre y cuando: 

(2m -1 \" 
t ~ ]U ; 

v 

y la m-ésima vez que llegue a ese punto presentará un coeficiente de 

atenuación determinado por: 

[ 

_.' d ](2m_>I 
e Zo , 

pues habrá recorrido la distancia d (longitud de la línea) 2m-l veces. Por 

supuesto, para este m-ésimo arribo de la onda al punto final de la línea, fué 

necesario que antes se reflejara en cada uno de los extremos m-l veces. 
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3.1.2 TENSiÓN y CORRIENTE DE ONDA AL INICIO DE UNA LíNEA SIN 

DISTORSiÓN 

Para determinar la tensión y corriente al inicio de una línea que esta siendo 

recorrida por una onda que se refleja sucesivamente en sus extremos, basta con 

sustituir en las ecuaciones (29) y (30) el valor x = O. Hecho esto, es fácil ver que el 

segundo y tercer términos (tanto en v como en i) adquieren el mismo argumento 

en e: t - 2d ; Y el coeficiente de atenuación se iguala en ambos: 
v 

_ r ld 

e Zo • De manera 

similar, los siguientes pares de términos en (29) y (30) igualan sus argumentos y 

sus coeficientes de atenuación. Pero entre los términos de cada par solo existe la 

diferencia de que uno de ellos aparece siempre multiplicando por un PI[ adicional. 

Por lo tanto, al principio de la línea, la tensión y la corriente quedan, 

respectivamente, corno: 

(5) 
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(6) 

donde 

y 

son los coeficientes de transmisión para la tensión y la corriente de onda reflejada, 

respectivamente, al inicio de la línea, aSÍ: 

e 

ESTA TESIS NO SALE 
DE UBIBUOTECA 

(7) 
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- '.if<' i,,~Pif [e -~ d r e( 0,1- 4~)H(I_ 4n + (8) 

-'if<'~~P; [e·;: r {O,l-6:)H(I_ 6n+· 

Se observa en estas ecuaciones que la onda arriba por N-ésima vez al inicio 

de la línea (sin tomar en cuenta como arriba su salida inicial desde la fuente), 

siempre y cuando transcurra el tiempo suficiente para que ello ocurra, es decir, 

siempre y cuando: 

2Nd 
/ "2 

v 

y en la N-ésima vez que llegue a ese punto presentará un coeficiente de 

atenuación determinado por: 

e lo 

[ 
_' d]2N 

pues habrá recorrido la distancia d (longitud de la línea) 2N veces. Por 

supuesto, para este N-ésimo arribo de la onda al punto inicial de la línea, fue 

necesario que antes se reflejara N veces en el punto final y N - 1 veces en el punto 

inicial. 
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3.1.3 COMPORTAMIENTO DE LA ONDA EN EL PUNTO DE UN CORTO 

CIRCUITO y SU TENSiÓN y CORRIENTE EN EL 

Para determinar el comportamiento de una onda eléctrica viajera que incide 

a un corto circuito, consideraremos que éste se presenta al final de nuestra línea. 

Tal comportamiento nos lo revelan las ecuaciones (29) y (30) del capítulo anterior, 

cuando en ellas sustituyamos el valor del coeficiente de reflexión correspondiente 

al corto circuito al final de la línea. El valor de la tensión y la corriente ahí, nos los 

determinarán, por otro lado, las ecuaciones (3) y (4), cuando en ella substituyamos 

los valores de los distintos coeficientes correspondientes al corto circuito. 

Los coeficientes al final de la línea, que aparecen en (29) y (30), capítulo 2, y 

(3) Y (4) anteriores, toman, para el corto circuito, los siguientes valores: 

Puesto que Zr ; 0, 

0-2 p; -' ;-1 
lT O+Z 

o 

T ; 2(0) ; O 
lTv 0+2

0 

y 

Sustituyendo el valor del primer coeficiente de los anteriores en (29) y (30) 

del capítulo 2, obtenemos: 
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< (2d-<' ( 2d-X) ( 2d-X) - Te·" e 0,1- H 1-
ft v v 

(9) 

-.' I'du, ( 4d +x) ( 4d +x) + t flP;e Zu e 0,1- H J-
v v 

-;"d-<' ( 6d-X) ( 6d-X) -Tftp;e" e 0,1- H I-
v v 

i(x,l) = ~ e-;o'e(o<)+<)+ 

+ e" e 0,1- H 1 - . + Tft -; (2d-<, ( 2d -x) ( 2d -x) 
Zo v V 

TftPif -;.I2dU
1
{ 2d+X) ( 2d+X) - e 0,1- H 1- + 

Zo v V 

- e" e o 1- f{ 1 - + TftPif -;I'd-<' ( 4d-X) ( 4d-X) 
Zo 'v V 

(lO) 

+ e o o {- H [- + TflP; -;"dU'~ 4d+X) ( 4d+X) 
Zo 'v V 

TflP; -;16d-<, ( 6d-X) ( 6d-X) 
+ e' e 0,1- H 1 - . + 

Zo v v 

tftP~ -;(6d~.d ( 6d+X) ( 6d+X) - e" e 0,1- 11 1 - +. 
Zo v v 

Substituyendo los valores de los siguientes coeficientes en (3) y (4) de este 

capítulo, obtenemos: 
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(11 ) 

¡(d,l) = 2 i, e ~;;" e( O,l~ ~}{ - ~) + 

-2 r i,' [e~;/ r e( O,I~ 3:)H(t -3:) + (12) 

+ 2 ri,~[ e ~;.d r e( O,l~ ~;)H(I- ~)-

Por supuesto, estas ecuaciones pueden obtenerse a partir de (9) y (10), 

haciendo x=d en ellas. 

Sabemos nosotros que la condición que caracteriza un corto circuito en un 

punto es que en él el voltaje se anule, lo que se cumple para nuestro caso bajo 

consideración, según puede verse en la ecuación (11). Ahora bien, para que ello 

ocurra, es necesario que en ese punto no haya presencia de cargas eléctricas y esto 

se logra porque su escurrimiento a través del corto circuito es pleno, así que éste al 

absorber todas las cargas, evacuándolas de ese punto, hace desaparecer su tensión. 

Al mismo tiempo que la tensión en un corto circuito desaparece, por él se 

tiene un incremento en la intensidad de corriente - un rapidísimo escurrimiento 

de cargas eléctricas-, así que ésta llega a ser como máximo, el doble de la 

intensidad que presenta la onda antes de llegar al corto circuito, como puede verse 
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en la comparación de los primeros términos de (10) y (12). Así, pues, se tiene el 

caso de un escurrimiento extremo en un corto circuito. Tanto esta reducción de la 

tensión, como este aumento de la intensidad, en el corto circuito al final de la línea, 

y en consecuencia el escurrimiento de cargas, tienden a propagarse hacia la fuente, 

así que los segundos términos de (9) y (10) aparecen como ondas reflejadas de 

polaridad negativa, es decir, aparecen como ondas reflejadas formadas por cargas 

negativas. En consecuencia, la tensión de la onda reflejada se resta a la tensión de 

la onda incidente, términos primero y segundo de la ecuación (9), y su intensidad 

se Suma a la de la onda incidente, términos primero y segundo de la ecuación (10). 

3.1.4 COMPORTAMIENTO DE LA ONDA EN EL PUNTO DE UN 

CIRCUITO ABIERTO y SU TENSiÓN y CORRIENTE EN EL 

Para determinar el comportamiento de una onda eléctrica viajera que incide 

a un circuito abierto, consideraremos que éste se presenta al final de nuestra línea. 

Tal comportamiento nos lo revelarán las ecuaciones (29) y (30) del capítulo 

anterior, cuando en ellas sustituyamos el valor del coeficiente de reflexión, que al 

circuito abierto al final de la línea corresponda; el valor de la tensión y corriente 

ahí, nos los determinarán, por otro lado, las ecuaciones (3) y (4) cuando en ellas 

sustituyamos los valores de los distintos coeficientes correspondientes al circuito 

abierto. 
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Los coeficientes al final de la línea, que aparecen en (29) y (30), capítulo 3, y 

en (3) Y (4) anteriores, toman, para el circuito abierto, los siguientes valores: 

Puesto que 2 T ~ ro 

Zr -20 

PtJ=Z +2 
r , 

2Zr t =-
", Z Z r + , 

22, 

2 

1+ Z, 
Zr 

2Z, 

=2 

t =---­,r, Z Z 
r + , ~rF:~~J 

=0 

Substituyendo el valor del primer coeficiente de los valores anteriores en 

(29) Y (30) del capítulo 2, obtenemos: 
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-;"d-.)~ 2d-X) ( 2d-X) +tU'e"" 0,1- HI- + 
V V 

-'(2dH) ( 2d+X) ( 2d+X) + 'tj(plfe ln e 0,1 - H 1 - + 
v v 

-;,,(,,-.)~ 4d-X) ( 4d-X) +taplfe 0,[- H [- + 
v V (13) 

2 -;""dH) ( 4d+X) ( 4d+X) + ',p.e e 0,1 - H 1 - + 
v V 

-' (6d-.) ( 6d -x) ( 6d -x) 
+ tap;e lo e 0,1- v H t - v + 

e 

(14) 

"p~ ';.(6d-"~ 6d -x) ( 6d -x) - e 0,1- H 1- + 
~ v V 

"p~ e-;"I6dHle(o 6d +X)H( 6d +x) + [- [- + ... 
Zo 'v v 
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Substituyendo los valores de los siguientes coeficientes en (3) y (4) de este 

capítulo, obtenemos: 

e 

v(d,/) = 2< fte< d e( 0,1- ~ )H(I - ~) + 

+ 2< flP'[ e-;: r ~ 0,1- 3~H'- 3~) + 

+2<ftP;[ e-;: J e( 0.1_5~)H(I_ ?;)+ 

¡(d,l) = O 

(15) 

(16) 

Por supuesto, estas ecuaciones pueden obtenerse a partir de (13) y (14), 

haciendo x = d en ellas. 

Sabemos nosotros que la condición que caracteriza un circuito abierto en un 

punto, es que en él la corriente se anule, lo que se cumple para nuestro caso bajo 

consideración, según puede verse en la ecuación (16). 

Ahora bien, la suspensión de circulación de corriente en el punto del circuito 

abierto, traerá como consecuencia que las cargas eléctricas de la onda incidente, se 

agolpen en él y por lo tanto se eleve la tensión ahí. Justo en el circuito abierto, la 

tensión se incrementa, como máximo, al doble de la tensión que presenta la onda 

antes de llegar al circuito abierto, como puede verSe en la comparación de los 
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primeros términos de (l3) y (15). Así, se tiene el caso de un agolpamiento (por 

reflexión de cargas) extremo en un circuito abierto. Tanto esta elevación de la 

tensión, corno la reducción de la corriente, en el circuito abierto al final de la línea, 

yen consecuencia el agolpamiento de cargas, tienden a propagarse hacia la fuente, 

así que los segundos términos de (13) y (14) aparecen como ondas reflejadas de 

polaridad positiva también, es decir, aparecen corno ondas reflejadas formadas por 

cargas positivas. En consecuencia, la tensión de la onda reflejada se suma a la 

tensión de la incidente, términos primero y segundo de la ecuación (13), y su 

intensidad se resta a la de la onda incidente, términos primero y segundo de la 

ecuación (14). 

3.2. LA LíNEA COMPUESTA SIN DISTORSIÓN 

3.2.1 FORMA GENERAL DE LA TENSiÓN y LA CORRIENTE DE ONDA 

EN LA LÍNEA COMPUESTA SIN DISTORSiÓN 

Una línea conformada por dos o más secciones con parámetros diferentes 

recibe el nombre de línea compuesta y cada una de sus secciones el de 

componente. A continuación se plantearán las ecuaciones de una línea tal, 

haciendo la consideración, como se hizo desde un principio para nuestra línea 

finita anterior, de que la distribución de parámetros es uniforme en cada 
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componente o bien que cada componente es homogénea; además, supondremos 

que ninguna de estas presenta distorsión. 

Así, el planteamiento a que nos hemos referido se reduce a una simple 

extensión de las ecuaciones generales (29) y (30) del capítulo 2. Para llevar a cabo 

esta extensión nos limitaremos a considerar una línea de solo dos componentes, lo 

que desde luego no significará una pérdida de generalidad, pues el criterio con que 

se haga será exactamente el mismo que se siga para el caso de una línea de n 

componentes. Tal extensión se lleva a cabo como sigue: 

En las ecuaciones (29) y (30) del capítulo 2, substilÚyanse los voltajes 

"[ft~ O,t- 2(m-~+x Ht- 2(m~~+x) 

por los respectivos términos de V(d,t), ecuación (3), capítulo 3, con la 

2(m -l}d 
aclaración de que a los argumentos t _.- de e y H, se les deberá agregar el 

v 

término 
2(n. -I)D+ Y - - - y 2n.D- y . d d 1 - ,respecttvamente, on e D es la ongitud 

u u 

de la línea en la segunda componente y 'y' la variable espacial en ella a partir del 

final de la primera componente; u es la velocidad de propagación de las ondas 
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Tensión y Corricntcn en una Línea 

sobre dicha línea. Substitúyase en las mismas ecuaciones Pa por PTs Y Pif por Pn 

donde T caracteriza a la segunda componente y s a la impedancia conectada en su 

punto final, también substitúyase, el coeficiente de atenuación: 

y 

por: 

y 

_ r [2(m-I)d...-] 

e " 

_ r (2md- ... ¡ 

e '" 

respectivamente, donde R es la resistencia de la segunda componente de la 

línea y Z. su impedancia al impulso ( Z T = LT ) . 
, C T 

y 

-'d 

Substitúyase e lo por a, es decir: 

Por supuesto 

-' d 
Z a =e o • 

Zs -ZT 
Prs = 

Zs +ZT 
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Zo -ZT 
PTI =- Z Z :'-PIT 

0+ T 

La Línea Compuesta sin Distorsión 

Así, las expresiones generales simplificadas para la tensión y corriente de 

onda en la segunda componente quedan como: 

e 

" . 
V() "" 2m-' _., _., y,t :. t 1Tv t fl ¿ ¿a PlT Plf 

m"ln~ .. 1 

_.R 12(n~-1)D+ .1_] 
p~~-Ip~-Ie ZT 

{o./ _ (2m: 1}1_ 2(nm -~)D+ y) 

+ _ (2m: 1}1_ 2(nm -~lD+ y)+ 
R 

n _1 n -z (2n~D+ y) 
Pn~ PTie r 

{o,/ _ (2m: 1}1 _ 2nm~-Y) 

H(/ - (2m: 1}1 - 2nm~ - y J 

_.R ]2{1l.-1)D+y] 
p~~-l p;;-le ZT. 

{o,/- (2m:I}1_ 2(nm -yD+ y) 

+ _ (2m: 1}1 _ 2(nm -~)D+ Y)_ 

-! (2n.D-y) p;.-I p;; e z, 

10,1- (2m-I}1_ 2nmD- y) 
'\ v u 

+_(2m:I}1_2nm~-¿') 

(1) 

(2) 
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donde m es el número de onda que se transmite desde la primer componente a la 

segunda y nm es el número de onda incidente y/o reflejada presente en la segunda 

componente originada por la m·ésima onda transmitida. Estas ecuaciones (1) y (2), 

junto con las ecuaciones (29) y (30) del capítulo 2, conforman las expresiones de 

tensión y corriente generales de la línea compuesta sin distorsión. 

3.2.2 TENSiÓN y CORRIENTE DE ONDA AL FINAL DE UNA LiNEA 

COMPUESTA 

Para determinar la tensión y corriente de onda al final de nuestra línea 

compuesta, basta con sustituir y = D en las ecuaciones (1) y (2). De esta forma, los 

argumentos en los voltajes e(O,t) y con ellos los exponentes de los coeficientes de 

atenuación, en los términos entre llaves del voltaje y la corriente se igualan: 

e 

2(nm -1)D+[y]D =2nmD-2D+D 

=2nm D-D 

= (2nm - I)D 

Por lo tanto, al final de la línea compuesta: 

l
a 'm·' p;;:' p·"e· :;(2n •. ,)o p( 0,1 - (2m - l)d _ (2~.m -!}D)) 

<1l,., ti '\ v u 
V(d,l) = T,r. T JI L L 

.. ,n.·, ( (2m-l)d (2nm -I)D) n •. , n •. ,( ) 
H 1 - - Pn Prs 1+ Prs 

v u 

(3) 
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j
a,m_, 0-' "'e-:'(2no-')D{o t- (2m-l}d - (2nm _1)D)! 

T T o<> <Xl Prr Pt/ ' 
¡(D,t) = ", fl ¿ ¿ V U 

ZT m-,n." H( _ (2m-l}d _ (2nm -1)D) no -' n'-'(l_ ) 
t Prt Prs PTS 

V U 

(4) 

donde 

y 

son los coeficientes de transmisión del voltaje y la corriente al final de la segunda 

componente, respectivamente. 

3.2.3 TENSiÓN y CORRIENTE DE ONDA EN EL PUNTO DE 

TRANSICiÓN DE UNA LíNEA COMPUESTA 

Llamamos punto de transición de una línea compuesta al punto que une dos 

de sus componentes. Así, por ejemplo, en nuestra línea el punto de transición se 

localiza a X = d (visto desde la primer componente) o y = O (visto desde la segunda 

componente). Para determinar la tensión y la corriente en tal punto mediante las 

ecuaciones (1) Y (2) anteriores es necesario que previamente aceptemos otra 

presentación de ellas; esta nueva presentación, por supuesto, no representa 

ninguna perdida de generalidad_ 
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Si en el primer término dentro de las llaves de (1) y (2 ) ponemos fuera el 

. 
término n m =l y comenzamos la sumatoria L a partir de 2 en un nuevo segundo 

nm 

término n m , es decir, si en (1) y (2) segregamos "todas las primeras ondas 

incidentes presentes en la segunda componente", obtendremos la siguiente nueva 

presentación de la tensión: 

Ahora bien, obsérvese en el segundo término de esta expresión que si le 

cambiamos el rango de variación al índice mudo nm de 2,3,4,_ ... a 1,2,3 .... , entonces, 

dentro de él, ahí donde aparezca (nm -1) hay que poner simplemente n m- Así, 

obtenemos: 
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+ t t ~ ~ a 2'-'p··'p··'{pn. pn'e -:, Im.D>YI{o t _ (2m -l)d _ 2n.D + y) 
rrv ft~~ tr ti 11 TS ' 

m=ln .... 1 V U 

H( (2m-l)d 2n.D+Y) n. n. -:'I,".D-Yl~ (2m-l)d 2n.D-Y) 
t - - + Pn Pes e 0, t - - . - -

v U v u 

H(t- (2m:l)d _ 2n.~- y)} 

Similarmente la corriente: 

La tensión y la corriente en el punto de transición se encuentran, ahora sÍ, 

substituyendo en las ecuaciones anteriores el valor y=O. De esta forma, los 

argumentos en los voltajes e(O,t), y con ellos los exponentes de los coeficientes de 

atenuación, en los términos entre llaves del voltaje y la corriente, se igualan: 
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Por lo tanto, en el punto de transición de la línea compuesta: 

V(O ) - ~ 'm-' •. , ··'~O _ (2m-I)d)H( _ (2m-I)d) ,1 -La .... LftL..Ja P(T p( ,1 1 + _ v v 

+t t ~ ~a'm-'p'.' '·'e-;'(2n·D)~o 1_ (2m~l)d _ 2nmD) (5) 
(Tv fl L..J ¿ (/' p( , 

m=1 n~", v u 

H(I _ (2m -I)d _ 2nmD )p;.-' p~ (1 + p,,) 
V 11 

e 

donde 

y 

son los coeficientes de transmisión del voltaje y la corriente en el punto de 

transición, de la segunda componente a la primera, respectivamente. 

Un punto importante a observar en todas las expresiones de la corriente 

contenidas en este capítulo, es que en ellas el coeficiente de transmisión no es L(ti 

como podría suponerse, sino LtI v Ello se debe a que la corriente en la segunda 
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componente se determina dividiendo el voltaje transmitido desde la primera por 

Zr ó bien simplemente considerarla como la corriente transmitida desde la primer 

componente propagándose (y reflejándose) en la segunda componente, caso en el 

cual aparecería expresada en términos de 'tUi' solo que dividida por Zu y no por Zr. 

De cualquier forma el resultado es el mismo, pues: 

Por otro lado, en las ecuaciones (5) y (6) debe notarse que sus primeros 

términos son exactamente las ecuaciones (3) y (4), del capítulo 3, respectivamente, 

esto es, la tensión y la corriente al final del primer componente. Los segundos 

términos en esas mismas ecuaciones, representan las tensiones y las corrientes en 

y = O de las ondas que se transmiten desde la segunda a la primera componente. 

3.2.4 REFLEXIONES MÚLTIPLES 

El criterio que se siguió para ampliar las ecuaciones de la línea finita simple 

a la línea compuesta de dos componentes, es, por supuesto, aplicable para llevar 

esta ampliación a una línea compuesta de un número mayor de componentes, así 

por ejemplo, para una tercer componente en nuestra línea tendremos que la 

tensión será: 
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. 
V(Z,t)::::T75vTavTflL L L a2m-lpl~"p;"J3mm-lp::~-lp~-1 

m=1 n.=1 l.'" 

k(¡.-' P;¡'-' e -: I'(J'-'~"Ie( 0,1- (2rn: 1).1 _ 2(n. u- I)D _ 20. -~)i; + Z)f/ + 

_, -~'(lJ."Z) ( (2m-l).1 2(n -I)D 2j 6+Z) } 
+ P~r p~¡,e" e 0,1- ___ . m - - n H 

V U W 

donde: 

= -PTS 

y 

son los parámetros de la tercer componente; ZI' es la 

impedancia resistiva de la carga al final de la línea compuesta y Z y S son la 

variable espacial y la longitud de la tercer componente, respectivamente. El índice 

in es el número de onda incidente y lo reflejada presente en la tercera componente, 

originada por la n-ésima onda transmitida desde la segunda componente. La 

corriente en esa tercer componente se determina a partir del voltaje anterior, 
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dividiéndolo por Zs y cambiando el signo al segundo de los términos entre llaves; 

aquí también: 

Las ecuaciones generales para tal línea estarían conformadas, por las 

ecuaciones anteriores y las ecuaciones (1) y (2) Y las ecuaciones (29) y (30) del 

capítulo 2. 

Así, pues, las reflexiones que se sucedían entre los extremos de una línea 

simple (reflexiones sucesivas), ahora se multiplican entre los extremos y puntos de 

transición de una línea compuesta; además de estas "reflexiones múltiples" se 

tienen "múltiples transmisiones" entre los componentes de la línea. Con objeto de 

visualizar como ocurre este proceso de reflexiones y transmisiones múltiples, a 

continuación se introducen los llamados "diagramas de celosía" para el caso de 

una línea de tres componentes. 

3.2.5 DIAGRAMAS CELOsíA 

Los diagramas celosía de una línea compuesta son de hecho 

representaciones gráficas de la velocidad de una onda eléctrica viajera que se 

refleja y transmite múltiplemente en la línea, permitiéndonos la objetivización de 
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este proceso, la identificación de una o varias ondas reflejadas y / o transmitidas 

sobre las que se tenga particular interés, y la fácil determinación de la tensión y la 

corriente en algún punto determinado de la línea, cuando a él ha incidido un 

número de ondas previamente seleccionado. 

Puesto que la velocidad de propagación de una onda moviéndose en una 

determinada componente se mantiene siempre igual en todos los puntos de esta, es 

obvio que la gráfica de velocidad de tal onda será una línea recta inclinada. Sin 

embargo, al transmitirse al onda a otra componente y presentar otra velocidad de 

propagación, la gráfica de esta seguirá siendo una recta, pero de diferente 

inclinación. Entonces el diagrama celosía debe tener en el eje de las distancias una 

escala de distancia para cada componente de la línea compuesta, tal que las 

inclinaciones de las gráficas de las distintas velocidades aparezcan a nuestra vista 

todas iguales. 

ASÍ, supongamos nuestra línea compuesta de tres componentes para las que 

ya hemos establecido sus ecuaciones anteriormente. En la primer componente 

tendremos: 

en la segunda: 

D 
U= 

ID 
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y en la tercera 

donde t,j, tI) Y t¿; son los tiempos en que la onda recorre la primera, segunda y 

tercera componente, respectivamente. 

Ahora, si uniformizamos las inclinaciones gráficas de las componentes a la 

de la primera, para la que seleccionamos la escala d:d", entonces las escalas 

espaciales para las otras componentes serán: 

1) ó y D:De 

2) ó y /l:/le 

Por supuesto, las componentes tienen todas la misma escala temporal. De 

esta forma la gráfica queda como se muestra en la figura 13. 
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De oc 
T 

-- X 

--
----- -

- A: 
t 

Figura 13. Diagrama de Celosía. 

Si, por ejemplo, tenemos interés en determinar el voltaje y la corriente de la 

onda señalada por A en la Fig. l3, es evidente que se trata de la segunda onda 

incidente ó directa en la tercer componente On=2), la cual proviene de la tercer 

onda incidente presente en la segunda componente (n.n=3), que a su vez tubo su 

origen en la primer onda incidente en la primer componente (m=1). ASÍ, siendo 

h~2; nl~3; m~1, el voltaje de tal onda es, por la ecuación (7): 
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La corriente de la misma onda se determina como: 

3.2.6 BIFURCACiÓN DE UN LíNEA 

En todo lo anterior hemos considerado que las componentes de nuestra 

línea se encuentra conectadas en serie. Sin embargo, suele ocurrir que en algún 

punto una línea se bifurca, de una manera que una onda eléctrica que se propague 

por ella, al llegar al punto de bifurcación 1 transmitirá por cada una de las líneas de 

la componente bifurcada ondas parciales. Para darnos cuenta de cómo ocurre ello, 

tomemos la tercer componente de línea que hemos venido considerando, como 

bifurcada y llamemos ZsI y ZS2 las impedancias de cada línea de esta componente. 

Pues bien, en ese caso tendremos que la tensión transmitida desde la línea a cada 

línea de S, es: 

{ 
'., '.' 'i"[2(¡:.,~ .• z,l~ (2m-l}d 2(n -1)D 2(" -1\' +Z ) 

PJ~ P~", e -<, 0,1 _ _ m _ V n p, 'H + 
S,lj,) S,I, 

V U m, 
(8) 

'., ";"(2J:"'Z.)~ (2m-l}d 2(n -1)D 2j'o, +Z) } + pI" pI" e s, o I _ _ m _ _n I _ 1 H 
5,1¡,) S,p' , V U ro, 

donde i ::; 1 Ó 2 y '[!Sr' Y PTS se determinan con: Z r 
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. ZTZS('¡ 
Ps r se determma con Z,;¡ y ZT() ::::: ; 

"('1 ' Z +2 
T .... 5(,) 

Ps,p, se determina con Zs¡ y Zl'i' siendo ZPi la impedancia conectada al final 

de Si(i=1,2), Zsi la impedancia de Si(i=1,2), Z;,., la impedancia de la otra línea 

diferente de la Si (por ejemplo si Zsi = Zs" entonces Z so, = Zs,)· j; no indica que J" 

este elevada a la potencia i, sino distingue a la j-ésima onda incidente o reflejada en 

la línea Si(i=1,2). Además, R,., Di' Z, y '"i son la resistencia, la distancia, la variable 

espacial y la velocidad de propagación en la línea Si de la componente bifurcada, 

respecti vamen te. 

La corriente en cada línea, 51 ó 52, se determina dividiendo la ecuación (8) 

por Zsi y cambiando el signo al segundo de los términos entre llaves. Como vemos 

en tn;,. de (8), el voltaje transmitido en el punto Z, = Z, = O queda aplicado por igual 

a las dos líneas de la componente bifurcada y luego se propaga por cada línea 

siguiendo las expresiones (8). 
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3.3. LA LíNEA FINITA SIN PERDIDAS 

3.3.1 REDUCCiÓN LAS ECUACIONES GENERALES AL CASO DE UNA 

LiNEA SIMPLE SIN PÉRDIDAS 

Decimos que una línea no presenta pérdidas cuando su resistencia y su 

conductancia se desprecian o se consideran cero. En tal caso, los coeficientes de 

atenuación, tanto para la onda incidente como para la reflejada, 

y 

_ r [2(m-I)d+x] 
e Z. 

_....c.[2md_x] e z. 

en las ecuaciones simplificadas (29) y (30) del capítulo 2, se reducen a la unidad, 

pues en ellos r = O. ASÍ, pues, la tensión y la corriente de onda en una línea simple 

sin pérdidas quedan como: 

( ) _ ~{m-, m-I~O _ 2(m-I}1+X)H m m-I~O _ 2md-X)H} V x,1 - 1"11' L.... Pa Pti,l + Ptrptf ,1 
m~l V V 

(1) 

e 

l( )- '''~{ m-I m-l e(Ot_ 2(m-I)d+X)H_ m m-l e(Ot_ 2mt!-X)H} x,l - Z L.... PtT ptf . Paptf ) 
O m~l V V 

(2) 
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3.3.2 REDUCCiÓN DE LAS ECUACIONES GENERALES AL CASO DE 

UNA LiNEA COMPUESTA SIN PÉRDIDAS 

Si en todas las componentes de una línea compuesta se considera que no 

hay pérdidas, entonces los coeficientes de atenuación en ellas se reducen a la 

unidad y en consecuencia las ecuaciones generales de tensión y corriente para tal 

línea quedan como sigue: 

Si la línea es de dos componentes, sus ecuaciones serán las ecuaciones (1) y 

(2) anteriores, para la primer componente, y las ecuaciones (3) y (4) siguientes, para 

la segunda componente: 

() ~ ~ •. , .,{ n.-I n.-le(OI (2m-l}d 2(nm -I)D+Y)11 
V y,1 = '".' fl L.. L.. p" Pg Pn PIS ' - . - -- -

m .. ¡ n.~¡ v II (3) 

n.-I n-e(o (2m-l}d 2nm D- Y)H} + Pn Prs ,1 - - --
v u 

Si la línea es de tres componentes, sus ecuaciones serán las ecuaciones (1) y 

(2) para la primer componente; (3) y (4) para la segunda; y (5 ) Y (6 ) siguientes para 

la tercera: 
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L.1 Línea Finita sin Perdidas 

. 
V(Z,I) ~ t", t", t fl I I I ~·I ~·I n -1 n-l 

PtT Plf P1I- Prs 
m .. l n.=l ,~~1 

{ 

/.-1 /.-1 (o (2m-lla' 2(nm -l)D 2(¡"-I)Ii+Z)H 
Psr PSP e ,1 - - - + 

v u O) 

(5) 

t t t '" '" '" '(2 t) _ rs.' rr, ft """ •. , •. , n.-1 n.·1 I ,- Z ¿ ¿ ¿ PtT PI/ P1I Prs 
s m.'¡ n_al ,"-1 

(6) 

Las ecuaciones anteriores pueden ampliarse al caso de una línea compuesta 

de cualquier número de componentes, siguiendo el criterio que se vislumbra en su 

secuencia. 
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Tensión y Corrienten en una Línea. 

3.4. LA LíNEA SEMI -INFINITA 

3.4.1 FORMA GENERAL DE LA TENSiÓN y LA CORRIENTE DE ONDA 

Una línea se dice que es semi-infinita cuando su longitud es de tal 

dimensión que una onda que se propague sobre ella se considera que no sufre 

reflexión, por lo que, para tal caso se asume que d ~ C() en nuestras ecuaciones 

generales (11) Y (12) del capítulo 2. 

De esta fonna, en estas ecuaciones, todos los ténninos entre llaves tienden a 

cero, excepto el primero y por lo tanto las ecuaciones generales de tensión y 

corriente para una onda que se propague sobre una línea semi-infinita, son: 

e (1 ) 

I=~ TftE(O,p)e-r
< 

o 

donde 

r =,(r + pLXg + pe) 
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3.4.2 

y 

y 

r+ pL 

g+ pe 

LA LíNEA SEMI-INFINITA SIN DISTORSiÓN 

La LÚlea Semi· Infinita 

Si la Línea semi-infinita es tal que no presenta distorsión, entonces 

y por lo tanto: 

r g 

L e 

p r r = + , 
v z, 

L 
Z, = ,e 

v= Le 

Si tomamos, además, a Z1 como una impedancia resistiva, entonces las 

ecuaciones (1) quedan: 
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Tensión y Comenten en una Línea 

e 

t _ r .. _p .. 

1='; e z. E(O,p)e • , 
o 

a las que aplicando el Teorema 5 del corrimiento de Heaviside, ecuación (12) 

del punto 1.2.2., quedan como: 

(2) 
e 

t _!-x p( x) ( x) 
i(x,t) = :, e lo \.0,1- v H t- v 

Como puede verse en estos resultados, la onda se propaga por la línea así 

que en el punto X su tensión y su corriente son cero hasta el tiempo x ,después del 
v 

x 
cual son iguales que en X = O pero con un retraso en el tiempo de y reducida su 

v 

, 
magnitud por el coeficiente de atenuación e-lo" 

3.4.3 LíNEA SEMI-INFINITA SIN PÉRDIDAS 

En la línea Semi-Infinita se dice que no presenta pérdidas cuando r = O Y g = 

O, caso en el cual el coeficiente de atenuación toma el valor de cero y las ecuaciones 

(2) quedan como: 
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la Línea Semi - Infinita 

e 
(3) 

¡(x, 1 ) = i: e( 0,1- : HI-:) . 

ASÍ, en este caso la magnitud de la tensión y la corriente no sufren 

atenuación conforme la onda se propaga. 
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Diseno de un Sistema de Cómputo para el Análisis de Ondas Viajeras 

CAPÍTULO 4. DISEÑO DE UN SISTEMA DE CÓMPUTO 

PARA EL ANAuSIS DE ONDAS VIAJERAS 

4. ,. SOLUCIÓN DE PROBLEMAS DE ONDAS VIAJERAS. 

Con el objeto de ver la aplicación de las ecuaciones y despejar cualquier 

duda sobre la operación de las mismas, resolveremos dos ejemplos: uno en una 

línea simple y otro en línea compuesta de dos componentes. 

4.1.1 CÁLCULO DE TENSiÓN EN UNA LíNEA SIMPLE. 

Se tiene un tramo de línea de 300 metros de longitud, con una impedancia 

característica de 40 n y una resistencia efectiva de 33.3 n/km. En un extremo de la 

línea se conecta una batería con un valor f.e.m. de 100 volts y resistencia interna 

cero; el otro extremo se encuentra abierto en el punto A como lo indica la siguiente 

figura. 
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Solución de Problemas de Ondas Viajeras. 

300 Cl 
I 

r------------__ ~---------~A 

1 r=33,3 : 
r=O 1, 

Zo=-40 

1E=100 V 

I 
v=0.3 : 

Figura 14. Línea Simple 

, , , , , , , 
: 
: 

La velocidad de la onda es de 0.3 Jcm . Encontrar, los valores de voltaje en 
¡tSeg 

el intervalo O::;; t::;; 9 J..lseg, en el punto A. 

Solución: 

Para resolver este ejercicio utilizaremos la ecuación (15) del capitulo 3 

punto 1, para calcular la tensión en el punto de un circuito abierto. 

(15) 
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Diseño de ltn Sislem.1 de Cómputo para el Análisis de Ondas Viajeras 

Primeramente recordemos que cada uno de los términos de la ecuación (15) 

representan la incidencia de la onda en el punto A en diferentes tiempos, es decir, 

el primer término representa la primer incidencia de la onda al punto A, después 

de haber transcurrido 1llseg, tiempo suficiente para recorrer los 300 metros, el 

segundo término representa la segunda incidencia de la onda al punto, y de nuevo 

tiene que transcurrir 31lseg, que es el tiempo que tarda la onda en recorrer ahora 

900 metros; el tercer término es la tercera incidencia, cuando hayan transcurrido 

Sllseg para que recorra 1500 metros, y así sucesivamente. El número de términos 

que utilizaremos nos lo indica la función unidad de Heaviside, es decir, si el val9r 

de la función es un número negativo, quiere decir que no ha transcurrido el tiempo 

suficiente para que la onda incida en este punto y podemos deducir que de ahí en 

adelante todos los términos siguientes serán cero, debido a que necesitan un 

tiempo mayor. 

Comenzaremos por calcular el coeficiente de transmisión "t", el coeficiente 

de reflexión 11 p" Y el coeficiente de atenuación: 

20 
t = --

fl 20+2¡ 
40 =\ 

40+0 

2¡ -20 0-40 
PIf=--- =---=-\ 

2¡ +20 0+40 

d ~O_~mo_3tm 
coeficiente de atenuación = e Zo = e 400 = 0.778996, 
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------------------------------------------- -

Solución de Problemas de Ondas Viajeras. 

Si sustituimos los valores de t; O I'seg, d; 0.3 km y v ; 0.3 km/¡tseg, en la 

función unidad de Heaviside de la primer componente, tendremos: 

H[OI'Seg- 0.3km ]; O!,seg -ll'seg ; -I¡.tseg, 
0.3 km 

¡.tseg 

lo que nos indica, que la onda necesita cuando menos lJlSeg para que apenas la 

punta de la onda incida en el punto A por primera vez; por lo tanto el voltaje para t 

= O, es cero volts. 

v(0.3,0) ; O volls. 

Continuando con un valor de t = l~eg, tenemos 

v(0.3,1); 2(1)(0.778996)1 0,l¡.tseg- O.1~: ]H[I¡.tseg. 0.3t:_]+ 
0.3 0.1--

¡.tseg ¡.tseg 

+ 2(1)(-I)(0.778996)3 e[0,I¡.tseg- :(:.~:;) t[l¡.tseg- ~(:~:l] 
¡tseg J ¡.tSeg 

v(0.3,1) ; (1.557992)e(O,O)H(0)- (0.945444)e(O, - 2)H(- 2) 

Aquí, la función unidad de Heaviside, en la segunda componente, nos 

indica que la onda todavía no incide por segunda ocasión al punto, por lo tanto, el 

valor de la segunda componente es cero y nuestra ecuación se reduce a: 

v(0.3,1); (1.557992)e(O,O)H(0). 
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Diseiio de un Sistema de CÓmputo para el Análisis de Ondas Viajeras 

Ahora, dado que la fuente nos entrega una onda cuadra constante en el 

tiempo, comúnmente llamada escalón, el valor de e será de 100 volts, simpre y 

cuando haya transcurrido un tiempo suficiente, para que la onda exista. 

v(0.3,1) = (1,557992) 100 volts = 155.7992 vollS 

Para un valor de t = 2~seg, tenemos 

{ 

O.3km ] [ 0.3km ] v(0.3,2) = 2(1)(0.778996) O,2!,seg- 03 km H 2!,seg- 03 km + 

!'Seg !,seg 

,{ 3(0.3km)] [ 3(03km)] +2(1)(-1)(0.778996) O,2l1seg- -~¡;;;- H 2!'seg---- km 
03--- 0.3-

!,seg !,seg 

v(0.3,2) = (1.557992)e(0,l)H(I)- (0.945444)e(O, -l)H(-l) 

Aquí, nuevamente la función unidad de Heaviside, en la segunda 

componente, nos indica que la onda todavía no incide por segunda ocasión al 

punto; por lo tanto el valor de la segunda componente es otra vez cero y la 

ecuación es: 

v(0.3,2) = (1,557992)100 vollS = 155.7992 volls. 
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Solución de Problemas de Ondas Viajeras. 

Para un valor de t = 3)lseg, tenemos 

~ 0.3km ] [ 0.3km ] v(0.3,3) = 2(1)(0.778996) O.3~eg- km H 3~g- km- + 
OJ-- 0.3 

~eg I'seg 

3~ 3(OJkm)] [ 3(0.3km)] +2(1)(-1)(0.778996) 0,3I'seg------ H 3I'seg-----
0.3 ':!!' 0.3 km 

Jlseg j..lseg 

+ 2(1)(-1)' (O. 778996)' {0'3I'seg - 5(0.3:: 2]H[3I'seg - 5(0.3:::)] 
OJ -- , , 0.3 

I'~g I'~g 

v(0.3,3) = (1.557992)e(0.2)H(2)- (0.945444)e(0,0)H(0)+ (0.573728)e(0, - 2)H(- 2) 

v(OJ,3) = (1.557992)100 - (0.945444)1 00 = 155.7992 -94.5444 = 61.2548 vo/ts. 

Para un valor de t = 4J.iseg, tenemos 

[ 
0'3km] [ 0.3km ] v(OJ.4) = 2(1)(0.778996)e O.4I'~g- -¡;;,;- H 4~eg -- km + 

OJ--- 0.3-
I'~g I'seg 

{ 
3(OJkm)] [ 3(0.3km)] +2(1)(-1)(0.778996)' O.4l'seg--- km H 4I'seg-- km 
0.3 ' 0.3, --

~eg ~eg 

, 51 5(0.3km): [ 5(0.3km)] + 2(1)(-1) (0.778996) O.4l'seg- --km - H 4f1seg-- !mi' 
0.3-- 0.3 -

I'scg I'seg 

v(0.3,4) = (1.557992)e(0,3)H(3)- (0.945444)e(O.l)H(I)+ (0.573728)e(0, -I)H(-I) 

v(0.3,4) = (1.557992)100 - (0.945444)100 = 155.7992 - 94.5444 = 61.2548 vo/ts . 
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Diseño de un Sistema de Computo para el Análisis de Ondas Viajeras 

Para un valor de t = 5Jlseg, tenemos 

v(OJ,5) ~ 2(l)(0.778996)e[0,5I'seg - 0.3~: ]H[5I'seg - OJ: ]+ 
0.3 ~. 0.3 _.-

I'seg I'seg 

+ 2(1)(-I)(0.778996)~0'5I'seg- 3(OJkm)]H[5¡lSCg_ 3(0.3km )] 
0.3 km 0.3 km.. 

I'seg I'seg 

+ 2(1)(-1)' (O. 778996)' e[O.5l'seg - 5(0.3km )]H[5IlSeg - 5(0.3km)] 
OJ km 0.3 km 

I'scg I'seg 

v(0.3,5) ~ (1.557992)e(0,4 )H(4)- (0.945444 )e(0,2 )H(2)+ (0.573728) e(o,o )H(O) 

v(0.3,5) ~ (1.557992)100 - (0.945444)1 00 + (0.573728)1 00 

v(0.3,5) ~ 155.7992 -94.5444 + 57J728 ~ 118.6276 volls 
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Solución de Problemas de Ondas Viajeras. 

Para un valor de t = 6J.lseg, tenemos 

v(0.3,6) = 2(!)(0.778996){0.6flseg - 0.3:; ]H[6flseg - 0.3_~: j+ 
0.3 .. _. 0.3-

flseg flseg 

3{ 3(0.3km)] [ 3(0.3km)] +2(1)(-1)(0.778996) 0.6f1seg---· km H 6f1seg- '-km-
0.3 .- 0.3-

~seg J.lseg 

2 ,{ 5(0.3km)] [ 5(0.3km)] +2(1)(-1) (0.778996) 0,6flseg-- _.- H 6flseg- _ .. -
0.3 km 0.3 km 

f1seg flseg 

+ 2(1)(-1)'(0.778996) 7 e[0,6flseg - ~i:.3:::: )]H[6flseg - ~~.~:;)] 
flSeg f1SCg 

v(0.3,6) = (1.557992)e(0.5)H(5)- (0.945444)e(0.3)H(3) 
+ (0.573728)e(0.I)H(I)- (0.348158)e(0, -I)H(-I) 

v(0.3,6) = (1.557992)100 - (0.945444)100 + (0.573728)1 00 

v(0.3,6) = 155.7992 -94.5444 + 57.3728 = 118.6276 vo/ts 
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Diseño de un Sistema de Cómputo para el An.ílisis de Ondas Viajeras 

Para un valor de t = 71-lseg, tenemos 

(O 3 7 
[ 

0.3km ] [ 0.3km ] v " )=2(1)(0.778996)e 0.7~seg-- km H 7~seg- - --km - + 
0.3 - - 0.3 - ----

¡.tseg Jlseg 

{ 
3(0.3km)] [ 3(0.3km)] +2(1)(-1)(0.778996)' O,7~scg---,¡;,,- H 7~seg- - f;;¡ 
0.3- 0.3 _. 

~seg ~seg 

+ 2(1)(-1)' (O. 778996)' e[O,7~scg - 5JO}::;)]H[7~seg -5(0.3::;)] 
0.3 --- 0.3· . 

JlSeg Jlseg 

J 7{ 7(0.3km): [ 7(0.3km)] +2(1)(-1) (0.778996) 0.7~scg---- - H 7¡J.Seg-- -- .. -
0.3 km 0.3 km 

~seg ¡J.Seg 

+ 2(1)(-1)' (0.778996)'{0,7~seg- ~~0.3km)]H[7~seg_ 9(9'3km)] 
0.3 km 0.3 km 

~seg ~g 

v(0.3,7) = (I .557992)e(0.6)H(6)- (0.945444)e(0,4)H(4) 
+ (0.573728) e(0.2)H(2)- (0.348158)e(0.0 )H(O) 
+(0.211275)e(0. - 2)H(- 2) 

v(0.3,7) = (1.557992)100 - (0.945444)100 + (0.573728)100 - (0.348158)100 

v(0.3,7) = 155.7992 - 94.5444 + 57.3728 - 34.8158 = 83.8118 volts 
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Solución de Problemas de Ondas Viajeras. 

Para un valor de t = 8Jlseg, tenemos 

{ 
0.3km; [ 0.3km ] v(0.3.8) = 2(1)(0.778996) 0.8flseg-· km H 8flseg- km + 

0.3 0.3 
flSeg flSeg 

{ 
3(0.3km)] [ 3(0.3km)] +2(1)(-1)(0.778996)3 O,8flseg- . km H 8flseg- km 
0.3 - 0.3 

Jlseg Jlseg 

2 ,{ 5(0.3km)] [ 5(0.3km)] +2(1)(-1) (0.778996) O,8flseg- ,,-;,,- H 8flseg-- km 
0.3- - 0.3--

flseg flseg 

+ 2(1)(-1)3 (0.778996) 7 {O'8flseg - 7(0.3km)]H[8flscg - 7(0.3km)] 
0.3 km 0.3 km 

flseg flseg 

+ 2(1)(-1)' (O. 778996)' {O'8f1SCg - :(:C~~~:H[8flseg - :(:.3::)] 

f1SCg flseg 

v(0.3,8) = (1.557992)e(0.7)H(7)- (0.945444)e(O,5)H(5) 
+ (0.573728) e(O,3 )H(3) - (0.348158) e(O.I )H(I) 

+ (0.211275)e(O, -I)H(-I) 

v(0.3,8) = (1.557992)100 -(0.945444)100 + (0.573728)100 - (0.348158)1 00 

v(0.3,8) = 155.7992 -94.5444+57.3728-34.8158 = 83.8118 volls 
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Diseño de un Sistema de Cómputo para el Amilisis de Ondas Viajeras 

Para un valor de t = 9J-lseg, tenemos 

[ 
0.3km 1 [ OJkm ] v(0.3,9) = 2(1)(0.778996)e 0,9~seg- km H 9¡lseg- km + 

OJ ... OJ 
!tseg ¡.tScg 

+ 2(1)(-1)(0.778996)' {0,9¡lseg - J!0}km)]H[9¡tSeg -3S0Jkmi] 
0.3 km 0.3 km 

¡lseg ¡lseg 

+ 2(1)( _1)2(0.778996)'{0'9~seg - 5(OJkm)]H[9¡1seg_ 5(OJkm)] 
0.3 km_ OJ km 

l.lseg J-lseg 

+ 2(1)(-1)' (0.778996)' e[0,9¡1scg- 7(OJkm ):H[9~seg -7(OJkm)] 
OJ km OJ km 

~seg ~scg 

, 9 [ 9co.3km)] [ 9co.3km); +2(1)(-1) (0.778996) e 0,9~seg--km- H 9¡lseg- . Ian' 
0,3 - 0.3 - . 

~seg ¡1scg 

+ 2(1)(-1)' (O. 778996)" {0'9~seg - 9(OJkm )]H[9¡lseg - 9i~·3km )] 
0.3 k", 0.3 km_ 

¡tSeg ~scg 

v(OJ,9) = (1.557992)e(0,8)H(8)- (0.945444)e(0,6)H(6) 

+ (0.573728) e(o,4 )H(4)- (0.348158)e(0,2 )H(2) 
+ (0.21 1 275)e(0,0)H(0)- (0.128209)e(0, - 2)H(- 2) 

v(0.3,9) = (1.557992 ~ 00 - (0.945444)1 00 + (0.573728)1 00 - (OJ48158)100 + (0.211275)100 

v(0.3,9) = 155,7992 - 94.5444 + 57J728 - 34.8158 + 21.1275 = 104.9393 volts 
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Soluci6n de Problemas de Ondas Viajeras. 

Tabla de Resultados 

TIEMPO VOLTAJE TIEMPO VOLTAJE 

O O 5 118.6272 

1 155.7992 6 118.6276 

2 155.7992 7 83.8118 

3 61.2548 8 83.8118 

4 61.2548 9 104.9393 

200 

150 ~ ; ~ 
~ 

"O 
~ 100 _, --- I 
~ 
.~ I o , 
~ , 
g 50 .:-

O '---

O 2 4 6 8 lOi 

Tiempo (microsegundos) 

Gráfica 1. Perfil de Voltajes 
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Diseño de un Sistema de Cómputo para el Análisis de Ondas Viaieras 

4.1.2 CÁLCULO DE LA TENSiÓN EN UNA LíNEA COMPUESTA. 

Se tiene un sistema compuesto por una línea aérea conectada a un cable, 

ambos de una fase y sin pérdidas, con las características siguientes: para la línea 

aérea se tiene una impedancia Zo = 400.0; la onda viaja sobre ésta a una velocidad 

, m 
de v, =3xl0 -- y tiene una longitud de 30 km; para el cable la impedancia es 

seg 

ZT = 1 oon, la velocidad de la onda es ve = 2xl0' . '!'.. y una longitud de 20 km. La 
seg 

impedancia de la fuente es igual a la de la línea Z f = Zo y la impedancia de carga 

es dos veces la del cable Zs = 2Zr = 200Q; en el extremo transmisor se le conecta 

una fuente de un valor f.e.m. de 100 volts. Dibujar el perfil de voltajes para O "t" 

0.6 milisegundos en el punto de transición. 

Solución: 

Primeramente seleccionaremos la ecuación (5) del capítulo 3 punto 3, para el 

cálculo de la tensión en el punto de transición de una línea compuesta sin 

distorsión. 

V(O ) - ~ 'm_1 m-I m-I~O (2m-l}i)H( (2m-l}i) ,1 -ter"tflLa Prr Pt/ ,1----- 1-·- -- + 
",=1 V V 

~ ~ 'm-I m-I m-Ie-t(m.D)~o (2m -I}i 2nmD) + tm,;r fl L ¿a Prr Pt/ ,1 - -- - -. - --
m=1 n .. =l v u 

(5) 

H( 
(2m-l}i 2nmD) n.·, n.(1 ) 1- -- .. _- ~ Pn Prs +Pn 

v u 
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Solución de Problemas de Ondas Viajeras. 

Para la solución a este problema necesitarnos hacer algunas consideraciones; 

primero, como el sistema no presenta pérdidas la resistencia de la línea y del cable 

son igual a ceros, así que: 

- '-d -~JO 
a=e lo =e 400 =1 

-I!-D _°20 
e Zr =e 400 =1, 

todos los coeficientes de atenuación serán igual a 1; segundo, tenernos que 

calcular la velocidad de la onda en la línea y el cable, entonces tenemos que: 

( • m)( Ikm)( 1/) km v,= 3xl0 - - - - - =300-
1 1000m 1000ms ms 

Ve = (2XI0' m)( I~ _)( _y _) = 200 km ; 
1 1000m 1000ms ms 

por último, cabe mencionar que algún o algunos coeficientes de reflexión pueden 

valer cero y vemos en la ecuación (5) que la mayoría está elevado a la m-1 ó n-1, 

esto nos daría como resultado un cero elevado a la cero cuando m = 1 Ó n ;:: 1 

(primer término), lo que matemáticamente no esta definido. Esto se debe 

interpretar como un uno, debido a una interpretación física de la propia ecuación, 

es decir, los coeficientes elevados a la cero nos indican que la onda todavía no 

alcanza a reflejarse y ese coeficiente no participa en el cálculo del voltaje en ese 

instante. 

Ahora vamos a calcular los coeficientes de transmisión" t" y los de reflexión 

"p". 
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Diseño de un Sistema de C6mputo para el Análisis de Ondas Viajeras 

400 = 0.5 
400 +400 

, = 2Zr. _ = 2(100) = 0.4 
Ir, Zr+Zo 400+100 

Z¡-ZO 400-400 
Pif = Z¡ +Zo = 400+400 = O 

PIT = Zr - Zo = IO() - 400 = -0.6 
Zr+Zo 100+400 

Zo -Zr 400-100 
Pn = .- --- = ---- - - = 0.6 

Zo +Zr 400+100 

Para un tiempo t = O mseg, tenemos que 

[ 

(2-1)30km] H Oms------,¡;;;- = H(-O.lms), 
300 -

ms 

para la función unidad Heaviside, lo que nos indica que para un tiempo de t = O, la 

onda no existe en el punto de transición y por lo tanto el voltaje en cero; asi, 

V(O,O) = Ovolls . 
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Solución de Problemas de Ondas Viajeras. 

Para un tiempo t = 0.1 ms, tenemos: 

V(O,O.1) = (004 XO.sX- 0.6t' (ot' e(o,o.l- (2(1) -1)30)H(0.1_ (2(1) -1)30) + 
300 300 

+ (OAXO.SX-0.6t'(Ot'p( 00.1- (2(1)-.1)30 _ 2(1)(20)) 
'\ ' 300 200 

H(O.I- (2(1t- I)30 _ 2(1)20)(0.6)"'(0.33333)'(1.6) 
300 200 

V(O,O.I) = (0.2)e(0,0)H(0) + (0.2)e(0,0.1- O.3)H(O.I- 0.3XO.33333XI.6); 

como podemos observar en la función unidad de Heaviside la onda no existe para 

el segundo término, por lo tanto: 

V(O,O.I) = (O.2)e(O,O)H(O) = (0.2)100 = 20volls . 

Para un tiempo t = 0.2 ms, tenemos: 

V(0,0.2) = (OAXO.5X- 0.6)'" (ot',.( 0,0.2 _ (~(I) -1)30)H(0.2 _ (~CI.) ~IPO) + 
'\ 300 300 

+ (OAXO.SX- 0.6)'" (0)"',.(0 0.2 _ [2(1).-1)30 _ 2(1)(20)) 
'\ ' 300 200 

H(0.2 - (2(11=.lpO _ :1(1)20)(0.6)'" (0.33333)' (1.6) 
300 200 

V(0,0.2) = (0.2)e(0,0.I)H(0.1)+ (0.2)e(0,0.2 - 0.3)H(0.2 - 0.3XO.33333XI.6); 

aquÍ, nuevamente la función unidad de Heaviside nos indica que la onda todavía 

no existe para el segundo término, por lo tanto: 

V(0,0.2) = (0.2)e(0,0.1) = (0.2)100 = 20volls . 
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Para un tiempo t = 0.3 ms, tenemos: 

V(0,0.3) = (OAXO.SX- 0.6t'(Ot' e(0,0.3 _ (2(1) -1)30)H(OJ _ [2(1)_-1)30) + 
300 300 

+ (OAXO.SX- 0.6t' (ot,j 00.3 _ (2(1) -1)30 _ 2(1)(20») 
'\ ' 300 200 

H(0.3 _ (2(1)-1)3Q _ ~Q)20)(0.6t' (0.33333)'(1.6) 
300 200 

+ (OAXO.sX- 0.6t' (ot' jo 0.3 _ (2(1) - ~_O _ 2(2)(20)) 
'\ ' 300 200 

li(0.3 _ (2(1L-I )30 _ 2(2)20)(0.6)'-' (0.33333)' (1.6) 
300 200 

+ (OAXO.sX-0.6)'-' (0)'-' p( 00.3 _ (2(2):-1)30)H(0.3 _ {2(~1)30) + 
'\ ' 300 300 

+ (OAXO.SX- 0.6)'-' (0)'-' e(o 0.3 _ (2(2):: 1)32 _ ~!2(20») 
, 300 200 

H(0.3 _ (2(2) -:-1)30 _ 2(1)~)(0.6t'(0.33333)'(1.6) 
300 200 

+ (O.4XO.sX- 0.6)'-' (0)'-' e(o 0.3 _ (2(2) ::1)3() _ 2(2)(20») 
, 300 200 

H(0.3 _ (2(n-=-!)30 _ 2_(2EQ)(0.6)'-' (0.33333)'(1.6) 
300 200 

como se puede observar en la ecuación anterior, todos los términos para un valor 

de m>l, serán igual a cero, es decir, como PIf=O, no existe reflexión de la onda, por 

lo tanto, con el fin de simplificar las ecuaciones, no consideraremos valores para m 

mayores a 1. 

V(0,0.3) = (0.2)e(0,0.2)H(0.2)+ (0.2) e(0,0.3 -0.3)H(0.3 - 0.3XO.33333XI.6) 

+ (0.2)e(0,-O.4)li(- 0.4) 

Obsérvese el tercer término, la función unidad de Heaviside nos indica que 

la onda todavía no existe y no existirá mientras el tiempo sea menor a 0.5 

milisegundos, por lo tanto: 
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V(0,0.3) = (0.2)e(0,O.l)+ (0.2)e(0,OX0.33333XI.6) = 30.6665volls 

Para un tiempo t = 0.4 ms, tenemos: 

El voltaje será igual al voltaje calculado anteriormente debido a que, como 

se analizó anteriormente, el voltaje de la tercer componente no existirá para 

tiempos menores a 0.5 milisegundos, por lo tanto: 

V(O,O.4) = 30.6665volls 

Para un tiempo t = 0.5 ms, tenemos: 

V(O,O.5) = (0.4XO.5X- 0.6y-'(0t' j 0,0.5 _ (2(1) -1)30)H(0.5 _ (2(1) -1)30) + 
'\ 300 300 

+ (0.4XO.5X- 0.6y-'(0t' jo 0.5 _ {2(1) -1)3~ _ 2(1)(202) 
'\ ' 300 200 

H(0.5 _ (2(1) -1)30 2(1)20)(0.6Y-' (0.33333)'(1.6) 
300 200 

+(0.4XO.5X-0.6Y-'(0y-,j 00.5- (2(1)-1)30 _~2)(?0») 
'\ ' 300 200 

H(O.5 _ {2(1) - Q3Q _ ~2)2!l)(0.6)'-'(0.33333)'(1.6) 
300 200 

+ (0.4XO.5X- 0.6y-' (ot' jo 0.5 _ \?(I) -1)30 _ 2(3)(20») 
'\ ' 300 200 

H(O.5 - {2(1)'::'!p.Q - ~(3)20)(0.6t' (0.33333)' (1.6) 
300 200 

V(0,0.5) = (0.2)e(0,0.4)H(0.4)+ (0.2)e(0,0.2)H(0.2XO.33333XI.6) 

+ (0.2)e(0,0 )H(O XO.6XO.33333)' (1.6) 

+ (0.2)e(0,-O.6)H(- 0.6XO.6)' (0.33333)' (1.6) 

Otra vez podemos concluir para el cuarto término que la onda no existirá 

mientras el tiempo sea menor a 0.7 milisegundos, por lo tanto: 
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V(0,0.5) = (0.2)e(0,OA)+ (0.2)e(0,0.2XOJ3333XI.6)+ (0.2)e(0,OXO.6XO.33333)' (I .6) 

= 32. 7999voll.< 

Para un tiempo t := 0.6 ms, tenemos: 

Al igual que el cálculo para t = 0.4 ms, el voltaje no varía para t = 0.6 ms, por 

lo que será igual al calculado para t = 0.5 ms así: 

V(0,0.6) = 32.7999voll.< 

El perfil de voltajes lo grafícaremos a partir de la tabla de resultados 

siguiente: 

Tabla de Resultados 

TIEMPO VOLTAJE TIEMPO VOLTAJE 

O O 0.4 30.6665 

0.1 20 0.5 32.7999 

0.2 20 0.6 32.7999 

0.3 30.6665 
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Gráfica 2. Perfil de voltajes 

4.2. DISEÑO DEL SISTEMA DE CÁLCULO 

El sistema tendrá que calcular la tensión y la corriente en cada uno de los 

puntos que a continuación se enlistan: 

• Al inicio de una línea simple. 

• Al final de una línea simple. 

• En un corto circuito. 

• En un circuito abierto. 

• Al final de una línea compuesta de dos componentes. 

• En el punto de transición de una línea compuesta de dos 

componentes. 
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Los cálculos se realizaran a partir de los datos ingresados por el usuario del 

sistema y dicho sistema deberá contar con la opción de imprimir los datos 

conjuntamente con los resultados. 

El sistema tendrá las opciones para resolver cada uno de los puntos 

enlistados anteriormente, contará con dos opciones para acceder a ellas, una por 

medio de un menú y la otra por medio de una barra de herramientas, cada opción 

será independiente de las demás y solo se podrá acceder una a la vez. Para 

comprender mejor este proceso, veamos el siguiente diagrama de bloques. 

I roo I 

I TerSón 1 I Corre .. I 

I I I I 
I u,..~ I I UreaC_ I I Urea Sirl>- I I UreaCon¡wIa I 

H Mbio I H MIim I H ,AJiriOO I H ,AJri:jo I 
H Cicuto atxerto I YEnelpujOil>T..-1 H Cato ci"aito I Y En el ptlto de Trmaoo I 
y Mf"" I Y Mf ... I 

Diagrama 1. Bloques Principales del Sistema. 
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El diagrama 1 servirá como base para realizar el menú del sistema, en el cual 

se tendrá que seleccionar, primeramente, entre el cálculo de la tensión o el cálculo 

de la corriente, para posteriormente seleccionar entre las opciones de una línea 

simple a una línea compuesta y por último el punto donde se desea calcular la 

tensión o la corriente, ya sea al final, al inicio, en un corto circuito, en un circuito 

abierto, etc. El menú además tendrá la opción de archivo , que contará con 

opciones tales como, abrir la base de datos, grabar los datos, calcular, imprimir y 

salir. 

La barra de herramientas y el menú principal serán como se muestra en la 

siguiente figura . 

• 1 ., l" 

."' I ~ ~~ I ~y ~ I ~ ~ J! :::: ~ J~ -:;- I ~ [ J ~ J ~ :J~ ~ 

Figura 15. Menú Principal y Barra de Herramientas. 

Los botones servirán para acceder más rápido a las opciones, las cuales se 

describen a continuación, (de izquierda a derecha): cerrar el sistema, abrir la base 

de datos, grabar los datos en la base, imprimir los resultados, calcular resultados, y 

por último todos los botones para calcular cada una de las opciones ya 

enlistadas,:primero para la tensión (primeros 5 botones) de los cuales los primeros 

3 serán para la línea simple y los otros dos para la línea compuesta de dos 

componentes; así el primero será para el cálculo de la tensión al inicio de la línea, el 

segundo al final, el tercero en un circuito abierto, el cuarto al final de la línea 
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compuesta y el quinto en el punto de transición entre líneas. Los 5 botones 

siguientes serán con las mismas opciones para el cálculo de la corriente, con 

excepción del tercero que será para calcular la corriente en un circuito abierto de 

una línea simple. 

Al ingresar a una de las opciones para calcular, ya sea la tensión o la 

corriente, el sistema contará con dos opciones para ingresar los datos, una será a 

través de diversas cajas de texto, donde el usuario podrá teclear directamente los 

datos necesarios para el cálculo y la otra será una opción donde se leerán los datos 

desde una base de datos y los colocará en la caja de texto que le corresponda; éstos 

últimos deberán estar previamente almacenados. Uno de los datos será el tiempo 

para el cual se desea saber el valor del voltaje o la corriente y un incremento del 

tiempo para iniciar un ciclo que vaya de cero hasta el tiempo seleccionado, lo que 

tiene como finalidad obtener un conjunto de resultados y presentar una visión 

más clara del comportamiento de la onda en el sistema. Posteriormente contará con 

una opción para iniciar el cálculo de dichos resultados, formando con cada uno de 

estos resultados, una matriz de resultados, y de ahí directamente graficarlos. 

Veamos el diagrama 2. 
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In¡¡;jo 

,---------+( Opción 

Diagrama 2. Funciones del Sistema. 

También se contará con las opciones de guardar los datos en la base, 

mandar los resultados a una tabla comparativa y por último modificar uno o todos 

los datos para realizar otro cálculo. Cabe mencionar que la opción de comparar 

será muy ilustrativa ya que podremos analizar un mismo sistema con diferentes 

ondas y comparar los resultados. Otra utilidad muy importante, sería la de 
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ondas y comparar los resultados. Otra utilidad muy importante, sería la de 

comparar, con una misma onda, diferentes impedancias en el sistema y poder ver 

el comportamiento de la onda. Por ejemplo al tener un sistema definido, con ciertas 

impedancias, se pueden mandar los valores a la tabla comparativa y 

posteriormente cambiar únicamente la impedancia de carga por otra, que bien 

pudiera ser de la mitad del valor anterior o bien al doble (o cualquier fracción), 

para calcular nuevamente los resultados y mandarlos a la tabla comparativa; de 

esta manera se pueden graficar los dos conjuntos de resultados para ver el 

comportamiento con diferentes cargas. Esto también se puede llevar a cabo 

cambiando la impedancia de la línea o cable y observar el comportamiento; el 

cambio de la impedancia del cable o la línea, representaría un cambio en el calibre 

de la línea o el cable. 

Ahora vamos a analizar el siguiente diagrama de flujo, para el cálculo de la 

tensión al final en una línea simple. Cabe aclarar que el procedimiento para todos 

los demás cálculos tendrá, en su forma, la misma característica que la que se 

describe a continuación. 
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,----->-< tleonpo<"! ')-------, 

f. 

Diagrama 3. Cálculo de la Tensión al Final de la línea 

Al iniciar el cálculo lo primero será definir las variables que van a intervenir 

en el proceso, posterionnente, se calcularán los coeficientes de reflexión y 

transmisión, para continuar con un ciclo que comenzará en t = O hasta el valor 

introducido por el usuario, donde lo primero será ver si la onda existe en el tiempo 
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t; esto lo lograremos por medio de la función unidad de Heaviside. Si la onda 

existe, entonces procederemos a calcular el voltaje de onda para el tiempo en 

cuestión en la función e y por último, aumentaremos t con el valor del incremento 

que seleccionemos (también introducido por el usuario) y retomamos a la 

condición cuando la función unidad nos indica que la onda no existe; ello nos lleva 

directamente a incrementar el valor t; el sistema saldrá del ciclo cuando el 

tiempo>t y el sistema graficará los resultados para terminara así con este proceso 

de cálculo. 

A continuación veremos el programa que realiza el cálculo descrito 

anteriormente; este programa esta realizado en Visual Basic 6.0 

Como ya se mencionó, lo primero será la definición de variables, las cuales 

serán usadas para guardar los valores que introduce el usuario, así como, los 

valores calculados; para esto se necesita un tipo de variable que pueda almacenar 

datos muy pequeños o datos muy grandes. Las variables dobles (punto flotante de 

doble precisión) se almacenan como números IEEE de coma flotante de 64 bits (8 

bytes) con valores de -1.79769313486232E308 a -4,94065645841247E-324 para 

valores negativos y de 4,94065645841247E-324 a 1,79769313486232E308 para 

valores positivos. Así que éste es el tipo de datos que se utilizará en el desarrollo 

de este sistema: 

Dim zl As Double, zo As Double, incremento As Double 
Dim zt As Double, r As Double, d As Double 
Dim t As Double, vel As Double, vO As Double 
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Dim a As Double, b As Double, v As Double, Tiempo As Double 
Dim tciclo As Long 
Dim voltajel As Double, voltaje2 As Double, voltaje As Double 

I Aquí inicia el cálculo para el voltaje al final de una línea simple 

Function LineaSFinO 
Dim Tiempo_Old As Date 
Dim Tiempo_New As Date 
Dim Tiempo_Espera As Date 

'Tratamiento de errores 

On Error GoTo TRATAMIENTO_DE_ERRORES 

'Obtención de datos de las cajas de texto 

zf ~ com_double(Txtzf) 
zO ~ com_double(txtzO) 
zt ~ com_double(txtzt) 
r ~ com_double(txtr) 
d ~ com_double(txtd) 
t ~ com_double(txtt) 
vel ~ com_double(txtv) 
vO ~ com_double(txtvO) 
a ~ com_double(txta) 
b ~ com_double(txtb) 
incremento ~ Round(com_double(txtincremento), 8) 

, .. _-------------_ .. _-------_. __ .. _--------------------.. -------.--
'Calcula Coeficientes y los visualiza 
, --------------------_ ... -------------_ .. _--------------------------------
tfl ~ zO / (zO + zf) 
rlt ~ (zt - zO) / (zt + zO) 
rlf ~ (zf - zO) / (zf + zO) 
Utv ~ 2 • zt / (zt+ zO) 

txttfl.Text ~ tfl 
txtrlt.Text ~ rlt 
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txtrlf.Text = rlf 
txttIfv.Text = tItv 

'Calcular el número máximo de componentes, que corno se puede 
'apreciar, tendrá un máximo de 10,000 componentes , 
---------------------------------------------------------------

componente = 1 
For i = 1 To 10000 Step 2 

Ift<i'd/veIThen 
Exit For 

Else 
componente = componente + 1 

End If 
Next 
txtm.Text = componente 
Numero_Componentes = componente 

'Para visualizar la barra de progreso durante el cálculo 

principal.ProgressCal.Value = O 
ProgressIncremento = 1 
principal.ProgressCal.Max = t / incremento + 1 

'Valores iniciales 
, 
-----------------------------------------------------------------

renglon = 1 
gridl.Col = 1 
voltaje = O 
voltajel = O 

'Opción para salir del ciclo un minuto y medio después 

Tiempo_Espera = TimeO 
Tiempo_Old = TimeO 
unin= 1 
t_seg = 30 

gridl.Redraw = False 
For tciclo = O To t' 10000 Step incremento' 10000 
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Tiempo; Iciclo ! 10000 

'Si la función unidad nos regresa un 1, quiere decir 
'que la onda existe en ese tiempo 

funcion_unidad ; heaviside(Tiempo, 1, d, vel) 
If funcion_unidad <> O Then 

'la función unidad nos determina que la onda 
'existe y por 10 tanto continuamos con el 
'cálculo 

tiempo_de_onda ; Tiempo - (d ! vel) 
voltaje_de_onda ; valoce(tiempo_de_onda) 
atenuacion; Exp(-r ! zO' d) 
voltajel = Utv ... tfl ... atenuacion ... voltaje_de_onda 
exponente = 3 
voltaje2; O 
For componente = 2 To Numero_Componentes 

funcion_unidad ; heaviside(Tiempo, exponente, d, vel) 
If funcion_unidad ; O Then 

'Sale del ciclo for por no existir la onda 
'en el tiempo "tiempo" 

Exit For 
End If , 
-------------------------------------------------------------------------

'calcula el voltaje 

tiempo_de_onda ; Tiempo - (exponente' d ! vel) 
voltaje_de_onda ; valor_e(tiempo_de_onda) 
atenuacion; (Exp(-r ! zO' d)) A exponente 
reflexion_lt; rlt A (exponente - componente) 
reflexion_lf = rlf /\ (exponente - componente) 
voltaje2 = voltaje2 + tltv ... tfl ... reflexion_lt'" reflexion_lf'" 

atenuacion ... voltaje_de_onda 
exponente = exponente + 2 

Next componente 
Else 

'la onda no existe en el tiempo "tiempo" 
'de la primer componente por lo tanto el voltaje 
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'es cero en las demás componentes 
, 
---------------------------------------------------------------------------

voltaje2 = O 
End If 

'Coloca los datos directamente en la matriz de resultados 
'llamada normalmente Grid 

voltaje = voltaje1 + voltaje2 
grid 1.Rows = renglon + 1 
grid 1.Row = renglon 
grid 1.Col = O 
grid1.Text = renglon - 1 

grid1.Col = 1 
grid1.Text = Tiempo 

grid 1.Col = 2 
grid1.Row = renglon 
grid1.Text = Round(voltaje, 5) 
renglon = renglon + 1 

IncremcntoReal = principal.ProgressCal.Value + ProgressIncremento 
principal.ProgressCal.Value = IncrementoReal 

'Comprobación del tiempo para detener el ciclo 

Tiempo_New = TimeO 
Tiempo_Espera = Tiempo_New - Tiempo_Old 
espera_min = Mid(Tiempo_Espera, 4, 2) 
espera_seg = Mid(Tiempo_Espera, 7, 2) 
If Val(espera_min) >= t_min And Val(espera_seg) >= Cseg Then 

Cal_Faltan = Val(txtt.Text) / Val(txtincremento.Text) - renglon 
mensaje:;;; "El Tiempo empleado hasta ahora es de " + espera_min + " 

Minutos y" + espera_seg + .. segundos para realizar" + Str(renglon) + Chr(13) 
mensaje = mensaje + "cálculos y faltan" + Str(Cal_Faltan) +" y cada 

cálculo tiene" + Str(componente) + " Componentes, por lo que faltan" + Chr(13) 
mensaje = mensaje + "por resolver" + Format(5tr(Cal]altan • 

componente), "m,m") +" ecuaciones" + Chr(13) + Chr(13) 
mensaje:;;; mensaje + "¿Quiere Continuar?" 
If MsgBox(mensaje, vbCritical + vbYesNo, "Tiempo Agotado") = 

vbNoThen 
Exit For 
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Else 
Tiempo_Old ~ TimeO 
t_rnin = t_min + 1 
l_seg ~ O 

End If 
End lf 

Next teiclo 
grid1.Redraw ~ True 
graph.5how 
graph.GraphlDataReset ~ gphGraphData 
graph.GraphlNumSets ~ 1 

Diseño del Sistema de Cálculo 

graph.Graph1.GraphTitIe ~ "Tensión al Final de una Línea Simple" 

'Gráfica los resultados obtenidos y almacenados en la cuadricula "gridl" 
'y utilizando el control "graphdata" 

With graph.Graphl 
.NumPoints ~ grid1.Rows - 1 
gridl.Col ~ 2 
For ren--i\rid ~ 1 To grid1.Rows - 1 

grid 1.Row = ren~rid 
.GraphData ~ Val(grid1.Text) 

Nexl 
DrawMode ~ gphDraw 

End With 
Exit Function 

'El tratamiento de errores nos sirve para evitar una interrupción del sistema 

TRA TAMlENTO_DE_ERRORES: 
Select Case Err N umber 

Case 6 'DESBORDAMIENTO 
Beep 
MsgBox "No es posible realizar esta funciónr ya que efectúa" +_ 
" un error de desbordamiento en la memoria. Verifique sus datos"r 

vbOKOnly + vbExclamation, " A VISO IMPORTANTE" 

Exit Function 
End Select 

End Function 
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La función e, nos retoma el valor del voltaje de onda para un tiempo 

determinado y para cualesquiera de las dos ondas posibles. 

Function valor_e(Tiempo) As Double 
'nos calcula el voltaje de onda 
'en el tiempo "tiempo" y el tipo de onda 
'seleccionado l->escalón 2->exponenciales 
If TipodeOnda ~ 2 Then 

v ~ va' (Exp(-a • Tiempo) - Exp(-b' Tiempo)) 
Else 

v:::; vO 

End lf 
valor_e:::; v 

End Function 

La función unidad de Heaviside, nos retoma el número 1 si la onda existe y 

un cero si la onda no existe. 

Function heaviside(Tiempo, factor, distancia, velocidad) As Integer 
If Tiempo - (factor' distancia / velocidad) >~ O Then 

heaviside :::; 1 
Else 

heaviside :::; O 
End lf 

End Function 

La función pública" com_double" nos convierte el valor de la caja de texto a 

un valor numérico y posteriormente a un valor doble que es del tipo de variable 

que estamos ocupando en los cálculos; esta función es muy útil, cuando el usuario 

no introduce ningún valor en alguna caja de texto. 

Public Function com_double(valor) 
com_double ~ CDbl(Val(valor)) 

End Function 

144 



Diseño del Sistema de Cálculo 

Para hacer posible la entrada de datos de forma automática, deberemos 

tener otra función que lea los datos directamente de la base de datos, como se 

muestra a continuación: 

Public Function CopiaDatosSirnple(VarForm As Forrn) 
GridDatos.Col = 17 
If Val(GridDatos.Text) <> Tipo_de_Linea Then 

tipol = ObtenTipoLinea(Val(GridDatos.Text)) 
tipo2 = ObtenTipoLinea(Tipo_de_Linea) 
mensaje = "El Registro tiene datos para el Cálculo de " + tipol + Chr(13) 
mensaje = mensaje + "y tiene cargada la ventana para Calcular" + tipo2 

+ "." + Chr(13) 

Chr(13) 

Then 

mensaje = mensaje + "Probablemente le falten datos." + Chr(13) + 

mensaje = mensaje + "¿Quiere Continuar?" 
If MsgBox(rnensaje, vbQuestion + vbYesNo, "Carga de Datos") = vbNo 

Exit Function 
End If 

End If 
With VarForm 

GridDatos.Col = 1 
.txtvO.Text = com_double(GridDatos.Text) 
GridDatos.Col = 2 
.txta.Text = com_double(GridDatos.Text) 
GridDatos.Col = 3 
.txtb.Text = com_double(GridDatos.Text) 
GridDatos.Col = 4 
.txtv.Text = corn_double(GridDatos.Text) 
GridDatos.Col = 5 
.Txtzf.Text = corn_double(GridDatos.Text) 
GridDatos.Col = 6 
.txtzO.Text = com_double(GridDatos.Text) 
GridDatos.Col = 7 
.txtzt.Text = corn_double(GridDatos.Text) 
GridDatos.Col = 9 
.txtd.Text = corn_double(GridDatos.Text) 
GridDatos.Col = 10 
.txtr.Text = corn_double(GridDatos.Text) 
GridDatos.Col = 11 
.txtt.Text = corn_double(GridDatos.Text) 
GridDatos.Col = 12 
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.txtincremento.Text = com_double(GridDatos.Text) 
GridDatos.Col = 13 
TipodeOnda = Val(GridDatos.Text) 
lf TipodeOnda = 1 Then 

old_a = com_double(.txta.Text) 
old_b = com_double(.txtb.Text) 
.txta.Enabled = False 
.txtb.Enabled = False 
.txta.Text = O 
.txtb.Text = O 
.OLE2.Visible = True 
.OLEl.Visible = False 
.BtoCalculaOnda.Enabled = False 
.ol(O).Enabled = False 
.o2(O).Enabled = True 

Else 
.txta.Enabled = True 
.txtb.Enabled = True 
.oLE2.Yisible = False 
.OLEl.Visible = True 
.BtoCalculaOnda.Enabled = True 
.ol(O).Enabled = True 
.o2(O).Enabled = False 

End If 
End With 
UnloadMe 

End Function 

La comparación de datos agregará los resultados obtenidos a otra 

cuadricula, de donde se obtendrán los datos para poder graficar y comparar los 

resultados obtenidos. El listado de la función para agregar los datos se muestra a 

continuación. 

Public Function AnexarDatos(VarForm As Form, TipoLin As Integer) 
NumerodeCalculos = NumerodeCalculos + 1 
With Compararresultados.grdcomparar 

.Cols = 1 + NumerodeCalculos 

.Col = NumerodeCalculos 

.Row=O 

146 



Diseno del Sistema de Cálculo 

.Text = "Cálculo" + Trim(Str(NumerodeCalculos)) 

.Row = 1 

.Text = VarForm.txtvO 

.Row=2 

.Text = VarForm.txta 

.Row =3 

.Text = VarForm.txtb 

.Row=4 

.Text = VarForm.txtv 

.Row=5 

.Text = VarForm.txtd 

.Row=6 

.Text = VarForm.Txtzf 

.Row=7 

.Text = VarForm.txtzO 

.Row=8 

.CellFontName = "symbol" 

.Text = VarForm.txtzt 

.Row = 9 

.Text = VarForm.txtr 

.Row = 10 

.Tex! = IIf(TipodeOnda = 1, "Escalón", "Exponencial") 

.Row= 11 

.Text = ObtenTipoLinea(Tipo_de_Linea) 
rengrid = 12 
If TipoLin = 2 Then 

.Row = 13 

.Text = VarForm.txtv2 

.Row = 14 

.Text = VarForm.txtD2 

.Row = 15 

.Text; VarForm.txtzs 

.Row = 16 

.Text = VarForm.txtR2 
rengrid = 17 

EndIf 
VarForm.grid1.Col = 2 
For ren = rengrid To rengrid + VarForm.gridl.Rows - 2 

If .Rows < ren + 1 Then 
.Rows ; ren + 1 

End If 
.Row; ren 
'.Col =0 
'.Text = ren -12 
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.Col; O 
VarForm.gridl.Col; 1 
VarForm.gridl.Row; ren - (rengrid - 1) 
.Text; VarForm.gridl.Text 
.Col ; NumerodeCalculos 
VarForm.gridl.Col ; 2 
VarForm.grid1.Row; ren - (rengrid -1) 
.Text; VarForm.gridl.Text 

Next ren 
End With 

End Function 

4.3. OPERACiÓN DEL SISTEMA 

Para comenzar con operación del sistema veamos la siguiente figura. 

Figura 16. Ventana Principal de Sistema. 
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Las partes principales del sistema serán el menú principal, la barra de 

herramientas y la barra de estado. El menú principal constará de cuatro opciones, 

la primera opción es menú archivo y tiene las opciones tal y como se muestran en 

la figura siguiente. 

Figura 17. Menú Archivo. 

La primera opción (Base de Datos) abre la ventana de la base de datos 

(figura 17) donde se pueden ver todos los registro almacenados y borrar aquellos 

registros que no deseemos; también nos permitirá mandar los datos almacenados a 

las cajas de texto de los datos de la opción de cálculo activa, para calcular los 

resultados; cabe mencionar que esto último se logra con un doble die sobre el 

registro, pero solo se realiza cuando existe activa una ventana de cálculo, la cual la 

compara con el tipo de datos almacenados, previniendo si la opción de cálculo 

activa no es la misma desde donde se grabaron los datos, debido a que cabe la 

posibilidad de que falte a 19ún da to si no es la misma opción. 
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'e 

Figura 18. Base de Datos. 

La segunda opción (Grabar), la cual por defecto esta desactivada, solo se 

activará al entrar en alguna opción de cálculo y grabará los datos en la base de 

datos directamente de las caJas de texto donde previamente se tendrán que 

introducir los valores correspondientes; al activar la opción nos preguntará el 

nombre que identifique los datos introducidos, además guardara datos como son 

el tipo de cálculo en que nos encontramos para poderlo reproducir en otra ocasión. 

La tercera opción (Imprimir), también estará desactivada hasta entrar una 

opción de cálculo y nos mandara los datos a un reporte que podremos revisar en 

pantalla y posteriormente mandar a la impresora. 

150 



Operación del Sistema 

La cuarta opción (Calcular), que también estará desactivada, sirve para 

comenzar el proceso de calculo de resultados de la opción de cálculo activa. 

Las siguientes opciones del menú principal Tensión y Corriente, son casi 

idénticas en sus estructuras, donde primero se selecciona el tipo de línea y 

posteriormente que parte de la línea se estudiará; la única diferencia existente 

entre el menú de tensión y el menú de corriente es la tercera opción de una línea 

simple, que en la tensión es un circuito abierto y en la corriente un corto circuito. 

F.igura 19. Menú Tensión 

Los procesos de cálculo son muy idénticos unos a otros, por lo que, solo se 

describirá el proceso para calcular la tensión en el punto de transición de una línea 

compuesta; los datos se ingresaran en las cajas de texto que correspondan, según la 

figura mostrada en la misma ventana, figura 19. 
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Figura 20. Ventana de cálculo en el punto de transición de una línea compuesta 

La sección superior de esta ventana, tiene que ver con la onda que se va a 

estudiar. El sistema cuenta con· dos tipos de onda, donde la primera es para ondas 

cuya ecuación es V = Vo(e- at _e-bf)y la segunda para ondas conocidas como la 

escalón; se ingresan los datos referentes a la onda en cuestión, así como la 

velocidad de la onda en cada línea, esta sección también cuenta con un botón de 

"Calcular Onda", la cual se activa cuando seleccionamos el primer tipo de onda; su 

operación se describirá más adelante. En la sección inferior se introducen los datos 

referentes al sistema, como son: la longitud, las impedancias y las resistencias de 

las dos lfueas, la impedancia de la fuente y la impedancia de la carga, y del lado 

derecho de esta sección, se introducen los datos del tiempo al que se quiere 
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calcular la tensión y el incremento de este, para realizar una serie de cálculos desde 

un tiempo igual a cero hasta el tiempo introducido. Por último tenemos dos 

botones: uno para iniciar el cálculo y otro para salir de la opción. 

El botón para iniciar el cálculo, nos habilita en la barra de herramientas del 

lado derecho una barra de progreso para indicar el avance de los cálculos; cabe 

mencionar que la barra avanza conforme se realizan los cálculos y estos se van 

haciendo cada vez más complejos conforme incrementa el tiempo, debido a que 

realiza los cálculos con un mayor número de componentes. Otra función que bien 

vale la pena mencionar es la opción del tiempo que transcurre mientras se realizan 

los cálculos, función que nos da un tiempo de un minuto y medio para terminar los 

cálculos, o de lo contrario manda un mensaje indicando el tiempo transcurrido, los 

cálculos que lleva realizados hasta el momento, los cálculos que le faltan y por 

último el número de componentes que le faltan por resolver, esto tiene la finalidad 

de cortar un proceso si este se tarda demasiado y mandar los resultados calculados 

hasta ese momento a la cuadricula de resultados; el límite del sistema para poder 

graficar los datos es de 5000 cálculos, no así para la matriz de resultados, que 

depende exclusivamente de la memoria disponible de la propia computadora. 

En la figura siguiente se muestra la sección de resultados, donde en la parte 

superior se muestran los coeficientes de transmisión y reflexión y una cuadricula 

de resultados. 
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Figura 21. Sección de Resultados. 

Por último tendremos en otra ventana la gráfica de los resultados obtenidos 

(figura 21), esta gráfica la podemos imprimir, expandir, quitar o poner las líneas 

horizontales y/o verticales, colbcar o quitar marcadores y colocar o quitar barras; 

todo esto se logra con un menú emergente que aparece al dar un die derecho sobre 

cualquier área dentro de la gráfica. 

Tensión en el Punto de Transición de una Linea Compuesta 

,.~. ~lA 1=1 
0123456 

Tiempo 

Figura 22. Gráfica de Resultados. 
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Una vez calculados los resultados se pueden mandar a la ventana de 

comparación de datos, activando la comparación con un die sobre el icono de la 

gráfica que aparece en la barra de estado que se muestra en figura siguiente. 

Figura 23. Comparación Activada. 

Una vez activada la comparación se muestran otros dos iconos de los cuales, 

el icono de la computadora nos muestra la ventana y el icono de la sumatoria nos 

manda los resultados a la ventana de comparaciones; esta ventana se describe a 

continuación. 

-- -"-.,,,-::-IliI'IB!l!l- --.. - ,. -- ----
, ,i ., , ,~ ti' 

Gráfica Comparativa 

/~, 

Figura 24. Ventana de Comparaciones 
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Esta ventana nos da la posibilidad de comparar gráficas, para ver el 

comportamiento de la onda con algunos cambios en los datos. También tenemos la 

opción de ver los datos con los cuales se realizan las gráficas (figura 24) y ocultar la 

ventana para poder agregar más resultados. 

o O 

300 300 

0.3 0.3 

O 10 

40 40 
~ 

33.3 33.3 

Escalón . Escalón 

. en un Cta. Ab' V. en un Cta. V. en un Cto. 
O O 

155.7991 124.63928 

61.25491 79.25807 

118.62754 95.78139 

83.81188 89.76524 

104.9392. 91.95572 

Por último, el botón de calcular onda nos da la oportunidad de estudiar un 

sistema con una onda muy especifica; esta opción solo se activará cuando la onda 

seleccionada sea del tipo exponencial creciente-decreciente, para lo cual partimos 

de la siguiente figura. 
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Valm" Pito 

'IR Valm" P.:"::'j--¡L_--+ ____ --"'t--... 

Figura 25. Datos para el Cálculo de Onda. 

En la ventana que se muestra en la figura anterior, se pude apreciar que los 

datos para calcular la onda serán: primero el valor pico de la onda, segundo el 

tiempo que tarda en llagar a ese valor pico y por último el tiempo que tarda en 

llegar a la mitad del valor pico; después de ingresar los datos y presionar el botón 

calcular, el sistema comienza a calcular los valores correspondientes para Va, a y b, 

de la expresión general de onda. Estos valores tendrán que dar los resultados que 

ingresamos en la primer ventana. Cabe adarar que debido a la complejidad de la 

ecuación y la exactitud que maneja la computadora, en algunas ocasiones no llega 

a un resultado final por ocurrir un desborde y esto detiene el proceso de cálculo. 

Sin embargo, el sistema nos preguntará si queremos los resultados obtenidos hasta 

un instante antes del error y mediante la ventana de comprobación nos permitirá 
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llegar al resultado final por un método de sustitución; para explicar este proceso 

veamos las siguiente figura. 

i~-r,~;;,~~¡¡f':;;~~~'~~------------------­
.:~r.;~..-J .'l}¡}~~H:~ 

:) ~ ·.'(f~.~·!rl_ 

:~! _ :·íj\~Ü:_ 

~1~1~1~1 

Figura 26. Tabla de Resultados del Cálculo de Onda. 

Como se puede apreciar en la figura, los resultados obtenidos hasta antes 

del error son los valores de la izquierda y los valores de la derecha son el valor del 

voltaje a 1.5fts, el valor medio a 70fts y el tercero el valor pico, que debe de 

coincidir en tiempo y cantidad al primero. Sin embargo, estos valores obtenidos 

dejan una pequeña diferencia en valor a 70fts: el resultado debería de ser 100,000 

cerrados; la diferencia aunque es despreciable, para la computadora no es criterio a 

tomarse en cuenta. Si se requiere valores más exactos, se pueden modificar 

directamente en las cajas de texto del lado izquierdo y presionar el botón 

comprobar; este botón nos gráfica la ecuación (figura 26) y además vuelve a 

calcular los valores de la izquierda; esto lo podemos repetir cuantas veces sea 

necesario. Otra forma es presionar el botón de datos, el cual nos regresa a la primer 

ventana; pero ahora toma como valores iniciales los que tenemos en esta ventana, 

el botón de cancelar nos regresa a la ventana de datos, pero sin alterar los valores 
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iniciales y por último el botón de aceptar nos regresa a la ventana de cálculo activa 

con los valores de la onda que tenemos en ese momento. 

Voltaje 

Figura 27. Gráfica de la Onda. 

4.3.1 SOLUCiÓN DE PROBLEMAS 

Para ver en un sentido práctico, a toda esta explicación, procedamos a 

resolver los problemas planteados al inicio de este capítulo. 

Problema 1 

Se tiene un tramo de línea de 300 metros de longitud, con una impedancia 

característica de 40 Q Y una resistencia efectiva de 33.3 Q/km. En un extremo de la 

línea se conecta una batería con un valor f,e.m. de 100 volts cuya resistencia 
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interna es cero; en el otro extremo se encuentra abierto en el punto A como lo 

indica la figura 28. 

Datos de la línea. 

• Longitud 0.3 km. 

• Resistencia Efectiva 33.3 n/km 

• Impedancia Característica 40 Q 

Datos de la Fuente. 

• Impedancia O n 

• Voltaje 100 Volts 

Los datos se ingresan al sistema como lo indica la siguiente figura. 

Zol "'1101 
'-------' 

IKM) 

Figura 28. Datos del Problema 1. 

Al ingresar los datos l la ventana del sistema será igual a la mostrada en la 

figura anterior; solo resta presionar el botón calcular. 
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Figura 29. Resultados del Problema 1. 

Tensión en un Circuito Abierto de una UneaSimple 

Volt* :~~~71 1'1 i~/I I~ -1 1 
0123456769 

Tiempo 

Figura 30. Gráfica del Problema 1. 

Listo, ahora solo resta imprimir los resultados y comparar éstos con los 

mostrados en la figura 29 (contra la tabla de resultados del primer problema al 

inicio del capítulo). 

Problema 2 

Se tiene un sistema compuesto por una línea aérea conectada a un cable, 

ambos de una fase y sin pérdidas, con las características siguientes: para la línea 

aérea se tiene una impedancia 20 = 4000, la onda viaja sobre ésta a una velocidad 
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de v L = 3xlO' m y tiene una longitud de 30 km; para el cable la impedancia es 
seg 

2 T = 100n, la velocidad de la onda es ve = 2xlO' m y su longitud de 20 km. La 
seg 

impedancia de la fuente es igual a la de la línea 2 f = 20 Y la impedancia de carga 

es dos veces la del cable Zs = 2Zr = 200n; en el extremo transmisor se le conecta 

una fuente de un valor f.e.m. de 100 volts. Dibujar el perfil de voltajes para el 

intervalo O " t " 0.6 milisegundos en el punto de transición. 

Datos de la línea Aérea. 

• Longitud 30 km. 

• Resistencia Efectiva O n/km 

• Impedancia Característica 400 n 

• Velocidad de la onda 300 KM/ms 

Datos del Cable. 

• Longitud 20 km. 

• Resistencia Efectiva O n/km 

• Impedancia Característica 100 n 

• Velocidad de la onda 200 km/ms 

Datos de la Fuente. 

• Impedancia 400 n 

• Voltaje 100 Volts 
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Ingresar los datos como lo indica la figura siguiente: 

zTIL --"'" 

Z, Inl z. 101 

01 IllIkml Al Olllllkml 

Figura 31. Datos Problema 2 

De la misma forma que el problema anterior, solo resta presionar el botón 

calcular y obtendremos los resultados siguientes: 

Figura 32. Resultados del problema 2. 
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Tensión en el Punto de Transición de una Línea Compuesta 

v.,.. ijbd 1=1 1 1 1 1 1 1 
0123456789 

Tiempo 

Figura 33. Gráfica del Problema 2. 
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Conclusiones 

De lo anteriormente expuesto, podemos concluir que las ecuaciones 

cumplen cabalmente con los objetivos, son sencillas, están bajo un enfoque lógico, 

de fácil de aplicación, se les dio una interpretación física, etc. Sin embargo estas 

ecuaciones obtenidas tienen la peculiaridad de crecer en tamaño a medida que el 

intervalo del tiempo aumenta, esto trae como consecuencia que las ecuaciones se 

vuelvan muy laboriosas, y sobre todo que, para tener un análisis de las ondas 

viajeras en líneas de transmisión, necesitamos tomar en cuenta diferentes 

resultados a intervalos de tiempos distintos o diferentes resultados con un mismo 

valor del tiempo pero diferentes impedancias, como se vio en los problemas 

resueltos al obtener el perfil de voltajes; esto en gran medida lo solucionamos con 

el sistema presentado, el cual soporta ecuaciones hasta de 10,000 términos por 

ecuación y podernos estudiar las ondas con rangos de tiempos que nos arrojen 

hasta 5,000 resultados con sus respectivas gráficas, y sin límite si se trata de los 

puros resultados (el límite será la capacidad de memoria disponible en la propia 

computadora donde se ejecute el sistema); también se pueden introducir tiempos 

pequeños del orden de los microsegundos o tan grandes como segundos. 

Este trabajo se puede continuar para obtener ecuaciones para encontrar la 

tensión y la corriente en líneas trifásicas, líneas compuestas de más de dos 

componentes y agregar distorsión a las ondas en esrudio. Las ecuaciones aquí 

descritas se puede llevar hasta el terreno de las telecomunicaciones. 
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