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Introducción 

La mayor parte de las \"ibraciones mecánicas encontradas en aplicaciones de ingeniería 

mecánica pueden representarse con un movimiento armónico simplP v muchas otras. aunque 

de un tipo diferente, pueden aproximarse a dicho movimiento armónirn simple siempre que su 

amplitud permanezca constante. Un ejemplo típico de esto es un péndulo simple, que consiste 

en una plomada de masa m unida a una cuerda de longitud L que puede oscilar en un plano 

vertical, donde se aprecia que en un tiempo dado t, Ja cuerda forma nn ángulo determinado 

con la vertical cuando se le excita con una fuerza. Plasmando esto en una aplicación práctica, 

se considera el caso de un teleférico, donde es posible notar el efecto explicado anteriormente. 

El contar con un equipo de esta naturaleza para usos de transporte ha generado la necesi

dad de minimizar las oscilaciones del teleférico por razones de comodidad y seguridad para 

los ocupantes. Esta minimización también se puede reflejar en una nota ble disminución de los 

esfuerzos a los que estén sometidos los elementos mecánicos que componen el sistema. 

Este es el motivo de la realización del presente trabajo: la implantación de un amortiguador 

pasivo en un teleférico, es decir. adicionar al péndulo (cuyas dimensiones están dadas) una 

estructura adicional amortiguadora para atenuar las oscilaciones producidas por excitaciones 

externas. Una alta efectividad en el amortiguador depende del miar que tomen sus parámetros 

físicos, tales como peso, localización de sus componentes, etc. Cna alternativa para determinar 

el mejor conjunto de parámetros requiere del modelado mateimítico por medio de la dinámica 

del sistema, así como el uso de técnicas de control y optimación. 

El caracter pasivo en la estructura amortiguadora se debe a que su funcionamiento no 

requiere de un suministro externo de energía. sino que dicho funcionamiento será producto del 

movimiento oscilatorio de la góndola y de Ja gravedad, el que pro,·ocaní el movimiento de la 

masa de contrapeso que se desliza en el riel y que es controlada por el arnortiguador y el resorte. 

los cuales son elementos dicha estructura. El amortiguador activo es aquel que si requiere de un 

suministro externo de energía. esta clase de absorbedor no será tratada en el presente trabajo. 
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Figura A: Sistema teleférico con estructura amortiguadora 

Como se muestra en la figura A, el sistema consta de una góndola de masa m 1 y de una 

estructura que une la góndola al cable, además, en esta estructura. sP ooncuentra un perfil recto 

o riel, a través del cual se desliza una masa m 2 conectada a un resortP de constante K y un 

amortiguador de constante c. La descripción más detallada del sistema se hace posteriormente. 

Lo que se busca con esta idea es lograr minimizar en forma óptinrn las oscilaciones de la 

góndola debidas al viento. en otras palabras, lograr que el sistema las amortigüe óptimamente. 

El funcionamiento de este sistema consiste en que, al existir una •'xcitación que mueva la 

góndola, ésta comenzará a oscilar, entonces el sistema absorbedor funcionará de tal manera 

que la masa de equilibrio (masa m 2 ) se moverá en dirección contraria d la góndola. Esta masa, 

pequeña relativamente hablando. junto con el efecto del resorte v el amortiguador deben lograr 

que todo el sistema oscile en menor medida alcanzándose un amortiguamiento adecuado. 

Es muy importante tener en cuenta que es necesario estudiar el si:.:terna en consideración de 

la manera más detallada posible. indicando claramente cuales son los objetivos, las restricciones 

y que se puede hacer, corno encontrar interrelaciones existentes. alternativas posibles, limitación 

del tiempo. etc. Por lo tanto. la formulación es crucial, al igual qup plantear el problema de 

manera tal que pueda ser analizado adecuadamente. 

Por ello, es necesario representar al sistema matemáticamente. ya <¡lll' el modelo matemático 

revela relaciones importantes de causa efecto. señalando de esta forma cualquier dato adicional 

que pudiera ser de importancia para el estudio. Un buen modelo es aq1wl que predice los efectos 
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de las diferentes alternativas con suficiente exactitud corno para realizar una buena evaluación 

al obtener los resultados. 

El hecho de crear aproximaciones mediante modelO:' qtw de:-crihan el comportamiento y 

las condiciones en las que funcionan los sistemas, hacen po.<ible una mejor comprensión del 

fenómeno para poder estudiarlo minuciosamente. La razón de la explicación anterior es hacer 

notar que en este trabajo se obtendrán las ecuaciones de mo,·imienro del sistema y con ayuda 

de la computa.dora como útil herramienta., optimizar numéricamente <'l amortiguador y validar 

su comportamiento en simulación. 

Aunque es sabido que los modelos matemáticos ayuda.11 a la obtenc·i1"n1 de soluciones óptimas. 

dichas soluciones son óptimas con respecto al modelo empleado. pero Pn este trabajo se busca 

ajustar dicha solución a los térnúnos prácticos de la realidad mediante la interpretación y 

discusión de los resultados. considerando que éstos tengan carácter dP ideal matemático. real 

simulado y técnicamente construible. Dado lo anterior, 10:' principale;: objetivos en este trabajo 

son: 

• Deten1únar las ecuaciones de movimiento que describan el comportamiento del sistema. 

• Encontrar los valores óptimos del sistema péndulo-amortiguador de oscilaciones para que 

el sistema amortigüe óptimamente mediante la solución numérica al problema. 

• Validar los resultados obtenidos con el modelo en simulación. 

• Indicar cual es el mejor atenuador dentro de la clase de;:crita pur el modelo. 

En el capitulo 1 se obtiene el modelo matemático no lineal del ;:istema mediante uno de los 

métodos de energía (método de Lagrange), continuando despué;: a uonnalizar y lineal.izar las 

ecuaciones del sistema, _expresándolas en términos de la función de tran;:fprencia y en variables 

de estado. :\lencionando además los casos de amplitud y aceleracióu augular considerados en 

el modelado del sistema pendular. 

En el capítulo 2 se diseiia el absorbedor de oscilaciones mediante la optimización. basándose 

en el concepto de la norma Hx y usando el paquete Matlab para la obtención de la solución 

numérica del problema. 

En el capítulo 3 se presentan los resultados validados en simulación. así como los beneficios 

del amortiguador pa.5ivo. 

Por último, en el capítulo 4 se muestra. el resumen de las conclusiones de este trabajo. 
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Capítulo 1 

Modelo del sistema pendular 

Una clase específica de sistemas, para los cuales las estrategias de di>«"Üo de amortiguadores 

es un tema activo de investigación, es la de aquellos que se pueden denominar sistemas pendu

lares. Estos se pueden modelar básicamente como un péndulo simple\". por ende, son altamente 

oscilatorios. Algunos ejemplos de este tipo de sistemas son: las góndolas para transportes de 

pasajeros en sistemas de teleféricos; los sistemas de grúas colgantes de 1m cable y, a manera de 

péndulo invertido las plataformas marinas para la extracción de petróleo: etc. 

En este capítulo se describe el procedimiento utilizado para obtenPr PI modelo matemático 

no lineal del sistema pendular. el cual se basa en la ecuación de Lagrange. Dicho modelo será 

normalizado, linealizado y expresado en términos de la función dP trnIL-"ferencia y variables de 

estado. Además se explica la obtención de dos funciones de transferPncia en el modelado, una 

con base en la posición de la góndola y la otra con base en su aceleración. 

1.1 Descripción general del modelo 

Para dar inicio a este trabajo, es indispensable conocer muy bien PI sistema a examinar. 

Este consta de un péndulo simple (góndola y barra que penden del cable) y una estructura 

atenuadora, que está constituida por un riel. una masa de contrap•'"º m 2 . un resorte y un 

amortiguador. El objetivo del atenuador es disminuir ya sea la mnplitud o la aceleración de la 

oscilación. 

El sistema péndulo-amortiguador (Figura 1.1) se compone de u1w góndola de masa m 1, 

además entre el origen que es el cable (sitio de donde pende todo el sistema) y la góndola, se 

encuentra un perfil recto o riel, a través del cual se desliza una masa m 2 articulada a un resorte 
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de constante K y a un amortiguador de constante c. Ademüs. si el pél!dnlo es excitado con una 

fuerza (que en este caso es el ,·iento o el deslizamiento por el cable de rransporte), se producen 

como resultado oscilaciones que generan el ángulo 9 1 con respecto a l" n'rtical. Por otro lado, 

la distancia entre el cable y la góndola es 11, la distancia del cable al C•'ntro de masa en m 2 es l 

, ú y u son la velocidad y la posición respectivamente con la que se cl•':'plaza m 2 con respecto 

a la línea que se describe desde el origen a la góndola. A continuacióll dP presenta un esquema 

general del sistema pendular junto con las definiciones de las ,·ariabl<'=' _,. constantes asignadas 

al modelo. 

-r 

/ 

~11 
\ m¡ 

F---'------''3>'\ -;-
(x 1.y 1) 

\------------
viento 

X g 

Figura 1.1: Sistema pendular 



6 

m 1 masa ele la góndola (Kg) 

m2 masa ele equilibrio o contrapeso en la estructura amon ignadorn (Kg) 

l 1 distancia del ca ble u origen a la góndola ( m) 

distancia del origen a la estructura amortiguadora ( m) 

81 ángulo de la góndola con respecto a la vertical (rnd) 

O origen del sistema referencial fijo [x.y] y sección transver,:;1l del cable 

x 1 coordenada de la góndola con respecto a la ,-ertical :eje x: (m) 

y1 coordenada de la góndola con respecto a la horizontal :ej<' .< (m) 

x2 coordenada del contrapeso m2 con respecto a la ,-errical :'°.i'' x] (m) 

y2 coordenada del contrapeso m2 con respecto a la horizontal :eje x] (m) 

u posición relativa con la que se desplaza m2 sobre el riel c•m respecto 

a la línea que se describe entre el origen y la góndola ( m J 

K constante de resorte en la estructura amortiguadora (:\ m J 

e constante de fricción viscosa del amortiguador en la estructura atenuadora (N s/m) 

g aceleración debida a la gravedad (m/s2) 

F fuerza debida al viento (N) 

Es necesario aclarar que la barra rígida que une a la góndola v al cable u origen, no tendrá 

masa, esto para efectos del modelado. Además el amortiguador inch1ve una fricción entre la 

masa rn2 y el riel, con el fin de disipar energía, y una fuerza de resorrP que tiende a restituir a 

la masa rn2 a la posición de equilibrio. 

1.2 Método de Lagrange 

Existen ,·arios métodos para la obtención de un modelo matemático de un sistema mecánico. 

por ejemplo el método de D' Alembert en donde se realizan balances ele fuerzas y de momentos. 

que sirven para establecer las ecuaciones de movimiento del sistema. Orra alternativa son los 

métodos basados en conceptos de energía. Existen entre otros: el método de conservación 

de energía. el método de Rayleigh y el método o ecuación de Lagrauge. En estos métodos 

de energía se hace uso de las expresiones matemáticas de la energfa cinética y de la energía 

potencial del sistema en cuestión, para obtener. mediante manipulacioues algebraicas sencillas, 

las ecuaciones de movimiento del sistema. Cabe mencionar que en la mayoría de los casos 

resulta más sencilla la aplicación de los métodos de energía que la r<'alización de los balances 

de fuerzas y momentos. 
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El método de Lagrange utiliza la energía para encontrar las Pcwwiones de movimiento de 

un sistema mecánico multicompuesto arbitrario. Para esto. en priucipio todos los posibles 

movimientos del sistema tienen que ser definidos por las coordewrndas libres con respecto a 

referencias predefinidas: 

X;, i=l,2, ... ,k 

En caso de existir relaciones geométricas y/o cinemáticas en uu sist<·'11ia mecánico, el número 

de coordenadas necesarias para describir el movimiento es reducido por el número de relaciones 

o condiciones restricti\"as rr . Las coordenadas se denotan como coordeuadas generalizadas: 

. . - 1 ? \ q), J - , -, ... ," 

El número de coordenas independientes está dado por el grado de libertad: 

-\=k-rr 

Para el sistema en particular del péndulo-amortiguador pasi\"O no n'snlta conveniente utilizar 

el método de D' Alembert y el método de Rayleigh. pues este se tratad<' 1111 sistema que involucra 

un movimiento relativo entre sus componentes. 

Por otro lado. la aplicación de los dos primeros métodos de energÍi1 antes mencionados. se 

limita a sistemas conservativos, es decir, sistemas donde no existe o d1•sprecia la disipación de 

energía. 

El método o ecuación de Lagrange [Dimarogonas. 1992] tiene la ,·entaja de la sencillez 

sobre los demás métodos de energía y además permite incluir términos dr disipación de energía 

obteniéndose de esta manera un modelo mas realista del sistema. Por este motivo se utiliza 

a continuación este método para la obtención de las ecuaciones que describen la dinámica del 

sistema pendular. 
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Se describe brevemente la forma en que se deriva la ecuación e k Lagrnngc en su repre

sentación escalar. Se parte de la ecuación de la segunda ley de :'\c\\1011 ,;implificada, asumiendo 

solamente un desplazamiento en el eje de las x: 

mi= F ( 1.1) 

Donde F es la suma de todas las fuerzas externas en dirección de .r. Para hacer un análisis 

más general se considera que una coordenada cualquiera q puede dc•,;cribir la posición de la 

partícula; sin embargo es claro que no es posible escribir directamente 111cj = F . Para encontrar 

la ecuación diferencial en términos del vector de la variable independiente q, se considera que 

existe una relación entre el desplazamiento x y el vector de coordena:< generalizadas, x = f(q). 

Es decir, se considera que el número de grados de libertad del sistern<1 es igual al número de 

coordenadas independientes necesarias para describir el comportmnie11rn del sistema. 

Con lo antes descrito. Ja segunda ley de Ne.,,1:on (1.1) se puede e,.;<-ribir como 

(1.2) 

Y considerando que i: es una función de q y t, se obtiene entonce,.; 

ax _ ~ (ª!. af) 
a<¡ - a<¡ aq q + 8t 

Además como f(q) no depende explícitamente del tiempo t. la cleri,«t<la de f(q) con respecto 

al tiempo se anula, por lo tanto 

Por lo que se puede escribir: 



.. af 
.r aq 
.. ax 
X- = ai¡ 

9 

.. ax 
x-ai¡ 
d ( ax) d (ª'¡') 
dt x aq - x dt a,¡ 

Planteando que el segundo término de la derecha en la anterior expresión se puede escribir 

como 

modificando la ecuación a 

ax ax ax 
ai¡ = ~ = aq 

x a J = .'!:_ (x ax ) 
aq dt ªª 

. a:r 
-.raq 

.i a f = .'!:... [!__ (~:r2)] _ !__ (~,;,2) 
aq dt ªª 2 aq 2 

Si se considera que la energía cinética está dada por la expresión T = ~ m.i·2 la ecuación ( 1.1) 

puede transformarse, con la a\'uda de (1.2) en la ecuación de Lagrangc' de la siguiente forma: 

Además el lado derecho de la ecuación anterior puede escribirse como 
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que es equivalente al gradiente del trabajo de las fuerzas externa." con respecto a la coorde

nada q, º~~·. donde la diferencial del trabajo de las fuerzas externas <' 1 l" se puede definir como 

el producto del vector de las fuerzas externas y una diferencial del ,.e«tnr de desplazamiento 

LüF = F · !::i.r (1.3) 

Algunas de las fuerzas existentes en los sistemas pueden ser expn'>'adas por medio de un 

potencial(\'), como las reacciones en resortes en función de la energía potencial. Por lo que se 

tiene 

av 
F t=--

po 8q 

Las fuerzas restantes son designadas como Fqn y la ecuación de Lagrnnge es expresada ahora 

como 

Como la energía potencial no depende explícitamente del tiempo (61 de r¡). es posible escribir 

la ecuación anterior como 

.:!_ (ªL) _ 8L _ F 
dt 8q 8q - qn 

donde L = T - V . que es la diferencia entre la energía cinética .'· la potencial y se define 

como la función Lagrangiana. 

Como la ecuación de Lagrange utiliza la energía para encontrar las Pniaciones de movimiento 

de un sistema mecánico multicompuesto, entonces Tes la smna ele las 1•11ergías cinéticas de cada 

uno de los cuerpos rígidos que componen el sistema. Para el i-ésimo cuerpo rígido, la energía 
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cinética es compuesta por la velocidad de translación del i-ésimo cent ro de masa y la rotación 

de la i-ésima alrededor del i-ésimo centro de masa: es decir. la suma d<' la energía cinética del 

cuerpo debido a un movimiento lineal y la energía cinética del nlÍ,u10 cuerpo debido a una 

rotación 

Rayleigh introdujo la función de disipación D = !cq2 en el término F,1,, para poder incluir 

fuerzas amortiguantes lineales proporcionales a la \·elocidad (¡ . Esta> fuerzas amortiguantes 

absorben la energía del sistema durante el movinlÍento. lo cual implica que el térnlÍno Fqn está 

dado por la diferencia 

Donde al término Qq se le denonlÍna fuerza generalizada para la coordenada q. 

En térnlÍnos de esta expresión, la ecuación de Lagrange puede •»nibirse de la siguiente 

forma 

(1.4) 

Para la determinación de Qq . el trabajo de las fuerzas externas n',;tantes (fuerzas no con

servativas y no disipativas) debe ser expresado como función de q v ,¡ _,. sus diferenciales, son 

estas fuerzas las que hay que considerar en la expresión del trabajo. •'cuación (1.3), pues son 

las únicas fuerzas que realizan trabajo. Un desplazanlÍento pequeüo 1'1¡ resultará en trabajo, 

dado por la expresión { Qq} óq .por lo que el térnlÍno entre corchetes ,,,, la fuerza generalizada 

para la coordenada q. 

Nótese que para la deducción de la ecuación de Lagrange en el ca,;o wctorial (movimiento 

en el espacio), se llega a la misma expresión que en el caso escalar o movimiento unidimensional 

(1.4). 
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1.3 Aplicación del método de Lagrange al sistema pen

dular 

De acuerdo con la figura 1.1 mostrada, el sistema consta ele dos coordenadas generalizadas 

(>. = 2), las cuales son: el ángulo del teleférico con respecto a la wrtical y las coordenadas 

de posición de la masa del contrapeso (m2). Nótese que son k = ~ rnorclenaclas con a = 2 

condiciones restrictivas. 

Esto nos lleva a tener .>. = k - a = 2 variables independientes. por lo tanto las coordenadas 

generalizadas seleccionadas son 

1.3.1 Energía cinética del sistema pendular 

Colocando un sistema de referencia cartesiano como el mostrado en la figura 1.1, se obtienen 

las posiciones de las masas 

x 1 = 11sin111 

Y1 = l1cos111 

x2 = l sin 111 + u cos 111 

y2 = l cos 111 - u sin 111 

Las derivadas con respecto al tiempo de cada una de las poo<icion"" PSt<in dadas por 

:i:1 = 11111cos111 

y1 = -11111 sinli1 

(1.5) 

(1.6) 

(l. 7) 



.i:2 = li1 1 cos 01 +u cos 01 - uiJ1 sin 01 

Y2 = -liJ1 sin01 - u sin 01 - uiJ1 cos tl 1 

Las magnitudes de las velocidades están dadas por 
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(1.8) 

(1.9) 

(1.10) 

y la energía cinética total del sistema se obtiene mediante la suma ele la energía cinética de 

cada masa: 

[l (. )2] [l ¡2·2 ·2 .,·2 .· -i T = 2m1 1161 + 2m 2 l 6 1 +u + u-6:-'- 21116:_ (1.11) 

1.3.2 Energía potencial del sistema pendular 

La energía potencial debida a la acción de la fuerza de gra,·edad P:'tiÍ dada por 

V= mg ó.h 

teniendo en el sistema pendular 
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V V1+Vi 

Vi = m¡g~h = m 1g(l1 - / 1 cosl:I¡) 

Vi = m2gD.h + Vresorte = mzg(l - l cos 1:11 +u sin 1111 + \ ~esarte 

El término V,.,orte existe por que debe considerarse que el resort<' es un elemento que al

macena energía, para calcular la energía potencial debida a la acción dPl resorte colocado en el 

amortiguador se considerará que éste es lineal y que su elongación E'>'t<i ciada por el cambio de 

su longitud medida sobre el riel 

V. 1 K z 
resorte= 2 U 

La energía potencial total se puede expresar por lo tanto ele la siguiente manera 

(1.12) 

1.3.3 Fuerzas disipativas del sistema 

Por simplicidad se supone que el péndulo sin amortiguador no disipa energía. es decir, que 

es un oscilador perfecto. Se considerará además que la disipación ele energía en el amortiguador 

es debida a una fricción viscosa, y que la fuerza responsable ele ésta e,; entonces proporcional a 

la velocidad ele una partícula. La función disipativa considerada será por lo tanto 

D = ~cil2 
2 

1.3.4 Fuerzas generalizadas del sistema 

(1.13) 

Se supondrá que la fuerza externa actúa solamente sobre el péndulo y no sobre el amor

tiguador. Esto es razonable en generaL ya que usualmente las fuerza;: dP perturbación son tales 

que afectan esencialmente al péndulo y no al amortiguador, ya que é,;tp es de menor volumen 

y/o masa que aquéL Si P (t) es la fuerza externa y r el desplazamiento (figura 1.2), entonces 



por 

o~----~,,.. 

r: distancia del cable 
--. a Ja góndola 

~I \ 

\ 
\ 

c-'í 
' _J ,_ góndola 

g 

Figura 1.2: Fuerza del viento en el sistema pendular 

r = l1senl11 

D.r 11D.111cos111 

y el diferencial del trabajo realizado por la fuerza es 

D.\V = F · D.r = P(t)l1 cosl1 1D.r 
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(1.14) 

Por lo tanto, la fuerza generalizada solamente tiene componente en la coordenada 11 1 dada 

Qe, = P (t) 11 cosl11 ( 1.15) 

Notando entonces que en la coordenada u será nula, es decir. 

(1.16) 
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1.4 Ecuaciones de movimiento 

Con base en las expresiones (1.11), (1.12), (1.13), (l.15), (1.16). "'puede determinar el 

comportamiento del sistema en térnúnos de la ecuación de Lagrange. <'rnación (1.4), realizando 

las diferenciales correspondientes a los casos de las dos coordenadas ge1JPralizadas y con respecto 

al tiempo. A continuación se muestra el desarrollo que conduce a Ja,- <'rnaciones que describen 

la dinánúca del sistema. 

Considerando que la diferencia de las energía cinética y potencial totales sea 

L=T-V 

entonces, al sustituir (1.11) y (1.12) se tiene 

i ( e· ) 2 i (1"e· 2 • 2 "e· 2 ?/ . e· ) L = :¡m1 11 1 + :;¡m2 - 1 +u +u- 1 +:.. u 1 -

-m1gl 1 (1 - cos 11¡) - m 2g [(l (1 - rns (}¡) + 11 sin H,] - ~I<u2 

(1.17) 

Para el caso q1 = u se tiene entonces 

Sabiendo que Q" = O y teniendo en el sistema que D = ~cii 2 . por la existencia del 

amortiguador, entonces 

además, por otro lado 

BD = ~c(2u) =cu au. 2 

8L 1 ( . 2) . 1 . 
Bu = 2m2 2u(}1 - m 2g (sm (} 1) - '.i (2J, 11 J 

(}·2 . (} J( m 2u 1 - m 2g sm 1 - u 



8L 
au - ~m2 ( 2u + 21iJ1) 

m2u + m2Ul1 

derivando la expresión anterior con respecto al tiempo 

:t ( ~~) = ! ( m2u + m2IB1) 

m2ü + m2Ul1 
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Al sustituir las cuatro expresiones anteriores en ( 1.18) se llega a la ecuación de movimiento 

para este caso 

Igualmente, para el caso en que la coordenada generalizada '12 = B 1 se tiene 

donde 

{)L 

{)(}¡ 
-m1gl1sin01-m2g(lsin01 + ucosB¡} 

= - [m2gucos01 + (m 1gl1 + m2gl) sinBi] 

derivando la expresión anterior con respecto al tiempo 

(1.19) 

(1.20) 



d ( &L) 
dt &iJ l 

:t [(mili+ mz12) iJ1 + ( u
2

iJ1 + lú) 111 1) 

(mili+ mz12) ii1 + (1ü + u2ii1 + 2uitH1) m2 
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Esta serie de expresiones anteriores sustituidas en (1.20). aquí D = O y recordando la 

ecuación (1.15), conducen a 

reordenando términos, la ecuación de movimiento para este otro caso es 

(m1Ii+m2!2+m2u2) 81+ (1ü + 2uüB1) m2+m2gucos 9 1+ (m1gl1 +m2gl) sin 9 1 = Pl1 cos91 

(1.21) 

1.5 Normalización del modelo 

Con las ecuaciones que modelan la dinámica del sistema péndulo-amortiguador, y sabiendo 

que uno de los puntos a desarrollar en este trabajo es determinar el mejor atenuador de os

cilaciones (dentro de la clase descrita por el tipo de amortiguador pasivo empleado), ya sea a 

escala o tamaño reaL por ello se ha decidido realizar una reparametrización o normalización de 

las ecuaciones. Las ventajas de ello son las siguientes: 

l. La normalización permite conocer la relación entre los parámetros relernntes para el 

comportamiento clinámico del sistema. 

2. Permite escalar y reducir parámetros en el modelo, lo que hau' n1<ís manejables las ex

pres10nes. 

Una condición importante es que las transformaciones efectuadas en la normalización deben 

mantener el comportamiento dinámico del sistema. 
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Dados estos pw1tos, y con las ecuaciones (1.19) y (1.21) ele la sección anterior, se muestra 

a continuación el procedimiento seguido para lograr reparametrizar la~ ecuaciones del modelo. 

La expresión (1.21) se divide por (m11i), es decir, 

Definiendo las siguientes parámetros 

m2 
µ=

m¡ 

l 
).. = -

/¡ 

u 
v=-

11 

g 
¡=

/¡ 

1 
11' = -

m¡l¡ 

y sustituyendo (1.23) - (1.27) en (1.22) se llega a lo siguiente 

Para la ecuación (1.19), se divide por (m211) 

ü l.. u ·2 g . K u e u 
-+-111 --11 +-sml11 +--+--=0 
11 11 11 

1 11 m2l1 m2/1 

(1.22) 

(1.23) 

(1.24) 

(1.25) 

(1.26) 

(1.27) 

(1.28) 

( 1.29) 
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Proponiendo un par de relaciones más 

(1.30) 

(1.31) 

Sustituyendo (1.24). (1.25), (1.26), (1.30), (1.31) en la ecuación ( l.W) se obtiene 

(1.32) 

Las ecuaciones (1.28) y (1.32) representan el modelo normalizado de las ecuaciones de 

movimiento para el sistema péndulo-amortiguador pasivo. 

Las coordenadas generalizadas del sistema normalizado son O 1 y v . 

1.5.1 Descripción del modelo no lineal en variables de estado 

El comportamiento de cualquier sistema dinámico de panímetro;; ('Oncentrados se puede 

expresar por medio de un conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden. A este 

tipo de modelo se le conoce como representación en variables ele estado. Así. la representación 

general en variables de estado para un sistema dinámico lineal e im»iriante con el tiempo 

descrito por un conjunto de n ecuaciones diferenciales lineales. con 1111<1 sola entrada (p = 1), 

está dado por 

X1 ª11 ª12 a1n X1 /,1 

X2 ª21 ª22 a2n Xz b" (1.33) + ·ur 

Xn ª"1 an2 ann Xn b,, 

Donde n es el número de variables de estado y x 1 , x2 , .... Xn repr!>!'enta el conjunto de éstas 

que definen el vector de estados, a;i y b; son coeficientes constantes>. uT es la señal de entrada: 
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si se considera que la salida y del sistema depende linealmente del \"f'ctor de estados. ésta puede 

escribirse como 

y¡ C11 C12 C¡n X¡ d¡ 

Y2 C2¡ C22 C2n I2 dé 
= + "T (1.34) 

Yq Cq¡ Cq2 Cqn In dq 

Donde q indica el número de salidas del sistema y los coeficientes c,1 y d; son constantes. 

En forma compacta la representación (1.33) y (1.34) puede escribirse como 

i: =Ax+ Bu+ B1 1· (1.35) 

y= Cx + Du + D 11· (1.36) 

La entrada o acción del sistema ur se ha dividido en dos entradas. la que tiene control. 

denotada por u, y la otra, considerada como una perturbación 1·. sobre la cual no se tiene 

control y que en algunos casos puede despreciarse 

uT = u+v 

Las matrices A, B, B1• C. D, D 1 son matrices de coeficientes constantes de dimensiones 

apropiadas dependen del sistema considerado en particular. 

Como es usual. en el caso del sistema péndulo-amortiguador '"' necesario despejar las 

derivadas de mayor orden (01 y ü) de las ecuaciones normalizada:;. para que estas queden 

en términos de las de orden menor y así describir al sistema no lineal en \'ariables de estado. 

En ecuación (1.28) se despeja 11 1 
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-µ (.Xi"•+ 20111ú) - µ¡vcos8 1 - / (1 +µ>.\sin 81 + P;r cos81 

1 + µ>.2 + µv2 
(1.37) 81 = 

Esta expresión se sustituye en ( 1.32) y se despeja ü 

.. , [-µ(,\t:·+201vV -1r:vcos81-')'{l+µ>.)sin81+P1fcos9¡] ·' 
v + " 1 . .\ . 2 - 1 ·i)~ • -. sin li 1 + n.1 · + óú = O 

Tµ TµV 

'Ü = - (l+~v2 ) (-2µ0 1vú- µ¡vcos8 1 - ¡(l + µ>.)sin8 1 -,- P;rcose 1) + 

(
l-µ.\2.cµv2)( ·2 '8 ·) + · 1 ·I) - "'sm - i<v - óv l+µv2 1 / 1 

(1.38) 

La ecuación anterior es sustituida en (1.37). obteniendo así 

111 = [-2µ0 1 uv-µ~ucos1~;;21~:~;1»n91+Prrco•91] [ 1 + 1 +~:,] - (i!:,,) [i·fl~ _-¡sin g1 _ Kl' _ ÓÚ] 

(1.39) 

El sistema de ecuaciones de movimiento del sistema pendular que ,,. obtuvo anteriormente 

puede representarse de otra manera utilizando la construcción de un 111<JC!Plo de estado como el 

siguiente: 

x1 = v Posición de la relación dinámica 1 • 

x 2 = :i:1 = i• Velocidad de la relación dinámica 1 • 

i:2 = ü Aceleración de la relación dinámica 1 · 

x 3 = 81 Posición angular que describre la góndola 

x4 = :i:3 = 1) 1 Velocidad angular de 81 

i:4 = 81 Aceleración angular de 81 

Además, con el fin de simplificar las expresiones, se realizan las d0finiciones siguinetes 



a1 = 1 + µ>..2 

a2 = .\ 
a3 = ¡(1 + µ>..) 

a4 = µ¡ 

a5 = r 
a5 = 2µ 

ª' = µ.\ 
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(1.40) 

De esta manera se obtiene. a partir de las ecuaciones { Ll:', 1 y ( 1.39) la siguiente repre

sentación 

(1.41) 

X3 = X4 

X = [2(-a6X4X2xi-a4x1cosx3-a3sinx3+P:7cosx3)] [i + ~i:::-a ..... ] -

4 2a1+116x 1 :2-a?.ri 

- (
0
+2"' , ) [x1x¡ - a5 sin X3 - KX¡ - 6x2] 

- a5x 1 

Una de las limitantes de la teoría clásica de sistemas de control es el hecho de de no se puede 

manejar fácilmente los sistemas con no linealidades fuertes, sobre roclo d caso ele incertidumbres 

en los parámetros del modelo [Doyle. 1992]. Sin embargo, en el caso ele de las ecuaciones (1.41), 

dado que las no linealidades son del tipo suaves (sen(x), cos•I) . . r 2
). es posible linealizar el 

modelo, por lo que en la siguiente sección se muestra la técnica empleada para obtener el modelo 

lineal aproximado. 

1.5.2 Linealización del sistema 

Para el sistema pendular. las ecuaciones de movimiento obtenidas son no lineales y de 

segundo orden, pero se considera que el sistema opera con peque11as rnriaciones. cerca de un 

punto de funcionamiento, entonces es posible obtener un modelo lineal. 

En un modelo lineaL las desviaciones del estado con respecto al punto de operación son ahora 

las que definen el vector de estados: las ecuaciones se desarrollarán alrededor de un punto de 
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operación Xo y uo por medio de una serie de Taylor truncada despnr,; del primer término. En 

particular .. el punto de operación seleccionado es 

XJO o 
Xzo o 

XQ = uo=Po(f)=O 

X3Q o 
X4Q o 

el cual se torna como base para las \"ariaciones de .6x y 6u. C0rca de f'ste punto de operación 

son válidas las siguientes aproximaciones 

sin(x;):::: X;, para i = 1.2.3,4 

ros (x;):::: 1, para i = 1, 2, 3, 4 

Además para pequeñas des,·iaciones .6x y .6u del sistema. se tiene que la ecuación (1.41) 

se aproxima mediante 

tii::::: íJJI .6x+ ~1 L::.P(t) 
ox xo.Po(t) oP(t) xo.Po(tl 

lo cual puede escribirse de manera más compacta 

i: =Ax+ B P(t) (1.42) 

donde 

X¡ X¡ 

±2 X2 
X= X= 

X3 X3 

X4 X4 



A= 8/1 
8x xo.Po(t) 

B 8/ 1 

= 8P(t) xo.Po(t) 

Calculando las derivadas indicadas para el sistema pendular se tiene 

o 1 o o 

A= 
A21 A22 A23 A24 

o o o 1 

A41 A42 A43 A44 

B= 

25 

(l..!3) 

{l.44) 

donde A es la matriz ele estado y B la matriz ele entrada .. .\cle1rn\:i como las funciones en 

la entrada y la salida en este caso no involucran al tiempo explicita!ll<'nte. entonces se tiene un 

sistema invariante en el tiempo. 

Determinando las componentes de la matriz A que toman los siguientes ,·alares 
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o.i:• 1 a4 - = -- (1 + a 7a 2 ) + o7h-

ox¡ xo,Po(t) a¡ 

A _ oi:4 I _ ( a3) 
43 - OX3 xo,Po(t¡ - - a¡ ( 

2a7a2) o.3 1 + -- +a-a- = -- ( 1 - 11-a.,) - a-a-
2 ' o ¡ - ' 1 o 

(/ 1 

Así mismo, las componentes de la matriz B 

oi:4 I rr 
841 = DP = -;¡-- (1 + a 7a2) 

xo,Po(t) 1 

En el modelo de estado (1.41). el arreglo linealizado estü ciado pu1 

X¡= X2 

i:2 = [a2a4 - a 1n] :r¡ - [a1é] x2 + [a2a3 - a¡a5] X3 + [ü] .r4 - [al;;-: P(t) 

X3 = .r4 (L45) 

i:4- = [-!!< (1 +a-a.,)+ a-n] x 1 + [a-8] x2 -'- [--'!.l (1 +u-a.,) - a-a-J r 3 -'-
ª1 ' - ' ' ' a1 ' - ' .::i • '· ' 

+[O] x 4 + [ ~ (1 + a 7a 2 )] P(t) 
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Si la variable de interés es la posición de la góndola (x3 ). entone(',; l;i rnnditión de salida es 

y= Cx = x3 

que en términos matriciales puede escribirse 

X¡ 

y=[oo10] 

con esto. la descripción en variables de estado del sistema se reducf' a 

x = Ax+ B P(t) 

y = Cx 

x(to) xo 

(1.46) 

(1.47) 

y en términos del péndulo-amortiguador con las relaciones dimímica,; ( 1.23) - (1.21). (1.30) 

y ( 1.31) para la ecuación de entrada 

X¡ o 1 o I] X¡ 

X2 (.>-¡µ- K - KµA 2) -(l+µ.>- 2)b (.>--,--,) o .T2 
+ 

X3 o o o 1 X3 

X4 (-¡ + AK.) µ µ.>-b --, o X4 

( 1.48) 
o 

-.>-rr 
P(t) + o 

;r 
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1.5.3 Función de transferencia del sistema 

La función de transferencia de un sistema descrito por una ecu;wión diferencial lineal e 

invariante con el tiempo de define como el cociente de la tran,-fornia1!;, di' Laplace de la salida 

entre la transformada de La place de la entrada, bajo la suposición di'• ¡111• todas las condiciones 

iniciales son cero. 

La función de transferencia puede proporcionar información int<'r<'snnte sobre el sistema. 

como el saber si ex.iste estabilidad conocer los polos y ceros del sist<'ma y además proponer 

condiciones de estabilidad. La función de transferencia es una propil'd;id del sistema. indepen

diente de la magnitud y naturaleza de la entrada o función de excital"i•'m. incluye las unidades 

necesarias para relacionar la entrada con la salida: sin embargo. no proporciona información 

acerca de la estructura física del sistema. Si la función de tran:'fer•'ncia , .. , conocida. entonces se 

estudia la salida o respuesta para varias formas de entrada. pero ,.;i <',.;ta PS desconocida. puede 

establecerse experimentalmente entradas conocidas y estudiando la ,.;alida. Una wz estable

cida, la función de transferencia proporciona una descripción complNa de las características 

dinámicas del sistema. 

Cuando se tiene más de una entrada o más de una salida se habla del concepto de matriz 

de transferencia. La matriz de transferencia G(s) es aquella que rdaciona salida Y(s) y la 

ex.itación R( s) del modo 

Y(s) = G(s)R(s) 

Tomando la transformada de Laplace de las ecuaciones en el ('Sp;H·io de estados. se obtiene 

sX(s) - x(O) = AX(s) + BR(.s) (1.49) 

Y(s) = CX(s) + DR(s) (1.50) 

Si se considera x(O) =O y se despeja X(s) de (1.49) 



sX(s) - AX(s) + BR·s) 

sX(s) - AX(s) = BR(s) 

(s! - A)X(s) = BR(s) 

por tanto 

X(s) = (sl - A)- 1 BR(s) 

donde I es la matriz identidad. Sustituyendo (1.51) en (1.50) se llP~a a 

Y(s) = [C(s! - At1 B + D] R(s 1 

por lo que, la matriz de transferencia G(s) resulta 

G(s) = C(s! - A)-1 B + D 

Si, como en este caso. la matriz de transmisión directa es nul<l 1 D 

tranferencia G(s) es. para el sistema péndulo-amortiguador 

G(s) = C(sl - A)-1 B 

Descripción de las funciones de transferencia empleadas 
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(1.51) 

(l.52) 

O). la función de 

(1.53) 

Si la función de transferencia (1.53) tiene como salida una posición _,. a ésta se le deriva 

dos veces, entonces es obtenida otra función de transferencia cuva salida es la aceleración. Con 

fundamento en lo anterior, es posible trabajar con dos funciones de transferencia que marcan 

la pauta para el inicio de la optimización nllll1érica que comprende Pi siguiente capítulo. 
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Para el caso del sistema pendular analizado. se plantean do,; fuucioBI':' de trarúerencia. una 

modela el cambio en la posición angular del péndulo y la otra rnod<'la la >1celeración angular 

de la góndola-elemento amortiguante. es decir, el cambio en la rn pid<'z de la oscilación del 

péndulo-amortiguador. 

Las razones de utilizar dos funciones de transferencia para el awili:-i;: del comportamiento 

del sistema son 

• Evaluar la comodidad y la seguridad en el sistema tanto en la miiürnización ele la amplitud 

como en la mirümización de la aceleración de la O:"cilación. 

• Determinar si el atenuador funciona en forma más eficaz c1tando ;:e optimizan las car

acterísticas físicasdel amortiguador utilizando la función de' tram:fi>rencia ele la posición 

(minimización de la amplitud) o con la de la aceleración (minimización en la aceleración 

de la oscilación). 

• Contar con dos alternativas diferentes. para su posterior comparación (nótese que la 

comparación debe ser indirecta. ya que las funciones de tnrnsferencia utilizadas modelan 

características diferentes del sistema). 

La comodidad es factor importante por que se requiere que la góndola no oscile en ángulos 

muy pronuciados y que esa oscilación no sea muy rápida. La seguridad implica que el cambio 

en la posición y la aceleración en la oscilación siempre estén dentro de un rango de seguridad 

adecuado para evitar que los ocupantes o cargas transportadas :;i1frar1 accidentes [ISO. 1997]. 

Por ello se presenta a continuación la obtención de las ftmciones de transferencia para los 

dos casos y la representación en ,-ariables de estado para el caso de la aceleración. 

Función de transferencia para la posición 

Con base en (1.53) y recordando (1.48) se tiene 
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1 o o o 

G(s) [ o o l o 1 o o 
= o 1 s 

o o 1 o 
o o o 1 

-1 

o 1 o o o 
)..-¡µ - ;; - ;;p>.2 - (1 + µ>. 2

) 8 (>.-.--,) o - ).;;-

o o () () 

(--¡ + ).;;) p µ>..8 í) ;;-

Desarrollando la expresión anterior hasta simplificarla. se obtiene la función de transferencia 

G(s) para el caso de la posición 

G(s) 
s4 + (ó + óµ> • .2) s3+ (¡- µ>..¡ + K.¡.t>..2+K-) s2+ (µ>..ó¡ + Ó¡I s-(K/ - µ¡2+µ>..K¡) 

(1.54) 

Función de transferencia para la aceleración 

La fruición (1.54) se multiplica por s2 , lo que implica una se~unda deri,·ada con respecto 

al tiempo en términos de la transformada de Laplace, obteuiéndo"'' Pntonces la función de 

transferencia que modela el caso de la aceleración angular del sistema ¡wndular. 

Gac(s)= 2 o) s4+ (ó + óµ>. ) s3+ ( 1 - µ>.¡ + K¡.t>.-+K s2+ (µ>..ó¡ + ó; 1 s.-,. (K¡ - µ¡ 2
+¡.tAK''( 

( 1.551 

Con la ecuación (1.55) obtenida, es posible también describir al oi:'tema en variables de 

estado por medio del siguiente procedimiento 
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Descripción en espacio de estado para el caso de la aceleración Como primer paso, 

para deducir la representación en variables de estado a partir del cmHH'imiento de la función 

de transferencia. debe considerarse que ésta debe tener la fornw ge1wrnl 

G(s) = b0 + b1s + bzs
2 + ... + b,,s" 

ao + a1s + a2s2 + ... + a 11 s 11 

Las matrices de una repr<'::'entación en variables de estado 

de G ( s). pueden escribirse como 

o 1 

o o 
o o 

A= 

_.!!ll. _!!l. 

ª" ª" 

x A.r + B P(t) 

y = Cx + D P(t) 

o o 
1 o 
o 1 o 

1 
_an-1 

ª" 

e [ bo - aob: ·b h 
ª" 

... : n-1 - ª11-l u,, 

D 
bn 

an 

o 
o 

B= 

o 
...!... 
ª" 

] 

Aplicando Jo anterior a la expresión (1.55). y considerando que :.;e tiene una función de 

transferencia conocida en la cual tanto el nwnerador como el clenomiw1clor rnn polinomios de 

cuarto grado. se llega a lo siguiente 

G(s = b0 + b1s + b2s
2 + b3s

3 + b,s"' 
) ao + a¡s + a2s2 + a3s3 + a.1s4 
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AsL las matrices de estado para el caso de la aceleración ,;011 

o l o o 

Aac -
o o l o 
o o o l 

_!!Ji_ _ !!J_ -~ _!!1 

ª·• ª' ª' ª' 

o l o o 
o o 1 o 
o o o 1 

( - "'i + WY2 
- µ>."·:) (-µ>.th -fry) ( - ·, + >.µ-, - i;,µ.,\ é - ") (-6 - 6µ>. 2

) 

o o 

Bac = 
o o 
o o 

_.!_ 1 
ª' 

Cae 

-ó¡ (µ>. + 1) 7r -- - - - • :.:! -,. . - .. >.µ. - .. hµ>. 

Dac - [ ~ ] = [rr] 

En forma compacta, la descripción en Yariables de estado puede e,;eribirse como 

X - AacX + Bac P(t) ( 1..56) 

y CacX + Dac P(t) 

x(to) Xo 



1 

1 

u(~ 

D(t) 

x(t) 

==>~', 
----- ~' ----

-\ _____ , 
8(1) dt 

-/ 
C111 

Figura 1.3: Variables de estado en diagranrn de bloques 
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El espacio de estados amerior puede representarse también con "1 siguiente diagrama de 

bloques (ver Figura 1.3) 

Las representaciones (1.47) y (1.56), servirán para realizar los programas de optimización 

cuyos detalles de mostran en el siguiente capítulo. al igual quP las funciones de transferencia 

(1.54) y (1.55). las cuales son aplicadas para determinar la estabilidad del sistema dentro de 

los mismos programas de optimización. 
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Capítulo 2 

Diseño del amortiguador 

Las ecuaciones obtenidas dependen de los parámetros(µ,,\ .t .h· .¡ .1· .-.).los cuales deben 

ser especificados para poder resolver las ecuaciones de movimiento. La libertad de elección en las 

relaciones dinánúcas o parámetros hace al modelo relativamente general. dentro de las posibles 

alternatfras en el diseño del amortiguador para el sistema pendular. E,;to:' parámetros pueden 

ser a su vez optimizados, de tal forma que la respuesta del sistema pérnlalo amortiguador ante 

situaciones externas sea la mejor en algún sentido. 

En este capítulo se explica el concepto básico de la teoría clásica d<' control que hace posible 

la optimación de los parámetros del sistema, lo anterior es la razón qne justifica la alternativa 

tomada para resolver numéricamente las ecuaciones de mo,·imiento normalizadas, se exponen 

las condiciones y razones de utilizar la solución numérica para el problema. también se presentan 

los resultados de dicha optimación y la discusión sobre ellos. 

2.1 Optimación del amortiguador para el sistema pen

dular 

La necesidad de encontrar el mejor atenuador de oscilaciones en el sistema pendular motiva 

la búsqueda de la mejor manera en que se debe comportar el ,oi:'t('ma parn que cumpla con los 

objetivos establecidos al inicio del presente trabajo. de los cuale:' el imís importante, es que la 

estructura atenuadora amortigue al máximo la oscilación ele todo el sistf'nrn. 

Para lograr este objeti,·o. es posible aplicar un método de optimizaciún. que es una metodología 

de naturaleza cuantitativa con erúoque sistemático, para la solución ck diwrsos problemas de 

control. Por ello es posible contar com modelos matemáticos que ayudan a encontrar una solu-
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ción óptima. Dicha solución es óptima con respecto a las comliciow•s phrnteadas y al modelo 

empleado, de tal manera que al cambiar dichas condiciones. "" posilil<• c¡ne esta solución óp

tima ya no sea la mejor para el problema y tenga que optimizm-se ,¡,. 1n1c•\·o para generar otra 

solución. El optimizar se basa. en términos generales. en la utilización d<· algoritmos y métodos 

de resolución, incluyendo programas de cómputo y aplicación de tfrnicas analíticas para la 

validación de las ecuaciones de movimiento del modelo. La optirnaciún anida a fundamentar 

ideas, encontrar los mejores resultados numéricos o analíticos pnsiblPs para poderlos ajustar al 

modelo en e_studio. y permite la actitud crítica frente a los resultados logrados. 

Para aplicar la optimación en la resolución de problemas. ¡medPn utilizarse dos diferentes 

procedimientos: 

• Numéricos: consisten en la obtención de los parámetros óptimos por medio de programas 

de cómputo o métodos gráficos. La solución numérica ¡meck t<'IH'r la desventaja de 

encontrar solamente una de las posibles soluciones del problenw ·'· esta dependerá de la 

condición inicial y del tamaño de las iteraciones realizadas. 

• Analíticos: la obtención de la solución analítica proporciona la solución completa del 

problema, pero los métodos y ecuaciones que implican esta forma ele resolución a Yeces 

resultan ser complejos y en otras ocasiones no es factible su aplic;1ción. Este procedimiento 

no está contemplado en el presente trabajo. 

Las funciones objetivo sometidas al proceso de optimización son: la norma H,., de G (s) (o 

bien llG (s)ll:xJ y la norma Hx de Cae (s) (es decir llGac (s)lix ). Los panímetros de optimización 

son: µ, >., K y 6.(ecuaciones (1.23), (l.24), (l.30) y (l.31) respenirnlll<'nte). 

El método de optimación para la solución numérica del si;;tt'rna p<'•11<lulo-amortiguador uti

lizado en el presente trabajo se denomina "norma H00 ". La característica sobresaliente ele la 

técnica es su aplicación general y la habilidad para obtener ;;0Jucio111•s c<>rcanas a la óptima 

en función de las condiciones ciadas. Sin embargo, el obtener 5oh1ciom•s ele alta calidad puede 

requerir de mucho esfuerzo computacional. En el caso del si;;rema ¡wndular. el uso y calidad 

de los resultados dependen de la habilidad con que se definan sus diferentes condiciones y 

planteamientos. 

El trabajo de cómputo se realiza en :\-IATLAB® que es un pac¡11<•te especializado en la 

solución de problemas para ingeniería de control. La serie de programas realizados están basados 

en el concepto de la norma o ganancia Hoc. 
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2.1.1 Concepto de ganancia Hx 

La norma Hx de una función de transferencia C(s) estable.'"' 01 ,·alor pico (o máximo) de 

la función de frecuencia IC (j_,,·)j. esto es 

llC (s)llx ~ max IC (J..:)¡ 
"" 

(2.1} 

Esto queire decir que la ganancia o norma ··h infinito .. llC (s)llx '"'igual al ,·alor máximo 

para todas las frecuencias empleadas, del cociente de amplitud entn' la seuoide de la salida y 

la senoide de entrada. 

La función de frecuencia mencionada. se refiere a la respuestra f'n frecuencia de un sis

tema en estado estable a una entrada senoidal. En los métodrn; de la rPspuesta en frecuencia. 

la frecuencia de la señal ele entrada se rnría en un cierto rango. parn estudiar la respuesta 

resultante. 

Una ventaja del enfoque de la respuesta en frecuencia es qne las pnwbas de dicha respuesta 

son, en general. sencillas y pueden ser muy precisas con el uso ele generadores de señales 

senoidales que se obtienen con facilidad y un equipo de medición ademado. Por lo común las 

funciones de transferencia de los componentes complicados o;e determinan experimentalmente 

mediante pruebas de la respuesta en frecuencia. Además. este enfoque tiene la ,·entaja de que 

permite diseñar un sistema en el que se desprecian los efectos iucouwniPlltes del núdo así como 

extender éste análisis y diseiío a ciertos sistemas de control 110 li11ea1,,, como es en el caso del 

sistema pendular. 

2.1.2 Solución numérica del problema usando l.\ilatlab 

El trabajo de cómputo permite encontrar mectiante métodos nmui'ricos la solución óptima 

del sistema pendular. Con esta alternatirn es posible plantear clinersa:.; condiciones para encon

trar resultados y someter a discusión los datos generados. 

Para i1úciar la explicación del proceso de este subterna. PS necesario definir claramente los 

siguientes puntos que marcan la pauta para el desarrollo de la solución mnnérica que son función 

de los objetivos de la optimación. 

• Los programas cliseiíaclos utilizan las funciones de transferencia. ( 1..)-1} en el caso ele la 
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posición y (1..55) en el caso de la aceleración. así como la:.: rPpr<'>'<'lllaciones en variables 

de estado (1.4i) y (1.5ü) para los casos respectivos y def'nitas <'ll <'!capítulo anterior. 

• Es importante recalcar que cuando se optimiza con la función d<' trnu:<ferencia (1.54). se 

hace referencia al denominado caso de la posición ~·cuando se optimiza con la función de 

transferencia (1.55), se hace referencia al caso de la acelernci<m. 

• Se considera que dos de las dimensiones físicas de un te!Pférico dt• tamaúo real son: la 

distancia del cable. a la góndola 11 = -l (m) y la masa d<' la ;•/n1dola en donde van los 

pasajeros m 1 = 1000 (I..:g). Estas dimensiones son únicanwme para comparación, ya que 

todo el derarrollo matemático está normalizado y los parámetro:.: pueden tomar cualquier 

valor. · 

• La finalidad de contar con dimensiones así. es contar con resultado:.: que sean los más 

reales y susceptibles de adaptarse a una construcción física. 

• Con los dos puntos anteriores, es posible controlar ele forma 1mb cuidadosa la variación 

en el parámetro -y, ecuación (1.55), ya que la longitud del péndulo 11 está contenida en 

dicho parámetro. Por ello se puede establecer cualquier distancia del cable a la góndola 

que, en conjunto con la variación de los demás parámetro:.:. se obtendrá la optimización 

de la función de transferencia para determinado caso. 

Los programas mencionados en los puntos anteriores obtienen. ,·ariando algunos de los 

parámetros del modelo normalizado y obteniendo a partir de :.:u f1111ciln1 ,J,. transferencia el valor 

máximo del diagrama de magnitud-frecuencia de Bode para cada uno 'J., lo'>' casos mencionados. 

Los datos se organizan en conjuntos donde se elige el ··máxi.1110 de lllr'll<!I. 111ngnitud", que tiene 

asociado un conjunto de parámetros, a éstos se les llama "valore.' óptimo.-··. 

Lo antes descrito se ha realizado en el editor de programas de :-L\TL\B@. con rutinas que 

encuentran el valor máximo en cada diagrama de respuesta en frecuencia mediante métodos 

ntlliléricos. los cuales están basados en la estructura del TOOLBOX (L:-U Control Toolbox) 

del paquete. De ese conjunto de máximos se selecciona el qu0 '''ª 1wí:.: peqneúo, lo cual es un 

proceso de minimización en el programa, asegurando con ello !ti:.: paní111etros asociados y. por 

consecuencia. que el sistema funcione conforme a lo establecido por lo:.: criterios de optimización 

empleados. 

En la parte correspondiente al trabajo de cómputo, se han diseúado 12 programas, la mitad 

se ocupan para el caso de la posición y los otros seis para el caso de la aceleración. Las 
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actividades que realizan dichos programas consisten básicamf'nt<' Pn optimizar las funciones de 

tranferencia (1.54) en el caso de la posición y (1.55) en el caso d<' la ;wd0rnción. variando las 

relaciones µ . . \ "· y {; según el programa y manteniendo const ames h" rPlaciones ¡ y 1r. 

Sin embargo, resulta importante explicar en forma general q11e h<wl'n lo,; programas dise

ñados, de tal forma que, independientemente del caso que se trate (.,.,, ,pa de la posición o la 

aceleración), puedan agruparse de una forma estratificada. la cual '"' ltlllt'Stra en la siguiente 

tabla. 

Descripción de la actividad 
Grupo designado 

ejecutada por el programa 
'.\ Iantiene fijas dos relaciones 
dinámicas (-1 .r.) y optimiza 

R 
v-ariando (µ .6 ·") 
para valores dados de (>.). 
:\fantiene tijas dos relaciones 
dinámicas (-¡ . ;r) y optimiza s 
variando (.X .ó .n) 
para valores dados de (µ) 
Optimiza ,·ariando (µ ,.X ,ó .n.), 
mateniendo fijos T 
los parámetros (¡ ,r.). 
Verifica que los resultados 
de los programas R. S y T 
hacen esta ble el comportamiento 
del sistema. ello mediante 
la obtención de los valores u 
propios en la matriz A; de 
la representación en variables 
de estado del sistema 
péndulo-amortiguador para 
los casos a analizar. 

Tabla 2.1: Asignación de grupos ele programns 

Los programas anteriores son aplicados, a los casos de la posición ,. aceleración. sin embargo 

los resultados óptimos de uno u otro caso no pueden compararse directamente, por que su 

significado no es el mismo. El caso de la posición evalúa la amplitud. 0,- decir. la variación en 
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el ángulo con respecto a la wrticaL y en la aceleración se exallliHa d calllbio en la rapidez de 

la oscilación. 

Con el objetivo de lograr comparar los resultados de ambo,.; ca""" Pntre sí, se realiza lo 

siguiente: los valores óptimos en el caso de la posición se f'\·altían <'ll los programas de la 

aceleración. éstos nuevos resultados, se comparán con los obtenidos origiHalmente y se determina 

qué conjunto de parámetros debe utilizarse. Lo mismo se realiza coH Jo,; rnlores óptimos en el 

caso de la aceleración. es decir. se utilizan en los programas del n1,.;o <J,. la posición, el resultado 

obtenido se compara con los ,·alares originales para determinar cnal n,;1r. Para dejar más clara 

dicha idea. se muestra el siguiente esquema (figura 2.1) 

Programas para el 
caso <le la POSICIÓN 

Valores óplimos 
generados: 
[H:;ic mu lambda kappa delt:i] 

Los 'a!ores óptimos del caso ACELERACIÓN 
se ev:i!Ú3II en los programas de! caso 
POSICIÓN 

Se comparan con los 
Yalores óptimos de la Pos1c1ón 

"' ó 
0 

Pro~f:lr.l:J.' r.:r.t d ' 
c;1~" Je ::i .V.TLER.-\CIO'.'J 

1 Los 'a.lores ór11mo• J.:l 1.·.!·•• J>OSICIÓS 
se e\ahiln en los pr,',-:::im .. - Jd ..:.1>0 

, ACELER.·\CJó;-.; 

Se comparan con :,,s 
valore~ <iptmws ~ b .-\.ekra1.H'>11 

·--

Figura 2.1: :VIétodo para la comparación de ca"º" 

La información generada a partir del anterior procedimiento. da la posibilidad de decidir 

si es mejor optimizar para minimizar la amplitud u optimizar para rniHimizar el cambio en la 
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rapidez de la oscilación. 

Con base en la descripción esquemática planteada, se pres<'utan a co11ri11uació11 los resultados 

numéricos obtenidos. 

2.2 Resultados de la optimización numérica 

Ahora se presentan los resultados de todas las corridas efect nada' Pll tablas y separadas 

por casos, mostrándose también las condiciones que se tomaron en cm•nra para la obtención ele 

éstos. 

Por otra parte. se ha planteado que el valor ele la relación cliuámica rr .>ea igual a la unidad 

para todas las corridas, ya que al observar la ecuación (1.54). se p11<>d0 notar que este parámetro 

actúa como tm factor ele modulación o ele tamaño para el valor nunH°'rico que puede ser obtenido, 

por lo tanto. se ha convenido en realizar dicho cambio en los progrnnws que de ninguna manera 

afecta los resultados finales. 

1 
7l" = -- ==> 7l" = 1 

m1l1 

2.2.1 El Caso de la Posición 

En esta parte se muestran los resultados óptimos referidos a la posición. es decir, el cambio 

de posición angular con respecto a la \·ertical. Los resultados "'' 11111<·"rran para una 11 (\·er 

figura 1.1) que va desde los cuatro metros hasta una longitud escalada,¡,, sesenta centrímetros. 

Las tres tablas que se presentan más adelante, son la recopilación de \·alores óptimos en

contrados de otras tablas, es decir, cada renglón de los cuadros siguientes. corresponden a una 

tabla de donde se eligió un conjunto ele parámetros óptimos. Ade1mí,.; eu cada uno de dichos 

cuadros, estos valores óptimos tienen ciertas características en co111í111. las cuales son explicadas 

al mostrarse cada tabla. 

Las corridas ele los conjuntos de programas R, S, T; se realizaron con las mismas restricciones 

para cada parámetro y con un mismo paso de iteración, de ahí q111· todos los conjuntos de 

programas generasen tablas con el mismo resultado para cada ,·alor dP 11 . Lo anterior facilita 

la apreciación ele resultados y reswnirlos, por lo tanto en tablas que '""udeusen tal cantidad ele 

información. 
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Una de las condiciones para la obtención de resultados es el lugar doud<' se ubica la estructura 

amortiguadora. esta puede estar en cualquiera de las tres rcgiom•s sig11i0ntes: por encima del 

cable (lo que implica la extensión de la estructura que w1e la góndola al rnblc de transporte), a 

la altura del cable u origen del sistema y por último a una distancia eurre el cable y la góndola. 

Con dicha consideración. se maneja el formato de tres tablas para f'! caso de la amplitud 

con base en los resultados del grupo de programas R (que genera u Ya Ion•,; r"iptimos para Ya lores 

dados de..\), S (generan valores óptimos para valores dados eleµ) y T (\·aria a cuatro relaciones: 

µ ,,\ ,,,, ,8). 

En los resultados que se muestran a continuación, se considera q11<' PI parámetro ,\ puede 

tomar valores negativos, esto implica que el elemento amortiguante sr· mrnentre por arriba del 

cable, por lo tanto. se manejo que ,\ pudiera variar desde un Yalor el<> --1 hasta un valor de 0.9, 

encontrándose el óptimo entre -3.6 y -3.4, dependiendo de cada ,·alor <'ll 11. 

La configuración ele la tabla muestra a los valores óptimos ele ¡1 .,\ .h· ,. t para una cierta 11, 

la cual al disminuir del valor de 4 metros (longitud para el 111oddo real considerado), implica 

que las dimensiones físicas del teleferico disminuyen también. producto ele la normalización 

del modelo, tratándose entonces de un modelo escalado. En cuanto a la relación µ, se ha 

considerado que varíe desde 0.05 hasta 0.35 en todas las corridas efernadas. Según la relación 

(1.23), µ indica la razón entre la masa de ··contrapeso·· en la estructnra amortiguadora y la 

masa de la góndola, esto quere decir que se ha considerado que la 1nasa del contrapeso sea 

entre un 5'1c y 35'7c de la masa total en la góndola. Si este porccnta.i•' '"' ele,·a por encima del 

límite superior. ocasiona que. el punto de equilibrio del sistema cmnpleto que. originalmente 

está en Oº. se mueva a un determinado ángulo. lo cual no es conn•1iieut<' por 1:azones de confort 

y seguridad en este sistema ele transporte. 

Finalmente, se tiene la norma H 00 ,la cual ha sido fundamental parn elegir los conjuntos de 

parámetros asociados, ya que se escoge en todo momento la norma d1• menor Yalor para cada 

tamaño del péndulo (l¡). A continuación se muestra la tabla 2.2 de resultados y la figura 2.2 

con los resultados expuestos. 

En estos resultados se observa que el único valor que tiende a los externos es µ=0.05. esto 

quiere decir que al estar la estructura amortiguadora muy por encima del cable, trae como 

consecuencia que la masa de contrapeso en el amortiguador pasi\"O disminuya. Los valores de,\ 

. implican que. a un tamaño del péndulo de 4 (m) por ejemplo. se tenga q11e colocar la estructura 
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valores de 11 en (m) Hx >. µ K, 6 
4.00 0.68379184872000 -3.4000 o.o.soo o. GOOO 1.2600 
3.00 0.512940-S8132565 -3.5000 0.0500 O.c:>OOO 1.5500 
2.00 0.339531-S3613966 -3.6000 o.o.sao 1.1000 1.9000 
1.50 0.2543800953287.S -3.6000 0.0500 l.-~000 2.2000 
1.00 0.16981318546653 -3.4000 0.0500 2.3000 2.500 

0.95 0.16108237161222 -3.5500 o.o.soo 1 2.3000 2.7000 

0.90 0.15273194645307 -3.5000 o.u.sao 2.5000 2.7500 

0.85 0.14404137852971 -3.5000 o.o.son 2.GOOO 2.8000 

0.80 0.13550430337005 -3.5000 o.o.sao 2.<:>000 2.9000 

0.75 0.12703195239228 -3.5000 o.o.sao :J.0000 3.0000 

0.70 0.11856782666050 -3.5000 o.o.sao 3.2000 3.1000 

0.65 0.11016883590612 -3.5000 o.o.sao 3.4000 3.2000 

0.60 0.10177481245986 -3.5000 0.0500 :).'/000 3.3500 

Tabla 2.2: Valores óptimos ,·ariando cuatro paní1w•rrn;: 

amortiguadora a 13.6 (m) por encima del cable, o en otro ejemplo. a 1rn t;unaúo del péndulo de 

0.60 (m), se coloca el amortiguador pasivo a 2.1 (m) por enci1m1 del cahlP. para los demás casos 

en el valor de 11 véase la figura 2.3. De lo anterior puede decirse qnP •'S difícil. técnicamente 

hablando, que pueda implantarse la estructma amortiguadora siguiendo esa configuración. 

El siguiente resultado (tabla 2.3 y figma 2..1) contiene b<isica11wnre el formato descrito 

anteriormente. excepto por una condición. la cual está en el ,·alor dPl panímetro A , que se fija 

en .A=O.O. 

En estos resultados, cuando se maneja a .A=O.O, implican que la <':'trncrma amortiguadora 

se encuentra a la altura del cable u origen analítico del sistPma ( lignra 1.1), configuración 

que puede también no ser mu~· viable técnicamente para la c01für11rción del teleférico. Se 

observa también que el parámetro µ tiene el valor de 0.35. lo quP implica un valor de la masa 

de contrapeso 35'7r de la masa ele la góndola. En la tabla 2.3 tambi{'n "e aprecia el notable 

aumento en el valor ele la relación 1e, ecuación (1.30), cuando dismim1n' el rnlor de la longitud 

escalada del péndulo(!¡), lo que implica un aumento en la constantP dPl r<esorte. 

En el tercer conjunto de resultados (tabla 2.-l y figura 2.5). se mue:'tran los valores óptimos 

para .A=O.l. se ha escogido este valor por lo siguiente. Como se aprecia en los resultados 
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O. -3.35 

o. «l 
"O .e -3.4 

o. E 
o «l - _J 

:s 0.5 o -3.45 - ~ 

e -Q) :r:o. E -3.5 •«l 
~ o. «l 

Q.. -3.55 
o. 
0.10 1 2 3 4 

-3 6 ·o 1 2 3 4 
Valores de 11 (m) Valores de 11 (m) 

4 3. 

<U 3.5 «l 3 o. -o. 
3 Qi <U o ~ 

e 2.5 e 2. -- Q) CD 
E E 2 '«l 2 '<tl ~ 

~ «l 
~ 1.5 Q.. 

1. 
1 

0.50 1 
1 2 3 4 o 1 2 3 4 

Valores de 11 (m) Valores de 11 (m) 

Figura 2.2: Comportamiento gráfico de los parámetros correspow tientes a la tabla 2.2 
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4 

tJ.5 1.5 2 2.5 3 3.5 4 

Valores de 11 o longitud del péndulo a tamaños escalados en (m) 
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valores de 11 en (m) Hx µ A " li 
4.00 l. 03638714 788000 0.3500 o.o 2.5000 1.2600 
3.00 0.77124813659399 0.3500 o.o 3.3000 1.4500 
2.00 0.51422460667153 0.3500 o.o -UJOOO 1.7500 
1.50 0.38569261454149 0.3500 o.o G.bOOO 2.0500 
1.00 0.25718565668531 0.3500 o.o 10.100 2.6000 
0.95 0.24441585634785 O.J.500 o.o 10.700 2. 7000 
0.90 0.23124238092599 0.3500 o.o 11.000 2.6500 
0.85 0.21829320745016 0.3500 o.o 11. 700 2.7500 

0.80 0.20559556240040 0.3500 o.o 12.600 2.9000 

0.75 0.19272545863019 0.3500 o.o l~l.300 2.9500 

0.70 0.17990195204903 0.3500 o.o 1-.1.400 3.1000 

0.65 0.16695604437295 0.3.500 o.o 15.300 3.1500 

0.60 0.15406109024498 0.3500 o.o lG.GOO 3.2500 

Tabla 2.3: Valores óptimos variando tres parámetros _,- manteniendo fija a A 

anteriores. a medida que >. se hace más negativo hasta llegar al óptimo. la norma Hx va 

disminuyendo, por lo tanto es lógico que si dicho parámetro tiende a O.U o. en otras palabras, 

cerca de la góndola, la norma H 00 aumenta: por lo tanta se busca posicionar la estructura 

amortiguadora lo más alejado posible de la góndola. pero además. tomando en cuenta las 

consideraciones técnicas viables de construcción antes mencionadas. A:'í pues. se elige el valor 

de 0.1 para la obtención de los siguientes resultados. 

De la tabla 2.4 se observa también que el parámetro µ tiene el rnlor de 0.35. lo que reafirma 

Ja razón de que a medida que >. tiende a acercarse al valor de 0.9. es decir. colocar la estructura 

amortiguadora más cerca de la góndola, la relación µ aumenta. Así mismo, a medida que 

el tamaño del péndulo (1 1) disminuye, el parámetro " aumenta. mientras que el parámetro ó 

aumenta poco. 

Las observaciones generales en los resultados del caso Pm;ic-ión p1wd<'ll describirse a grandes 

rasgos como sigue 

• A medida que 11 disminuye, aumenta "· 

• Al disminuir gradualmente 11 hasta el valor óptimo negati\"O. Pl panímetro ¡1 y la norma 

Hoc disminuyen. 
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valores de /1 en (m) Hx µ .X ,.. ó 
4.00 1.13889769028000 0.3500 0.1 2.GOOO 1.0600 
3.00 0.85243433096404 0.3500 0.1 :J.5000 1.2500 
2.00 0.56828211413184 0.3500 0.1 .-,_;3()00 1.5500 
1.50 o .4266-101-5551630 0.3.500 0.1 1 .0000 l. 7500 
1.00 0.28357348490264 0.3.500 0.1 10.GOO 2.2000 
0.95 0.2702356815-5949 0.3.500 0.1 l l.100 2.2500 
0.90 0.25581644832071 0.3500 0.1 11. 700 2.3000 
0.85 0.24099032060659 0.3500 0.1 l2.:)00 2.4000 
0.80 o. 22698108068973 0.3.500 0.1 [:l.100 2.4000 
0.75 0.21304648853728 0.3.500 0.1 13.900 2.4500 
0.70 0.19860054232458 0.3.500 0.1 15.200 2.6500 
0.65 0.18447142876438 03500 0.1 lG.100 2.6500 
0.60 0.17042195276751 0.3.500 0.1 11.400 2.7500 

Tabla 2.4: Valores óptimos variando tres parámetros,. manteniendo fija a A 

• Al awnentar .\ hasta un \"alor cercano a 0.9, el parámetro " y la norma Hx aumentan 

notablemente. 

• La relación dinámica b no cambia demasiado. 

• Se calcularon los valores propios de la matriz A (Ja matriz de 1'srnclo) para todos estos 

resultados con el conjunto de programas U correspondiente al caso de la posición. para 

verificar la estabilidad del sistema en cada uno de ellos. 

2.2.2 El Caso de la Aceleración 

Para este caso, la función de transferencia empleada es la correspondiente a Ja ecuación 

( 1.55), determinada en el capítulo anterior. Dicha expresión modela Pl cambio por unidad de 

tiempo en la velocidad angular. es decir la aceleración angular del si:'t<'rna pendular. 

Los resultados que se presentan en éste caso también son referido:' a una longitud del cable 

a la góndola /1 , que también nría desde 4(m) en el modelo real. ha:'ta 0.60{m) en un modelo 

a escala. 

Se muestran también Ja recopilación de los \"alores óptimos en tn':-: cuadros, tal como se dió 

en el subsección anterior, estos cuadros siguen las mismas condiciones dP recopilación explicadas 

en el caso de la amplitud. sin embargo, cabe hacer notar que los rernltados no serán iguales a 

los del caso de la posición. ya que no se está modelando lo mismo. 
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Los conjuntos de programas R. S. T. en su parte correspoudieute al caso de la aceleración: se 

realizaron con las mismas restricciones para cada parámetro y cou tm mismo paso de iteración, 

de ahí que todos los conjuntos de programas generasen tablas cou el mismo resultado para cada 

valor de 11 . Ello simplificó también el trabajo de resumir dicha información. 

Las condiciones en la relación .X son las mismas que en el caso anterior. es decir, que .X pudiera 

variar desde un valor que indica la cercanía a la góndola hasta otro \·a!or que se encuentre lejos 

de ésta, o bien, por encima del cable. encontrándose un óptimo negativo. ya que del cable 

hacia la góndola se manejan valores positivos y del cable hacia arriba. datos negativos; además, 

también es posible disponer de los otros dos casos, cuando .X sea igial a O y otra cuando .X sea 

igual a O. l. Todos estos casos son distintos para cada valor en 11. 

La configuración de las tres tablas muestran los valores óptimo,- de ¡t . .X. te y ó para una 

cierta 11, la cual indica el tamaiio del péndulo. En cuanto a la relaciónµ. se ha considerado que 

varíe, a igual que en el caso de la posición, desde 0.05 hasta 0.35 en to< la;; las corridas efecuadas. 

Aquí también se observa que si la masa de" contrapeso" en el elemenru amortiguante excede el 

35% de la masa total en la góndola, también ocasiona que. el punto de equilibrio del sistema 

completo se mueva a un determinado ángulo. lo cual no es conn·1liente en este diseño. 

En la determinación de los miares óptimos en las tres tablas. la uonua Hx ha sido funda

mental para elegir los conjuntos de parámetros asociados. ya que se escoge en todo momento 

la norma de menor valor. 

Con lo anterior. se muestra el primer cuadro de resultados {tabla 2.5 >.figura 2.6). 

Se observa que en casi todos estos tienden al externo en µ=0.05. P:-to quiere decir, como se 

ha manejado. que al estar la estructura amortiguadora muy por encima del cable, implica que la 

masa del contrapeso en el amortiguador pasivo disminuya: en tm péudulo cuya 11 corresponda 

a 4 (m), debe colocase la estructura amortiguadora a 29.6 (m) por e11ci111a del cable, o en otro 

ejemplo, a un tamaiio del péndulo de 0.60 (m), se coloca el amortiguador pasivo a 6.67 (m) por 

encima del cable. En este caso se hace más aún difícil. en términos térnicos. la construcción de 

un teleférico en estas características. 

La tabla 2.6 y figura 2. 7 corresponden a la condición donde la rPlación dinámica .X se fija 

en O.O . El formato de la tabla es el mismo que se ha manejado. 
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valores de 11 en (m) Hoo µ .X ,.., ó 
4.00 1. 000010009044 73 0.05 -7.-100000 1..::1000 1.9000 
3.00 1.00001002690865 0.10 -G. EJG29ü L:iílOO 2.1500 
2.00 1.00001560752846 0.0.5 -1-l .. )0()00 llJUOO 2.5000 
1.50 1. 000015413.5 2268 0.05 -12 0025\.1 o. voon 2.0000 
1.00 1.00001538667210 0.05 -11.8.5710 1.:füOO 2.3500 
0.95 1.00001529074747 0.05 -11.06120 1.2000 2.2000 
0.90 1.00001529556547 0.05 -10.5-107-1 12000 2.2000 
0.85 1.00001531118518 0.05 -9.89663 1.2000 2.2000 
0.80 1.00001539156952 0.0.5 -9.ü~-lGI LlOOO 2.3000 
0.7.5 1.00001533073914 0.05 -10.0/6HJ 1.-1000 2.3500 
0.70 1.00001540776103 0.05 -9.59'i911i l.'iOOO 2.4500 
0.65 1.00001537420591 0.05 -11. !JUG90 2.0000 2.9000 
0.60 1.00001528240006 0.05 -11.12-120 l. 0000 2.8000 

Tabla 2 .. 5: Valores óptimos variando cuatro pará111<>tros 

En estos resultados. se observa también que el parámetro µ tiew• d miar de 0.35, lo que 

implica también un valor de la masa de contrapeso en la estructura rnuCJrtiguadora del 35'7c de 

la masa de la góndola: En esa tabla 2.6 también se aprecia un aumento ;en~ro en el ,·alar de la 

relación ;;, y en consecuencia. el aumento en la constante del resorte. todo ello con respecto al 

valor correspondiente de la longitud escalada 11. 

En la tabla 2. 7 y figura 2.8. se muestran los valores óptimo; para ,\=0.1 . Se ha escogido 

este valor para el caso de la aceleración por las mismas razones cont•··111pladas en el caso de la 

posición. 

Tanto en el caso de la posición. como en las dos tablas 2.G ,. 2.1 antes mencionadas. se 

aprecia que a medida que ,\ se aleja ele la posición donde se e11rne11trn la góndola para llegar 

a ser óptima, la norma Hx toma valores menores, por lo tanto. al igual que en el subtema 

anterior, si dicho parámetro se acercara a 0.9 , la norma Hx aumeut<11ía .. .\sí pues. el tercer 

cuadro de parámetros óptimos corresponde a la tabla 2. 7. 

Las observaciones generales en los resultados del caso aceleración siguen la misma tendencia 

que el caso de la posición. por ello también ele éste caso puede decir>'<' <¡ne 

• A medida que ,\ tiende a 0.9. cuando ésta toma los valores de O.O ,. O. l. amnenta severa

mente la relación ;;,, para cada valor de 11 cuando se mantiene ,\=O. l. 
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valores de 11 en (m) Hoc µ .X ¡;, t5 
-l.00 2.63267082226733 0.3500 O.O :J.4000 1.2000 
3.00 2.60599198124250 0.3500 \ O.O -1 .. j()(I() 1.3500 
2.00 2.60969433955410 0.3500 ! o.o {j_ 1 ()()() 1.5500 
1.50 2.60431726149531 0.3500 O. O !J.0000 1.9000 
1.00 2. 60385100859961 0.3500 O.O i:.uoo 2.3000 
0.95 2.60976271621380 0.3500 O.O 14.100 2.2000 
0.90 2 .60395 70342005 7 0.3500 O.O j.).000 2.4500 
0.85 2.60537494465790 0.3500 o.o 1 :;,;:)()() 2.4000 
0.80 2.60503339782192 0.3500 o.o lG.::íOO 2.500 
0.75 2.60487138781617 0.3500 o.o b.000 2.6500 
0.70 2.60387928023367 0.3500 o.o 1 'J200 2.6500 
0.65 2. 60415852548427 0.3500 O.O 20.100 2.8000 
0.60 2.60331559946228 0.3500 o.o 22.400 28500 

Tabla 2.6: Valores óptimos variando tres parámetros pma \'Cil<>rPs dados de µ 

• Si dismiye >. hasta el ,·alor óptimo negativo, entonces d pariÍHwtro µ y la norma Hx 

disminuyen. 

• La relación dinámica fJ no cambia demasiado. 

• Se calcularon los valores propios de la matriz A (la matriz dP ""rado) para todos estos 

resultados con el conjunto de programas U correspondiente al cas0 r!P la aceleración. para 

verificar de nue\'o la estabilidad del sistema. 

Conociendo los resultados de ambos casos. se pretende crnnparnr i111 caso con respecto al 

otro. El procedimiento empleado para ello se explica en el siguiente :'ubtema. 

2.2.3 Comparación de resultados óptimos entre los casos de Posición 

y Aceleración para el sistema pendular 

La comparación entre estos casos no puede realizarse confront<illdo los valores óptimos 

directamente, como ya se ha meHcionado, debido que ambos casos modela u situaciones distintas. 

sin embargo se ha planteado una forma alternat.iYa para realizar dicfo1 correlación, la cual fue 

explicada anteriormente y esquematizada en la figura 2.1. 

La forma en que se van a comparar los resultados 5€rá por medio r!P la norma H.,., , esto 

es, con los resultados óptimos del caso de aceleración. se e"'iltían Pll los programas del caso 
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valores de 11 en (m) Hx µ A "' ó 
4.00 2.95313885237919 0.3500 0.1 :). JODO 0.9000 
J.00 2. 95319359538890 0.3.500 0.1 -l.-1000 1.0500 
2.00 2. 95333682640649 0.3500 0.1 li. 1 000 1.4500 
1.50 2.94376135278743 0.3500 0.1 ~.9000 1.6500 
1.00 2 .94062800053542 0.3500 0.1 U.JOO 1.9500 
0.95 2. 9406086655 7 512 0.3.500 0.1 1-1.000 2.0000 
0.90 2.94254080507109 0.3500 0.1 1-1.::mo 2.0500 
0.85 2. 94234480668890 0.3.500 0.1 l :i.üOO 2.0500 
0.80 2.9413518-5230701 0.3500 1 () 1 l ü. 700 2.2500 

0.75 2.94038743947748 0.3.500 0.1 11.700 2.2000 
0.70 2.94012133462364 0.3500 0.1 l !J.000 2.3000 

0.65 2.93942349768206 0.3500 0.1 :211. 500 2.4500 
0.60 2.94049758521612 0.3500 0.1 :22.200 2.5500 

Tabla 2. 7: Valores óptimos variando tres parámetros ,- mamvniendo fija a A 

posición, los cuales van a generar un valor de Hoc(posición) , esto:' se cornp1uan con la norma Hoc 

de los óptimos originales obtenidos. 

Valores del caso aceleración La norma de los óptimos 
evaluados en programas 

Comparación 
encontraclns originalmente 

del caso posición con los programas del = generan caso posición 

H:xi(vosición) Hx (original) 

En forma similar se manipulan los resultados del caso posición 

Valores del caso posición La norrna • ¡., los óptimos 
evaluados en programas 

Comparación 
encontrado, • iriginalmente 

del caso aceleración con los pro:;rnmas del = caso aceleración generan 
Hx(aceleraeión} Hx ! • iriginal) 

Las comparaciones efectuadas consisten en elegir cual norma es nl<Í.-' peque11a, para determi

nar si es mejor utilizar lo valores óptimos debidos a la posición o los nil· ires óptimos debidos a la 

aceleración. De lo anterior, se presenta a continuación la tabla 2.1! que n-•snlta del procedinúento 

planteado. Ésta contiene información sobre la norma H infülito obtenida con los programas del 

caso posición para las relaciones óptimas en el caso de la aceleración parn algunos Yalores de 

l 1 en (m), ya que el resto de las distancias escaladas sigue el mismo c(irnportamiento. 
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valores de 11 Hx(posición) µ .X "· ó 
4.00 315468419760281 0.0500 -7.40000 l.1:ílllJO 1.9000 
4.00 1. 60520762811232 0.3500 o.o 3. -1000 1.2000 
4.00 1.78967916085541 0.3500 0.1 :3.:11100 0.9000 

1.00 4.43855145864341 0.0500 -11.85,1 LlOllO 2.3500 
1.00 0.40638038505992 0.3500 o.o 1:J ,.j(J() 2.3000 
1.00 0.43062540889024 0.3500 0.1 Ll.:300 19.500 

0.60 11.55282149850931 0.0500 -11.1242 l. !JllUO 2.8000 
0.60 0.24825418676172 0.3500 O.O 22.400 2.8500 
0.60 0.25705135310024 0.3500 0.1 22.200 2.5500 

Tabla 2.8: Valores óptimos del caso aceleración evaluados en el caso posición 

Lo mismo se realiza GOn los ,·alores óptimos para el caso po;oicióu .,,-¡¡luados en programas 

del caso aceleración. los resultados se muestran en la tabla 2.!) ;oiguiemlo el mismo formato del 

cuadro anterior 

valores de 11 H')C( aceleración) µ .X K ó 
4.00 1.61588348032165 0.0500 -3.4000 0.GOOO 1.2600 
4.00 3.39567280257525 0.3500 O.O 2. 5000 1.2600 
4.00 3.82451430642232 0.3500 0.1 2. (;()()() 1 l. 0600 

1.00 1. 63510389260764 0.0500 -3.-!0011 2.:llllHI 1 2.500 
1.00 3.37788246678058 0.3500 o.o 10.1011 1 2.6000 
1.00 3. 762073780.56724 0.3500 0.1 10. GOO 1 2. 2000 

0.60 1.54555841113321 0.0500 -3.5000 3. 11100 :3.3500 
0.60 3.42331879235004 0.3500 o.o 16 :;oo 3.2500 
060 3.81050447000348 0.3500 0.1 17.-!00 2.1500 

Tabla 2.9: Valores óptimos del caso posición evaluados en el caso aceleleración 

Como se aprecia. son mostrados los casos donde .X es óptimo 111"."iltiYo . y donde fue re

stringida a O.O y 0.1 . 

En nn primer paso, los cuadros anteriores mostraron las ganancias H infinito para los dos ca

sos en cuestión aún sin ser comparados, entonces. como siguientP paso"'' rPaliza la confrontación 
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entre las normas H 00obtenidas con el método planteado para ]o,, casos correspondientes y las 

normas H 00 originales encontradas. La descripción hecha es d forrnato de la tabla 2.10, la 

cual también contiene resultados para algunos valores del la n'laci<'nt A ,.a que como se ha 

mencionado antes. todos los ,·alares de 11 en (m) siguen el mis1110 co111portmniento, por ello se 

presentan algunos. 

Relación 
valores de 11 Hoc(po:>ición) r Hx,eo..o•ó•l¡1 Hx ( oriµ,i11al) para A óptima 

H:x (original) 

4.00 3.15468419760251 >(4.614 wces) 0.6831918.JS/2000 Negativa 
4.00 L605207G2811232 >(L5.J8 veces) L0363:'>71.J 1MOOO en O.O 
4.00 L 789679160855.Jl > (L5 71 wces) L 1388!YiG!J02sOOO en 0.1 

LOO 4.4385514.58643.J 1 >(26.139 veces) 0.16%1318)-l(j(j.53 Negativa 
LOO 0.40638038505992 > ( L 580 veces) o 25 7 l~-565(iú8531 en O.O 
LOO 0.43062540889024 >(L518 veces) O. 283513.J8.J '..1026.J en 0.1 

0.60 l L55282149850931 >(113.514 wces) 0.10117.J812.J5986 Negativa 
0.60 0.24825418676112 >(L611 veces) 0.15.J0610902.J498 en O.O 
0.60 0.2570513531002.J > ( L 508 veces) O.l 70.J2195276751 en 0.1 

Tabla 2.10: Comparación de normas para valores óptimos del caso posición 

En forma similar se presenta la tabla 2.11 que compara lo:< ,·,dures ,-,ptimos de la aceleración 

bajo el mismo formato 

La información generada a partir del anterior procedimiento de cn111parnción da la posibili

dad de observar que tan buenos o que tan malos son los resultados ohtPuidos. 

En primer lugar puede decirse que el hecho de que las normas H infinito obtenidas son 

mayores que las originales. es algo que debe esperarse, incluso sin hacer la comparación, la razón 

es que no puede haber valores menores al óptimo. esto conduce a qtH' :<i los resultados fuesen 

menores a los óptimos originales podría significar la existencia de uu <'rror en los programas 

de optimización o en el modelado. 

Analizando la tabla 2.10. puede notarse que los valores óptimo:' origiuales (cuarta columna. 

de izquierda a derecha) son menores en cuanto a su correspondiente ,·alor de norma H 00 , para 
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Relación 
valores de 11 Hoc(aceleración) r Hoc(a.::elerac1ón )_ l Hx (origi11al 1 para ..\ óptima 

Hoc(original) 

4.00 1.61588348032165 >(1.616 \'eces) 1.0000100091q_¡1:3 Negati,·a 
4.00 3.39567280257525 >(1.290 veces) 2.632ü708222li 133 en O.O 
4.00 3.82451430642232 >(1.295 veces) 2.9.53138852:3, 919 en 0.1 

1.00 1.63510389260764 > ( 1.635 \'eces) i.oono1538lifi, no Negativa 
1.00 3.37788246678058 >(1.297 veces) 2.60:J851001:i0'J%1 en O.O 
1.00 3. 762073 78056 724 >(l.279 veces) 2. 940G28000:;:J)-12 en 0.1 

0.60 1.54555841113321 >(1.545 veces) 1.000015282-10006 Negati\'a 
0.60 3.42331879235004 >(1.314 veces) 2. 6033 l.5599-lli228 en O.O 
0.60 3.8105044 7000348 >(1.295 \'eces) 2. 9-1049158:)21li12 en 0.1 

Tabla 2.11: Comparación de normas para valores óptimos del caso aceleración 

las mismas condiciones de fuerza del viento. Esto quiere decir que •' l tPleférico oscila en un 

ángulo pequeño. pero no es posible saber, en esta condición cual es d "'1111bio en la rapidez de 

este. Pero si se realiza la prueba con los \'alores óptimos relacionado, a la norma Hxrposioón) 

obtenidos con los conjuntos de parámetros del caso aceleración e,·aluado,; en el caso posición, 

entonces se obsen-a que la amplitud es mas grande. 

Lo anterior quiere decir que sustituir los valores óptimos del caso aceleración en lo;; progra

mas que se utilizaron para los óptimos de la posición produce. como '" 011,;ecuencia, el awnento 

en la amplitud y una disminución en la aceleración angular r!Pl pé>whil· •. e,;ro es: 

• Si 11 vale 4 y se tiene la condición donde .X es negati\'a óptima, Pntonces el aumento en la 

posición angular es 4.61 \'eces más grande utilizando los valores (>ptimos del caso posición 

en lugar ele los óptimos del caso posición: pero si .\ se fija en "Pro (.\=O), entonces la 

posición angular es 1..55 veces más grande y cuando la r0lación ,\ dinámica se fija en 0.1 

(.X=O. l ). entonces la posición angular es 1.57 veces más grand» que si se utilizaran los 

valores originales óptimos del caso posición. 

• Pero si ahora 11 \'ale 1 \' en la condición .X negativa óptima. ,,¡ .rumento en la posición 

angular es 26.13 veces ma:-•or utilizando los valores óptimos d..t ca,;o posición en lugar 

de los óptimos del caso posición: pero si , se fija a .\=O. entone"' la posición angular es 

1.58 veces más grande y finalmente. cuando esta relación dinámi"" se fija en 0.1 (.\=0.1). 

entonces la posición es 1.51 veces más grande que si se utilizar«111 los ,-alores originales 
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óptimos del caso pasión 

• Y si 11 toma el valor de 0.6 con ,\ negativa óptima. entonces "1 <llllllPnto en la posición 

angular es 113.51 veces más grande utilizando los valores ópti111os del caso aceleración en 

lugar de los óptimos del caso posición: pero con .\=O. ento11ces J;i prn;ició11 angular es 1.61 

veces más grande y cuando la relación ,\se fija en 0.1 (,\=0.1). <'lit<" wr•,: la posición angular 

es 1.50 veces más grnnde que si se utilizaran los valores original1·s dP! coso posición. 

Lo contrario sucede en el otro caso, donde el análisis realizado rn la tabla 2.11, donde 

el efecto es el contrario, lo que se busca es minimizar la acP!ernción angular producida en el 

teleférico y que osciliará en cierta amplitud producto de las condici01ws del ,·iento, sin embargo. 

al utilizar los valores óptimos del caso de la posición en las co11diciow•,: del rnso aceleración se 

observa que la aceleración angular aumenta pero la oscilación di,:mi11m«'. 

Ello está reflejado en la comparación de la ya mencionada tabla 2.11. cuando se tiene las 

siguientes características en las condiciones de aceleración: 

• Cuando 11 \·ale 4 y se tiene la condición donde ,\ es negati'"' óptima, el aumento en 

la aceleración angular es 1.62 veces más grande utilizando los ,·alares óptimos del caso 

posición en lugar de los óptimos del caso aceleración: pero si ,\ ,:e fija en cero (.X=O), 

entonces la aceleración angular es 1.29 veces más grande_,. cuando la relación ,\ dinámica 

se fija en 0.1 (.\=0.1). entonces la aceleración es 1.30 wces imi> grnnde que si se utilizaran 

los valores originales óptimos del caso aceleración. 

• Pero si ahora 11 vale 1 y en la condición,\ negativa óptima. el aumento en la aceleración 

angular es 1.63 veces mayor que utilizando los ,-alares óptimos del caso posición en lugar de 

los óptimos del caso aceleración; pero si , se fija a .\=O. eutonces la aceleración angular es 

1.30 veces más grande y finalmente, cuando esta relación dinámica se fija en 0.1 (.\=0.1). 

entonces la aceleración es 1.28 veces más grande que si se uriliz;irnn los \'alores originales 

óptimos del caso aceleración 

• Y cuando /1 toma el ,·alor de 0.6 con ,\ negativa óptima. el a11111ento en la aceleración 

angular es 1.55 veces más grande que si se utilizan los \·alores úptimos del caso acelera

ción en lugrar de los óptimos del caso posición: pero con .\=0. Pntonces la aceleración 

angular es 1.31 veces más grande y cuando la relación,\ :-e fija <'n 0.1 (.\=0.1), entonces 

la aceleración es 1.30 veces más grande que si se utilizaran los '""lores originales óptimos 

del caso aceleración. 
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Las dos posturas anterior<'S lle,·an al siguiente razonamiento. si "' optimiza con los ,-alores 

óptimos de la aceleración en los programas utilizadas para el caso prn,ición se observa que la 

amplitud aumenta notablemcte. sobre todo. cuando 11 toma ,·;dorf's c;i1!;1 ,."'más pequeños. Lo 

que no sucede en el caso opuesto. en donde la aceleración atll!H'llta ¡wro no en forma marcada, 

ya que en promedio aumenta 1.4 ,-eces más la aceleración angular y ];, alllplitud disminuye. 

El hecho de optimizar aceleración angular en programas para la an1plit11d implica sacrificar 

inclinación de la góndola por di;:nünuir el cambio en la rapidPz el<' la oscilación. Y por el 

contrario el hecho de minimizar amplitud puede significar un sacrificio"" la aceleración angular. 

En este trabajo se considera que puede resultar mejor optimizar amplitud. por lo menos para 

el modelo real. 

2.3 Comentarios sobre los resultados 

Como primer punto. es necesario decir que si se desea obtener ,.,,¡orps óptimos del orden 

de nülésimas en la parte decimal en cada parámetro, depende directrnnente del tamaño de las 

iteraciones realizadas en los programas para cada uno de los casos en r·11estión. 

Los resultados muestran, producto ele la optinüzación realizada en Pi modelo normalizado, 

que el comportamiento del sistema pendular es mejor si la estructltril amortiguadora se sitúa 

en una posición por encima del punto ele donde pende la góndola (arriba del cable). De hecho, 

al realizar una simulación con eso;: datos puede observarse dicho comport;1111iento óptimo tanto 

en el caso de la posición como el de la aceleración. 

Debido a restricciones constructivas usuales, en estos sistemas no es fácil introducir en 

ellos amortiguadores satisfactorios para las oscilaciones naturales o l'xcitadas. a pesar de su 

importancia. Así por ejemplo no es posible amortiguar oscilaciones c!P 11na góndola en el punto 

donde ésta se cuelga al cable y también cuando se posiciona muy por encima de éste. 

Ello ha generado que los ,-a lores óptimos debidos a colocar la ""' rnctura amortiguadora 

por arriba del cable. sea un resultado teórico matemático. esta con:-;ic\ernción hace necesario 

encontrar un valor óptimo técnicamente aceptable, por ello se lw propw.·sto que se amortigüe 

entre el cable y la góndola. 

De alú que los resultados considerados en éste trabajo como lo,; óptimos "técnicamente 

aceptables·· son aquellos obtenidos cuando la relación >.=O. l que se 11wnjan tanto para el caso 

de la posición como ele la aceleración. 

El conjunto de parámetros óptimos del caso de la posición implican que el teleférico tenga 
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ciertas dimensiones físicas. y. para el caso de la aceleració11. SP t1'11dni11 otras dimensiones 

diferentes. 

Entonces. la comparación efectuada en el subtema anterior nmd11<·1' ,,¡ an<ilisis del compor

tamiento de un teleférico con:.;truido con las dimensiones óptimas del ""·'" ur·deración operando 

bajo las condiciones previstas para el caso de la posición y vicPn'rS<t. a11;t!izar el comportamiento 

de otro amortiguador construido con las dimensiones óptimas dt'l caso ¡1n.<if'ión operando bajo 

las condiciones previstas para el caso de la aceleración. 

El planteamiento de dos funciones de tranferencia. una qnt' modda PI cambio en la posi

ción angular del péndulo y la otra que modela la aceleración a11gular dt' la góndola-elemento 

amortigua11te. se realiza para evaluar la comodidad y la segmidad. 

La comodidad es importante por que se requiere que la gó11dola '"' tN·ile en ángulos muy 

pronuciados y que esa oscilación no sea muy acelerada. la seguriclac l irnplica que la posición 

angular y la aceleración en la oscilación siempre estén dentro de n11 rn11go s1;guro o cumpliendo 

las normas establecidas [ISO. 1997] para evitar que los ocupantes o C;tJ"gas transportadas sufran 

accidentes. las cuales pueden ser. por ejemplo. lesiones físicas o 1nareos .\· malestares. 
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Capítulo 3 

Validación en simulación del 

amortiguador 

El sistema de ecuaciones de movinúento del sistema péndulo-amon iguaclor que se normal

izó, no puede ser resuelto explícitamente, por lo tanto, para poder ernluar la bondad de un 

amortiguador propuesto, se debe determinar numéricamente d c0111ponamiento del sistema 

cuando el amortiguador es utilizado. Para tal fin se ha diseiiado un o0imulador digital del sis

tema péndulo-amortiguador. Este simulador ha sido desarrollado In<'diante SEVIULINK. una 

aplicación de '.\Iatlab, el cual es un programa especializado en solución,¡,, problemas ele control. 

El simulador se desarrolló en un ambiente gráfico que facilita al ustwrio la ,·isualización de los 

resultados obtenidos. así corno la introducción de las relaciones dinámicao0 del sistema. Con este 

simulador se pueden evaluar los resultados obtenidos del algoritmo d<'l amortiguador diseiiado 

para deternúnar si es satisfactorio o debe ser modificado. Por ello. en el capítulo se analiza la 

validación en simulación del absorbedor. así como sus beneficio>' para ciertas condiciones. 

3.1 Modelo normalizado no lineal del sistema 

El diagrama de bloques que se emplea para simular el comportami•'llto del modelo no lineal 

se construye a partir de las ecuaciones ( 1.28) y (1.32) correspondiem•'o' al desarrollo realizado 

para la obtención de dicho modelo en el capítulo l. 

En el modelo del sistema se utiliza una seiial aleatoria. la cual simula la fuerza del viento. 

Para establecer la ecuación que modele en forma aproximada el r·u1nportamiento de dicha 

excitación, se plantea que el flujo generado por el viento sea uniforme. además partiendo de Ja 
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expresión del momentum lineal 

niomen.tumviento = mv1entol'rien/o 

y de la ecuación (1.1) que representa la segunda ley de Ne\\ton simplificada. puede expresarse 

como sigue para el caso del viento 

d 
Fviento = dt (mv)viento 

Si la velocidad del viento es constante ( 1'viento = cte ). la expresióu <lllterior se modifica a la 

siguiente forma 

d 
Fviento = Vviento dt (mt·iento) (3.1) 

En la ecuación anterior la derivada de la masa del Yiento con res¡JPcto al tiempo es el flujo 

másico, el cual se representa como sigue 

m=pAv 

Sustituyendo lo anterior en (3.1) se obtiene la expresión que será utilizada en el simulador 

digital 

F = pv2A (3.2) 

En donde A es el área del plano donde se ejerce la fuerza (que en <':'te caso se propone de 

5 m2
) que representa una de las caras laterales de la góndola y la de1L'idad del aire es p = 1.2 

~. Por otro lado, la velocidad del viento se considera como máximn. de 40 ~;;: . Dacio lo 

anterior, la fuerza ejercida por el viento en el modelo real sen\ de 7-!ll.7-H(:'\). 

El modelo diseñado en el simulador digital trabaja con retroalimentación, además está 

estructurado, como puede obserrnrse en la figura 3.1 ele forma detallada. de los diagramas de 

bloques del modelo no lineal normalizado, así como de subsistemas. mnltiplexores e íconos que 

implican la visualización de las señales ele respuesta de interés para e\·alnar el comportamiento 

del sistema. 
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Figura 3.1: Diagrama de bloques del simulador digital 
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En la anterior figura pueden obserrnrse varios subsistemas, cuyos nombres son: PA.RA.WET

ROS, VARIABLES, ECS DE !v!O\íJ.l\;fJENTO (el cual contiene los subsistemas: EC. DE 

THETA **2 y EC. DE V**2). Cada subsistema contiene en forma p:.;c¡nemática y organizada 

los elementos que modelan el sistema. los cuales obedecen a las eél1aciones de mmimiento del 

sistema. El contenido de cada uno de los subsistemas antes descrito _,. el contenido completo 

de cada bloque se muestra en forma detallada. en el apéndice B del rexto. 

Los parámetros de simulación en este caso son los siguientes: método numérico de inte

gración con paso variable Donnand-Prince de quinto orden. tiempo el<' integración 0.01 (s), los 

resultados de las salidas se muestran en la siguiente sección. 

3.2 Validación de los resultados 

Para probar. por un lado. la utilidad del amortiguador del tipo propuesto. así como el 

uso del simulador desarrollado para e\'aluar el diseño obtenido. se presenta la respuesta en el 

tiempo del péndulo-amortiguador. Las condiciones iniciales en el simulador son las siguientes: 

111 (O) = ill (O) = v (O) = i· (O) =O : las cuales implican un estado de reposo. 

Se presentan, como se ha dicho, resultados para dos tamaüos de péndulo, el primero para 
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las dimensiones del modelo real, simulado con una fuerza aleatoria dd ,·iento de 740.741(01) 

(figura 3.2) y para las dimensiones de uno de los sistemas escnlados. q11<' PU este ca.so tiene una 

longitud del péndulo de 1(111). es simulado con una fuerza máxima el<' 23 (N). figura 3.3 . 

g 
~ 
" 5 
a; ,, 

8 

6 

4 

2 

Comportamiento de la fuerza aleatora del viento aplicada 
al teleférico de tamaño real 

-aoo~~~~~~~--,~~~,.-~,.,_~~_,--~-,.,.~~,-,--~~,.-~~ 

o 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 
Tiempo (s) 

Figura 3.2: Fuerza aleatoria en el modelo real 

3.2.1 Beneficios del amortiguador 

Las relacione;; consideradas para la simulación del sistema penchilar son, para el caso de 

la posición, en su versión de modelo real (cuando 11= 4 111¡ y esrnlaclo (cuando /1= 1 111) 

respectivamente 

l¡ µ .X " t 
4.00 0.3500 0.1 2.6000 1.0600 
1.00 0.3500 0.1 10.600 2.2000 
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Comportamiento de la fuerza aleatora del viento aplicada 
a los modelos escalados del teleférico 

-25'-----~---'-~~--'---~~"--~---'-~~~~--'~~~~~"--~---'-~~ 

o 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 
Tiempo (s) 

Figura 3.3: Fuerza del viento aleatoria para modelos escalados 

y para el caso de la aceleración, también en su versión real (cwrndo 11 = 4 m) y escalada 

(cuando 11 = 1 m) respectiYamente 

11 µ ,\ 1' ó 
4.00 0.3500 o 1 3.3000 0.9000 
1.00 0.3500 0.1 13.300 1.9500 

Las tablas anteriores corresponden a los resultados de la optimización numérica del capítulo 

anterior. 

El modelo escalado elegido se tomó en forma arbitraria, ya que el objetirn es ilustrar que la 

estructura amortiguadora implantada en el teleférico es también válida en modelos pequeiios. 

es decir, no es considerado alguno de los modelos escalados nH\s Yalioso que otro. Esto también 

explica el por que no se muestran las gráficas de todos ellos. :-·a qu0 rn comportamiento en 

todos es similar. 
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Se han elegido estos panimetros basándose en las obsen·aciones fü1ai<'' del capítulo anterior. 

las cuales se resumen en que. por razones técnicas de construcción. la l'>'tructura amortiguadora 

debe encontrarse a una di:,;tancia entre la góndola y el cable ,. 1111a n'b1ción entre la masa de 

contrapeso m 2 y la góndola m 1 de 0.35. 

Por lo anterior, en esta :,;ección se presenta la respuesta en 01 til'lllj><> del sistema pendular 

con elemento amortiguante _,.sin él. ello para comparar su efecti,·idad •'n simulación. 

Las gráficas que muestran el comportamiento del sistema ,;e obtm·ieron directamente del 

simulador digital mostrado anteriormente. evaluando las relaciones óptimas tanto para el caso 

de la posición como para el de la aceleración. Para cada ca;;o se obtienen dos gráficas, wrn 

corresponde la posición angular ( 11¡) y otra a la aceleración angular ( ii ¡). las cuales parten 

directamente de las ecuacione:,; de movimiento del sistema {l.2<:>) y (J.:.l2). 

Lo anterior es aplicado al modelo real y a un modelo escalado. por lo tanto se hay ocho 

gráficas. Para comprender mejor la explicación anterior, se muestra la tabla 3.1 

Caso posición 

Caso aceleración 

{ 

'.\Iodelo Real { 

'.\Iodelo escalado { 

1) gTáfica de ( li ¡) 
2) gnífica de ( ii ¡) 
3) gnífica de (li1) 

-t) gráfica de (R¡) 

{ 

'.\Iodelo Real { 5) gTáfica de (8.1) 
6} g1-;ífica dr' {11 1 ) 

' /) gr<ifica dl' (lii) 
'.\Iodelo escalado < 

8) gráfica de (ii1 ) 

Tabla 3.1: Distribución y numero de gráfica>' 

Aclarado esto, se muestan a continuación dichas gráficas. mostramlo en línea punteada los 

casos en donde no se tiene e::;tructura amortiguadora y en línea continua los que si incluyen 

dicho atenuador de oscilaciones. 

Para el caso de la posición se muestran cuatro gráficas. las pri1m'rn" dos, corresponden al 

modelo real. se busca analizar como se comporta el sistema con el conjunto de parámetros 

óptimos en amplitud. como se muestra en la figura 3.4 y en aceleración angular, ilustrado con 

la figura 3. 5 

En el sistema escalado se realiza en forma similar al modelo real. como se ha dicho. el 

objetivo de mostrar el comportamiento de un sistema escalado. es clernostrnr que la estructura 
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Comportamiento de un Teleférico de tamaño real con y sin 
estructura amortiguadora con una velocidad del viento de 40 km/hr 
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Figura 3.4: Caso Posición. se muestra la diferencia en la respuesta ch• la posición angular del 
sistema, cuando se le aplica una fuerza aleatoria con y sin abEorbedor. 
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Comportamiento de un Teleférico de tamaño real con y sin 
estructura amortiguadora a una velocidad del viento de 40 (Km/hr) 
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Figura 3.5: Caso Posición, se muestra la diferencia en la respuesta para la aceleración angular 
del sistema. cuando se le aplica una fuerza aleatoria con y sin abrnrl)Pclor. 
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amortiguadora diseñada es aplicable a un sistema con estas carncterí>'Ticas en cuanto a tamaúo, 

por ello se muestra en la figura 3.6 el comportamiento de la posición angular y en la figura 3. 7 

la aceleración angular. simuladas a una fuerza de 23 (:'-/). 

Comportamiento de un teleférico tamaño escalado con y sin 
estructura amortiguadora excitado con una fuerza de 23 (N) 
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Figura 3.6: Caso Posición, se muestra la diferencia en la respuesta de la posición angular de un 
sistema escalado, cuando se le aplica una fuerza aleatoria con y sin a bsorbedor. 

En los resultados del caso de la aceleración se muestran otras cuatro gráficas, las primeras 

dos, al igual que en el caso anterior, corresponden al modelo real ,. también se busca analizar 

como se comporta el sistema con el conjunto de parámetros óptimo:' de este caso aplicados a 

la amplitud. como se muestra en la figura 3.8 y en aceleración angular. en la figura 3. 9 

En la muestra de resultados del sistema escalado. se realiza Pn forma similar al modelo real, 

la figura 3.10 ilustra el comportamiento de la posición angular _,. la figura 3.11 la aceleración 

angular, simuladas también con una fuerza de 23 (N). 
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Comportamiento de un Teleférico escalado con y sin 
estructura amortiguadora, excitado con 23 (N) 
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Figura 3. 7: Caso Posición. se muestra la diferencia en la respuesta para la aceleración angular 
de un sistema escalado, cuando se le aplica una fuerza aleatoria con _,. sin absorbedor. 
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Figura 3.8: Caso Aceleración, se muestra la diferencia en la respue>ra de la posición angular 
del sistema pendular. cuando se le aplica una fuerza aleatoria con y >i11 absorbedor. 
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Figura 3.9: Caso Aceleración. se muestra la diferencia en la respuesta pma la aceleración angular 
del sistema. cuando se le aplica una fuerza aleatoria con y sin absorbedor. 
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Comportamiento de un Teleférico tamaño escalado con y sin 
estructura amortiguadora, simulado con una fuerza de 23 (N) 

J 

1 

1 

j 

i5 

Figura 3. 10: Caso Aceleración. se muestra la diferencia en la pos1uon angular de un sistema 
escalado, cuando se le aplica una fuerza aleatoria con y sin absorbedor. 
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Figura 3.11: Caso Aceleración. se muestra la diferencia en la n'spuesta para la aceleración 
angular de un sistema escalado. cuando se le aplica una fuerza ;1]eatoria con y sin absorbedor. 
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3.3 Discusión de resultados 

En esta sección se muestra en forma resumida, la efectividad del <l!llortiguador pasivo. En 

los siguientes cuadros sólo se tomó el valor má.-x:imo alcanzado <'ll simnlación en tocias y cada 

una de las ocho gráficas mostradas en la sección anterior. Independientemente de los ca.sos 

de posición y aceleración. se simularon, en los modelos reab;. con una fuerza del viento de 

740.74l(N); y en los modelos escalados con una fuerza de 23 (:\). 

Para el análisis de resultados. en el CASO POSICIÓ.N", se tiene eutonces la siguiente infor

mación (tabla 3.2) 

Modelo Real 1 :tvlodelo escalado 
posición angular del sistema (B) amplitud máxima ( º) amplitud máxima (º) 
con estructura amortiguadora 4.1824 2.1420 
sin estructura amortiguadora 12.012215 7.42388 

aceleración angular del sistema ( ii) valor má..xin10 ( r:;') ,-alor máximo ( r,"f) 
con estructura amortiguadora 0.3233376 0.495623 

sin estructura amortiguadora 0.6545 1.46.58519 

Tabla 3.2: Resultados en el caso de la posición angular (con el uso de panímetros de la posición 
angular) 

En el modelo real, para la posición angular, se observa que el at<'mrador minimiza la os

cilación cerca de tres veces el rnlor de dicha oscilación cuando 110 se ti•"ne la estructura amor

tiguadora, y la aceleración angular es dos veces más pequeña cuand" Pstá presente el amor

tiguador. 

Un comportamiento similar se aprecia en el modelo escalado. donde la oscilación disminuye 

tres y media veces con el atenuador y la aceleración angular es aproximadamente tres veces 

menor cuando es implantado el sistema amortiguante. 

En el CASO ACELERACIÓN, la iillormación generada es la siguiente 

El análisis para este caso muestra resultados similares al caso ele la POSICIÓN, sin embargo 

en esta tabla (3.3) se aprecia que en el modelo real para la posici,·m angular. el atenuador 

minimiza la oscilación aproximadamente tres veces el ,-alor de dicha o;cilación cuando no se 

cuenta con el amortiguador. y la aceleración angular es dos ,-eces 1wis pequeña cuando está 

presente el amortiguador. 

Igual que en el cuadro del caso posición , se nota un cornpon amiemo similar en el modelo 

escalado de caso aceleración. donde la oscilación disminuye tres ,·ecPs con el atenuador y la 

' 

' 1 

1 

1 
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Modelo Real IVIodelo escalado 
posición angular del sistema (O) amplitud máxima (") amplitud máxima (º) 
con estructura amortiguadora 4.42 2.2403666 
sin estructura amortiguadora 12.0122 7.42388 

aceleración angular del sistema (ii) valor má.xiI110 ( r:~d) \·a lor n1áxin10 ( 711) 
con estructura amortiguadora 0.3238009 0.470242 

sin estructura amortiguadora 0.654594 14658519 

Tabla 3.3: Resultados en el caso ele la aceleración angular (con el uso de parámetros ele la 
aceleración angular) 

aceleración angular es aproximadamente tres veces menor cuando se tiene el amortiguador 

pasivo. 

Finalmente. se aprecia que aplicar el conjw1to ele parámetros óptimos para el caso ele la 

posición es mejor en cuanto a respuesta tanto en amplitud. como eu aceleración angular. Un 

amortiguador con estas características físicas m.inim..iza ligeramente 1mís tanto la oscilación 

como la aceleración angular del sistema, en comparación con el amortiguador del conjunto de 

parámetros encontrado en el caso de la aceleración. 



Capítulo 4 

Conclusiones 

ESTA TESIS NO SAL'i 
DE LA BIBI.IOTECA 

Los objetivos principales de este trabajo fueron 

• Determinar el modelo teórico que describa el comportamiento del sistema. 
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• Encontrar los valores óptimos para que el sistema amortigüe óptimamente mediante la 

solución numérica del problema. 

• Validar los resultados obtenidos con el modelo en simulación. 

• Indicar cual es el mejor atenuador dentro de la clase descrita por el modelo. 

Con respecto al primer objetivo, se puede decir lo siguiente. En este trabajo se ha obtenido 

el modelo matemático de un sistema péndulo-amortiguador. Este modelo describe el compor

tamiento dinámico de este tipo de sistemas para toda una familia de amortiguadores. Y puede 

ser utilizado para obtener el mejor atenuador posible dentro de la clase descrita por el modelo. 

El modelo fue obtenido utilizando el '.\Iétodo de Lagrange. 

Para los dos siguientes objetivos se tiene lo siguiente. El modelo teórico obtenido es ade

cuado, y los parámetros propuestos para las ecuaciones de mm·imiento para normalizar el 

sistema resultaron convenientes para el desarrollo del trabajo. A partir de este modelo se de

sarrolló una hipótesis para realizar la optimización numérica. que pudo validarse en simulación, 

en un simulador digital. Este permite determinar en forma exitosa la r0spuesta dinámica del 

sistema ante diversos tipos ele perturbaciones internas o externas ,. e\·aluar el comportamiento 

del elemento amortiguador. propuesto. 

En relación al último objetivo se mostró en los resultados de la ,simulación las bondades 

de los modelos lineales para hacer estudios de sistemas. Así. a pesar de que en el modelo se 
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hicieron muchas simplificaciones. la hipótesis obtenida a partir cid 111oddo lineal se cumple en 

el sistema real. Como se ve en las gráficas que muestran la o,;cilacióu d<'l :-istema 

Desde un punto de vista amplio. el procedimiento general del trnlmjo :'P inicia con la obten

ción del modelo matemático del sistema de interés y la obtencióu de la función de transferencia. 

Es importante recordar, que dentro de la descripción del proceso de optimización del sistema, 

se partió del modelo no lineal. luego. se realizó normalización \" una po:o;terior linealización del 

sistema bajo la pauta del método de TAYLOR que tema como intención lograr un análisis por 

variables de estado. La mayor parte de las operaciones matermiticas _,. obtención de derivadas 

de mayor orden fueron comprobadas en el paquete llamado \!..\PLE. la,; expresiones analíticas 

encontradas se introdujeron al paquete \IATLAB (en el editor las ,·miables de estado y en 

SIMULINK las ecuaciones (1.28) y (1.32) que son las expresiones que• lllOdelan la dinámica del 

sistema) según los fines de la optimización y la simulación. 

Para la optimización se utilizan las expresiones en el método de '"ariables de estado para 

saber la cual es la mejor respuesta del sistema en el punto de operacióu escogido considerando 

ciertos valores constantes como la gra\"edad y la distancia desde el cable a la góndola 11 . siguiendo 

los criterios según planteados. 

En la simulación se trata de evaluar el comportamiento de todo el ,;istema y así determinar 

la eficacia del elemento amorriguante. 

Los resultados de la simulación son concluyentes, el elemento amortiguante para el sistema 

pendular funciona acorde a lo esperado. Este sistema realmente atenúa la oscilación ante una 

perturbación provocada por el viento. 

Se ha encontrado información de las características físicas de modelos escalados. esto genera 

la posibilidad de la construcción de un modelo a escala, ello. para comprobar experimentalmente 

el comportanúento de todo el sistema. De lo anterior. se presenta en <'l apéndice C, una serie 

de propuestas de diseño que pueden ser retomadas para iniciar un complemento al presente 

trabajo. Cabe mencionar que una rnriable importante dentro ele la construcción puede ser el 

tamaño del error entre la seiial experimental y la simulada en computadora. 

Entonces uno de los problemas más importantes (desde el punto de ,·ista ingenieril) a los 

cuales se enfrenta actualmente la teoría de control no lineal. es el dist anciamento existente 

entre los resultados propuestos por ella y la implantanción práctica e interpretación física de 

los mismos. lo que ocasiona que el entendimiento de estas por parte dt' la comwúclad aplicada 

(explícitamente, la comunidad ingenieril) sea muy bajo y con esto su utilización prácticamente 

nula. Con el fin de reducir esta separación, en este trabajo SP presenta en el apéndice C, una 
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aproximación a Ja solución del problema. 

La aportación principal de este trabajo es la propuesta de un elt•nu•mo amortigunate im

plantado en un teleférico. diseiiado por medio de técnicas dP control óptimo. Así, cuando el 

péndulo de dimensiones reales se excita con vientos de 40 ( 1;;~·). "'' ob:<en·a que todo el fu

nicular oscila en una amplitud de 4.18º, así es notable que ,.;i esta e'rructura amortiguadora 

no existiera. todo el sistema llega a oscilar en una amplitud de 12º. por ello la aportación del 

trabajo se hace interesante. 

Problema abierto a investigación futura, 

En el desanollo del trabajo realizado, son varios puntos donde se obserrn la existencia de 

problemas abiertos, los cuales definen una tendencia que puede tener la im·estigación futura en 

relación al tema. 

En la parte relacionada a la metodología general de control propuE»;ta. el problema imnedi

ato es obtener condiciones necesarias y suficientes para encontrar una mejor alternati,·a en la 

solución del problema. La investigación futura que se plantea en e,ore sentido es generalizar 

la solución para tratar de aplicar la metodología a distintos siste1m1,; particulares, e incluso, 

a otros sistemas pendulares que no sean teleféricos. tales como en edificios. las torre;; que se 

encuentran en las plataformas petroleras, etc, y tratar de construir con base en estos casos 

particulares tma teoría más general. Sin embargo, se cree firmementP que esto será dificil de 

realizar y por lo tanto la solución de cada problema será también panicular. dependiendo de 

la estructura del sistema de estudio. 
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Apéndice A 

Parámetros empleados 

En este momento todos los parámetros del modelo se conocen. Estos parámetros se uti

lizaran para determinar y analizar el compartamiento del sistema Y <lemas cálculos involucrados. 

Estos cálculos se realizan con ayuda de los programas de ~!ATL\B que se presentaron en el 

desarrollo del trabajo. 

A.1 Parámetros del sistema péndulo-amortiguador 

Algunos de los parámetros fueron propuestos por los realizadores ele este trabajo, además, 

por otro lacio, se muestra una terminología adicional a la del caítulo 1 >.que también es utilizada 

en el desarrollo del trabajo en la siguiente tabla de constantes. 

Descipción :\otacióu \"alor Unidad 

Densidad del aire Paire 12 Kg/m3 

Velocidad de aire (propuesta en el modelo real) l'a1re ~o km/hr 

Masa de la góndola (propuesta en el modelo real) In¡ 1000 K g 

lVIasa de la góndola (propuesta en el modelo escalado) In¡ 100 Kg 

Tamaño del péndulo (modelo real) l¡ ~ m 

Tamaño del péndulo (modelo escalado) 11 1 m 

Otras variables de interés son 



Descipción Notación Unidad 

Velocidad angular del péndulo () rad/ s 

'.\Iatrices de estado 

Función de tranferencia 

Ganancia H infinito 

A.,B,C.D 

G(s) 
Hoc 
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Para conocer las carácterísticas físicas que deben tener los modelo" :0imulados en el capítulo 

3, y tomando como punto de partida la constante del amortiguador c. ya que se conoce la 

relación asociada a esta ( ó). referida a la expresión ( 1.31). se encuentra indirectamente el valor 

de la masa que está sobre el riel y que se definió como m2 como se mnesrra 

A partir de m2 se puede encontrar el valor de la constante del resorte K. basándose en la 

relación ( 1.30) 

K 
K= - =>K=Km2 

m2 

De m 2 ya encontrada, se puede verificar el valor de m 1 . para ello .;e parte de la ecuación 

(1.23) 

m2 m2 
µ= - => m1 = -

m1 µ 

El valor de l1 , que es la distancia desde el cable a la góndola se toma a partir de los datos 

de la optimización. los cuales van desde 0.6 (m) variando cada 0.05 (m) hasta 4 (m), por lo 

tanto, también de la relación (1.24) 

1 
>- = - => 1=11 .>-

11 

l\·Iuchos de los resultados más importantes obtenidos de los prognnnas realizados son de 

tipo gráfico, estos resultados fueron ilustrados a su debido tiempo a lo largo del texto. Sin 

embargo existen algunos resultados numéricos de donde parten los ~rúficos. y que también 

resultan importantes. A continuación se presentan estos resultados. 



84 

Para el caso de la posición. se tiene tanto para el modelo r<'al y ••l '''calado. las siguientes 

dimensiones físicas 

.\lodelo real 

Descripción 
Terminolooú v b • Diuwnsión Física 
unidades de medida 

Distancia del cable u origen 
11 (m) 4 

a la góndola 
.\.-lasa de la góndola m 1 (h'g) 1000 
Aceleración debida a la gravedad g ( s) 10 
Distancia del origen 

l (m) 0.4 
a la estructura amortiguadora 
.\.-lasa de equilibrio o contrapeso 

m2 (Kg) 350 
en la estructura amortiguadora 
Constante de resorte 

K (~) 910 
en la estructura amortiguadora 
Constante de fricción ,·iscosa 
del amortiguador en e ('',;, s) 371 
la estructura atenuadora 
Fuerza debida al viento F ( .\') 740. 741 

En las siguientes tablas se evita poner de nuevo la colwnna de descripción. ya que todas las 

tablas tienen el mismo contenido. 

:\lodelo Escalado 
Terminología y unidades de medida Dimensión Física 

11 (m) 1 

m1 (Kg) 100 

g ( s 10 

l (m) 0.1 

m2 (Kg) 35 

Kl~ 371 
e ( J:,s 77 
F (N) 23 

Al igual que lo anterior. se muestra lo obtenido en el caso de la at0l0ración 
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'.\ loclelo Real 
Terminología y unidades ele medida Dimensión Física 
11 (m) 4 
m1 (Kg) 1000 
g(g) 10 
l (m) 0.4 
m2 (Kg) 350 
K (i:!; 1155 
e("'~' 315 
F (N) 740.741 

Modelo Escalado 
Terminología y unidades de medida Dimensión Física 

11 (m) 1 
m 1 (Kg) 100 
g (~ 10 
l (m) 0.1 

m2 (Kg) 35 
K (;;; 465.5 
e ( ,~, 68.25 
F (N) 23 

Las tablas anteriores ayudan al planteamiento de una alternati\·a para la construcción de 

un modelo a escala. para lo cual se muestra en el apéndice C. una prouesta de diseño. 



Apéndice B 

Listado de programas en Matlab y 

bloques de funciones en simulink 

B.1 Programas en matlab 

86 

La creación de programas surge por la necesidad de realizar cálrnlos rápidos y de repeti

ción constante. En este caso se hicieron algunos de ellos para facilitar el trabajo de cálculos 

numéricos en este trabajo. Estos programas pueden conjuntar;=<' en uuo solo. pero en este caso 

fue conveniente tenerlos separados para poder realizar moclific-acione,.; u obtener resultados de 

manera más rápida. no teniendo que correr un programa exteIL"O. 

Cabe seúalar que los progTamas siguientes deben ejecutar:'"' <'n l',.;ta misma sucesión. pues 

los parámetros obtenidos en algunos de ellos. son ocupados <'n otro,.; programas de posterior 

ejecución. 

Se presenta a continuación. la distribución los programas P11 cuauto a la cantidad ele ellos 

en la siguiente tabla, seguida de las condiciones principales de proµ,rmnación. así como su 

descripción en diagramas de flujo. 
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Programas Programas 
Descripción de la actividad usados usados Programas 
ejecutada por el programa en el caso en el caso Totales 

de posición de aceleración 
Mantiene fijas dos relaciones 

R: 
(¡ ,r.) y optimiza 

Uno \_; llO Dos 
variando (µ ,ó ,r;;) 
para rnlores dados ele ( ,\). 

!'vlantiene fijas dos relaciones 

S:• 
( ¡ , r.) y optimiza 

Dos Dos Cuatro 
variando ( ,\ .ó ,r;;) 
para ,·alores dados ele (µ) 
Optimiza variando (µ .,\ .8 ,K.), 

T: matenienclo fijos Dos Dos Cuatro 
los parámetros ('¡ . r. ). 
Verifica que los resultados 
de los programas R. S y T 
hacen esta ble el comportamiento 
del sistema. ello mediante 

U: 
la obtención de los valores 

Uno Cuo Dos 
propios en la matriz A; de 
la representación en variables 
de est aclo del sistema 
pénclulo-amortiguaclor para 
los casos a analizar. 

Cada conjunto ele éstos programas (R. S, T, U) resueh·en el prnbk'llta uumérico bajo ciertas 

condiciones que se muestran en el siguiente cuadro 
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Condición Características 
Restricción para .X , se toma en cuenta 

Condición 1 
únicamente la distancia entre el cable .\· 

(Cl) la góndola (recordando que en d cable 
.X=O) y en la góndola .X=L entonces se 
optimiza para ,-alores de .X entre O ~; 0.!J 
Los valores de .X se dejan libres. 
es decir, que el elemento amoniguante 

Condición 2 
puede estar situado por encima del cahl<> 

(C2) 
donde pende la góndola a una distancia de 4 (m) 
hasta lo más cerca posible de la góndola 
(en la distancia comprendida entre el l'ahle y donde 
están los pasajeros). 
Considerando a la relación dinámica .X = 1'1 

. 

se han realizado pruebas para diferente'~ ,-alores de 
11 (distancia del cable a la góndola) que \·;m desde 

Condición 3 4 (m) hasta 0.90 (m), lo que implica 
(C3) un escalamiento. Ésta condición tiene como 

finalidad. analizar el comportamiento del sistema 
con otras dimensiones distintas a las consideradas 
como el tamaño real. 

Condición 4 La optimización se realiza con dos 
(C4) casos, la POSICIÓN y la ACELERACIÓ:"i. 

Al unir las dos tablas anteriores para definir una tercera que e,;1wcifü¡ue a qué programas 

se les aplica las condiciones explicadas. se presenta el siguiente cuadro 

Conjunto de programas Condiciones que se aplican 
R C2, C3. C4 
s CL C2. C3, C4 
T CL C2. C3. C4 

El resultado que encuentran los conjuntos 
de programas R. S y T. es empleado 

u en esta rutina para saber si hacen al 
sistema estable inclependient<'rnente 
de la condición empleada. 

De los grupos ele programas R. S, T, U descritos brevemente en la primera tabla, es necesario 

describirlos ele manera más concreta, por lo anterior, se recurre a ilustrar la forma en que 

están estructurados dichos programas mediante diagramas de flujo. los cuales se muestran a 

continuación. 
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Para tocios los programas se ha dispuesto el uso ele cronómetro para ,;aber el tiempo máquina 

empleado para obtener el resultado. así como un indicador dP la fecha en la que se realizó la 

corrida del programa. Estos elementos, aunque en primern in,;t,111cia pilrecen superficiales, 

son importantes por que ayudan a organizar los resultados <'n forma cronológica y facilitan 

el trabajo de documentación. Por otro lado. casi todos los programa,; contienen instrucciones 

recursivas de tipo anidado. como ciclos 'jor'·. 

En el conjunto ele programas R (figura B.l). como se dijo. optimiza a (µ ·" .c5) para valores 

dados de ( ,.\), para ello se ideó un programa anidado en otro. es decir. d primer programa inicia 

el proceso iterativo y definiendo algunos valores importantes que se mantienen constantes a 

lo largo de la corrida. posteriormente, dicho programa ejecuta otro programa que realiza la 

optimización y almacena en una matriz los resultados generados. 

El conjunto ele programas S (figura B.2), optimiza a (,\ .h' }) para ,·¡¡lores dados ele(µ), en 

este grupo también se utilizó la metodología anterior, un progrnma q1w se ayuda de ejecutar 

otro, el primer programa inicia el proceso iterativo de la misma formil qne el grupo R, sólo que 

la relación es distinta, por lo tanto el principio de operación es básicamente el mismo, al igual 

que la forma en que almacena los resultados obten.idos en una matriz. 

El grupo de programas T (figura B.3), optimiza a cuatro rPalciom"' dinámicas (µ ,,.\ ,>< ,c5), 

en este grupo se usó un programa. este inicia el proceso iterativo el<' la mirnia forma que los 

grupos anteriores. pero ahora son cuatro parámetros variando al mirn10 tiempo. los programas 

T no almacena tocios los resultados obtenido en una matriz. corno en lo' gn1pos anteriores, pues 

sólo almacena un vector como el resultado óptimo. por lo anterior "" presenta su descripción 

en diagrama de bloques. 

El grupo de programas U. evalúa únicamente la estabilidad del 'istema para los datos 

encontrados en los grupos R. S :-· T, su estructura en diagranw de bloques e; la figura B.4. 

Los listados de los programas se muestran ordenados por casos. iniciando con las rutinas 

empleadas en el caso de la posición 

Progra1ua TADL:\_LA:.JBDA.:.I 

%Proµ;ra111a que n••1li;i;a una tahla ch· par<illJt'tJ"os (Ípti1uo:; para el (;a.so de la l'""'i' ¡,·,11 

%del tuodclo del .... i:--11·1111\ 1>é11d11lo-a1uor1iguadur. 

%prognuna que f1111t·iona con ard1h·o taJ.lahi:-;.111 



PROGRAf\.1A 1: 
.. TJ..t>la_lambda.m"' 

Cronómetro inicial 

Entrada d; dalOs {11 >I 

relación dinámica 
... 1' '>-----
m1c1o:paso:final 

EJecuta el programaJ 
wtablamubis.m" 

PROGRAMA 2: 
"Tablabis.m" 

Almacena dalOS en el vector: 
\'ec1 [mu lambda kappa delta] 1 

Fin dd cronómetro 1 
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\lahm:s cons1:1ntes 

relación din:irnica , 
. . . µ . -----------
1mc1o:paso:linal 

relación din:imica · 
inicio:pa~o:final /,.----------, 

rel:lción din:i.mica' 

~ m1c10¡)3!>ofinal 1~ 
i Almacena datos en d \ ellor 

1 \ect [mu lambda kappa delta) 

Calcula matrices de 
estado [A BCD] 

Calcula la nonna 
Hx nm la.' 
matrices de estado 
[A BCD] 

) 

./'Hxe~ 
minirnn -...., 

( H < H 
""'act~al a~t."nor 

/ 

Si 

Se reescribe 
el vector 1 

i 1 

1 ' 

"- res=[ mini vecl] \ 1 

__ ~º -/ ___ 1 ¡ 

Regresa al programa _________________________ _ 
"tabla_mu.m'" 

Figura B. l: Diagrama de flujo para el grupo ele programas R 



PROGRAMA 1: 
"T ABLA~1U.m" 

~ 
lcronóme\ro inicia 

'Entrada de d:i.tos 011 

relación din:imica 
~------< . . . µ final 1'----

1mc10:p:iso: 1 

IEjecma el programa 
"tablamubis.m" 

Fin del cronóme1ro 

PROGRAMA'.!: 
"TABLA}.tUBIS.m" 

' l 
1 

1 

Valores constanti.:s 

rd:i.c1ón din:irm.::1 

1nicio:p"aso:linal 

reladón din:imii.:a ·, 
imcio:p:iso:li11al 

rd:Kilin din:i1111l·a 

Íllll'IO;pa.~n: final 

Almaci=na datos en d \eCtor: 
\'ec1 !mu lambda ~app:i ddtaJ 

/ 

Calcula m:itnn:s lk 
.:siado (A B C Dl 

Cakula la mmna 
Hx l'On las 
matrici:s dl' estado 
[A BCD} 

) " 
Hxes 
mimmo 

H:x <Hx 
actual antenor 

¡-.:[) / 

Si 

Se reescribe 
t:I vector 
n:s=[ mini \'t!Ct} 
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1 

1 

1 ' 

Regresa al programa ________________________ _ 

"tabla mu.m" 

Figura B.2: grupo Diagrama de flujo para el grupo de programas S 



Cronó~tro imcia1 

Entrada o,k datos ( 11 l; 

;Valores ~onstantesl 

-----: relación dinimíca )----------
\inicio:p°'aso:final 

relación dinimica 
----( inicio:p~o:final )-----------

relación din.imica 
inicio? aso:final >---------

Almacena datos en el \·ector: 
\eCt {mu lambda kappa delta] 

'Calcula matrices de 
es1ado [A Be DJ 

j Calcula la nonna 
: H')C con las 

matnces de estado 
'[ABCD] 

H')Ces 
mínimo 

H ')C <Hoc 
acrual :interior 

No 

Si 

Se reescribe 

1

1 el H•etor 
res=! mmi \ e.:t] 

Cakul.t r:nct'S 
del numt'r:11for 
~ denmrnn~ulür 

Je l:i !unc1dn de 
transler<'n.:1:1. para 
s;ill<!'r <1 <'' <'>tatile 
el sistema con los 
p;ir:ime1ros del 
\ei:tor ·r,..<;" 

Fin J.:l i:ronómetro 

Figura B.3: Diagrama de flujo para el grupo de programas T 
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·Valores cons1an1es de 
'11 . g y parámetro 
gamma 

. Se deline la matriz T. 
i que es una tabla de 
• valores óp1imos en 
1

1 

fonna de matriz. 
Ti J 

1 íx-1 

' ----:For i-1-N (renglón); 

Parámetros 1oman el valor 
del renglón correspondiente 
en la matriz T: 
µ =T(i,I) 
A=T(i.2) 
~=T(i.3) 

Ó=T1i.4l 

1 Calcula valores propios 
~ en la matriz de estado ' 
1 A 

La pane real 
"'ºlos valores 
propios es 
menor que cero 

(Re<OI 

No 

""'-Si 

~1ut',lra cuak~ <le lns 
renglones en t.1 matnz T 

·son t'Stablcs 

Almacena en un nue\·n vector· 
e! resuh:i.dL1: 
renglone~=[ renglunc,.l] 

Figura B.4: Diagrama de flujo para el grupo de programas U 
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date 

tO=chJ<·k: 

%se df'fhwu \·alor1:s 1·011:-:r a1111·:-: 

l 1 =iuput('Da111P 1!! \·alor de l 1 { dist anda del cahle a la ~óudola )f'n uwt ro:-::·¡: 

resultado=[ J: 

for lan1lula=ll.O:O. l :!l. l 

rcs=Tahlilhi."ifhuuhda.l l I: 

rcsnl t. ad o= [ rcsul t ado:n:s]: 

cud 

rcsultndn 

T =[resultado( :.3) n:suh aclo( :.1) n•su!f ado( :.-1) resultado( :.5)J: 

Ttuinut os= (el iluc( dock.tO)) /GO 

Prograina TABLADIS.~I 

3Progra111a <·ompleuu·utario de tahla_la1uhda.u1 que realiza la optimizacióu 11111ut"J·it·a ¡\,.¡ ~i:-1t·u1a para t!I 

3cnso de la posidún. 

%Nota: éste prognuua es tllH\ s11hruri11a del progra1na tahla_la1nbda.1n. 

Función re:-;= Tablahis( la111hda. l l) 

%se dcfi11c11 Yalorcs ni11:-;ta11tcs 

g=IO: 

ga1un1a=v.,/ll: 

p=l: 

1nini=l22: 

%111at.riccs de cstatln eoustautf's 

C=[O O 1 O]: 

D=[O]: 

B=[O:(-la1ulitla*p ):O:¡) i:: 

for 1nu=fl.05:0.05:0.35 

for kappa=l5.0:0.l lti.J 

for dcltn=2. l :Q.().j:J.5 

3for <lclta=0.01:0.0,j:'.? 1u1tcs 

\'(.'Ct=(uu1 kappa <\('Ita}: 

%resto de las tnat rin•s d<· est.ado 
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end 

cud 

end 

r;;, ......................... ,, ............... . 

if la111l1ela>!.{<Un1na/ka],llil· l /11111 

cud 

A~[ll 111 O; 

( b1111lida*111u*~a1u1ua-k.a¡)¡Ja-ka1i11a *n111 *\a1nh(la - 2) 

(-( l +11111*la111hc\a · '2. "1lelta) (lan1hda *v;a1n111a-g;;uu1ua) O: 

l o o l; 

( ( -ga111mn+ la1nl1c l•1•kap1>a)*11111) ( 111u * la111h<ln •delta) 

{-~a111ma) O]: 

f=normhinf(A.D.C .D.0.00001 ): 

if f<miui 

11ii11i=f: 

rcs=[la111hd11 miui ,.Pct]: 

cut\ 

Progr,una TABLA \IC \I 

3Progran1a que gc111~ra lllli\ tahln <\" p<1ní111ctros óptin1os para el ca.so de la po:-i, i<111 

%del 111odelo del sist c•uu\ pi!11d1ilo-aJI1rJrt iguador. 

%prov;ra111a <1t1c fuucioua cou ard1iYn 1;1hla111uhis 

date 

tO=clock; 

o/ose dcfi1u~11 ,·alares co11sra11tcs 

ll=inpul('Da1nc el ,·alor de ll(c\i:-ta1icia del ct\hle a la v;óndola)eu 1uctro~: ): 

resultado=[]; 

for 111u=O.J5:0.J5 

res=Tabla11111bis( nn1. l l ); 

rcsul tac lo= [ rt'snl ta~ lu:rcs]; 

cnd 

rcsult ado 

t1uinu tos= (et in1e( elock .tO)) /60 
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3Prognu1111 TAI3L:\~I rBIS.~I 

Funciou n~s= Tahla11111l1is( 11111. l l) 

%se d<!fi1u•11 los nilnt<'s nmstaul1'S 

%debe dar si• el nllor di' 11 ( -l!n 111;ixiu10 para el 111odelo real) 

311; 

g=!O; 

ga1nn1a=~/ 11: 

p=l; 

%p=l/(111l*ll); 

tnini=l22: 

C=[O O 1 llj; 

D=[O]; 

Cor kappa=O.l:U.l:J 

cu<l 

for ln111bda= 11H\..x([ga1n111a/kappa-l/1nu+.Ol 0.1]):0.l:0.2 

B=[O:(-huulula *p) :O;p]; 

for ddta=l.0:0.1:2.l 

\'1•1·t='.la111h<la kHp]m ilc!r.a]: 

•;;resto de 111a1rin•:-. d1· <'Stado 

A=[ll 1 Oll; 

( la111h1la * 11111*~a111111a-kap¡1a-kappa *11111 *laruhda ~ 2 : 

( - ! l _._ 11111*111111 hda ~ 2) * d<!lt.a) (lan1lula * gan11ua-gan11..:...a 1 U: 

1 o o l: 

((-~a111111a+\111uhda*kappa)*111u) (111u*la111b<la*dclta l-J,!,<1!11!lla' 11:: 

f=nonnhiuf(:\ .IJ.C.D.0.00001 ); 

if f<111ini 

1nini=f: 

res=[un1 1ui11i \"<:et]; 

1·11d 

eu<l 
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3.Pro~ra111.l OPTI-t lnnf ~I 

date 

tO=clock: 

o/cprognuua de opti1uiz;Kich1 d1• cuatro par;í.111etros. 

o/cse <lefi.11c11 valorel'i c(n1stautes 

ll=inpu1.CDau1c el valor de llidistau«ia <le! cH.hlc a la ~óndola)cu 1netros: ): 

ga111n1a=J.?;/l l; 

p=l: 

o/c.p=l/(1111*11}; 

1uini=l22: 

%matrices de estado 

C=[O O I O]: 

D=[O]: 

for rnu=0.()5:0.0ri:O.J5 

for kappa=lO:O.l:ll 

for lan1l1<la=(l.l:O.l 

for dclta=2.0:0.05:2.J 

vel"t=[1uu la1nhda kappa delta]: 

7(",rf':o.to de llH\Tr]("cs de estado 

if lanilHla >~;1ni111a/kappa-l/n1u 

cud 

A=·n 1 (1 O: 

1 ];1111l1<la*11111 *gan1n1a-kappa-kappa*rnu •1a1ull(la - "1 

!-( l +111u*lcunhda -2)*delta) (la1nbda*gannua-~a111un11 O: 

n o o 1: 

¡ !-g,au11ua+la1nhda*kappa) •11111) (mu"'laiuhda "'1h·l1a1 1 -t.;;11111u;1 1 !l]: 

B= :11:(-\a1nlida •p ):O:p]: 

f=11r .• n11hi11f( A.D.C .D .0.00001); 

if f<tuiui 

lHit1i=f: 

r<'s=[1ui11i n:c:t]: 

<'iH! 
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end 

uurn=[l rcs(:.5) l'<'S(:,.-1)] 

den= 1 · ( n•s( :.5 )*res( :,2)*11~( :.3) -2+n•..,, :.1í)) (¡.!;1u11111a-

res( :,3)ªn~s( :,2)*ga111111a+n·s( :.-l )*n•s( .. 2 ¡ .. res( :,3)- 2+res( :.-1)) 

(res( :,2)ªrcs( :,3)*n~s(: .. J) ·;.;a1111ua+11·:-.1: _.j ¡*~auuna 1 r<'-'>(:.-l) •ga111111a

res(:.2)*g;u11111a -2+n·s( .2)*res( :,J)*r•"·l :..t) *g11uuua] 

roots(uu111) 

roots(dc11) 

res 

t minutos=( ct.i1111~( clock .tO)) /60 

%Prognuna VALPROPIOS.\I 

%Este prograu1a d1•11~n11i11a los Yalun· .. propios del<' 111atriz de estado . .\. para :-.;d,.•1 ..,¡ ,.¡ -i .. 1··111;1 , ... ,--.1ahle 

%se <lcfiucu Yalon!s t·o11s1a11H•s 

11=4; 

g=lO; 

ga1n1na=~/ll: 

3inicializaC"iúu de las tnntrit'PS 

renglones_ estables=[ ]: 

renglones_ i11es1.al1lcs=[ ]: 

%desde la \'1?11taua <le \lntlah o !'U P ... IC' pro~ra1ua tlt!bc definirse la 1ua1riz T=[11111 larnl,,!.i k;1ppa d<·l•a: 

%eje111plo: T=[ 0.35 0.1 2.G 1 !]: 

for i= 1 :size(T, l) 

mu=T(i,l); 

lan1l1da=T(i,2): 

kappa=T(i,3); 

<lclta=T(i.-l); 

A=[O 1 O O; 

(hu11l)(la*u111")!;H.1UlllH-k<1p¡i;t-kap111l *1uu*huulu\a ~ 2) 

(-( 1 +1uu*la1ulida -2) *delta) 1 J;1111IJ1ia* ga11J111a-ga1u111a) O; 
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end 

() o () 1: 

( (-µ;a111111a+la111l11la •kappa) •111111 ::.:u"'lau1hda'"rh•lt al ( ·¡.!;l\lll!11a) O]: 

Y=c;"(A): 

o/c1uostraní. los ,·alnrcs cstah!Ps 

if real{Y(I))<O ..\.'." l'('al(Y{2• <0 l.: real(Y(3))<ú l: rcal.Y(.t))<O 

renv;lones _ <'St ahles=[n·1q.!,luue:- _ cstahlcs:i;: 

cud 

1X 111ost nu«í ,·alon•s lnest.al>h•s 

if r<~al(Y(l))>O 1 real(Y(2)•>11 real(Y{3)J>fl i rcal(Y 4))>0 

cud 

('los rcn¡!;\uues cstahlcs cu la n1atriz T scou:· 

renglouc.o,; cst.lhlPs 

('los rcu~loucs iucs1ahlcs cu la 111111riz T ~.u:·) 

renglones 1111•stal1h·s 

Por otro lado, en el caso de la aceleración, se presentan los siguientes programas 

%Prograu1a ACTABLA_LA~IDDA.:-.1 

3progra111a que fuucioua cou ard1iYo ;u·Tahlahis 

date 

t.O = do<:k: 

3se dcfiucu ,·alorcs <"0111a111cs 

ll=i11put('Da1uc ('¡ \"ilior de ll (distauda cl1•l t:ahlc a la ~cíudola) cu metros:º): 

resultado= O: 

for la111hda=0.l:O.tl.';:0.9 

rcs=aeT;1blal>is( la1u l>da,l l ); 

rcsult a<lo= [ rc~ul 1 ado:rcs]; 

end 

resultado 

t 1n inu 1 os= (et iu1c( (· I• >1 ·k. tO J) /Gil 

%Progran1a ACTAI3LAI31S.~I 

function rcs=acTalilalJis(la1nl1<la,ll) 
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3se dcfi1w11valon'!-1·0111aut-e!-i 

%1111=1000: 

g=IO: 

gan11na=!!,/ll: 

p=l: 

%p=l/(ml'll); 

1nini=l22: 

%n1at.iccs 

B=[O;O:O:IJ: 

D=[pj: 

for 11111=0.l:ll.l:O.J 

for kappa=2.5:0.l:-I 

cud 

for dcltn=0.0001:0.5:1.5 

cud 

vcct=[11111 kappa <\('Ita]: 

o/¡¡n1a1 rices de est adn 

A=[O 1 O O: 

o O 1 O: 

o () () 1; 

(-kappa *ga111111a+ mu• ¡.?;am nH\ - 2-u111 *la1u hda *kappa• ganuua) ... 

¡ -11111*li1111bda"'1ld1a•~;uu111a-ddt a *ga1111ua) .. , 

( -i.;:;1111111a+ l<uu 1Hl<1*11u1*i.;a111111<\-kappa*111u * hunhdn -2-kappa J •• 

(-< !Plt a'" 11111*1<1111 l ic !a - 2-c lt•lt a)]: 

C =[ ( -)!,1\lllllllt"' ( kapJ lil- lllll "':!;CllllllH\ -r lllll *Jalll hda *kappa)* p)., 

( -dclt a* v,1uu 11¡¡\" ( 11111'" la1u bdC\-r 1) • p) .. 

{- p*g;a11111n\.._ p "'la111hda•11111 * ga111111<\- p* kappa* n111 *lambda - 2) ... 

(-p*dch a*11111 *lambda -2)]: 

f=1111n1Jhinf(A.D.C.D.O.tJOt)l ): 

if f<nliui 

11ii11i=f: 

rPs=[la111111la 111i11i \'1:1·t'.: 

<'Ud 
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end 

%Progr.uu.1 AC'TAI3LA ~IC ~¡ 

3prognuua que futwioua <·011 arl'hivo a1"Tah\a11111bis 

date 

tO = clo<·k; 

resulr.ado=O: 

for 11111=0.tl[i:0.05:0. l 

r<!s=al"Tahla11111l1is(11111); 

rcsulr 111!11= [ rPs11!11u I<•; res]: 

e11d 

resultado 

t 111 iuut.os= { et.i1nc( dol"k, tO)) / 60 

%Prognuua ACTADLA~IUDIS.~l 

funct.ion res=acTal)lahis(11n1) 

%se dcfincu valores 1·0111.aurcs 

1nl=lOOO; 

ll=-1; 

1=1.4; 

g=lO; 

gan1111a=g:/\ l: 

p=l/(ml•Jl): 

1nini= 122; 

%u1atices 

B=[O:O;O:l]; 

D=[p]: 

for huuhda=-.J:O.G:-1 

for kappa= . .'J:O.l.1.5 

for deh a=O. l :0.1 1.5 

\"C<:t=[la111hcla kappa <\!'Ita]: 

'.Xo111a1ric1~s ele• <!Sl;1clr> 

A=[O 1110: 

O O 1 O; 

101 



102 

o o (1 1: 

( -kap11a "~illllllla+1u11 "~;uu1na • 2-111u "liunhda •kappa">::an1111<1) ( -1u11 • la111l ula ·, [,.]1 ,, • ~:11u111a-d••'.:,\ "i.?;an1111a) 

( -:.?,1111111111+ laiul11\a * uu1 ·~;u11111a-kappa"rn11*la1ubda -2-b\ppa) l «\dt a" u111*J.11ul11b1 - '2-•klt ;1 )]: 

eud 

end 

C=!(-~a111111a • (kappa-11111"¡:,;1rn1ua+11111 "la111hda •kappa)*p 1 •--.ldt 11" ...;a111111a" ( 1u11" l<tl1Ll .. In- 1) * p) 

(-p"~nutma+p"laudu\a" rn11"'ga1111ua-p*k:1ppa*nn1"la1nhda" 2) (-p"d,,11a"11111" l:i111h•la • 2)]: 

f=11on11hi11f( A ,D.C .D.!UHltHll ): 

if f<1ui11i 

rniui=f: 

1'11<1 

3Progra1ua ACOPTI.tD _HINF .~I 

date 

tO = dot·k: 

%Prognuua de OPTI~IIZACIÓ?\ d<• .t pará1uetros. 

3se definen '"'lores <·outautes 

ll=iuput 1 'Da111e PI nlior de 11 (dista1wia del cable a la góudola) en nietros:'): 

g=lO: 

ga1nn1a=~ 111: 

p=l: 

%p=l/(1ul"ll); 

1nini=l22: 

o/cmatric~ de estado D _,. D (coustant(~s) 

B=[O;O:O:l]: 

D=[p]: 

for 111u=fl.00:0.Cl5:1l.35 

for ~ppa=l.O:ll.1:1.5 

fur lau1bda=·9.8!J(j(i:J:-9 . .S':Jli(iJ 

for ddta=l .8:0.05:2.J 

\"1~<·!=[11111 huuhda kappa delta]; 



cud 

cu<l 

cud 

eud 

'lí11·<1udi1·it'n1 ele• ~·.o.;tal1iliclad 

if la111h1la>i.?,<1m111a/kappa- l /1uu 

A=[O loo, 

O O l O: 

O O O L 

(-kappa"' ~a111111a+ lllll • g:a1uuu1 - 2-11111 • la1nhda *kappa* :.;n 111111 a) ... 

{ -11111" i<1111l 1~ la *de Ir.a• g:a1111na-clcl ta• g¡u111na) .. 

(-~a1111u;,-1- \a111hda*111u*¡!,a111ma-kappa * 1uu *la1ulHln - '.2-k<1Ji1111) .. 

(-delta "nu1*lau1bda -2-d<•lt a)]: 

C= [ ( -~aJ111ua" ( kappa-11111 • g:a111111a+ tnu *hunhda •kappa)"¡ 1} .. 

\-dclt.a*µ;amma* ( 1nu•huubda+ 1 )*p ) .. 

( -p • g:a1u 111a+ p" lam hda • 1n u• g:a111111a-p *kappa* n111 * la111 l u l;i - 2) .. 

(-p*ddta"rnn*la111hda -2)]; f=uonuhiní(A.B,C.D.0.lllUHl \ ): 

ií f<1nini 

1ui11i=f: 

rcs=[111i11i n~et.J: 

rud 

nuru=jl n~s(:,5) res(:..t)]: 

den=[l (res( :.5) *res( :.2)*rcs( :.3) -2-:-rc!-( :.5)) (gi\111111H-rcs( :,3)*res( :,2)*ga1nnH1-:-n':-l :A) *1·1':- · .:.! '· n·, .:) 1·2+res( :.-l)) 

(res( :,2) *res( :,3)*res{ : . .'.> )*g:;un111a+rPs{ .:i )*g:anHna) res( :A) *gam111a-res( :,2)*ga111111n - 2+r1·:-• .1, "'1 •·.' :.:.>•*res( :,-l )*ganuua:: 

root.s(11u111) 

roots(dc11) 

trniuu tns= ( et.i1uc( do¡-k. tU)) /60 
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B.2 Bloques de funciones en programas de simulink 

Con base en el diagrama ele bloques (3.1) del capítulo 3. que es el simulador digital para el 

sistema atenuador de oscilaciones, se presenta a continuación el contenido de los subsistemas 

contenidos en este. 

El bloque que representa el subsistema ··parámetros·· (figura 8.5) contiene las relaciones 

dinámicas (1.23). (1.24), (1.30). (1.31). (1.27), (1.26), que parren de conocer los valores de 

m2 y 11 . Los cuales se generan desde la ventana principal del paquete 'datlab. donde además 

pueden asignarse otras constantes, como por ejemplo la gaveclacl (g). 

u(1)1m1 

mu 
1mu 

l/u(1) 2 

lambda 
11ambda 

g/u(1) 3 

gamma1 
gamma 

Wu(1) 4 

kappa 
kappa1 

c/u(1) 5 

delta 
delta1 

m1 
1/u(1) 

Const:ant pi1 

Figura 8.5: Diagrama de bloques para las relaciones dinámicas del modelo 

En el subsistema "Variables'·. que se muestra en la figura 8.6. contiene básicamente dos ele 

las variables de interés para el análisis del sistema, una que corresponde a la ecuación (1.25) 

obtenida en el capítulo 1, así como sus integradores. 
El subsistema "Ecs de moümientoº' se ilustra con la figura 8.7 ,. está referida a parte de 

las ecuaciones que describen el modelo del sistema pendular. ( 1.28) :• ( 1.32). 

En dicho subsistema se encuentran contenidos, a su ,·ez. dos subsistPn1<1s más. cuyo contenido 

es el siguiente; el subsistema·· EC. DE THETA **2" se muestra en la figura B.8. 

Y para el subsistema EC. DE V**2, ilustra en la figura 8.9. 
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entr.a thet.a 1 u s.ale thet.a1 • s.ale thet.a1 

entra thet.a 1 u 
s s theta1 

lntegr.ator2 lntegrator3 Saturation 

3 

theta1" 

entra V "" saleV " sale V 
mo1.1imiento de m2 

2 2 

entra V~· s s V 
1ntegrator lntegrator1 

4 

V" 

Figura B.6: Diagrama de bloques de los integradores que modelan las rnriables de interés 

mux 
sale theta,." 1------~ 

sale theta1u 
~--..i Fza viento 

Ec. de theta""2 

L+---..iMJx 

- \/" 1------.r 2 

s.ale V-" 
2 r----1----.JFza viento 

P(fuerza del viento) 

Figura B. 7: Subsistema que contiene las ecuaciones de movimiento del sistema 



1 (1+(u(1fM2)"2))+M1f("(8)"2)~ 

(u) 1+u(1) 

( ... )'11+(u(1Y(u(8)"2))J 1+0 

(u) 

·(2"u(1f ... 

(u) 

(u(8fu(9) .. 

Fz.1 vi""nto 
'---+I 

(u) 

(u) 

(. .)'11+(u(1Y(<>(8)"2)~1 

X 

roduct5 

106 

Product2 

Sum 
Sum2 

Figura B.8: Susbsistema que muestra los diagramas de bloque para nnn ele las ecuaciones de 

movimiento, ecuación (1.28) 

Mux 

2 

Fza viento 

l(u) 

[ 1+(u(1 )"( u(2)"2))+(u( 1 'f( u(8)"2))] 

l(u) 

( ... y¡1 +(u(1f(u(8)"2))] 

l(u) 

·(2"u(1)" .... 

l(u) 

(u(8fu(ll) ... 

l(u) 

u(JJ)"coS(_u(l)) 

Product5 
l(u) 

( .. Yl1•M1f(u(8)"2)~1 

sale v· 
+ 

Sum 

Figura B.9: Susbsistema que muestra los diagramas de bloque para una ele las ecuaciones de 

movimiento, ecuación (1.32) 
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Con el fin de complementar el diagrama de bloques del modelo no lineal del sistema y así 

poder compararlo con las ecuaciones de donde procede (1.28) y (1.32). se muestran a continua

ción las operaciones realizadas en los bloques tipo /(u). 

En el subsistema PARA1'1ETROS del diagrama de bloques del capítulo 3, contiene los 

siguientes elementos. 

Nombre del bloque Operación 
lmu u(l)/ml 
llambda l/u(l) 
gamma! g/u(l) 
kappa! k/u(l) 
delta! c/u(l) 
pil l/u(l) 

En donde u(l) es la primera entrada al subsistema, la cual reperesenta m2 y; u(2) es la 

segunda entrada al subsistema. la cual es 11 

En el subsistema Ec. de theta **2 se tiene la siguiente tabla para cada uno de sus elementos. 

Nombre del bloque Operación 
l/[1 +(u( 1 )*( u(2)-2) )+(u( 1 )*( u(s)-2) )] 1 / ( 1 +( u(l )*u(2) -2) +(u( 1)*u(8)-2)) 
( ... ) /[l +( u(l )*( u(s)-2))] ( u(l )*u(2) '2} / ( 1+u(1 )*u( s)-2) 
l+() l+u(l) 

-(2*u(l)* .... 
(2*u( 1) *u(9) *u( 8) *u( 10) )-(u( 1) *u( 3)*u(S) * 
*cos( u(7)) )-(u ( 3) * ( 1+u(1) *u(2)) *sin( u(7))) 

(u(8)*u(9) .... 
( u(8)*u(9)-2)-( u(3)*sin( u(7)) )-
-(u( 4)*u(8) )-(u( 5) *u( 10)) 

u(6)*cos( u(7)) u(6)*cos( u(7)) 
( ... ) /[l +(u( 1 )* ( u(S) '2) )] -(u( 1 )*u(2)) / ( 1+11(1 )*u(S) -2) 

En este caso u(l) es la primera entrada al subsistema. la cual reperesenta m2 y; u(2) es la 

segunda entrada al subsistema, la cual es 11 

En el subsistema Ec. de V**2 se tiene la siguiente tabla 

Nombre del bloque Operación 
[l +(u( 1 )* ( u(2) '2) )+(u( 1 )* ( u(8) '2))] 1 +(u( 1)*u(2)'2 J+( u( 1 )*u(s)-2) 
( ... ) /[1 +(u( 1 )* ( u(S) '2))] 1/(1 +u(l)*u(8 ¡-2) 

-(2*u(l)* .... 
-(2*u( 1 )*u(9ru( S)*u( 10) )-(u( 1 )*u(3)*u(S)* 
*cos( u(7)) )-(u( :3)*(1+u(1 )*u(2) )*sin( u(7))) 

u(6)*cos( u(?)) u( 6) * cos( u( 7)) 
( ... ) /[1 +( u(l )*( u(S) '2))] l -u(2) / (1 +u(l )*u(s)-2) 
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En este tipo de bloques. se agrupan algunas operaciones básicas con el fin de que el diagrama 

de bloques no resulte muy extenso y confuso . La designación del mí1nero ele seilal u[i] va a 

corresponder al orden en que son introducidas en el bloque multiplexor inmediato anterior. en 

el caso de tener que realizar operaciones entre varias seilales. Calw mencionar que en estos 

bloques se incluyen los valores numéricos de las constantes definidas Pn los capítulos 1, 2 y 3. 
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Apéndice C 

Propuesta de diseño 

Obedeciendo a la variedad de resultados encontrados para escalar el modelo real, resulta 

conveniente proponer algunas ideas básicas de la configuración rentati,·a que podría tener un 

modelo a escala del sistema pendular. 

La finalidad de este apéndice es estimular la continuación del presente trabajo para la 

realización de un modelo a escala que permita la validación experimental del problema. 

El contenido del presente apartado. está dividido básicamente en tres partes: bosquejos de 

"pre-diseño" del amortiguador y del resorte que son elementos esenciales en la estructura amor

tiguadora, análisis téorico de dimensiones físicas, así como también tres bocetos que ilustran la 

propuesta de la confuguración del pequeño modelo. 

Las ideas que se presentan no están completamente desarrolladas. ,.a qne deben ser sometidas 

a un proceso de diseño mecánico formal, el cual puede basan;e en diversos criterios como 

matrices de decisión, tablas morfológicas y técnicas sistematizadas p<H'a la adecuada selección 

y aplicación de materiales. 

Lo antes descrito implica que esta propuesta no tiene un caracter formal estricto y su único 

objetivo es mantener documentado el inicio de un diseño serio. A pesar de la simplicidad de los 

bosquejos descritos en éste apéndice, el lector puede juzgar que la información proporcionada 

no es la mejor y puede proponer otras de igual o mayor complejidad o respaldo técnico, por ello 

sólo se pretende mostrar la documentación básica generada durante Pi des<l!Tollo del trabajo. 

Comenzando con el resorte. es posible determinar sus características físicas, tales como las 

siguientes 
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Características del resorte Descripción 

L¡: longitud libre Tamaño del resorte cuando 
no está sometido a esfuerzo:' 

Lo: longitud de carga 
Tamaño del resorte cuando 
si está sometido a esfuerzo:' 

Fo: Fuerza 
Es un dato importante para realizar 
el diseño (llamada Fza. de trabajo) 

OD: Diámetro exterior 
Distancia del centro geométrico 
hasta la parte externa del mismo 

ID: Diámetro interior 
Distancia del centro gemnétrico 
hasta la parte interna del re!'orte 
Llamada calibre del alambre. se 

DW: Diámetro del alambre 
propone que el material sea alambre 
para instrumentos musicale:• 
(ASTM A228) 

D.Yl: Diámetro medio 
Diferencia entre el diámetro exterior 
y el diámetro interior. 
Son las espirales que se mue\·en 

Na: Bobinas acti\·as 
al comprimir el resorte. generalmente 
las que están en los extrernos no se 
deforman. 
Angulo formado entre una €!'pira 

>-e: ángulo de espaciamiento otra, por razones de diseüo debe 
cumplirse siempre que .\< 12. 
La suma de las espirales acti\·as y 

N: Bobinas totales 
las espirales de los extemo:'. en este 
caso se propone un resorte con 
extremos a escuadra y lijados 
Es la razón entre el diámetro medio 

C: Índice del resorte 
y el diámetro del alámbre ( ~), 
por razónes de diseüo, debe ser 
mayor a.') (C>5) 

La tabla anterior se complementa con la siguiente figura 

1 Ver bosquejo titulado: ESQUEl'vlA DE UN RESORTE al final del apéndice l 

En el diseño de resortes. se estila mucho proponer la mayor parte ele las características 

físicas, ya que estas pueden ajustarse a tablas, las cuales están referidas a estándares. por lo 

tanto, siguiendo el mismo patrón, se presenta una tabla y después sus la:' fórmulas matemáticas 

que ilustran las variables a proponer 
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Valores propuestos para la obtención del tamaño 
L¡= 0.06 (m) = 2.362204724 (in) 
Fo= 0.126 (N) =12.8440367 (gr) 
c= 12 
Dw= 1 (mm) = 0.041 (in) [estándar de tabla] 
Dw 0.039370079 (in) [real] 
K= 3.738 (N/m) 
Na= 8 
P=(Lf-20\V)/Na 

En cuanto a las fórmulas se tiene 

• La razón del resorte (K) se expresa como K = L¡~Lo o bien Lo = L ¡ - ljf para los cálculos 

efectuados. 

• El índice del resorte es C = g~ > 5 ,en este caso se propone C = 12, si es menor que 5, 

la formación del resorte será muy difícil y puede generar fracturas en él, un \'alor mayor 

a 12, contribuye a la tendiencia de pandeo. 

• El espaciamiento P se refiere a la distancia axial de un punto en la bobina al punto 

correspondiente a la bobina adyacente siguiente. P = 

resortes a escuadra y lijados. 

• Na = N - 2 ,para el mismo tipo de resorte descrito. 

L r-2Dn· fórmula especial para 

• Ángulo de espaciamiento. cuanto mayor sea el ángulo. las bobirn1,. ,,:;tanín más empinadas, 

por ello debe buscarse que su valor no exceda el \'alar de 12. de lo contrario puede 

presentarse tensiones de compresión indeseables en el alambre. la expresión para calcularse 

es .A = arctan [ DP J . 
iT ,\[ 

• Al hablar de un resorte con extremos a escuadra y lijados irnplica que las espiras que 

están en el centro tienen un ángulo de espaciamiento ele cero grados. además la puntas 

son cortadas y además lijadas para que la bobina haga contacto totalmente. 

Con datos dentro de un estándar y con ayuda de las fórmulas. ,.P obtiene una tabla que 

complementa las características físicas del resorte. 
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Resultados consecuentes 
L0= 0.026292135 (m) 
DM 0.492 (in) 
12.4968 (mm) 
p = 0.285025591 
>-= 10.44816207º < 12º 
N = 10 espiras 

Para un mayor detalle sobre diseño de resortes se sugiere la cousulta de la bibliografía 

[Mott, 1995]. 

Con lo anteriror es posible proponer una configuración física del rn'orte como elemento de 

la estructura amortiguante en el cual se propone que el resorte esté dentro de un tubo con tapas 

en ambos lados, un extremo servirá para fijarse a un lugar determinado. el otro extremo servirá 

para que entre un émbolo que comprimirá el resorte por la transmi;ión de movimiento de la 

masa m2. 

Para el resorte. se puede proponer la configuración de la figura siguiente 

1 Ver bosquejo titulado: RESORTE al final del apéndice 1 

La variable más crítica dentro del diseño del amortiguador es la distancia entre el émbolo y 

el diámetro interior de la camisa que lo contiene, así como la visc-ociclacl ele! aceite. 

Por lo anterior se presenta en forma gráfica el siguiente dibujo 

1 Ver bosquejo titulado: ESQUEMA DE UN AMORTIGUADOR al final del apéndice 1 

Y la forma analítica de como puede calcularse esa relación de distancia émbolo y camisa es 

• Considerando la relación entre áreas de la camisa y el émbolo e' ( ~) 2 
= ~:' ( ~ b2 ) 

• Además, sabiendo que (-J!J) 2 = (1): en donde a es el área tang,,ncial del cilindro y A es 

el área del agujero. 

• Partiendo de que la constante de fricción viscosa sea: e= 4rrl1¡ ( ':¡ )2
. en donde Les la 

altura del pistón, r¡ la viscocidad 

• Donde A = ~ ( d2 - D2 ) . por lo tanto, la constante del amoni~uador puede escribirse 

como 
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( 
D' )2 • e= 47r L17 D'-á' . la cual es la constánte téorica. 

Para w1 mayor detalle sobre diseño ele amortiguadores. se sugiere co1L-'11lt;1r [Dirnarogonas, 1992·. 

Bajo el principio anterior. es posible establecer nna configuración p<1ra maquinar un amor

tiguador con las características que se muestran en el siguientf' dibujo 

1 Ver bosquejo titulado: A:\IORTIGUADOR al fürnl dPl apéndice 1 

Dentro de lo que es propiamente la descripción ele las tres configuraciones ideadas, estas 

pueden reswnierse en los siguientes pnntos 

• La primera propuesta consiste en nn riel o perfil recto unido a lllld estructura simple que 

tenga una perilla que fije la estructura a nn tubo vertical donde está sujeta la masa de 

la góndola m1. el perfil recto tendrá en nn extremo el amortiguador y el resorte, la masa 

que representa m2 será un bloque con ruedas que se desliza a tnl\'es del riel. 

1 Ver bosquejo titulado: :\IODELO 1 DEL SISTE:\IA PÉ:"iDCLO-. .\:\IORTIGUADOR j 

• La segnnda propuesta esta basada en función de la primera. 

\Ver bosquejo titulado: :\IODELO 2 DEL SISTE:\LI\ PÉ:"iDCLO- . .\:\lORTIGUADORI 

• En cuanto a la tercera. esta es de nna configuración un tanto difen'nte a las dos anteriores, 

incluso a la propuesta de diseño en el amortiguador. 

1 Ver bosquejo titulado: :\lODELO 3 DEL SISTE:\IA PÉNDULO-..\:\lORTIGUADOR 1 
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Dichos dibujos se encuentran al final del apéndice. 

En los tres casos. no se toma en cuenta materiales. m tampoco el lugar donde se van a 

implantar. 

Con las propuestas hechas, surge la necesidad de plasmar estos aspectos teóricos a los 

prácticos, esta razón lleva a plantear varios problemas interesantes. uno de los cuales es el medir 

la factibilidad para la construcción del amortiguador que contiene la estrnctura atenuadora en 

el modelo, así como la dificultad para determinar que tan apegado PS a la realidad el valor 

teórico de la constante de fricción viscosa del amortiguador y también la constante del resorte. 

Los problemas que parecen más importantes y que podrían ocurrir Pu un caso como en este 

sistema pendular, pueden ser Jos resumidos en los siguientes puntos: 

l. Al conseguir un amortiguador pequeño que pertenezca a un \'Phículo de radiocontrol a 

escala (por ejemplo). pueden realizarse pruebas de extensión. las rnales consisten en fijar a 

este elemento en un extremo, y en el otro, colocarle una masa. La prneba comienza cuando 

el amortiguador está contraído, se toma el tiempo que tarda el amortiguador en quedar 

extendido, en otras palabras, se toma el tiempo con un cronómetro desde que se suelta la 

masa de prueba y se desliza hasta que se detiene. en este caso puede detenerse por que 

la carrera del amortiguador no le permite continuar. Las pruebas pueden realizarse para 

diferentes masas, y registrar varias lecturas de tiempo. Por lo tanto es factible obtener 

lecturas experimentales. 

2. Además puede realizarse el modelado de un sistema masa-amortiguador. para encontrar 

Ja ecuación que describe Ja dinámica de este sistema. es decir. un modelo matemático, 

en el se ajustan Jos datos experimentales. Ello se hace con Pi objetivo de determinar 

estadísticamente el valor de la constante de fricción viscos11 en Pi amortiguador. 

3. Al sustituir Jos valores encontrados de las constantes del resorte ~; el amortiguador (tanto 

teórico como experimental) en las relaciones K (ecuación (1.:30)) y t (ecuación (1.31)) 

para determinar las dimensiones del modelo, como se obsen·a eu f'l apéndice A. las cuales 

pueden resultar en dimensiones físicas imposibles de realizar. 

4. Un conflicto más son los materiales, se pueden escoger de una gran \'ariedad, pero sin un 

estudio de selección de materiales, resulta aventurado elegir cualquiera cuyas caracterís

ticas parezcan viables. 
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Por lo tanto, con Jos tentativos problemas descritos anteriormente S<' presentan las siguientes 

propuestas que pueden ayudar a resolver el problema de diseüar en forma objetiva y apegada 

a un método basado en el orden y Ja documentación 

l. Se analiza el sistema para entender su comportamiento y así <'Útar errores de inter

pretación en cuanto a la funcionalidad. 

2. Tener claramente Ja idea de qué se va a diseñar. 

3. Todos Jos responsables del diseño deben expresar su punto de Yisra. dudas e impresiones 

en cuanto a Ja implantación del nuevo modelo, con el objetiYo de ,·,.ncer las divergencias 

de criterios. 

4. Se organiza Ja estructura de trabajo, ele tal manera que las in.iciatirns y acciones descien

dan y asciendan rápidamente a tocios los niveles de la organización establecida 

5. Se definen los planes de diseño mecánico (tablas morfológicas. matrices de decisión, etc.) 

y ajustes ele tiempos claros para concluir etapas. 

6. El programa se hace extensivo a tocio el equipo de trabajo y Pll él se especifican Jos 

objetivos a alcanzar y la planificación en forma escrita. es muY importante documentar. 

7. Se busca que estén disponibles tocios Jos medios para mejorar el n•udimiento del desarrollo 

del proyecto. 

8. Los integrantes que trabajan clirectamente en el cliseilo, toman a su cargo la vigilancia 

de Ja veracidad de Ja irúormación. Es Jo que se conoce como una actividad autónoma, 

Ja cual se realiza de modo progresivo y en función de la experiencia. Esta etapa puede 

tomar mucho tiempo. 

9. Paralelamente al paso anterior, quienes dirigen el desarrollo del diseño, deben realizar 

gestión, supervisión, etc. 

10. Se elabora un estuclio ele las repercusiones del diseilo en cuanto a rnstos. ventajas, desven

tajas, tiempos, etcétera. 

ll. Se lleva a cabo. si es posible, tanto la retroalimentación como la~ mejoras al programa 

para intentar aplicarlo a un diseño diferente. 
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12. Documentar y firmar los avances durante el proyecto. 

Con respecto al presente trabajo. puede advertirse que se estü en lo:; primeros puntos. pero 

lo mostrado en forma escueta en este apéndice. puede considerarse información valiosa de ayuda 

básica. 
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