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Introducción 

Podemos decir1 a grandes rasgos, que el objeto de estudio en gemetría algebraica es el 

conjunto de las soluciones de sistemas finitos de ecuaciones algebraica.e;. Así, un problema 

básico de la geometría algebraica se puede plantear en la siguiente pregunta: ¿Córno es la 

estructura del conjunto de soluciones de un número finito de ecuaciones polinomiales en 

varias variables? 

Buscando dar cada vez una mejor respuesta, un medio muy irnportante en los últirnos años 

ha sido la computación, que ha influido a que se de una tendencia a formular de forma más 

constructiva a la geometría algebraica. Una herramienta importantísirna ha sido la teoría de 

bases de Grübner, teoría en la cual se basan la mayoría de las herramientas computacionales 

desarrolladas para la geometría algebraica. El concepto de base de GrObner y su algoritmo de 

obtención en forma explícita fueron introducidos por Bruno Buchberger en su tesis doctoral 

[1965; Universidad de lnnsbruck], la cual fue dirigida por Wolfgang Grobner, y refinadas en 

dos artículos posteriores (1970,1976) por el mismo Buchberger A_unque las ideas detrás de 

las bases de Grobner ya habían sido dadas por Gordan (1900), Macaulay (1927) y Hironaka 

(1964), la contribución de Buchberger fue haberle dado forma y sentido propio, además de 

dar resultados explícitos. 

Con el uso de las computadoras adquirió auge una vieja rama de las matemáticas, la 

teoría de invariantes. La teoría de invanantes clásica llegó a su fin a finales del siglo X 1 X, 

en dos artículos de Hilbert (1890,1893), en el cual aparecen ideas y resultados que tuvieron 

gran impacto en el desarrollo del álgebra moderna y de la geometría algebraica. Algunos de 

los resultados que aparecieron son: teorema de la base, teorema de sicigias (caso graduado), 

existencia del polinomio del Hilbert, Nullstellensatz y teorema de finitud para invariantes 

(objetivo de ambos artículos) 

El objetivo de esta tesis es dar un métodb de obtención del polinomio de Hilbert y de las 

sicigias de un conjunto generador de elementos homogéneos de un k[x1 , ... ,xr]-módulo. El 

5 
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camino a seguir es usando resultados de Macaulay (1927) y Schreyer (1980). El objetivo del 

trabajo de Ivlacaulay era caracterizar las posibles funciones de Hilbert de ideales graduados, 

comparándolos con las funciones de Hilbert de ideales monomiales. La aportación de Schreyer 

fue dar un algoritmo para calcular las sicigias de un conjunto generador1 de forma matemática 

bien detallada. Su obtención se basó en dar una forma más refinada del teorema de sicigias 

de Hilbert y dar una demostración constructiva. 

Consideremos el siguiente problema: dado I C k[11 • - . , xr] un ideal, determinar cuando 

un polinomio cualquiera pertenece a J. Este problema se conoce como el problema de la 

membresía, cuya solución juega un papel muy importante en la obtención de los algoritmos 

que buscamos. La solución del problema de la membrresía envuelve al siguiente problema: 

aún cuando contemos con un conjunto generador para el ideal, expresiones distintas que 

estén en función del conjunto generador pueden definir al mismo elemento. Problema que se 

resume en la pregunta: ¿Qué tan "independientes;; son los generadores de un ideal? De la 

necesidad de dar respuesta a esta pregunta da lugar al concepto de sicigia. Una interpretación 

geométrica directa de las sicigias no es muy clara, pero lo cierto es que sus propiedades tiene 

importantes consecuencias geométricas. 

En la presente tesis procuré dar las definiciones y resultados conforme se van requirien­

do, esto con la idea de ir motivando la necesidad de tal definición o resultado. La tesis 

está estructurada de la siguiente manera: en el capítulo uno tratamos el concepto de módu­

lo, comenzando con las nociones básicas. Después estudiaremos a los k[xi, . .. , xn]-módulos, 

prestando especial atención en las relaciones de los conjuntos generadores, para después 

dar algunas de sus caracterizaciones. .A.cabamos el capítulo estudiando a los módulos con 

métodos de álgebra homológica, las resoluciones libres y graduadas. 

En el capítulo dos tratamos el tema de las bases de Grübner, comenzando a desarrollar 

la herramienta necesaria para obtener los algoritmos deseados. Un estudio comprensivo de 

las teoría de bases de Grübner resulta ser muy amplio, debido en gran parte a sus numerosas 

aplicaciones, pero para la finalidad de este trabajo sólo presento las ideas importantes que 

dan valor a la teoría de bases de Grübner, que es más o menos el material al que Sturmfels 

llama "Grübner basics". En este capítulo se tratará el tema de submódulos monorniales 

y ordenes monomiales. También se demostrará la existencia de las bases de Grübner, y 

haciendo uso de la generalización del algoritmo de la división, y de una caracterización de 

las bases de Grübner dada por Buchberger, se obtendrá un algoritn10 para calcularlas. 

El capítulo tres también tratará el tema de las sicigias, dando un método de obtención 
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acompañado de C'jcrnplos no triviales, para de:-;pués ('llllt1<'iar el t('orctna. de sicip,ia.s de Hilbert. 

cuya demostración será haciendo uso de las ha.srs dl' Grübner, nH~todo utilizado po1 Srhn~ycr. 

En el ültimo capítulo hare1nos un pequeño estudio de la función y polino1nio de Hilbcrt, 

cuya demostración de la existencia del polinonlio hace uso del tcore1na de sicigias. Despnós, 

haciendo uso nuevamente de un resultado de l\1acaulay (1927), daremos la forn1a de obtener 

un polinomio de Hilbert mediantC' resoluciones graduadas 

Hay un apéndice donde se enuncian dos resultados, que aunque son de importancia en 

el texto, no encajan en el seguimiento de ideas que se pretende en el presente trabajo. El 

primer resultado es el algoritmo de la división, el cual, además de motivar e-1 algoritmo 

de la división multivariado dado en el capítulo dos, da como resultado la observación que 

todo generador de grado mínimo de un ideal de k[x1L resulta ser base de CrObner. En la 

segunda parte del apéndice demostraremos el teorema de la base, que es usado durante todo 

el texto al garantizarnos que todo submódulo de los que vamo._.;; a considerar están finitamente 

generados 1 además de ayudar a garantizar la culminación, en un número finito de pasos, de 

los algoritmos a presentar. 



Capítulo 1 

Módulos 

Módulos son la generalización de espacios vectoriales, son grupos abelianos con una acción 

de un anillo S ( si S es campo1 el S-módulo sería S-espacio vectorial). En este capítulo 

daremos las nociones básicas sobre módulos para pasar después al estudio de R-xnódulos, 

donde Res el anillo de polinomios sobre un ca1npo k. En la sección 1.2 definiremos lo que 

es una sicigia, concepto que surge al no haber necesariamente independencia lineal entre 

generadores de un módulo, para después dar algunas formas de caracterizarlas. Acabamos 

este capítulo con resoluciones libres de R-rnódulos, que a diferencia de espacios vectoriales 

muchas propiedades de módulos se pueden establecer en términos de resoluciones libres. 

1.1 Nociones Básicas 

Definición 1.1.1. Un módulo sobre un anillo S (o S-módulo) es un grupo abeliano ]l;f junto 

con una acción de S sobre 1Yf, que es, un mapeo 

SxM-->M 

(s, m) >---+ sm, 

satisfaciendo para todo r, s ES y m, n E M· 

r(sm) = (rs)m 

r(m+n) =rm+rn 

(r + s)m = rm+sm 

9 

( asociatividad) 

( distributividad) 
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Si además cumple con 

em=m {identidad) 

decimos que es un módulo unitario. La acción de S sobre M es llamada multiplicación por 

escalar. 

En lo que resta del presente trabajo, la palabra módulo significara módulo unitario. 

Ejemplo 1.1.2. l. Todo anillo S es un S-módulo. Más aún 1 el anillo E9iEI S~, para 

algún conjunto de índices J, es un S-módulo 1 donde { ei}iEI es la base canónica. 

2. Todo ideal Je S y su anillo cociente S/ I son ejemplos de S-módulos. 

Definición 1.1.3. Un morfismo r.p : 1\1 --+ M' de grupos abelianos es un morfismo de 

S-módulos si para todo m E ~~1, s ES, se cumple que 

<p(sm) = s<p(m) 

Un modismo r.p: .ZW--+ M se dice que es un endomorfismo. Decimos que un morfismo es 

un monomorfismo (o epimorfismo o isomorfismo) si viéndolo como mapeo entre conjuntos 

es un mapeo inyectivo (o sobreyectivo o biyectivo). 

Definición 1.1.4. Sea M un S-módulo: y sea N un subgrupo aditivo de 1Vl. Decimos que 

1V e 1Vf es un submódulo si J.V es cerrado bajo la acción de S. El subgrupo abeliano M/1V 

hereda una estructura de 5-módulo: definida por s(m + lV) = sm + N, llamado módulo 

cociente. 

Se tiene un morfismo natural sobre el módulo cociente 

V: M----+ M/N 

m 1-------7 [m] = m + 1\l 

Si <p : IV! -+ M' es un modismo de S-módulos, el núcleo de <p, K er( <p) := { m E 

Mj <p(m) =O} es un submódulo de IYI: la imagen de M bajo <p, Im(<p), es un submódulo 

de 1VJ'. A.sí: el módulo cociente .lvl'/Im(r,p) es un submódulo. Dicho submódulo es llamado 

conúcleo y es denotado por Coker(r,p). 
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Teorema 1.1.5. Sean /11/, /1,1/ 1 y 1V S-1nódulos. Sea ip: M -4 N un rnorfisrno de S-m6dulos. 

Si 1j; ·. M -t A1' es un epirnorfis1no C'Oll f\' er( 'lj;) ~ K er( rp), entonces existe un único morfisrno 

!l : Jvl' ---> N tal que 

Más aún, n es monomorfismo si, y sólo si, J(er(1/;) = Ker(r.p) y n es epimorfismo si, y 

sólo si, 'P es epirnorfismo. 

Demostración. Véase Wisbauer ([Wis91], pag 37). D 

Para todo subconjunto B de NI, existe un único submódulo N s;, M que contiene a B 

como subconjunto y tal que para todo submódulo N' ~ M que contenga a B, se tiene que 

N:;;; N'. Tal submódulo N, consiste de todas las combinaciones S-linealcs 

El submódulo N es llamado el submódulo generado por B en Jvl, y denotado por (B). 

Un conjunto generador para JV! es un subconjunto Be M tal que M = (B). Se dice que 1Vf 

es finitamente generado si tiene un conjunto finito de generadores. 

1.1.1 Módulos Noetherianos 

Definición 1.1.6. Un S-módulo J1.f es Noetherzano si todo submódulo de NI es finitamente 

generado. 

Proposición 1.1.7. Sea M un S-módulo. Entonces JV! es Noetheriano si, y sólo si, cada 

cadena ascendente de submódulos de lvl se estaciona. 

Demostración. Véase Wisbauer ([Wis91], pag. 59) D 
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Proposición 1.1.8. i) Sea r.p: M--+ M' un epimorfismo de S-módulos, y asumamos que M 

es Noetheriano. Entonces lvf' es Noetheriano. 

ii) Sea M un S-módulo. Sea 1V un submódulo de M. Entonces 1'1 es Noetheriano si, y 

sólo si,. JV y M / N son N oetheriarws. 

Demostración. Véase Wisbauer ([Wis91], pag. 60). D 

Proposición 1.1.9. Si S es anillo noetheriano y }vf un S-módulo finitamente generado, 

entonces M es Noetheriano. 

Demostración. Véase Eisenbud ([Eis95], pag. 28). D 

Como en el caso de espacios vectoriales, un subconjunto B ~ M de un S-módulo se dice 

que es linealmente independiente si la combinación lineal 

n 

I:a,m, =O 
i=l 

unicarnente se cumple con ai = O: para toda i. 

Se dice que B es linealmente dependiente en caso contrario. Decimos que B es base de 

M si es linealmente independiente y es un conjunto generador de NI. 

Observación 1.1.10. Notemos que cualquier ideal 1 e S que no sea principal, no puede 

ser generado por un conjunto linealmente independiente. 

Ejemplo 1.1.11. Sea S un anillo. Sea I = (Ji, hl f1,J2 E S\{O}) un ideal, entonces ambos 

elementos generadores satisfacen una relación de dependencia lineal, la cual es f 1f 2 - f 2J1 =O. 

Los módulos que tienen base reciben un nombre especial. 

Definición 1.1.12. Sea A1 un S-módulo. Decimos que 1\1 es libre si tiene una base. 

Ejemplo 1.1.13. Sea S un anillo. El S-módulo 

m 

sm = ffise., 
i=l 

donde {e,li = 11 _ •• , m} es la base canónica, es un S-módulo libre. 

Observación 1.1.14. En el caso de que S sea un campo, todo sm módulo libre es un espacio 

vectorial de dimensión m. 
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Sea J = { 1, ... , rn} Pi conjunto de índices dC' una bas(' { H,}. para el S-1nód11lo hbrc 5m. 

Consideremos al ni;,ipco 

,·I-->S'" 

Este mapeo tiene la siguiente propiedad universal. 

Teorema 1.1.15 (Propiedad Universal de las Bases). Sea N un S-módulo. Entonces 

para cada mapeo 'I/;: 5m--+ N 1 existe un único morfismo de S-rnódulos ip: 5m--+ N tal que 

Demostración. Véase Wisbauer ([Wis91], pag. 23). o 

1.1.2 Módulos Graduados 

Definición 1.1.16. Sis= ffi1EJ st es un anillo graduado, entonces un S-módulo graduado 

es un S-módulo M con una descomposición en suma directa 

00 

M=Ef¡M, 
-oo 

como grupo abeliano, tal que SiM1 C Mi+3 , para todo i,J. Los elementos f E M tales que 

f E JV!i, para alguna i, son llamados homogéneos de grado i. 

Todo elemento f E M se escribe de forma única corno sun1a de elementos homogéneos 

pertenecientes a M, es decir, 
m 

J=L:J, 

Si N e M es un submódulo del módulo graduado M, decimos que J\i es un submódulo 

graduado si los subgrupos aditivos Ni = Mi n N, para z E Z, define una estructura de 

módulo graduado sobre N. 
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Lema 1.1.17. Sean A11 , ... ,1Vln módulos graduados. Entonces 

n 

N=ffiM, 
i=ol 

es un módulo gradudo, cuya graduación está dada por 

n 

N, ~ EBcM,J,. 
i=l 

Demostración. Se sigue de 

00 oo n n oo n 

-00 -co i=l i=l -= i=l 

D 

Lema 1.1.18. Sea IV e M un submódulo graduado de un módulo graduado. Entonces el 

módulo cociente Pvf/1V tiene estructura de módulo graduado; dada por 

Demostración. Como la sucesión 

es exacta para todo d E Z, tenemos que la sucesión 

00 00 = 00 

-00 -oo -oo -oo 

es exacta. Entonces se tiene que 

00 00 00 00 

-oo -= 

D 

Ahora sólo considaremos R-módulos, donde R = k[x1 , _ . _, Xr]. 

Sea 1\1 = ffi~00 Mi un R-módulo graduado, y notemos que toda componente graduada 

Mi es un Ro-módulo, donde R-o = k e R. A..l ser k campo, tenemos que 111i es un k-espacio 
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vectorial. Así, si M es graduado, entonces es un k-cspac10 vpctorial. EjC'rnplos de este estilo 

son los ideales homogéneos. 

Notemos que los módulos libres R 711 son cjen1plos de R-módulos graduados, haciendo 

(R'")d = (R,,)'", es decir, 
00 00 

-00 -oo 

Llamaremos a los componentes graduados (Rdf11 la estructura estándar de módulo grad­

uado sobre Rm. 

Lema 1.1.19. Sea M e Rm un R-módulo graduado finitamente generado. Entonces 

para toda í. 

Demostración. Si M1 no fuera finitamente generado, el R-n1ódulo 

00 

no sería finitamente generado, contradiciendo a la proposición (1.1.9). Por lo tanto, 

D 

Sea M un R-módulo graduado y d un número entero. Definimos 

M(d) = Ef:) M(d)k 
ki?:.Z 

donde M(d)k = Md+k· El módulo graduado M(d) es llamado el d-Módulo Graduado Desliza­

do. De hecho, la igualdad M ( d), = Md+k nos da un isomorfismo entre M y M ( d). 

Si lvl = Rm, notemos que los elementos de la base canónica { e1 } siguen siendo base para 

R(d)'", sólo que ahora son elementos homogéneos de grado -d, ya que Ro= R(d)-d· 

Más aún, por el lema (1.1.17) podemos considerar R-1nódulos graduados libres de la 

forma 
m 

EfJR(d;) 
i=l 
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para cualesquiera enteros d1, . _. 1 dm- Su base es ei, de grado -di para toda i. 

Los módulos que consideraremos son del tipo de 

m 

ffiR(-d,) 
i=I 

donde ahora los elementos base ~ son de grado ~-

·Definición 1.1.20. Sean M y N R-módulos graduados. Decimos que un morfismo de R­

módulos 1.p : M --+ N es un morfismo graduado de grado d si r.p(1\1i) e Ni+d, para toda 

i E Z. 

Supongamos que M es un R-módulo graduado generado por elementos homogéneos 

f 1 , ... , ft de grado di, ... , dt respectivamente. Entonces tenemos un morfismo 

t 

'P : EB R( -d¡) ---+ M 
i=I 

Por 3) de la proposición (1.4.4), cp es un epimorfismo. Además, al tener que ei es de grado 

di al igual que fi, tenemos que r.p es un morfismo graduado de grado cero. 

1.2 Generadores y Relaciones 

En lo que resta del presente trabajo sólo consideraremos R-módulos finitamente generados. 

Consideremos al R-módulo libre Rm, que aunque cuenta con base, sus submódulos se 

comportan muy contrariamente a subespacios vectoriales no importando que sean generados 

por un conjunto mínimo. Esto se debe a que tal conjunto generador no es necesariamente 

linealmente independiente. 

Ejemplo 1.2.1. Sea M = (!1,J,, ¡,)e k[x, y, z]3 un submódulo, donde f 1 =(y, ~x, O), f, = 

(z, 0 1 -x) y f 3 = (01 z, -y). Notemos que ii1 # {fi, fj}, para todo 1 _:::; i, j _:::; 3. En efecto1 ya 

que si f 1 = PÍ2 + qf3 1 con p, q E R, tendríamos que 

y=pz 

-X= qz 

0=-qy-pz 
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<•utonccs pz - y ;::;:; O, es decir, la..'i variables y y z serian hnrahncntr depcndi<'nLes, contradi­

ciendo el hecho qur y y z son elern<'ntos dr la base para k[:r, y, z] co1no k-espacio \'('Ctorial. 

A.nálogaxnentc las otra.5 dos posibihdades IIO son cierta.<.; Por lo tanto, {fh f2, !1} es un 

conjunto generador miniino. Más sin embargo, son un conjunto lincahnentc dependiente. al 

cumplir la relación 

zf1 - yfz + xj, =O. 

Observación 1.2.2. Como consecuencia de esto, cuando cxpresc1nos a un elemento f E 

(!1, ... , j,) como: 
l 

J =):, h,f,, 

sus coeficientes h1 no serán únicos necesariamente, es decir, un 1nismo elemento puede tener 

expresiones distintas en términos del conjunto generador. 

Ejemplo 1.2.3. Sea A1 e k[x, y, z] 3 como en el ejemplo anterior. Las siguientes expresiones 

definen al mismo elemento: 

h = f1(z +y)+ j,(y+x) + J,(x + z) 

= f 1(y) + j,(2y + x) + h(z) 

Esto no ocurre si el conjunto generador es base. 

Proposición 1.2.4. Sea M un R-módulo. Un conjunto B e M es base de M si, y sólo si, 

todo elemento j E J\.1 puede ser escrito en forma única como una combinación R-lineal 

n 

f = ):,p,f,, p, E R, f, E B. 
i=1 

Demostración. Véase Cox, Little y O'Shea ([CL098], pag.186). o 

El hecho que algunos módulos no tengan base (o no sepamos como encontrarla) es un 

problema al mo1nento de hacer cálculos en dichos módulos, ya que necesitamos saber cuando 

dos combinaciones lineales de un conjunto generador representan a un mismo elemento, es 

decir, si {g1, _ .. , 9t} es un conjunto generador y dados los elementos L!==t p1g1 y L!=1 p:gi, 

saber si 
t 

):,p,g, - ):,p;g, = L(p, - p:)g, ~O. (1.1) 
z=l 

Tales diferencias son llamadas las relaciones algebraicas entre los g1 • 
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Observación 1.2.5. Puesto que una relación sobre un conjunto generador G = {91,. - . , 9t} 

de un submódulo NI, es una combinación R-lineal de los 9í que es igual a cero: 

t 

Lh,g¡=O EM, 
i=l 

podemos pensar a una relación sobre el conjunto generador G formado por t elementos, como 

una t-upla (h1 , ... , ht) de elementos de R, es decir, podemos pensar a una relación como un 

elemento del módulo libre Rt _ 

Definición 1.2.6. i\_ las relaciones vistas como t-uplas se les dice las sicigias del conjunto 

generador. 

Proposición 1.2. 7. Sea M un R-módulo. Sea G = {gi, ... , 9t} una colección de t elementos 

de M. El conjunto de todos los elementos (hi, ... , ht) E Rt tales que E~=I h¡_gi =O, es un 

submódulo de Rt. 

Definición 1.2.8. Al submódulo de Rt dado por las relaciones de G como en la proposición 

anterior es llamado el (primer) módulo de sicigias de {g1 , ... ,gt} 1 el cual es denotado por 

Syz(g1, ... ,g,). 

Corolario 1.2.9. El (primer) módulo de sicigias de un conjunto {g1 , ___ , 9t} es finitamente 

generado. 

Corolario 1.2.10. Sea M un R-módulo. Un conjunto B es base de M si, y sólo si, Syz(B) = 

{O}. 

1.3 Caracterización de las Sicigias 

Estaremos trabajando sobre los R-módulos libres finitamente generados. Consideremos al 

conjunto G = {gr, ... , g,jg¡ E R"'}. 

l. Puesto que Syz(gr, ... , g,) es el conjunto de todos los elementos h = (hr, ... , ht) E R' 

tales que L!=l higi =O, podemos pensar a Syz(g1, •.. ,gt) como el conjunto de todas las 

soluciones polinomiales h E Rt de el sistema de ecuaciones lineales homogéneas Ch = O 

con coeficientes polinomiales. Es decir, si g1 = (g1li .. - , 9111.1), .. - , gt = (gu, -. - ,9mt), 
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entonces Syz(g1, ••• , gt) es el conjunto de todas las soluc..:ioncs polino111ialP~ sin1ul táuC'as 

X1, .. , Xi del sistema 

911X1 + 
921X1 + 

9m1X1 + 

+ .<J11Xt ::::: O 

+ 92tX1 =O 

+ 9m,tXt =O 

2. Consideremos el morfismo de R-módulos libres 

t 

(h¡, ... , h,) r-+ ¿: h,g,, 
i=l 

temen do que 1 m( rr) = M = (g1, •.. , g,). 

Por como definimos al morfismo 71", es claro que 

Syz(g1,. . .,g,) = Ker(rr). 

1.4 Resoluciones Libres, Graduadas y Presentaciones 

de Módulos 

Dado un R-módulo A1, una resolución libre de M nos sirve para "medir" que tan lejos está 111 

de ser un R-1nódulo libre, además de dar algunos invariantes importantes del módulo lvf. 

Comenzaremos con una definicíón muy importante 

Definición 1.4.1. Consideremos una sucesión de R-módulos y morfisrnos 

M 'P1+1 ~" <P1 M 
· • ----0- 1+1 ____,,... Jv1 3 ~ J-1 ~ · 

l. Decimos que la sucesión es exacta en 1Y11 si Im(rpJ+I) = Ker(rp1) 

2. La sucesión se dice que es exacta si es exacta en cada J..11 . 

La importancia de trabajar con sucesiones exactas es que podemos expresar en términos 

de éstas a algunas propiedades de R-módulos o de morfismos de R-n1ódulos. 
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Lema 1.4.2. Sean r.p y 'i/J morfismos de R-módulos. Entonces 

1. La sucesión 

es exacta si, y sólo si, ip es epimorfismo. 

2. La sucesión , 
O ----- 1VI -----+- 1"11 

es exacta si, y sólo si, r.p es monomorfismo. 

3. La sucesión , 
O-M-M'-0 

es exacta si, y sólo si, r.p es isomorfismo. 

4- La sucesión 

es exacta si, y sólo si, r.p es monomorfismo, 'lj; es epimorfismo e Im(r.p) = Ker('lf;). 

Demostración. Se sigue inmediatamente de la definición. 

Ejemplo 1.4.3. l. Sea r.p : M --+ ~11' un morfismo de R-módulos, la sucesión 

O--+ Ker(cp) -'-+ M ~'VI'...."..., Coker(cp)--+ O 

o 

es exacta, donde i es el morfismo inclusión, y v es el morfismo natural sobre su cociente. 

2. Sea IV~ un submódulo de un R-módulo }lf. la sucesión 

O --+ :Y -'..+ :\1 ...."..., JI/ N --+ O 

es exacta, donde i es el morfismo inclusión, y v es el morfismo natural sobre su cociente. 

Proposición 1.4.4. Sea lvl un R-módulo. Entonces 

1. Escoger un elemento de 111 es equivalente a escoger un morfismo de R- módulos 

R-+M 
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2. E.<>coger t elcrnentos de M es equzvah~nte a <~sco_r¡Dr un 1norjismo de l?-rnódulo.-; 

R'->M 

3. Escoger un conjunto { m1, ... , mt} e /V[ que sea generador de Jvf es equivalente a 

escoger un epzmorfismo de R-rnóduloB 

R'---+ M 

4, Si M es lzbre, escoger una base de t elementos es equivalente a escoger un isornorfismo 

R'---+ M 

Demostración. l. Sea f E M un elemento dado. Sea 

-~sí, para todo r E R, 

<p:R---+M 

1 ---+ f 

<p(r) = <p(l · r) = r<p(l) = rf 

Por el teorema (Ll.15), <pes modismo. 

2. Sea {f1 , ... , J,} e M un conjunto dado. Para todo i, sea 

Definamos 

<p,: R---+ M 

1 ---+ J, 

t 

<p := L <p, : R' ---+ M 
l=l 

Es decir, s1 (r1, .. -,rc) E Rt, entonces 

t 

<p(r1, ... , r,) = L <p,(r,) = L <p,(l · r;) = L r,<p,(l) = L r,f;. 
t=l i=l t=l i=l 

Por el teorema (l.1.15)) r.p es morfismo. 
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3. Sea {ei} la base estándar de Rt, y sea {m¡, ... ,mt} un conjunto generador de lvl. 

Consideremos 

'P: R'---+ M 

Si (ri, ... , Tt) E Rt, entonces 

el cual por el teorema {l.1.15) es morlismo, teniendo que Im('P) =(mi,- __ , m,)_ Pero 

suposimos que A1 = {m1 , ... , mt)- i\sí, la sucesión 

es exacta. Pero por 1} del lema (1.4.2), 'Pes epimorfismo. 

4. Por parte 3) de esta proposición, tenemos que el morfismo 

'P : R! ---+ M, 

es epimorfisrno. Sea (r1, .•. ,rt) E Rt, y supongamos que ip(r1 , ... ,rt) =O, teniendo 

que 
t 

O = 'P(r1, ___ , r,) = L r,m,, 
i=l 

donde el conjunto de los mi son linealmente independientes al ser una base para }\![. 

Por lo tanto, m1 = O, para todo i. _A_sí, ip es isomorfismo. 

D 

Proposición 1.4.5. Sea A1 un R-módulo finitamente generado, y sea F = {]1 , ... , ft} un 

conjunto generador. Entonces 

1. Existe una sucesión exacta de la forma: 

1!; <¡; 
Rs-Rt-.lvf-0 (1-2) 

para algunos s, t EN, con rp y 'lj; epimorfismos. 
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2 El 1nódnlo J\'í es de la fonnn 

M ~ R1/Syz(J1, •.• , j,), 

donde Syz(J1 , ••• ,j,) = I<er(cp). 

Definición 1.4.6. A la sucesión (1.2} se le llama la presentación libre de Jví, y al cocicnt<' 

R1/Syz(J1, . . ,f1) se le dice una pr·esentación de M. 

Demostración de la proposición (1-4.5). 

generador F da un epimorfismo 

l. Por 3} de la proposición (1.4.4), d conjunto 

cp: R' ---+ M, 

es decir, la sucesión 

es exacta. Pero tp es el mismo morfismo dado en la Sección 1.3, donde se tenía que 

I<er(cp) = Syz(J1, ••. , f 1). 

Ahora, nuevamente por 3) de la proposición (1.4.4), dado un conjunto {Ti, ... , T 5} que 

sea generador de Syz(f1 , •.. i ft), se tiene un ep1morfismo 

i¡;: R'---+ Syz(f¡, ... ,f,) e R'. 

Es decir, Im(1j;) = Syz(J1, •.. , f,) = Ker(cp), implicando que tenemos la sucesión 

exacta 

2. Sea v: R'--+ R'/Syz(J1 , .• ,f1). Como 

Syz(ji, ... , / 1) = K er(cp) = K er(v), (1.3) 

por el teorema (l.1.5), existe un único morfismo íl: R'/Syz(f¡, ... , / 1)--+ lvf, tal que 

cumple con 

r.p=Dov 
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/ 

/ 
/ 

R'/Syz(f¡, ... ,!t) 

Módulos 

Sabemos que r_p es epimorfismo, y considerando a la igualdad (1.3) junto con el teorema 

(l.1.5), tenemos que Q es un isomorfismo único. 

D 

Sea M e Rm un submódulo, y F = {f1, ... , Íto} un conjunto generador para 1"1. Sea 

S0 = {1iº), ... , Tt~º)} un conjunto generador para Syz(Ji: ... , fto) e Rtº. Así, la proposición 

anterior nos dice que el submódulo M es de la forma 

M ""' R'º /(So). 

Pero esto nos da una sucesión exacta de la forma 

(14) 

Siendo io : (So} --+ Rto el mapeo inclusión, y 7r0 __ : Rto --+ M el mapeo definido al final de 

la Sección 1.3. 

Al ser (So) un módulo, su conjunto generador cuenta también con un módulo de sicigias. 

Sea S1 = {1{1J, ... , Tt~1)} el conjunto generador para Syz(1iº), ... , Tt~º)) e Rti, el cual tiene 

una representación de la forma 

(So) ""' R'' / (S1) 

además de contar con la sucesión exacta 

(1.5) 

El submódulo (S1 ) e Rt1 es llamado el segundo módulo de sicigias de M. Continuando 

con este proceso recursivamente1 tenemos en el j + 1 paso la presentación 

con la sucesión exacta corta 
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El submódulo {S;) ('Sel y-é.~z1no n1ádulo de su:zgias de /V/. 

De las sucesiones exactas (1. l) y (1.5) tenc\111os el siguiente diagra1na 

Donde cp0 = ?ro, y rp 1 = í'í¡ o 'lo. Teniendo en particular la sucesión de R-módulos libres 

Análogamente, para toda J tenemos 

De esta forma, le hemos asociado a M una sucesión de la forma: 

'PJ+l 'P; 'P;-1 1.pz (¡:?t <Po ( ) ___ - Rt3 +1 ------- Rt) ------- Rt)_, --------- ... -- Rt1 ------- Rtº -- M -- o 1.6 

Esta nueva sucesión da pie a la siguiente definición. 

Definición 1.4.7. Sea 1Vl un R-1nódulo. Una resolución libre Afº para el módulo j\J es una 

sucesión exacta de la forma 

donde FJ es un R-módulo libre, es decir, F1 ~ Rm] para toda j. Si existe n E N tal que 

Fn+I = Fn+2 = ... = O, con Fn # O, decimos que la resolución es finita de longitud n. 

A las resoluciones de longitud n las escribiremos de la forma 
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Proposición 1.4.8. Sea 11/l un R-módulo finitamente generado. Entonces NI tiene una 

resolución libre. 

Demostración. En la discusión anterior encontramos la sucesión de R-módulos libres (1.6) 

para M, restándonos mostrar que tal sucesión es exacta. 

Observemos que el modismo iJ : (S1) --+ Rti es un encaje, y como 'Pi = ii-l o 7rj, 

tenemos que lm(7í1 ) = Im(c.p¡)- Pero recordemos que Jm(7rj) = (Sj_1 ) = Ker((p1 _ 1), es 

decir, Im(rr1 ) = Ker(<p1 _ 1), esto paratodaj = 1,2,___ O 

Proposición 1.4.9. En una resolución libre finita 

(L7) 

Ker(f.Pt-i) es un R-módulo libre. Conversamente, si J.Vf tiene una resolución libre en la cual 

Ker(cpl-i) es un R-módulo libre para algún l, entonces M tiene una resolución libre finita 

de longitud l. 

Demostración. Si (1.7) es una resolución libre de longitud l, entonces 1.p¡ es monomorfismo 

al ser exacta en F[, así su imagen es isomorfa a F/., que es R-módulo libre. 

Conversamente, consideremos la resolución libre 

Sea Fr.= Ker(ip1_ 1) y 'Pt: Fr.----+ -Fl.-1 el morfismo inclusión. Así, 

'PI D 'Pl-1 "G' 'Pl-2 'P2 'Pl 'PO 
O-Fr.-r1-1-1't-2-- ---F1 -Fo-M-0 

es resolución libre; ya que por definición 'Pt es monomorfismo, y también por definición 

o 

\Fimos al principio de este capítulo que todo R-módulo libre es un R-módulo graduado: 

así la siguiente definición es de esperarse. 

Definición 1.4.10. l"na resolución graduada lvf• para el R-módulo 111 es una sucesión 

exacta de la forma 

donde cada F¡ es un R-módulo libre graduado deslizado ffi~ 1 R(-di) y cada morfismo 9i 

es un morfismo graduado de grado cero. Si existe n E N tal que Fn+I = Fn+2 = ... = O, con 

Fn -¡. O, decimos que la resolución es finita de longitud n. 
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Acaban1os con un r<'su!tado que nos será d<' gran nt.ihdad Pll <'l últ.in10 capítulo. 

Lema 1.4.11. Sea {\1~}; 1= 0 un con1unto de k-eBpacios Vf~ctoriales de dirnensiónfin'lf.a. Con­

sideremos a la sucesión cxncta 

(18) 

Entonces 
" 

I:C-lJ'dimk(ViJ =o. 
i=O 

Demostración. Como (1 8) es una sucesión exacta tenc1nos que 

Im(</l,+1) = [{ cr(<p¡) 

para i = O, ... , n - l. Al ser los v; k-espacios vectoriales de dimensión finita, tene1nos que 

Así 

Lo que implica que 

Ahora, por (1.9) 

d1mk(V¡) = dim,(I<er(<p1)) + dím,(Im(<p1)) 

= dimk(I<er(<pi)) + dimk(Vo). 

Sustituyendo en (1 10) obtenemos 

donde, análogamente 

( 1.9) 

{110) 
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y sustituyendo tenemos que 

dim,(Vo) - dim,(Ví) + dim,(V,) - dimk(v3) + dimk(Ker(<ps)) =O. 

Repitiendo el proceso hasta considerar al morfismo 1Pni tenemos que 

Pero Ker(<p.) =O al ser (1.8) exacta en V.- Por lo tanto 

n 

L(-I)'dimk(Vi) =o. 
i=O 

o 



Capítulo 2 

Bases de Grobner 

Una herramienta importante al momento de hacer cálculos en módulos sobre el anillo de 

polinomios son las bases de Gr6bner. En Ja primera sección estudiaremos a los submódulos 

monomiales, resolviendo el problema de la membresía en este caso, para después motivar y 

tratar el concepto de orden monomial. Todo esto para poder llegar al concepto de bases 

de GrObner y así comenzar su estudio y poder resolver el problema de membresía para un 

submódulo arbitrario. Para este propósito también estudiarnos una versión generalizada del 

algoritmo de división. En la última sección veremos los S-vectores 1 con los cuales podremos 

caracterizar a las bases de Gr6bner, caracterización que da a lugar a un algoritmo de obten­

ción de bases de GrObner, el algorítmo de Buchberger, así como un método de obtención de 

bases de GrObner únicas. 

En este capítulo denotaremos por R = k[x1 , ..• ,xr] al anillo de polinomios en r variables 

con coeficientes en el campo k. Podemos pensar al campo k como Q,IR o C. _AJ conjunto de 

todos los monomios en R lo denotaremos por MR. 

En lo que resta del presente trabajo, todos los R-módulos que considerenios serán finita­

mente generados. 

2.1 Submódulos y Ordenes Monomiales 

Para simplificar la escritura de monomios haremos uso de mult1-índices. Si a= (a1,, .. , ar) 

con ai E N, entonces un monomio se escribirá como xª = x~ 1 xg2
, • , x~.,.. 

29 
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2.1.1 Ideales y Submódulos Monomiales 

La importancia de trabajar con ideales monomiales radica en el hecho de que el problema de 

la membresía es facilmente resuelto en esta clase de ideales, como los lemas a continuación 

lo demuestran. Pero antes daremos algunas definiciones_ 

Definición 2.1.1. Sean a. b, e E N7", diremos que el monomio xª divide al monomio x 11 

(derrotándolo por xª lxb) si existe un monomio xc tal que xªxc = xb _ 

Definición 2.1.2. Dado un subconjunto A~ IV (posiblemente infinito), un ideal J ~Res 

llamado ideal monomial si es de la forma 

J = (xªla E A), 

es decir, es generado por un conjunto (posiblemente infinito) de monomios. 

Primero caracterizaremos a todos los elementos pertenecientes a dichos ideales. 

Lema 2.1.3. Sea J = {xªla E A e N") un ideal monomial. Entonces un monomio xb E R 

está en J si, y sólo si: xb es divisible por xª, para alguna a E A. 

Demostración. Sea xb E .J, entonces podemos escribir 

k 

x' = LP;Xa(i) donde p; E R, a(i) E A. 
i=l 

Desarrollando la parte derecha de la igualdad obtenemos una suma de términos donde 

cada uno es divisible por algún xª(z). En tal desarrollo habrá términos que se eliminen 

entre sí1 los términos que no se eliminaron contienen al mismo monomio: justamente xb. 

Esto debido a que dicha suma de términos es igual a un monomio y, que toda suma de 

monomios es linealn1ente independiente. A.sí xb es divisible por algún elemento generador de 

J. Conversamente, si xb es múltiplo de xª 1 para alguna a E A, entonces xb E J por definición 

de ideal. D 

Con el siguiente lema queda resuelto el problema de la membresía en un ideal monomial. 

Lema 2.1.4. Sea J = (xªla E A e N'") un ideal monomial, y f E R. Entonces f E J si, y 

sólo si, cada uno de los términos de f pertenecen a J. 
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Dcrnostración SC'a f E .] y ton1en1os la dcscon1posición d<• f t~n sus tern11nns, 

k 

f = L a,x'i•I dond<' :rb(•) E R, n, E k. 
i=l 

Por otro lado 1 como f E J , 
.. 

f = ¿p,x"111 donde p1 E R, a(J) E A. 
i=l 
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(2.1) 

(2.2) 

Desarrollando la ecuación (2.2) obtenemos una sun1a de térrninos, donde cada término 

es divisible por algún xª(J). Pero corno R es un k-espacio vectorial teniendo como base al 

conjunto Mn, el desarrollo en sus términos de la ecuación (2.2) coincide con la ecuación 

(2.1). así todo t~rmino <le fes divisible por algún xª0l. Convcrsan1cntc, si cada térrnino de 

f pertenece a J, por definición de ideal tenernos que f E J. 

o 

Hasta el 1nomento hemos resuelto el problema de la membresía en ideales rnonomiales, 

pero en realidad lo que buscamos es poder hacer cálculos en dichos ideales monomiales, y 

una base infinita no nos sirve de mucho. El siguiente teorema nos soluciona este problema. 

Teorema 2.1.5. Todo ideal monomial J = (xªla E A E N") es de la forma 

J = (x•III, ... , x*I), a(i) E A. 

Demostración. Por el teorema de la base de Hilbert tenemos que el ideal monomial tiene la 

forma 

J = (f¡, · ·., fn), 

donde cada J1 E R es un polínomio. Sea G el conjunto de todos los n1onomios de los poli­

nomios generadores del ideal monomial J, es decir, G = { xª jxª es mononuo de algún f1 , i = 

!, . . ,n). Consideremos al ideal (G), sí demostramos que (G) = (f1 , ..• ,fn) habremos 

acabado, ya que Ges un conjunto finito de monomios. Como cada f, es combinación lineal 

del conjunto de monomios G, sólo nos basta ver que todo monomio de G esta dado por una 

con1binac1ón lineal de los f,. Sabemos que para toda i, fi E J, entonces por el lema (2.1.4) 

cada n1onomio de los / 1 pertenece a J, Teniendo así una combinación lineal 

xª = Lg,j, E G, g, E R. 
2"=1 

o 
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Lo siguiente es definir un par de objetoo que nos serán de gran utilidad. 

Definición 2.1.6. El máximo común divisor de 2 monomios xª, xb E R, es un monomio 

denotado por mcd(xª,xb), que está dado de la siguiente manera: 

cd( a ') _ min(a¡,b¡) min(a2,~) mtn(a.,.,br) 
m X,X -X1 X2 ···X,.. . 

Definición 2.1.7. El míninio co1nún múltiplo de 2 monomios xª, xb E fl, es un monomio 

denotado por mcm[xª, xb]. que esta dado de la siguiente manera: 

Lema 2.1.8. Sean xª,xb E R monomios. Entonces 

D 

Extendemos estas definiciones y resultados a cualquier R-módulo libre Rm de .manera 

inmediata. Sólo basta recordar que todo R-módulo libre Rm es finitamente generado y es de 

la forma ffi:,1 Rei, donde usamos la base canónica {ei}-

Definición 2.1.9. Un monomio m en Rm es un elemento de la forma xªei para alguna i. 

En este caso diremos que m contiene al vector base estándar ei. 

Comentario 2.1.10. Cada elemento f E Rm puede ser escrito en forma única como una 

combinación k-lineal de monomios m? E R:4" 

n 

f = I:°'im., °'i E k\{0}. (2.3) 
i=l 

Lo que estamos diciendo es que, como R es un k-espacio vectorial teniendo como base 

al conjunto de monomios MR en R, el módulo libre Rm es también un k-espacio vectorial 

teniendo como base al conjunto de monomios M en Rm. 

Ejemplo 2.1.11. Sea R 3 = k[x1.x2]3. y notemos que 

f = (5xy 2 -y'º +3, 4x3 + 2y, 16x) 

= 5(xy2
, O, O) - (y10

, O, O)+ 3(1,0, O) + 4(0, x 3
, O)+ 2(0, y, O)+ 16(0, O, x) 

= 5xy2e1 - y 10e1 + 3e 1 +4x3
e2+2ye2 + l6xe3. 
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Definición 2.1.12. Al producto nut, de UH 111ono11lio 'TI/ E R111 por 1111 escalar Ct E k ~e ¡(' 

llama térniino. Dircn1os que los ténninos et1111 1 y los n1011ornios n11 co1T<·spondiC'ntc::; en la 

dcscou1posirión (2.3) de f E R11\ pe1·tenecen a f. 
Sean m, n E R 111 mononlios, rrt = xªci y ti= :i:be; , entonces decirnos que n divide a ni (o 

mes divisible por n) si, y sólo si, 1 = J y :c 11 divide axª en R. El cociente será xª/xb E R, 

es decir, m/n = xª-b E R. 

Si m y n son monomios que contienen al 1nismo elemento base C¡ 1 podemos definir el 

máx1:mo común divisor y el mínimo común múltiplo de m y n co1no: 

!. mcd(m, n) = mcd(xª,x')e, 

2. mcm[m, n] = rncm(xª, x')e,, 

respectivamente. 

Nota 2.1.13. Si m y n son mono1nios que no contienen al 1nismo elc1nento base de R11
', 

podemos definir al mínimo común múltiplo con10: 

mcm[m. n] = O. 

Lema 2.1.14. Sean m, n E Rm monomios. Entonces 

mn = mcd(m, n) · mcm[m,n]. 

o 

Definición 2.1.15. Decimos que un submódulo i\1 e Rm es un submódulo monomial si M 

es generado por una colección de monomios. 

Lema 2.1.16. Todo submódulo monomial 1\I C Rm; es suma directa de rnódulos de la forma 

J1e1 , con .J1 E R ideal monomial. 

Demostración. Sea G = { m 1}zEJ el conjunto generador de 1\1, con I e N, entonces m 1 = xªe;, 

para alguna J. Sea M1 = J1e1 el submódulo generado por todos los 1nono1nios en G que 

contienen al elemento base e1 , esto para cada J. Entonces tenernos que i\1 = EB;n""
1 

M1 = 

m;l J)e}, que es justamente lo que queríamos demostrar. 

o 
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}\hora damos los resultados para submódulos monomiales análogos a los que se dieron 

para ideales monomiales. 

Lema 2.1.17. Sea M e Rm un submódulo monomiaL Entonces un monomio xªei está en 

M si, y sólo si, xªe1 es divisible por alguno de los monomios generadores de M. 

Demostración. Sea M = ffi~1 Jiei· Si xªei E .M entonces xªei E J1ei- Así, el problema se 

reduce a demostrar que xª es divisible por alguno de los generadores de J, pero por el lema 

(2.1.3) esto sucede. Conversamente, si xªe1 es divisible por alguno de los generadores de M, 

por definición de submódulo xªe1 E Af. 

D 

Lema 2.1.18. Sea M e R"' submódulo monomial, y sea f E R"'. Entonces f E M si, y 

sólo si, cada uno de los términos de f pertenece a M. 

Demostración. Tomando en cuenta el Comentario (2.1.10), la demostración es completa-

mente análoga a la del lema (2.1.4). D 

Teorema 2.1.19. Todo submódulo monomial Me R:11, es de la forma M =(mi, ... 1 'fnt}. 

Demostración. Sea M = ffi:, 1 1Vlz = ffi:, 1 J1ei. Por el teorema (2.1.5) tenemos que Ji = 

(xª(il), ... , xª(ik,)), entonces el conjunto de monomios 

generan 111. 

D 

Dado cualquier conjunto de monomios generadores de ~VI, podemos eliminar aquellos que 

sean divisibles por otros monomios del conjunto y tener todavía un conjunto generador de 

A1. De esta forma obtenemos un conjunto mínimo de monomios generadores de M; mínimo 

respecto al orden parcial dado por la divisibilidad de monomios en Rm. A este conjunto lo 

llamaremos generadores mínimos de 1Vl. 
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2.1.2 Ordenes Monomiales 

Con lo visto en la sección antcrio1 tcncn1os que si J C R es un ideal tnonon1ial, el conjunto 

B de todos los monomios que no están en J forman una base de k-cspacio vectorial para 

R./.!, lo cual hace más accesible el poder hacer cálculos en R./.J. Para el caso con I un 

ideal arbitrario, nos gustaría tener una situación igual de simple petra R/ f. Para esto, corno 

los rnonomios de R forman una base de k-espacio vectorial, sus imagencs en R/ I generan 

R/ ! 1 así, un subconjunto máxirno linealmente independiente será una base, llamada base 

monomial. 

Si además, podemos escoger a B como el complemento del conjunto de monomios de 

algún ideal monomial J, tendremos una gran ventaja, principalmente en el problema de la 

men1bresía. Se probará más adelante> en el teorema de Macaulay, que tal base inonomi­

al B existe para R/ 1, con I un ideal arbitrario. Antes haremos algunas observaciones y 

definiciones. 

Definición 2.1.20. Sea A1 un submódulo de R"\ y sea B un conjunto de monomios. Dec­

imos que los elementos {m1 }~=l e B son linealmente dependientes módulo M, si existe una 

relación de la forma. 

p= Lo.im1 E M, e>, E k\{O}. 
1=:1 

En caso contrario, diremos que son linealmente independientes módulo M. 

Lo que estamos diciendo es que B es linealmente independiente módulo AJ si ningún 

elemento de M se puede escnbir como suma de elementos de B. 

Con estas nociones, sea J un ideal monomial y B el conjunto de monomios que no están 

en J. Los elementos de B, por como los tomamos, son linealmente independientes rnódulo 

el ideal J, y si queremos que los elementos de B permanezcan hnealmente independientes 

módulo un ideal arbitrario I, ningún elemento de I deberá poder escribirse como suma de 

elementos de B, es decir, para cada elemento f E I hay al menos un monomio de f que no 

pertenece a B. 

En otras palabras, los elementos de B son linealmente independientes módulo el ideal J, 

si el ideal monomial J contiene al menos un monomio de cada elemento de I. El inverso 

también es válido, si el ideal monomial J contiene al menos un monomio de cada elemento 

de I, al momento de tomar a B como el conjunto de monomios que no están en J, no hay 

elemento de 1 que pueda ser escrito por monomios de B, es decir, los monomios de B son 
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linealmente independientes módulo el ideal J_ A . .sí, tenemos el siguiente lema: 

Lema 2.1.21. Sea 1 un ideal arbitrario. Sea J un ideal monomial, B el complemento de J 

en MR- Los monomios de B son linealmente independientes módulo el ideal I si, y sólo si, 

J contiene al menos un monomio de cada polinomio en J. 

De esta forma ya hemos asociado a los elementos de un ideal 1 (no necesariamente 

monomial) con los de algún ideal monomial J, bastándonos escoger un monomio de cada 

elemento de J_ Como queremos que los elementos de B sean base para R/ 1, necesitamos 

que sea máximo, en el sentido de contener al mayor número de monomios posibles, lo que 

sígnifica que debemos buscar hacer a J Io más pequeño posible. Para lograr esto necesitamos 

un método de elección que tome en cuenta algunas consideraciones. 

Supongamos por ejemplo que xª 1 xb, xc son monomios distintos de grado d, y consideremos 

al ideal 

I = {xª +xb,xb +xc). 

Supongamos que elegimos axª de xª + xb y1 a xb de xb + xc para ponerlos en J. Notemos 

que el ideal I también contiene al polinomio 

Si elegimos a xc para J 1 tendríamos que J no es mínimo, así que nuestra elección debe ser 

xª. 

En la relación del ejemplo anterior: el monomio xª(i) es elegido sobre el monomio xª(J): 

denotando esta elección por xª(i) > xª(J): tenemos que la relación > debe satisfacer el axioma 

para una relación de orden. Si xª > xb > xc =>- xª > xc. A.sí que una forma de seleccionar a 

los monomios es dándoles un orden y posteriormente tomar el monomio más grande de cada 

polinomio en I y ponerlo en J. 

Teniendo presente que J es ideal, el orden > debe satisfacer dos requerimientos más. 

Primero, el orden debe ser congruente con la operación con que hemos estado trabajando, 

divisibilidad. ..\sí, si xb es divisible por xª, debemos tener que xb > xª. Segundo, el orden 

debe preservarse bajo el producto. Supongamos que I = {xª + xb) con xª > xb y tal que 

xb f xª, teniendo entonces que xª E J. Sea xc E R un monomio, así xcxª + xcxb E J, donde 

xcxª E J, al ser J un ideal. Tomando xcxb > xcxª tendríamos que .J no sería mínimo, 

pero tomando xcxª > xcxb, J sería mínimo. Teniendo esto en consideración, llegamos a la 

siguiente definición. 
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Definición 2.1.22. Sea R 111 un I~-n1ódulo libre. Un orden 1nono11iial, >, sobre llm es un 

orden total sobre los 1nono1nios de R111 tal que si rn 1, rn2 son monomios de R111 y xª -:f. l es 

1nono1nio <le R, entonces 

implica 

Proposición 2.1.23. Sean m 1 n E Rm monornios distintos. Si mln, entonces n > m. 

Demostración. Sean m = xªe1 y n = xbe,. Como mjn, tenemos que xªjxb, existiendo un 

monomio xc E R, con xc =J. 1, tal que xcm = n. Por definición de orden rnonornial tenemos 

que 

o 

Esta proposición nos dice que nuestra definición de orden rnono1nial cumple con todo lo 

deseado. Ahora demostraremos un lema de gran utilidad. 

Lema 2.1.24. Sea Rm un R-módulo libre. Cualquier orden monomial sobre R!"' es un buen 

orden 1 es decir, para cada subconyunto A e M, existe un monomio m E A tal que para todo 

m' E A, m S m' (cada subcon1unto tiene un último elemento) 

Demostración Sea A e M un subconjunto de monomios de Rm. Por el teorema (2.1.19), el 

submódulo monomial (A) e R71' es generado por un número finito de monomios pertenecientes 

al subconjunto A. Sea X= {m1 , ... : mn} tal conjunto generador. En particular, los ele­

mentos de X están ordenados. donde al ser un número finito tienen un último elemento. Sin 

pérdida de generalidad, sea mn el elemento más pequeño de X. Como todo monomio en (A) 

es de la forma xªmi, tenemos por definición de orden monomial que 

Esto para todo monomio en .4. 

o 

Extenderemos la noción de orden a términos. Si crm y {3n son términos de Rm, con 

a, {3 E k \{O} escalares distintos de cero, m, n E Rm monomios con m > n (respectivamente, 

m 2: n) 1 entonces tendremos crm > {3n (respectivamente, crm 2: (Jn). 
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Observación 2.1.25. Notemos que esto no es un orden parcial sobre los términos de Rm 1 

ya que si tomamos m = n y a =/:- {3, tenemos que am 2: f3m y f3m 2: am. 

Definición 2.1.26. Sea > un orden monomial sobre [{!11 _ Para cualquier elemento f E Rm 

definimos el monomio inicial de f, denotado por lm>(f), como el monomio más grande con 

respecto al orden >- AJ coeficiente del monomio inicial lo llamaremos coeficiente inicial de 

f., y lo denotaremos por lc>(f)- Definimos el término inicial de f con respecto al orden 

>,denotado por in>(!), como el producto lc>(f)lm>(f). Si Mes un submódulo de Rm, 

definimos el submódulo inicial de M, denotado por in>(M), como el submódulo monomial 

generado por los elementos in>(!) para todo f E M. 

Observación 2.1.27. Es claro de la definición anterior que, si J.Vl es submódulo monomial, 

entonces in>(M) =Mi lo que es congruente con lo deseado. 

~l\hora ya estamos en posición de dar el resultado más importante de esta sección. 

Teorema 2.1.28 (Macaulay). Sea ~ un R-módulo, y sea lvI e ~ un submódulo arbi­

trario. Para cada orden monomial > sobre Rm 1 el conjunto B de todos los monomios que 

no están en in>(..1\1) forman una base para Rm/M. 

Demostración. Veamos primero que los elementos de B son linealmente independientes. 

Supongamos que no ocurre así, que tenemos una relación de dependencia 

n 

p = L aimi E lvl1 

i=I 

m, E B, a, E k\{0}. 

Lo que implica que in>(p) E in>(M). ~1\1 ser in>(P) alguno de los atmi; tenemos una 

contradicción a la pertenencia de los mi al conjunto B. Por lo tanto, los elementos de B son 

linealmente independientes. 

_!\.hora veamos que B genera al módulo Rm f-lvf_ De entre todos los elementos de Rm\J\1, 

por el lema (2.1.24), podernos escoger a un elemento con término inicial mínimo. Sea f dicho 

elemento. Para el término in> (f) tenemos dos opciones. 

i) m> (!) E in>(M). Tomemos al elemento f' = f - g, donde g E M y es tal que 

in>(!) = ín>(g). Como in>(!) >in>(!'), tenemos que f' E M. Así. f = f' + g E J\;f 

(contrario a la suposición de que f E Rm\kI). Por lo tanto, in>(!)~ in>(M), quedándonos 

sólo una opción. 



ii) in>(f) E JJ. 'fo111P1nos al clcn1c11to ¡r =.: j -i11;.(f). co11 lo cual -i11>(f) > á1>(.f'). por 

lo qu<' f' E M. :-\sí, J = J1 + in>(f) es Ja sunu1 de un e!('1nento qne ,·ive en (B) (111>(/)) 

1nás un clcrnento dC' 1\:J (el cual es J'), C'S chx:ir. en /?"'/A/ el cl('1ncnto J viv<' en el g<'t1crado 

por B. Por lo tanto, R"'/ Mes generado por B. O 

Lo siguiente es un lcrna que nos será de gran utilidad en el próxüno capítulo. 

Lema 2.1.29. Si N <;; M <;; Rm son submódulosfimtamente generados y in>(N) = m>(M) 

con respecto a un mismo orden monomial >, entonces N = M. 

Demostración. Supongarnos que Ni; M. Por el lc1na (2.1.24) existe f E !i.1\JV con té1m1no 

inicial mínimo de entre todos los elementos de M\N. Como in>(!) E in>(M) = in>(N), 

existe g EN tal que in>(g) =in>(!). El elemento J' = f - g E Mes tal que in>(!') < 
in>(f), teniendo que f' EN. Pero entonces f = f' + g E 1V, contradiciendo la elección de 

f Por lo tanto, N = M. 

o 

Se pueden dar ordenes monomiales sobre un módulo libre Rm con base {e1 } a partir de 

ordenes monorniales sobre R. En todo orden mono1nial que demos sobre Rm tendre1nos a la 

base ordenada mediante e1 > e1 si, y sólo si, i < J 

Definición 2.1.30. Sea >1 un orden rnonomial sobre R. 

1.-Decimos que xªe1 >roP xbe1 si xª >i xb o, s1 xª = x6 y J > i 

2.-Decimos que xªe1 >por xbe1 si j > i o, si i = J y xª >1 xb. 

Sólo nos basta dar ejemplos de ordenes rnonomiales en R. Siempre tendremos numeradas 

a las variables con x1 > x2 > ... > Xr, y sólo describiremos ordenes con esta propiedad. 

Ejemplo 2.1.31. Sea Rm = k[x] el anillo de polinorn1os en una variable El único orden 

rnonornial sobre Rm es el orden dado por el grado Para notar esto, sea > un orden sobre 

Rm. Sean xª, x6 E Rm monomios tales que xª > xb AJ ser Rm un A.nillo Euclidrano y por la 

proposición (2.1.23), tenemos que x6jxª. Entonces existe e EN tal que x6xc = xª, es decir, 

b < a. A.sí, el orden > coincide con el orden dado por el grado. 

Ejemplo 2.1.32. Sea Rm = k[x 1,x2]. En este caso, sólo hay un orden monom1al sobre Rm 

que refina el orden dado por el grado y que satisface la convención x 1 > x 2 . Para ver esto, 
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sean xª = x~1x~2 y xb = x~1 x~2 monomios con a1 +a2 = b1 +b2. Si a1 > 61 , sea e= a1 -b1 > Q_ 

Denotando por p = x~1 x~2 , al máximo común divisor de xª y xb; tenemos que 

y X/J = X~P-

Al ser x 1 > x2 : se cumple que xi > x~- 1x2 > x2. Pero lo anterior por definición de orden 

monomial nos dice que xª > xb, así, el único orden que refina el orden dado por el grado es 

el orden dado por comparar el grado en x 1 . 

Los siguientes tres ejemplos de ordenes monomiales son los más importantes en la liter­

atura. 

ÜRDEN LEXICOGRAFICO (OL). Decimos que xª >1 xh si, y sólo si, a:1 > bi para el primer 

índice i con ai =f. b;,. 

ÜRDEN LEXICOGRAFICO HOMOGÉNEO (OLH). Decimos que zll. >h xb si, y sólo si, 

deg(xª) > deg(x') ó, deg(xª) = deg(x') y a, > b, para el primer índice i con a;# b,. 

ÜRDEN LEXICOGRAFICO INVERSO {OL!). Decimos que xª >e J!' si, y sólo si, deg(xª) > 

deg(x') ó, deg(xª) = deg(x') y a, < b, para el último índice i con a, # b,. 

Es claro que a diferentes ordenes monomiales corresponden diferentes términos iniciales. 

Ejemplo 2.1.33. a) Sea R:" = <Ql[x, Y. z]. 

Sea f = 3x4z - 2x3 y4 + 7x2y2z3 E Ff7l'_ Entonces 

b) Sea Rm = k[x, y]'. 

Sea f como en el ejemplo {2.Lll).Con OL tenemos 

Con OLH y OLI tenemos 

2.2 Bases de Grobner 

En esta sección consideraremos un orden monomial siempre fü"o sobre Rm, el cual denotare­

mos por>-
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En la .sección anterior vin101' que PI ideal 111onomial 1n>(1\tl) es el ideal que bu.scarnos, y en 

el lerna (2.1.29) que rualquiPr eonjuuto de elc1nentos de t\.1 cuyos términos iniciales gencrPn 

in>(JVIL generan a A1. Este conJUlltO distin~uido de clP111cntos de NI que se definen n1ás 

explícitamente a continuación, son el concepto 1nás iinpo1 t;.iute del capítulo. 

Definición 2.2.1. Una Base de GrObner con respecto a un orden > sobre un n1ódulo libre 

Rm, es un conjunto de elementos 9 = {g1 , ... ,g,) e R"' tal que si Mes el submódulo de R"' 

generado por g1, ... , 9t, entonces (in> (g1), ... 1 in>(9t)) = ·tn>(M). Decimos entonces que 9 
son una base de GrObner para JVJ. 

Observación 2.2.2. No necesariamente una base de GrObner es base para M como R­

módulo. Una base de GrObner es un conjunto generador del submódulo M, pero no es un 

conjunto linealmente independiente sobre R necesariarnente. 

Ejemplo 2.2.3. Por la observación (2.1.27), una base de GrObner para un submódulo mono­

mial es cualquier conjunto generador. 

Ejemplo 2.2.4. Sea R"' = k[x], por el ejemplo (2.1 31) sabemos que el único orden monomial 

sobre Rm es el orden dado por el grado. Por la observación (A.1.3), todos los submódulos 

M e Rm son ideales de la forma M = (p(x)), con p(x) un polinomio de grado mínimo 

en M. Para todo polinomio g(x) E M, sabemos que m>(p(x)) < m>(g(x)), teniendo que 

m>(p(x))lin>(g(x)), es decir, (m>(p(x))) = in>(M). Con esto, una base de Grobner para 

un ideal M e k[x] es cualquier polinomio de grado mínimo en M. 

Corolario 2.2.5. Todo submódulo 111 e Rm tiene base de Gri:ibner. 

Demostración. Por el teorema (2 1.19) sabemos que el submódulo inicíal de M es de la 

formam>(M) = (m>(g1 ),. ,in>(g,)), g, E lvf SeaN = (g¡, ... ,g,). Por el lema (2.1.29) 

tenemos que N = }vf, concluyendo que g1,···:9t es base de Gr6bner para M. O 

Definición 2.2.6. Una ba'3e de Grübner g1 ,. , g1 es llamada mínima si para toda i, lc>(9i) = 

1 y, para todo i fo J, lm>(g,) ¡ lm>(g1 ). 

Lema 2.2.7. Sea M C R"' un submódulo. Sea 9 = {gi, .. ,g,} una base de Griibner para 

lvf. Si lm> (gi)llm> (g1 ) 1 con i -1 )7 entonces 9' = {91, ... , 9J-l' 9;+1, ... , 9t} es también base 

de GrObner para ]\![. 

Corolario 2.2.8. Todo submódulo M e Rm tiene base de GrObner mínima. 
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Proposición 2.2.9. Sea Me Rm un submódulo. Si 9 = {g,, ... ,g,} y :t = {11, ... ,f,} 
son bases de GrObner mínimas para M, entonces s = t y, después de renumerar en caso de 

ser necesario, in>(Íi) = in>(9i), i = 1, - - . , t. 

Demostración. Como ] 1 E M y 9 es base de GrObner para 111, existe Yi E 9 tal que 

lm(gi)llm(f1 ). Renumerando de ser necesario, podemos asumir que 9i = g1• Pero g1 E M y 

::res b""e de Grobner para M, entonces existe J, E :ttal que lm>(JJ)llm>(g¡). Concluyendo 

entonces que lm>(JJ) llm>(fi). Como :tes mínima, j =l. Por lo tanto, lm>(J1) = lm>(g1). 

Ahora, h E M existiendo g, E 9 tal que lm>(g,)llm>(J2 ). Como :tes mínima y 

lm> (g1) = lm>(f1 ) tenemos que 9i i g1 y, renumerando de ser necesario, podemos asumir 

que 9i = g2. Análogamente a arriba, lm> {!2 ) = lm> (g2). Continuando el proceso, obtenemos 

que s = t y que lm>(f,) = lm>(g,), i = 1, ... , t. D 

Definición 2.2.10. Una base de GrObner 9 = {g1, ... , 9t} es llamada reducida si para todo 

i, le> (gi) = 1 y ningún término distinto de cero en gí es divisible por algún lm> (g1 ), para 

todo j # i. 

Observación 2.2.11. En particular notamos que una base de GrObner reducida es también 

mínima. 

2.3 Algoritmo de la División Multivariado 

En esta sección desarrollaremos una herramienta que junto con bases de GrObner nos ayu­

dará a resolver el problema de la membresía para un submódulo lvl e Rm dado. Para esto, 

notemos que en el caso del anillo de polinomios k[xi], el problema de la membresía está resul­

to debido a que k[xi] es un anillo euclideano y un dominio de ideales principales. Si (g) = I, 

entonces f E k[x1] pertenece a I si, y sólo si, el residuo r que se obtiene al aplicar a f el 

algoritmo de la división respecto a g es igual a cero. 

Extenderemos este proce:;o al ca:;o general para oLLeuer un algoril.1110 análogo al algoritmo 

de la división. Para obtener este nuevo algoritmo, que llamaremos "algoritmo de la división 

multivariado", necesitamos replantear las condiciones sobre el algoritmo de la división dadas 

en (A.1.1) con las nociones que hemos desarrollado hasta el momento. 

Considerando al anillo k[xi] con su orden monomial, podemos reestablecer las condi­

ciones sobre t(x) y r(x) dad"" en el algoritmo (A.1.1) de la siguiente manera: deg(r(x)) < 
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deg(q(x)), <licicndo que r(x) no tenga ningún t<'rmino qnc sea divisible por in>(q(x)); y 

deg(t(x)q(x)) = dcg(p(x)), diciendo que in>(p(x)) = in>(t(x)q(x)) (en particular podemos 

decir que in>(p(x))?: in>(t(x)q(x)), si<'ndo está últin1a 1elación la que utilizare1nos). Antes 

de dar el algoritn10, necesitamos dar algunas definiciones. 

Definición 2.3.1. Sean f, g, h E Rm, g =fa O. Decimos que f se red-ucc ah módulo 9 en un 

paso, denotado por 

f ----+g h) 

si, y sólo si, in> (g) divide al término o.rn perteneciente a f, y 

a:.rn 
h = J- -(-)g = f-µg. 

in> g 

Observación 2.3.2. Notemos que a j le hc1nos sustraido el término o.m y lo hemos reem­

plazado por términos estrictamente más pequeños. A .. sí, podemos pensar en h como el residuo 

en un paso de la división de f por g. 

Este proceso lo podemos continuar hasta sustraerle a f todos los términos que sean 

divisibles por in> (g). El proceso de continuar reduciendo acabará tras un número finito de 

pasos1 esto debido a que > es un buen orden, existiendo un últímo término divisible por 

in>(g), llegando en algún momento a dicho término. 

Este proceso lo aplicaremos al caso en que ambos elementos son homogéneos en Rm _ 

Lema 2.3.3. Sea> un orden monomial sobre Rm. Sean f E (Rd¡m y g E (Rd•r. Si hes 

la reducción de f módulo g en un paso, entonces h E (~)m. 

Demostración. Sea o:m un término de f div1síble por g, así deg(etm) =d. Entonces 

deg ( in:(g)) = deg(am) - deg(in>(g)) = d - d'. 

Si g = (91, .. , 9m), tenemos que 

om ( om 
in>(g) 9 = in>(g) 9" · 

Como g, E Rd', entonces para cualquier término /3n de 9i 

deg Cn:(g)¡Jn) = deg Cn:7g)) + deg(¡Jn) = d - d' + d' = d 
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Por lo tanto 

lo que implica que h E (R,¡m. o 

Observación 2.3.4. Siguiendo la notación de la definición (2.3.1), in:(
9

) E Rd-d'· 

Definición 2.3.5. Sean f,f11 ••• ,ft,r E Rm, Íi #O, para todo i. Sea F = {!1,---,ft}­

Decimos que f se reduce a r módulo F, denotado por 

f-7FT 

si, y sólo si, existe una sucesión de índices í 1 , •.. , is E {1, ... , t}, y una sucesión de elementos 

r¡, ..• , Ts-I E Rm tales que 

Lema 2.3.6. Sea> un orden monomial sobre JF. Sea F = {f1 , ... , fk} e Rm. Para todo 

m, f E Rm, m monomio, si f -----+FO, entonces mf -----+FO. 

o 

Definición 2.3. 7. Un elemento r E R:1' es llamado reducido con respecto a un conjunto 

F = {f1 , ... , ft! Íi E _Rm\{O} }, sir= O ó ningún término perteneciente ar es divisible por 

algún in>(Íi)-

Definición 2.3.8. Sean F y r como en la definición anterior1 y sea f E Rm _ Si f ---+ F r y 

res reducido con respecto a F, entonces llamamos ar el residuo para f con respecto a F. 

Teorema 2.3.9. Sea > un orden monomial sobre Rm. Consideremos al conjunto F = 

{f¡,. __ ,¡,¡ f, E Rm\{O}}. Entonces todo elemento f E Rm tiene una expresión de la forma 

cumpliendo con in>(!) 

respecto a F. 

t 

f= 2-:,J,h¡+r 
i=l 

(2.4) 

1,. __ , t}, y que r sea reducido con 

La demostración del teorema se basa en el siguiente algoritmo. 



Algoritmo de la División Multivariado 2.3.10. Sea > un orden 1nono1nial sobr(' R 111
• 

SeaF = {!1, ••• ,f,[f; E R\{O}; in>(!,)> m>(J,) '*' < j). Seaf E R"'. Denotemo.1 por 

a 1m 1 al rnáximo término de J que sea dnnszble por algún in>(f.) Sea s 1 = i el 'Índice ntás 

pequeño para el cual ·1n>(fi)Ja11n1. Defina1nos al elemento J{ cornu 

J ->¡,, ¡; 
donde 

1 Ct1Tn¡ 
Í1 = J - . (f ) f,, = J - µ.¡f,,. 

1.11.> s¡ 

Si f 1 i O, sea ahora a2rn2 el máximo término de Ji que sea divisible por algún in>(fJ). 

Sea s2 = j el índice más pequeño para el cual in>(f1)la2m2. Definamos al elemento J~ = 

fi - µ2Ís2 rnedianle la reducción de Ji niódulo r~2 

Si f~ =f:. O, repitamos este proceso definiendo elementos f~ y µu hasta que para alguna p, ¡; 
sea reducido con respecto a F. 

Lema 2.3.11. El algoritmo de la división multivariado es un proceso finito. 

Demostración. Al ser > un buen orden, el conjunto de términos de f{ que son divisibles por 

algún in>(fi) tiene elemento mínimo. Como vimos en la observación (2.3.2), en el proceso de 

reducción para f con respecto a F se tiene que in>(ff) > in>(Í:+ 1). Por lo tanto, en algún 

momento del proceso de reducción será alcanzado dicho elemento, acabando al algoritmo 

después de un número finito de pasos. D 

Demostración del teorema (2.3.9). Se sigue directamente del algoritmo de la división mul­

tivariado y del lema anterior, tomando como h1 a la suma de todos los µu tales que su = i 

y siendo r = J; Notando que si el elemento a1m1 definido en el algoritmo no es in>(f), 

entonces in>(f) pertenece al residuo r, que por su construcción, todos sus demás términos 

son menores a in>(f). D 

Definición 2.3.12. A la expresión (2.4) de f se le dice expresión estándar para f en términos 

de los f,. 

Corolario 2.3.13. Sea F = {Ji, . ., !mi j, E (Rd,¡m\ {O}}, y f E (Rd)m. Entonces 

t 

f = J:, f,h, + r 
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Demostración. Se sigue inmediatamente del lema (2.3.3), observación (2.3.4) y del algoritmo 

de la división multivariado. o 

Observación 2.3.14. En las condiciones para f dadas en (2.4) 1 notemos que si Fes base 

de GrObner para (F}, entonces r es la expresión para f módulo A1 en términos de la base 

para Rm /M dada en el teorema de Macaulay (2.1.28). 

Observación 2.3.15. En la situación del teorema (2.3.9) tenemos que f - r E (F), donde 

sir= O, entonces f E (F). 

El inverso no es cierto necesariamente, puede ocurrir que f E (F}, pero reduciendo a f 
módulo F mediante el algoritmo de la división el residuo puede resultar ser distinto de cero. 

Ejemplo 2.3.16. Sea I = (/¡, j,) e IQl[x, y], donde / 1 = yx - y y j, = y2 - x. Sean 

F = {f1, !2}, J = y2x - x. Considerando al orden >h con la convención x >y, tenemos en 

la situación del algoritmo (2.3.10) que in>(/1) = yx y in>(h) = y2. Así, f --->F r está dado 

como 

es decir, r = O. Y ciertamente tenemos que 

f = YÍI + Í2-

Pero repitiendo el proceso ahora con >h y la convención y > x, tenemos que el proceso 

de reducción está dado como 

f ------7-¡2 x
2 

- x, 

siendo x2 - x reducido con respecto a F _ A.sí, 

f=xf,+r. 

aunque f pertenece a l. 

r fo O, 

Observación 2.3.17. Notemos que en el caso de k[xi] = Jf:ll 1 si no tomáramos al conjunto 

generador de I como aquel dado por un elemento único de grado mínimo en ! 1 tendríamos 

el mismo problema. 

Ejemplo 2.3.18. Sea I = {fr, / 2 ) e k[x], donde fr = x2 y¡, = x 2 - x. Sean F = {!r, j,} 

y f = x. El elemento fes reducido con respecto a F, sin embargo f = [ 2 - f 1 E J. 
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La observación (2.3.17) nos prepara para('} signirnte r('sult.ado. 

Teorema 2.3.19. Sea> un orden rnonondal sobH' R111
• S<~a Jvl C R711 un subn1óduio con 

S = {g11 ... > _g,} una base de Gr6bncr para 1\!f. Entoncc8 f E Rm perteut•cr a 1\I si> y sólo 

si, f ---+s O. 

Demostrac·ión. Sea J E },,f, siendo su expresión estándar 

t 

f= ~h,g,+r. (2.5) 
ic;;ol 

Supongamos que r -f:. O. Como r = f - E!=I hi9i, tenemos que r E NI. r\l ser 9 base 

de Grübner, in>(r) es divisible por algún in>(g¡) Pero esto es una contradicción a que r 

sea reducido con respecto a 9. Por lo tanto, r = O. La parte inversa es precisa1nente la 

observación (2.3.15). O 

Con este teorema ya casi hemos resuelto el problema de la membresía para algún submódu­

lo M e Rm 1 bastándonos dar un método para cálcular bases de GrObner a part1r de un 

conjunto generador 

2.4 Algoritmo de Buchberger 

En esta sección daremos la teoría necesaria para poder cálcular bases de GrObner 1 para 

después proceder a obtenerlas mediante un algoritmo, el cual es llamado '·algoritmo de 

Buchberger". Una vez hecho esto, retomaremos el estudio hecho en la Sección (1.2) para 

dar bases de GrObner únicas y caracterizar a las bases de GrObner reducidas de submódulos 

graduados. 

2.4.1 S-Vectores 

Sea> un orden monomial sobre Rm. Sea 9 = {g,, ... , g,jg, E Rm\{O} }, y consideremos al 

submódulo A1 = (9:). Sabemos que 9 es base de Grübner para !vl si, y sólo si, para todo 

f E M, tenemos que m>(g,)lm>(f) para alguna i. El problema para que 9 sea ba5e de 

Grübner se presenta cuando existen elementos pertenecientes a !vl cuyos términos iniciales 

no son divisibles por algún in>(gi)· 
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Ejemplo 2.4.1. Un ejemplo donde esto ocurre, está dado en el ejemplo (2.3.16). 

La siguiente definición servirá para ayudar a solucionar este problema. 

Definición 2.4.2. Sea > un orden monomial sobre Rm_ Sean j,g E Rm tales que sus 

términos iniciales contengan al mismo elemento base de Rm. Definimos al S~vector de f y 

g, denotado por S (!, g), como 

S(! ) = mcm[lm>(!),lm>(g)]f- mcm[lm>(!),lm>(g)] 
,g in>(J) in>(g) g. 

el cual pertenece a Je1I. 

Observación 2.4.3. Notemos que por definición, S(!, g) = -S(g, j). 

Nota 2.4.4. Si los términos iniciales de f y g no contienen al mismo elemento base de Rm: 

por la nota (2.1.13), podemos definir a su S-vector como S(!, g) =O. 

Ejemplo 2.4.5. Sea R:" = k[x,y]'. Sea f = (xy - x,x3 +y) y g = (x2 + 2y',x2 - y2 ). 

Usando >PoT con >t y la convención x >y, tenemos que 

x2y x2y 
S(!,g) = -f- -

2 
g = xf-yg = (-x2 - 2y3,x4 

- x2 y+xy +y3
). 

xy X 

Pero con >roP y >l, tenemos que 

S(!,g) =O. 

Lema 2.4.6. Sea > un orden monomial sobre Rm. Sean f E (R,¿_)m y g E (Rd' )m. Entonces 

S(!,g) E (R,)m, donde t = deg(mcm[in>(!), in>(g)]). 

Demostración. Observemos que 

deg (mcm[in>(!),in>(g)]) = t-d 
in>(!) 

d (
mcm[ín>(!), in>(g)]) = _ d' 

eg . () t . 
tn> g 

Sea am un término cualquiera de f, entonces 

d (
mcm[in>(f),ín>(g)] ) =d (mcm[ín>(J),in>(g)J) +d ( )=t-d+d=t 

eg . (J) am eg . ( ) eg am . 
in> in> f 
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:'\.núloga1ncnte, pani. cualquier ténnino {-Jn de g 

d (
mcm[i.n,(J).111>(.9)] ,J ) 

cg . ( ) pi = t. 
1.Jl> g 

Por lo tanto, S(J, g) E (R,)m. o 

Ahora daremos un criterio para decir cuando un conjunto generador de un submódulo es 

base de GrObner, del cual obtendremos un 1nétodo para poder cálcular bases de Gróbner. 

Teorema 2.4.7 (Criterio de Buchberger). Sea> un orden 1nonomial sobre Rm. Sea 

9 = {g1 , ... , g, lg; E Rm\ {O)}. El conjunto 9 es base de Grobner para (9) = M si. y sólo si, 

S(g,,g1 ) -->s O Vi,j. 

Demostración. De la definición de S-vectores notamos que para toda i =/: J se cumple que 

S(g,, g1 ) E M, así por el teorema (2.3.19) tenemos que 

S(g;,g1 ) -->s O, 

Conversamente, sea f E M. Co1no Ses conjunto generador, tenemos que f se puede 

expresar como combinación lineal de los g1 , combinación que no necesariamente es única 

(debido a la observación (1.2.2)). Dichas expresiones son de la forma 

' 
!= "¿h,g,, h1 E R. (2.6) 

J=l 

De entre todas las expresiones para J, podemos escoger aquella con monomio inicial más 

pequeño, ya que todo orden monomial es un buen orden. Sea m tal monomio inicial y 

supongamos que (2.6) es tal expresión, notando que 

m = lm> (t,h1g1 ) 

= rnax{lm>(h1g1 )lj = 1, ... , t} = max{lm>(h1 )lm>(g1 )1j = 1, ... , t) 

Si m = lm>(f), tenemos que 9 es base de Grübner para M. Supongamos que no es 

así, que 9 no es base de GrObner para 1"1, lo que implica que todos los lm>(h1gi) = m se 

anulan entre sí, es decir, m > lm>(f). El objetivo siguiente de la demostración es construir 

una expresión para f con término inicial menor a m, lo cual será una contradicción. Sea 
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I = {illm>(higi) = m}. Denotemos a los términos iniciales de los hi, con i E I, como 

in>(h2 ) = aim2 • Sea gel siguiente elemento: 

g := L a;m,g, E M. 
iEl 

Por construcción, lm>(m2gi) = m, Vi E/. Pero la suma de todos los lm>('mi9z) =mes 

igual a cero, es decir. L,iEJaif3i =O, donde f3i = lc>(g2 ), Vi E J. Por lo tanto, lm>(g) < m. 

Notemos que como m = lm> ( migi) Vi E I, 

teniendo que 
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Seas:= 1na:t:{1.li El}, cntonc('8 

+ (3 ) (
m,_ 1g,_ 1 _ m,g,) 

· O:s-1 s-1 (3 (3 
s-1 , s 

debiéndose la última igualdad a que I::=l a.i/3i =O. 

Nombrando l'i; = 2=~=l O:.u,Bu, tenemos que 

9 = L 'Yi1S(mi9i1 m1g1). 
•<J 

t,JEl 

51 
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Pero 

m m 
= -. --gi - -. --g, 

m>(g,) in>(g1 ) 

Por hipótesis S(g,,gi) --+s O, pero por el lema (2.3.6), S(m,g,,migi) --+s O. Por lo 

tanto, tenemos que 

S(m,g,,m1 gj) = Lh~gu, h~ ER. (2.7) 
u=l 

Concluyendo por el teorema (2.3.9) que 

max{lm>(h:fgu)iu = 1, ... , s} = lm>(S(m,g;, mjgj)). 

Pero 

= m +términos menores - m + términos menores. 

Es decir, 

lm>(S(m,g,,m1g1 )) < m. 

Sustituyendo en galos 5-vectores n1ediante las expresiones (2.7) y, posteriormente susti­

tuyendo a g en J. obtenemos una expresión para f de la forma 

' 
f = ¿h;g, h~ E R, 

i=1 
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donde max{l11i>(hi)lm>(g1)j1. = 1, .. ,t} < n1 ;\sí, t<'nen1os 1111a expresión para f con 

111011omio inicial rncnor a 1n, rontrad1cicndo la {'lccc1ón de 111. Por lo tanto. 9 es ba .. ~c d<' 

Gr6bner. 

Ejemplo 2.4.8. Sea M = (g,, g.,, g,, g,) e <Ql[x, y]', donde 

91 = (x - y,x,x) 

92 = (xy,y,y) 

g, =(y, x, :r) 

g, = (y,"· O) 

o 

Sea > sobre Q[x 1 y] 3 dado por TOP con >1i sobre Q[x 1 y] con la convención x > y. Siendo 

9 = {g1,92,g3,9.-i}, obtenemos 

in>(g¡) =XC¡ 

in>(92) = xye1 

in> (g3 ) = xe, 

in>(g4) =.u, 

Con esto, tenemos que 9 no es base de GrObner, ya que 

X X 
S(9,,9,) = -g, - -9, = 93 - 9, = (y,x,x) - (y,x,O) 

X X 

= (0,0,x), 

el cual es de entrada reducido con respecto a 9. 

2.4.2 Algoritmo de Buchberger 

El teorema (2.4. 7) nos da una forma de cálcular bases de Grübner. 

Algoritmo de Buchberger 2.4.9. Sea > un orden monomial sobre Rm. Consideremos 

al conjunto 9 = {91 ,. . .,9,¡g, E Rm\{O}} Reduscamos a los S(9,,g1 ), Vi# j con respecto 

a 9. Si S(gi, g1) ----*s O \f i i- i, entonces 9 es base de GrObner. Si la reducción de algún 

S-vector es distinta de cero, agreguemos a 9 dicha reducción. Repetir el proceso, ahora 

con 91 = {g1 , ... ,gs,gi1}, donde g11 es la reducción distinta de cero de S(g,,91). Si las 

reducciones con respecto a 91 no son todas cero, seguir repitiendo el proceso de agregar las 

reducciones distintas de cero y volver a reducir hasta que todas las reducciones sean iguales 

a cero. 

Teorema 2.4.10. Sea 9 = {g1, . .,9,¡9, E Rm\{O}}. El algoritmo de Buchberger produce 

una base de Grobner para el submódulo M = (S). 
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Demostración. Basta demostrar que el proceso es finito. Supongamos que esto no ocurre, 

que el proceso es infinito. 

Sea in>(91) = (in>{91), ___ , in>(9i), in>(9;1
)), donde 9;i es la primer reducción de algún 

S-vector en el algoritmo de Buchberger distinta de cero. Al ir agregando g~. vamos creando 

una cadena de submodulos monomiales 

{2.8) 

Pero en cada caso1 si g-:f es la reducción a agregar a 9v.-l obteniendo 9u, al ser gij reducido 

con respecto a in>(9u-i), la cadena (2.8) es de la forma 

que al ir agregando términos indefinidamente se vuelve infinita. Pero esto es una contradic­

ción, ya que por la proposición (1.1.9), el submódulo [{;Ti es Noetheriano. Por lo tanto, el 

algoritmo de Buchberger es finito. o 

Ejemplo 2.4.11. Consideremos el caso del ejemplo (2.4.8). Los únicos mínimos comunes 

múltiplos distintos de cero son: 

mcm[im>{91), lm>(92)] = xye1 

mcm[im>(9s),im>(9<)] =xe2 

Por lo tanto, sólo consideraremos a los S-vectores de {g1,g2 } y {g3 .g4 }. que son 

S(91, 92) = xy 91 - xy 92 = yg, - 92 
X xy 

= y(x - y,x,x) - (xy,y, y)= (xy- ¡/,xy,xy) - (xy,y, y) 

= (-y2 ,xy-y,xy-y) 

S(9,,94) = (0,0,x) 

A.sí, reduciendo obtenemos 

S(9i, 92) -+g, (-2y2
, -y, -y) 

el cual es reducido con respecto a 9- En el ejemplo (2.4.8) vimos que S(g1 , g4) es reducido con 

respecto a 9- Por lo tanto, debemos agregar los vectores g5 = ( -2y2 , -y, -y) y g6 = (O, O, x) 
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a 9, con 

Sea 91 = {y1, ... ,g6}· Los nuevos 1nínimos comunes 1núltiplos a considerar son 

mcm[lm>(g1),lm>(g,)] = xy2e1 

mcm[lm> (g2), lm> (g,)] = xy 2e1 

Con esto, hay que cálcular a los S-vectores de {g1,g5 } y {g,,g5}, obteniendo 

A.sí, 

xy2 xy2 2 x 
S(g¡,95) = -91 - -

2 29s =y 91 + -
2

gs 
X - y 

= y2(x - y, x, x) + "'.(-2y',-y, -y) 
2 

( 
2 3 2 2 ( 2 -::iy -xy) = xy -y ,xy .xy )+ -xy , 2 ,2 

( 
3 2 xy 2 xy) 

= -y 'xy - 2 'xy - 2 

xy2 xy2 x 
S(gz, g,) = -g, - -? ,95 = yg, + -2 95 

xy -"y 

) 
. X 2 = y(xy, y, y -r 

2
(-2y , -y, -y) 

( 
2 2 2 ( 2 -xy -xy) = xy,y,y)+ -xy,-2-,-2-

= (o 2 - xy 2 - xy) ,y 2 ,y 2 

S(g1,g5) -->9, (-2y3
, -;y, -;y) -->9, (o,y' - ';,.y'- x;1) 

-->g, (~'.y', y') __,,, (º·y' - ¡,y' - 'D 
el cual es reducido con respecto a 91 . 

S(g,,g,)-->9, (~
2

.Y2,y') (o º Y 2 Y) --> y---y--
95 ' 4' 4 
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el cual es reducido con respecto a 9 1_ Sea 97 =(O, y2 
- ¡, y2 - ¡),con 

in>(g7 ) = y2e2 

Sea 92 = {gi, ... , g7 }. Los nuevos mínimos comunes múltiplos a cálcular son 

mcrn[lm>(Ys),lm>(g7 )] = xy2
e2 

mcrn[lm>(_q4), lm>(g7 )] = xy2
e2 

considerando a los S-vectores de {93,91} y {94 ,g7}. Así 

xy2 xy2 2 
S(93,g7) = -93 - - 2 9, =y 9, - x9, 

X y 

= y2(y,x,x)-x (o,y2 -1¡,y2 
- ¡} 

( 
3 2 ') ( 2 xy 2 xy) =y,xy,xy - O,xy- 4 ,xy- 4 

= ( 3 xy xy) 
y ' 4 ' 4 

xy2 xy2 2 
5(94,9,) = -9, - - 2 9, =y 9, - x9, 

X y 

= y 2 (y, x, O) - X (o, y2 
- ¡, y2 

- D 
3 z ) ( 2 xy 2 xy) =(y,xy,0 - 0,xy - 4 ,xy -4 

( 
3 xy 2 xy) 

= y ,4,-xy +4 

Entonces 

(
O. xy _ y

2 
xy _y') __, (-y' -y

2 
-y') 

'4 2'4 2 93 4'2'2 

---+95 (o _Y'~-¡¡_ _Y'+-¡¡_)__, o 
' 2 ' 8' 2 8 97 

( 
3 xy xy) ( xy y

2 
xy y

2
) 

S(g,,g,) __,"' y' 4' 4 -->,, O, 4- 2' 4 - 2 

(
-y' -y' -y') ( y' y y' y) 

-->., 4' 2' 2 -->,, O, -2 + S' -2 + 8 

---+g, o 

Por lo tanto, el conjunto {g1, ••• ,g7 } es base de GrObner para 1VI. 
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Corolario 2.4.12. Sea G = {g 1, ••• ,g1jg, E (/?,,)"'\{O)}. Entonces G tiene nna base de 

Gróbner homogénea. 

Demostración. Si in, ( G) 'i" (in> (g1), ••• , m, (g1)). entonces por el lema (2.4 6) el algoritmo 

de Buchberger produce la base de Grobner deseada. O 

2.4.3 Bases de Gri:ibner Reducidas 

En la Sección (1.2) vimos el concepto de base de GrObner reducida, sin e1nbargo no se 

demostró su existencia. A continuación se demostrará que existe y que es única. 

Corolario 2.4.13. Todo submódulo Ji.1 e Rm tiene base de GrObner reducida. 

Demostración. Sabemos por el corolario (2.2.8) que todo submódulo Af e Rm tiene base de 

GrObner mínima. Sea 9 = {gii ... ,gt} tal base para algún submódulo AI. La demostración 

consistirá en dar un proceso de obtención. 

Sea '.){1 = {g,, ... , gt) y consideremos al elemento 

donde ñ1 es reducido con respecto a '.}{1 y es distinto de cero, ya que 9 es míni1na. Sea ahora 

1C2 = {ñ1, g3, ... , 9t} y consideremos al elemento 

donde análogamente ñ,.¿ es reducido con respecto a '.}{2 y distinto de cero .. Análogamente defin­

imos a los elementos ti3, ... , f'it, que serán reducidos con respecto a Jl3 = {'ñ11 ñ2,g4, ... , 9t}, 

... , '.){, = {lí1, ... ,li,_¡}. 

Notemos que al ser 9 base de Gr6bner mínima, tenemos que in>(9i) = in>(hi), Vi. Por lo 

tanto ]{ = { ñi, ... , f'it} es también base de Grübner para M. _!\demás que en el momento de 

reducir 9i con respecto a J{i, lo que realmente estamos haciendo es eliminar a los términos 

de g, que sean divisibles por m>(lí1), .. ,in>(n,_1),in>(g,+1 ) = m>(n,+i), ... ,zn>(g,) 

in>(f'it), esto para toda i. Es decir, X es una base de Gr6bner reducida para lvl. D 

Corolario 2.4.14. Sea G = {g1, •.. ,g,¡g, E (R,,)m\{O}} Entonces G tiene una base de 

Grobner reducida '.H = { h,, ... , h,,,} donde h, E (R,,)m para toda i. 
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Demostración. Por los corolarios (2.4.12) y (2.2.8) tenemos que G tiene una base de GrObner 

mínima dada por elementos homogéneos. Hecho esto, es inrnediato del lema (2.3.3) y la 

construcción de la base de Grübner reducida dada en la demostración del corolario anterior. 

o 

Teorema 2.4.15 (Buchberger). Sea> un orden monomial sobre Rm. Entonces cada 

submódulo .M e Fcn tiene una única base de GrObner reducida con respecto al orden >. 

Demostración. Sean 9 = {gr, ... , g,} y X = {h1, ... , h,} dos bases de Grobner reducidas 

para M. Como en particular 9 y JC son bases de GrObner mínimas, por la proposición 

(2.2.9) tenemos que s = t y renumerando en caso de ser necesario, in>(hi) = in>(gi), Vi. 

Para cada i notemos que si ~ # gi, entonces 9i - hi E Af\{O}, e.xistiendo un índice j 

tal que in>(h;)lin>(g, - h,). Como in>(g, - h,) < in>(h,), tenemos que i oJ j. Entonces 

in>(hj) = in>(gj) divide algún término de h2 o gi, contradiciendo el hecho de que 9 y'.}{ son 

bases de GrObner reducidas. Por lo tanto, gi = h,, Vi. O 

Ejemplo 2-4.16. Retomando al ejemplo (2.4.11), consideremos a la base de Grobner 9 = 

{gi, ... , 91} para el submódulo M = (g¡, gi, g3, g4 ), recordando que 

91 = (x-y,x,x) 

92 = (xy,y,y) 

Teniendo además 

in> (g1) = xe1 

in> (g2 ) = xye1 

g, = (y,x,x) 

g, = (y,x,O) 

95 = (-2y',-y,-y) 

in> (g3 ) = xe2 

in>(94) = xe2 

in>(9s) = -2y2e1 

g6 =(0,0,x) 

g, = (o,y'- ~,y'-~) 

in>(g6 ) = xe3 

in>(91) =y'e, 

Con lo que lm>(gi)ilm>(g2 ) y lm>(g3 ) = lm>(g4 ). Consideremos al conjunto 

el cual es base de Grübner mínima para lvf. Sea '.}{1 = {h2 .h3 ,h4 ,hs}, y calculemos la 

reducción de h1 con respecto a este -conjunto 1 obteniendo 

h1 -->h, (x - 2y, O, O), 



Bases df' GrObncr. S1c1g1as y J>ofi11011úo d<' l-111/Jcrt, 59 

el cual es reducido con rcspcC'to a :H 1• SPa h1 = (x - 2y,O,O). Sea J{2 = {111,ha,h4 ,h:,}, 

obteniendo 

h2 ->1i~ (y, x, O), 

el cual es reducido con respecto a X,. Sea li, = (y,x,0). Sea '.){3 = {h,,h2 ,h,,h5 ), y 

notemos que h3 es reducido con respecto a :HJ, al igual que h.1 y h5 con sus respectivos 

conjuntos :J{..¡ y :Hs, siendo lia = h3, li1 = h1 y lis = h5 . Por lo tauto, el nuevo conjunto 

{ /ili t11i, ñ3 , li4 , lis} es la base de GrObner reducida para M. Si quis1era1nos ver con el criterio 

dado en el teorema (2.4.7) que el nuevo conjunto es base de Gri:ibner, noternos que los únicos 

S-vectores a considerar son los de {gi,g3 } y {g2,g5 }, los cuales son 

xy2 xy2 2 . 
S(ñ1, ñ3) = -n, - -, li3 =y ñ, - xh, 

X y 
_ 2 ) ( 2 Y Y) 2 3 ( . 2 xy xy) -Y (x-2y,0,0 -x y '2'2 (xy -2y ,0,0)- xy '2'2 
= (-2y3 _ xy _ .xy) 

' 2 ' 2 

xy2 xy2 2 
S(ñ,, ns) = -n, - - 2 lis = y ñ, - xli, 

X y 

'( O) (o 2 Y 2 Y) ( , 2 ) ( , xy 2 xy) =yy,x, -x ,y- 4,y-4 y,xy)O-O.xy-4,xy-4 

( 
3 xy 2 xy) =y,4,-xy+4 

Reduciendo obtenemos 

--+t15 o 
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Acabamos esta sección con un resultado que será de gran importancia en el capítulo del 

Polinomio de Hilbert. 

Proposición 2.4.17. Sea > un orden monomzal sobre Jr'I'. Sea M e Rm un submódulo 

finitamente generado. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes: 

1. La graduación estándar sobre Rm induce una estructura de módvlo graduado sobre 1Vf, 

dada por 

M,= (R,¡mnM. 

2. M = (!¡, ... ,J,) en Rm, donde cada f; E (R,,¡m. 

3. La base de GrObner reducida con respecto al orden > consiste de elementos g2 tales que 

g; E (R,.)m. 

Demostración. l. 1) =? 3) A.l ser M finitamente generado existe un conjunto generador 

{h1, •..• h,} de M. Por ser M graduado 

n 

h; = ¿h,. h,k E (R,,¡m. 
k=l 

A.sí, el conjunto {hik/ i = 1, ... , t; k = 1, ... , n} es un conjunto generador de M. Por 

el corolario (2.4.14) existe una base de Grobner reducida'.}{= {h¡, ... ,h,0 } para M, 

donde h; E (R,,¡m. 

2. 3) * 2) Por definición de base de Grobner. 

3. 2) * 1) Sea {!1 , ... ,J,[ f, E (R,,im} un conjunto generador de M. '\'atemos que 

M, = (R,¡m n l'vl = {J = (!1,. .. , j,) E MI f, E R,'lf i} 

Es claro que la suma directa de los .!Vld 

= 
ffi1vl, e M 
-X 

es un R-módulo graduado. Sólo hace falta ver que todo elemento de ivf pertenece a 

EB~00 1illd· Sea f E }vf, entonces por hipótesis 

t 

J= ¿pJ, Pi E R. 
io:ol 
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Sea a111. un tér111ino cualquiera de Pi, de grado /. 1 • Entonces cv.1nfi E /?1,+d,, y esto para 

cualquier tónnino de p1 , y para toda i;:;:; 1, ... , t. Por lo tanto f E $~00 !\Id· 

o 



Capítulo 3 

Sicigias 

Este capítulo se divide en dos partes. En la primera vemos la forma de cálcular el sub1nódulo 

de sicigias para un conjunto generador arbitrario. En la segunda, parte da1nos un importante 

teorema sobre sicigias debido a Hilbert, donde para dcn1ostrarlo hacemos uso de la parte 

final del capítulo 1 y de la teoría desarrollada en el capítulo anterior. 

Durante todo el capítulo sólo consideraremos R-módulos libres finitamente generados, 

donde R = k[x1 , ... , x7 ] e::> el anillo de polinomios sobre el campo k. 

Toda base de GrObner que consideremos será reducida. 

3.1 Cálculo del Submódulo de Sicigias 

En esta sección desarrollaremos la teoría necesaria para cálcular a los generadores del subrnódu­

lo de sicigias de un conjunto generador dado. Para esto, co1nenzaremos con el caso más 

simple, que es cuando el conjunto generador está formado unicarnente por monomios, con­

tinuando con el caso en el que estemos considerando bases de GrObner. A .. mbos métodos serán 

utilizados para el caso más general, es decir cuando el conjunto generador no necesanamentc 

es una base de Grübner. 

3.1.1 Sicigias de Submódulos Monomiales 

El cálculo de sicigias de submódulos monomiales es fácil de realizar A .. ntes, definiremos una 

clase especial de sicigias. 

63 
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Definición 3.LL Sea G = { a 1 mi. ... , a,m,} e R:", donde m; = x•(i) e;, a( i) E N', para 

alguna j. Una sicigia h E Rt sobre G, se llama sicigia homogénea, si es de la forma 

donde decimos que a{i) es el multigrado de mi-

Sea M C R!'1' el submódulo generado por los monomios { m1, _. _, mt}- Sea ffi~==l R.Ei un 

R-módulo libre con base {éi}- Recordemos que el módulo Syz(m1, . .. , mt) C ffi!=l Réi se 

puede ver como el núcleo de un morfismo de R-módulos libres. Sea 

tal morfismo. Así, J m( 'P) = M. 

Para cada par de índices i, j tales que mi y mi contengan al mismo elemento base e11 de 

W, definimos a los elementos 

y 
t 

Clij = ffijiéi - Tnij~j E EB REi 
i=l 

Observación 3.1.2. Por el lema (2.1.14), tenemos que 

m; 
mi; = __ ( ___ ) 

mcd m¡,mi 

Observación 3.1.3. Es claro de la definición que aii E Ker(<p). 

Observación 3.1.4. Notemos que ;o(aiJ) es precisamente S(mi: mj)-

Comentario 3.1.5. Si mi y mj no contienen al mismo elemento base1 definimos m.¡1 = Q_ 

Proposición 3.1.6. Considerando la notación anterior, Syz(m1 , ___ , mt) es generado por 

la colección {D";;ll <:: i,j <:: t}. 
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Dernostración. Con10 ª•J = -aJn nos ha..<.;ta <'onsiderar a los 0 11 t.on i < j, Sea h = 
(h 1, ••• ,h1) E Ji! unasicigia&obrc {n1 11 .,.,rnt}· Así, 

' 
<p(h) = L h,m, =O E R111

, 

•=I 

siendo posible reescribirlo en térnnnos de la base { e1 } 

t m 

O= L h,m, = L f,e,, /,E R, 
t=l i=l 

implicando que J1 :::::: O, para toda i. Ahora, renombrando en C';:i..so de ser necesario 1 sea 

G, = {m1 = xº« 1le, 1 •.. , ms = xª\~le,} la colección de mononüos que contienen al elemento 

base e1. Así, fie, = E;= 1 h1 m1 , donde m1 E G,. Pero esto lo que nos dice es que podemos 

pensar a la sicigia h con10 una suma de sicigias sobre los subconjuntos de los m, que contengan 

al mismo elemento base, bastándonos estudiar a una de tales sicigias. Sea (h~, ... , h~) E 

Syz(m 1, ••• , m 5), entonces 

' 
Lh:xª\>l =O E R. (3.1) 
i=l 

A la expresión {3.1) la podemos separar en distintas colecciones de sumas de términos 

del mismo multígrado, sumas que cada una debe ser cero. Sean { o 1xª 1 •• , o:kxo.} e R los 

sumandos de una de tales colecciones, donde a 1xª = aixª-ª(•) -xª(•), con nixª-ª«l término de 

h', ni E k, i = 11 ••• , k. Con esta notación se tiene que 

k k 

Ln
1
xª = Lo:

1
xo.-a(,Jxu(,J =O. 

•=l i:=l 

implicando que 
k 

L'" =O. (3.2) 
t=l 

Notemos que el elemento ha= (o: 1xª-ª{ll, ... 1o:kxª-ª<kl) es una sicigia homogénea. Así, 

hemos mostrado que toda sicigia sobre algún subconjunto de los n1,, que contienen el mismo 

elemento base, se descompone como suma de sicigias homogéneas, bastándonos mostrar que 

toda sicigia homogénea se puede ver como una combinación R-lineal de los aiJ· 
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Viendo a ña. como un elemento de Ef):=i REi, tenemos que 

fia =(0:1xª-ª{l}, ... ) O:kXa-a(k)) 

=(a1xa-a¡r¡, (a1 - a¡ + a2)xª-ªPJ,. - . , (0.1 - 0:1 +. -. + ªk-1 - Ct"k-1 + ak)xª-ªCkJ) 

=(a1xª-ª(1J, -a1xª-ª<2l, O .... , O)+ ... 

+ (O, ... , O, ( 0:1 + ... + ªk-1)xª-ª(k-iJ, -( a1 + ... + ªk-1)xª-ªCk)) 

+(O, ... ,O, (a1 + ... + ak)xª-«») 

=( a 1xª-ª(1J, -o:1 xª-ªcz¡, O, __ . , O) + .. 

+(O, -.. , O, (0:1 + ... + ªk-r)xª-ªCk-n, -(a1 + ... + ªk-1)xª-ªP'>). 

Debiendose la última igualdad a (3.2). 

Notemos que para toda i, al ser xª divisible por xª-ªC•J y xª-ª«+JJ, se tiene entonces 

que mcrn[xª-ªC•J,xª-ªCi-i-1J]lxª. Sea xª = µ1 • mcm[xª-ªc•l,xª-ªC•+1i}, con Jli E R monomio. 

Entonces 
k-1 

ñª =¿(o, ... , o, (0:1 + ... + ai)xª-ª', -(o.1 + ... + o:i)xª-ª·+1
, o, ... , O) 

i=l 

D 

Ejemplo 3.1.7. Sea W = k[x,y,z] 3. Consideremos al submódulo monomial .VI e Rm 

generado por los monomios 

m1 = x34y' e1 

m2 = x23y19 e1 

ms = yze3 
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Calcu\(•1nos los n1áxi1no:; co1nun('s divison•s 

1 1 3·1 '" nu:ni n1.1, ·1n2 = :r: Y C¡ 

nicni[m3 , 111.,¡J = xycz 

1ncrn[rn3, ms] = :rze2 

rncm[m4 , m.~"i) = yze2 

Ahora, los clernentos mi1 f:: O son 

m12 = x 11 

12 
m21 =y 

ffi35 =X 

rn54 = z 

'lnc1n.[111¡;, 111 7] = .1:yze:i 

111c1n[111.6. 'IHH] = :i;y:;c3 

1ncrn[n1.;, rn8) = :i:yze;¡ 

1nss =X 

Procediendo ahora a calcular las sicigias generadoras 

G67 = Zé(j - '.l}é7 

G5g = Zé5 - Xég 

Gi 

Ejemplo 3.1.8. Consideremos el caso de los términos iniciales de la base de Gróbner re­

ducida obtenida en el ejemplo (2.4.16)., siendo el siguíente conjunto de monomios 

Los únicos mínimos comunes múltiplos a considerar son 

mcm[m1 : m3] = xy2e 1 

mcm.[m2 , m5 ] = xy2e2 

.l\sí, los mi1 distintos de cero son 

2 
11i31 =y 

1n4 = xe3 

nis = y2 e2 
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Por lo tanto, los generadores de Syz(m1, ••. , m5 ) son 

0"¡3 = y 2
E:r - XE:3 

0-25 = y 2
c2 - XE5 

Sicigias 

3.1.2 Sicigias de Bases de Grobner 

La forma de obtener las sicigias sobre una base de Grübner 9 = {g1, ... , 9t} es utilizando el 

algoritmo de Buchberger. Denotemos por rii al residuo del S-vector S(gi,g1), que es de la 

forma: 

t 

r,1 = S(g,,g;) - Lh.9u 
u=l 

donde al ser 9 una base de Grübner: Tij = O, es decir, Ti; es una sicigia sobre 9- De­

mostraremos que las sicigias de esta forma son un conjunto generador para el submódulo 

Syz(gi, ... , g,). 

Para demostrar esto, reescribamos la notación de la sección anterior al caso general. 

Sea > un orden monomial sobre Rm. Sea 9 = {g1, ... , 9t} E Rm una base de Grübner 

para el submódulo M. Sea EB!=1 &¡un R-módulo libre con base {ci}- Sea cp el mapeo de 

R-módulos libres 

t 

'P : EB RE:, -+ Rm 
i=l 

é i -----1- 9i. 

Para cada par de índices i, j tales que los términos in> (gi) y in> (g1) contengan al mismo 
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clcnicnto ba..">c Ci de R"', dcfi11in1os a los clPtll<'ntos 

mcrn[lm>(g,), lrn> (91 )) 
rn11 = ( 

'ln> gi) 

(j!J 

E 11. 

y 

donde el conjunto de los a,1 por la proposición (3.1.6) generan 5yz(m>(g1), ... ,in>(9i)). 

Notemos que bajo <.p tenemos que 

19(0,J = S(g.,g,). 

Análogamente, si in>(g1 ) y in>(g1 ) no contienen al mismo elf>mrnto base, entonces m,1 =O. 

Adicionalmente, para cada par de índices z,j que contengan al rn1smo elemento base ei, 

consideremos a la expresión estándar 
t 

S(g.,g,) = L h,g., h, E R, 
z=l 

y consideremos al elemento 
t 

'5:,h,r, E ffi&,. 
t=l t=l 

Definamos al elemento r11 E ffi!=i & 1 , como 

t 

r,1 = ªt} - L hzéz. 

z=l 

Observación 3.1.9. Es claro de la definición que r11 E Ker(¡p). 

Observación 3.1.10. Consideremos al conjunto {91, ... ,9tol g, E (Rd,)m}. Entonces el 

elemento íiJ es graduado en algún R~rnódulo graduado deslizado. En efecto, por el lema 

(2.4.6) tenemos que S(g.,91 ) E (R,)m, donde t = mcm[m>(g,),m>(g1 )] Notando que los 

elementos {ez} de la base de ffi!~ 1 Rc1 son de grado dz en Efj~~ 1 R(-d1 ), tenemos que 

Si S(g., g,) = :z;~ 1 h,g., por (3.3) deg(h,g,) =t. Por lo tanto 

deg(T,1 ) = deg (a;1 - ~ h;c,) = t 

para todo z,J. 

(3.3) 
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Finalmente, definamos un orden monomial sobre ffi~=l REi a partir del orden > sobre 

R7'-. Sea >e>) un orden monomial sobre ffi~=l &i definido como: rncu >e>) nev si; y sólo si, 

con respecto a >, o 

pero u< v. 

Teorema 3.1.11 {Schreyer). Considerando la notación anterior, sea 9 = {g1, ... , 9t} una 

base de Grúbner. Entonces la colección {ri111 :S i,j :S: t} es una base de Grübner para 

Syz(g1, •.. , 9t) con respecto al orden >(>)· .A.demás in>c>l (riJ) = m 1iEi-

Demostración. Primero mostraremos que in>t>)(Ti¡) = mjiEi- Obsen.·emos que 

(3-4) 

pero i < j, por lo que m5iéi >e>) miJE1 . Sea CYITIEu un término de 2:~= 1 hiEi, entonces por 

el teorema (2.3.9), in>(amg,) ~ in>(S(g,,g1))- Pero por (3-4), in>(S(g"g,)) # ín>(m,,g,), 

por lo que in>(S(gi,9J)) es alguno de los términos restantes. el cual es menor a in>(mJi9i)­

Por lo tanto, mjiE:i >(>) amE:u. 

i\.hora mostraremos que la colección {Ti1 l l :( i < j :( t} es base de Gr6bner para 

Syz(gi., ... 1 9t) con respecto a >(>)· Como vimos en la observación (3.1.9) 1 tenemos que 

TiJ E Ker(cp). A.sí, por el lema (2.1.29), nos basta demostrar que para toda sicigia r E 

Syz(g1, •.• , gt), se cumple que in>c>i ('r) es divisible por algún 1n1iE¡. con i < j. 

Escribamos a la sicigia T como combinación R-lineal de los E:j, obteniendo 

T = Lf,E,_ 
i=l 

Para todo índice j E {l, ... , t}, sea n1c1 = in>(>l (f1c1 ). obteniendo entonces que 

t 

in>(>J(T) = in>(>l(Lf1t:1) = nici. 
j=l 

para alguna i_ Sea I = {j E {l, ... ,t}ilm>(n,g,) = lm>(n1g,)}. Como in><>J(T) = n,c,, 

debemos tener que i < j, para todo j E J. Sea u= L;EI nJEJ. observando que 
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Co1no ¡p(r) =O, toda rolccción de t<~nninos de (¡.?(r) qu<' ddif:'ran por 1111 ci:;calar S{' dchC'n 

cliininar entre si, es d('tir, 

<p(o) = L n,in>(g,) =O, 
1El 

concluyendo que o E Syz(m>(91), ... ,in>(g1)). Por la proposición (3.1.6), 

ª = ¿ h1kªJk, 

J,kEI 
J<k 

(3.6) 

donde h1k E R. Así, a pertenece al submódulo rnonomial generado por los a1k de la expresión 

(3.6). Por (3.5) y (3.6), tenemos que 

in><>J(r) = in><>l(a) = nié 1 

= m><>l (z= h1.o1•) 
J,kEI 
J<k 

= Z::: in>(>) (h11m¡ic1 ). 

jEI 

Por lo tanto, n1 pertenece al ideal generado por los 1n1¡, con i <J. Por lo tanto, 1n11 jn1, para 

o 
Corolario 3.1.12. Considerando la notación del teorema anterior, Syz(gL .... , g1) e.s gen­

erado por la colección { r11 j l :S i, j :; t}. 

Corolario 3.1.13. Si 9 = {g1 , .. ., g10 1 g, E (Rd, r} es base de Grobner, entonces el conjunto 

generador {ri1! 1 S i.J :S_ to} de las sicigias de 9 es homogéneo, viviendo en EB!~ 1 R(-d1 ). 

Demostración. Se sigue inrnediatamente de la observación (3.1 10) y del teorema de Schreyer. 

o 
Ejemplo 3.1.14. Consideremos al ejemplo (2.4.16). De los resultados del CJemplo (3.1.8) y 

los dados en la parte final del ejemplo (2.4.16) obtenemos que Syz(g 1• g,, g3 , g4 , g5 ) está gen­

erado por 
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T15 = y
2
é2 - Xé5 - ( ¡€2 + (y - ~) é3 + (¡- y2

) €4 - ~€5) 

= y2
<2 - xes - ¡c2 - (y- D E3 - (¡-y')"'+ G- x) es 

= ( y2 - ¡) €2 + ( ~ - y) é3 + ( y2 - ¡) é4 + G -X) é5 

• 

Sicigias 

Hasta el momento solo hemos resuelto el problema de cálcular el conjunto generador de 

las sicigias sobre un conjunto 9 e J?:U, que es base de Grúbner. Restándonos encontrar las 

sicigias sobre un conjunto F C If11 que no sea base de Gr6bner. 

3.1.3 Sicigias de Conjuntos Generadores 

Consideremos en lo que resta de la presente sección un orden monomial > fijo sobre Rm. 

Para el caso general, donde nos ocuparemos de un conjunto de elementos cualesquiera F = 

{Ji, ... ,J,} e FF', necesitamos primero cálcular una base de Grobner 9 = {g¡, . .. , g,} e Rm 

para M = {F) = (9). Así, consideremos a las matrices 

MF = (J, ... J,) 

y 

Ms = (g, ·· -g,) 

de m x t y m x s, donde los Íi y gi son las columnas, respectivamente. AJ ser MF y M 9 

representaciones matriciales de M con respecto a los conjuntos generadores F y 9, existen 

matrices A y 'B,. de t x s y s x t respectivamente, ambas con entradas en R que cumplen ser 

las matrices de cambio, es decir,. 

(3. 7) 

y 

(3.8) 

La teoría necesaria para obtener estas matrices se desarrollo en el capítulo anterior. 

Para obtener la matriz A hay que encontrar los coeficientes necesarios para expresar a los 

gi en función de los Ji, coeficientes que serán las columnas de la matriz A. Los coeficientes 

se obtienen aplicando el algoritmo de Buchberger; ya que la base de Grübner se obtiene al 

ir agregando los nuevos elementos que salen del algoritmo, elementos que construimos en 

función de los fi-
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Eje1nplo 3.1.15. Reto1n<>1nos <'l cje1nplo manejado en el capítulo ant<'rior. Recordando qur 

el conjunto generador a considerar es F = {f1,fi,,f:1,f.i}, donde 

/ 1 = (x - y,x,x) 

¡, = (xy,y,y) 

h = (y,1:,x) 

/ 4 =(y, x, O) 

y la base de Griibner es 9 = {g¡, g,, 93 , g,, 95), donde 

91 = (x - 2y,0,0) 

92 = (y,x,O) 

( 
2 Y Y) 

93 = y' 2' 2 9, = (0,0,x) 

9, = (o,v2 -!¡,v2 -!¡) 
Los términos iniciales de los cle1nentos del conjunto generador, considerando el mismo 

orden con que se les manejo son· 

in> (!1) = xe1 

in> (/2) = xe1 

in>(h) = xe2 

in>(!,)= xe2 

y en el caso de los elementos de la base de GrObner son: 

m>(91) = xe 1 

in> (92) = xe2 

in>(93 ) = y2
e1 in> (94) = xe3 

m>(9s) = y'e2 

Ahora, los resultados de los ejemplos (2.4.11) y (2.4.16) que requerimos son 

91 = !1 -h 

92 = ¡, 
1 

93 = -';i(yf¡ - j, - yf3) 

= _!!_¡¡ + ~!2 + !!_ h 
2 2 2 

94 = ¡, - ¡, 

95 = yj, - yj,- (X: 1) (yf¡ - Í2 - yfs) 

= (xy + 11) f¡ + (v - :'. - ~) ¡, + (!!. - xy - 11) ¡, 
24 24 224 

Así, tenemos que 

o o ) 
o y2 - ~ 

X y2 - ~ 
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-• 2 
1 
2 
u 
2 

o 

o 
o 
1 

-1 

Sicigias 

"1L+U l 2 4 

y-~-¡ =M A 
U._'E1l_R F 
2 2 4 

o 

La matriz 'B es obtenida aplicando el algoritmo de la división multi"-a.riado, dando en 

cada paso los valores en R que necesitamos para poner al conjunto generador en función de 

los elementos de la base de Gr6bner, va.lores que serán las columnas de la matriz A_ 

Ejemplo 3.1.16. Consideremos el caso del ejemplo anterior. A .. plicando el algoritmo de la 

división multivariado obtenemos los siguientes resultados: 

que 

Así, tenemos que 

!1 --+9, (y,x,x)--+,, (0,0,x) --+,,O 

Í2 --+,, (2y2
, y, y) --+,, ( y2

, ~, ~) --+,, o 

J, --+9, (0,0,x) --+9, O 

Í4 --+gz O 

1 y o o 

( x~2y y y' o 
y'~~) 

1 o 1 1 

X • o o 2 o o 2 

o • X y2 - ¡ 1 o 1 o 2 

o o o o 

= Ms'.B 

AJ ser A y 'B matrices de cambio de MF a Ms y de Ms a MF, respectivan1ente, se cumple 

(3.9) 

(3.10) 

Si M fuera espacio vectorial, adicionalmente tendríamos que las matrices de cambio 

cumplen con A'B = :Jt y '.BA = '.181 donde Jt e Js son las matrices identidad en las matrices 



de t x t y s x s, rcspcctivarncntc. Esto últ.in10 no ocurrp nctPsaria1nPntP Pn P.l caso ('n qul' 

AI es R-rnódulo. 

Ejemplo 3.1.17. Si considcra1nos la."> 1natriccs A y 'B obü•nidas en los CJClnplos (3.1.15) y 

(3.1.16), tenemos que 

1 o o o y' 

o 1 o o ' 2 

'.BA = o o 1 o 2y - X - ~ 

o o o 1 ' 2 

o o o o o 

Comentario 3.1.18. En este ejemplo resultó que un producto de las matrices de carnbio 

sí fue la matriz identidad, pero esto en general no sucede. 

Las matrices A y 'B además de relacionar a los conjuntos generadores F y 9, relacionan 

a las sicigias sobre F y 9. 

Lema 3.1.19. Considerando la notación anterior, afirmamos lo siguiente: 

l. Sea Tg E Syz(gi, ... ,g5 ), entonces la matríz producto (viéndo a Tg como vector colum­

na) A· Ts es un elemento de Syz(!1, ... , f 1). 

2. Sea Tp E Syz(f1 , ... , ft), entonces la matriz producto (viéndo a Tp como vector colum­

na) '.B · TF es un elemento de Syz(g¡, ... , g,). 

3. Cada columna de la matriz Jt - A'.B es un elerriento de Syz(f1 , . . , Jt). 

Demostración. l. Considerando a la igualdad (3 7) tenemos que 

Por lo tanto A· T9 E Syz(J1, ... ,/1 ). 
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2. Considerando la igualdad (3.8) tenemos que 

O= MF · TF = (Ms'.B) Tp = Ms ('.B · TF) 

Por lo tanto '.B · Tp E Syz(g1, ... ,g,). 

3. De la igualdad (3.9) se sigue que 

Por definición de producto de matrices se tiene el resultado deseado. 

o 

.~hora ya estamos en posición de dar el resultado importante de esta sección, que es dar 

la forma de cálcular las sicigias sobre un conjunto generador (no necesariamente base de 

Grobner) F ={Ji, ... , J,}. 

Teorema 3.1.20. Sea F = {Ji, ... ,J,} e R!" un conjunto, y sea 9 = {gi, ... , g,} una base 

de Grobner para M = (F). Sean A y '.B las matrices de cambio de MF a Ms y de Ms a MF, 

respectivan1ente. Sea {T1, _ .. , Tk} el conjunto generador para Syz(g11 •.. , gs) como el dado 

en el corolario (3.1.12). Sean ci, ... , Ct las columnas de la matriz Jt - A'B. Entonces 

Syz(J1, ... ,J,) =(A· Ti, ... ,A· T., Ci, ... , e,) 

Demostración. Observemos que por el lema anterior se tiene que 

(A·Ti·.····.A·T,,c,, .... c,) e Syz(fi •...• J,) 

restándonos mostrar que toda sicigia sobre F se puede ex-presar como una combinación R­

lineal de los A· Ti y c1 . Sea TE Syz(fi:- __ , ft), por el inciso b) del lema anterior tenemos 

que '.B -r E Syz(g1, _ . , 9s), lo que implica que se tiene una expresión para 'B · T de la forma 

k 

'B ·T = LhiTi (3.11) 
t=l 

~1ultiplicando por A a la expresión (3.11) por la izquierda, obtenemos 

k k 

A'B-T =A LhiTi = Lh¡A-T, (3.12) 
i=l t=l 
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Pero notcrnos que 

7 = ((j, - A'.B) + A'.B) 7 = ('.J, -A'B) 7 + A'.B. 7 (3 13) 

Así, de las expresiones (3.12) y (3.13) tenemos que 

k 

7 = (J, - A'.B) 7 + L h,A. 7¡ 

t k 

= L.;h:c. + ¿h,A · 7, 

¡:::l 1::::1 

con h~ E R1 para toda i. La lÍltima igualdad se sigue de la definición de las columnas c1 

Pero la última expresión nos dice que TE (A· r 1, ... ,A· Tk, c1i ... , ct). O 

Ejemplo 3.1.21. Retornemos el ejemplo que hemos manejado hasta el momento. De los 

resultados del ejemplo (3.1.17) tenemos que 

En este caso en particular, e, = (O, O, O, O), para toda í. Tenemos del ejemplo (3.1 14) 

que Syz(91, g,, 93, 94 ,9,) = (713, 725 ) Así, Syz(J1, f,, f,, j,) =(A· 7 13 ,A · 725), donde 

A· 7 13 = (O, O, O, O) 

A . 72· = ( Y2 - x2y x2 - xy Y2 + x2y - xy o) 
J 2 2'2 '2 2 2 1 

= (y' ~ x'y) c1 + ( ~ - xy) c2 + (y'+ x~y - xy) c3 

En este caso, el submódulo de sicigias sobre F tiene un solo generador. 
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3.2 Teorema de Sicigias de Hilbert 

En el Capítulo 1 vimos que todo R-módulo tiene una resolución libre dada a partir de su 

presentación, pero no que tiene una graduada. En esta sección procederemos a probar que 

todo R-módulo :finitamente generado tiene una resolución graduada finita, resultado conocido 

como el "teorema de Sicigias de Hilbert", 

Para demostrar el teorema hay que hacer uso del siguiente lema. 

Lema 3.2.1. Sea> un orden monomial sobre FF _ Sea 9 = {g1, _ .. , 9s} una base de GrObner 

para el submódulo M e Rm _ Reordenemos a los elementos de 9 en un vector G = (g1, . __ , 9s) 

de tal forma que si in> (gi) y in> (gJ) contienen al mismo elemento base eu e i < j. entonces 

lm>(9i) >l lm>(gj), con >l el orden lexicográfico considerando x 1 > X2 > · · - > Xr- Si 

las variables x1 , - - - , Xi no aparecen en lm>(9u), para alguna u E {1 1 ••• , s }, entonces las 

variables x 1, - .. , Xi, Xi+I no aparecen en lm>(>) (Tuv): donde Tuv es un elemento del conjunto 

generador de Syz(g1, ••• , 9s) (como los obtenidos en la sección anterior), para toda u tal que 

u< v::::;: s. Así, si las variables x 1, ••• 1 Xi no aparecen en ningún lm>(9u) para u= 1, .. . ,s, 

entonces las variables Xr, _ .. ,xi, Xi+I no aparecen en ningún /m>(>J (Tuv) para 1 ::::;: u< v :S s. 

Demostración. En vista de que si lm>(9u) y lm>(9v) no contienen al mismo elemento base, 

entonces Tuv =O, y de que Tuv = -Tvz, nos bastará considerar el caso en que ambos monomios 

contengan al mismo elemento base con u< v. 

A.hora, al no aparecer x 1 ;. _.,xi en lm>(9u), tenemos que 

con o: E .N, nu E R monomio conteniendo unicamente a las variables x1+2 , ... , Xr- Por 

la forma en que ordenamos al vector G, tenemos que lm>(9u) >t lm>(9v)- Con esto. las 

variables x 1,. __ ,xi no pueden aparecer en lm>(9v), teniendo que 

con .B E N, n-¿. E R monomio conteniendo unicamente a las variables x 1-¡.2 , .• _, Xr, donde 

o: ~ /3. Así, 

con nv:v E R monomio conteniendo unicamente a las variables x 1 -¡.-2 , _ .. • Xr. El teorema 
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(3.1.11) nos dice qu<' 

. ( )- 1ncrn[lm>(911 ),l11i>(9v)) _ 1:~+¡nu11"' 
in>(>) Tuv - ( ) €, - ---"" 

'lrt> 911 :¡;~+¡1lu 

es decir, zn>(>) ( Tu 11 ) no contiene a las variables Xti ... 1 Xi, Xi+I· Por lo tanto 1 si no aparecen 

en cualquier lm> (gu), u = 1, ... , s, entonces :r1i ... , Xi, Xi+l no pueden aparecer en cualquier 

lm>(>)(Tuv), para 1::; u< v::; s. o 

Teorema 3.2.2 (Graduado de las Sicigias de Hilbert). Todo R-módulo M finitamente 

generado tiene una resolución graduada de longitud a lo más r. 

Demostración. En la Sección 1.4 vimos como obtener una resolución libre para todo R-módu­

lo finitamente generado, obteniendo la proposición (1.4.8). Ahora repetiremos el proceso1 

sólo que esta vez utilizaremos la herramienta desarrollada hasta el mon1ento y notando que 

la resolución obtenida es graduada. 

Por la proposición (2.4.17), al ser M graduado podemos considerar una base de GrObner 

reducida {g1, ... , g,, ¡ g, E (Rd,ira} para M. Por el corolario (3.1.13) y la proposición (2.4.17), 

Syz(g1, ... , g,,) es graduado. Así, su base de Grobnerreducida '.To= { Tiº1, ... ,71\
01

1 deg(TJºI) = 

d1J }, con respecto a algún orden monomial > en R(-d1 ) 1 es homogénea. La presentación 

para 111 
t¡ to 

EB R(-d,") ~ Ef¡R(-d,) ~ M----; o 
l,j=l t=:ol 

está dada por morfismos cp0 , ip1 que por construcción son graduados de grado cero, y 

cumpliendo Im(cpi) = Syz(g1, •.. ,g,0 ) = Ker(cp0 ). Ordenemos a los elementos de 'Yo para 

obtener un vector T0 como el que pide el lema anterior. _Análogamente Syz('Jo) es módulo 

graduado, con una base de Grübner reducida para Syz('Jo) e ffi~1.J=l R(-d1,1 ) con respec­

to al orden monomial asociado a E9~~J=l R(-d1,1 ) como en el teorema de Schreyer, el cual 

denotaremos por >t 1 • 

Por el len1a anterior, al menos para la variable x 1 tenemos que x 1 1- in>
11 

('J1). Además 

tenernos la sucesión exacta 

ti t1 to 

EB R{-d2.,) ~ EB R(-d,J) ~ Ef¡R(-d,) ~ M----; o 
2,;=l 

con el morfismo 92 graduado de grado cero y cumpliendo que Im(<p2 ) = Syz('.T1) = K er(<p1 ). 
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Continuando con este proceso obtenemos morfismos de graduados de grado cero 

tk tk-1 

'Pk; EB R(-dkJ) ____, EB R(-dk-IJ) 
k,j=l k-1,J=l 

donde Im('Pk) = Syz('h-1) = Ker('Pk-1), con 'Jkj ba.se de Grobner reducida para Syz('Jk-l), 

ordenando en cada paso k a los elementos de Tk para obtener los vectores Tk como se pide 

en el lema anterior. 

Por el lema anterior, en cada paso decrese el número de variables pertenecientes a los Tk, 

donde al tener un número finito de variables (más precisamente r), después del::; r pasos 

tendremos que 

x, 1/c in>., ('Ji), (3.14) 

esto para toda i = 1, ... , r. Así, hemos obtenido una sucesión exacta 

te tr to 

EB R( -d,,j) 52., ... ~ EB R(-dl,j) ~ EB R( -d,) ~ M ____, o (3.15) 
l,;=l l,j=l i=l 

Por (3.14), in>ti (Tl) esta formado de elementos de la forma auEu, con au E K, Eu elemento 

de la base estándar de ffif~=l R(-d1J)- Sea G = { a1E1, ... , O:'kEk 1 k ~ l} el conjunto generador 

para in>t1('J1)- A..I ser 'Y1 base de GrObner reducida, ltiEi !- a1 c1 , para todo i i- j. Por lo 

tanto, todos los S-vectores de los generadores de Ti son cero, lo que implica que 

Syz('J1) ={O} 

Así, por el corolario (1.2.10) tenernos que 'Yt es base de Syz('Yt-i), es decir. 'Yt-i es 

libre. Por la proposición (1.4.9), podemos extender la sucesión (3.15) a otra sucesión exacta 

agregando un cero por la izquierda, obteniendo 

t1 t¡ to 

o ____, EB R( -dij) 52., ... -"'+ EB R(-d¡j) -"'+ EB R( -d,) ~ M ____, o 
l,]=l IJ=l i=I 

la cual es una resolución graduada finita de longitud l _::; r_ o 

Observación 3.2.3. Notemos que la demostración es constructiva, es decir, nos da explici­

tamente la forma de obtener la resolución graduada de un R-módulo graduado finitarnente 

generado_ :..ifás aún, al ser únicas las base de Grübner reducidas, mediante este método la 

resolución obtenida es única. 



Capítulo 4 

Polinomio de Hilbert 

En este capítulo calcularemos las funciones y polinomios de Hilbert de R-módulos graduados 

finitamente generados, usados en el estudio de variedades proyectivas. En esta ocasión Res 

de la forma 

R = k[xo, ... , x,], 

es decir, el anillo de polinomios en r + 1 variables. 

4.1 Función de Hilbert 

Definición 4.1.1. Sea M e Rm un R módulo graduado finitarnente generado. La función 

lhr:Z--+N 

i >---+ dim, ( M,) 

es llamada la función de Hilbert de M. 

Nota 4.1.2. La dimensión que estamos considerando es la dirnensión como k-espac10 vec­

torial. 

Observación 4.1.3. Por el lema (l.l.19), la función de Hilbert está bien definida. 

A contiuac1ón daremos un lema que nos ayudará a encontrar cjcrnplos de la función de 

Hilbert, además de ser de gran utilidad para desarrolar un método de obtención del polinomio 

de H1lbert. 

81 
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Lema 4.1.4. El número de monomios de grado d en r + 1 variables es (d;r)-

Demostración. Recordemos que 

(
d+r) = (d+l)---(d+r) 

T r! 

Sea F(d, r) el número de monomios de grado d en r + 1 variables. Lo haremos por 

inducción sobre r. 

l. r =O El número de monomios de grado den una variable son d, que es precesimente 

(~-

2. r = k Supongamos que es válido para k - l. Denotemos por J(rIJ a los monomios de 

grado d, donde dichos monomios se pueden ver como 

Por lo tanto 

F(d. k) = F(O, k - 1) + F(l, k - 1) + ---F(d,k -1), 

y de igual manera tenemos que 

F(d - L k) = F(O, k - 1) + ---+ F(d - L k -1)-

F(d, k) - F(d - l, k) = F(d, k - 1), 

y por lo tanto 

F(d,k) = F(d, k - 1) + F(d - 1, k). 
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"f (d, k) - T(d - 1, k) = 1 (d, k) - ('
1

: k) - 1 (d - l, k) + e-- ~ + ') 

- (d+l)···(d+k) (d)···(d-l+k) 
= f (d, k - 1) - k! + k' 

= F(d,k - 1) 

[(d + !) ... (d - 1 + k))d - [(d + 1) .. (d - 1 + k)](d + k) 
+ k! 

= F(d, k - 1) + [(d + !) ... (d - 1 + k)](d - d + k) 
k' 

= F(d, k _ l) + [(d + 1) · · · (ri - 1 + k)J(-k) 
k' 

(d+ l)···(d-l+k) 
=F(d,k-1)- (k-l)! 

= F(d,k-1) - F(d,k-1) =O. 

La penúltirna igualdad por hipótesis de inducción. Repitiendo el desarrollo anterior 

tenemos 

"f(d,k) = !(d - l,k) = ... = 1(1, k) 

Entonces 

(
1 + k) "f(d, k) = 1(1, k) = F(l, k) - k' = (k + 1) - (k + 1) =O 

y por lo tanto 

(d + k) F(d,k) = k 

o 

El lema a continuación nos ayudará a dar una clase importante de eJernplos de funciones 

de Hilbert. 

Lema 4.1.5. Considerando a R como un R-módulo graduado finitaniente generado, tenemos 

que 

para toda i E N. 
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Demostración. La base de [{¡ como k-espacio vectorial son los monomios de grado i. Pero el 

lema ( 4.1.4) nos dice que el número de monomios de grado i en r+ 1 variables es precisamente 

m D 

Observación 4.1.6. ~~plicando la convención de {:) =O si a< b, el lema anterior es cierto 

para toda i E Z. 

Lema 4.1. 7. Sea M e Rm un R-módulo graduado finitamente generado y ..111( d) el módulo 

deslizado. Entonces 

para toda i E Z. 

Demostración. Es claro, ya que 

HM(d)(i) = dimk(M(d),) = dimk(Md+;) 

=HM(d+i). 

D 

Corolario 4.1.8. Considerando a R como un R-módulo graduado finitamente generado1 

tenemos que 

(
i+d+r) 

HR¡<¡(i) = r 

para toda i E Z. 

Lema 4.1.9. Sean M, 1v· e Rm R-módulos graduados finitamente generados. Si la sucesión 

es exacta con ip, 1f; morfismos graduados de grado cero, entonces 

Hp = H_\f + H,v. 

Demostración. ~AJ ser y y W morfismos de grado cero, la sucesión 

con epi= crli111, y '!ÍJ¡ = -WjP,, es exacta, es decir. tenemos que 

(4.1) 
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para cada i. 

Pero /l.{11 P1 y i\1
i son k-cspacios vectoriales, así, la sucesión (4.1) es una SIJC('sión exacta 

de k-cspacios vectoriales. Entonces 

dim,(M,) = dim,(Ker(<P,)) + dim,(Jm(<P,)) 

dimk(P,) = dimk(I<er(,P;)) + dim,(Im(¡/1,)) 

Como ( 4.1) es exacta, tenemos que 

Así, 

dimk(M,) =O+ dim.(Im(<P,)) 

= dim.(Ker(,P;)). 

dim,(P,) = dim,(M,) + dim,(Im(,P,)) 

= dim,(M,) + dim.(N,) 

debiéndose la última igualdad a que 'l/Ji es sobreyectivo. o 

Corolario 4.1.10. Sean M, /V e Rm R-módulos graduadosfinitamente generados. Entonces 

Teorema 4.1.11. Sea ]VI un R-módulo graduado finitamente generado. Entonces para 

cualquier resolución graduada finita lvt• de J\I 

tene1nos que 

k k 

HM(z) = dim,(M,) = 2.)-l)'dzm.(F,), = L(-l)'HF
1
(i). 

J=Ü 

Demostración. La resolución graduada M• es de la forma 

m"- mk-1 mo m 

O ~ Ef¡(F,), ~ ffi (F,_1), "'-::¡ · · · --"'+ Ef¡(F0), ~ ffi 1v!, ~O 
t=l 



86 Polinomio de Hilbert 

con cp1 morfismo graduado de grado cero. Así1 si cpJ,i 

exacta de k-espacios vectoriales de dimensión finita 

cp1 l(F;), obtenemos una sucesión 

Por el lema (1.4.11) tenemos que 

k 

dimk(M,) - L;(-l)'dimk(F,), =O 
;=0 

Por lo tanto, 
k 

dimk(M,) = L(-1)1dimk(F1), =O 
;=0 

o 

Haremos uso de este teorema para cálcular las funciones de Hilbert. 

4.2 Polinomio de Hilbert 

Supongamos por el momento que el R-módulo a considerar es R = k[x0 , . .. , xr]. 

Observación 4.2.1. Para cada T fijo, con i, r E .N, el coeficiente binomial c~T) es un 

polinomio de grado r en i. En efecto, 

con a1 E k. 

(i+r)! (i+r)(i+r-l)···(i+l) 
i! r! T~ 

1 
=(i+r)···(i+l)·­

r! 
'lr + ir-lªr-1 + --. + ia1 + T~ 

r' 

Observación 4.2.2. Del corolario ( 4.1.8) lenemos que la función de Hilbert para R coincide 

con un polinomio, para todo i E N. 

Observación 4.2.3. El corolario (4.1.10) nos dice que para un R-módulo libre deslizado 

m 

F = ffiR(-d,) 
i=I 
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su función de l[ilbert <!S d<' la forrna 

"' "' (' - d + ,.) 
Hp('t) = H<J;/l(-<1,)(i) = SHl/(-d,) = 8 ; ' 

y por lo tanto coiudid0. con un polinomio en i 1 con i 2: 1na:i:(d1, .. , drn) 

La última observación es solo un caso particular del siguiente teorema de Hilbert. 

Teorema 4.2.4 (De Hilbert). Sea Me R"' un R-rnódulo graduado finitarnentc generado. 

Entonces existe un único polinomio H PM tal que 

para i suficientemente grande. 

Definición 4.2.5. El polinomio H PM del teorema anterior es llamado el polinomio de Hilbert 

de M. 

Demostración del Teorema (4.2.4). Sea M un R-módulo graduado finitamente generado. 

Por el teorema de Sicigias de Hilbert podemos considerar una resolución graduada finita 

M" de M 

Por el teotema (4.1.11) tenemos que 

k 

HM(i) = 2:)-!J'HF,(i) 
J=O 

La observación anterior nos dice que cada H F; ( i) del sumando coincide con un polinomio 

para i suficientemente grande. Por lo tanto, al ser HM(i) suma finita de polinomios1 H,v(i) 

es un polinomio para i suficientemente grande. D 

Para facilitarnos el proceso de cálcular el polinomio de Hilbert de algún cociente de 

módulos graduados, tenemos el siguiente teorema. 

Teorema 4.2.6. Sea 1\1 un R-módulo graduado finitamente generado, teniendo una pre­

sentación de la forma AJ= F/JV, donde Fes un R-módulo libre con base homogénea y 1V 

un submódulo generado por elementos hoinogéneos. Entonces 

para cualquier orden monom1al > sobre F. 



88 Polinomio de Hilbert 

Demostración. Sea E el conjunto de monomios que no están en in>(N). Sean 

Fd = {f E Fj deg(f) = d} 

Nd = {! E Nj deg(f) = d} 

Md = {! E M deg(f) = d} 

Bd = {m E Bi deg(m) = d} 

Al ser graduado M = EB"."= kfd, y por el lema (1.1.18), Md = Fd/Nd. 

Por el teorema de Niacaulay, la imagen de Ben el cociente F/1V da una base de k-espacio 

vectorial para 1\1: implicando que la imagen de Bd es una base para Md. Por lo tanto: 

dimk(lvld) es igual al número de elementos de Bd, que son los elementos de Fd que no están 

en in>(1Vd), es decir, 

o 



Apéndice A 

A.1 Algoritmo de la División 

Algoritmo de la División A.1.1. Dados dos polinomios p(:1:) y q(,;) E k[x], con q(1) f O, 

entonces existen dos polinomws t(x) y r(x) E k[1:] tales que 

p(x) = t(x)q(x) + r(x), 

con r(x) =O ó deg(r(x)) < deg(q(x)), deg(t(x)q(:r)) - deg(p(x)). 

Demostración. Véase Hungerford ([Hun74], pag. 158). o 

De este algoritmo se sigue la siguiente proposición. 

Proposición A.1.2. El anillo de polinomios k[x] es un Dominio Entero, Dominio Eu­

clideano y Dominio de Ideales Principales. 

Observación A.1.3. Por la proposición (A.1.2), todo ideal 1 e k[x] es de la forma I = 

(p(x)), con p(x) polinomio de grado mínimo entre todos los polinomios pertenecientes a J 

89 
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A.2 Teorema de la Base de Hilbert 

Teorema A.2.1 (De la Base de Hilbert). Si Ses un anillo noetheriano, entonces S[x] 

es noetheriano. 

Demostración. Sea I e S[x] un ideal. Probaremos que I es finitamente generado. Definimos 

para cada n EN al conjunto In= {r E Sf ic(h) = r para algún h E S; con deg(h) = n }u{O}, 

el cual claramente, para cada n E N, es un ideal de S. Notando que In i; In+l y que S es 

noetheriano, tenemos que existe 1V E N tal que 

para todo n 2: N, y que además los ideales In son de la forma 

In= (rni, .. ·, Tnt,J (A.2) 

es decir, son :finitamente generados. 

Para i = 1, ... , 1V y j = 1, ... , tn, sea ÍiJ E I un polinomio tal que lc(fiJ) Tij y 

deg(fij) = i. Renumeremos a los índices ij para obtener al conjunto 

{f¡, - --,lm} = {f,íf í = !, -- - ,2V; j = 1, - __ ,t¡} 

y considerar al ideal (!1, _ - - , fm)-

Podemos suponer que todo polinomio de I de grado menor a N pertenece a {lb ___ , fm}-

Afirmamos que 

f= {f¡, ... ,Jm) 

Supongamos lo contrario, que existe f E I tal que f cj (!1 , ___ , fm)- Por (A.!) y {A.2) 

tenemos que lc(f) = L:T~1 skrk, donde Sk E s_ Como deg(J) > deg(fk), para todo k, 

podemos considerar al elemento 
m 

9 = L sk Ík Xdeg(f)-d<g(f>) E (Ji, -- -Jm) 
k=l 

.A.sí el elemento f - g que pertenece a/, no pertenece al ideal {fi, ... 1 fm} y es tal que 

deg(f - g) :::; N, lo cual no puede ser cierto. Por lo tanto 

I = (Ji, -- - , fm) 

o 
Corolario A.2.2. El anillo k[x1, • __ , Xr] es noet,heriano. 
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