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Introduccion

Podemos decir, a grandes rasgos, que el objeto de estudio en gemetria algebraica es el
conjunto de las soluciones de sistemnas finitos de ecuaciones algebraicas. Asi, un problema
basico de la geometria algebraica se puede plantear en la sigmiente pregunta: ;Como es la
estructura del conjunto de soluciones de un mimero finito de ecuaciones polinomiales en

varias variables?

Buscando dar cada vez una mejor respuesta, un medio muy importante en los tiltimos anos
ha sido la computacién, que ha influido a que se de una tendencia a formular de forma mas
constructiva a la geometria algebraica. Una herramienta importantisima ha sido la teoria de
bases de Gribner, teoria en la cual se basan la mayoria de las herramientas computacionales
desarrolladas para la geometria algebraica. El concepto de base de Grébner v su algoritmo de
obtencidn en forma explicita fueron introducidos por Bruno Buchberger en su tesis doctoral
[1965; Universidad de Innsbruck], la cual fue dirigida por Wolfgang Grébner, y refinadas en
dos articulos posteriores (1970,1976) por el mismo Buchberger Aunque las ideas detrds de
las bases de Gribner va habian sido dadas por Gordan (1900), Macaulay (1927) y Hironaka
(1964), la contribucidn de Buchberger fue haberle dado forma v sentido propio, ademés de
dar resultados explicitos.

Con el uso de las computadoras adquirié auge una vieja rama de las matemdticas, la
teoria de invariantes. La teorfa de invariantes cldsica llegd a su fin a finales del siglo X1X,
en dos articulos de Hilbert (1890,1893), en el cual aparecen ideas y resultados que tuvieron
gran impacto en el desarrollo del dlgebra moderna y de la geometria algebraica. Algunos de
los resultados que aparecieron sen: teorema de la base, teorema de sicigias (caso graduado),
existencia del polinomio del Hilbert, Nullstellensatz v teorema de finitud para invariantes

(objetive de ambos articulos)

Eil objetivo de esta tesis es dar un método de obtencidn del polinomio de Hilbert vy de las

sicigias de un conjunto generador de elementos homogéneos de un &[zy, ..., z,]-médulo. El



camino a seguir €5 usando resultados de Macaulay {1927} y Schreyer (1980). Et objetivo del
trabajo de Macaulay era caracterizar las posibles funciones de Hilbert de ideales graduados,
compardndolos con las funciones de Hilbert de ideales monomiales. La aportacién de Schreyer
fue dar un algoritme para calcular las sicigias de un conjunto generador, de forma matemdtica
bien detallada. Su obtencién se basé en dar una forma mas refinada del teorema de sicigias
de Hilbert y dar ura demostracién constructiva.

Consideremos el siguiente problema: dado I C [y, .., z,] un ideal, determinar cuando
un polinomio cualquiera pertenece a I. Este problema se conoce como el problema de la
mernbresia, cuya solucidén juega un papel muy importante en la obtencién de los algoritmos
que buscamos. La solucién del problema de la membrresia envuelve al siguiente problema:
atin cuando contemos con un conjunto generador para el ideal, expresiones distintas que
estén en funcién del conjunto generador pueden definir al mismo elemento. Problema que se
resume en la pregunta: ;Qué tan “independientes” son los generadores de un ideal? De la
necesidad de dar respuesta a esta pregunta da lugar al concepto de sicigia. Una interpretacion
geométrica directa de las sicigias no es muy clara, pero lo cierto es que sus propiedades tiene
importantes consecuencias geométricas.

En la presente tesis procuré dar las definiciones v resultados conforme se van requirien-
do, esto con la idea de ir motivando la necesidad de tal definicién o resultado. La tesis
estd estructurada de la siguiente manera: en el capitulo uno tratamos el concepio de modu-
1o, comenzando con las nociones bédsicas. Después estudiaremos a los &{zy, .. ., z,;]-médulos,
prestando especial atencién en las relaciones de los conjuntos generadores, para después
dar algunas de sus caracterizaciones. Acabamos el capitulo estudiando a los médulos con
métodos de dlgebra homoldgica, las resoluciones libres v graduadas.

En el capitulo dos tratamos el tema de las bases de Grébner, comenzando a desarrollar
la herramienta necesaria para obtener los algoritmos deseados. Un estudio comprensivo de
las teoria de bases de Grébner resulta ser muy amplio, debide en gran parte a sus numerosas
aplicaciones, pero para la finalidad de este trabajo sdlo presento las ideas importantes que
dan valor 2 la teoria de bases de Grébner, que es mas ¢ menos el material al que Sturmfels
lama “Grdbner basics”. En este capfiulo sc tratard el tema de submddulos monomiales
y ordenes monomiales. También se demostrard la existencia de las bases de Grobmer, v
haciendo uso de la generalizacién del zlgoritmo de la divisidn, vy de una caracterizacion de

las bases de Grobner dada por Buchberger, se obtendrs un algoritmo para calcularlas.

El capitulo tres también tratard el tema de las sicigias, dando un método de obtencién
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acompahado de ejemplos no triviales, para despuds enunciar ¢l teorema de sicigias de Hilbert,
cuya demostracién serd haciendo uso de las bases de Grébner, método utilizado por Schreyer.

En el dltimo capitule haremos un pequefio estudio de la funcién y polinomio de Hilbert,
cuya demostracion de la existenoa del polinomio hace uso del teorema de sicigias. Despuds,
hactendo uso nuevamente de un resultado de Macaulay (1927), daremos la forma de obtener
un polinomio de Hilbert mediante resoluciones graduadas

Hay un apéndice donde se enuncian dos resultados, que aunque son de importancia en
el texto, no encajan en el seguimiento de ideas que se pretende en ¢l presente trabajo. El
primer resultado es el algoritmo de la divisidn, el cual, ademds de motivar el algoritmo
de la divisién multivariado dado en el capitulo dos, da como resultado la observacién que
todo generador de grado minimo de un ideal de k[z;], resulta ser base de Grébner. En la
segunda parte del apéndice demostraremos ¢l teorema de la base, que es usado durante todo
el texto al garantizarnos que todo submddulo de los que vamos a considerar estan finitamente
generados, ademads de ayudar a garantizar la culminacién, en un nimero finito de pasos, de
los algoritmos a presentar.



Capitulo 1

Moédulos

Mddulos son la generalizacidn de espacios vectoriales, son grupos abelianos con una accién
de un anillo § { si S es campo, el S-mddulo seria S-espacio vectorial). En este capitulo
daremos las nociones bésicas sobre médulos para pasar después al estudio de R-médulos,
donde R es el anillo de polinomios sobre un campo &. En la seccién 1.2 definizemos lo que
es una sicigia, concepto que surge al no haber necesariamente independencia lineal entre
generadores de un mddulo, para después dar algunas formas de caracterizarlas. Acabamos
este capftulo con resoluciones libres de R-mddulos, que a diferencia de espacios vectoriales

rauchas propiedades de mddulos se pueden establecer en términos de resoluciones ibres.

1.1 Nociones Basicas

Definicién 1.1.1. Un mddulo sobre un anillo § (0 S-mdéduls) es un grupo abeliano M junto

con una accién de S sobre M, que es, un mapeo

SxM—M

{s,m}+— sm,
satisfaciendo para todo r,s € Sym,n€ M-

r{sm) = (rsym {ascciatividad)
rim+n)=rm+rn

(r+s)m=rm+sm (distributividad)
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51 ademds cumple con
em=m {identidad)

decimos que es un médulo unitario. La accidén de S sobre M es llamada multiplicacion por

escalar.
En lo quc resta del presente trabajo, la palabra médulo significara médulo unitario.

Ejemplo 1.1.2. 1. Todo anillo § es un S-médulo. Més adn, el anillo @,.; Se;, para
algin conjunto de indices I, es un S-mddulo, donde {e;};c; es la base canénica.

2. Todo ideal I C S y su anillo cociente S/I son ejemplos de S-médulos.

Definicién 1.1.3. Un morfismo ¢ : M — M’ de grupos abelianos es un morfismo de

S-médulos st para todo m € M, s € 5, se cumple que
@(sm) = sp(m)

Un meorfismo 1 M — M se dice que es un endomorfismo. Decimos que un morfismo es
un monomorfismo (o epimorfismo o isomorfismo} si viéndolo como mapeo entre conjuntos

es un mapeo inyectivo {0 sobrevectivo o biyectivo).

Definicién 1.1.4. Sea M un S-médule, ¥ sea N un subgrupo aditivo de M. Decimos que
N C M es un submddulo si N es cerrado bajo la accién de S. El subgrupo abeliano M/N
hereda una estructura de S-mddulo, definida por s(m + N} = sm + N, Hamado mddulo

cociente.
Se tiene un morfismo natural sobre el médulo cociente

v M — M/N

m——[ml=m+N

Si ¢ : M — M es un morfismo de S-médulos, el micleo de o, Ker(p) == {m €
M| ¢(m) = 0} es un submédulo de M: la imagen de M bajo w, I'm(y), es un submédulo
de M’. Asi, el médulo cociente M'/Im{;p) es un submddulo. Diche submédulo es Hamado

eonticleo v es denotado por Coker(i).
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Teorema 1.1.5. Sean M, M' v N S-médulos. Sea ¢ : M —+ N un morfismo de S-médulos.
Sit: M — M' esunepimorfismo con Aer(w) C Ker(yp), entonces existe un dinico morfismo
Q: M — N tal que

p="0o1.
M ? N
-«
/
2
¥ Jaa
/
!
Mn’

Més atin,  es monomorfismo si, y sélo si, Ker(y) = Ker{y) y Q es epimorfismo si, ¥
s6lo si, © es epimorfismo.

Demostracién, Véase Wisbauer {({Wis01], pag 37). O

Para todo subconjunto B de M, existe un inico submdédulo N C M que contiene a B
como subconjunto ¥y tal que para todo submédulo V' C M que contenga a B, se tiene que

N C N'. Tal submédulo N, consiste de todas las combinaciones S-lineales

ks
Zslmi, s €5 m € B.
1=1

El submédule N es llamado el submddulo generado por B en M, y denotado por (B).
Un conjunto generador para M es un subconjunto B € M tal que M = (B). Se dice que M
es finitamente generado si tiene un conjunte finito de generadores.

1.1.1 Médulos Noetherianos

Definicién 1.1.6. Un S-maddule M es Noetheriano si todo submddulo de M es finitamente
generado.

Proposicién 1.1.7. Sea M un S-mddulo. Entonces M es Noetheriano si, y sdlo si, ceda
cadena ascendente de submdédulos de M se estaciona.

Demostracion. Véase Wisbauer ({Wis91], pag. 59) O
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Proposicién 1.1.8. 1) Sea ¢ : M — M' un epimorfismo de S-mddulos, y asumamos que M
es Noetheriano. Enfonces M’ es Noetheriano.

it} Sea M un S-médulo. Sea N un submddulo de M. FEntonces M es Noetheriano si, v
solo si. N y M/N son Noetherienos.

Demostracion. Véase Wisbauer {[Wis91], pag. 60). O

Proposicién 1.1.9. 5i S es anillo noetheriane y M un S-médulo finitamente generado,

entonces M es Noetheriano.
Demostracién. Véase Eisenbud ([Eis93], pag. 28). - a

Como en el caso de espacios vectoriales, un subconjunto B C M de un S-modulo se dice

que es lneslmente independiente si la combinacién lineal
n
Za,-m,-:o o €S, m; B,
=1

unicamente se cumple con o = 0, para toda i
Se dice que B s linealmente dependiente en caso contrario. Decimos que B es base de

M si es linealmente independiente v es un conjunto generador de M.

Observacién 1.1.10. Notemos que cualquier ideal J < S que no sea principal, no puede

ser generado por un conjunto linealmente independiente.

Ejemplo 1.1.11. Sea § un anilio. Sea I = {f), f2| /1, f2 € S3\{0}) un ideal, entonces ambos
elementos generadores satisfacen una relacién de dependencia lineal, 1a cual es f) fo— fof; = 0.

Los médulos que tienen base reciben un nombre especial.
Definicién 1.1.12. Sea M un S-médulo. Decimos que M es libre si tiene una base.

Ejemplo 1.1.13. Sea § un anille. El S-médulo

m
5™ = @ Se,,
i1

donde {e,li=1,.... m} es la base candnica, es un S-médulo libre.

Observacién 1.1.14. En el caso de que S sea un campo, todo 5™ mddulo libre es un espacio

vectorial de dimensién m.
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Sea I = {1,...,m} el conjunto de indices de una base {s}. para ¢l S-médule hbre 5™,
Consideremos al mapco
v I - 5T
1 8,
Este mapeo tiene la siguiente propiedad universal.

TYeorema 1.1.15 {(Propiedad Universal de las Bases). Sca N un S-mddulo. Entonces
para cada mapeo 3 : 5™ — N, existe un dnico morfismo de S-mdédulos ¢ : §™ — N tal que

Yo =P

N

L4

p
QT i’

# 1d

[ gn—2 N
Demostracién. Véase Wisbauer ([Wis91], pag. 23). O

1.1.2 Modbdulos Graduados

Definicién 1.1.16. Si S = B,; S, es un anillo graduade, entonces un S-mddulo graduado

es un S-médulo M con una descomposicidn en suma directa
o0
M=EPM,
-Co

coma grupo abeliano, tal que SiM, C M,y,, para todo ¢, 3. Los elementos f € M tales que
f € M,, para alguna 1, son Jamados homogéneos de grado i
Todo elemento [ € M se escribe de forma iinica como suma de elementos homogéneos

pertenecientes a M, es decir,
m
F=>_1 e M,
=1

831 N C M es un submédulo del mddulo graduado M, decimos que N es un submddulo
graduado si los subgrupos aditivos N, = M; N N, para ¢+ € %, define una estructura de

mddualo graduado sobre N.



i4

Lema 1.1.17. Sean M, ..., M, médulos graduados. Entonces

ko
N= @ M,

=1

es un mdédulo gradudo, cuya graduacisn estd dada por

Ny = @{Mi)d-
1=1

Demostracidn. Se sigue de

@Nd—@@(ﬂﬂ’ o= DD = M= ¥.

—c0 =1 =1 —oo i=1

Lema 1.1.18. Sea N C M un submddulo graduade de un mddulo graduado.

médulo cociente M /N tiene estructura de mddulo graduado, dade por
(M/N)d = _th/j\r = AMd/(Md n N).

Demostracidn. Como la sucesién

0 Nd Md lwd/Nd-*O

es exacta para todo d € Z, tenemos que la sucesién
o0 [l o o0
0 EPN.— P M — PMy/ PN —0
—_C —xX —C0 —oC

es exacta. Enfonces se tiene que

D(M/N), = D(M/Ny) @ My/ @md = M/N.
Ahora sdlo considaremos R-mddulos, donde R = k[z;, ..., z.].

Médulos

O

Entonces el

Sea M = @_m M; un R-mddulo graduado, y noiemos que toda componente graduada
M; es un Bp-médulo, donde By = k£ C R. Al ser & campo, tenemos que M; es un k-espacio
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vectorial. Asi, si M es graduado, entonces es un k-espacio vectorial. Ejemplos de este estilo
son los ideales homogéncos.

Notemos que los médulos libres R™ son cjemplos de R-modulos graduados, haciendo
(™), = (Ra)™, es decir,

R" =P (&™), = D (Ry)"

Llamaremos a los componentes graduados (R,)™ la estructure estdndar de médulo grad-
uado sobre ™.

Lema 1.1.19. Sea M C B™ un R-mddule greduado finitamente generada. Entonces
dimk(M,) < o0
pare toda 1.

Demostracidn. St M, no fuera finitamente generado, el R-médulo

==}
i c m
k=1
no serfa finitamente generado, contradiciendo a la proposicién (1.1.9). Por lo tante,

d,'?.mk(Ml) < 00,

Sea M un R-médulo graduado v d un niimero enterc. Definimos
M(d) =D M)
A

donde M (d)r = Myr. Bl mddulo graduado M(d) es llamado el d-Mddulo Graduade Deshza-
do. De hecho, la igualdad M (d)r = Mar nos da un isomorfismo entre M y M(d).

Si M = R™, notemos que los elementos de la base canénica {e,} siguen siendo base para
R{d)™, s6lo que ahora son elementos homogéneos de grado —d, ya que Ry = R(d) 4.

M4s adn, por el lema (1.1.17) podemos considerar R-mddulos graduados libres de la
forma
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para cualesquiera enteros dy, ..., d,,. Su base es ¢,, de grado —d; para toda i
Los médulos gue consideraremos son del tipe de
m
€D R(—d)
i=1
donde ahora los elementos base e; son de grado d;.
‘Definicidn 1.1.20. Sear M y N R-mddulos graduadoes. Decimos que un morfismo de E-

médulos ¢ : M — N es un morfismo graduade de grado d si @o{M;) C Niy4, para toda
i € Z.

Supongamos que M es un f-mdédulo graduado generado por elementos homogéneos

f1.--., fi de grado dy, . . ., d; respectivamente. Entonces tenemos un morfismo
t
o PR(—d) — M
i=1
& — fi

Por 3) de la proposicién (1.4.4), ¢ es un epimorfismo. Ademas, al tener que e; es de grado
d; al ignal que f;, tenemos que ¢ es un morfismo graduado de grado cero.

1.2 Generadores y Relaciones

Fin lo que resta del presente trabajo sélo consideraremos R-mddulos finitamente generados.

Consideremos al R-médulo libre B™, que aunque cuenta con base, sus submoédulos se
comportan muy contrariamente a subespacios vectoriales no importando que sean generados
por un conjunto minimo. Esto se debe a que tal conjunto generador no es necesariamente

linealmente independiente.

Ejemplo 1.2.1. Sea M = (f1, f, f») C klz,y, z° un submédulo, donde f, = (y, —=%,0), fo =
(z,0,—x) y f3 = (0, z, —y). Notemos que M # (f}, f;), para todo 1 < ¢, j < 8. En efecto, ya
que si fi = pfa + g f;, con p, g € B, tendriamos que

y=2pz
—r =gz

0=—gy—p=
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entonces pz — y = {, es decir, las variables y y 2 serfan hinealinente dependientes, contradi-
ciendo €] hecho que y v 2z son clementos de la base para &z, y. 2| como k-espacio vectorial,
Andlogamente las otras dos posibildades no son ciertas  Por fo tanto, {fi, f2, f3} es un
conjunto generador minimo. Mas sin embargo, son un conjunto lincalmente dependiente, al
cumplir la relacién

zh—yfa+zfs =0

Observacién 1.2.2, Como consecuencia de esto, cuando expresenos a un elemento [ €

(fla'-'rft> cOmo:
f= thfn 11'1. & R,
=1

sus coeficientes A, no serdn Onicos necesariamente, es decir, un mismo elemento puede tener
expresiones distintas en términos del conjunto generador.

Ejemplo 1.2.3. Sea M C klz,y, z/* como en el cjemplo anterior. Las siguientes expresiones

definen al mismo elemento:

h=filz+y)+ foly+ 2z} + fa(z + 2)
= fily) + f2(2y + 2) + falz)
Esto no ocurre si el conjunto generador es base.

Proposicién 1.2.4. Sea M un R-médulo. Un conjunte B C M ¢s base de M si, y sdlo s,
todo elemento | € M puede ser escrito en forma dnice como una combinacién R-lineal

f=Y nh p.ER, f, €8
=1
Demostracign. Véase Cox, Little v O'Shea ([CLOYS|, pag.186). 0

El hecho que algunos médulos no tengan base {0 no sepamos como encontrarla) es un
problema al momento de hacer cdlculos en diches maddulos, va gue necesitamos saber cuando
dos combinaciones lineales de un conjunto generador representan a un mismoe elemento, es
decir, si {g1,...,:} es un conjunto generador y dados los elementos 3o, 1.6 ¥ 3o, Plgs,

saber si
t

t t
D opg -3 o= (p.— g =0. (11)
=1 =1

i=1

Tales diferencias son Hamadas las relaciones elgebraicas entre los g,.
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Observacidn 1.2.5. Puesto que una relacién sobre un conjunto generador G = {g,...,g:}

de un submddulo M, es una combinacién R-lineal de los ¢; que es igual a cero:

t
> higi=0 €M,
=1

podemos pensar a una relacién sobre el conjunto generador G formado por ¢ elementos, como
una tupla (hy,..., k) de elementos de R, es decir, podemos pensar a una relacién como un

elemento del médulo libre RE.

Definicion 1.2.6. A las relaciones vistas como #-uplas se les dice las sicigias del conjunto

generador.

Proposicién 1.2.7. Sea M un R-mddulo. Sea G = {gi, ..., g:} una coleccién de t elementos
de M. El conjunto de todos los elementos (hy, ... hs) € R® tales que i hig; = 0, es un
submddulo de Rt

Definicién 1.2.8. Al submédulo de B* dado por las relaciones de G como en la proposicién

anterior es llamado el (primer) mddulo de sicigias de {gi,...,g:}, el cual es denotado por
Syz(gs, - --, 5)-

Corolario 1.2.9. El (primer) médulo de sicigias de un conjunto {g1,...,g:} es finitamente
generado.

Corolario 1.2.10. Sea M un R-mddulo. Un conjunto B es base de M si, y sélo oi, Sy=z(B) =
{0}

1.3 Caracterizacion de las Sicigias

Estaremos trabajando sobre los H-mddulos libres finitamente generados. Consideremos al

conjunto G = {g:,...,qig: € B™}.

1. Puesto que Syz{gi, ..., g:} es el conjunto de todos los elementos k = (A, ..., ;) € B
tales que Zle hig, = 0, podemos pensar a Syz{g, ..., ) como el conjunto de todas las
soluciones polinomiales i € R de el sisterna de ecuaciones lineales homogéneas Gh =0

con coeficientes polinorriales. Es decir, si g1 = {g11,---: Gm1)s---: 9t = {G1ts-- - » Gt }s
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entonces Syz{g,,. ..,y s el conjunto de todas las soluciones polinomiales simultdncas
X1.- -, X del sistema

guxis + ... + gux.=0

guXa + .o+ guxe=10

gmiXa + .. + gmxi=0

2. Consideremos el morfismo de R-mdédulos libres
7 Rt — R™

L
(hh- - ':ht) [ thgu

=1
tenendo que Im{n) = M = {g...., ¢)-

Por como definimos al morfismo 7, es claro que

Syzlgy,-..,q) = Ker(n).

1.4 Resocluciones Libres, Graduadas y Presentaciones

de Mddulos

Dado un R-médulo M, una resolucién ibre de M nos sirve para “medir” que tan lejos estd M
de ser un R-moddulo libre, ademds de dar algunos invariantes importantes del médulo M.

Comenzaremos con una definicidén muy importante
Definicién 1.4.1. Consideremos una sucesién de R-mddulos y morfismos
e JHQDL";_;MJ_ELMJ_l__J,. .
1. Decimos que la sucesion es ezacte en M, si Im(p,41) = Ker(p,)
2. La sucesidn se dice que es ezacia si es exacta en cada M.

La importancia de trabajar con sucesiones exactas es que podemos expresar en términos
de éstas a algunas propiedades de B-mddulos o de morfismos de B-mddulos.
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Lema 1.4.2. Sean ¢ y ¢ morfismos de E-médulos. Entonces

1. Lg sucesidn
M~ A0

es exacta si, y solo si, @ es epimorfismo.

2. La sucesidn
0—M = M

es ezacta si, y sdlo si, v es monomorfismo.

3. La sucesion
[

0 M M 0

es exacte si, y sélo si, @ es isomorfismo.

4. La sucesién

0 ML Ar

MY 0

es erceta st, Y 56lo si, ¢ es monomorfismo, ¥ es epimorfismo e Im(p) = Ker(y).
Demostracion. Se sigue inmediatamente de la definicidn. O
Ejemplo 1.4.3. 1. Sea ¢ : M — M’ un morfismo de R-mddulos, la sucesién

0 — Ker{p) = M -5 M' 5 Coker(g) — 0
es exacta, donde 7 es ¢l morfismo inclusidn, v v es ¢l morfismo natural sobre su cociente.
2. Sea N un submédulo de un BE-mddulo M. 1a sucesidn
0 N - M2 AN — 0

es exacta, donde 7 es el mortismo mnclusion, v v es el morfismo natural sobre su cocienie.

Proposicidon 1.4.4. Sea M un R-mddulo. Entonces

1. Escoger un elemento de M es eguivelente a escoger un morfismo de R- médulos

R— M
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2. Escoger t elementos de M es equivalente a escoper un morfismo de R-mdédulos
R = M

3. Escoger un conjunie {mi,...,m} C M que sea generador de M es equivalente o

escoger un epunorfismo de R-mddulos

R —M

4. St M es libre, escoger una base de t elementos es equivalente a escoger un isomorfismo
R—M
Demostracidn. 1. Sea f € M un elemento dado. Sea
w:R— M

11— f

Asi, para todo r € R,
or)=¢(l-1)=re(l) =rf
Por el teorema (1.1.15), ¢ es morfismo.

2. Sea {fi,....f:} C M un corjunto dado. Para todo i, sea

ot R— M

1—f,

Definamos
i
:p::thl:R‘-—HM'

=1

Es decir, a1 (ry,...,7:} € R*, entonces

t H t
plry, . ., 1) = Z(;D:(Tz) = Z%(l o) = Zntpz(l) = ani.
=1 =1

=1 =1

Por el teorema (1.1.15), ¢ es morfismo.
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3. Sea {e;} la base estdndar de R*, v sea {my,...,m} un conjunto generador de M.

Consideremos
o R — M

ej —r 1M,

5i (r,...,7:) € R', entonces

t £
@lre,...,r) =9 (Zezrz) = Zﬁ'mi
=1 i=1

el cual por el teorema {1.1.15) es morfismo, teniendo que Im{p) = {my, ..., my). Pero

suposimos que M = {my, ..., m,). Asi, la sucesién
Rt —>M —0
es exacta. Pero por 1) del lema (1.4.2), ¢ es epimoriismo.
4. Por parte 8) de esta proposicidn, tenemos que el morfismo
o: B — M,

es epimorfismo. Sea (7, ..., r:} € R!, y supongamos que @{r;,...,7,) = 0, teniendo

que
i
O0=1lry,....1e) = Z Tin;,
i=1

donde el conjunto de los m; son lineakmente independientes al ser una base para M.
Por lo tanto, m; = 0, para todo 7. Asi, w es isomorfismo.

a

Proposicién 1.4.5. See M un R-mddulo finitamente generade, y see F' = {f1,..., fi} un
conjunio generador. Entonces
1. Ezisie una sucesion ezacta de la forma:

@ ¥

R " M 0 (1.2)

para algunos 5.t € N, con @ y ¥ eprmorfismos.
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2 El médulo M es de le fornn
M= R Syz(fi,.. .. fi),
donde Syz(fy,..., fi) = Ker(y).

Definicién 1.4.6. A la sucesion (1.2} se le Hama la presentacion libre de M, y al cociente
Rt/Syz(f1,. ., fi) sc le dice una presentacion de M.

Demostracion de la proposicidn (1.4.5). 1. Por 3) de la proposicién (1.4.4), ¢l conjunto
generador F' da un epimorfismo

p: R — M,

es dectr, la sucesion

Rl_i,.M__;.D

es exacta. Pero ¢ es el mismo morfismo dado en la Seccion 1.3, donde se tenfa que

Ker(p} = Syz(fr...., fi).

Ahora, nuevamente por 3) de la proposicién (1.4.4), dado un conjunto {7,...,7,} que
sea generador de Syz(f1,.. ., fi), se tiene un epimorfismo

w:Rs‘—ﬁ}Syz(fl7"‘:ff) CR&'

Es decir, Im(y) = Syz{fi..... i) = Ker(y), implicando que tenemos la sucesidn

exacta

2. Seav: B*— RY/Syz{fi, ... ft). Como
Syz(fr,.... fo = Ker{o} = Ker{v), (1.3)

por ¢l teorema (1.1.5), existe un iinico morfismo Q@ RY/Syz(fi,..., fi} = M. tal que
cumple con

p=0ov
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Rt

Rt/syz(flsl” . ft)

Sabemos que  es epimorfismo, v considerando a la igualdad (1.3} junto con el teorema
(1.1.5), tenemos que £ es un isomorfismo dnico.

O

Sea M C R™ un submdédulo, y F = {fi..... fi,} un conjunto generador para M. Sea
Sy = {Tfo), e ,'rt(lo)} un conjunto generador para Syz(fi,..., fi,) C B®. Asi, la proposicién

anterior nos dice que el submédulo M es de la forma

M 2 R /(S,).
Pero esto nos da una sucesién exacta de la forma

0 —= {Sg) —>> Rt > M —0 (1.4)

Siendo %y : {(Sp) — R™ el mapeo inclusién, y mp.: B — M el mapeo definido al final de
la Seccidn 1.3.

Al ser (8¢} un médulo, su conjunto generador cuenta también con un médulo de sicigias.
Sea §; = {1V, .. 1}(21)} el conjunto generador para Syz(m\", ..., Tt(f)} C R":, el cual tiene
una representacion de la forma

{8q) = R™ /(&)

ademas de contar con la sucesidn exacta

0 {81) = Ri —> (80} 0 (1.3)

El submddule ($;) C R es Hamado el sequndo médulo de sicigias de M. Continuando

con este proceso recursivamente, tenemos en el § + 1 paso [a presentacion
~ Dt
(8,-1) = R /(8;)
con la sucesidn exacta corta

0 (SJ) T3-1 Rf;—l 3=l (SJ—T_)éO
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El submodulo {8,} es el y-dsino mddulo de sungias de M.

De las sucesiones exactas (1.4) v (1.5) tencmos el siguiente diagrama

¥1 0

M 0

Rt; Rto
R 9
{So}
0 0
Donde g = 7o, ¥ 1 = 71 0 19. Teniendo en particular la sucesién de R-médulos libres

@ 0

R4 R M 0
Andlogamente, para toda 7 tenemos
Rt ¥a+l R ¥ Rbs-t

De esta forma, le hemos asociado a M una sucesién de la forma:

1 €5

1 2

Rb+ R Rt 22 Ro S M —0  {L6)

Esta nueva sucesidn da pie a la siguiente definicién.

Definicién 1.4.7. Sea M un R-médulo. Una resolucidn hibre M° para el modulo A es una

sucesidn exacta de la forma

»3 1

F-E- R

Fo 22 01 0

donde F, ¢s un R-médulo libre, es decir, F}, = R™ para toda j. Si existe n € N tal que
Fos1 = Fayp = ... =0, con F, # 0, decimos que la resolucion es finita de longitud n.

A las resoluciones de longitud n las escribiremos de [a forma

0 Fn Fn F‘nﬁ1 Wn=1 w2 F] 1 FD 0 JM 0
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Proposicién 1.4.8. Sea M un R-mddule finitamente generedo. FEntonces M tiene una
resolucion libre.
Demostracidn. En la discusién anterior encontramos la sucesién de R-mddulos libres (1.6)
para M, restdndonos mostrar que tal sucesidn es exacta.

Observemos que el morfismo 7, : {(8;) — RY es un encaje, y como ¢@; = 4;_; o T;,
tenemos que Im(m,) = Im{yp;). Pero recordemos que Im(m;) = (8; 1) = Ker(ip;_;), es

decir, I'm(m;) = Ker(yp,.;), esto para toda j =1,2,__. |
Proposicién 1.4.9. En una resolucidn libre finita

O E {1} F;Z—I Pr-1 w1 FI o1 Fg Yo ﬁl/[ 0 (17)

Ker(p1) es un R-mddulo libre. Conversamente, si M tiene una resolucion libre en la cual
Ker{yp,) es un R-mddulo lbre para algin l, entonces M tiene una resolucidn libre finita

de longitud I.

Demostracién. 51 (1.7} es una resolucién libre de longitud I, entonces ¢, es monomorfismo

al ser exacta en Fj, asi su imagen es isomorfa a F, que es R-mddulo Hibre.

Conversamente, consideremos la resolucién libre

-1 L] 2 1 o
F, Fr s .- 13 Fy M 0

Sea F; = Ker(p; 1) ¥ o - Fi — Fi_1 el morfismo inclusién. Ast,

O .F; Wy -F:l—l $i-1 Ft—z Pi-2 R Fl Pt FD o) M 0

es resolucidn libre, va que por definicién ; es monoemorfismo, ¥ también por definicidén
Im(p) 2 F, = Ker{yi_1). - 0

Vimos al principic de este capitulo que todo B-mddulo libre es un R-médulo graduado,

asl la siguiente definicidn es de esperarse.

Nefinicidn 1.4.10. Una resolucion greduade M® para el R-médulo M es una sucesion

exacta de la forma
@0

BT p s By M 0

donde cada F; es un R-médulo libre graduado deslizado 32, R(—d;) ¥ cada morfismo ¢;
es un morfismo graduado de grado cero. Siexiste n € Ntal que F,,;; = Fry;2 = ... =10, con

E, # 0, decimos que la resolucidn es finita de longitud n.
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Acabamos con un resultado que nos sera de gran utibdad en el 1ditimo capitulo.
Lema 1.4.11. Sea {V.}i, un congunto de k-espacios vectoriales de dimensidn fintde. Con-

sideremos a la sucesion ezacta

. ¥ Pt 7] T
0 |28 Vi1 e 11

1o —~ (. (1.8}

Entonces

i{_wfzmkuq) =0.

=0

Demostracidn. Como (1 8) es una sucesidn exacta tencmos que
Im(u) = Ker{i:)
para ¢ =0,...,n — 1. Al ser los V, k-espacios vectoriales de dimensidn finita, tenemos que
dimy(V;) = dime(Ker(@,)) + dume(Im(:)) (1.9)
As{

dzmk(Vl) = dtmk(Ker(gol)) =+ damk{lm(zpl))
= dmy (Ker{p1}) + demy (Vo).

Lo que implica que
demy (Vo) — demy (V1) + dumg (Ker () = G {1.16)
Ahora, por (1.9)
dim{Ker{w1)) = dumy(Im(e2)) = dume(Va) — dimg(Ker{g2)).
Sustituyendo en {1 10} obtenemos
dumyg (Vp) — damy (V1) + demg (Vo) — dumg (Ker(py)) = 0
donde, andlogamente

dvmy(Ker{p)) = dim, (Vi) — domp(Ker(@s))
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y sustituyendo tenemos que
dimg (Vo) — dimy (V1) + dimi (Va) — dime(V3) + dimg (Ker{w;)) = 0.
Repitiendo el proceso hasta considerar al morfismo ¢y, tenemos que
dimg (Vo) — dimp(V) + ...+ {=1)*dimg (V,) + (= 1"V dimy (Ker(gs)) = 0.

Pero Ker(pn) = 0 al ser (1.8) exacta en V. Por lo tanto

Z{q)idimk(vi) = 0.



Capitulo 2
Bases de Grobner

Una herramienta importante al momento de hacer calculos en mddulos sobre el anillo de
polinomios son las bases de Grébner. En la primera seccién estudiaremos a los submddulos
monemiales, resolviendo el problema de la membresia en este caso, para después motivar y
tratar ¢l concepto de orden monomial. Todo esto para poder llegar al concepto de bases
de Grobner y asi comenzar su estudio y poder resolver el problema de membresia para un
submddulo arbitrario. Para este propésito también estudiamoes una versién generalizada del
algoritmo de divisidn. En la ltima seccién veremos los S-vectores, con los cuales podremos
caracterizar a las bases de Grdbuer, caracterizacién que da a lugar a un algoritmo de obten-
cion de bases de Grébner, el zlgoritmo de Buchberger, asi como un método de obtencién de
bases de Grobner Guicas.

En este capitulo denotaremos por R = k[z1,...,2.] al anillo de polinomios en r variables
con coeficientes en el campo k. Podemos pensar al campo £ como R o C. Al conjunto de
todos los monomios en R lo denotaremos por Mg.

En lo que resta del presenie trabajo, todos los R-mddulos que consideremos serdn finita-

mente generados.

2.1 Submddulos y Ordenes Monomiales

Para simplificar la escritura de monomios haremos uso de multi-indices. 8i a = (a,. .., a,)
con a, € N, entonces un monomio se escribird como £* = x5, - -, 2.

29
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2.1.1 Ideales y Submdédulos Monomiales

La importancia de trabajar con ideales monamiales radica en el hecho de que el problema de
la membresia es facilmente resuelto en esta clase de ideales, como los lemas a contintacion

lo demuestran. Pero antes daremos algunas definiciones.

Definicién 2.1.1. Sean a.b,c € N, diremos que e} monomio x° divide al monomio z?

{denotdndolo por x%|z%) si existe un monomio z° tal que £%2° = x¥.

Definicién 2.1.2. Dado un subconjunto A C W (posiblemente infinito), un ideal J C Res

HNamado ideal monomial si es de la forma
J = {z%|a € 4},
es decir, es generado por un conjunto (posiblemente infinito) de monomios.

Primero caracterizaremos a todos los elementos pertenecientes a dichos ideales.

Lema 2.1.3. Sea J = {z*|a € A C V) un ideal monomsal. Entonces un monomio z° € R

estd en J si, y s6lo si, z° es divisible por x°, para olguna a € A.

Demostracion. Sea 1P € J, entonces podemos escribir
k
2 = Z p:2®® donde p; € R, ali) € A
i=1

Desarroliando la parte derecha de la igualdad obtenemos una suma de términos donde
cada uno es divisible por alglin z°®. Ep tal desarrollo habra términos que se eliminen
entre si, los términos que no se elimiparon contienen al mismo monomio, justamente z°.
Esto debido a que dicha suma de términos es igual a2 un monomio v, que toda suma de
monomios es linealmente independiente. Asi 2° es divisible por algtin elemento generador de
J. Conversamente, si z” es multiplo de 2%, para alguna a € A, entonces 2° & .J por definicién

de ideal. 0
Con el siguiente lema queda resuelto el problema de la membresia en un ideal monomial.

Lema 2.1.4. Sea J = (z%c € A C ") un ideal monomial, y f € R. Entonces f € J si, g

solo s, cada uno de los iérminos de f pertenecen o J.
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Demostrucion Sea f € J y tomemos la descomposicion de [ en sus térmunos,

k
f= Za‘wb(!) donde z* & R, a, € k. (2.1)

i=1

Por otro lado, como f e .J ,

n
f= ijx“(” donde p, € R, a(y) € A {2.2)
=1

Desarrollando la ecuacién (2.2) obtencmos una suma de términos, donde cada término
es divisible por algiin z°07. Perc como R es un k-espacio vectorial teniendo como base al
conjunto Mg, el desarrollo en sus términos de la ecuacion (2.2) coincide con la ecuacion
(2.1). asi todo término de f es divisible por algin 220}, Conversamente, si cada término de

f pertencee a J, por definicién de ideal tenemos que f € J.

o

Hasta el momento hemos resuelto €l problema de la membresia en ideales monomiales,
pero en realidad lo que buscamos es peder hacer cdlculos en dichos ideales monomiales, v
una base infinita no nos sirve de mucho. El siguiente teorema nos soluciona este problema.

Teorema 2.1.5. Todo ideal monomial J = (z%la € A € W'} es de la forma
J = (250, gy, a(t) € A.

Demostracion. Por el teorema de la base de Hilbert tenemos que el ideal monomial tiene la
forma

J :<f1;-~-:fn>1

donde cada f, £ R es un polinomio. Sea G el conjunto de todos los monomios de los poli-
romios generadores del ideal monomial J. es decir, G = {z%*{z" es monomio de algin f,, i =
1,. .,n}. Coensideremos al ideal {G) , si demostramos que {G) = {fi,..., fn) habremos
acabado, ya que & es un conjunto finito de monomics. Como cada f, es combinacidn lineal
del conjunto de monomios G, sélo nos basta ver que todo monomio de G esta dade por una
combinacidn lineal de los f,. Sabemos que para toda i, f; € J, entonces por el lema {2.1.4)

cada monomio de los f, pertenece a J. Teniendo asf una combinacién hnesl

=3 af €6,  gacR

=1
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Lo siguiente es definir un par de objetos que nos serin de gran utilidad.
Definicién 2.1.6. El mdzimo comtn divisor de 2 monomios 1*,z* € R, es un monomio
denotado por med{z®, z%), que estd dado de la siguiente manera:

med(z®, z%) = I;nin(nz,bxlzgliﬂ(ﬂz da) (e be)

T

Definicidn 2.1.7. El minimoe comin mdliplo de 2 monomios z%,z® € 2, es un monomio
k] T

denotado por mem[z®, z%]. que esta dado de Ia siguiente manera:

mem|z®, Ib] — Iflwx(un,bx)zgm-‘r(az.bz) . _I;naa:(ar,br).

Lema 2.1.8. Sean 7, 2° € R monomios. Entonces

7%z = med(z®, z°) - mem[z®, £

O

Extendemos estas definiciones vy resultados a cualquier R-médulo libre A™ de.manera
inmediata. Sélo basta recordar que todo B-mddulo libre ™ es finitamente generado y es de

la forma €DI-, Re;. donde usamos la base candnica {e;}.

Definicién 2.1.9. Un monomic m en B™ es un elemento de la forma z%e; para alguna 1.

En este caso diremos que m contiene al vector base estandar e;.

Comentario 2.1.10. Cada elemento f € B™ puede ser escrito en forma dnica como una

combinacién k-lineal de monomios m, € B™
F=3 am, o; € F\{0}. (2.3)
i=1

Lo que estamos diciendo es que, como K es un k-espacio vectorial teniendo como base
al conjunto de monomios My en R, el médulo libre B™ es también un k-espacio vectorial

teniendo como base al conjunto de monomios M en £™.
Ejemplo 2.1.11. Sea R* = k[z). z2]°, ¥ notemos que
f=Bzy" — 9y +3, 42° + 2y, 162)
= 5(zy%.0,0) — (", 0,0) + 3(1,0,0) + 4(0, 2%, 0) + 2(0, 9. 0) + 16(0.0, z)

= 53:3;261 — 0% + 3¢ + 4zde, + 2yes + 16zes.
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Definicién 2.1.12, Al producto asm, de un monommio i € ™ por un escalar o € & se le
lama térmano. Diremos que los términos «pre, ¥ los monomios m, corresponclientes en la
descomposicion (2.3) de f € R™, pertenecen a f.

b

Sean m, n € R™ monomios, m = x%, v 1. = x°¢, , entonces decimos que n dwide a m {o
" 5 T J

m es dunsible por n) si, v sdlo si, 2 = 7 y z¥ divide a 2% en R. El cociente serd z%/z% € R,
es decir, m/n = z°~* € R.
Si m y n son monomios que conticnen al mismo clemento base ¢, podemos definir el

mdrimo comin dimsor y el minumo comun muiltiplo de m y n como:
1. med(m,n) = med(z®, 2°%)e.
2. mem{m, n] = mem(z®, Ve,

respectivamente,

Nota 2.1.13. Si m y n son monomios que no contrenen al mismo elemento base de B™,

podemos defimir a} minimo comin miltiplo como:
mem{m.n] = 0.
Lema 2.1.14. Sean m,n € R™ monomios. Entonces
mn = med(m, n) - mem[m, ).
O

Definicién 2.1.15. Decimos que un submddulo M < R™ es un submddule monermual si M

es generado por una coleccidn de monomios.

Lema 2.1.16. Todo submddulo monomal M C R™, es suma directe de mdodulos de la forme

Jie,, con J, € R ideal monomial.

Demostracion. Sea G = {m, },e; el conjunto generador de M, con I C I, entonces m, = ze,,
para alguna 7. Sea M, = Je, el submodulo generado por todos los monomios en G que
contienen al elemento base ey, esto para cada 3. Entonces tencmos que M = 7L, M, =

™ Je,. que es justamente lo que queriamos demostrar.
=128 4 J

B
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Ahora damos los resultados para submddulos monomiales andlogos a los que se dieron

para ideales monomiales.

Lema 2.1.17. Sea M C R™ un submddulo monomial. Entonces un monomio 1%¢; esld en

M si, y sdlo si, %, es divisible por alguno de los monomios generedores de M.

Demostracién. Sea M = P, Je,. S z%; € M entonces z%¢; € Jue;. Asi, el problema se
reduce a demostrar que x° es divisible por alguno de los generadores de J, pero por el lema
(2.1.3) esto sucede. Conversamente, si z%¢, es divisible por alguno de los generadores de A,
por definicién de submddulo z%e, € M.

0

Lema 2.1.18. Sea M C R™ submddulo monomial, y sea f € R™. Entonces f € M si, y

solo si, cada uno de los términos de [ pertenece ¢ M.

Demostracidn. Tomando en cuenta el Comentario (2.1.10), la demostracién es completa-

mente andloga a la del lema (2.1.4). O

Teorema 2.1.19. Todo submédulo monomial M C B™, es de la forma M = (mq, ..., ).

Demostracion. Sea M = @7, M, = @7, Jie;. Por el teorema (2.1.5) tenemos que J; =
(o@D ze0%)} ) entonces e conjunto de monomios

e, . gelib)g

Ia(:nl)&rm L Ia(mkm)em

generan M.
O

Dado cualquier conjunto de monomios generadores de M, podemos eliminar aquelios que
sean divisibles por otros monomios del conjunto ¥ tener todavia un conjunto generador de
M. De esta forma obtenemos un conjunto minimo de monomics generadores de M, minimo
respecto al orden parcial dado por la divisibilidad de monomios en E™. A este conjunto lo

llamaremos generadores minimos de M.
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2.1.2 Ordenes Monociniales

Con lo visto en la scccidn anterior tenemos que si J ¢ R es un ideal monomial, ¢l conjunto
B de todos los monomios que ne estan en J forman una base de k-espacio vectorial para
R/J, lo cual hace mas accesible el poder hacer cdlculos en R/J. Para el caso con I un
ideal arbitrario, nos gustaria tener una situacién igual de simple para R/J. Para csto, como
los monomios de R forman una basc de k-espacio vectorial, sus imagenes en R/ generan
R/I, asi, un subconjunto méaximo linealmente independiente serd una base, llamada base
monomial.

Si ademaés, podemos escoger a B como el complemento del conjunto de monomios de
algin ideal monomial J, tendremos una gran ventaja, principalmente en el problema de la
membresia. Se probard més adelante, en el teorema de Macaulay, que tal base monomi-
al B existe para R/I, con I un ideal arbitraric. Antes haremos algunas observaciones y
definiciones.

Definicion 2.1.20. Sea 3 un submddulo de B™, y sea B un conjunto de monommios. Dec-
imos que los elementos {m,}>_, C B son linealmente dependientes modulo M, si existe una
relacion de la forma.

p=3 oim, €M, o €k\{0}.
=1
En caso contrario, diremos que son hnealmente independientes mddulo M.

Lo que estamos diciendo es que B es linealmente independiente moédulo M si ningin
etemento de M se puede escribir como suma de elementos de B.

Con estas nociones, sea J un ideal monomial v B el conjunto de monomios que no estén
en J. Los elementos de B, por como los tomamos, son linealmente independientes médulo
el ideal J, v si queremos que 1os elementos de B permanezcan Linealmente independientes
mobdulo un ideal arbitrario I, ningin elemento de I deber poder escribirse como sauma de
elementos de B, es decir, para cada elemento f € I hay al menos un monomio de f que no
pertenece a B.

En otras palabras, los elementos de B son linealmente independientes mddulo el ideal 7,
s el wdeal monomial J contiene al menos un monomio de cada elemento de I. El inverso
también es valido, si el ideal monomial J confiene al menos un monomo de cada elemento
de T, al momento de tomar a B como €] conjunto de moncmios que no estdn en J, no hay

elemento de I que pueda ser escrito por monomios de B, es decir, los monomios de B son
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linealmente independientes mddulo el ideal I. Asi, tenemos el signiente lema:

Lema 2.1.21. Sea [ un ideal arbitrario. Sea J un ideal monomial, B el complemento de J
en Mg. Los monomios de B son linealmente independientes modulo el ideal I si, y solo si,

J contiene al menos un monomio de cada polinomio en I.

De esta forma ya hemos asociado a los elementos de un ideal 7 (no necesariamente
monomial) con los de algin ideal monomial J, bastdndonos escoger un monomio de cada
elemento de I. Como queremoé que los elementos de B sean base para R/I, necesitamos
que sea maximo, en el sentido de contener al mayor nimero de monomios posibles, lo que
significa que debemos buscar hacer a J lo mas pequetio posible. Para lograr esto necesitamos

un método de eleccidn que tome en cuenta algnunas consideraciones.

b z¢ son monomios distintos de grado d, ¥ consideremos

Supongamos por ejemplo que z°, T
al ideal
I={z*+z°2° + 3%
Supongamos que elegimos a z° de 7% 4+ 2° ¥, a 7° de z* + z° para ponerlos en J. Notemos

que el ideal [ también contiene &l polinomio
(z° + 2% — (&" + 2°) = 2 — 2“.

Si elegimos a x° para J, tendriamos que J no es minimo, asi que nuestra eleccién debe ser
z°.

En la relacién del ejemplo anterior: el monomio 2% es elegido sobre el monomio %),
denotando esta eleccién por 28) > x%0), tenemos que la relacién > debe satisfacer el axioma
para una relacién de orden. Si z® > 2® > z° = z® > z°. Asf que una forma de seleccionar a
los monoemiocs es dandoles un orden y posteriormente tomar el monomio més grande de cada
polinomio en I ¥ ponerlo en J.

Tentendo presente que .J es ideal, el orden > debe satisfacer dos requerimientos més.
Primero, el orden debe ser congruente con la operacidn con que hemos estado trabajando,
divisibilidad. Asi, si 2 es divisible por z%, debemos tener que ¥ > z% Segunds, €l orden
debe preservarse bajo el producto. Supongamos que I = (z® + z%) con z* > zP ¥ tal que
2® 1 2, teniendo entonces que z¢ € J. Sea z° € R un monomio, asi 2°2° + z°z% € I, donde
z¢z® € J, al ser J un ideal. Tomando z°z® > z°z° tendriamos que J no serfa minimo,
pero tomando z%z® > z°z®, J seria minimo. Teniendo esto en consideracién, liegamos a la

siguiente definicién.
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Definicion 2.1.22. Sca ™ un R-médulo libre. Un orden monomial, >, sobre R™ es un
orden total sobre los monomios de B™ tal que si mny, my son monomios de R™ y 2® # 1 es
monomio de f, entonces

my > T implica 2%my > xtmo > omy.

Proposicién 2.1.23. Sean m,n € R'™ monomios dishintas. St m|n, entonces n > m.

be,. Como mjn, tenemos que z°|z’, existiendo un

Demostracion. Sean m = 2%, y n = z
monomic ¢ € K, con z°¢ # 1, tal que z°m = n. Por definicién de orden monomial tenemos
que

n=zm > m

0

Esta proposicién nos dice que nuestra definicién de orden monemial cumple con todo lo
deseado. Ahora demostraremos un lema de gran utilidad.

Lema 2.1.24. Sea R™ un R-mddulo libre. Cualgquier orden monomial sobre R™ es un buen
orden, es decir, para cada subcongunto A C M, existe un monomio m € A tal que para todo
m e A, m<m' (cada subeonyunto tiene un 1iltimo elemento)

Demostracion Sea A C M un subconjunto de monomios de B™. Por el teorema {2.1.19), el
submoddulo monomial (4) C R™ es generado por un ntimero finito de monomios pertenecientes
al subconjunto A. Sea X = {my,...,m,} tal conjunto generador. En particular, los ele-
mentos de X estdn ordenados. donde al ser un nimero finito tienen un dltimo elemento. Sin
pérdida de generalidad, sea m,, el elemento mds pequefio de X. Como todo monomio en {A)

es de la forma z%m,, tenemos por definicién de orden monomial que
. > M, > .

Esto para todo monomio en A.

-

Extenderemos la nocién de orden a términos. Si am y fn son términos de ™, con

a, § € E\{0} escalares distintos de cero, m,n € R™ moromios con m > n (respectivamente,
m > n}, entonces tendremos am > Pn (respectivamente, com > in).
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Observacién 2.1.25. Notemos que €stc no es un orden parcial sobre los términos de R™,

ya que si tomamos m = n y « # 3, tenemos que am > m y Gm > am.

Definicidn 2.1.26. Sea > un orden monomial sobre B™. Para cualquier elemento f € B™
definimos el monornio inicial de f, denotado por lm. (f), como el monomio més grande con
respecto al orden >. Al coeficiente de] monomio inicial lo llamaremos coeficiente inicial de
F, v lo denotaremos por lc.(f). Definimos el término iniciel de f con respecto al orden
>, denctado por in.(f}, como el producto le.{fHm. (f). 5i M es un submédulo de R™,
definimos el submddulo inicial de M, denotado por in. (M), como el submddulo monornial

generado por los elementos in.{f) para todo f € M.

Observacion 2.1.27. Es claro de la definicién anterior que, si M es submddulo monomial,

entonces in. (M) = M, lo que es congruente con lo deseado.

Ahora ya estamos en posicidn de dar el resultado mas importante de esta seccidn.

Teorema 2.1.28 (Macaulay). Sea B™ i R-médulo, y sea A/ € R™ un submodulo arbi-
trario. Para cada orden monomial > sobre E™, el conjunto B de todos los monomios que

1o estdn en . (M) forman una base para R™/M.

Demostracion. Veamos primero que los elementos de B son linealmente independientes.

Supongamos que no ocurre asi, gue tenemos una relacién de dependencia

n
p= Zaimz € M, m; € B, o, € E\{0}.

=1

Lo que implica que in,(p) € in.{M). Al ser in.(p) alguno de los qym;, tenemos una
contradiccién a la pertenencia de los m; al conjunto B. Por lo tanto, los elementos de B son
linealmente independientes.

Ahora veamos que B genera al médulo B™ /M. De entre todos los elementos de F™\Af,
por el lema (2.1.24), podemos escoger & un elemento con término inicial minimo. Sea f dicho
elemento. Para el término in.(f} tenemos dos opciones.

1) wns(f) € in.(M). Tomemos al elemento ' = f — g, donde g € M v es tal que
m={f) = ins(g). Como in.(f) > in.(f'), tenemos que ' € M. Asi. f = f'+ge M
{contrario a la suposicion de que f € R™\M). Por lo tanto, in., (f} € in.. (M), queddndonos

sélo una opcidn.
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it) s {f) € B. Tomemos al elemento f* = | — s (). conto enal ing{f) > ino{(f"). por
loque f' € M. Asl, f= "+ in.(f) es la suma de un elemento que vive en (3) (im.(f))
mds un clemento de M (cl cual es f'), es decir. en B™/M of elemento f vive en ¢l generado
por B. Por lo tanto, /M ¢s generado por B. ]

Lo siguiente es un lema que nos serd de gran utilidad cn el préximo capitulo.

Lema 2.1.29. 5t N C M € R™ son submddulos fimtamente generados y s (N) = in, (M)

con respecto ¢ un mismo orden monomial >, entonices N = M.

Demostracién. Supongamos que N C M. Por el lema (2.1.24) existe f € M\N con téimimo
inicial minimo de entre todos los elementos de M\N. Camo wno(f) € in, (M) = (N},
existe g € N tal que in,(¢) = ins (f). El elemento f' = f — g € M es tal que s (f') <
ins (f), teniendo que f' € N. Pero entonces f = f' + ¢ € N, contradiciendo la eleccion de
f Por lo tanto, N = M.

0

Se pueden dar ordenes monomiales sobre un mddulo libre ™ con base {e,} a partir de
ordenes monomiales sobre 2. En todo order monomial que demos sobre A™ tendremos a la
base ordenada mediante e, > ¢; si, y sélo si, 2 < 7

Definicion 2.1.30. Sea >, un orden monomial sobre E.
1.-Decimos que z%e, >rop 2%, 81 2% >, 22 0, 512 =22 y 3 >

2.-Decimos que x%e, >por xbej sij>iosit=7va® > zb.

Sélo nos basta dar ejemplos de ordenes monomiales en K. Siempre tendremos numeradas

a las variables con ) > 22 > ... > z,, v s6lo describiremos ordenes con esta propiedad.

Ejemplo 2.1.31. Sea R™ = k[z] el anillo de polincmios en una variable E! tnico orden
monomial sobre R™ es el orden dado por el grado Para notar esto, sea > un orden sobre
R™. Sean z°,z° € R™ monomios tales que z* > #° Al ser B™ un Anillo Euclideano y por la
proposicién (2.1.23), tenemos que z’|z®. Entonces existe ¢ € N tal que z°2° = 29, es decir,
b < a. Asi, el orden > coincide con el orden dado por el grado.

Ejemplo 2.1.32. Sea B™ = k[z1, 5. En este caso, sélo hay un orden monomial sobre R™

que refina el orden dado por el grado y que satisface la convencidn z; > z2. Para ver esto,
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sean z° = riz3 y* = 22252 monomios con a; +a; = by +by. Sia, > by, seas = a;—b; > 0.

Denotando por p = zl x5, al méximo comiin divisor de z* v 2%, tenemos que

G £ b £
¥ = T|p Y I = I5p.

Al ser 71 > To, se cumple que x5 > 757 15 > x5. Pero lo anterior por definicién de orden
moenomial nos dice que z° > z°, asi, el dnico orden que refina el orden dado por el grado es

el orden dado por comparar el grado en z;.

Los siguientes tres ejemplos de ordenes monomiales son los mas importantes en la liter-

atura.

ORDEN LEXICOGRAFICO (OL). Decimos que z° >; 2% si, ¥ s6lo i, a; > b; para el primer
indice i con a; 7 b;.

ORDEN LEXICOGRAFICO HOMOGENEO (OLH). Decimos que £° >, 2P si, v sdlo si,
deg(z®) > deg(z?) 6, deg(z®) = deg(x®) vy a; > b, para el primer indice i con a; # §;.

ORDEN LEXICOGRAFICO INVERSO (OLI). Decimos que z° >, 22 si, y sblo si, deg(z®) >
deg(z®) 6, deg(x®) = deg(2®) v a; < b; para el dltimo indice ¢ con a, # b,.

Es claro que a diferentes ordenes monomiales corresponden diferentes términos imiciales.
Ejemplo 2.1.33. a) Sea R™ = Qz,y,z].

Sea f = 3z*z — 2o3y* + Tr%22® € B™. Entonces

ins, (f) = 322, ins, (f) = —22% ins (f) = —22%*

b) Sea R™ = kiz, yJ*.

Sea f como en el ejemplo (2.1.11).Con OL tenemos
. . 3 - e Sen,2
Mg = 7€, My pr = OLY.
Con OLH y OLI tenemos

- _ 10 - . 10
Myrnp = —§ €1, Myppr = —Y €1.

2.2 Bases de Grobuer

En este seccidn consideraremos un orden monomial siempre fijo sobre R™, el eual denotare-

mos por >.
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En la seccién anterior vimos que el ideal monomial iy, (M) es el ideal que buscamos, y en
el lema {(2.1.29) que cualquier conjunto de elementos de M cuyos términos iniciales generen
s (M), generan a M. Este conjunto distingutdo de elementos de M que se definen mas

explicitamente a continuacion, son el concepte mds inportaute del capitulo.

Definicién 2.2.1. Una Base de Gréobner con respecto a un orden > sobre un mddulo libre
R™, es un conjunto de elementos § = {g;,...,9:} C R™ tal que si M cs e] submédulo de ™
generado por gy, - - - ; 6, entonces (1ns (¢1), -, m={g:)) = ans (M). Decimos entonces que §
son una base de Grobner para M.

Observacién 2.2.2. No nccesariamente una base de Grobner es base para M como K-
modulo. Una base de Grébner es un conjunto generador del submédulo M, pero no es un
conjunto linealmente independicnte sobre R necesariamente.

Ejemplo 2.2.3. Por la observacidn (2.1.27), una base de Gribner para un submédulo mono-

mial es cualquier conjunto generador.

Ejemplo 2.2.4. Sea ™ = k[z], por el gjemplo (2.1 31) sabemos que el dnico orden monomial
sobre RB™ es el orden dado por el grado. Por la observacién (A.1.3), todos los submddulos
M C R™ =zon ideales de la forma M = {p{z)), con p(z) un polincmio de grade minimo
en M. Para todo polinomio g(z) € M, sabemos que in. (p(z)) < wn,(g(z)), teniendo que
s (p(z)ins (g{x)), es decir, {tn.{p(z)}} = in. (M). Con esto, una base de Grdbner para
un ideal M C k[z] es cualquier polinomio de grado minimo en M.

Corolario 2.2.5. Todo submddulo M C R™ tiene base de Grébner.

Demostracion. Por el teorema (2 1.19) sabemos que el submddulo inicial de M es de la
forma s (M) = (no{g),.. ,in-(g)), &z € M Sea N = {g,...,q). Porel lema (2.1.29)
tenemos que N = M, concluyendo que g, .., g; es base de Grobner para M. O

Definicién 2.2.6. Una base de Grdbner gy, .. , 4; es ilamada ménima si para toda s, les (g,) =
1y, para todo i # 7, Im.(g.) { im(g,).

Lema 2.2.7. Sea M C R™ un submédulo. Sea § = {¢1, .., 0} una base de Grébtrer para
M. 8iims(g.)ims(g,), coni# 3, entonces § = {gy,...,0,-1, @41, .-, Gt} €s también base
de Grobner para M.

Corolario 2.2.8. Todo submddulo M C R™ tiene base de Gribner minima.
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Proposicién 2.2.9. Sea M C R™ un submddulo. 5i G = {g1,...,q:} v F = {f1...., Js}
son bases de Grébner minimas para M, enlonces 5 =t y, después de renumerar en caso de

ser necesario, s (f) =ina{g.), i=1,..., 1.

Demostracién. Como fi € M v § es base de Grébner para M, existe ¢, € G tal que
{m(g:)lim{f1). Renumerando de ser necesario, podemos asurnir que g; = g;. Pero gy € M v
7 es base de Grébner para M, entonces existe f; € J tal que {m. (f;)|Imx(g1). Concluyendo
entonces que Im. {f;)ims.(f1). Come F es minima, 7 = 1. Por lo tanto, Im(f1} = Im{g1).

Ahora, fo € M existiendo g; € G tal que Im.(g;)|lm.(f2). Como F es minima y
Ims{g) = Im>(f1) tenemos que g; # g v, renumerando de ser necesario, podemos asumir
que g; = go. Andlogamente a arriba, Im..(f2) = Im.(g2). Continuando el proceso, obtenemaos

que 5 =t y que Im(f.) = Ims(g:), 1= 1,... L. O

Definicién 2.2.10. Una base de Grobner § = {1, .-, ¢:+ es llamada reducida st para todo
i, les(g;) = 1 v ningtn término distinto de cero en g; es divisible por algin Im. (g;}, para
todo j # 4.

Observacién 2.2.11. En particular notamos que una base de Grobner reducida es también

minima.

2.3 Algoritmo de la Divisién Multivariado

En esta seccion desarrollaremos una herramienta que junto con bases de Grébner nos ayu-
dard a resolver el problema de la membresia para un submddulo M ¢ B™ dado. Para esto,
notemos que en el caso del anillo de polinomios &{x;], el problema de la membresia estd resul-
to debido a que k{z;] es un anillo euclideano y un dominio de ideales principales. Si (g) =1,
entonces f € k[z;] pertenece a [ si, y sdlo si; el residuo r que se obtiene al aplicar a f el
algoritme de le divisidn respecto a ¢ es igual & cero.

Extenderemos este proceso al caso general para oblener un algorilmo andlogo al algorismo
de la divisién. Para obtener este nuevo algoritmo, que llamaremos “elgoritmo de la dwvisidn
maulfivariado”, necesitamos replantear las condiciones sobre el algoritmo de la divisién dadas
en (A.1.1) con las nociones que hemos desarrollado hasta ¢l momento.

Considerando al anillo &[z:] con su orden monomial, podemos reestablecer las condi-

ciones sobre t(z) y r{z) dadas en el algoritmo {4.1.1) de la siguiente manera: deg(r(z)) <
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deg(q{z)), diciendo que 7{zx) no tenga ningin término que sea divisible por in,{g(z)); ¥
deg(t(x)q(z)) = deg(p(z}), diciendo que in, (p(x)) = ins(t{z)q(z)) (en particular podemos
decir que s (p(z)) = ins {t(x)g(x)), siendo estd dltima 1elacidn la que utilizaremes). Antes

de dar el algoritmo, necesitamos dar algunas definiciones.

Definicién 2.3.1. Sean f,g, h € R™, g # 0. Decimos que f se reduce o h mddulo g en un
paso, denotado por

f =g b,
s, v sblo si, in.(g) divide al término am perteneciente a f, y

a&rn,

=f- )9=f—uy-

wis (g

Observacién 2.3.2. Notemos que a f le hemos sustraido el término am y lo hemos reem-
plazado por términos estrictamente mas pequenios. Asi, podemos pensar en i como ¢l residuo

en un paso de la divisién de f por g.

Este proceso lo podemos continuar hasta sustraerle a f todos los términos que sean
divisibles por . (g). El proceso de continuar reduciendo acabard tras un nimero finito de
pasos, esto debido 2 que > es un buen orden, existiendo un Wltimo término divisible por

in-{g), legando en algliin momento a dicho término.

Este proceso lo aplicaremos al caso en que ambos elementos son homogéneos en RB™.

Lema 2.3.3. Sea > un orden monomial sobre R™. Sean f € (Ry)™ yge (Ry)™. Sih es
lo reduccién de f mddule g en un paso, entonces h € (Ra)™.

Demaostracion. Sea am un término de f divisible por g, asi deg(am) = d. Entonces
g (ﬂ) = deg{lam) — deg(in~(g9)) =d — 4.
(23 (9 )
Sig=1(g1, --,gm), tenemos que

om _( o ’ am )
ina()’ \ina (9% Tna(e)™)

Como g, € Ry, entonces para cualquier término fn de g,

deg (fj—g)ﬂn) = deg (;n—i—%) +deg(fny=d—d +d =d
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Por lo tanio

om
—omeg € (Rg)™,
in.{g) (Ra)
lo que implica que A € (By)™. O
Observacidn 2.3.4. Siguiendo la notacién de la definicién (2.3.1), ﬁ & Ry_g.

Definicién 2.3.5. Sean f, f1,..., f, T € R™, f; £ 0, para todo . Sea F = {fi,..., fi}-
Decimos que f se reduce a r mddule F, denotado por

f—pr

si, v s0lo i, existe una sucesién de indices iy, ... ,4; € {1,...,%}, y una sucesiérn de elementos

T1,..-,7s—1 € A™ tales que
f—p mi g,y Tl g, T

Lema 2.3.8. Sez > un orden monomial sobre B™. See F = {f1,..., fr} C R™. Pure todo

m, f € B™, m monomio, si f —r 0, entonces mf —g 0.
!

Definicidén 2.3.7. Un elemento r € B™ es llamado reducido con respecto 2 un corjunto
F={f,.--, f| fi € B™\{0}}, si r = 0 6 ningiin término perteneciente a r es divisible por

algtin in. {f;)-

Definicién 2.3.8. Sean F y r como en la definicién anterior, y sea f € ™. 81 f —pr ¥

T es reducido con respecio a F, entonces llamamos a r el residue para f con respecto a F.

Tecrema 2.3.9. Sea > un orden monomial sobre R™. Consideremos al conjumto F =

{fi.--.. fil f: € B™\{0}}. Erctonces todo elemento f € R™ tiene una expresidn de la forma
t
f= Zfihi +7 re R™ h; € R, (2.4)
i=1
cumpliendo con in. (f) = maz{in. (fh), . (r)t = 1,....}, ¥ que v sea reducido con

respecto a F.

La demostracién del tecrema se basa en el siguiente algoritmo.
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Algoritmo de la Division Multivariado 2.3.10. Sea > un orden monomial sobre R™.
Sea F = {f,....fil i € B\{O}; inu([)) > wno(fy) &2 < j}. Sea f € R™. Denotemos por
aymy al tndrimo término de f que sea dunsible por algin in. (f;) Sea 5, = 1 el indice mds

pequerio pare el cual . (f,)|oymy. Definamos al elemento f] como
f—n A

donde
Qg

f{ =f- mfﬁl =f- .P'J'I.fsr

Si f' # 0, sea ahora cymg el mdzimo término de fi que sea dwisible por algin wn.(f)).
Sea 52 = j el indice mds pequerio para el cual ins(f;}|eoma. Definamos al elemento f§ =

f1 — pafs, medionle lo reduccién de fi mddulo fs,
!
f]’ _"’fsz f2'

§i fy # 0, repitamos este proceso definvendo elementos f) y . hasta que para alguna p, f,
sea reducido con respecto o F.

Lema 2.3.11. El algoritmo de la divisidn multwariado es un proceso finiio.

Demeostracion. Al ser > un buen orden, el conjunto de términos de f| que son divistbles por
algin 2n.. (f,} tiene elemento mimmo. Como vimos en la observacién (2.3.2), en el proceso de
reduccién para f con respecto a F se tiene que . (f]) > in. (f/.,}. Por lo tanto, en algtn
momento del procese de reduccién serd alcanzado dicho elemento, acabando al algoritmo

después de vn nimero finito de pasos. a

Demostracidn del teorema (£.5.9). Se sigue directamente del algoritmo de la divisidn mul-
tivariado y del lema anterior, tomando como A, a la suma de todos los pu, tales que s, =2
y siendo r = f] Notando que si el elemento a;m, definido en el algoritmo no es m., (f),
entonces in., (f) pertenece al residuo r, que por su construccién, todos sus demds términos

son menores a s (f). 0

Definicion 2.3.12. A la expresidn (2.4) de f se le dice expresidn estdndar pare f en términos
de los f,.

Corolario 2.3.13. Sea F = {fi, .., fmlf. € (Re,)™\{0}}, v f € (Ba)™. Entonces

i
F=) fhtr r € (R))™, hy € Ryea,,

=1



46 Bases de Grébner

Demostracidn. Se sigue inmediatamente del lema (2.3.3), observacion (2.3.4) y del algoritmo

de la divisién multivariado. |

Observacién 2.3.14. En las condiciones para f dadas en (2.4), notemos que si £ es base
de Grébner para (F), entonces r es la expresién para f médulo M en términos de la base
para R™ /M dada en el teorema de Macaulay (2.1.28).

Observacidén 2.3.15. En la situacién del teorema (2.3.9) tenemos que f — r € (¥, donde
sir =0, entonces f € (F).

El inverso no es cierto necesariamente, puede ocurrir que f € (F), pero reduciendo a f
maddulo F' mediante el algoritmo de la divisidn ] residuo puede resuitar ser distinto de cero.

Ejemplo 2.3.16. Sea I = {fi, fo) € Qlz,y], donde fi = yr —y vy fo = #° — z. Sean
F={f.f}, f =4t —z. Considerando al orden > con la convencién > y, tenemos en
la situacién del algoritmo (2.3.10) que in.. (f;) = yz ¥ in..(fo) = y>. Asi, f —>p 7 estd dado
como

f —h y2 —z—50,

es decir, r = 0. Y cilertamente tenemos que
F=yfi+ fo

Pero repitiendo el proceso ahora con >, v la convencidn ¥ > x, tenemos que el proceso
de reduccién estd dado como
f *fa 1:2 -

siendo z? — z reducido con respecto 2 F. Asi,
f=zfo+r r# 0,

aunqgue f pertenece a .

Observacidén 2.3.17. Notemos que en el case de kfz,] = B™, st no tomédramos al conjunto
generador de I como aquel dado por un elemento tnico de grado minimo en [, tendriamos

el mismo problema.

Ejemplo 2.3.18. Sea [ = {fi, o) C klz], donde fi =22 y fo = 2% — . Sean F = {f1, fo}
vy f = xz. El elemento f es reducido con respecto a F, sin embargo f=fo— fi € I.
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La observacicn {2.3.17) nos prepara para ¢l sigoiente resultade.

Teorema 2.3.19. Sea > un orden monomial sobre B™. Sea M < ™ un submodule con
S ={g,.-., 9} una base de Grébner para . Entonces f € B™ pertencee a A si, y sélo
si, f —¢ 0.

Demostracion. Sea f € M, siendo su expresidn estandar
¢
f= Z hog, + 7. (2.5)
=1

Supongamos que 7 £ 0. Comor = f — E:=] h.g;, tenemos que r € M. Al ser G base
de Grébner, n, (r) cs divisible por algin in.(g,) Pero esto es una contradiccidn a que
sea reducido con respecto a §. Por lo tanto, r = 0. La parte inversa es precisamente la
observacién (2.3.13). O

Con este teorema va casi hemos resuelto ] problema de la membresia para algiin submddu-
lo M C R™, basténdonos dar un método para cdlenlar bases de Gribuner a partir de un

conjunto generador

2.4 Algoritmo de Buchberger

En esta seccién daremos la teoria necesaria para poder cdlcular bases de Grobner, para
después proceder a obtenerlas mediante un algeritmo, el cual es llamado “algoritmo de
Buchberger”. Una vez hecho esto, retomaremos el estudio hecho en la Seccién {1.2) para
dar bases de Grobner Winicas v caracterizar a ias bases de Grobner reducidas de submédulos

graduados.

2.4.1 S-Vectores

Sea > un orden monomial sobre B™. Sea G = {g1,...,&lg. € B™\{0}}, ¥ consideremos al
submddulo M = (§). Sabemos que G es base de Grobner para M si, y sdlo si, para todo
f € M, tenemos que wn.(g,)in(f} para alguna 4. El problema para que G sea base de
Grobner se presenta cuando existen elementos pertenecientes a M cuyos términos iniciales

no son divisibles por algin #n. (g;)-
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Ejemplo 2.4.1. Un ejemplo donde esto ocurre, estd dado en el ejemplo (2.3.16).

La siguiente definicién servird para ayudar a solucionar este problema.

Definicién 2.4.2. Sea > un orden monomial scbre ™. Sean f,g € R™ tales que sus
términos iniciales contengan al mismo elemento base de A™. Definimos al S-vector de f y
g, denotado por S{f, g}, como

3 mem([ims (), im=(g)]
inx(g)

f

el cual pertenece a B™.
Observacion 2.4.3. Notemos que por definicién, 5(f,9) = —S(g, f).

Nota 2.4.4. 5i los términos iniciales de f y g no contienen al mismo elemento base de B™,
por la nota (2.1.13), podemos definir a su S-vector como S(f, g) =0.

Ejemplo 2.4.5. Sea R™ = kiz.y]%. Sea f = (zy —r,2° + ¥} v g = (z® + 292, 2% — o).
Usando >por con > ¥ la convencidn x > y, tenemos que

2 2
%y T
5(f.9)= ! ?f—' =zf —yg= (-2 -2,z — Py + zy +¢°).

Pero con >ppp v >, tenemos que
S{f.g)=0.

Lema 2.4.6. Sea > un orden monomial sobre B™. Seen f € (Ry)™ y g € (Re)™. Entonces
S(f,9) € (R)™, donde t = deg(mem[in, (F),in.(9)])-

Demostracién. Observemos que

o () .
() - e

Sea am un términoc cualquiera de f, entonces

memlin (f), in (g)] — de memfins (f), inx(g)] eqlam) — t — _
deg( i O am)fdg( i () )—!—dg(a J=t—-d+d=t
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Andlogamente, para cualquier término 8n de g

deg (mcm['l.n?(f)\?n}(.q)]ﬁn) -t
ins(g)

Por lo tanto, S{f,q) € (R)™ C

Ahora daremos un criterio para decir cuando un conjunte generador de un submddulo es
base de Grébner, del cual obtendremos un método para poder cilcular bases de Grébner.

Teorema 2.4.7 (Criterio de Buchberger). Sea > un orden monomial sobre R™. Sea
S={g1,.-., 00 € R"\{0}}. El conjunto G es base de Grébner para {(§) = M si. y sdlo si,

5(9,9;) —s 0 Vi

Demostracion. De la definicidén de S-vectores notamos que para toda i # 3 se cumple que
S(g.,9,}) € M, asi por el teorema (2.3.19) tenemos que

S(gs,g;) —s 0, Yi#y

Conversamente, sea f € M. Como § es conjunto generador, tenemos que f se puede
expresar como combinacidén lineal de los ¢, combinacién que no necesariamente es Unica

{debido a la observacién (1.2.2)). Dichas expresiones son de la forma
i
f=>hg, heER (2.6)
=1

De entre todas las expresiones para f, podemos escoger aquella con monomio inicial més
pequeiio, ya que todo orden monomial es un buen orden. Sea m tal monomio inicial y
supongamos que (2.6} es tal expresién, notando que

1
m = lm., (Z hjgj)

=1

= maz{lm, (hg,)l7 = 1,.. .t} = max{lm . (h,)Im-{g)lf = 1,. .., ¢}

Sim = Im.{f)}, tenemos que G es base de Grobrer para M. Supongamos que no es
asi, que § no es base de Gribner para M, lo que implica que todos los Im., (h,g,) = m se
anulan entre si, es decir, m > Im..(f). El objettvo siguiente de la demostracién es construir

una expresidn para f con término inicial menor a m, lo cual serd una contradicadn. Sea
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I = {ijlm-(hig.) = m}. Denotemos a los términos iniciales de los k;, con i € [, como

s (h,) = a,m,. Sea g el siguiente elemento:

g= Z Q5T O, € M.
el

Por construceion, Im.. (m,g;) = m, ¥i € I. Pero la suma de todos los Im~(mig;) = m es
igual a cero, es decir. 3 ;; a;f; =0, donde §, =le,.(g.), Vi € I. Por lo tanto, im.(g) < m.

Notemos que como m = Im.. (mg;) Vi € I,

m = mem{lm; (mag;), im (m, ;)1

teniendo que

S(mage. ;) = memfims (m.g;), lm>(m193)]m_ o mcm[lm;.(m,-gl)Tlm>(mjgj)]m_ _

zgz: TH57 in)(migz) lgl 3n>(mjg]) 1G5
——— MG, — g —_—m _n

= = 1, — = idi = - i — - m;g;

i (mags) i (mgy) 00 i () myin,(g;) O

T m m m,g Mg mjgj
= —mf, — 5— = -
ﬂzm ,63771 I l@1 .6_;:
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Sea 5 := max{2|i € 1}, entonces

5
Megs
9= oimug, = cumgy + .. oymele = 0Bt 4
2 B, .
mig
—alﬂ!# + (e fhy — By + o) Te9: +...
B B
Tis—1Gs—
+lofr—ofi+ ..+ 2Bz~ o5 o2 + as—lﬂsml)Lﬂ}"’_’L
5~1
m, g,
+lmb —anbhi+ . Foi By — G By F ) — 3
mig m
= }él + (a5 + azﬁz) 52 e By 592
m ™M, _1Gs_
+{ob+... + Oﬁs—lﬁsq)s—lgj—l (b +. .+ “5—2135—2);“'1%_
ﬂ5~1 ﬁsz
m, m
+ (alﬁl -+ asﬁs) gs (alﬁl +.. + as—lﬁs—l) 29
B, Bs
m —1Gs—
(o) (_1& _ @) (0Bt A i) (m_lg_l _
o3} Ba Bi1
m
4 (alﬁl .+ Q’_gﬁs) 595

Mis1Gs—1

(e f) (m191 _ ngz) Fo (eBit .t Bt (T _

b1 Bz

debiéndose la dltima igualdad a que 3, @, = 0.

Nombrando 7, = Y _, 0,3, tenemos que

a= Z 7&:}5(ng21 m_;lgj)-

<7
el

1

Msfs

B

Msfs

fs

i

)
)
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Pero
_ mem[ims (msg,), I, (myg5)] memilms (mag:)- tms (my g,
S(ngz: m;gj) = e {ngi) m;g; ine (mjgj) m;ig;
m m
= Mg - ——————1NGj
myin (g:) myins(g;) 7
m m
== g — =
s (g) L (QJ) 9

mem[lms (g:), fms(g;)] o

- (mm{zm><gz—>,zm>(gjn) (mjgf)g‘ injgj)gﬂ)

m

= el (90, T (gy)] o 90)

Por hipétesis S(g;, g;) — 5 0, pero por el lema (2.3.6), S(mug, myg;) —¢ 0. Por lo
tanto, tenemos que
S(mig.,myg;) = » g, RICR 2.7)
u=1

Concluyendo por e tecrema (2.3.9) que

maz{im (hZg)u=1,... s} = Im.(S(mig;, m;g;))-

Pero
M, T4,
S(ngu mj‘gj') - 3 - 3
hY +
= m + términos menores — M + términos menores.
Es decir,

Ims (5(m.g, myg,)) < m.

Sustituyendo en g a los S-vectores mediante las expresiones (2.7) vy, posteriormente susti-

tuyendo a g en f. obtenemos una expresién para f de la forma

t
F=>_Hg. h. € R,
=1
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donde maz{lm>{D)im.{¢.)t = 1,. ..t} < m Asi tenemos una expresion para f con
monomio inicial menor a m, contradiciendo la cleccidn de m. Por lo tanto, § es basc de
Grobner. ]

Ejemplo 2.4.8. Sea M = (g1, ¢z, 93, 94) € Q[z,y]?, donde

o = (z -y 7,1) g3 = (y.7,7)

& = (2y,9,y) g1=(y,%,0)

Sea > sobre Qjx,y]* dado por TOP con >, sobre Q[z,y] con la convencién z > y. Siendo
§= {913923 93,94}, obtenemos

ins(g1) = z¢; s (gs) = ze2

ins(ge) = xye ins(g4) = ze2

Con esto, tenemos que § no es base de Grébner, ya que

T z
Egs - ;94 =i = (y,x,m) - (yamao)
= (0101I)1

5(931 g4)

el cual es de entrada reducido con respecto a .

2.4.2 Algoritmo de Buchberger

El teorema (2.4.7) nos da una forma de cdlcular bases de Grdbner.

Algoritmo de Buchberger 2.4.9. Sea > un orden monomial sobre ™. Consideremos
al conjunto G = {g1,...,9:lg. € R™\{0}} Reduscamos a los 5(g.,g,), Y1 # J con respecto
aG. 518(g,g,) —g 0Vi £ 1, entonces § es base de Grobner. Si la reduccidn de algin
S-vector es distinta de cero, agreguemos a 9 dicha reduccidn. Repetir el proceso, chora
con G = {g1,--., 9597}, donde g¥ es la reduccion distinte de cero de S{g.,g;). St los
reducciones con respecto a G) no son todas cero, sequir repitiendo el proceso de agregar los
reducciones distintas de cero y volver o reducir hasta que todes las reducciones sean tguales

a Ccero.

Teorema 2.4.10. Sea § = {g:, ..,¢lo € R™\{0}}. El algoritmo de Buchberger produce
una base de Grobner para el submédulo M = ().
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Demostracidn. Basta demostrar que el proceso es finito. Supongamos que esto no ocurre,
que el proceso es infinito.

Sea in.. (G1} = {ins{g1)- - -, i1 (1), i (¢77)), donde g7 es la primer reduccién de algin
S-vector en el algoritmo de Buchberger distinta de cero. Alir agregando g*. vamos creando

una cadena de submodules monomiales
3n>(9) c 7:71>(91) < i’n>(92) c... (2'8)

Pero en cada caso, si g7 es la reduccién a agregar a §,_; obteniendo G, al ser g reducido
con respecto a in.(G,—1), 1a cadena (2.8) es de la forma

in(§) ¢ ins(G1) C in.(G2) C-..

que al ir agregando términos indefinidamente se vuelve infinita. Pero esto es una contradic-
cién, ya que por la proposicién (1.1.9), el submdédulo ™ es Noetheriano. Por lo tanto, el
algoritmo de Buchberger es finito. J

Ejemplo 2.4.11. Consideremos el caso del ejemplo (2.4.8). Los vnicos minimos comunes

miitiplos distintos de cero son:

mem[ims (1), Im (g2)] = zyer

memllms (gs), Ims(g:)] = z ez

Por lo tanto, sélo consideraremos a los S-vectores de {g1, 92} v {g3. 92} que son

Y Ty
S(Q’I: 92) = —x‘éh - @92 =Yg1— 42

=y(r—y,z,2)— {zy,v,9) = (zy — ¥, 29, 79) — (20, 4. y)
= (—y*, 2y — y, 7y — ¥}
8(93: g4) = (01 0: $}
Asi, reduciendo obtenemos
S(g1, 92) —g, (—292: —y, ~¥)

el cual es reducido con respecto a G. En el ejemplo (2.4.8) vimos que S{gs, g4) es reducido con

respecte a §. Por lo tanto, debemos agregar los vectores g5 = (—2¢% —y, —v) v g6 = (0,0, 1)
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a§, con
ms (gs) = -2%
win(gg) = x e
Sea G, = {41,..-, 96} Los nuevos minimos comunes miltiplos a considerar son

mem{ims (g1), ims (g5)) = zy°e;

mem[ims (gs), ims (gs)] = zy’e;

Con esto, hay que céleular a los S-vectores de {91,951 ¥ {92, 55}, obteniendo

2 2

Ty zy T

S(g1,95) = TN T T v + 595
=9z - y,3,7) + 2( 2, —y. —y)

g -1y —T
=) (”"‘yza - _fg)
Ty Ty
= (v - St -3

2 2
A Z o
5(g2,95) = v L A

T
= ylzy,v.%) + 5(—2@;27*?}, -)

—Z
:(Iyz,yi-,yz)w“( 7y, 2?’(, y)

2

Asf,

-—;cy -z Ty Ty
5(91795) _>gs ( 2y ] 3 y) ““_“'95 (0,92 - T: y2 - _F)

2 2 2
2
Y v )
g (?:yz'» y2> g5 (07?1'2 - 1 2,12 - E)

el cual es reducido con respecto a G,.

2
Y . ¥ Yy
5oz 95) 05 (")_’yz’ yz) —gs (O,y" - Z,yz - 21—)

85
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el cual es reducido con respecto a G;. Sea g7 = (0,y° — L y* — %), con
. (g7) = y'er
Sea 92 = {@1,--., 97} Los nuevos minimos comunes multiplos a calcular son

memllms (gs), im= (g7)] = zy°es
]

mem[lms{g,), Im{g7)] = z1/ ez

considerando a los S-vectores de {gs, 97} ¥ {g1. g-}. Asi
2 2
xy Zy
5(95,97) = = ~9a — e ¥’gs — zgr

2 2 Y a9 y)
= gt 22
y(y:I:I) I( Y 4ay 2

Ty T

= (4%, 29", 59°) ~ (o,zgﬁ -y - Zlf)
7 4 b 4
T 2 _,'z;y2
5(94:97) = %94 - _y2_g7 =y — Tg7
.2 - 2 g 2 g)
=¥y (y5I70) $(07y 4’y 1
z T

= (ys; Iyzg 0} - (0, Iyz — TyTIyQ — Zy)
— 3 E'E,i 2 Eg)
- (y 2 4 ? $y 4 4

Entonces

2 2 2
Ty ¥y Ty vy vy -y -y
Slgagr) —p, {0, _L T ¥y (L Y Y
(93)91) gs (04 2:4 2) 93( 47 9 ¢ 2)
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Corolario 2.4.12. Sea G = {g,..., 6] g € (2, )"\{0}}. Entonces ¢ tiene une base de

Grébner homogénea.

Demostracidn. Siiny (G} 3 {(ins(g,),- .-, ns (g )). entonces por el lema (2.4 6) el algoritmo
de Buchberger produce la base de Grobner deseada. O

2.4.3 Bases de Grobner Reducidas

En la Seccién (1.2) vimos el concepto de base de Grébner reducida, sin embarge no se
demostré su existencia. A continuacidn se demostrara que existe ¥ que es 1nica.

Corolario 2.4.13. Tedo submddulo M C R™ ticne base de Grobner reducida.

Demostracién. Sabemos por el corolario (2.2.8) que todo submédule M C B™ tiene base de
Grobner minima. Sea G = {g,..., g} tal base para algiin submddulo M. La demostracién
consistird en dar un proceso de obtencidn.

Sea H; = {g2,---,6:} v consideremos al elemento
g1 g ﬁ'la

donde %i; es reducido con respecto a H; y es distinto de cero, va que G es minima. Sea ahora

Ho={hy, 63, .. , gt} v consideremos al elemento
G2 —730, ﬁ‘21

donde andlogamente %y es reducido con respecto a H, v distinto de cero. Andlogamente defin-
imos a los elementos fi, . .., A, que serdn reducidos con respecto a Hz = {K;, o, g4, - - - - Gt
-:j{t = {ﬁlg---)ht—l}-

Notemos que af ser G base de Grébner minima, tenemos que ins(g,) = in.. (i), ¥i. Porlo
tanto H = {#y,..., My} es también base de Gridbner para M. Ademds que en el momento de
reducir g, con respecto a X, lo que realmente estamos haciendo es eliminar a los ténminos
de g, que sean divisibles por . (B1), .., ins (), ins{g1) = (A}, ., omslg) =
. {H;), esto para toda 7. Es decir, H es una base de Grijbner reducida para M. O

Corolario 2.4.14. Sea G = {g1,..., ¢! ¢ € (Rq,)™\{0}} Entonces G tiene una bose de
Grébner reducida H = {hy, ..., hy} donde h, € (Bq)™ para toda .
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Demostracién. Por los corolarios (2.4.12) v (2.2.8) tenemos que (¥ tiene una base de Grébner
minima dada por elementos homogéneos. Hecho esto, es inmediato del lema (2.3.3) y la
construccion de la base de Grobner reducida dada en la demostracidn del corolario anterior.

O

Teorema 2.4.15 (Buchberger). Sea > un orden monomial sobre A™. Entonces cada

submédulo M C R™ tiene una tnica base de Grébner reducida con respecto al orden >.

Demostracion. Sean § = {g1,...,q.} ¥ H = {h1,...,h;} dos bases de Grobner reducidas

para M. Como en particular § ¥ H son bases de Grobrer minimas, por la proposicidn
(2.2.9) tenemos que s = ¢ y renumerando en caso de ser necesario, in.(h;) = in.{g), Vi.
Para cada ¢ notemos que si k; # g;, entonces g, — h; € M\{0}, existiendo un indice j
tal que @ns (Ri}|in.(g: — k). Como in.{g; — ki) < in(h;), tenemos que 7 £ j. Entonces
ins (hy) == in.(g;) divide algiin término de &, o g, contradiciendo el hecho de que § y H son
bases de Grobner reducidas. Por lo tanto, g; = A; Vi. O

Ejemplo 2.4.16. Retomando al ejemplo (2.4.11), consideremos a la base de Grébner § =
{g1,--.,9:} para el submédulo M = (g:. g4, g3, 92}, recordando que

a=(z-y71) g3 = (y,7,%) g5 = (0,0,z)
_ _ - 2 Y o2 ¥
g2 = (zy,9,9) g1+ = (3,7.0} 9 (0, y -y 4)
g = (—2¢%, —y. —v)
Teniendo ademads

s (g1) = ey in,(gs) = wey ins(gs) = Te3
in.(g2) = TYE; in.{gs) = zes ins(g7) = yes

ins{gs) = =2y,
Con lo que Im. (g1 }ilm.{g2) ¥ Im.(g3) = Im.(g,). Consideremos al conjunto
g5
H= {hz =g.hs=gs, 3 = _—_,)th = gs. b3 :97} ,

el cual es base de Gribner minima para M. Sea H; = {ha hs, b, s}, v calculemes la

reduccidn de Ay con respecto a este conjunto, obteniendo

by —n, {z — 2¢,0,0),
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el cual es reducido con respecto a H,. Sea by = {z — 2y,0,0). Sea Hy = {My, ha, ha, Ni5},
obteniendo
h? _NM (y’xso)-»

el cual es reducido con respecto a Ha. Sea Ky = {y,x,0). Sea Hy = {f, he, g, Bis), ¥
notemos que hy es reducido con respecto a H,, al igual que hy y fg con sus respectivos
conjuntos Hy y Hs, siendo fig = hg, Ay = Ay ¥ fis = hy. Por lo tauto, el nuevo conjunto
{Ry, hia, Big, fia, Fis} es la base de Grobner reducida para M. Si quisieramos ver con el criterio
dado en el teorema (2.4.7) que el nuevo conjunto es base de Grobner, notemos que los {inicos
S-vectores a considerar son los de {g1, g3} ¥ {g2. g5}, los cuales son
S(ky, hg) = Iiﬁ v —hg = yihy — xhy
T '
=y 2,0,0) = (2. 5. ) (o’ - 27,0,0) - (2. T, )

2'2
— 3 2 Y
“(Qy’ 2)

2
x x
Sk, hs) = =1y = s = 3y — s

Y z T
= yz(y,;s,O) =z (0:y2 R y2 - g) (y37$'92,0) - (Oxyz - %»x’y2 - _y“)

4 4 4
_ {3 %Y _ 2 ﬂ)
i (y H 4 3 :ry + 4
Reduciendo obtenemos

2

*y *Y y TY | o
S(ha,hs) i (0,75 +7 =5 +4) —on, (3, -5+ y)

2
y
— s (7,.7;2,112) s (0,9 - %,yQ - %)

— s G
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Acabamos esta seccidn con un resultado que serd de gran importancia en el capitulo del
Polinomio de Hilbert.

Proposicién 2.4.17. See > un orden monomual sobre R™. Seq M C R™ un submddulo

finitamente generado. Entonces las siguientes condiciones son eguivalentes:

1. Lo graduacién esténdar sobre R™ induce una estructure de mddulo graduedo sobre M,

dada por
‘Md = (Rd)m n M

2 M={f,....fs) en R™, donde cada f; € (Ry)™.

3. La base de Gribner reducida con respecto of orden > consiste de elementos g, tales gque
gi € (Ra )™

Demostracion. 1. 1) = 3) Al ser M finitamente generado existe un conjunto generador
{h1,.... e} de M. Por ser M graduado

T
hi= ) h bk € (R )™
k=1
Asi, el conjunto {hyx[i=1,...,% k=1,...,n} es un conjunto generador de M. Por

el corolario (2.4.14} existe una base de Grobner reducida H = {hy, ..., fy, } para M,
donde k; € (Ry)™.

-

2. 3) = 2} Por definicién de base de Grobner.
3. 2} = 1) Sea {f1,..., fi| f: € (Rg;)™} un conjunto generador de M. Notemos que
My=R)™NM={f=(fr,..., fr) e M| i € Ra¥i}

Es claro que la suma directa de los M

o

@ Myc M

—ac

es un R-médulo graduado. Sélo hace falta ver que todo elemento de M pertenece a
B M. Sea f € M, entonces por hipdtesis

-0

t
f=> nh neER
=1
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Sea am un término cualquicra de py, de grado t,. Entonces am f, € Ry, 4q,, ¥ esto para

cualquier término de p,, y para toda 2 = 1,...,¢{. Porlo tanto f € @‘fw My.
O



Capitulo 3
Sicigias

Este capitulo se divide en dos partes. En la primera vemos la forma de cdlcular el submédulo
de sicigias para un conjunto gencrador arbitrario. En la segunda parte damos un importante
teorema sobre sicigias debide a Hilbert, donde para demostrarlo hacemos uso de la parte
final del capitulo I y de la teoria desarrollada en el capitulo anterior.

Durante todo el capitulo sélo consideraremos R-modulos libres finitamente generados,

donde R = k[z1,...,%,] es el anillo de polinomios sobre el campo k.

Toda base de Grobner que consideremos serd reducida.

3.1 Caélculo del Submédulo de Sicigias

En esta seccién desarrollaremos la teoria necesaria para cdlcular a los generadores del submédu-
lo de sicigias de un conjunto generador dado. Para esto, comenzaremos con el caso més
simple, que es cuando el conjunto generador estd formado unicamente por monomios, con-
tinuando con €l caso en el que estemos considerando bases de Gribner. Ambos métodos seran
utilizados para el caso més general, es decir cuando e] conjunto generador no necesariamente

es una base de Grébner.

3.1.1 Sicigias de Submdédulos Monomiales

El cdlculo de sicigias de submddulos monomiales es facil de realizar  Antes, definiremos una

clase especial de sicigias.

63
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Definicién 3.1.1. Sea G = {aymy, ..., aym} C R™, donde my; = z°(e;, a(i) € N, para

alguna j. Una sicigia h € R sobre G, se llama sicigia homogénea, si es de la forma
h= (B0, . .., Bzt ), Giek acN,
donde decimos que a(2) es el multigrado de m;.

Sea M C R™ el subméduto generado por los monomios {my, ..., m;}. Sea @F_, Re; un
R-médulo libre con base {¢;}. Recordemos que el médulo Syz{my,...,m;) C P}, Rz; se

puede ver como el niicleo de un morfismo de R-mddulos libres. Sea

¢
(p:EBREi*—)Rm
=1

E; —F MYy

tal morfismo. Asf, Im{p) = M.

Para cada par de indices i, § tales que m; ¥ m; contengan al mismo elemento base e, de

R™, definimos a los elementos

my = —‘—mmfh mj] cR
7

'
Oyf = Mpy — MyjE; € EB Re,

=]
Observacién 3.1.2. Por el lema (2.1.14), tenemos que

L
my, = —————
7 med(mg, my)

Observacién 3.1.3. Es claro de 1a definicién que o;; € Ker(g).
Observacién 3.1.4. Notemos que p(oy;) es precisamente S(m;, m;).
Comentario 3.1.5. Si m; ¥ m; no contienen al mismo elemento base, definimos m;; = 0.

Proposicidn 3.1.6. Considerando la notacidn anterior, Syz{my,...,my) es generado por
la coleccion {oy|1 < 4,7 < t}.
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Demostrecign. Como g, = —0,,, nos basta considerar a los o,; con ¢t < J. Sea h =

(hi,..., ) € R una sicigia sobre {my, ..., m}. Asi,

t
wlh) = Zh,im,z = () e R,

=1

sicndo posible reescribizlo en términos de la base {e,}

: m
0=thmz‘=z.fleiv fZGR:
=1 =]

implicando que f, = 0, para toda z. Ahora, renombrando en caso de ser necesario, sea
G, = {m1 = z"We, ..., m, = e} Ja coleccidn de monomios que contienen al elemento
base e,. Asi, fe. = Ej:: h,m,, donde m; € G,. Pero esto lo que nos dice es que podemos
pensar a la sicigia h como una suma de sicigias sobre los subconjuntos de los m, que contengan
al mismo elemento base, bastindonos estudiar a una de tales siciglas. Sea (h),...,h;) €

Syz(m,,...,m;), entonces

8
§ Rz =10 £ R 3.1)

=1
" A la expresién (3.1) la podemos separar en distintas colecciones de sumas de términos
del misme multigrado, sumas que cada una debe ser cero. Sean {oz®, ..., 2%} C R los
sumandos de una de tales colecciones, donde ¢, z° = 227 - 2% | con gyz°~ %) término de

K, a ek t=1,...,k Con esta notacién se tiene que

k k
E o,z = g a2 M B = (L
=1

=1

implicando que

k
=1
Notemos que el elemento A, = (0 z%7%0, | opa® %) es una sicigia homogénea. Asi,

hemos mostrado que toda sicigia sobre algin subconjunto de 1os m, que contienen ¢l mismo
elemento base, se descompone como suma de sicigias homogéneas, bastindonos mostrar que

toda sicigla homogénez se puede ver como una combinacién B-lineal de los &y;.
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Viendo a k, como un elemento de @‘;1 Rz;, tenemos que

fe =( 7% L, gzt )

:(alx“_“m . (Ot] — & + ag)ﬂfaiauh .-

o — oy oo Fagey — oy o)z i)
=({@ 2?7, —anz® @ (L 0) + .

+ (0,0 {on o F e )zt TR, — (e b g )RR

+ 00,0 (a1 + ...+ o)zt o)
=(on 0, —y 0@ 0, 0+

+ (0 (011 +...+ a'k_l).’ﬂa_a(k_”, —(011 + ...+ ak_l)ra—u(;‘))_

Debiendose la dltima igualdad a (3.2).
Notemos que para toda ¢, al ser z% divisible por z°7°® y z°7°¢+D, ge tiene entonces

que memnjz® T, %0 |z% Sea % = y; - mem[z®To0), 2" 7%0], con g € R monomio.

Entonces
k-1
o=y (0,...,0,{on + ... +05)2°7%, —(ay + ...+ o)z *+,0,...,0)
=1

k-1 ;
N (z) ( ) 2 0.0
=1 u=
k-1 1 ) ;
i mem|z™, z+] j; memfz® ) p]
ZZ(O,---,Q (Zau) B e—— (Zau) T’O"”’O)

=1 u=1 u=1
k1 : G pligel Lo S )
mem[z®, r%F]  mem{z®, 2%+
:E ME Qeyy 0:"‘107 : :UJ"-sO
et Th+1
i u=1

i
—1

L Z Qi | Tii4
1 u=1i

Ejemplo 3.1.7. Sea B™ = klr,y,2]®. Consideremos al submddulo monomial M < R™

generado por los monomios

1

a

my = $34'y"81 ms = Zég
23,19

me = 25y %, Mg = TYes

My — Tea iy = XZ€g

My = Yesz Mg = yzeg
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Calculemos los maximos comunes divisores

K& L}
mem|my, ma] = 5%, memling, myl = ryaes
mem{mg, M) = zye; mem[mg. nyg) = wyzes
memlms, mg) = rze; mem[ming, mgl = Tyzes

memlmg, M) = yze;

Ahora, los clementos m,; # 0 son

Ty = H Mgy = 2 Mgy = T
12 . —
Mg = Y Mys = Y Mgs = 2
s = & Mgy = 2 Mg =%
M4z =Y Mgy =Y Mgz =Y
mas =L Myg = &
Procediendo ahora a calcular las sicigias generadoras
12 11
T =Y &1~ T £2 Tgr = Z6g — YE7
T34 = Y&3 — TEy Ogg = Z€g — LEg
T45 = 284 — Y&5 J78 = Y&z — Ty

T35 = Z£3 — TEs

Ejemplo 3.1.8. Consideremos el caso de los términos iniciales de la base de Grébner re-
ducida obtenida en e} ejemplo (2.4.16). siendo el siguiente conjunto de monomios

2
my = ze, m3 =y e My = Tes

My = T€s s = y2€2
1.os iinicos minimos comunes muttiplos a considerar son

memfmy, ms) = zy’e,

mcm[mg, ms] = $y262
Asl, los my, distintos de cero son

My =2 Mgy = L

Mg =y M2 =y
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Por lo tanto, los generadores de Syz(m., ..., ms) son

— a2 -
T3 = Y& — I3

2
Goy = Y €2 — L&

3.1.2 Sicigias de Bases de Grobner

La forma de obtener las sicigias sobre ura base de Grobner § = {gy, ..., g:} es utilizando el
algoritmo de Buchberger. Denotemos por ry; al residuo del S-vector S(g;, ¢;). que es de la

forma:

Ty = S gu 93 Zhugu

~ mem|lms (g;), Im=(g;)] mem[ims(g;), Im~{g;)]
- ins(gi) e ins(g;) ’ Z frub
_ mamnflms{(g;), Ims (g,)] mcm[lm {g:), Im~{g,)]
- l:n> (g:) = l'r'>n> (g7) ’ Z Fouti

donde al ser G una base de Grdbner, r; = 0, es decir, r;; es una sicigia sobre G. De-
mostraremos que las sicigias de esta forma son un conjunto generador para el submddulo
Syz(gs, - -, gr)-
Para demostrar esto, reescribamos la notacién de la seccidn anterior al caso general.
Sea > un orden monomial sobre B™. Sea § = {gi,..., ¢} € R™ una base de Gribner
para el submédulo M. Sea @_, Re; un R-médulo libre con base {z,}. Sea ¢ el mapeo de
R-moédulos libres

t
¢ P Re, — R™
=1

gy Gi-

Para cada par de indices ¢, § tales que los términos - (g;) ¥ in.(g;) contengan al mismo
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clemento basc ¢, de B™, definimos a los elementos

meniflin.{g.}, lmx(9,)]

Try i (.) g R
Y
L
Tyy = M€y — MyE,, € @ Re,,
=1

donde el conjunto de log g, por la proposicion {3.1.6) generan Syz(ins(g1),...,ins{g:)).
Notemos que bajo ¢ tenemos que

wloy) = S{g., 95)-

Andlogamente, si 1s{g,) ¥ in(g,} no conticnen al mismo elemento base, entonces m,; = 0.
Adicionalmente, para cada par de indices 2,7 que contengan al mismo elemento base ¢,
consideremos a la expresién estdndar

¢
58, 9,) = thguhz € R,

=]

y consideremos al elemento
H i
Z hie, € @ Re,.
1=1 =1

i
Re,, como

=1

t
Ty = Oug — g ke,
=1

Observacién 3.1.9. Es claro de la definicién que 7., € Ker{w).

Definamos al elemento 7; € €

Observacién 3.1.10. Consideremos &l conjunto {g1,....9,]a € (Rs)™}. Entonces el
elemento 73, es graduado en algin A-modulo graduado deslizado. En efecto, por el lema
(2.4.6) tenemos que S(g.,g;) € (R:)™. donde t = mem[in,(g),m(g;)] Notando que los
elementos {&,} de la base de &)™, Re, sor de grado d, en @)%, R{—d,), tenemos que

deg(o,) = deg{5(g,, 4;)) = t. (3.3)

St S{g., g;) = S0, hug,, POt (3.3) degih.g,) = 1. Por lo tanto

to
deg(T,) = deg (J,-J - Z hiez) =t

=1

para todo z, 7.
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Finalmente, definamos un orden monomial sobre .., Re; a partir del orden > sobre

R™. Sea > un orden monormial sobre @;1 Re; definido como: ms, > () ngy 81, ¥ sdlo si,
ins{mg,) > ins(ng,),

con respecto a >, o
Ims (mgy) = ims (ng,).

pero u < v.

Teorema 3.1.11 {Schreyer). Considerando la notacidn anterior, sea § = {g1,..., g} una

base de Grobner. Entonces la coleccién {r ]l < 4,7 < i} es una base de GrSbner para

Syz{g1, - - -, g:) con respecto al orden >y, Ademds in, (7)) = mys;-
Demostracién. Primero mostraremos que in.. () = my;. Observemos que
ins (Mye4:) = mem(lms (g:), bms (g5)] = ins (my; ;). {3.4)

pero ¢ < j, por lo que my;g; >(>) Mhjg;. Sea ame, un término de 2221 h;e;, entonees por
el teorema (2.3.9), in.{amg,) < in(S(g:. g;))- Pero por (3.4}, in-{5(g., 4,)) # ins(mp:0:),
por lo que in5(S5(g;, g;)) es algunc de los términos restantes. el cual es menor a in..(myg,).
Por lo tanto, mye; > () ame,.

Ahora mostraremos que la coleccidn {7,{1 < i < j < t} es base de Grdbuer para
Syz(g1....,8:) con respecto a >(). Como vimos en la observacién (3.1.9), tenemos que
7 € Ker(yp). Asi, por el lema (2.1.29), nos basta demostrar que para toda sicigia r &
Syz(g1, ..., ®), se cumple que in;,(})(?') es divisible por algin my,z;. con i < j.

BEscribamos a la sicigia v como combinacién R-lineal de los ¢;, obteniendo

t
T o= Zf,e,.
i=1

Para todo indice j € {1,...,}, sea n;e; = iny {f;¢;). obteniendo entonces que

£
iTE)())(T) = ?:TI)())(Z ijj) = ThE,.
j=1

para alguna i. Sea I = {j € {1,...,t}Im,(n0:) = lms(n;g,)}. Como in, (1) = ne.,
debemos tener que 7 < j, para todo j € J. Sea o = Z;e 1 i, observando que

Ny, (0) = ne; = ins (1) (3.3
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Como (7} = 0, toda coleccion de términes de @(7) que difieran por un escalar se deben
climinar entre si, os decir,
plo) = Z nyins(gy) = 0,
167
concluyendo que ¢ € Syz{m.{g),....in.{®)). Por la proposicidn (3.1.6),

o= Z fljkG'Jk, (36)

kel
1<k

donde A, € R. Asi, ¢ pertenece al submddulo monemial generado por los o, de la expresidn
(3.6). Por (3.5} v (3.6}, tenemos que

in>(>)(r) = Uy, (0) = N,

= s, E : PG5k

2kET
1<k

= Z iy oy (PayngeEy)-
jer

Por lo tanto, n, pertenece al ideal generado por los my;, con ¢ < 7. Por lo tanto, m,jn,, para
alguna j. Concluyendo que in>(>)(7) = m,¢, es divisible por my.e, = in, (7). (I
Corolario 3.1.12. Considerando la notacién del teorema anterior, Syz(g,...., ¢:) es gen~
erado por lu coleccion {r,|1 <1,j < t}.

Corolario 3.1.313. 515 = {g;, ..., 051 4. € {Ra,)™} €3 base de Gribner, entonces el conjunio
generador {7,511 < 1] < ty} de los suagras de G es homogéneo, muendo en @:0:1 R{—d,).

Demostracidn. Se sigue inmediatamente de la observacion (3.1 10) y del teorema de Schreyer.
{1

Ejemplo 3.1.14. Consideremos al ejemplo (2.4.16). De los resultados del gjemplo {3.1.8) ¥
los dados en la parte final del ejemplo (2.4.16) obtenemos que Syz{g:. gz, g, g1, 95) €5t4 gen-
erado por

y 1 Y
T3 = yQE] — Z&z — (_552 + (‘2‘ - 2'9') €3 — ‘554 + 55)

Y o
:y251~$63+§€2— (5*29) 53+%€4ﬁ65

E4

2

1
:yZEIJrg@‘*'(?y—’«T“T) 53+%E4*55
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Y T SR U A D
Tos = Y E9 — TE;5 (452-!' ( 4) £z + (4 Yy )54 QEa)
1 1
=y262—I65—%52— (y—z) £3 — (%—yz) £a + (:2-—1:) £5
1y 1 Y 1
(- Y (5 v)mr (- Dar (5 o)
Hasta el momento solo hemos resuelto el problema de cdlcular el conjunto generador de

las sicigias sobre un conjunto § C R™, que es base de Grébner. Restdndonos encontrar las
sicigias sobre un conjunto F' C R™ que no sea base de Grobner.

3.1.3 Sicigias de Conjuntos Generadores

Consideremos en lo que resta de la presente seccién un orden monomial > fijo sobre R™.
Para el casc general, donde nos ocuparemos de un conjunto de elementos cualesquiera F =
{f1,---, fi} € B™, necesitamos primero calcular una base de Grobner § = {g1,...,¢:} C B™

para M = (F) = {G). Asi, consideremos a las matrices

td

Mg =(g1---95)

de m xtymx s, donde los f; v g; son las columnas, respectivamente. Al ser Mr y Mg
representaciones matziciales de M con respecto a los conjuntos generadores F v G, existen
matrices A v B, de £ X s y 5 x i respectivamente, ambas con entradas en R que cumplen ser

las matrices de cambio, es decir,
Mg = MpA {3.7)

Mr = MgB (3.8)

La teorfa necesaria para obtener estas matrices se desarrollo en el capitulo anterior.

Para obtener la matriz A hay que encontrar los coeficientes necesarios para expresar a los
g; en funcidn de los f,, coeficientes que serdn las columnas de la matriz A. Los coeficientes
se obtienen aplicando el algoritmo de Buchberger, ya que la base de Grobaer se obtiene al
ir agregando los nuevos elementos que salen del algoritmo, elementos que construimos en

funcién de los f;.
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Ejemplo 3.1.15. Retomemos ol cjemnplo manejado en el capitulo anterior. Recordando que

el conjunto gencrador a considerar es F' = {1, fu, f4, f1}, donde

h=(r-yzxz) fa=(y,z,2)
fo={(zy,94.7) fr=(y.2,0)
v la base de Grébner es § = {f, g2, g3, 91, g5}, donde
Y 3
9 = (l - 2y50, O) gz = ('yay 5: %) G4 = (0: va)
— - 2 Y .2 ¥
g2 = (y,2,0) gs (O,y oY 4)

Los términos iniciales de los elementos del conjunto generador, considerando el mismo

orden con que sc les manejo son
in, (f1) = ze; ins (f3) = zeg
in>(f2) =Ire; m>{f4) = Xty
v en el caso de los elementos de ia base de Grébner son:

s (g1) = zey ins{gz) = ?42'31 ins(94) = ze3

ins (g2) = ze; ms{gs) = y'es

Ahora, los resultados de los gjemplos (2.4.11) ¥ (2.4.16) que requerimos son

a=fi—fi
g2 =J4
g3 = “%(?Jfl —fa—ufs)

:*%fl-F%fz-i-%fa

ga=f3—fy
g5:yf2—yf37(ZII){yflkfz—yfg)

_{TYy Y z 1 y oy oy
—(?W)f“f(y‘g—a)f“(r?‘a)fs

Asi, tenemos que

-2y y v 0 0
Mg = 0 T % 0 2 ¥
0 o0 %
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0 —-¥ 0 oy
I—y Wy oy 0 12 0 yiz_dl
_ z 27 1 —
= x Y Tz 10 ; v_mo_u = MpgA
T y z 0 2 27 2 1
0 1 0 -1 0

La matriz B es obtenida aplicando el algoritmo de la divisidn multivariado, dando en
cada paso los valores en R que necesitamos para poner al conjunto generador en funcién de
los elementos de la base de Gribner, valores que serdn las columnas de la mairiz A.

Ejemplo 3.1.16. Consideremos el caso del ejemplo angerior. Aplicando el algoritmo de la

divisién multivariado obtenemos los siguientes resultados:

i g (1,3, 5) g, (0,0,2) —g, 0

¥
fZ _)'gs. (2y23 Yy, y) _}93 (y2:| g: 5) —r 0
f3 _>92 (0,0,.’1’.‘) ——)'94 0
f4_>520
Asi| tenemos que
Ty oy oy
Mg = z Yy Tz
x y x 0
1 vy 00
z—2y y v¥* 0 0 1011
= 0 z £ 0 - 0 2 00 | =MsB
0 0 % x y* -4 1010
0000

Alser Ay B matrices de cambio de Mg a Mg v de Mg a Mg, respectivamente, se cumple
que

MF = j\tp.AB (3.9)
Mg = Mo BA (3.10)

Si M fuera espacio vectorial, adicionalmente tendriamos que las matrices de cambio

cumplen con AB = J; v BA =7,, donde I, e J,; son las matrices identidad en las matrices
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det x ¢ty s x s, respectivamente. Esto ultimo no ocurre necesariamente en el caso en que

M es R-madulo.

Ejemplo 3.1.17. Si consideramos las matrices A y ‘B obtenidas en los gjemplos (3.1.15) ¥
(3.1.18), tenemos que
0

o o o -
el
o
e B -
w3
[&]

BA =

o o o o -
o o O = O
o I e TS S e I cae
o F o o O
b2
©?
|
=T I
|
B~

Comentario 3.1.18. En este ejemplo resulté que un productoe de las matrices de cambio
si fue la matriz identidad, perc esto en general no sucede.

Las matrices A vy B ademas de relacionar a los conjuntos generadores F' v G, relacionan

a las sicigias sobre F y §.

Lema 3.1.19. Considerando la notacion anterior, afirmamos lo siguiente.

1. Sea 1 € Syz{gi,-..,qs), entonces la matriz producte (méndo a T4 como vector colum-
ne) A-7g es un elemente de Syz{f\,..., f1).

2. Sea7p € Syz(fr,..., fi), entonces lo matrz producic (viéndo a Tr como vector colum-
na} B - 7p es un elemento de Syz{g:, .., ¢5)-

3. Cada columna de la matriz 3y — AB es un elemento de Syz{fi.. ., fi).
Demostracion. 1. Considerando a la igualdad (3 7) tenemos que
0= MS T = {MF.A) g = J‘r{F (.A - '.1"9)

Por lo tanto A- 15 € Syz(f1,.--, f).
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2. Constderando la igualdad (3.8) tenemas que
0= Mg -7 = (M) 7 = My (B 75)
Por lo tanto B -7 € Syz{gl, .-, gs)-
3. De la igualdad (3.9) se sigue que
Mg (J; — AB) = Mz, — MAB = Mp — Mg = 0

Por definicién de producto de matrices se tiene el resultado deseado.
[}

Ahora ya estamos en posicién de dar el resultado importante de esta seccidn, que es dar
la forma de céicular las sicigias sobre un conjunto gemerador (no necesariamente base de
Grobner) F = {f1,..., f:}-

Teorema 3.1.20. Sea F = {f1,..., s} € R™ un conjunto, ¥ sea G = {g),...,g;} una base
de Grobner para M = {(F}. Sean A y B las matrices de cambio de Mr a Mg y de Mg a Mp,
respectivamente. Sea {ry,..., 7} el conjunto generador para Syz{g:,---,9s) como el dado
en el corolario (3.1.12). Sean ¢, ..., ¢ las columnas de la matriz J, — AB. Entonces

Syz(fla---:ft):(-A'Tl,---,ﬁ"rk,c1,...,ct)

Demostracion. Observemos que por el lema anterior se tiene que
{'A-Tl',' "-.‘A.Tk-,clz""cf) - Syz(f17'--7ff)

restdndonos mostrar que toda sicigia sobre F se puede expresar como ura combinacién R-

lineal de los A- 7 v ¢;,. Sea 7 € Syz(fi,..., fi), por el inciso b) del lema 2nterior tenemos
que B-7 € Syz(g1,---,9s), 10 que implica que se tiene una expresién para B - 7 de la forma
k
B-r=Y k% (3.11)
=]

Multiplicando por A a la expresion (3.11) por la izquierda, obtenemos

k k
AB-T=AY k=) hA-7 (3.12)
=1

i=1
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Pero notemos que
=2 -ABY+ AB)r= (3, - AB}7+ AB-r (313)

Asi, de las expresiones (3.12) y (3.13) tenemos que

k
T»_“(gt—.A'B)T-%Zh,.A-Ti

=1

t k
=S He+y hA-n
=1

=]

con h, € R, para toda ¢. La 1ltima igualdad se sigue de la definicién de las columuas ¢,
Pero la ultima expresién nos dice que 7 € (A 7,..., A Tk, €1,..., G0 (]

Ejemplo 3.1.21. Retomemos el ejemplo que hemos manejado hasta el momento. De los
resultados del ejemplo (3.1.17) tenemos que

(cl cz C3 c4)=34—A‘B

0000
o000
~loooo

0000

En este caso en particular, ¢, = (0,0,0,0), para toda i. Tenemos del ejemplo (3.1 14)
que Syz(gl'l G2, 93, G4, 95) = <T13: T‘ZS) AS{: Syz(fl,f2, f37 f4) - <"’l{ : T131ﬁ * TQS): donde

A- T3 = (6‘070)0)

2 2 2 2 2
P 2y v afy oy
A= o-— ——oy, 7 +—F ——,0
72 (2 372 3T T )

2 2 2 2 2
- Z T +x — X
B (y 2 y) = (2 my) © (y 2y y) ©

En este caso, el submddulo de sicigias sobre F tiene un solo generador.



78 Sicigias
3.2 Teorema de Sicigias de Hilbert

En el Capitulo 1 vimos que todo R-mddulo tiene una resolucion libre dada a partir de su
presentacidn, pero no que tiene una graduada. En esta seccién procederemos a probar que
todo R-médulo finitamente generado tiene una resolucién graduada finita, resultado conocido
como el “teorema de Sicigias de Hilbert”,

Para demostrar el teorema hay que hacer uso del siguiente lema.

Lema 3.2.1. Sea > un orden monomial sobre B™_ Sea G = {g;.....g,} una base de Gribner
para el submddulo M C R™. Reordenemos a los clementos de G en un vector G = (g1, .-, g5)
de tal forma que siin.(g,) y in.(g;) contienen al mismo elemento base e, i < j. entonces
Ims (g:) =1 Imo(g;), con > el orden lezicogrdfico considerando ©1 > z2 > - > z,. St
las varigbles z1,...,z; no aparecen en lms{g,), pere algune u € {1,...,s}, entonces las
variables Ty, ..., 2., Tis1 no eparecen en lms (Tuv); donde 7, es un elemenio del conjunto
generador de Syz(g:.. .., g,) (como los obtenidos en la seccién anterior), para tode v tal que
u < v<s. Asi, silas variables zy,...,%; no gparecen en ningin Im-(g,) parau=1,....s,

entonces las variables z;, . . ., Z;, T;11 no aparecen en ningin lms.  (Tuy) para l Su < v < 5.

Demostracién. En vista de que si Im.(gu) v Im..(g,) no contienen al mismo elemento base,

entonces T, = 0, y de que 7, = — 7y, 008 bastara considerar el caso en que ambos monomios
contengan al mismo elemento base con u < v.

Ahora, al no aparecer 1, ..., x; en {m-(g,), tenemos que
Ims (gu) = 27 + 1

con @ € N, n, € B monomio conteniendo unicamente a las variables ,40,...,z,.. Por
la forma en que ordenamos al vector &, tenemos que Im{g,) >t Im>(g;). Con esto. las

variables z1,...,; no pueden aparecer en Im.(g,), teniendo que
. (g,) =22, +n
>\Gv i+1 u

con § € N, n, € R monomio conteniendo unicamente a las variables z,.5...., z., donde
o > 3. Asi,

mem(ims (gu), s (9,)] = 25 7wy

COn Ty € K monomio conteniendo unicamente a las variables z,.5,....7,. El teorema
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(3.1.11) nos dice que

memllme (g.), bms (g 2% Ty

s, (Tuw) = €y = €
) 170 (o) Ty
nuv
= —-Eu

nu
es decir, m>{>,('rm,) no contiene a las variables z,,...,,, Z.41. Por lo tanto, si no aparecen
en cualquier Im (g, ), u = 1,..., 5, entonces oy, ..., Z,, T, 00 pueden aparecer en cualquier
lm;.m(fm,), parral €u<v<s. O

Teorema 3.2.2 {(Graduado de las Sicigias de Hilbert). Todo R-médulo M finitamente
generado tiene una resolucién graduada de longitud a lo mds r.

Demostracién. En la Seccién 1.4 vimos como obtener una resolucion libre para todo R-médu-
lo finitamente generado, obteniendo la proposicidn (1.4.8). Ahora repetiremos el proceso,
solo que esta vez utilizaremos la herramienta desarrollada hasta el momento y notando que
la resolucién obtenida es graduada.

Por la proposicién (2.4.17), al ser M graduado podemos considerar una base de Grébuer
reducida {g, ..., g,| g € (Rg, )™} para M. Por el corolario (3.1.13) y la pmposicién (2.4.17),
Syz{g1, . .- gs) es graduado. Asi, su base de Grébner reducida Ty = {[¥, ..., TL(IU) | deg(TJ(O)) =
dy;}, con respecto a algin orden monomial > en R{—d,}, es homogénea. La presentacidn
para M z

@ R(—dy;) 2 QéR(—d,) M — 0

1,j=1 =]
estd dada por morfismos g, 1 que por construccién son graduados de grado cero, ¥
curnpliendo Im(g) = Syz(g1,....94) = Ker{py). Ordenemos a los elementos de ¥y para
obtener un vector Ty como el que pide ¢l lema anterior. Ané]ogamente Syz{T;) es médulo
graduado, con una base de Grébner reducida para Syz(Tp) C ®13  R(—d,,;) con respec-
to al order monomial asociado a 7 =1 B(—dy ;) como en el teorema de Schreyer, el cual

denotaremos por >y,.

Por el lema anterior, al menos para la variable z; tenemos que z, ¢ 1, (7)). Ademss

tenemos Ia sucesién exacta
& ig
QB R(—dy;) 2 €O R(=di;) 2 P R{—d) 25 M — 0
2,3=1 1,79=1 =1

con el morfismo ¢y graduado de grado cero y cumpliendo que Im(ps) = Syz{T1) = Ker(p).
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Continuando con este proceso obtenemos morfismos de graduados de grado cero

te—1

te
Wk - EB B{—drj) — @ R(—dg1,)
k=1 k-1z=1
donde I'm(y) = Syz{Ty_1) = Ker(pe.1), con Fy; base de Grobrer reducida para Syz(Ty.1),
ordenando en cada paso k£ a los elementos de T, para obtener los vectores 7} como se pide
en el lema anterior.

Por ¢l lema anterior, en cada paso decrese el nimero de variables pertenecientes a los 7,
donde al tener un nimero finito de variables (mas precisamente 1}, después de ! < r pasos

tendremos que

7, ¢ ins, (T1), (3.14}
esto para toda 7 =1,...,r. Asi, hemos obtenido una sucesién exacta
] i1 o
R(—dy;) 2 - 25 (P R(—dij) © D R(-d:) =5 M — 0 (3.15)
Ly=1 14=1 1=1

Por {3.14), ins, () esta formado de elementos de la forma a6, con o, € K, £, elemento
de la base estandar de EBffFl R(—dy;). Sea G = {oey, . .., opeelk < 1} el conjunto generador
para ins, (7). Al ser T, base de Grobner reducida. aus, 3 ;g,;. para todo ¢ # j. Por o
tanto, todos los S-vectores de los generadores de 77 son cero, lo que implica que

Sy2(T,) = {0}

Asl, por el corolario (1.2.10} tenemos que T; es base de Syz{TJ;.;), es decir. J;_; es
libre. Por la proposicién (1.4.9), podemos extender la sucesion (3.13} a otra sucesién exacta

agregando un cero por la izquierda, obteniendo

£ i3 to
0— P R(-di;) =2 P R(—di) 2 D R(—d)) = M — 0
i=1

1,7=1 1i=1

la caal es una resclucion graduada finita de longitud { < 1. 0O

Observacién 3.2.3. Notemos que la demostracidn es constructiva, es decir; nos da explici-
tamente la forma de obtener la resolucion graduada de un R-médulo graduado finitatente
generado. Mids afin, al ser inicas las base de Grobner reducidas, mediante este método la

resolucidn obtenida es tnica.



Capitulo 4

Polinomio de Hilbert

En este capitulo calcularemos las funciones ¥ polinomios de Hilbert de R-mddulos graduados
finitamente generados, usados en el estudic de variedades proyectivas. En esta ocasién R es
de la forma

R = klzo,. .., %o}

es decir, el anillo de polinomios en r + 1 variables.

4.1 Funcién de Hilbert

Definicién 4.1.1. Sea M C R™ un R mdédulo graduado finitamente generado. La funcién

.Hn,;riZ-—*%N

i dimy (M)
es llamada la funcidn de Hilbert de M.

Nota 4.1.2. La dimensién que estamos considerando es la dimensién como k-espacio vec-

torial.
Observacion 4.1.3. Por el lema (3.1.19), la funcién de Hilbert estd bien definida.

A contiuacidén daremos un lema que nos ayudard a encontrar ejemnplos de la funcidn de
Hiibert, ademas de ser de gran utilidad para desarrolar un método de obtencidn del polinomio
de Hilbert.

81
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Lema 4.1.4. El mimero de monomios de grado d en r -+ 1 variables es (“1").

Demostracion. Recordemos que

(d-i—r) _ {d+1)---{d+7)

T 7l

Sea F{d,r) el namero de monomios de grado d en r + 1 variables. Lo haremos por

induccién sobre 7.

1. v = {0 El mimero de monomios de grado d en una variable son d, que es precesimente

(©)-

2. v = k Supongamos que es vilido para k& — 1. Denotemos por f@ a los monomios de

grado d, donde dichos monomios se pueden ver como
FO = g0 4 a0
Por lo tanto
Fldk)=F(0,k—-1)4F(Ik—-1)+---F(d k1),
v de igual manera tenemos que
Fld—LE) =F(0k=-1)+--+F(d—1k—1).

Asi

F(d k) — Fld—1,k) = F{d. k- 1),

vy por lo taato

Fld kY= Fldk—1)+F(d—1,k).
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Sea T(d, k) = F (d, k) - (‘tijk), v consideremos

T(dk) - T(d=1,k) = 1 (d, k) — (“‘»‘) PPN (d -1 +A:)

: k
—Fdk-1) - (d+1)';é|.(d+k) +{d)---(ri:1~1+lc)
= (d,k-1)
+[(d+1)-~(d—1+lc)}d—[(d+1)---(d~1+ic)}(d+ k)

X

=F(d,k-—1)+[(d+l)“'(d_L+k)]{d_d+k)
:F(d,kml)+I(;i+1)-~(dkl—1+k)](—k)
3 ) (d+1)---(d—1+k)
=F(dk—1)- G

=Fldk—1)~F{dk—1)=0.

La peniltima igualdad por hipdtesis de induccién. Repitiendo el desarrolio anterior
tenemaos
T{d,k)=T{d~1,k)=---=7T{1, k)

Entonces

14k

Tidk)y=T(,k)=F(,k) - ( &

)z(k+l)—(k+1):0

y por lo tanto

Fld, k)= (d “}: k)

O

El lema a continuacién nos ayudard a dar una clase importante de ejemplos de funciones
de H:lbert.

Lema 4.1.5. Considerands ¢ B como un R-mddule graduade finitamente generado, tenemos
que

Hal) = dim(R) = (7).

r

para toda i € N
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Demostracién. La base de R; como k-espacio vectorial son los monomios de grado 1. Pero el

lema {4.1.4) nos dice que el némero de monomios de grado @ en r+1 variables es precisamente
(1+r) i ]

T

Observacion 4.1.6. Aplicando la convencién de (g) =0 si a < b, el lema anterior es cierto

para toda ¢ € Z.

Lema 4.1.7. Sea M C B™ un R-mddulo graduado finttamente generado y 3M(d) el mddulo

deslizado. Entonces
Haray (i} = Hu{i + d),

para toda i € Z.

Demostracidn. Es claro, ya que
HM{d) (i) = dimk(ﬂ/!(d)z) = dimk(}'n/fd_,_i)
O

Corolario 4.1.8. Considerando ¢ B como un R-mddulo graduado finitemente generado,

tenemos que

i-+d+r
T

Hpa(z) = (
parae toda 1 € Z.
Lema 4.1.9. Sean M, N C R™ R-mddulos graduades finitamenie generados. Si la sucesidn

¢ v

0 A P N 0

es ezacta con @, morfismos greduedos de grado cero, entonces
HP - H_M + .
Demostracién. Al ser v o morfismos de grado cero, la sucesidén
M, pE N,
Con 5, = @lar, ¥ U = ¥]p, es exacta, es decir. tenemos que

0 —mm AL PP N s (4.1)
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para cada 1.
Pero M,, P, v IV, son k-cspacios voctoriales, asi, la sucesién (4.1) €5 una sucesidn cxacta

de k-espacios vectoriales. Entonces

dumyg (M) = dumny (Ker{ip,)) + dime(Im(p,))
dimy.(P,) = dimy.(Keri{z;)) + dime(Im())

Como (4.1) es exacta, tenemos que

dimg(M,) = 0+ dimy (Tm{,))

= dimy. (Ker(¢:)).
Asi,
dimg(P;) = dume(M,) + dime (Im(t,))
= dim(M,) + dimg(N,)
debiéndese la ultima igualdad a que 3, es sobreyectivo. O

Corolario 4.1.10. Sean M, N C R™ R-mddulos graduados finttamente generados. Enlonces
Hygnr=Hy+ Hy.

Teorema 4.1.11. Sea M un R-médulo graduado finitamente generado. Entonces para
cualquier resolucion graduada finita M* de M

0 -5 P 2 g 2 2y 0

tenemos que

k k

Hyg(3) = dimy (Mg} = Y _(—1Pdume(Fy). = > (=1)7 Hg, (i),

=0 =0

w

Demostroeidn. La resolucidn graduada M*® es de 1a forma

g1

m rey ™
0 —> @(Fk), B @(Fkuﬂz g2y @(Fo), LN E?Mz —0

L=}
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con ¢; morfismo graduado de grado cero. Asi, si ¢, = )](#), obtenemos una sucesién

exacta de k-espacios vectoriales de dimensidn finita

Pk Pkl

00— (Fe)i— (Fx 1) S {Fo); Ak M; 0

Per el lema {1.4.11} tenemos que

k

dim(M;) = Y (—1Ydimg(F}); =0
=0

[

Por 1o tanto,

dimg (M) = 3 _{-1)dimy(F}); =0

=9
|
Haremos uso de este teorema para cdlcular las funciones de Hilbert.
4.2 Polinomio de Hilbert
Supongamos por el momento que el R-mddulo a considerar es R = kfzq, ..., z.].
Observacién 4.2.1. Para cada r fijo, con i,7 € N, el coeficiente binomial (*I") es un

polinomio de grado r en ¢. Ea efecto,

(i+r) _ i+t (E+rHi+r—-1)---(z+1)

r ir! 7!
. . 1
=(itr) D)
_ T+ e - ieg !
!

con a, € k.

Observacidn 4.2.2. Del corolario {4.1.8} tezemos que la funcién de Hilbert para R coincide

con un polinomio, para todo s € I

Observacion 4.2.3. El corolario {4.1.10) nos dice que para ur R-mddulo libre deslizado
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su funcidn de Hilbert s de la forma

; = S fi—d T
=1

=1
v por lo tanto coindide con un polinomio en 1, con ¢ > max(d;, .., dwm)
La ditima observacién es solo un caso particular del siguiente teorema de Hilbert.

Teorema 4.2.4 (De Hilbert). Sea M C R™ un R-médulo graduado finitamente generado.
Entonces existe un Unico polinomio H Py, tal gue

HM(Z} = HPM(Z},
para i suficientemente grande.
Definicién 4.2.5. El polinomio H Py del teorema anterior es llamado el polinomio de Hilbert

de M.

Demostracidn del Teorema (4.2.4). Sea M un R-médulo graduado finitamente generado.
Por el teorema de Sicigias de Hilbert podemos considerar una resolucién graduada finita
M*® de M

60— F Fr e Fy M 0

Por el teotema (4.1.11) tenemos que

k

Hy(i) = -1V Hi, ().

=0

La cbservacién anterior nos dice que cada Hp, {i) del sumando coincide con un polinomio
para i suficienternente grande. Por lo tanto, al ser Ha(z) suma finita de polinomios, Has(z)
es un polinomio para 1 suficientemente grande. N}

Pars. facilitarnos el proceso de calcular el polinomio de Hilbert de algin cociente de

mdédulos graduados, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 4.2.6. Sea M un ER-mddulo graduado finitamente generado, teniendo una pre-
sentacion de fa forma M = F/N, donde F' es un f-médulo libre con base homogénea y vV

un submédulo generado por elementos homogéneos. Entonces
Hy = Hpjv = Hpjn, ()

para cualquier orden monomial > sobre F.
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Demastracion. Sea B el conjunto de monomiocs que no estdn en in. (N). Sean

Fy={f € Fldeg(f) = d}
Ny ={f & N|deg(f) = d}
My ={f € M deg(f) = d}
B; = {m € Bideg(m)=d}

Al ser graduado M =@ M,, y por el lema (1.1.18), My = Fy/Ny.

Por el teorema de Macaulay, la imagen de B en el cociente F'//N da una base de k-espacio
vectorial para M, implicando que la imagen de By es una base para M. Por lo tanto,
dirmg (M) es igual al nimero de elementos de By, que son los elementos de Fy que no estdn
en in.{Vy), es decir,

d'lfmk (;Md) = dimk(Fd/in> (-N-d))-



Apéndice A

A.1 Algoritmo de la Division

Algoritmo de la Divisidén A.1.1. Dades dos polinomios p(x) y ¢(zx) € k[z], con g{a) # 0,

entonces existen dos pohnomios t(z) y v{x) € k(2] tales que
p(z) = t(z)q(z) + (=),
con r(z) = 0 & deg(r(z)) < deg(gq(x)), deg(t(z)q(z)) — dey(p(x)).

Demostracién. Véase Hungerford ([Hun74), pag. 158). O

De este algoritmo se sigue la siguiente proposicidn.

Proposicién A.1.2. El emlio de polmomsos k[z] es un Domanio Entero, Dominio Bu-

chdeano y Domainio de Ideales Principales.

Observacién A.1.3. Por la proposicion (A.1.2), tode ideal I € kfz] es de la forma [ =

{p(z)}, con p{z) polinomio de grado minime entre todos los polinomiocs pertenecientes a /
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90 Apéndice A
A.2 Teorema de la Base de Hilbert

Teorema A.2.1 (De la Base de Hilbert). Si § es un anillo noetheriano, entonces S[z]

es noetheriano.

Demostracién. Sea I' < S[z] un ideal. Probaremos que 7 es finitamente generado. Definimos
para cada n € N al conjunto I, = {r € S|ic(k) = r para algin i € S; con deg{h) = r}U{0},
el cual claramente, para cada n € N, es un ideal de 5. Notando que I, € [,o; v que S es
noetheriano, tenemos que existe N € N tal que

I, =Ix (A1)
para todo n > N, v que ademas los ideales I, son de la forma

Lo ={rn1; - Tar) (A-2)

es decir, son finitamente generados.
Para i = 1,...,N y 7 = 1,...,t sea fi € I un polinomio tal que le(fyy) = r; v

deg(fi;) = i. Renumeremos a los indices ij para obtener al conjunto
{fh""lm} :{f!][i: 17"'11?\"; J= 1:'--7ti}
v considerar al ideal {fj,..., fm)-

Podemos suponer que todo polinomic de T de grado menor a N pertenece a {fi,--. . fm)-

Afirmamos que

I= (fl:---sfm)

Supongamos lo contrario, que existe f & [ tal que [ € (f1,.--, fm)- Por (A1} ¥ {A.2)

tenemos que Ie(f) = Y po serx, donde sp € 5. Como deg(f) > deg{fy), para todo k,

podemos considerar al elemento

e s
9= s fpe®ohi-deall) e (f . f)
k=1
Asi el elemento f — g que pertenece a [, no pertenece al ideal {fi...., fim) ¥ es tal que
y
deg{f — g) < N, lo cual no puede ser cierto. Por lo tanto

I = {fl:--wfm}

Corolario A.2.2. E! anillo k[z,,...,z.] es noetheriano.



Bibliografia

[Buc70]

[Buc78]

[CLO9E]

[Eis95]

[Gor00}

[E1i190]

[Hilo3]

[Hun74]

[Mac27)

[Sch80]

B. Buchberger. An algorithmic criterion for the solvability of algebraic systems of
equations. Aequationes Math., 4:374-383, 1970.

B. Buchberger. A theorical basis for the reduction of polvnomials to cancnical
forms ACM SIGSAM Bull, 39:19-29, 1976.

D. Cox, J. Little, and D. O'Shea. Using Algebraic Geometry, volune 185 of Grad-
uate Text in Mathematics Springer-Verlag, 1998

David Emsenbud. Commutative Algebra- with a wew towerd algebraic geormetry,
volume 150 of Graduate Text in Mathemaiics. Springer-Verlag, New York, First
Edition 1995. Corrected Second Printing, 1996

P Gordan. Les invariants des formes binaires. Journal de Mathématiques Pures et
Appliqués, 6:141-156, 1900

David Hilbert. Uber die theorie von algebraischen formen. Math. Ann., 36:473-534,
1890.

David Hilbert. Uber die vollen invariantensysteme. Math. Ann., 42-313-373, 1893.

T. Hungerford. Algebra, volume 73 of Graduate Tezt wn Mathematics. Springer-
Verlag, 1974.

F § Macaulay. Some properties of enumeration i the theory of modular systems.
Proc. London Math. Soc., 26:531-555, 1927.

F.-O. Schreyer. [He Berechnung von Syzygien mit dem veroligememnerten Weier-
strass’schen Divisionssetz. PhD thesis, Universidad de Hamburgo, Alemania, 1980.

91



92

[Wis01] R. Wisbauer. Foundations of Module and Ring Theory. Gordon and Breach Science
Publishers, 1991.



	Portada
	Índice General
	Introducción
	Capítulo 1. Módulos
	Capítulo 2. Bases de Gröbner
	Capítulo 3. Sicigias
	Capítulo 4. Polinomio de Hilbert
	Apéndice
	Bibliografía

