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INTRODUCCION

La teoria desarrollada sobre I Estadistica Circular os muy 1eciente, 6sta tione como
ebjctivo ol andlisis de datos distribuidos en nna circunferencia, por lo que cualquier
tipo de observaciones en un plano o referidas a un fendineno cicheo estdn dentro de
su estudio.

Pensando en una analogia con la Estadistica cldsica, se ha construado una base
tearica on la que los conceptos y resultados eonocidos en relacion a estadistica des-
criptiva, funciones de distribucién, pruebas de hipétesis, andlisis de regresion, analisis
multivariado, etc., se han adaptado o replanteado para que en la Estadistica Circular
tengan sentido.

Esta tesis se centra en el estudio de la Bondad de Ajuste para pruebas de aleatorie-
dad de una muestra de observaciones circulares, el cual incluira el anslisis matematico
de las mismas y su aplicacion, para ampliar asf el panorama practico que hasta ahora
ha sido limitade, de acuerdo a la bibliografia con que se cuenta.

No hay un material que conjunte de manera clara, sencilla y compieta, estos dos
aspectos sobre el tema: el tedrico y el practico.

Para cumplir con dicho objetivo, se plantea en el Capitulo 1, una breve explicacidn
de conceptos basicos que se manejan en Estadistica Circular, asi como la definicién
de la funcidn de distribucién uniforme, que serd la hipdtesis nula en todas las pruebas
que se presentardn.

En los Capitulos 2 v 3, se analizan varias pruebas: la razén de su separacion estd

en el planteamiento de la hip6tesis alternativa, ya que en el primer caso se definird



una funcidn de distribucion especifica y en el sezundo caso, gue os mas general, no se
requiere plantear una funcicn de distribueion para la hipdtesis alternativa.

En ol Capitulo 4, so realiza una aplicacion indédita de las pruchas de aleatoriedad
en estadistica circular, ya que s6lo se tienen aplicaciones en relacion con la migracion
de animales, ademds se dan ideas sobre otras aplicaciones que son de nterés en otras
dreas del conocimiento come son la Medicina, la Geologia y la Ecologfa,

Finalmente se encuentran las conclusiones de la investigacién desarrollada y un

apéndice donde cstin las tablas utilizadas para la aplicacion de las pruebas.



Capitulo 1

GENERALIDADES.

En las pruebas de aleatoriedad se utilizan conceptos bisicos generales que se analizan
a continuacién con el fin de comprender mejor la teoria que so presenta cn esta tesis.

En estadistica circular las direcciones se representan con puntos sobre el circulo
unitario, a cada observacién se le asocia un dngulo o que mide el acimut, que es el
dngulo que va desde el Norte hasta el lugar donde se encuentra la observacién, en el
sentido en el que avanzan las las manecilias del reloj. El Norte corresponders a la
direccién cero o el origen de la circunferencia.

De la misma manera que a cada direccién de una muestra aleatoria, representada
por un punto en la circunferencia unitaria, se le asocia un angule; también se le asocia

un vector unitario: e1, €z, .. , €n-

Se define al wector medio como el vector resultante de la suma de los vectores

unttarios, dividido entre el ntdmero de éstos:

ey teat . ten)

)



)
Al dngulo gque foria ol vector wmedio con el ege positive X ose lLana dngels medio
do lamuestra y lo denotareies como &« Sean 12 1a longitud del vector resultante y

ria longitud det vector medio: esto os;

R =

1 T = =m1 : ?' =

Ll
Tl

n
E Cy
=1

0 €< R<n 0<r<i1

Se puede escribir a r usando coordenadas rectangulares:

S1T y 7 son las coordenadas rectangulares del centro de gravedad o de masa de

los puntos, entonces:

- 1 _ 1
T = ;($1+I2+...+$€n) 7:;(y1+y2+...+yn)
1 L, . .
= - {cosf + cosfy +. cosb,) = - (sinf) +sinfs + ... +sind,)
- 4, g, | =»r—-— 088, iné,
R (; cos ) + (; sin ) T - (; cos ) + (; sin )

Al obtener la proyeccién del vector medio sobre otro vector con direccidn fg se

pueden presentar dos situaciones:

1) Sifig =0 (Fig 1), la proyeccién sers precisamente:

X =

B h e

ki3
E cos @,
=1

i) Si 8y £ 0 (Fig.2), la proyeccion serd:

p=rcos Ty — f)



Fig. 1 Fig. 2

Los fenémenos de ocurrencia ciclica en los que pudiera existir mds de una moda,
son numerosos. Por ejemplo, se han registrado las direcciones que siguen ciertas
especies de aves que al liberarlas en medio de un lago, vuelan siempre hacia la orilla
mds cercana; en ese caso, dependiendo de la situacién geogréfica se podria ajustar la
muestra a una distribucién bimodal.

E] indice de contaminacién méxima en un dia deberfa presentarse en las horas
en que hay més coches circulando, {cuando se inicia v termina la jornada de trabajo
matutina); que también serfa una distribucién bimodal.

i el 4ngulo entre las dos modas es arbitrario, no existe un método para transfor-
rear la muestra en otra que sea unimodal, pero si este dngulo es de 180°, es decir, los
datos estdn diametralmente opuestos entre si, se dice que se tiene una muestra alea-
toria con datos axiales y en este caso se puede implementar una manera de convertir
la muestra en otra que sea unimodal.

En Estadistica Circular las muestras aleatorias con que se trabaja son muestras

aleatorias de dngulos: 1,8s,...,8,,.

La distribucién més importante en la Estadistica Circular es la de “von Mises”,
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pucs ox amitloga @ la distribucion Normal de L estadistica convencional

Una variabie aleatoria 6 tiene distribucion von Mises st su luncion de densidad de

probabilidad cstd dala por:

[0 g, 1) = zﬂ(l)(h)cncus(ﬂ—.uu) 0 << 2, n 0, 0< pg < 2

donde fp{~} os la funcion de Bessel modificada:

L1
B = 3 73 57)
r=0 °

to es el pardmetro que indica la direccidn media de la distribucién y & describe su

concentracion, si este dltimo es cero:

1
- ) = — <
f(g,,uu,h.) o 0_9S27’r

que es la f.d.p. uniforme en estadistica ciccular. Conforme s crece, la distribucién se
concentra mis alrededor de

Otro concepto que es necesario revisar antes de analizar las pruebas de hipdtesis
es el de longitud de arco, que mide las diferencias en grados, de las observaciones
adyacentes. Sean 01y, 02, ...,0(ny las estadisticas de orden lineales de 6,0, ...,6,

0<d, <2xn
Lo=80q1y — 6., ¢=1,2,. ,n—1, Tn=27_9(n)+9(1)

Desde 1os inicios de la estadistica , los andlisis se han comenzado proponiendo una
distribucion para las observaciones, posteriormente se verifica si ésta es cierta. El

estudio de este tipo de procedimientos se conoce como bondad de ajuste.



Capitulo 2

PRUEBAS DE BONDAD DE
AJUSTE PARA PROBAR

UNIFORMIDAD

Se prescntardn cinco pruebas de esle tipo. La hipotesis nula para todos los casos
establece que la poblacidn de la que se extrajo la muestra tiene distribucién uniforme,
en lo que respecta a la hip6tesis alternativa, en algunos casos ésta podréd establecer
una distribucion especifica, que por lo general se iratard de una distribucion von
Mises.

13
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2.1 PRUEBA DE RAYLEIGH

2.1.1 HISTORIA

Comno se analizard més adelante, la prueba de Rayleigh tiene como estadistica de prue-
ba a “r”, la longitud del vector medio. La interpretacion de este valor fue estudiada
primero por lord Rayleigh en 1880, pero fue después de 25 afios cuando J.C. Kluyver
calcula la distribucidn exacta de r bajo la hipétesis nula, sin embargo las integrales
que necesitan ser calculadas en la funcion de distribucién de » son muy dificiles de
manejar, pues guedan en términos de funciones de Bessel, por tal razén personas co-
mo A. Greenwood, D. Durand, K. Pearson y Rayleigh han realizado valiosos intentos

para obtener aproximaciones.

2.1.2 PROPOSITO

Probar si la poblacidn de la cual es extraida la muestra difiere significativamente de
la aleatoriedad, es decir, si existe evidencia estadistica de orientacién o tendencia de

la poblacién hacla una orientacién determinada.

2.1.3 DATOS REQUERIDOS

Una muestra aleatoria de n valores angulares #; 8z, ...,6, que representan direcciones

en el plano o los tiempos de ocurrencia de un fendmeno ciclico.



2.1.4 IDEA BASICA DE LA PRUEBA

La longitud del vector medio v, que varfa entre 0 y 1, s una medida descriptiva en
la estadistica circular, éste se relaciona con la dispersion de las observaciones de la
sigutente manera: si todas las observaciones coinciden, r = 1 ; en este caso resulta
ser obvio que no existe aleatoriedad, pero a medida que los datos se extienden en la
circunferencia unitaria, r empieza a decrecer y en el caso extremo, es decir cuando
los datos se dispersan totalmente en la circunferencia, v es muy cercano a 0, en este
caso la muestra estaria indicando aleatoriedad o uniformidad en su comportamiento.

En las siguientes gréficas se puede constatar:

.,

I/ \/ r= [(é (6005250"))2 + {3 (6.5’.‘3147,250"))2}?12 =1

8, z; =Cos 8; y; =Sen 6,

6, =30°  0.8660 0.5
0y = 60° 0.5 0.8660
/ ’\ 83 = 90° 0 1
\ P /.’i. 8, = 120° 0.5 0.8660
. s = 150°  -0.8660 05
B = 180° -1 0
Total -1 3.732

0.1667, 5 = 0.662

&l
I

.,3
It

[(0.1667)" 4 (0.552)°] % = 0.6440



16

&; z, =Cos 6, =S(;n &,
G, =0 1 | 0 B
#y = 90° 0 1
; N §,=135° -0.7071 07071
\ ;”l. 9, = 180° -1 0
| s = 270° 0 -1
Bg = 315° 0.7071 -0.7071
Total 0 0
Z = 0,5=0
r = 0

Esto conduce a pensar de manera natural que 7, la longitud del vector medio
debe funcionar como una buena estadistica de prueba.

Si n es muy grande, la estadistica de prueba que se usa es ;2 , resultado que

Jjustificaremos después.

2.1.5 HIPOTESIS A PROBAR.

Las hipétesis nula y alternativa, son:
H, : La poblacién se distribuye uniformemente (hay aleatoriedad)

H, : La poblacién se distribuye bajo una direccién definida.



\7
Fn este caso se define una prucha pog ceciente de vesosimdif ades donde 11, indiearsi

que la poblacion se distribuye como una von Mises(x, A)

2.1.6 DISTRIBUCION DE “R”.

Considere el siguiente problema:

Una persona ostd en @l puntoe (0,0) y camina cierta distancia en linca recta, en-
tonces gira un dngulo § y camina por segunda vez una nueva distancia; ¢! proceso se
repite n veces. Queremos ahora encontrar la probabilidad de que después de n pasos,
se encuentre a una distancia dada del punto inicial de partida, es decir , del origen.

Obsérvese la sunilitud que existe entre el problema de encontrar la distribucidn
de r y el mencionado anteriormente. La diferencia principal consiste en el tipo de
observaciones que se Lenen, en el primero, se pueden pensar como coordenadas po-
lares ¥ en el segundo como cocrdenadas rectangulares, esto condueird a trabajar con
algunos camhios de variasble para pasar de un problema a otro.

Se definen entonces:

l1,12,. -, I, las longitudes de los n pasos con direcciones 8., 8, ....8,

Se supone que se trata de una muestra aleatoria y que :

F(8) = 51— < 8, < 2= ( Bajo Hy)

Los n vectores con componentes : (I, sind,, [, cos8,)

Sean:



Yo=Y sing,
t=1

B = VX4 Y2

S¢ necesita cncontrar la distribucion de 2. Reduciendo of problema definiéndolo

en términos mas simples:

z = leosf
y = lsind
Por el Teorema de Inversién sabemos que es posible escribir la f.d.p. conjunta de

z y y en términos de su funcién caracteristica.

Sea ¥(#,¢2) la funcisn caracteristica conjunta de = y y -

P{tr, 1y) = E(e77)

entoneces:

1 O +0o
fapi®y) = aﬁ*j/ / eIl (sy  by)dt

—0 —00

Sean:

th = pcosd

o

I

psin®
Sustituyendo con los cambios de variable z,y, £, {2 tenemos que:

plitreretay) e[x(,ocosé}(tms&)ﬂ(gsin@)(lsm&}l = plisl(eos® cosdpsmSsind)) _ ol cos(f—-&))
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cntonees
E ((*(""“"“(”'q’))) =¥ {p, &)

Conociende f;,.5¢ puede oblener fi

fi.ﬂ(l!()) = fu..y(-?:a ?J'} "](:I:1y)|—l

Cuando T ={cosd

y =[sind :
| (2,97 =1
v cuando ¢, = pcos @ ts = psin @
|J (1, 82) 7" = 0
por lo cual:
1 27 o0
1.8) = e(leai!(:xos(é'l_tI:})J!lf;t\Ir(p,fb]a‘.pd'il>

fuo (4.8) o { [

Integrando sobre el recorrido de # y acomodando de manera conveniente el orden

de integracion, obtenemos:

co 2m [2m
1
fl)= (2w)2] / f el ag | ol (p, &) dpd®
o0 3}
Esto es vilido ya que:
27
H= / pl—ipl cos(@—)dpd®)
0

no depende de ©, ademss aplicando la teoria de las funciones de Bessel[2], sabemos

que -



)

1
2‘:};1)’ = -)‘(; (,0, -'.')

y sustituyendo en lu fdp. de ), obtenemos .
oo 2n

il/fpfo P )W {p, 0) dpdd
9

2or
0

Ahora es tiempo de volver a nuestro problema inicial, que era encontrar la f.d.p.

de R = /X% + Y2 FEn esto caso la funcién caracterfstica de z y y serd.

n

H Jo (lip)

=1

Y
o0
f{R)= RfuJo (liw) du
0
Comoennuestrocaso iy =l = ...=l, =1,

Firy=r | wlolur)Jy () du
{ ;

La teorfa de funciones de Bessel nos ayuda de nuevo pues :

d{z (=)

da = .27.]0(56)

por lo tanto

ry=v [ Ji{ur)J§ (u) du
!

que es la expresion minima que podemos encontrar de la funcidn de distribucidn de

T.
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Ioxiste otra manern de encontrar Ly distribueion de » | se anadizd o caso en el
que se lengan dos observaciones:
Se definen [, 0, 7= 1,2 como antes y nos releriremos ademds como S al
vector resultante de {) y iy
Sea 5 {r, [y, {3} la probabilidad de gue despuds de dos desplazamientos, la distancia

al punto de partida sea menor que

1
1L =
Py {r;ly, ) o /dgl

el problema es conocer qué valores puede tomar 81, se sabe que s6lo puede tomar los
valores tales que Sy < 7. Para que se curapla esto, Kluyver introdujo un “factor de
discontinuidad” [3)definido como:

[e.o]

¢ s 52 >Tr
r [ Ji(rz)do (Sax) dr =
0 1 st Sz < T
entonces:
Py oo
Palrt =5 [ a6 [ 50 do(,9)
0 "o
ademds por ser S, el vector resultante, $; = I2 + I3 — 2415 cos ;,por lo que:
2
1
] Jg (({f + l% - 2l1£2 (‘,036)2) de = 27?J0 (II} J(} ({2}
0

De ssta manera se puede escribir

oo

Pz(?", 51, lg) = T'[ Jl ('i"ll;) J() (l1$) Jﬁ UQE) dx
0

Si se tienen n observaciones, realizando el procedimiento anterior n-1 veces se

obtiene que



i
[2V]

Y]
Dol e, L) = ¢ / Jy{ra) Ty () Jo (e Ty ()

0

yeomo {, =1 Wi
ooo
P (r) = ‘a'/ Jy{ra) i (x) dx
0

que es el mismo resultado que obtenido con el primer procedimicuto,

Con la hipdtesis nula que se estd estudiando. la hipdtesis alternativa puede esta-
blecer que la poblacién tenga una distribucién von Mises, sin embargo de esta dltima
se derivan en total doce posibles modalidades, ya que de acuerdo a los intereses que

se tengan, se pueden variar los pardmetros de la siguiente manera:

Para p:
0< <o
S <y
= by
Para
k= &* > 0 {k"desconocrdo) K=K
K <K R <K< Ko

Se analizars el caso mas dificll, que es cuando desconocemos ambos

pardmetios, es decir:



Bajo Hy: & =0 ¥ Bajo , r e = s

0 < p<lm
@ = {(sp) /0L kK <000 < 2m}
w = {(s5,4)/k=0}
Las funciones de verosimiltud son:
Liw) = ﬁ—1~- ! st 0<f,<2n i=12,..,n
z‘=127t'“(‘271')“ P AR A
Lg) = e 0<6,<2 0
= S ; L < <
(©) E 5T () st 0<8, <2r, k>0,0< u<2x

= [2nl (&™) 7" e[zr:x K" Cos(8,~))

mL(®) = —nln[2rl (x") —(—ifs*Cos (8, — )

=1

= —nlnlr —nlnlp{s") + " ZGOS (8, — u)

=1

Derivando con respecto a u para obtener el estimador méximo verostmil de g

An L(O) =
it Sl VL Sen (8, —
2 K ; n (6, — 1)

81 n*}jSen(B2 —u) = 0= ZSen g, Cos pt — ZSen #pCosf, =0
=l =1 =1

Senp 3o Senf, Y

Cosp Yo .Cos@ X

pero el dngulo que cumple que %’:—% = § es Tg Angulo formado con el vector

resultante y ¢l eje de las x's



Se deriva con respecto a st para oblener of estimador maxime verosiil de &*

OL(O) _ zndlnly (o) | Zcm 0, )

O

Por definicion {2J:

o 2rtp
Ly=> {Tlp+r+ I (r+1)}" (_2.)

por lo cual:

O (=) _ (&) 1(=)' L (&Y
ot (2)+2(2)+23 7)) T

Por otro lado:

L") = i{l‘(m—z)p(ﬁn_kl)}_1 (%)2r+1

Il
TN
ro| 3,
p
+-
B3
TN
ro| #
S’
(783
+
M'
" -t
o)
TN
ra| &
N
&t
+

Lo cual muestra que :

= _ 81'0 (K)*) 8111I0 (h‘,*) _ Il (fg")
L") = D = Dicr I )

Entonces:

© T -
M“;* I Py +ZCost9——

"
el -

Igualando a cero:
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l ki3 L LT3 n
= ‘0s (0~ p) = — Tos 8, Cos - -
- Z;Gm( #) - ;C"os @, Cos p -+ Zbrn 0, Senop

LED

l k13 mn
= ;C()s ;LZC(J.S #; + Sen ,uZ.S't.n f,

i=l i=]

v como 4 es estimado por ol veclor T ¢

I (&%) 1 | Cos 8, « " Sen 8 <
Ig(ﬁ',*) ; Z R ;COS 61'*’; Iz ;SEW 92'

2=]

1R* R .
Y B

Entonces el estimador méximo verosimil de « es la solucién de A (%) = B o de
manera equivalente ¥ = A~! (R) . La solucién de la ecuacicn anterior se obtiene sélo
mediante métodos numéricos. Una aproximacién para estimar & la dieron Abramowitz

v Stegun{d:
2) Si0< R<0.45 R =1R(12+6F +5R )

b) Si0.45< B<0.8 R=2R
¢)Si08<R<1 R=1(1-FK)
Sabiendo ya cudles son los estimadores ¥ y i, se realiza el cociente de verosimili-

tudes:

L@) _ (2m) " _ Gt _hEY

£(8) " (rlo ) " TR nly ) e e

Como A(K) = &

(o (&))"

= A= rEaty
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Se analizard alora qud tipo de funcon o8 A, pua conocer asi endl seréd In tegion
eritica de la pruch

In A =nlnly{F) —afAE) =n»{lnly (R} - RARE))

Se sabe adends que

Bl ()

= .[1 (h‘:}
por lo cual

8lnx  nh(R) . - - o e et _ gt g
= = Iol('fi) - nRA'(R) - nA(R) = nA(R) - nRA' (R) — nA(R) = —nRA' ()

Por la definicién de R, se sabe que R > 0, por lo tanto & = 0 pues A (%) = F;
ahora se verd cémo es A’ (), para lo cual seconstruird una ecuacitn que involucre esa
expresién y asi se pueda interpretar su comportamiento.

Sea # una. variable aleatoria con £.d.p. von Mises (0,«) :

e(n cos @)

f(g):m 0 <6< 2, k>0

Sea cos @ una transformacion de #, entonces:

e{fc cosd)

2
1
— ‘ - A= - y (rcosd)
E (cos8) /cos 627r10 B df ST (%) /0036 e dé
0 o

G 0 g
1 (scosd) 1 > K cos™ @
= 9 @ =
27l (%) f oo Zﬁ 'r‘! Iy (%) f ZO o
0 = o ™=
£ 2T 2w o 5 3 2T 3
- 4
_ s df 52 & cos® @ #° cos® @
STy () /(‘OSG +fmco€ 9d6‘+/ 5 a8 -+ BT dg + ...
0 ¢} 0 a
1 %3 6°53 1 [& %31 #5531
- O+me+ —m4+0+—oomt .| = AN S E A
27?[0(5}{ N4 564" T } To (k) [2+3{42+5!642+

() (0 e ] 2



Por lo tanto:

”""177(15

¥:

i) = DO LW =L ) _ L) L)

12 (r) Io(s)  I§ (k)
Se sabe que:
K PRI | K5 1 ANT 1

LW=5+(3) o+ (G) @) @+
por lo que:

FPRPED S €A S A S S £ L

fl(ff)—2+(_) 31112+(2) 3!2!2+(2) AETR

escribiéndolo de una manera diferente:

1 _"H_KQS +n453 &_ZE§ N
T 2 |T T 24" Twed" Telged
2 2~r Py g
1 " rt 6 K5 8
= = coS 9d9+ cos* @ df+ — [ cos” @ df0+ — [ cos®@ d8 4+ ...
2 4! 6!
Lo 0 0 0
1 7 5, e (K cost)" T cos? § elreos)
= = MUY el = S
o fcos g Z; ; f 5o do
Lo = 0
Por lo tanto:
r ( ) k! 2 g {reosd)
1(& cos” f ehves o
To (#) f Inly (k) (cos)

= E (cos?0) — £ (cos¥) = Var (cos6)

|

o



A

epdonees A (/) > LA e unn funcion wondtona creciente de 7, Del cociente de

vorosnuilibudes que tenfaanes Hegamos o
nhh(R) -wd(F <N = ~-FR< A = R> )"
donde A" estd dada por:
P m > /\I"/Hg} =a

En efecto, la region critica se esperaba de esta forma, pues si se rechaza Hy, es
porque tenemos una R “grande”, ya que bajo [a hipétesis de uniformidad, R, la

longitud del vector medio, debe ser un valor pequefio, cercano a 0

2.1.7 DISTRIBUCION ASINTOTICA DE 2R/n?

A pesar de haber obtenido ia distribucién exacta de R, es evidente la dificultad que se
presenta al tratar de evaluarla, por lo cual se hace necesario buscar una aproximacién
que sea mas sencilla:

“Cuando & =0, XZZ:; Cos 8.,y Y:Z:;l Sen 0, trienen distribuctones nor-
males con media 0 y varanzo n/27.

Para demostrar el resultado anterior se encontrard primero la media y la varianza
de Cos 8,, partiendo de que # se distribuye como una von Mises(0,x).

Hemos demostrado que para+=1,2,...,n:

E(cos8,) = 2 Eg
IR P
Varleosh) = 7400 ™ B0
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De Ia teoria de las lunceones de Bessel se sabe que 2]

[i, (h) _ Iy (h) :: 12 (h)

Por 1o que:

e ) L L) 207 ()
Var (cos@.} = 2 1+ Lix)  B(x)

Y como bajo la hipétesis de uniformidad £ =0, paras =1,2,..n :

E(cost,) = ——=9:=U

1
Var (cos;) = 5 {1 + % - _1_} =

[N

Aplicando el teorema del Limite Central:

E " cos #;
=1
Por lo que :

f
Zcosﬁz ~ N (O, E)
— 2
=1
Bajo las mismas hipétesis £ (send) = 0, pues el sen 6 es una funcién simétrica con

respecto a 0, por lo que Var (senf) = E (sen?d} y:

2 i

(keost) 1 > (kcosd)"
E (sen®d) = '{sen@%m=m'{sen29§(—(%d9
. 27 ; 2 ; 2 2 . . 3 7
= m ]sen9d€+n/sen90036‘d8+§‘/5en8ms 6’d9+§/5e
1 ’ K27 i kirl fcﬁrrl(i’) 0
= m-)-|:1T+0+Ez+0+—4-!-15+0+a15§+..]
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Y bajo ta hupotesis nuln, w« = 0 -

» L
E (sun'U) = ST =

Bl —

Entonces como ocurrid con X-

o
e

Y:Zsen #, ~N (U, :
=1

Y:
(37, sen 8.)° + (37, cosd,)® 5
0 ™~ X(2)
3
esto es,
°R*
o Xt

siendo ésta la aproximacién que en realidad se usa en la prueba v a partir de la cual

se construyen las tablas.

2.1.8 INVARIANZA BAJO ROTACIONES

Como se habrd notado, el hecho de suponer que & tiene funcién de densidad von Mises
con g = 0 facilita en gran manera los célodlos v es que en realidad no es necesario
mostrarlo cuando 1 # 6, ya que la prueba de Rayleigh tiene la ventaja de ser una
prusba mvariante bajo rotaciones, la idea de la demostracion es la siguiente:

Con la hip6tesis nula de nuestro interés:

1
Hgf{g):% 0 <8< 2m,

Se define a la hip6tesis alternativa H, como una clase de funciones de densidad in-

variantes bajo cualquier cambio de direccién, de manera més clara, si (£, €5, ..., £, )representa
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una miwstra aleatoria pertencetente @ Ja familin de .. entonces tambitn (€05, § 0", L €, 0')

pertencce a la clase de funciones de depsidad de H, |, donde e es cualguier constante
real.
De acuerdo con Lehmann[3], con las caracteristicas dadas, la prucba de Ay contra

H,, debe cumplir que para su funcidon potencia ¥ ;

IIJ (‘El,g?.a . :én) =0 (glemxg‘zcma '-'7‘51181“)

Si se hace un cambio de direccién, tomando a 6, como nuestra nueva direccion

cero, se define:

S;c==§—'rc k=12 .,n-1
£n
0 bien,
Sy = ¥ o =0 — 6,

entonces ¥ sélo dependerd de n — 1 variables, pues S, = 1, por lo que ls funcién de

densidad conjunta de o, ap, @, serd:

o

n—1
g(alvaﬁ,---aan*l) = [g(@n)Hg(ﬁk) db,
o k=1
2T n1
= fg(Bn)Hg(9n+ak) dé.,
0 k=1

Pero bajo la hipdtesis de uniformidad g{a;,®s..,¥,—1)€5 una constante, por
lo que podemos encontrar una constante C' tal que la funcién g{C1, Ty, Ch1)>C,
concluyendo que ésta es la prueba uniformemente mds potente para probar la hipGtesis

Hy contra H,, de todas las pruebas invariantes con el mismo nivel de significancia.

T



Podemos tambitn expresar In funeidn g, en térmimos de las variables originales

& il
Qe = € L

2

g(gl’g'ﬁ!?“‘)gu) = /Hg($+0,) Ci.’L’ > ()

Ty vt

y particularmentc para una poblacién con f.d.p. von Mises(ug, &) :

Hg (z+8,) = H ! glncoslatti—po)l 0<8,,puy<2rm >0
=1

—1 27TIO (K.)
_ 1 s tessmnore)]
(27l ()]
Pero:
n k13 13
Zcos {z — ) +68,] = cos{z—pug) Zcos 8; —sen {z — ) Zsen 8,
=] =1 =1

= cos(x— ig) ReosTy — sen (& — pg) R sen Tp

= Recos{(z + Fo) — p)

De esta manera la furcién de densidad conjunta de £,,&,, ..., €, queda simplificada

2
iR cos(z+55—)

9(‘51152,-- Jgn}:[w

Pero esta expresion es muy parecida & la funcién de densidad de una variable ven

Mises(z -+ Zg, £R) , evaluada scbre todo el recorrido, para verlo con més claridad se

lo{s ) |
Io(kR) °

muliiplicarsd la expresién por

27 o
Io{sR) /eiﬁﬂmsﬁwﬂ-ﬂo)! Io (xR} To{xR) o0

e o T 2R @0 (L ()" AAGE
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Queda asi comprobada la invarianza de Ta proeba siendo ésta una propredad niuy

Wil en la prdactica

2.2 PRUEBA DE GREENWOOD Y DURAND

2.2.1 HISTORIA

En 1955 Greenwood y Durand introdujeron y desarrollaron esta prucba, que es en
realidad un caso especial de la prueba de Rayleigh, se obtiene cuando en ésta, la
hipétesis alternativa si especifica, al menos tedricamente, la direccién esperada. de las
observaciones, mientras que la hipdtesis nula permanece igual. Este cambio que se
le hace a la prueba de Rayleigh tiene efectos précticos muy ttiles, ya que al realizar
experimentos, en muchas ccasiones se tiene una idea de la direccién que tomardn las
observaciones, pero se necesita evidencia estadistica para confirmarla o de lo contrario
para no rechazar la aleatoriedad. Sino se tomara en consideracion la direccidn tedrica,
se estarfa desperdiciando una parte muy importante de la informacion.

T.as aplicaciones de la prueba se centran principalmente en experimentos relacio-

nados con ia orientacién de algunos animales bajo condiciones especiales.

2.2.2 PROPOSITO

Probar si los valores angulares tienden a concentrarce cerca de #y y asi saber sl la
distribucidn de la que provienen difiere significativamente de la aleatoriedad.

Hay que aclarar en este punto que 8y debe conocerce antes de la realizacion del
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experimnento. Por otro lado, st se sabe que. por ¢jewplo, clorta especie animal sigue
cierta orientacion y se desea probar si [a dircecidn media difiore sigeificativianente de
la direceion teorica, no se podrd aplicar la prueba de Greenwood y Durand, ésta solo

debe ser usada para probar aleatoriedad.

2.2.3 DATOS REQUERIDOS

Una muestra aleatoria de n valores angulares 6,,6y,...,0, y una direccién angular

predeterminada, .

2.2.4 IDEA BASICA DE LA PRUEBA

La estadistica en la que se basa el criterio para definir la regi6n critica de la prueba

serd.

>
I

1 e )
= cos, sifg=06
n'b—l

v = reos(Zo—0) sify A0

donde v y T son la longitud y direccion del vector medio . A estas estadisticas se les

puede dar la misma interpretacion:

Un simple analsis visual de las figuras 1y 2 del capitulol, basta para saber que
X v u representan en ambos casos la proyeccion de m, el vector medio, sobre el vector

con direccién 8y, por tal motivo pueden tomar valores de -1 a I; mds atin, dependen

de la longitud del vector medio, que como se sabe varfa en relacién a la dispersién de
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las abservaciones alvededor de la direceion media, entonces, entre mds parecidos sean
los valores 8, a fy, X v v sordn mds corcanos a 1.

Lo anterior justifica, aunque de manera infonnal, la idea bédsica de Tn prueba y su

relacion con X y v

2.2.5 HIPOTESIS A PROBAR

En el caso It
Hy: =0 Bajo H,: K= k>0 {desconocido)

p=>0 =10

2.2.6 DISTRIBUCION DEZ Y v.

Primero se mostrard que el cociente de verosimilitudes que establece la prueba, con-
duce a la necesidad de saber cémo se distribuyen estas estadisticas.

Enel caso It

Bajo Hy: k=0  Bajo H,: k=r*>0  (desconocido)

p=10 u=0

O = {(g,x)/p=00<k < o0}

w = {{pr)/p=r=0}

Como # es desconocido, se encontrara su Estimador Méximo Vercsimil, para sus-

fituirlo en €l cociente de verosimilitudes:
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M tncandl)

L(©)

ey 2r Ly ()
mL(®) = & Zcos 0, —nln2r — nlnly(x)
=1
AlnL{B) S I (&)
Ok Z cosbi = Iy (#)

=1

Igualando a O:

Por lo que Rarv es la solucién de la ecuacidn anterior, la cual sc puede aproximar
s6lo por métodos numéricos.

El cociente de verosimilitudes queda determinado corno:

L) - (2m)™
IO oty (R0
= Io(g;)) <A=nlnl{r) —nkX < X =X > \"
€

Donde A" se obtiene de [7 > A”/Hg] = ¢,

Si se modifica la hipdtesis alternativa:

Kary serd ahora la solucidn de ia ecuacién:



2 cos (0, — &) _Li(w)

i AW

i

Al deswrrollar ¢l lado inquicrdo de la ceuacidn:

T

1 « 1
- s (0, —G) = = cos 8, cos 8, sen &
- 75_:1 cos ( o) - E cos @y + sen &, sen &,

=l

1 - . -
= =~ (cosBoZRcosm + sen HOZRsen Eo)

=] =1

= cosfRcosTg + sen §y.RR sen Ty = Reos (Tp — Op)
Entonces Karv €s la solucion de :
Reos (Tg — ) = A(x)

El cociente de verosimilitudes es por tanto:

L@ _ (2m) "
L(6) ekt
R
pues T = —
e,

elfn?r cos(Fo 8o )]

2

= nlnly(R) — En®rcos{Tp — Op) < A

= v=rcos(Z - fy) > A"
donde )", se obtiene de Pjo > =«

En realidad la estadistica de prueba que se usa es (Zn}%v, POr SU aproximacion

asintGtica que se analizard después.
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2.2.7 DISTRIBUCION DE “X»

Al igual que la pracba de Rayleigh, 1a prueba “o”, es invariante bajo rotaciones. pues
s s6lo un caso particular de aquella. Gracias o oste resultado que fue analizado on

la. seccion antorior, solo se encontrard la distribucién de :

estadistica obtenida cuando en la hipdtesis alternativa u = 0.
Para deducir la f d.p. de X, se utilizard el Teorema de Inversion, el cual involuera
a la funcidn caracteristica de X :
n
6 (t) = [ [ Genso, (£) = 01 (£)  donde = = cosé
=1

Partiendo de la funcidn caracteristica:

an
) [ cos(8—~pq)]
¢,x H=F 6(:?.(:058} :fe(zzcosﬁ‘)e do
( ) [ ] A 27|'Ig (Ii)
Sean:
U= COS Ly
¥ = sen g
Como:

wtcosf + weos {0 - ) = (3t + k) cos§ + i (wu/1) sen 9

S1 se define:
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a = s+ sp

b = wufi

2m

1

e Z(u(:usl?+zf1m-ut?)dg
2mly (k) [ (

0

¢ (f)

Usando el desarrolle en serie de la funcidn exponencial:

2r 2w
/e(acw9+zw'110)d9 — /i (GCOSS + '-:b sen 9) do
10 'G TL:O ﬂ"
2
7 (acos@+ibsen 6)°  (acosd +ibsen )  (acosd+ib sen ¢
2! 4! 6!
0
w(a? =12 3w (a® - b))’ | 5wl — b2
= 2m+ o1 + T g + i ol + ..
or | B=a) L3 - e’ 52 —a?)®
= ZT — —_
2.2 g-4! 16 - 6!
_ (62 _ a2) (52 _ a2)2 {62 _ a2)3
= 211'!:1— 5 5742 ﬁ22-42-62+"'

= {5 |- %]}

va quef2]

2 x z

T T E e

4 6

Jo(ﬁ):].—

Volviendo a la expresion de la funcidn caracteristica de cos & :

o [(b? - a2)%j

e

Jo { [(t —ixp)® — &21)2] %}
Io (%)




Aplicando ol Teorama de Inversion:

o

glz) = — / o (1) di

2T
o
1 " mnet) pr 291}
= W/P( N)JO,'{I:('L—EH[,L) —h‘.?J] }dt

Bajo la hipdtesis uy =0, setienev =0y p=1:

1 [=e]
_ - {-wwt) T _
glz) = 2775 () fe Jg it — ) dt
-0

Bajo la hipétesis de uniformidad, es decir si k = 0 :

x> o0
1 1
glz) = o ] == R () = o [ {coszt + 1 sen xt) JT (£) dt
; hd
1
= - COs XtJU
T

0

Esta es la funcién de densidad de X, sin embargo debido a su complejidad, se usa

8U aproximacion asintdtica, resultado que ya se analizo.

2.3 PRUEBA DEL RANGO

2.3.1 HISTORIA

Los primeros en formularla y estudiarla fueron Laubscher v Rudolph en 1968, poste-
ricrmente Rao se interesé. Fisher v H A, David no trabajaron directamente sobre el

tema, pero realizaron trabajos de cdlculo que facilitaron la elaboracion de las tablas
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necesariae para 1 prucba. Comao se verd mis adelimte, ésta os una de las prochas

mds rdapidas, pot lo que los investigadores frecuent eente la prefieren sobre otras.

2.3.2 DATOS

Se necesitan n valores angulares 61,04, ..., 8, que representen direcciones en el plano

o los tiempos de ocurrencia de algtin fendmeno ciclico.

2.3.3 PROPOSITO

Probar si la poblacidn de la cual es extraida la muestra difiere significativamente
de la aleatoriedad, o bien probar si hay evidencia estadistica de tendencia a cierta

orientacién.

2.3.4 IDEA BASICA DE LA PRUEBA

Se considerard una muestra de una poblacién con distribucién unimodal. Sea r la
longitud del arco méds pequeiio gue contenga todas las observaciones de la muestra
Si r es pequerio, fisicamente se tendria una gréfica con las observaciones concentradas

hacia una direccidn y entonces se estarfa en condiciones de rechazar la aleatoriedad.
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-

2.3.5 OBSERVACIONES

Los datos deberdn ordenarse y no deberdn estar agrupados. En caso de tener una
muestra bimodal, con las modas opuestas entre si, es decir una muestra axial, podemos

obtener el doble de los 4ngulos, reduciéndolos si fueran mayores que 360¢.

2.3.6 HIPOTESIS

Hj. La poblacién de la cual proviene la muestra se distribuye uniforme (hay aleato-

riedad)

2.3.7 ESTADISTICA DE PRUEBA

w : Rango Circular

El rango circular es la longitud del arco més pequefio que contiene todas las

observaciones. En términos de las variables T’s definidas anteriormente:

w = 360° — max (Tl.,TQ, ...,Tﬂ)



2.3.8 REGLA DE DECISION

St w<w (e}, la hipotesis nula de aleatoricdad se rechaza, con lo que se concluye que

exaste algin tipo de orientacion.

2.3.9 DISTRIBUCION DE v

Para obtener la funcidn de distribucién de w,, bajo la hipétesis de umformidad, se
verd bajo qué condiciones se cumple que w < 7 Por la definicién musma de w. lo
anterior sucede cuando al menos una de las longitudes de los arcos 7)'s sobrepasa el

valor ¥ =27 —r. Sea E, et evento 7,>7 ,entonces por el Teorema de la probabilidad

total-

=
=
i

-(0s)

nPr(E) — (”2) PrEyEy+ ...+ (—1)} (’D Pr (£;...Es)

1l

donde s es la parte de integracién de 2x/r .

Se encontrard la probabilidad de E1E»...Ey. Como los Es estdn en funcién de los
T!s, se tratard primero de estudiar ésta.

Si una estadistica n (6,6, 6,,) es invariante bajo rotaciones se puede decir que la
misma se basa en s6lo n — 1 variables, escogiendo por ejemplo a §,, como la direccién

cero, se tiene que 7{6,8, _8,) = n(67,63,...,0), y la funcion de verosimilitud de

* * ® P
87,05, ..., 0,_, serfa:

L n—-1

/f(@)Hf(&-{-B)dG ., 0<g <, 1=12..n-1L

0 =1



Bajo la hipdtesis nula f (@) tiene una distribucién uniforme sobre (0,27) v s
ademas se considera que las observaciones pueden ordenarse de {n — 1! maneras

distintas, la distribucion conjunta de las estadisticas de orden 07, 87y, .- A

{n— L}

— 0«8 <2n
(27‘?)11_1 1 e

Entonces:

2r—T 2r = =Th-3

-1
g (TI:TZ: seey Tf\.) = (ﬂ Zﬂ' —1 f f dT-,—, 1-- di+l

I

[(n =11/ {{n—k-1)! (@n)"Y){2r = Ty — Ty — ... — TP

Aplicando este resultado a:

2w 2n=T1— =They
P(E;,Eg,...,Ek) B f f Q(T1,T2,...,Tk) didTl

se obtiene:

Pr(E,. Ey) = {1 By~ /zw)}”—l

L Py = Z( T ( ) L=k {2r —r) S

2.4 PRUEBA DE ESPACIOS DE RAO

2.4.1 HISTORIA

Esta prueba es relativamente reciente. Rao la formuld por primera vez y Purl y Yoon
la modificaron posteriormente, haciéndola mds eficiente. Las aplicaciones de esta
prueba se han dado en el campo de la Biologia, por Freid y Wagner, Ireland, entre

otros.



2.4.2 DATOS

Se requicre de wstra aleatoria de novalores angulares 64,05, ., 85, que -
Se requicre de une muestra qleatoria de rovalores angulares €1, 8,5, ..., 8., que repre

sentan direccionss en o] plano o tiempos de ocurrencia de algin fendineno ciclico.

2.4.3 OBSERVACIONES

Ademds de que los datos deben ordenarse, no deben estar agrupados.En case de tener
una muestra bimodal, con las dos modas opuestas entre si, ¢s decir, una muestra axial,

se puede obtener el doble de los dngulos y trabajar con ellos.

2.4.4 PROPOSITO

Probar si la poblacidén de la cual proviene la muestra. difiere significativamente de la

aleatoriedad o si existe evidencia estadistica de alguna tendencia direccional. direc-

cién,

2.4.5 IDEA BASICA DE LA PRUEBA

Bajo la hipdtesis de aleatoriedad, se esperaria que al graficar las observaciones en
el circulo, éstas tenderfan a estar igualmente espaciadas entre si. La longitud del
arco entre cualesquiera dos observaciones adyacentes serfa *0°. Podrian permitirse

diferencias pequenas con respecto a esta cantidad, sin embargo diferencias grandes

no indicarfan una distribucién uniforme de las observaciones de la muestra.
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8., csperados 2., observados

2.4.6 HIPOTESIS NULA

Hy :La poblacién de la que se extrajo la muestra se distribuye uniforme (hay aleato-

riedad).

2.4.7 ESTADISTICA PRUEBA

Haciendo uso de la definicién de los T}s de la seccién anterior, se puede saber que :

z”': T. = 360°
i=1

|T: — & i=1,2, ..., n; son las desviaciones entre la longitud del arco espe-
rada y las longitudes de arco muestrales. Se puede pensar entonces que:

T

B=2 |E

360°

funcione como una estadistica de prueba.

2.4.8 REGLA DE DECISION

Se rechaza Hy, la hip6tesis de aleatoriedad, al nivel de significancia o,s1 R>R({a)

. (valor de tablas).
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2.4.9 DISTRIBUCION DE LA ESTADISTICA

Para cncontrar la distribucién asintética de R = Z?—] ] "‘r’“ | SC usard un resul-

tado de L. Sherman{6], quien demostré que:

-2 B 6

donde g = min (k,n}.

Entonces st k=1 :

By ("] 1)“ (n-i- 3 (2) (n%l)m (e 1)%1

Si k=2:

= - () S0 )T

()OO
9 [ e . nin— 1}n+2jl _ M2 4o (n — 1)n+2

p+Dr+2) [+ D™ 2+ )™ () @ 1)

Podemos obgervar que E (R) — 2 si n ~— oo, ademés:

2nn+2 +n (ﬂ _ 1)ﬂ+2 n 2n+2
(n+2)(n+ 1™ n+1 ’

Var (R) =
para. distintos valores de n se comporta como:

4.02



por lo que Var (1) = £, cou ¢ adecuada.
Se define la variable estandarizaca:
R = ———R"EU?) = (E)i (R— l)
(Va?' R)i % e
Si los momentos de R* se aproximan a los momentos de una variable aleatoria con
funcién de distribucién F (z) , entonees fa funcidn de distribucidn de R* se aproximara
a F(z).

Sherman dernuestra que :

2m
P AN AP | _ Gamfam)t
E _r}l—.I{oIoE [(c) (L e) } T (2e—5)"

con ., = # — (2¢ —5)™, por lo que £’ representa los momentos pares de una

distribucién normal, entonces &, ., ~Normal.

2.5 PRUEBA DE HODGES Y AJNE

2.5.1 HISTORIA

Fn 1968 Ajne estudic la prueba para detectar uniformidad en una, distribucién circu-
lar, sin embargo Hodges anteriormente {1955}, habia desarrollado una prueba acerca
de Ia ubicacién de una distribucidn bivariada. Aungue parezca no haber relacién

entre ellas, en realidad son idénticas, es por eso que la prueba se atribuye a ambos.

2.5.2 PROPOSITO

Probar si existe evidencia estadistica de orientacién o de manera equivalente, sl la

muestra obtenida dista de seguir un comportamiento aleatorio.



19

2.5.3 DATOS REQUERIDOS

Una muestra aleatoria de n valores angulares €. 8., ..., §,, que representan dirceciones

en el plano o los tiempos de ocwrencia de un fendmeno ciclico.

Los datos no deben estar agrupados, sin embargo se puede debilitar esta condicion
pidiendo que, en caso de tenerlos, su nimerc debe ser grande comparado con cl tamafio

de la muestra y en este caso se tendrd una modificacidn en la estadistica de prueba.

En caso de tener datos axiales, se debe obtener en primer lugar el doble de los

angulos dados.

2.5.4 IDEA BASICA DE LA PRUEBA

Se considera un conjunto finito de puntos, localizados sobre la circunferencia unitaria,
se quiere probar la hipdtesis de que la distribucién subyacente de los puntos es unifor-
me; para tal propésito se dibuja un didmetro [, éste divide a la circunferencia en dos
semicirculos, ahora se rota [ sobre el centro del circulo hasta tener el mimero miximoe
de puntos de la muestra de un lado de [, v el mimero minimo del otro lado. Si el
nuimero minimo de puntos que quedan de ur lado de la circunferencia es “pequenc”,
es 16gica 1a sospecha de que no haya aleatoriedad en las observaciones de la muestra
dada. Esto conduce a pensar de manera natural que el mimerc minimo de puntos de
la rauestra que quedan de un lado del didmetro [, ldmese m, puede funcionar corno

una estadistica de prueba.
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2.5.5 HIPOTESIS A PROBAR

Las hipétesis nula y alternativa, son:
Hy : La poblacion se distribuye uniformemente (hay aleatoricdad).
H, : La poblacion se distribuye bajo una direccién definida (pucde proponerse que

la poblacién se distribuye como como una von Mises, por ejemplo)

2.5.6 REGLA DE DECISION

Se rechaza Hy al nivel de significancia o s P < o

donde P que estd en funcién de n y m, es un valor encontrado en las tablas.

2.5.7 INVARIANZA BAJO ROTACIONES

Para comprender esta propiedad se propondrdn las siguientes hip6tesis:
Hp : La muestra proviene de una poblacién que se distribuye uniforme.
H, : La muestra proviene de una clase especifica de distribuciones continuas, la
cual es invariante bajo el grupo de todas las rotaciones.
Con el propésito de aclarar el significado de H,, se puede decir que si (£,,£,, ..., £,)
tiene una distribucin perteneciente a I, entonces para toda constante real 3, (£, £,e7, .., £,e%

también tendrd una distribucién perteneciente a 4, .

Bajo este supuesto, la prueba de Hy vs. H, es invariante, en oiras palabras, la

funcién potencia ¢, cumple que :

¢(€11 62: "'vé-n) = (]5 (516@3,5262}3: "‘7‘511.62'6)



il
osto o, e 1 probabalidad con Ly cual fe es rechazada, dada I muestea, (€, €,, .. E)
s lgual o la probabilidad con la cual Hy es rechazada, dada la muestra transformada:
(Elema g’le‘:n: Tt 6“{31&)

Sabemos que £, = ¢% 0«8 < 2w, si s¢ define

Se = % k=gl2.(n—1)

7

G20
= g = g o =0y — 0,

0 € o <2 parak=1,2,...,n

Los S;s describen qué tan parecidos son los €5 de &,,y2 que esta transformacién
s6lo roté la muestra 8, grados.

¢ dependers de m — 1 variables: S1,5;,...,5,—; pues 5, = 1. Si s¢ supone que
81,82, -.., 0y, €5 una muestra aleatoria y utilizando el Teorema de cambio de variable,

la funcién de densidad conjunta de ¢, e, ..., @y €8:

27 n
g (0, 0m, aaf ) = f £ 00) T f (o + 62) a6
0 =1

Si Hy es clerta, f v g son constantes, ademss por el lema de Neyman-Pearson, si

una funcidn invariante tiene funcién potencia ¢ de 1a forma:

1 si gloy, 02, 0na/f) > C
qS (Sh Sﬁa (e Sn) =
0 = g (051,012, ety anfl/f) <C
para alguna o, entonces ésta es una prueba uniformemente mdés potente para probar

Hy contra la alternativa correspondients 2 la densidad f, entre todas las pruebas

invariantes de igual o menor nivel de significancia.



Capitulo 3

BONDAD DE AJUSTE, UN

ENFOQUE GENERAL

3.1 PRUEBA DE LA JI CUADRADA

3.1.1 HISTORIA

Fue Karl Pearson, quien en el desarrollo de sus “Confribuciones Matematicas a la
Teoria de Ia Evolucidn”, se vid en la necesidad de probar “ajuste”, por lo que en
1900 desarrollé su prueba de la Ji Cuadrada, una de las pruehas mdas usadas debido
a su simplicidad y a la gran diversidad de situaciones en la que puede ser usada, ya
que s6lo se requiere que las n observaciones puedan ser clasificadas en un niunerc
de k categorias ajenas y que la probabilidad de que las observaciones caigan en esas
cabegorias pueda ser calculada cuando la hipétesis nula se supone cierta. Pero fue

hasta 1972 cuando Rao, J.5. la aplico a la estadistica circular.

53



La prueha de o Ji Cuadrada encel contexto cirenlar fue usada para ol estudho e
la orientacion de eertas espoecies de animales por Avendse, Tosch v Lelok. Wateran

y Forward.

3.1.2 DATOS

Una muestra aleateria de n valores angulares &1, 82, ..., 8, de una distribucion circular
Por ser nuestro propdsito prodar la uniformidad o aleatoriedad de las observaciones se
propondrs, una distribucién uniforme, sin embargo para otros fines se podria proponer

otra distribucién, como una von Mises con cierta £>0.

3.1.3 PROPOSITO

Probar sj la distribucién propuesta. se ajusta a la muestra dada.

3.1.4 IDEA BASICA DE LA PRUEBA

Para pader aplicar la prueba de la Ji Cuadrada se debe dividir el cireulo que contiene
las observaciones, en arcos. En cada uno se contard ia frecuencia de las observaciones
de la muestra y ademds se calculard la frecuencia esperada de la distribucién circular
dada. El ajuste de la distribucidn se considera sastisfactorio si las frecuencias espera-
das no difieren mucho de las frecuencias observadas. Se puede aplicar como en el caso
lineal para el circular sin hacer ajuste alguno, sin embargo Rao la mejoré: como el
resultado de [a prueba depende en clerta manera de la posicion y longitud de los arcos

que sirven como “intervalos”, Rao, J.8. sugirid una aproximacion de la Ji Cuadrada
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con el fin de climmar ol punto mianl. pero e sin bacer esta consideracion la pruelx

riwnlta #er buena,

3.1.5 OBSERVACIONES

Los datos deben sor agrupados de manera conveniente, la longitud de los arcos no
debe ser necesariamente igual, pero la frecuencia esperada en cada intervalo debe ser

de al menos cuatro.

3.1.6 ESTADISTICA DE PRUEBA

k 2

XE - Z (n ;ez)

=]
Donde:
&k = mimero de grupos en que se divide el circulo
n, = frecuencia observada del #-ésimo grupo en n experimentos

e, = frecuencia esperada del 1-&simo grupo en n experimentos

3.1.7 DISTRIBUCION ASINTOTICA

En 1949 Neyman demostrd que la estadistica de prueba obtenida por el procedimiento
de razon de verosimilitudes puede escribirse de esta manera, la estadistica tiene una
distribucion asintdtica Ji Cuadrada con k — 1 grados de libertad:

Fn nuestro contexto tenemos £ arcos de la circunferencia , no necesariamente de

longitud igual, en los cuales deben estar las n observaciones angulares de nuestro



N
experimento. Sea g = L2k Ia probabilidad de gue el resultado esté on el (-
dsino arco, el problona consiste on detorminar stun canpunto de datos experinent ales
su ajusta con o fesperado” ;) oste os, basdndose en los valores de las 72s propucstas,
De mancra Tormal @ Hg @ op, = p, ¢t = 1,2, k. Para plantear la razon de
verosimulitudes se debe considerar que las observaciones que caen en el i-Gsime arco se
distribuyen como tna v.a. Binomial {n, p,), ademds la funcién de densidad conjunta de
la muestra, para una v.a. discreta es la probabilidad de obtener Ios valores muestrales

obscivades en el orden en el que fueron obtenidos , por lo que :

71,70, g

L(©) = poipi...ot

k
Se sabe que Z P = 1, este resultado conduce a pensar que k£ — 1 de las ¢'s
=
son parametros independientes por lo que para encontrar 1los estimadores de maxima
verosimilitud de las p's, se sustituird p; por I — Z::ll P,

De esta manera :

k1
L(O) = prermey|1-op
=1
k-1
InL{® = mlupi+nelnps+ .. +elnpey+nlnjl— sz1
i=1
k-1 k-1
= an Inp, +nph | 1 — Zp;
=1 =1
8ln L () 7, Ty
- A
(-2 »)
s BT g0 k=g =mp i=12, .k
e Pk

Sumando los & términos:
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Die Z n, = n,\.Z'p,

R | FE=a1

donde:

k
sz = I
=1
~ N

Ny
== Pkn-=”'k:>?7k=?:’f)ﬁ*:?

Generalizando con 1os pardmetros restantes:

p2=

. N,
= 1=1,2, .,k
7

Bajo la hipdtesis nula el cociente de verisimilitudes :

\ = L{w) PR ot

L®) ~ BT (). G
) (@) ()

¥ como ya se habia considerado. cada N, tiene distribucién Bin (n, p,)- El tratar de

I

obtener la funcion de distribucién exacta de A no parece ser sencilio, pero se puede
usar su distribucién asintética, pues se sabe que —21In A se distribuye asintéticamente
como una Ji cuadrada en la que los grados de libertad se obtienen calculando la
diferencia del ndmero de pardmetros independientes desconocidos bajo © y w, que en

este caso son k ~ 1. La regién critica queda determinada de la siguiente manera:



Co=dr/ = 2nd - el pues As Ap e =2l A = = 21n g = e vdonde {210 A > o/ 1] =

Se domostrard abora que =21n A puede eseribirse comeo

i {rn, — c,)‘z
o

i=1] “t

Para hacerln, se utilizard la expansién en seric de Taylor de lnp, alededor de

B
I
22

~ 1 2zl =1
Inp, = Ing +(p:—5:) ‘?5” +(p. - Pi)2 ] (

2

7
2
Ty gy N P (%)
R e (_—"2 )

n
2y 2
7, Y\ n n
& o (p ) I () 2
P 0 B ) ' on te

3

Donde ¢ es la suma de los términos con signos alternantes:

i(*lf+1 (».- E)J =

prs n/ o §lnl

Bajo Hy, ». = p, vy sustituyendo en la ecuacién:

k k&
—2In) = —227:.._,111 (wﬂ_p,) = —Zanin (%)
=1 ”L )

=1
il n,
= —Q;m (lnpzﬁln;)
k 2
T\ 7 N2 n
= -2 . _ ] — = —
;ﬂ {(p’ n)m ("" n) 2nf+5}
k k (np, - )
— X " ey (3 E.’



Pero:

& A

b
Z{”P‘ —-a) = on Zpl - Z M=o e 0=
[

=y [N

& z
= —2Ink= Z -—~—'~—*—(”pz ) g

1.
=1 !

Donde £” — 0 81 n — oo con probabilidad 1.

Como —21n A se aproxima a la estadistica :

& 2
N (n’p!. - 'n’l)
Q=Y -

1=]

lafdp de @ converge a la de —2In A, que es una Ji Cuadrada con k& — 1 grados de

libertad.

3.1.8 DEFINICION DE LA PRUEBA

HQZFZFO HGZF#FQ

Para nuestro interés Fp = & 0<# < 2n

La hipdctesis nula se rechaza s1 el valor critico P, obtenido de tablas y con base en
la estadistica de prusba x? es menor al nivel de significancia « preasignado.

Los métodos gréficos juegan un papel importante al tratar de resolver el problema
de decidir si una v.a. tiene una forma especifica de distribucidn Parte de estas
pruebas se basan en la funcidn de distribucion empirica o muestral. FDE.

Después de haber tomado una dmreccién fija iricial, o diveccién cero, se define la
funcidn de distribucién empizrica S, (8) de la misma manera wanera que se hace en

el caso lineal. Se define 6y = 0, &y = 2o
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8o l0) ==, s, <0<0,, =01, ,n

Cualquuer estadistica que mida la diferenca entre S, (0) y F(8), funcién do dis-
tribucién de la que se sospecha s ajusta a la muestra aleatoria que se Uene, serd
Namada una estadistica FDE. Las mds nuportantes son siete [7], tstas s¢ basan en
las diferencias verticales entre S, () y F {0) . para su estudio se han dividido en dos
clases, la de supremos y las cuadriticas.

Dentro de la primera clase estdn las estadisticas Dt y D™, que son respee-
tivamente las distancias mayorcs medidas verticalmente, cuando S, (8) es mayor
que F(6) ¥ cuando S, (f) es menor que F(#), la muy bien conocida estadistica
D = max (D%, D7) de Kolmogerov y la estadistica ¥V, = D* 4+ D~ de Kuiper, que
por ciertas propiedades que tiene y se analizardn con detalle, es 1til en el campo de
la estadistica circular.

Dentro de la clase de estadisticas cuadrdticas se encuentra la gran familia de

estadisticas FDF dada por Cramer-Von Mises:

Q=n f (5. (6) - F(8)) 0 (8) dF (6)

Cuando 1 (6) = {[F (8)][1 — F(8)]} ", la estadistica resultante se conoce con el

nombre de Anderson-Darling; por tltime. la estadistica U? de Watson definida como

U2=n] Sn(B)ﬂF(Q)ﬁf[Sn(e)»F(Q)]dF(G) dF (8}

¥ que como s¢ verd posteriormente, también es de gran utilidad en estadistica circular,
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3.2.3 PROPOSITO

Prabar s la distribucion dada se ajusta a o maestra,

3.2.4 IDEA BASICA DE LA PRUEBA

Para entender 1a idea infuitiva de la prueba podemos dibujar fa funcion de distribucion
tedrica, que debe ser una curva continua, ¥ la funcidn de distribuion empirica, que
serd una funcidn escalonada. Sise analiza qué tanto las dos funciones difieren una de
la otra, se podrdn distinguir dos tipos de diferencias: cuando la grifica de la funcién

empirica rebasa 2 la de la funcidn tedrica y viceversa.

Llsmese D* la distancia mayor, medida verticalmente, que haya de la gréfica de
la funcién tedrica a la grafica de la funcién empirica . De manera andloga lldmese
D7 3 la distancia méxima medida verticalmente de la grifica de la funcién empirica

hacia la gréfica de la funcién tedrica.

Si se define : V,, = D% + D™, resulta trivial pensar que un valor pequefio de
V., indicard un buen ajuste de la funcidn de distribucidn muestral a la funcién de

distribucidn tedrica.

3.2.5 OBSERVACIONES

Las observaciones no se deberdn agrupar, pero cuando sea necesario se podrdn cons-

truir intervalos de clase que no excedan de 5°.
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3.2.6 ESTADISTICA DE PRUEBA

1
K = nzl,

Transformacion <e V;, cuya distiibucion asintotica se puede encontrar,

3.2.7 DEFINICION DE LA PRUEBA

Al igual que en el caso de la prueba de la Ji Cuadrada las hipdtesis se pueden plantear,

por el interés de probar la aleatoriedad de las observaciones como:
Hy:R=ZL 0<8<2r v H:F#FR

La hip6tesis nula se rechaza a un nivel de significancia e si la estadistica de prueba

es mayor que el valor critico correspondiente en tablas.

3.2.8 INVARIANZA BAJO ROTACIONES

Como se sefald al principio de esta seccién, existen mds estadisticas que permiten
saber la diferencia entre la funcién de distribucidn empirica v la teérica; en este
momento es conveniente aclarar porqué es mejor usar Vi, v no otra como D,. ia
famosa estadistica de Kolmogorov que como se sabe es muy usada en este tipo de
pruebas

Considérese un ejemplo senciilo, una muestra de cuatro valores tomando al Norte
como origen (Fig.1} y posteriormente esa misma muestra pero tomando al Fste como

origen (Fig. 2). Se desea comprobar la invarianza de la prueba,
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=)
)
i

= 108% @) - 13Y

9, = 144% &, = 54"

0;; = 1800 9::5 = 900
By = 324 @, = 2347
L2 ° -
\ N
o
N ¢ \ .
Fig. 1 Fig. 2

Haciendo la transformacion U,(8,) = 6,/360 :

ur =03 o) =005
Uo = 0.4 ’LLI';_, = 0.15
ug =05 uy =025

2y =09 1, =065

Dihujando la FDFE en ambos casos s¢ obtienen las siguientes gréficas:

Se puede constatar asf que:

D¥ =025 D' =050
D~ =030 D'~ =005
D=030 D' =050

V, =055 V. =055
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PFscojase unie nueva dieeaion @ = o, cutonces 200 3 = 1200000 serin Jos mievos
dngulos también en orden creciente Para una ¢ figa y una nuestra dada existe un

entero & ol que U <e<diy ) Botoness

Uy = Us,—e  parag=1. n-k
= Uy, +1—c para j=n—k+1,...,n
De esta manera para ¢ = & 4 7 :

J
__Uj=

n

yparat =k +3—n

Dee lo anterior se establece que:

l—U]’:—z——UchfE , 1= (k+ j)modn i=1,..,n
n n n

En realidad & es una variable aleatoria, pero dada una muestra y una c, es una
constante. Para concluir se debe recordar un resuitado muy sencillo.

Si se tiene 8y, 8, ..., 0, , n nimeros cualesquiera y una constante k, entonces :

max (8, + k) = b+ max 4,
0<ikn g<ign

De las iguaidades que se habian obtenido:



[th]
3.3.4 IDEA BASICA DE LA PRUEBA

La estadistica de prueha U2 os una medida de desviacion cusdrdtica, por lo que s
s¢ observa un valor “grande” se podrd concluir que la distribucion no se ajusta a la

mucstra.

3.3.5 OBSERVACIONES

Las observaciones no se deberdn agrupar y tendrdn que ordenarse de manera ascen-

dente: 91 _<_ 92 S S 9?1.

3.3.6 ESTADISTICA DE PRUEBA

I3 . 2 2
2—1 1 I =
2 __ _ — R
”—Z(Y‘ 2n ) " Tom ”(2 Y)

=]
que es la forma simplificada que se obtiene al realizar la desviacidn cuadrdtica men-

cionada anteriormente, v que se deducird més adelante.

3.3.7 DEFINICION DE LA PRUEBA

Hy: F=F () vs  H,: F#£F{0)
Para el caso que se analiza:
¢
F{g)y= 5r DL 2n

La hipétesis nula se rechaza si el vaior de la estadistica {72 es mayor que el valor

critico obtenido en tablas.
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3.3.8 DISTRIBUCION DE U2

Para obtener las funciones de distribucion de las estadisticas, se procederd en primner
lugar a escribir U2 de otra mancra, cquivalente a la primera forma que fue dada:

i se ticnen n obscrvaciones en orden ascendente 8,8y, ..., 0,,.

P

an 2w =
U2 n / {Sn(ﬁ’) - F{6) —f[Sn (y) — F{y)dF (y)} dF (9)
‘o 0

F(8) =P8, <6

lf

donde y

se definirdn unas variables aleatorias que servirdan para expresar de otra manera
la funcion S, (8) :
1 si 8, <t

8 (t) =

0 eoc.

Por construccidn 6, (£),82 {t), ..., 8, () es un conjunto de v.a. con distribucion

Bernoulli {A), donde A= P& (t) =1] =P8, < i = Fp ()

ﬂSﬂ@:%i}Jm

=1

que serd, 1itil para simplificar la expresién inicial de la estadfstica U2 :

jﬁwwmm=/2%@w@:gzp@

Por otro lado:

[rware - [ng”/ -1

0
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Extste una estadisticn gue servird para encontrar la lorma siweplificada de £2,

o ‘o .
esta estadistica se le conoce como W7y se define cowo:

I’Vrf =n / {Sn ‘({)) - F(f))}zrﬁ" (())

Q

Que como se obstrva oy mds tratable que Ia misma 2. Se puede ver que la
estadistica anterior tiene la forma del segundo momento de S, {8} — F (#) , ademés /2
tiene la forma de la varianza, pues claramente ias integrales representan la esperanza
de :5,(8) — F(#) menos la esperanza de 5, () — F (#), todo elevado al cuadrado.

Hechas estas observaciones se¢ puede establecer una relacion entre las dos estadisticas:

UZ = nVariS,(8) - F(8)]

i

n{E[(S.(6) — F(8))] — E*(S.(6) — F(6)]}

il

W2 _n 1»-72
R

Esta 1ltima expresién se obtiene sustituyendo el valor de E[S, (/) — F ()], ob-

2z

tenido anteriormente. Si en la formula de W se sustituye S, (6) por %, cuando

g, <8 < 6., 1 =0,1,...,n v F{8) por y,, donde las y/s son las n

estadisticas uniformes ordenadas, se obtiene que:

r 2171 1
2 . . L
N

=1

= 2-112 1 R
2
- - S e 7
= {Z{Y 2n}+12n} ”[2 ]

=1

Otra forma en Ia que se puede ver a U2 es :



N SUREY N N G 1\ L=\
{;{2(),“;'*‘%)(E“Y)}**‘H(i—‘})ﬁﬂ‘”("}*‘\)

Por lo que:

= n-1\* & i 1N\ /1 = LIS B
E(Y;w 5 ) +Z2(Y1—;+%) (5—}’)+?‘=] (——Y)

= 20— 1)° 1 =\
= ;(Yz— 5 ) —71(—2-—Y)

Pero la parte derecha de la ecuacién es igual a:

3.3.9 INVARIANZA DE LA PRUEBA

Para demostrar que el valor de:

2n

Pk 2
Uzzn[{sn(e)ww)—/[sn(w—F(y)]dF(y)} dF ()

0
es independiente del valor de la observacién elegida como micio, se supone que dF {8)
es la funcidn de densidad de probabilidad hipotética en §. Supdngase que existe otra
furcién de distribucién sobre el circulo y que G {#;81) v G (§;83) son sus funciones

de distribucién acumulada, pero empezando en 8; y 8;. Sise toma 0 < & — 8, < 2=



=1
e

G0 = G0 +G50) <o<b +1

= G00) —1+G (000 O +1<0<h+1

P

G0:0,) - /.G(&‘;b’l)dﬁ‘({))
"0

It

.!7r. U
c@:0)- [Gw.oyar @+ [are)
0 oy

Si hay otra distribucién sobre el circulo con funciones de distribucion acurnulada
H(9,0,), H (6,68,) la f6rmula anterior seguirfa teniendo la misma forma, sélo que en

vez <e G tendriamos A de esta manera:
o
(G (6:6) — H (6:0,)) — f[c (6:8,) — H (6:6,)] dF (6)
0

es independiente del valor 8, elegido.S6lo resta relacionar la funcién G con la funcién

de distribucién empirica Sy, (#) v la funcién & con la distribucién F(8).

3.3.10 DISTRIBUCION APROXIMADA DE U2

Pearson obtuvo una aproximacién de una distribucién Ji-cuadrada no ceniral, en
términos de una distribucién Ji-cuadrada. central.

Fsto da una idea de que se puede aproximar la distribucién de U2 st se supone
que U? ~a + by? , donde x? tiene distribucién Ji cuadrada con f grados de libertad
y ademds a.b v f se determinan de tal forma que a + by? | tenga los tres primeros

momentos iguales a los de U2, es decir, se deberd cumplir que :

L
12

B n#l+ 1342
H2 = Feom T\ 12




. 1 - .
2w D+ 3

TH602

que sou los momentos olitenidos de la forma sunple de U7 s importante mencionar

que para calcular estos momentos se usan métodos muy complajos, ya que como

puede observarse para cada valor de », la funcidn U2 varia en gran manera; Maguire,

Pearsen y Wynn lucicron estos cileulos considerando el caso en que n —— oo,

Resolviendo €l sistema de ecuaciones con tres incdgnitas se obtiene que :

49n(n—1)
B3

13
2\ 2

21n — 56

840 (n — 3)

En efecto, si se toma por ejemplo n =2

Por lo que:

11196 35
E by e — o 2 T o
(@ +0X%) = =55+ 75215 =~ 130

Lo antferior se esperahba pues p;, =

H

E [(a + bxg) 2]

!

G-

1

127

%
Var (a+ bxz) + (E)

1y 1
— Y v 24
(168) X g
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5 . un .. . 3 .
¥ovomo Var v o8 2f = ~'3’ﬁ! ln exprosion andovior se reduce a T—‘,lﬁ, aue coinceide conu
Hy = 7;.1,.0 + ﬁ = 'T%Tw Lo mismo ocurre para ¢l tereer momento,

Aungue este os un método artificial y sencillo, da resultados muy parecidos a los
que se obtienen de ofras aproximaciones asinioticas de la distribucién de U2, pero

que son mucho més complejas.



Capitulo 4

APLICACIONES

La teoria de la Estadistica Circular desarrollada hasta shora se ha aplicado bisi-
camente al estudio de fendmenos que tienen que ver con la migracion de especies
animales, para probar si la orientacién que siguen es aleatoria o no; pero es claro que
&sta no debe ser la Unica situacidn en la que se puede aplicar la teoria.

Se puede hablar por ejemplo de la medicina, gue ha jugado un papel importantis:-
mo en el desarrollo de la humanidad. Hasta hace poco a los médicos se les enseriaba
que el organismo humano vive en homeostasis, caracteristica de los organismos vi-
vientes, especialmente el hombre, de reaccionar frente a las variaciones del medio
externo, con el fin de alcanzar siempre un equilibrio fisioldgico. Sin embargo desde
hace algunos afios se ha podido demostrar cudnto cambia el orgamsmo a causa de los
ritmos circadianos. Estos ritmos bioldgicos naturales son vitales, como por ejemplo,
los latidos del corazén. Se dice que no hay una sola funcién del organismo que no
tenga su propio ritmo, la ausencia de ritmo significa muerte. La presién arterial, la
temperatura, la frecuencia cardiaca, la produceidn de diversas sustancias en nuestro

8
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curpo o eomo cambian en o} transcirso del dia 7 Antes de estudiar los iitmos, cabe
proguntarse si on realidad exbsten y esto flova a pensan en la aleatoriedad de algunas
variables que ya han sido monownades, en ol sipuiente sentido:

Se pueden registrar los cambios del mumero de latidos del corazon, de la tempe-
ratura corporal, de la presicn acterial, ete. a lo large de un dia, durante wn periodo
predeterminado. Al preguntar si los cambios miximos entre las unidades de medicidn
de estas variables se dan en algunas horas fijas 0 no, s¢ puede pensar en realizar
una prueba de alcatoriedad. Ademds s1 se consideran individuos fumadores, alco-
hdlicos, etc., se esperaria encontrar alglin cambio en la realizacién de las prucbas de
aleatoriedad.

Al preguntar cudnto tiempo tarda un bebé en estabilizar su horario de sucfio o
alimentacién, se podrian registrar las horas de estos sucesos y realizar una prueba
de uniformidad (aleatoriedad). Se esperaria que al inicio la uniformidad no fuera
rechazada, pero en algin momento este resultado cambiaria.

Otra situacién pudiera ser, comparar las horas en las que los indices de conta-
minacién son mas alfos o mds bajos, al paso de varios aftos, 1o cual pudiera sex de
utilidad en un estudio o evaluacion de un plan para combatir la contaminacion.

Desde hace un siglo, el viento se utiliza para genevar electricidad; estimaciones
del Instituto de Investigaciones Eléctricas { IIE ) ubican a México como el poseador
del mayor potencial de recursos edlicos a nivel mundial. A partir de 1983 s¢ han
intensificado en México los estudics de energia edlica con ¢l propdsito de alcanzar una
mejor admiristracion de los recursos energéticos nacionales, ante esto se puede pensar

en una prueba de aleatoriedad para estudiar y, por ejemplo, analizar la direccion de



{os vienlos en determinados lugares y periodos de oo

Con esto se ve que &0 se puede pensar en anpliar ol campo de aplicacion de o
estacistica circular. Se ha cscogido uno de estos gjemplos al que se aplicardn las
pruebas explicadas en los capitulos anteriores. Los datos se obtuvieron de un libro
editado por la Secretaria de Educacidn Puablica, que conticne gjemplos interesantes del

tratamiento de la informacion {8]. Las tablas usadas fueron tomadas de Basschelet{1].

Los ciclos de alimnentacion de un bebé lactante: se pretende ver los datos de la
grifica mostrada en la pdgina siguiente con un enfoque distinto. Se tomard el dltimo

dia de cada uno de los siete meses de los que se tiene informacion y se aplicardn las

pruebas.
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HORA D TEA

Un cjemplo de tratamiento

grifico de la informacion

Ciclos de alimentacion de un nifio que
lacta el pecho registrados desde el 11°
hasta el 182° dia de wida. Las lineas
continuas representan los periodos de
suefio, los puntos indican las tetadas vy,
los espacios en blanco, los periodos de
vigilia. Es evidente gque fa madre ha
acostumbrado progresivamente al nifio
a renunciar a la alimentacior: nocturna,
por lo que se merma el efecto contra-
cephivo de la lactancia.



79

ler. mes 20, mes
( > { \;
N 4

Un andlisis £§h§ e]fermite establecer algunas diferencias importantes entre las
observaciones del primer y séptimo mes:

En la grdfica correspondiente al primer mes, las horas de alimentacion del bebé
estdn mds dispersas sobre la circunferencia, en cambio ls dtima gréfica, que corres-
ponde al séptimo mes, muestra una clara concentracién de las horas de alimentacicn.
Pero la pregunta es, si estadisticamente se puede hablar de un establecimiento de
horario o no del lactante. Esta pregunta se traduce en un planteamiento de hipdtesis
propio: jse puede pensar que la muestra se ajusta a una distribucién uniforme o

aleatoria en el primer mes?;se ajusta o otra distribucidn o patrdn en el séptimo wes?

£STA TESIS NO SALE
OE LA BIBLIOTECA
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151 resuliado que se espera os que en los pruseros meses 1ahipdtesis nuta de wnfor-
midad no se rechace, ya que ol bebé “come a cualquier hora”, sin embargo al paso del
tiempo su horato se va estabilizando y termina por tener un horario “especial” para
su alimentacion durante ol dia y para dormur por ias noches, en oste caso se tspera
que la hipdtesis nuta de uniformidad sea rechazada.

La prucha de Greenwood y Durand no se aplicatd al elemplo, ya que por la natu-
raleza del mismo no se tiene una direecidn tedrica predeterminada para Ja hipdtesis
alternativa; tampoco se aplicard la prugba de la Ji Cuadrada, ya que no se cumple la
condicién de que la frecuencia esperada en cada intervalo sea al menos 4, pues en el
ejemplo hay meses en los que solo se tienen 6 ¥ 7 observaciones.

Se utilizardn dos valores de o, error tipo I (probabilidad de rechazar la hipétesis

nula, cuando ésta es cierta), o = 0.05 y a = 0.01

4.1 PRUEBA DE RAYLEIGH

Debe considerarse una sencilla transformacion para pasar de las hovas a los grados

que en esta prueba se requieren:

g, = 15h, +025m, i=1,..,n

g. @ grados correspondientes a la 2 — ésima observacidn
h, - horas enteras de la @ — ésyma observacidn
m, : minutes dela 1 — ésima observacion

Asi por ejemplo, en la primera observacion del primer mes, las 3:40 equivalen a



S

(3)(15) ¢ (A 0.25) - 15110 - Ky°

ler. HIES

1 .. ..
HORA | GRADOS | COSENO | SENO

] 3:40 55 0 (.5735 0.3191

L7.30 112.5 -0.3826 | 0.9238

810 122.5j -0.5372 ]_084337

9:00 135.0 -0.7071 0.7071
10:30 157.5 -09238 | 0.3826
15:0G 225.0 -0.7071  { -0.7071
h:lﬂ 287.8 T 0.3007 | -0.9537

20:40 3100 W 0.6427 | -0.7660

8 3
Y cosh, =02176 =3 sen 6, =0.1561

=1 =1

sl
]

r = (02678
Para n = 8§ y o = (.05, F = 0.597

P >» @, /. La hipotesis nuia de uniformidad no se rechaza
Para, n = 8 y o = 0.10, P = {597

P > a, -. La hipdtesis nula de uniformidad no se rechaza

Lo que quere decir que no se rechace la hipdtesis de umformidad es gue hay
evidencia estadistica para afirmar que las cbservaciones se ajustan a una distribucion

uniforme, esto es, el bebé se alimenta en tlempos aleatorios, lo que nos lleva a decir



=2

que 1o ha establecide un horacio de alimentacion que abargue un minhmno mbnero de

Lioras.

&l

Para n

Para .

P

20 mnes

HORA {| GRADOS | COSENQ | SENO
2:30 37.5 0.7933 0.6087
7:00 105.0 -0.2688 | 0.9659
9:00 135.0 -0.7071 | 0.7071
9:30 142.5 -0.7933 | 0.6087
14:00 210.0 -0.8660 | -0.5000
15:00 225.0 -0.7071 | -0.7071
16:00 240.0 -0.5000 | -0.8660
17:00 255.0 -0.2588 | -0.9659
23:00 345.0 0.9659 | -0.2588

icos 6, = —02591 F= Zsen 8, = —0.0452

=1 e=1

0.2630

9 ¥ o = (.05, P =(.558

¢, .- La hipétesis nula de untformidad ne se rechaza

9 ¥ o = 0.10, P =0.558

«, ... La hipétesis nula de uniformidad no se rechaza

Nuevamente, como en ¢l primer mes, lo que quiere decir que no se rechace la

hipétesis de uniformidad es que hay evidencia estadistica para afirmar que el bebé



&3
se alimenta en tiempos aleatorios, Jo que nos lleva a decir gue no hia establecido un

wrario de allimentacion que abarque un mifninme ninmero Jde horas.
¢

Jer. mes

HORA ) GRADOS || COSENQ |i SENO
1:50 927.5 0.8870 | 0.4617 .
9:00 135.0 -0.7071 l 0.7071

[ 11:30 T 1725 09914 | 0.1305
15:30 232.5 -0.6087 | -0.7933
16:40 250.0 -0.3420 | -0.9396
22:30 337.5 0.9238 | -0.3826

24:00 360.0 _l 1.0000 0000 n
4 0.000

T = icos 6, = 0.0230 7= isem?i = —{.1166
=1 P
r = 0.1188
Para n o= 7 ¥ a = 0.03, P>009
P > a, . Lahipotesis nula de uniformidad ne se rechaza

Para. n =7 v = 0.10, P>09

P > o, .. Lahipétesis nula de uniformidad ne se rechoza

Fo que quiere decir que no se rechace la hipétesis de uniformidad es que hay
evidencia estadistica para afirmar que el bebé se alimenta en tiempos aleatorios. lo
que nos lleva a decir que no ha establecido un horario de alimentacién que abaique

un minimo ntmero de horas.
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46, mes

ln()m\ GRADOS | COSENO )SEN()
0:00 0.0 1.0000 | 0.0000
4.30 67.5 0.3826 | 0.9238
6:20 95.0 -0.0871 | 0.9961 J
10:00 | 150.0 | -0.8660 | 0.5000
15:00 | 2250 | 07071 |-0.7071
17.00 | 2550 | -0.2588 |-0.9659
2130 | 3225 | 07933 | -0.6087

7 7
> cosf = 00367 F=) senf, =0.0197

i} =1

r = 0.0416

8
il

Para, n = 7 v o = 0.05, P>09
P > «, . La hipotesis nula de uniformidad no se rechaza
Para n = 7 vy  a=010, FP>09

P > «, - La hipdtesis nula de uniformidad no se rechaza

La hipdtesis de unuformidad no se rechaza, es decir, hay evidencia estadistica para
afirmar que &l bebé se alimenta en tlempos aleatorios, lo que nes lleva a decir que no

ha establecido un horario de alimentacidn que abargue un minimo mimero de horas.



Para

Para

Ho. ek

8l

[TORA | GRADOS || COSENO | SENO

5:30 82.5 0.1305 09914
13:00 195.0 -0.9659 | -0.2588
15:30 2325 -0.6087 | -0 7933

17:50 267 5 -0.0436 1 -0.9990

19:50 297.5 0.4617 | -0.8870

23:00 345.0 0.9659 | -0.2588

icos 8, = —0.0100 7= isen #, = —0.3675

121 =1

0.3676

6 vy a=1005, F=0477

¢, .. La hipdtesis nula de uniformidad noe se rechaza

6 vy a=010, P=0477

@, .. La hipétesis nula de uniformidad no se rechaza

Lo que quiere decir que no se rechace la hipétesis de uniformidad es que hay

evidencia estadifstica para afirmar que el bebé se alimenta en tiempos aleatorios, lo

que nos lleva a decir gue no ha establecido v horario de alimentacién que abarque

un minimo ndimero de horas.
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Go. Hes

HORA || GRADOS || COSENQ || SENO

6:30 97.5 -0.1305 0.9914
11:00 165.0 -0.8659 | 0.2588
12:40 190.0 -0 9848 | -0.1736

13:45 206.25 -0.8968 | -0.4422

15:00 225.0 -0.7071 | -0.7071

16:20 245.0 -0.4226 | -0.9063

17:15 258.75 -0.1950 § -0 9807

19:00 285.0 0.2588 | -0.9659 J

8l

= ZS:COS 8, =-05054 TF= isen #, = —0.3657
=1 i=1
r = 0.6238
Para n = 8§ ¥ o= 0.05, P =0.041
P < «, . La hipétesis nula de uniformidad se rechaza
Para n = 8 N a=0.10, P =0.041

P < a, . Lahipétesis nula de uniformidad se rechaza

Ahora han cambiado los resultados que arroja la prueba, pues se tiene que se
rechaza la hipdtesis de uniformidad, por lo que hay evidencia estadistica para afirmar
que el bebé ya 1o se alimenta en fiempos aleatorics, o que nos lleva a decir que ha

establecido un horario de alimentacién que abarca un minimo nimero de horas.



7o, 1nes

‘Il()RA lGRAD()S COSENO SEN()J

T:20 140.0 -0.7660 0.6427

10:20 155.0 -0.9063 | 0.4226

12:15 183.75 -0.9978 | -0.0654

14:30 217.5 -0.7933 | -0.6087
15:00 225.0 -0.7071 1 -0.7071
16:00 240.0 -0.5000 | -0.8660
1800 270.0 0 -1.0000

19:00 285.0 0.2588 | -0.9659
L

& 8
> cosf,=-05514  F=> send, = —0.3934

=1 =1

r = 0.6773

8l
I

Para n = § ¥ o =003, P=0022
P < @, . La hipétesis nula de uniformidad se rechaza
Para n o= & v o = (.10, P =0.022

P <« @, . La hipétesis nula de uniformidad se recheza

Si en el sexto mes se rechazd la uniformidad, se espera que en los meses siguientes
también se rechace. Nuevamente los resultados de la prueba indican que se rechaza la
hipétesis de nmformudad, por lo gue hay evidencia estadistica para afitmar que el bebé
va. 10 se alimenta en tiempos aleatorios, lo que nos lleva a decir que ha estableado

un horario de alimentacién que abarca un minimo mimero de horas.
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4.2 PRUEBA DEL RANGO

Recudrdese que para la aplicacion de esta prucba se necesita encontrar ol arco mis
pequeno que contenga todas las observaciones. Se explicard con detalle ¢l proceso del
cdleulo en el primer nes y se simplificard en los meses siguientes.

ler., mes

De acuerdo a la definicién de 73, de la pdg. 4 v con las horas convertidas a medidas

angulares como en la prucba anterior;

v T

11575
2110.0
3(125
41225
5675
6 | 62.5
71225
8| 105

Rango: w = 360° — max(T}, ..., T) = 360° — 105° = 255°
Paran =28 ¥ o = 0.05; wlo) = 174.4°

w =255 > wlo) = 174.4°

.. La hip6tesis nula de uniformidad no se recheza
Paran =8 ¥ a = (.10, w{a) = 192.5°

w = 255° > wla) = 192.5°
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- La hipdtesis miala de unuformidad ao se rechaza

Lo que quere decir que no se rechace Ia hipotesis de aniformidad es que hay
ovidencia estadistica para afirmar que las observaciones se ajustan a una distribucion
uniforme, es decir, o bebé se alimenta en ticmpos aleatorios, lo que nos lleva a decir
que no ha establecido un horario de alimentacién que abarque un minime mimero de
horas.

20. mes

Rango: w = 360° — 67.0° = 292.5°

Paran=9 v o = 0.05; w{a) = 188.1°

w= 2025 > wa) = 183.1°

.. La hipétesis nula de uniformidad no se rechaza

Paran =29 ¥ o= 0.10; w(a) = 205.1°

w = 292.5° > wla) = 205.1°

. La hipdtesis nula de uniformidad no se recheza

Como en el mes anterior, no se rechaza la hipstesis de uniformidad por lo que hay
evidencia estadistica para afirmar que las observaciones se ajustan a una distribuadn
un&forn-le, es decir, el bebé se alimenta en tiempos aleatorios, lo que nos lleva a decir
que no ha establecido un horario de alimentacidn que abarque un minjmo nimero de
horas.

3er. mes

Rango: w = 3607 — 107.5° = 252.5°

Paran=7 y o = 0.05; w(a) = 158



.. La lupdtesis nula de uniformidad no se rechaze
Paran =7 NG a =0.10, w(a) = 177.3°
w = 252.5° > w(a) = 177.3°

. La hipdtesis nula de uniformidad no se rechaza

Lo que quiere decir que no se rechace la hipdtesis de uniformidad nuevamente,
es que hay eviderncia estadistica para afirmar que las observaciones sc ajustan a una
distribucién uniforme, es decir, el bebé se alimenta en tiempos aleatorios, lo que nos
lleva a decir que no ha establecido un horario de alimentacién que abarque un minimo
mimero de horas.

40. mes

Rango: w = 360° — 75° = 285°

Paran =7 v a = 0.05; wie) = 158°

w = 258° > w(a) = 158°

.. La hipétesis nula de uniformidad no se rechaza

Paran =717 y a = 0.10; wle) = 177.3°

w = 258 > w(a) = 177.3°

.. La hipotesis nula de uniformidad ne se rechaza

Al no rechazarce la hipétesis de uniformidad se deduce que hay evidencia esta-
distica para afirmar que las observaciones se ajustan a una distribucicn uniforme, es
decir, el bebé se alimenta en tiempos aleatorios, 1o gue nos lleva a decir que no ha

establecido un horario de alimentacién que abarque un minimo nimero de horas.
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50. mes
Rango: w = 360" — 112.5" = 247.5"
Para nn=10 v o = 0.05; win) = 138.2°
w = 247.0° > w(a) = 138.2¢
. La hipotesis nula de uniformidad no se rechaza
Paran =6 y =01 wie) = 158.7°
w = 247.5° > w(o) = 158.7°

.. La hipétesis nula de uniformidad no se rechaza

Como no se rechaza la hipdtesis de uniformidad se infiere que hay evidencia es-
tadistica para afirmar que las observaciones se ajustan a una distribucidn uniforme,
es decir, ¢l bebé se alimenta en tiempos aleatorios, lo que nos lleva a decir que no ha
establecido un horario de alimentacién que abarque un minimo mimero de horas.

6o. mes

Rango: w = 360° — 172.5° = 187.5°

Paran =38 v a = 0.05; wla) = 1744°

w =187 5° > w(e) = 174.4°

. La hipotesis nula de uniformidad no se recheza

Paran =28 N a = 0.10; wia) = 192.5°

w= 1875 < wla) = 1925

-. La hip6tesis nula de uniformidad  se rechaza

En este mes con distintos valores de a,obtenernos resultados distintos de la prueba.

Recuérdese que « representa la probabifidad del error tipo I, que es de rechazar [a
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lupétesis utla, cnandoe &sta fuere clerta, es decr T probabilidad de gue ol nctante win
ne haya establecdo su horarie de alimentacion, aungue la pracba indique lo contrario
osde 0.1,

To. mes

Rango: w = 3060° — 215" = 145

Paramn =28 N o = 0.05; wla) = 174.4°

w = 145" < wla) = 174.4°

.. La hipstesis nula de uniformidad se rechaza

Para n =8 v o =010; wla) = 192.5°

w = 145° < w(a) = 192.5°

.. La hip&tesis nula de uniformidad se rechaza

Si en el sexto mes se rechazd la uniformidad con un valor de ¢, se espera que en
los meses siguientes también se rechace. Ahora los resultados de la prueba indican
que se rechaza ta hipdiesis de uniformidad con los dos valores de a, por lo que hay
evidencia estadfstica para afirmar que el bebé ya no se alimenta en tiempos aleatorios,
lo que nos lleva a decir que ha establecido un horario de alimentacion que abarca un

minimo nmero de horas.

4.3 PRUEBA DE ESPACIOS DE RAO

Se aclara que las diferencias positivas y negativas de las tablas se refieren a las de la
expresion T, — (360°/n), 1 = 1,2, ..,n. La forma de obtener T, se explica en la pdgina

4.
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Por ejemplo. en T prisera observacnidn del primer mes, La diforencia ox positine
T - {360°/8) = 57.0 — 45 = 12.5

En la segunda observacidn del primer mes, la diferencia es negativa
Ty — (360°/8) = 10 — 45 = 35

ler. mes

n=8  360/8=45

H i ; I. | Diferencias positivas Diferencias negativas

l 1| 37.5 12.5

16.¢ 35.0
325
32.5
22.5
175
22.5
60.0
Total 112.5 112.5

La estadistica de prueba 7 = 112.5°
Para o = 0.65, U(a) = 175.7°

U/ < U{a) - La hipotesis nula de umiformidad no se rechaza

Para a =0 10, U(a) = 163.4°



[/« U{a) . La hipdtesis nula de uniforinidad  no se reeliaza

Lo que quicte devir que ne se rechace o hipotesis de uniformidad es que hay
evidencia estadistica para alirmar que las observaciones se ajustan a una distribneion
nniforme, es decir, ¢l bebé se alimenta en ticiupos aleatorios, lo que nos Heva a deciy
que o ha establecido un horarie de alimentacion que abarque un minimo ndmere de
horas.

20. mes

n=29 360/9 = 40

¢ |j T3 || Diferencias positivas Diferencias negativas
11675 27.5

2300 10.0
3175 32.5

4] 67.5 27.5

5 15.0 25.0

6] 15.0 25.0
71150 25.0

5] o0 | 50.0

9525 12.5

— Total 117.5 1175

La estadistica de prueba U/ = 117 5°
Para e = 0.05, U(a) = 173.5°

U < Ule) . La hipétesis naia de uniformidad no se rechaza
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Para v = 0,10, U{er) = 162 1°

U < U{e) - La hipétesis nula de uniformidad no se rechaza

Al no rechazavce la hipdtesis de uniformidad se deduce que hay evidencia esta-
distica para afirmar que las observaciones se ajustan a una distribucion uniforme, s
decir, el bebé se alimenta en tiempos aleatorios, lo que nos lleva a doecir gque no ha
establecido un horario de alimentacion que abarque un minimo mimere de horas.

3er. mes

n="7  360/7=514

ill T3 | Diferencias positivas Diferencias negativas
11075 56.1

2] 375 13.9

3] 60.0 8.6

4| 17.5 339

5| 87.5 36.1

6] 225 28.9

7| 27.5 23.9

L.
Total 100.8 100.6

La estadistica de prueba U/ = 100 8°
Para o = 0.05, U(a) = 177.8°

I7 < U(a) .. La hipdtesis nula de uniformidad no se rechaza

Para o = 0.10, U{er) = 164.9°

U < Ula) . La hipétesis nula de uniformidad no se rechaza
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Como nueviinente ne se reehaza fa hipotesis de neiformidad, hay evideneia osta-
distica para alitmar gue las obsetvaciones se ajustan o una distribucion uniforme, os
decir, of bebe se albienta en tiompos aleatorios, 1o que nos Heva a decir que 1o ha

establecido un horano de alimentacidn que abarque un minino admere de horas.

40. mes
n=7 360/8=5L4
[(z T. | Diferencias positivas Diferencias negativas
-
1|67.5 16.1
21275 23.9
3550 3.6
4|75.0 23.6
51300 214
6| 67.5 16.1
71375 13.9

Total 59.4 59.2
La estadfstica de prueba U = 59.4°
Para o = 0.05, Ula) = 177.8°

U < Ula) .. La hipétesis mula de uniformidad no se rechaza

Para a == 0 10, U{e) = 164.9°
U < U(a) . La hipdtesis nula de uniformidad no se recheza

Lo que quiere decit que no se rechace la hipdtesis de uniformidad es que hay

evidencia estadfstica para afirmar que las observaciones se ajustan a una distribucién
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uniforme. s decie, ol hebe se alittenta en ticmpos aleatorios, lo gue nos Heve o decwr

que no ha establecido un horario de alnnentacion que abarque nn whimo whnero de

horas.

50. mes

n=0  360/6 =00

2 | thl Diferencias positivas Diferencias negativas
Ly
111125 52.5
]—; 37.5 22,5
3| 350 25.0
41 300 300
l-? 47.5 12,5
|—
LG 97.5 37.5
90.0 90.0

La estadistica de prueba U/ = 40°

Para o = 0.05, U{a) = 180.7°

IV < Ufe) . La hipdtesis nula de uniformidad no se rechaza

Para o = 0.10, Ula) = 166.3°

U < Ula) . La hipétesis mula de uniformidad no se rechaza

51 no se rechaza la hipdtesis de uniformidad, hay evidencia estadistica para afirmar

que las observaciones se ajustan a una distribucion uniforme, es decir, el bebé se

alimenta en tiempos aleatorios, lo que nos lleva a decir que no ha establecide un

horario de alimentacion que abarque un minimo ntrmero de horas.
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60. mes

7= 8 360/8 = 45

La estadistica de prueba U = 1507

Para o = 0.05, U{a) = 175.7°

i T, Diferencias positivas  Diferencias negativas
1| 675 22.5

21 250 20.0
3116.25 28.75

41 18.75 26.25

5] 20.0 25.00

6| 13.75 31.25
7126.25 18.75
811725 127.5

Total 150 150

U < U{e) .. La hipdtesis nula de uniformidad no se rechaza

Para o = 0.10, U(a) = 163.4°

U < Ula) . La hipdtesis rula de uniformidad no se rechaza

Lo que quiere decir que no se rechace la hipétesis de uniformidad es que hay
evidencia estadistica para afirmar que las observaciones se ajustan a una distribucién
uniforme, es decir, el bebé se alimenta en tiempos aleatorios, lo que nos lleva a decir

que 10 ha establecido un horario de alimentacién que abargue un minimo mimero de

horas.



]
To. mes

n=8  360/8 =15

i| T Diferencias positivas  Diferencias negativas
1] 15.0 30.0
212875 16.25
313375 11.25
4| 75 375
5| 15.0 30.0
6| 30.0 15.0
7] 150 30,0
&1 215.0 170.0

Total 170.0 1700

La estadistica de prueba UV = 170.0°

Para o = 0.05, U(w) = 175.7°

U < U{w) .. La hipétesis nula de uniformidad no se rechaza

Para o = 0.10, U{er) = 163.4°

U > U(a} . La hipdtesis nula de uniformidad se recheza

En este mes con distintos valores de ¢ obtenemos resultados distintos de la prueba.
Recuérdese que ¢ representa la probabilidad deb error tipo I. que es de rechazar la
hipétesis nula, cuando ésta fuere cierta, es decir la probabilidad de que el lactante ain

1o haya establecido su horazio de alimentacidn, aunque la prueba indigue lo contrario,

es de 0.1.
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4.4 PRUEBA DE HODGES Y AJNE

La estadistica de prucha A que representa of minero minito de puntos que pucda
uedar de un lado de un didimetro, puede olteneise visualmente de las praficas cstdn
al jicia de cste capitulo.

ler. mes

Para K = lyn=8, P=037

Sia 0.05, P> «, .. La hip&tesis nula de uriformidad no se recheza
Para K = lyn=8 PFP=0375

Sia = 010, P>a . La hipStesis nula de uniformidad no se rechaza

Lo que quiere decir que no se rechace la hipétesis de uniformidad es que hay
evidencia estadistica para afirmar que las observaciones se ajustan a ung distribucién
uniforme, esto es, el bebé se alimenta en tiempos aleatorios, lo que nos lleva a decir
que no ha establecido un horario de alimentacién que abarque un minimo numero de
horas.

20. mes

Para K = 2yn=9 P=0703
Sie = 0.03, P>, - La hipdtesis nula de uniformidad no se rechaza
Para K = 2yn=9F=0703

Sia = 0.10, P> a . La hipotesis nula de uniformidad no se rechaza
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Lo que quicre decir que no se rechace la hipdtesis de andormidad os que hay
evidencia estadisticn para afizmar que las observaciones se ajustan a una distribueion
uniforme, esto s, ¢l bebé se alimenta en tiempos aleatorios, lo que nos llova a deci
que no ha establecido un horario de alimoentacién que abarque un minnno mimero de

horas.

3er. mes

Para K =3yn=7 P>09
Sia = 005, P>, . Lahipotesis nula de uniformidad no se rechazo
Para K = lyn=8 P>09

Sia

0.10, P> « .. La hipétesis nula de uniformidad no se rechaza

Lo que quiere decir gue no se rechace la hipétesis de uniformidad es que hay
evidencla estadistica para afirmar que las observaciones se ajustan a una distribucién
uniforme, esto es, el bebé se alimenta en tiempos aleatorios, lo que nos Heva a decir
que no ha establecido un horario de alimentacién que abarque un mimo nimerc de

horas.

40. mes

Para K = 3yn=7 F>05%

Sio

Il

005, P> a. . Lahipotesis nula de uniformidad no se rechaza

Para K 3yn="7, FP>09

fl
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Sia = 010, 7> a Lo hipttesis nule de natformidad ne se rechaza

Lo que quicre decir que no se rechace la hipdtesis de uniformidad s que hay
cvidencia estadistica para afivmar que ias observaciones se ajustan a una distribucion
uniforme, esto cs, ¢l bebé se alimenta en tiempos aleatorios, lo que nos lleva a decir
que no ba establecido un horario de alimentacidn que abarque un mmimo nimero de
heras.

50. mes

Para K = lyn=6, P=075
Sia = 005, FP>gq, .. La hipGtesis nula de uniformidad no se rechaza
Para K = 1lyn=6 FP=075

Sie = 0.10, P>« . La hip6tesis mila de uniformidad ne se rechaza

Lo que guiere decir que no se rechace la hipdtesis de uniformidad es que hay
evidencia estadistica para afivmar que las obhservaciones se ajustan a una distribucion
uniforme, esto es, el bebé se alimenta en tiempos aleatorios, lo que nos lleva a decir
que no ha establecido un horario de alimentacidn que abarque 1 minimo nimerc de
noras.

60. mes

Para K = l1lyn=8 P=037%

Sio 0.05, P > a, . Lahipdtesis nula de uniformidad no se rechaza
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Paia KN = lyn=8 P=0375

i

31

0.10, I’ > « . La hipétesis nula de wniformidad ne se rechaza

Lo que quiere decir que no se rechace la hipdtesis de unformidad es que hay
evidencia estadistica para afirmar que las chservaciones se ajustan a una distribucion
uniforme, esto es, el bebé se alimenta en tiempos aleatorios, lo que nos Heva a decir
que no ha establecido un horario de alimentacién que abarque un mfmimo mimero de

horas.

70. mes

Para K = 0yn=8  FP=0.063
Sia = 005 FP>a, .. Lahipotesis nula de uniformidad ne se rechaza

Para K = 1yn=8 P=006

8 0.10, P < a . La hipétesis nula de uniforimidad se rechaza

En este mes con distintos valores de e,obtenemos resultados distintos de la prueba.
Recuérdese que o representa la probabilidad del error tipe 1. que es de rechazar la
hipétesis nula, cuando ésta fuere cierta, es decir la probabilidad de que el lactante atin
no haya establecido su horario de alimentacion, aungue la prueba indigue lo contrario

es de 0.1.
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4.5 PRUEBA DE KUIPER

Recudrdese que la estadistica K, de esta prucba se basa on las diferoncias entre
la distribucién tedrica, que os la distribucion uniforme y la funcion de distribucion
cmpirica, basada en las observaciones, que cn este ¢aso sol las horas de alimentacion

el bebé, Para realizar las tablas se aclara que:

z; = 15k, +0.25m, i=1..,n

z, + grados correspondientes a la ¢ — ésima observacién
h, : horas enteras de la ¢+ — ésima observacion
m; © minutos de la ¢ — éstma observacion

Asi por gjemplo, en la primera observacidn del primer mes, las 3:40 equivalen a
(3)(15) + (40){ 0.25) = 45+10 =55°

Z

Fla) = o2

Eatonces F(55°) = &% = 0.1528 (Redondeando hasta diezmilésimos)
La definicidn de S,(z,) es:
0 siz<z

Sn(zz) = 8l 2z, <z <z

BN

1 siz, <z
Entonces S5(55) = 1/8 = 0.125
Obtenidos estos valores, se completan las columnas restantes.

os valores mayores de ¢ columna, -, ivamente.
Los val v de cada col son DTy D™, respectiva te
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Sulz) || Selz) = F(z) || F(z) = Suiz1)
55 | 0.1528 [ 0.125 -0.0278 (1.1528
112.5 | 0.3125 | 0.25 -0.0625 0.1875
122.5 | 0.3403 | 0.375 0.0347 (3.0803
135 | 0.375 0.5 0.125 0
157.5 | 0.4375 | 0.625 0.1875 -0.0625
225 | 0.625 | 0.75 0.125 0
287.5 1 0.7986 | 0.875 0.0764 0.0486
310 | 0.8611 1 0.1389 -0.0139
L.
n=8 D¥=01875 D~ =0.187

Vp =Dt + D™ =03750

K = niV, = 1.0607

Si ¢ = 0.05, K{a) = 1.608 = K < K()

- La hipé6tesis nula de uniformidad ne se rechaze

Siq=0.10, K(a)=1493 = K < K(c)

-~ La hipétesis nula de uniformidad no se rechaza

35!

Lo que quiere decir que no se rechace la hipétesis de uniformidad es que hay

evidencia. estadistica para afirmar que las observaciones se ajustan a una distribucion

uniforms, esto es, el bebé se alimenta en tiempos aleatorios, lo que nos lleva a decir

que no ha establecido un horaric de alimentacién que abargue un minimo nimero de

horas.
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20. mes

T:, , Flz) || Su(z) } Su{z) = Flz) )l F(z) - Sulz) W
375 10.1042 ().11114[ 0.0069 0.1042
105 | 0.2917 | 0.2222 ] -0.0695 0.1806
135 | 0.375 | 0.3333 -0.0417 (.1528
142.5 | 0.3958 | 0.4444 0.04386 0.0625
210 J 0.5833 | 0.5556 -0.0277 0.1389
[ 225 | 0.625 0.6667J 0.0417 0.0694 —,
r240 (.6667 | 0.7778 ; 0.1111 0
l 255 | 0.7083 | 0.8889 0.1806 l -0.0695
l 345 | 0.9583 1 0.0417 ! 0.0694

n=9 D¥=01806 D~ =90.1808

Vo =D%+ D™ =0.3612

K = niV, =1.0836

Sia=0.05 Kla)=1618= K < K(a)

- La hipétesis mla de uniformidad ne se rechaza

Sia =010, K(a) =1.500 = K < K(a)

..La hipotesis nula de uniformidad no se rechaze

Lo gue gquiere decir que no se rechace la hipdtesis de uniformidad es que hay
evidencia estadistica para afirmar que las observaciones se ajustan a una distribucién
uniforme, esto es, el bebé se alimenta en tiempos aleajorios, lo que nos lleva a decir

que no ha establecido un horario de alimentacién que abarque un minimo mimero de
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horns.

Jor. 1S

2z l F{z) \ Salz) || Sulz) = Fla) || Flz) - Sulzo)
27.5 [ 0.0764 | 0.1429 0.0665 0.0764

135 | 0375 | 0.2857 -0.0893 0.2321
172.5 | 0.4792 | 0.4286 -0.0506 0.1935
232.5 | 0.6458 | 0.5714 -0 0744 02172

250 | 0.6944 | 0.7143 0.0199 0.123
337.5; 0.9375 1 0.8571 -0.0804 (0.2232

360 1 1 0 (0.1429

n=7 Dt=00665 D~ =02321

V, = DV + D~ =0.2986

K =niV, = 07900

Sia=005 Kla) =158 =K < K(a)

_La hipGlesis nula de uniformidad no se rechaza

Sia=0.10,K(a)=1483 = K < K(o)

.La hipétesis nula de uniformidad no se rechaza

Lo que quiere decir que no se rechace la hipdtesis de uniformidad es que hay
evidencia estadistica para afirmar que las observaciones se ajustan a una distribucion
uniforme, esto es, el bebé se alumenta en tiempos aleatorios, lo que nos lleva a decir
que 1o ha establecido un horario de alimentacién que abarque un mintmo mimero de

horas.
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4o, mws
z, Flz) § Sulz) || Sulz) — Flz) | Flz) = Sulz-1)
0 0 0.1429 0.1429 0
G67.5 | 0.1875 | 0.2857 0.0982 0.0446
95 | 0.2639 | 0.4286 0.1647 -0.0218
150 | 0.4167 | 0.5714 0.1547 -0.0119
225 | 0.625 | 0.7143 0.0893 0.0536
255 | 0.7083 ; 0.8671 00.1488 -0.006
322.5 | 0.8958 1 0.1042 0.0387

n=7 D%t=01647 D~ =0.0536

Vp=D%t+ D" =0.2183

K =niV, = 10607

Sia=10.05, K(a) = 1.598 = K < K{a)

.La hipdétesis nula de uniformidad no se rechaze

Si =010, K(a} =1.483 = K < K(a)

.".La hipotesis nula de uniformidad no se rechaze

Lo que quiere decir que no se rechace la hipétesis de uniformidad es que hay
evidencia estadistica para afirmar que las observaciones se ajustan a una distribucién
uniforme, esto es, el bebé se alimenta en tiempos aleatorios, lo que nos lleva a decir

gue no ha establecido un horario de alimentacidn que abarque un minimo mimerc de

horas.
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2 F(z) || Sulz) | Sulz) = Flz) || F(z) = Su(z.)
82.5 | 0.2292 | 0.1667 -0.0625 0.2292
195 | 0.5417 § 0.3333 -0 2084 0.375
232.5 | 06458 | 0.5 -(0.1458 0.3125
267.5 | 0.7431 | 0.6667 -0.0764 0.2431
207.5 | 0.8264 | 0.8333 0.0069 0.1597
345 | 0.9583 1 0.0417 0.125

mn=06 DV'=00417 D =0375

Vo = Dt + D~ = 0.4167

K =niV, = 1.0207

Sia =005 Kla) =1.582 = K < K(a)

.~ La hipétesis nula de uniformidad no se rechaza

Sie=010, K(a) = 1471 = K < K{a)

-.La hipdtesis nula de uniformidad no se rechaza

144

Lo que quiere decir que no se rechace la hipdtesis de uniformidad es que hay

evidencia estadistica para afirmar que las observaciones se ajustan a una distribucién

uniforme, esto es, el bebé se alimenta en tiempos aleatorics, lo que nos lleva a decir

que no ha establecido un horario de alimentacién que abarque un minimo mimero de

horas.



1

nies

A F(z) | Sulz) || Sulz) = F(z) | F(z) =~ 8.(z0)

97.5 | 0.2708 1 0.125 -0.1458 0.2708 |

165 | 0.4583 | 0.25 -0.2083 0.3333

190 1 0.5278 | 0.375 -0.1528 0.2778
206.25 | 0.5726 1 0.5 -0.0729 01979

225 ;0625 | 0825 0 0.125

245 | 0.6806 . 0.75 0.0694 0.0556
258 75 | 0.7188 | 0.875 0.1562 -0.0312

285 | 0.71917 1 0.2083 -0.0833

n=8 Dv=0208 D~ =03333

Vo= DT 4D =0.5416

K = niV, = 15319

Si e = 0.05, K(a) = 1.608 = K < K(a)

. La hip&tesis nula de uniformidad ne se rechaza

Sia =010, K(o) = 1493 = K > K(2)

- La hipdtesis nula de uniformidad se rechaza

¥n este mes con distintos valores de a.obtenemos resultados distintos de 1a prueba.
Recuérdese que o representa la probabilidad del error tipo I, que es de rechazar la
hipotesis nula, cuando ésta fuere cierta, es decir la probabilidad de que el lactante ain.

1o haya establecido su horario de alimentacién, aunque la prueba indique lo contrario

es de 0.1.
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' F(z) - Su(z_1)

140 1 0.3889 | 0.125 -0.2639 ] 0.3889

z Flz) | Sa(2) & S.(z) = F(z)

155 | 04306 025 |  -0.1806 . 0.3056
.‘183.75 05104 | 0.375 | -0.1354 0 2604
217.5 | 06042 | 0.5 0.1042 0.2292

925 | 0625 | 0.625 0 0.125
% 940 | 0.6667 | 0.75 00833 | ooaw J
270 | 075 | 0.875 0.125 0

285 | 0.7917] 1 0.2083 -0.0833

n=8 D'"=02083 D~ =40.3889

V, = Dt + D~ = 05972

K =niV, = 16801

Sia=1005 Klo)=1608 = K > K(a)

.~.La hipé6tesis nula de uniformidad se rechaze
Sig =010, K(a) =149 = K > K(o)

. La hipdtesis nula de unifcrmidad se rechaza

Ahora han cambiado los resultados que arroja la prueba, pues se tiene que se
rechaza. la hipdtesis de uniformidad, por lo que hay evidencia estadistica para afirmar
que el bebé ya no se alimenta en tiempos aleatorios, lo que nos lleva a decir que ba

establecido un horario de alimentacidn que abarque un minimo nimero de horas.
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4.6 PRUEBA DE WATSON

Se elaborard una tabla con los datos de cada mes con ol objeto do sistematizar of
il

galeulo de la estadistica do prueba U2, Es nocesario aclarar que:

¢ = Zi—1
¢, - grados correspondientes a la ¢ — ésima observacion
v, @ $,/360

T

2
n
ler. mes
i P v u2 v, /n

1 1 35 0.1528 0.0233 0.0191
2 3 1125 03125 00977 0.1172
3 5 1225 (3403 0.1158 0.2127
4 7 135 03750 0.1408 0.328%
5 9 1575 0.4375 0.1914 0.4922
6 11 225 0.6250 0.3906 0.8594
7 13 2875 0.7986 06378 1.2977

8 15 310 0.8611 0.7415 1.6146

Total 3.9028 23387 4.9410

Up = Y wi=) (cw/ni+n [é - (ﬁw %)2}

1
= 2.3387 —4.041 + 8(5 — 0.0001488)
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Si cx = 0.05, U{a) = 0.181 = U2 < U{a)

..La hip6tesis nula de uniformidad no se rechoza

Si v = 0 10, U2(e) = 0.150 = U2 < Ufa)

- La hipotesis nula de umformidad ne se recheza

Lo que quiere decir que no se rechace la hipétesis de uniformidad es que hay

evidencia estadistica para afirmar que las observaciones se ajustan a una distribucién

uniforme, esto es, el bebé se alimenta en tiempos aleatorios, lo que nos lleva a decir

que no ha establecido un horario de alimentacién que abargue un minimo nimero de

horas.

20.

mes
T & P, (8 v e /n
1 1 375 01042 0.0109 0.0116
2 3 105 0.2917 0.0851 0.0972
3 5 135 0375 0.1406 0.2083
4 7 1425 0398 0.1567 0.3078
5 ¢ 210 0.5833 0.3402 0.5833
6 11 225 06250 (.3906 0.7639
7T 13 240 0.6667 0.4445 0.9630
8 15 255 0.7083 0.5017 1.1805
9 17 345 0.9583 (.9183 1l.8101
Total 4.7083 29886 5.9257




L

)
U,;) = va - Z {cm/n) +n % — (ﬁ - é) }

2.9886 — 5.9257 + 9(% - 0 0005357)

= 0.0581

Sia =005 Ula) ==0.182 = U2 < Ula)

.~ La hipétesis nula de uniformidad no se rechaza

Si o =010, UZ(a) =0.150 = U2 < U{a)

..La hip&tesis nula de uniformidad no se recheza

Lo que quiere decir que no se rechace la hipétesis de uniformidad es que hay
evidencia estadfstica para afirmar que las observaciones se ajustan a una distribucitén
uniforme, esto es, el bebé se alimenta en tiempos aleatorios, lo que nos lleva a decir
que no ha establecido un horario de alimentacion que abarque un mfmime aimero de

horas.
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Jot IS

N )
PR o, m, N e fn

b1 275 00764 Q0058 00109
2 3 13 0375 0.1406 0.1607
3 5 1725 04792 (.2206 0.3423
4 7 2325 06458 04171 0.6458
5 9 250 06944 04822 0.8928
6 11 3375 0.9375 0.8789 1.4732

7 13 360 1 1 1.8371

Total 42083 3.1542 5.3828

2
Uf; = Z'uf - Z {cn/n) +n l:é - (ﬁ —_ é) j{
= 3.1542 — 5.3828 + 7(% —0.010238)

= (L0330

St e = 0.05, U{a) = 0.180 = U2 < Ula)

- La hipd&tesis nula de uniformidad no se rechaza

Sia=010,U3a)=0149 = U < U(a)

- La hip6tesis nula de uniformidad ne se rechaze

Lo que quere decir que no se rechace la hipotesis de uniformidad es que hay
evidencia estadistica para afirmar que las observaciones se ajustan a una distribucidn

uniforme, esto es, el bebé se alimenta en tiempos aleatorios, le que nos leva a decir



(R
¢ue no ha establecide un horatio de alimentacion que abargue un winimo wmumero de

horas.

40, nIes

T &, 1, u? e/

2 3 675 01875 00352 0.0804
3 & 95 02639 00696 0.1885
4 7 150 04167 0.1736 0.4167
5 9 225 0625 03906 0.8036
6 11 255 0.7083 0.5017 1.1130

7 13 3225 0.8958 0.8025 1.6636

Total 3.0972 19732 4.2658

= 1.9732 —4.2658 + 7{% —0.003311)

= (L0176

Si = 0.05, U2(a) = 0.180 = U2 < Ula)

."Lia hipdtesis nula de uniformidad no se rechaza

Sic=0.10, U¥a) = 0.149 = U2 < U(w)

- La hip6tesis nula de umiformidad no se rechaza

Lo que quiere decir que no se rechace la hipétesis de uniformidad es que hay

evidencia estadistica para afirmar que las observaciones se ajustan a una distribucion



7
nniforme, esto ox, of bebé se alimenta en tempos aleatorios, 1o que nos Heva s decic
que 1o ha establecido un horaro de alneentacidn que abarque unnmimo mimero de

Loz as.

90, nies

el
G &, u, o) e/ n

11 825 02292 0.0525 0.0382
2 3 195 0.5417 0.293¢ 0.2709
3 5 2325 0.6458 04171 0.5382
4 7 2675 07431 05522 0.8670
5 9 2975 0.8264 0.6820 1.2306
6 11 345 0.9583 009183 1.7569

Total 3.9445 29164 4.7108

2
vt = Zu? - Z (cw/n)+n l:é _ (1—, _ %) ]
— 20164 — 47108 + s(% -~ 0.0248)

= 00566

Sic=0.05 Uka) =0.179 = U2 < Ula)

..La hipd6tesis nula de uniformidad no se recheza

St =10.10, UZ(a) = 0.149 = U2 < Ula)

. La hipétesis nula de uniformidad ne se rechaza

Lo que quiere decir que no se rechace la hipétesis de uniformidad es que hay

evidencia estadfstica para afirmar que las observaciones se ajustan a una distribuadén



L1y

uniforme, esto os, ol bebé se alimenta en liempos aleatorios, 1o que nos Heva adeeir
que no ha establecido ur horario de alimentacidn que abarque wn mivimo wimero do

horas.

6o, mnes

i« b, U, 'uf e /n

1 1 975 0.2708 00733 0.0339
2 3 165 0.4583 0.2100 0.1719
3 3 190 0.5278 0.2786 0.32990
4 7 20625 05729 03282 0.5013
5 9 226 0625 03906 0.7031
§ 11 245 0.6806 0.4632 0.9358
7 13 258.75 0.7188 0.5167 1.1681

8 15 28 0.7917 0.6268 1.4844

Total 4.6459 2.8874 5.3284

2
U o= Ze;f - Z(Q%/?A)—I—n [% - (ﬁ %) }
1
~ 28874 - 5 3284 + 8( ~ 0.0065)

= 01734

St =005, Ua) = 0.181 = U2 < U{o)
. .La hipdtesis nula de uniformidad no se rechaza
Sio =010, U{a) =0.150 = U2 > U(a)

. La hipdtesis nula de uniformidad se rechaza
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o este mies cors distintos vatores de evobt encmaos resultados distintos de lo proeba,
Rocuérdese que a representa la probabilidad del error tipo [ que s de rechazar la
hipatesis nula, cuando &sta fuere certa, es decir Ia probabilidad de que el factante adu
1o haya establecido su horario de alimentacion, aunque la prucha indique lo contrario

es de 0.1.

70. mes

T oo ¢, v, v c/n

1 1 140 0.388% 0.1512 0.0486
2 3 165 0.4306 0.1854 0.1615
3 & 18375 0.5104 02605 0.319

4 7 2175 0.6042 0.3651 0.5287
5 ¢ 225 0626 03906 0.7031
6 11 240 06667 04445 0.0167
7 3 270 0.75 0.5625 1.2188

8 15 285 0.7917 06268 14844

Total 4.7675 2.9866 5.3808

U2 = 0= (eawn/my+n F} B (5 ” %ﬂ

i
= 2.9866 — 5 3808 + 8(5 - 0.0092)

= {1.1986

Si o = 0,05, U%(a) = 0.181 = U2 > U(c)

- La hipétesis nula de uniformidad se rechaza
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Siers= 010, FE) =0 150 = [72 = ()

~La hipdtesis nula de uniformudad  se rechoza

Ahora han cambiade los resultados que arroja la prueba, pues se tiene que se
rechaza la hipétesis de uniformidad, por lo que hay cvidencia estaclfstica para afivmar
que el bebé ya 1o se alimenta en ticmpos aleatorios, 1o que nos Heva a decir que ha
establecido un horario de alimentacién que abarque un minimo niimero de horas.

Se puede comprobar que, tal como lo esperdbamos, los resultados de las pruchas
son similares:es hasta el sexto o séptimo mes cuando la hipdtesis nula de uniformidad
se rechaza; s decir, en el contexto del ejemplo, el bebé logra establecer un horario de

alimentacién.



CONCLUSIONES

La teoria de la estadfstica circular, representa una interesante interrelacion de la csta-
distica y la geometria que permite, entre otras cosas, replantear la propia metodologia
estadistica con base en el cuerpo axiomatico del cfreulo, en este caso, pero pudiendo

abordar otra geometria como la esfera.

Las pruebas de aleatoriedad investigadas, pueden ser aplicadas en el anilisis de
cualquier fendmeno ritmico, en el que el periodo sea conocido o en aquéllos que nvelu-
cren datos como direcciones en el plano u horas. La afirmacién anterior es importante,
va que el uso de estas pruebas ha sido muy limitado hasta ahora, con excepcion de la
prueba de la Ji-Cuadrada, que se usa con mucha frecuencia en contextos distintos, es
decir, con datos que no son representativos de un fendémeno ciclico. La aplicacidn des-

arrollada en esta tesis resultd ser un ejemplo interesante, sencillo y nuevo del alcance

de las pruebas.

El andlisis matem4tico méds completo se pudo realizar con la prueba de Rayleigh
y la prueba de Greenwood y Durand, que son la mds usadas en la actualidad. sin
embargo, se comprobé gue los resultados de la aplicacién fueron muy parecidos en

todas lag pruebas.

121
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Mediante el ejercicio de la aplicacion de las prucbas, se pueden hacer las siguientes
observaciones:

a) Como se sefialé antes, la prucba de la Ji-Cuadrada cs la més conocida y aplicada
de las pruebas, aunque se pierda informacién al agrupar los datos, especialmente en
muestras pequefas. En ¢l cjemplo estudiado se tenfan pocos datos, por lo que no fue
posible aplicarla.

b) La mayor ventaja de la prueba del Rango y la de Hodges y Ajne es la rapidez
para la obtencidn de resultacdos, pues no se requieren de cdlculos. La prueba de
espacios de Rao requiere de mds célculos, pero son muy sencillos.

c) La prueba de Kuiper puede ser aplicada mediante algunos célculos, pero tam-
bién graficamente.

No se pretende argumentar que la facilidad que nos ofrece la aplicacién de las
pruebas represente alguna ventaja frente a las demds, se menciona solo como una
caracteristica que no se quiso despreciar. La principal ventaja de las pruebas de
aleatoriedad en estadistica circular es, que en su copjunto, sirven como un método
alternativo y complementario para el estudio de los fendmenos ciclicos y direccionales.

Debe resaltarse que el principal aporte de esta tesis es que se pudo abordar el
estudio de dichos fendémenos de una manera distinta a la usual, rescatando la propia
naturaleza de las observaciones, ya que su caracteristica de ser periédicas les confiere
un andlisis especial.

Esta tegis es un trabajo motivacional, necesario para contribuir a rescatar estas
ideas, que aunque en un principlo no poseian todo el avance, tanto de formalismo

_ matemético como en el campo de aplicacion, ahora pueden servir para la propia ge-
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neeacion del conocimionto cn esta drea mediant e an enfogque de aglisis gue represenia
un puevo paradigma, pues requicre desde un nnevo lenguaje hasta un plat coaniento
de hipétesis propio. Este nwevo lenguaje os de suma importancia, ya que es ol enlace
con la comunidad receptora de este trabajo. Por cjemplo, la “aleatoriedad” es un
términe que para el matemdtico ticne uu significado formal y rigurese, sin embargo
para un médico podria tener un significado intuitivo. En cambio “ritme” de mancra
natural genera ideas en el campo del médico: ritmo en los latidos del corazén, va-
riacién de la temperatura en dias especificos o en horas determinadas, ritno en la

presion arterial en un grupo determinado de personas, ete.

livel de significancia Confiabilidad

legién critica  ALEATORIEDAD————UNIFORMIDAD————NOQ RITMO  Patron

;uantil Uso de Tablas
NO ALEATORIEDAD———NO UNIFORMIDAD-—————RITMO

lipotesis nuia Horas del dia

lipétesis alternativa Variacion

En este contexto es védlide proponer que en otras dreas de investigacién, se haga uso
de este enfoque para probar la aleatoriedad o no de un fenémeno, en un sentido ciclico
o ritmico, abordando nuevas interrogantes, como pudieran ser un andlisis comparativo
de las pruebas estudiadas en lo que a estadistica circular se refiere o bien, con las

pruebas cldsicas de aleatoriedad.



APENDICE

Tabfa A Prueba de Rayleigh

r n=5 8 7 8 S 10 13 12 13 14 15 18 17

10 P > 0900 891 882 873 B85 855 848
A2 897 8B4 @72 850 B47 B35 823 B11 799 788
14 89 .BBC 863 846 820 813 797 782 766 752 73T .r23

16 .854 867 845 824 803 783 763 44 725 T0S5 688 671 654
1€ .8e5 836 808 ve3 757 733 710 68T 665 .643 .623 603 583
20 833 801 VB3 739 709 681 654 G268 603 580 557 535 513
22 8OO 765 V27 692 659 628 698 569 542 516 492 468 446
24 764 727 B84 645 609 574 541 511 482 454 429 404 381
26 729 G687 64D 597 558 520 486 454 423 395 369 345 322
.25 893 646 595 548 507 468 432 399 368 340 314 290 267
30 656 603 550 501 457 417 380 347 316 289 283 24t 29
32 820 580 508 455 409 369 332 299 289 242 218 196 177
34 584 518 482 410 364 323 .287 255 226 201 178 158 140
36 547 AT7 419 367 321 280 245 214 188 164 143 125 110
38 511 437 378 326 280 241 208 179 154 132 114 093 084
40 475 388 339 287 243 205 174 147 1256 105 088 075 064
4% 440 362 301 251 209 173 144 120 100 083 08% 057 048
44 405 32r 265 218 178 145 118 096 079 084 052 043 035
A6 371 284 234 187 150 120 086 .Ovv 061 049 038 031 025
A8 338 262 204 160 125 098 Q77 060 047 037 029 022 Q18
50 305 .233 177 135 104 079 081 046 D35 027 021 015 012
52 274 205 152 114 085 0B3 047 035 028 020 015 011 Q0B
54 244 179 130 095 069 05G¢ 037 .027 .019 .014 .010 007 .0DS
b6 215 155 110 076 055 03% 028 .020 014 .010 007 005 004
58 18¢ 133 092 084 044 G300 021 .G14 .0TG 007 005 003 002
BO 165 113 078 081 034 023 015 010 007 .00 QO3 002 QO1
62 144 09 063 041 027 017 011 007 005 .003 .002 .0Of

64 126 .08 05t .03z G20 013 008 QO5 003 Q02 .0O1

66 109 067 041 025 .015 009 006 QO3 002 .0O1

68 .095 .055 032 019 011 007 004 002 .01

70 .08z 045 025 014 008 005 003 OO1

72 oF0 .037 0206 ¢11 008 005 Q02
74 059 030 915 008 004 002 OO

76 048 024 012 006 003 001

78 Q40 019 009 004 002

80 033 014 .006 .,003 .0O1

82 9026 010 004 002 P < 0001

84 020 008 003 001

86 015 G068 G602

.88 011 004 001

n= tamarie de la muestra, r=estadistica de prueba, P=nivel critico



Tabla B Prugba v

n =010 005 001t 0.005 0001 00001
5 ulay=13051 1.6524 22505 2 4459 2.7938 3.0825
5} 13009 1.650% 2.2640 2.4695 28502 3.2114
7 12880 1.6499 22734 2,4858 2 8886 3.2970
8 12958 1.6492 2.2803 24978 29164 3.3578
-] 142042 1.6484 22856 2 5070 29375 34034
10 12929 1.6482 22899 25143 2.9540 3.4387
1 1.2918 1.6479 22933 25201 2.9672 3.4669
12 12909 1.6476 22081 25250 2.9782 34899
i3 128902 1.6474 22985 25290 29873 35091
14 1,2895 16472 2.3005 2.6325 2 8950 3.5263
18 1,2880 16470 23023 2.5355 3.0017 3.53%2
16 12885 16459 23039 25381 30075 35512
17 1.2881 16467 2.30562 2.5404 3.0126 3.5617
18 1.2877 18466 2 3064 2.5424 3071 35710
19 1.2874 1.5465 23075 2.5442 3.0211 3.5792
20 12871 1.6464 2.3085 2 5458 3.0247 3.5866
21 12868 16464 2.3083 25473 3.0278 3.5932
22 1.2866 1.6463 23101 2.5486 3.0380 3.5992
23 1.2864 16462 2.3108 2.5458 30335 3.6047
24 12862 1.6462 23115 2 5509 3,0359 3.6096
25 1 2860 1.5461 23121 25519 3.0382 38142
26 12858 1.6461 23127 25528 3.0402 36184
27 128586 1 8460 23132 25538 30421 38223
28 1,2855 164€0 23138 25546 30439 3.6258
29 12853 16459 2.3141 25553 3.0455 3.6292
30 1.2852 16459 23145 2.5560 30471 3.6223
40 1.2843 1.6456 23175 25810 3.0580 3 6545
50 12837 1.6455 23193 2.5640 3.0646 3 8677
60 12534 16454 2.3204 2.5660 3.0889 36764
70 12831 1 6453 2,3213 25674 30720 3 6826
100 12826 1.68452 23228 2 5609 3.0775 36938
500 12818 1.6449 23256 25747 3.0877 37140
1000 12817 1.6449 2 3260 25752 3.0880 37165

n=tamaito de la muestra, a=nivel de signficancia, u{e)=valor critico de la estadistica de prueba



Tabla C Prueba del Rango

n w=0) 005 001 0025 005 010
4 wia)= 338 48.9 663 838 1053
5 840 761 957 113.8 1354
& 872 100 2 1203 138.2 158.7
7 107 6 1208 140.8 158.0 1773
8 1255 1385 157.9 174 4 1925
) 14114 153.8 172.5 188 1 2051
10 154.7 1671 185.0 199 8 2158
1 166 8 178 7 1959 209.8 2250
12 1774 1890 205 4 218.7 2330
13 187.0 1981 2138 2265 240.0
14 1955 206.2 2213 2334 2462
15 2032 2135 2280 239 % 2577
16 210.2 2201 2340 245.1 256.7
17 216.6 226.2 2395 2501 261.2
18 2224 2318 2445 254 7 2685.3
18 227.7 2387 2490 258.8 269.1
20 2327 2413 253.2 2627 272.5
21 2372 245.6 2871 2662 2756
22 2414 249.5 2607 2694 2188
23 2454 2532 264.0 272.5 2813
24 2490 2567 267.1 2753 2838
25 252 5 2599 270.0 2779 286 1
26 2557 262.8 2727 280 4 2883
27 258.7 2657 2752 282.7 2904
28 2815 2683 2778 2648 2923
29 264 2 2708 279.8 286 8 294 1
30 2657 2732 28189 288.8 255.9

~iarmafio de la muestra, o= nivel de significancia, wic)=valor critico de la estadistica de prueba {grados)



Tabla D Prueba de espacios de Rao

n w=001 005 010
4 Ule} =2210 186 5 1717
5 212.0 1836 168.8
5 206.0 1807 168.3
7 202.7 177.8 164 8
8 198.4 1757 163.4
[+ 1956.1 173.5 162.4
10 192.2 1721 161.3
11 1897 170 3 1602
12 1876 169 2 158 2
13 185.8 167 8 158 4
14 1840 166 7 1577
15 1822 1656 157 0
18 1807 1649 1868
17 1798 1684 2 1559
18 178.2 163.1 155,2
19 177 1 162.4 154.8
20 176.0 161.6 154.4
25 171.9 158.9 152.7
30 188.8 156.7 1514
35 166 4 155.0 1803
40 1684.4 1536 1495
45 162.7 152.4 148.7
50 1612 151.4 148 1
100 152.8 146 8 1437
200 146.8 142.6 140.4

n=tamafia de la muestra, ¢=nivel de significancia, U{c)=valor ¢rilice de la estadistica de prueba



Tabla E Prueba de Hodges y Ajne

n K=0 1 2 3 4 5 & 7 8 9 10 11 12
5 P=313

6 188 750

7 109 547

8 063 375 875

§ 035 246 703

20 020  .156 527

11 on -rg 376 808

12 .008 059 258 645

13 .003 035 171 489 873 P > 0800

14 002 021 A1 255 733

15 0z 070 /250 583

16 007 044 A71 444 800

17 on4 027 114 327 661

18 002 016 075 .233 523 a50

19 001 010 048 163 392 725

20 006 030 111 298 591 687

21 003 018 074 213 466 776

22 002 012 049 151 356 851

23 001 007 032 104 265 528 818

24 004 020 071 193 413 701

25 003 013 048 137 315 580 852

26 002 008 031t 095 235 466 745

27 005 020 068 172 364 629 860

28 003 013 045 124 278 515 782

28 002 008 030 087 .208 A10 672

a0 001 005 020 081 153 320 560 814

21 003 013 042 110 244 454 710

a2 .002 .008 028 078 183 .360 601 341
33 .001 005 018 055 135 280 496 744
24 003 013 .038 .0es 214 400 638
35 P < 0.001 .02 008 .026 070 160 318 534
35 001 005 018 049 118 245 437
37 £03 a12 034 085 187 350
38 002 008 024 062 140 76
39 .001 005 016 044 104 213
40 .003 011 .031 078 163

n=tamafio de la muestra, K=estadistica de prueba, P=nivel critico



Tapla F Prueba de b Ji Guadrada

2 v=1 2 3 4 5 6 7 ) a 10 11 12
X

i B= 317 607 801

2 157 368 572 736 848 P > 0900

3 083 223 392 558 700 809 885

4 046 135 261 408 549 677 780 857

5 025 082 172 287 418 544 660 758 834 891

] 014 050 112 199 308 423 540 647 740 815 373

7 o008 030 072 136 221 321 429 537 637 725 79% 858
8 005 018 045 092 156 238 333 433 534 629 713 785
9 003 011 029 061 109 74 253 342 <37 532 622 703
10 o0z 007 019 040 075 125 189 265 350 440 530 616
11 004 012 027 051 088 139 202 276 358 443 52¢
12 002 007 017 035 062 101 151 213 285 364 446
13 001 005 011 023 043 072 112 183 224 203 369
14 003 007 016 030 051 0a2 122 173 233 301
15 002 005 010 020 036 059 094 132 183 241
16 001 003 007 014 025 042 067 100 141 181
17 002 005 008 017 030 049 074 108 150
18 001 003 005 012 02t 035 055 082 116
19 002 004 008 015 025 040 o6+ 089
20 001 003 006 010 D18 029 045 087
2t 002 004 007 013 021 033 050
22 001 003 005 008 015 024 038
23 .002 003 .006 011 018 028
24 001 002 004 008 013 020
25 P < 000] 002 003 005 0o 015
26 001 002 004 006 011
27 oot 003 005 008
28 002 003 006
29 00t o0z D04
30 002 003

vegrados de bedad, ¥ 2 =estadistica de prueba, P=nwvel critico



Tabla G Prueba de Kuiper

n =0 50 020 0.10 095 002 0.01 0005 0.002 0001
5 Kia)=1 102 1330 1458 1.565 1682 1.763 1.838 1820 1970
3 1108 1.341 1471 1582 1741 1.743 1867 1.957 2220
7 1118 1350 4 483 1598 1727 1814 1894 1987 2 051
8 1122 1357 1493 1.608 1741 1.830 1911 2009 2007
g 1127 1364 1500 1.618 1752 1843 1.926 2,027 2087
10 1,131 1.370 1507 1625 1761 1.854 1838 2,041 2.113
11 1,134 1374 1513 16831 1,768 1.862 1.948 2,053 2126
12 1138 1378 1517 1,637 1776 1.870 1957 2 062 21437
13 1141 1382 1522 1642 1782 1.876 1964 2071 2146
14 1,143 1385 1.525 1646 1787 1.882 1970 2078 2,154
15 1.146 1388 1.529 1850 1781 1.887 1.976 2.085 2 161
16 1148 1.391 1.832 1853 1.795 1882 1881 2080 2.168
17 1150 1393 1.534 1.657 1.789 1896 1.088 2096 2173
18 1.182 1.396 1.637 1658 1.802 1899 1.890 2100 2178
19 1154 1398 1538 1.662 1805 1903 1.993 2104 2183
20 1155 1400 1541 1.664 1808 1.908 1987 2108 2187
21 1187 14017 1543 16867 1810 1.908 2.000 2112 213
22 1158 1403 1545 1689 1813 191 2003 2 115 2194
23 1159 1405 1.547 1670 1815 1.913 2005 2.118 2,198
24 1.181 1.406 1.549 1872 1817 1.916 2008 2,121 2,201
25 1162 1407 1550 1674 1819 1918 2910 2123 2,203
30 1167 1413 1556 1.881 1,826 1.926 2019 2.134 2,215
35 1171 1417 1 561 1686 1832 1933 2.028 2,141 2223
40 1.174 1421 1565 1.690 1.837 1938 2032 2148 2.230
45 1177 1424 1568 1694 1841 1.942 2.0356 2152 2,235
50 1.179 1427 157 18697 1,844 1946 2.040 2157 2239
100 1.191 1442 1,588 1714 1,862 1.885 2080 2178 2282
200 1200 1.453 1.600 1.726 1876 1.979 2.075% 2184 2279
500 1208 1.462 1610 1737 1 887 1.950 2.087 2 207 2292
o0 1216 1472 1620 1747 1,898 2.001 2 098 2218 2,303

n=tamafio de la muestra, a=nivel de significancia, K{a}=valor critico de la estadistica de prueba



Tabla v Prueba de Watson

N a=0.1¢ 005 0025 0.01 C 005
2 Ul (@) = 143 155 181 164 165
3 145 A73 194 213 224
4 148 176 202 233 .252
5 148 177 205 238 262
6 149 179 208 243 269
7 149 180 210 247 274
L 150 181 211 250 278
2 150 182 212 252 281
10 150 182 213 254 283
12 150 183 215 256 287
14 151 184 216 258 290
16 151 184 218 250 201
18 151 184 217 258 292
20 151 185 217 281 293
30 152 155 219 .263 296
40 152 186 219 264 208
50 152 186 220 265 299
100 182 186 221 266 301
0 152 187 221 267 302

) 2 . .
n=tamafio de ja muestra, a=nivel d& significancia, U,, (&) = valor critico de la estadistica de prueba
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