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INTRODUCCIÓN 

La teoría dcsnrrollacla sobrl' la Eshtdíst.ic-.i ('.1n:ul<1r c-s nnl.Y H'cic11t.c, {~s\.a t.icnc~ co1110 

objetivo el ,u1álit>is de datos clistnbuidos c:H nna circ:u11fcrc11('1,,, por lo qne cualquier 

tipo de observacion<~ en un plauo o referidas a un fcnó1ncno cíclico están dentro de 

su estudio. 

Pensando en una analogía con la Estadística clásica, se ha constn.udo una base 

tnórica en la que los conceptos y rP~'l11ltados <":onoci<loR en n'lación a <'~st.arlíst.1ca <les-

criptiva, funciones de distribución, pruebas de hipótesis, análisis de reg-resión, análisis 

multivariado, etc., se han adaptado o replanteado para que en la Estadística Circular 

tengan sentido. 

Esta tesis se centra en el estudio de la Bondad de Ajuste para pruebas de aleatorie­

dad de una muestra de observaciones circulares, el cual incluirá el análisis matemático 

de las mismas y su aplicación, para ampliar así el panorama práctico que hasta ahora 

ha sido limitado, de acuerdo a la bibliografía con que se cuenta. 

No hay un material que conjunte de manera clara, sencilla y completa, estos dos 

aspectos sobre el tema: el teórico y el práctico. 

Para cumplir con dicho objetivo, se plantea en el Capítulo 1, una breve explicación 

de conceptos básicos que se manejan en Estadística Circular, así como la definición 

de la función de distribución uniforme, que será la hipótesis nula en todas las pruebas 

que se presentarán. 

En los Capítulos 2 y 3, se analizan varias pruebas: la razón de su separación está 

en el planteamiento de la hipótesis alternativa, ya que en el pnmer caso se definirá 
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r(•quien~ plant.c,1r uu;i fn11C'ilin dti distrib11t'ió11 pata la hip<'1t<'s1s altcn1at.iv,t. 

Eu el Ca.pít ulo 1, se: realiz.a 1111a aplicación in{~dit.a de lc1:-1 prueba .. <; de aleatoriedad 

en estadística circular, ya que sólo se tienen aplicacioues en relación con la nüg,ración 

de anin1alcs, ndcrn{ls se dan ideas sobre otras aplicaciones que son de interés en otra .. .., 

<:irea..<> del conocüniento corno son la Medicina, la Geologín y la Ecología. 

Finalmente se encuentran las conclusiones de la investigación desarrollada y un 

apéndice donde están las tablas utilizadas para la aplicación de las pruebas. 



Capítulo 1 

GENERALIDADES. 

En las pruebas de aleatoriedad se utilizan conceptos básicos generales que se analizan 

a continuación con el fin de comprender mejor la teoría que se presenta en esta tesis. 

En estadística circular l~ direcciones se representan con puntos sobre el círculo 

unitario, a cada observación se le asocia un ángulo o: que mide el acimui; que es el 

ángulo que va desde el Norte hasta el lugar donde se encuentra la observación, en el 

sentido en el que avanzan las las manecillas del reloj. El Norte corresponderá a la 

dirección cero o el origen de la circunferencia. 

De la misma manera que a cada dirección de una muestra aleatoria, representada 

por un punto en la circunferencia unitaria, se le asocia un ángulo; también se le asocia 

un vector unitario: e1 1 e2, .. , en. 

Se define al vector medio como el vector resultante de la suma de los vectores 

unitarios, div1d1do entre el número de éstos: 

m= 
(e¡ + e, + ... + en) 

n 

9 
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Al ,iug11lo t¡ll\' fonn;1 t•l V<Ttor u1Pdio co11 ,,¡ t'J<' posit l\'o X S<' \\.una IÍ11!¡11lo 111nl10 

dt~ t1 1nuc.-;t.ra. y lo deuoti\re1uos corno :f0 . Sean J? la longitud <k'l vector l'l'sultc111tc :v 

r la longit.nd del VC( t.or 111c~dio: cs\.o es: 

R ¡t,,¡ r= ,mi n 
=>,. 

n 
t=l 

o $ R$n o$¡•$ 1 

Se puede escribir ar usan<lo coordenadas rectangulares· 

Si X y y son las coordenadas rectangulares del centro de gravedad o de masa de 

los puntos, entonces: 

1 
- (x1 + X2 + ... + Xn) 
n 

1 
Y= - (y1 + Y2 + ... + Yn) 

n 
1 
- (cose1 +cose,+. cosen) 
n 

1 
= - (sine1 +sine,+ ... + sin en) 

n 

Al obtener la proyección del vector medio sobre otro vector con dirección (} 0 se 

pueden presentar dos situaciones: 

i) Si (}0 =O (Fig 1), la proyección será precisamente: 

- 1 n 

X= - ¿cosBi 
n 

i=l 

ii) Si e0 #O (Fig.2), la proyección será: 

p = rcos(xo - e,) 
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•. 

G. o 

Fig. 1 Fig. 2 

Los fenómenos de ocurrencia cíclica en los que pudiera existir más de una moda, 

son numerosos. Por ejemplo, se han registrado las direcciones que siguen ciertas 

especies de aves que al liberarlas en medio de un lago, vuelan siempre hacia la orilla 

más cercana; en ese caso, dependiendo de la situación geográfica se podría ajustar la 

muestra a lllla distribución bimodal. 

El índice de contaminación máxima en un día debería presentarse en las horas 

en que hay más coches circulando, (cuando se inicia y termina la jornada de trabajo 

matutina); que también sería una distribución bimodaL 

Si el ángulo entre las dos modas es arbitrario, no existe un método para transfor­

mar la muestra en otra que sea unimodal, pero si este ángulo es de 180°, es decir, los 

datos están diametralmente opuestos entre sí, se dice que se tiene una muestra alea­

toria con datos axiales y en este caso se puede implementar una manera de convertir 

la muestra en otra que sea unimodal. 

En Estadística Circular las n1uestras aleatorias con que se trabaja son muestras 

aleatorias de ángulos: 81, 82, ... , Bn· 

La distribución más importante en la Estadística Circular es la de "von Mises", 
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lJ11;1 vnrinhlc ah~atona O tiene d1strib11ción von Jvli~(' ... " si Sil f1u1ción de densidad de 

probabilidad es~.;-¡ dada por: 

!(8· ¡1 n,) = -'-c"-CU~(0-/lo) 
' 01 27f/0(11) , () < o :S 271", h >o, o,; l'o < 271" 

donde ! 0 ("") es la función de B0A.;;scl u1oclificnda: 

µ 0 e::; el µa1 án1etro que indica la dirección media de la distribución y K. describe su 

concentración, si este último es cero: 

que es la f.d.p. uniforme en estadística circular. Conforme K crece, la distribución se 

concentra más alrededor de µ,0 

Otro concepto que es necesario revisar antes de analizar las pruebas de hipótesis 

es el de longitud de arco, que mjde las djferencjas en grados, de las observaciones 

adyacentes. Sean Bc1),B(2)i· .,B(n) las estadísticas de orden lineales de 81,82, ... ,Bn 

z = 1,2,. ,n-1, 

Desde los inicios de la estadística , los análisis se han comenzado proponiendo una 

distribución para las observaciones, posteriormente se verifica si ésta es cierta. El 

estudio de este tipo de procedimientos se conoce como bondad de ajuste. 



Capítulo 2 

PRUEBAS DE BONDAD DE 

AJUSTE PARA PROBAR 

UNIFORMIDAD 

Se presentarán cinco pruebas de esle tipo. La hipótesis nula para todos los casos 

establece que la población de la que se extrajo la muestra tiene distribución unifor1nc, 

en lo que respecta a la hipótesis alternativa, en algunos casos ésta podrá establecer 

una distribución específica, que por lo general se tratará de una distribución von 

Mises. 

13 
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2.1 PRUEBA DE RAYLEIGH 

2.1.1 HISTORIA 

Coino se analizará rruis adelante, la prueba de Raylc1gh tiene co1no est.adísl1ca de prue­

ba a "r", la longitud del vector 1nedio. La interpretación de este v<lior fue estudiada 

primero por lord Rayleigh en 1880, pero fue después de 25 años cuando J.C. Kluyver 

calcula la distribución exacta de r bajo la hipótesis nula, sin en1bargo las intcgTales 

que necesitan ser calculadas en la función de distribución de r son znuy difícil<.",s de 

manejar, pues quedan en términos de funciones de Bessel, por tal razón personas co­

rno A. Greenwood, D. Durand, K. Pearson y Rayleigh han realizado valiosos intentos 

para obtener aproximaciones. 

2.1.2 PROPÓSITO 

Probar si la población de la cual es extraída la muestra difiere significativamente de 

la aleatoriedad, es decir, si existe evidencia estadística de orientación o tendencia de 

la población hacia una orientación determinada. 

2.1.3 DATOS REQUERIDOS 

Una muestra aleatoria den valores angulares e1,e2 , ... ,en que representan direcciones 

en el plano o los tiempos de ocurrencia de un fenómeno cíclico. 



2.1.4 IDEA BÁSICA DE LA PRUEBA 

La longitud del ve.-etor rncdio r, que varía entre O y 1, es una znedida descriptiva en 

la estadística circular, éste se relaciona con la dispersión de las observaciones de la 

siguiente manera: si todas las observaciones coinciden, r = 1 ; en este caso resulta 

ser obvio que no existe aleatoriedad, pero a medida que los datos se extienden en la 

circunferencia unitaria, r empieza a decrecer y en el caso extremo, es decir cuando 

los datos se dispersan totalmente en la circunferencia, r es muy cercano a O, en este 

caso la muestra estaría indicando aleatoriedad o uniformidad en su comportamiento. 

En las siguientes gráficas se puede constatar: 

/ 
1 

··\ •' •' ' 

' 
r= [(i(6Cos250º))

2 + (i{6Sen250º))']' = 1 

e, Xi =ÜOS {Ji Yi =Sen f)i 

81 = 30° 0.8660 0.5 

e,= 60º 0.5 0.8660 

(~ e,= 90° o 1 
. I' \ /; ª• = 120º -0.5 0.8660 

--.--'.: 
e,= 150º -0.8660 0.5 

e,= 180º -1 o 

Total -1 3.732 

0.1667, y= 0.662 

r ' [ (0.1667)2 + (0.552)2
]' = 0.6440 
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o, x 1 =Co::; O, 

B, =O" 1 o 

o,= 90' o 
•. \ o, = 135' -0.7071 ( 0.7071 

.\ ,. 
/ o,= 180' -1 o 

o,= 270' o -1 

o,= 315' 0.7071 -0.7071 

Total o o 

X O, y= O 

r O 

Esto conduce a pensar de manera natural que r, la longitud del vector medio 

debe funcionar como una buena estadística de prueba. 

Si n es muy grande, la estadística de prueba que se usa es C 1 resultado que 
n 

justificaremos después. 

2.1.5 HIPÓTESIS A PROBAR 

Las hipótesis nula y alternativa, son: 

Ho : La población se distribuye uniformemente (hay aleatoriedad) 

Ha : La población se distribuye bajo una dirección definida. 
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qt1e la población se dist.ribuy<' c·niuo una von !vlí.scs(H, ¡\) 

2.1.6 DISTRIBUCION DE "R". 

Considere el siguiente problerna: 

Una persona está en el punto (0,0) y camina cierta distancia en línea recta, en-

torrees gira un ángulo() y camina por segunda vez una nuev,t distancia; el proceso se 

repiten veces. Queremos ahora e1H.:011trar la probabilidad de que después de n pasos, 

se encuentre a una distancia dada del punto inicial de partida, es decir , del origen. 

Obsérvese la sunilitud que existe entre el problema de encontrar la distribución 

de r y el mencionado anteriormente. La diferencia principal consiste en el tipo de 

observaciones que se tienen, en el primero, se pueden pensar como coordenadas po-

lares y en el segundo como coordenadas rectangulares, esto conducirá a trabajar con 

algunos cambios de variable para pasar de un problema a otro. 

Se definen entonces: 

li,l2, .. ,ln las longitudes de los n pasos con direcciones 811 82, . . 1 Bn. 

Se supone que se trata de una muestra aleatoria y que : 

f(B,) = <};; , O :Se, :S 27f ( Bajo H0) 

Los n vectores con componentes : (l 1 sint\, l, cos 9,) 

Sean: 

n 

X ¿1,cose, 
i=L 
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)" ¿l,sinO, 
1 el 

11 -./ X2 + Y2 

Su nccC'sit.ci ~ucontrar ltL díst.rib11c1611 de R. Reduciendo el proble1ua d(~fiuiéudolo 

en tér1ninos rná.."l sirnples: 

x l{"ose 

y lsinO 

Por el Teorema de Inversión sabe1nos que es posible escribir la f.d.p. conjunta de 

x y y en términos de su función característica. 

Sea 1f;(t1 , t 2 ) la función característica conjunta de x y y·. 

entonces: 

Sean: 

Sustituyendo con los cambios de variable x, y, t 1 , t2 tenernos que: 

e(it1x+itzy) = e[i(pcosW)(lcosB)+i(psin<P)(lstnl.l)] = e[ipl(cos~costl+s1n<Psintl)j = e\"pJcos(fJ-<F)J 
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Connciendo f.i:,,"sc puede ob\,ener f1,o: 

Cuando x = lcosB y= lsinB 

IJ (x, vW1 = l 

y cuando t 1 = p cos 4> 

11 (t¡, t,w 1 = p 

por lo cual: 

,, 00 

f (l 9) = _l_ J J e(->pl=(B-<))lpw(p,<)dpd< 
(l,9) ' (21f)' 

o o 

Integrando sobre el recorrido de B y acomodando de manera conveniente el orden 

de integración, obtenemos: 

j,(l) = (2~)' 7 7 [7 eC-•P''°'(B-•llde] p'f!(p,<J'>)dpd<J'> 
o o o 

Esto es válido ya que: ,, 
H = J e(-iplcos(B-<l>)dpd<I>) 

o 

no depende de <Pi además aplicando la teoría de las funciones de Bessel[2J, sabemos 

que· 



1 
-Ji= .fo (p, 1) 
21' 

y ~nstituycndo en ht f.d.p. <le l , obtcnen\OS . 

00 ,, 

f,( l) = 2~ 1 ./ ./ pJ0 (p, 1) if! (p, iJ>) dpdiJ> 
o o 

Ahora es tiempo de volver a nuestro problema inicial, que era encontrar la f.d. p. 

de R = ../ X 2 + Y 2 . En este caso la función característica de x y y será. 

y 

n rr Jo (lip) 
i=l 

00 

f (R) = R./ uJo (iiu) du 
o 

Corno en nuestro caso l1 = l2 = ... = ln = 1 , 

00 

f(r) = r J uJo(ur)JQ (u) du 
o 

La teoría de funciones de Bessel nos ayuda de nuevo pues : 

d(xJ, (x)) = xJo(x) 
dx 

por lo tanto 

00 

F(r) = r J J1(ur)J(; (u) du 
o 

que es la expresión mínima que podemos encontrar de la función de distribución de 

r. 
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Se definen l,, 01 ·1 :::::: 1, 2 corno an\.(~S y nos n>fcriren10.s ndeni,í.-; con10 ,_)'.1 al 

vector refiult.antc d(~ l 1 y l2 

Sea P2 (r, !1 , l2) la probabilidad do que dcspuós de dos dC'nsplw.;anüentos, la distancia 

al punto de partida sea menor que r : 

el problema es conocer qué valores puede ton1ar B1, se sabe que sólo puede tomar los 

valores tales que S2 S T. Para que se cumpla cst.o, Kluyver introdujo un "factor de 

discontinuidad" [5]definido como: 

00 ¡Osi 
r J J1(rx)Jo (S2x) dx = 

o 1 si 

entonces: 

,,, 00 

P2(r;l1,l2) = ;1f J d8 1 J J, (rx) Jo(l2 ,x) 
o o 

además por ser S2 el vector resultante, S2 = Zi + l~ ~ 2l1 l2 cos fJ1 ,por lo que: 

,,, 
j J0 ( (l~ + li -2l¡l,cos8) l) de= 27TJo (l 1)J0 (12) 
o 

De esta manera se puede escribir 

00 

P2(r;l,,l2)=r J J1(rx)Jo(l1x)Jo(l2x)dx 

o 

Si se tienen n observaciones, realizando el procedimiento anterior n-1 veces se 

obtiene que 
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l,,(r:l,,I,, .. ,1,,) = r/.11 (r:i:).111 (11:1:)./11 (1.,,;) .. .111 (1,,.1.)d:i: 

11 

.Y COITIO l, = 1 'r/i 

00 

P,, (r, 1) = r / ./1 (r:r) .!~'(:e) d:i; 

o 

que es el rnismo resultado que obtenido con el prímer procedünionto. 

Con la hipótesis nula que se está estudiando. la hipótesis alternativa puede esta-

blecer que la población tenga una distribución von Mises, sin ernbargo de p,st.a últirna 

se derivan en total doce posibles modalidades, ya que de a,cuerdo a los intereses que 

se tengan, se pueden variar los parámetros de la siguiente n1aner<l: 

Paraµ: 

µ=µ, 

Para"' · 

K = i<' > O ( i<' desconoCldo) 

Se analizará el caso más difícil, que es cuando desconocernos a1nbos 

parámetros 1 es decir: 



l1ajo llo: 1-; =O 

8 ((0,11)/0 $ K < oo;O $ p, < 27r} 

W {(K,,¡t)/K=Ü) 

Las funciones de verosimiltud son: 

L(w) 
n J J 

II 27r = (27r r 
•=l 

L(8) 
n e[i..•Cos(O,-µ)] 

II si o < e, :S 27r' K, > o, o :S µ < 211" 
,~ 1 27rlo (n:•) 

[27rfo (n:•Jr" efI:~o,<"Co•(&,-µ)j 

n 

lnL (EJ) -nln[211"fo (1<')] + ¿x:•cos (B, - 11) 
i=l 

n 

-nln2ir - ninfo (x:•) + n:• L Cos (B, - 11) 
•=l 

Derivando con respecto a µ para obtener el estimador máximo verosímil de µ: 

éJlnL(EJ) - ·~s (B ) 
-~-~-K L.. en i-µ 

éJµ i=l 

n n 

81 x:·¿sen(B,-11) = o= L Sen e, Cos µ - L Sen µ Cos e, = o 

Senµ 

""' Cos µ 

t=l 

L~1 Sen B, 

L~=l Gas ei 
y 

X 

pero el ángulo que cumple que ~:: 'µ = f es Xo :ángulo formado con el vector 

resultante y el eje de las X'S 



:l I 

S(' th'l'iV;I Ctlll rt!SJH'clP a¡.,·• Jlara o\¡j,('IH'r t'! ('S(illHl<iO! llii\..'(J!JH) \'('!'OSilllii (h' ¡.,·*. 

i!luL(8) _ -·niJinfo("') ¿:" C' ·(il _ ) 
--~- + 08 l Jl· a/'i.· ah:~ 

i-c:I 

Poi dcfiuición [2): 

por lo cual: 

lo(¡.;') 

füo(><') 
éJ¡.;,* 

00 

1 ( ')'" ( ')' 1 ( ')' 1 ( ')" ~f(r+l)f(r+l) ~ =l+ ~ +2!·2! ~ +31.31 °2 + 

( "') 1 ("')
3 

1 ("')' 2 + 2 2 + 2 . 3! 2 + 

Por otro lado: 

f¡(K') = ~ {f (r + 2) f (r + !)}-! ( ~ )'c+l 

= (~')+~(~')'+/31(~)'+. 
Lo cual muestra que : 

Entonces: 

Igualando a cero: 

iJ\nL(8) __ I, (1<') ~e (" _ ) 
- n ( ) +L. os u, µ. 

é)K,* fo K,* •=1 



1 " 1 " " 
- ~()os (O, - ¡L) = - "Cos O, ()os ¡1. ·!-"Sen O, Sen. ¡1 
'!/~ 'fl~ ¿ 

1 ..: l , =-1 i::· 1 
1 ,~ ll 

-Cos J.l L Cos O;+ SC'n. /J, L Sen O, 
n 

i=l i=l 

y corno ¡;. es cstirnado por el vector xo : 

Entonces el estimador máximo verosimil de r;, es la solución de A (n"') = R o de 

manera equivalente K, = A- 1 (R). La solución de la ecuación anterior se obtiene sólo 

mediante métodos numéricos. Una aproximación para estimar K, la dieron Abramow1tz 

y Stegun[4]: 

a) Si O<:: R<0.45 

b) Si 0.45<'. iko.s K. = 21i 

c)SiO.S<::R<::I K.=~(I-R) 

Sabiendo ya cuáles son los estimadores K: y íJ,, se realiza el cociente de verosimili-

tudes: 

L (w) (27r)-n 

L ( É)) = (27rlo (K.) )-n ei'l.:~~' Co.(@, -í'I] 

Como A(K.) = ~ 

(lo (K.))" 
==} ,\ = e(n"RA("R)) 

(Io(K.))" = .\ 
e(RR) 



crit.ica de In prueba: 

In>,= n ln 10 (í'.i) - 11í'.i1l (i:) = n (In f0 (í'.i) - h'A (í'.i)) 

Se sabe ade1nris que: 

por lo cual 

i) 
1"._ A = n[¡(~)) - ní'.iA' (í'.i) - nA (í'.i) = n.4. (í'.i) - ní<A' (í<) - nA (í'.i) = -ní'.i.4.' (í<) 
ª" fo " 

Por la definición de R, se sabe que R ? O, por lo tanto í< ? O pues A (í<) = R; 

ahora se verá cómo es A' (f?), para lo cual seconstruirá una ecuación que involucre esa 

expresión y así se pueda interpretar su comportamiento. 

Sea B una variable aleatoria con f.d.p. von Mises (O,"-) : 

eC"cosO) 

j(B) = 27flo(i<) 

Sea cos e una transformación de fJ, entonces: 

E (cose) 



.,-_, 

Por io tanto: 

.Y : 

Se sabe que: 

por lo que: 

escribiéndolo de una manera diferente: 

_1:_ ¡,,, + "' ~7' + "' ~~7' + "' ~~~7' + ,,,] 
27' 21 4 4! 6 4 6! 8 6 4 

_1:_ [1'" cos2 e de+ "~ ¡'" cos4 e de + "~ ¡'" cos6 e de + "'. /
2

71" cos8 e dB + ... ] 
2~ 2. 4. 6. 

o o o o 

1 

[/
'" 

00 
(ecos")' ]-¡'" cos2

" el''~'ld" 
27' o cos' e ~ " rl u de ~ o u 2w u 

Por lo tanto: 

2rr 
Ii (K) - ! cos2 () e(1<,cos8) - 2 
Io(K)- 27l'fo(«) dB-E(cose) 

o 

cuando B tiene una distribución von Mises(O, n:), como se mencionó antes, y: 

'() Ii(1<) I/(K) ( 2) '( ) 
A"= Io(") - IJ(1<) =Ecos e -E cose =Var(cose) 



vcrosnuilit.udes qtH) tenía111os !lq.!.;a1nos a: 

In lo (í<) - o:A (íi) < >i ==> -í<ll < >.'' ==> R > >.'" 

donde ).. 111 está dacia por: 

P [R >>.'"/Ha}= a 

En efecto, la región crítica se e,spcraba de esta forma, pues si se rechaza H01 es 

porque tenemos una R "grande", ya que bajo la hipótesis de uniformidad, R, la 

longitud del vector medio, debe ser un valor pequeño, cercano a O 

2.1.7 DISTRIBUCIÓN ASINTÓTICA DE 2R/n2 

A pesar de haber obtenido la distribución exacta de R, es evidente la dificultad que se 

presenta al tratar de evaluar la, por lo cual se hace necesario buscar una aproximación 

que sea más sencilla: 

//Cuando K, =o, X= L~=l Cose,, y Y= L~=l Sen f)i tienen distribuciones nor-

males con media O y varianza n/2n. 

Para den1ostrar el resultado anterior se encontrará primero la media y la varianza 

de Cos Bi, partiendo de que fJ se distribuye como una von Mises(O,K,). 

Hemos demostrado que para i = 1, 2, .. , n : 

E(cose,) 

Var (cose,) 

I, ( r,;) 
Io(r,;) 
1; (r,;) If (r.:) 
lo (r.:) - !J (r,;) 



De la t.coría d<· In;-; f1u1c101H's d<· Bl'sscl :-.P s.iliP qu<' !'2]: 

Por lo que: 

1 [ J., (n.) 2!2 (n.)l 
Var (cose,) = - l + --=----( ·) - 12

1 
( ·) 2 lo ,..,, o n. 

Y co1no bajo la hipótesis de uniformidad ¡.;, = O, para·¿ = 1, 2, ... n : 

E(cose,) 

Var (cose,) 

Aplicando el teorema del Límite Central: 

L
n 

cosei 
'~ 1 

, - N (O, 1) 
(~)' 

Por lo que: 

t cose, - N (o,~) 
i=l 

Bajo las mismas hipótesis E (sen&) = O, pues el sen e es una función simétrica con 

respecto a O, por lo que Var (sene) =E (sen2e) y: 

E (sen2e) 
211" 21T = 

J 2 eC"°'') 1 ¡ 2 (1Ccose)' 
sene l()= 2 I() sene¿ 1 de 2rio"' rioK r. 

O O r=O 

-2,,.-l-o7("~) J sen
2
B dB + "'J sen

2
BcosB dB + ~~ .! sen

2
Bcos

2
B d8 + ~~ ¡·se 

[

2rr 2rr 2rr 2rr 

() () o o 

~~~ ,,.+o+--+0+---+0+----+ .. 1 [ K,27r K,47rl K,6Jo15 l 
2?T!o(") 2!4 4142 6!428 



:;u 

'{ bajo la h11plltl'sis 1111la, 11 = O · 

( 
., ) l l 

E oon-0 = 2Io (O) = 2 

Entonces con10 ocurrió con X: 

Y= tsen O,~ N (o,~) 
i=I .., 

Y: 

(L:~-i sen B,) 2 + (L;;>_1 cos0,)2 
2 

n "'X(2) 
2 

esto es) 

2R2 
2 

-~x12) n 

siendo ésta la aproximación que en realidad se usa en la prueba y a partir de la cual 

se construyen las tablas. 

2.1.8 INVARlANZA BAJO ROTACIONES 

Como se habrá notado, el hecho de suponer que () tiene función de densidad von Nlises 

con µ = O facilita en gran manera los cálculos y es que en realidad no es necesario 

mostrarlo cuando µ # O, ya que la prueba de Rayleigh tiene la ventaja de ser una 

prueba invariante bajo rotaciones, la idea de la demostración es la siguiente: 

Con la hipótesis nula de nuestro interés: 

Ho: f (B) = 2~ O< B ~ 27r, 

Se define a la hipótesis alternativa Ha como una clase de funciones de densidad in-

variantes bajo cualquier cambio de dirección, de manera más clara, si (~ 1, ~2 , ... , ~n)representa 



pertu11ece a la cJ;u.;e de funciones d(' densidad de Jf,, , donde n ('$ c11alq11ic~r coustantc 

real. 

De acuerdo con Lehn1ann[3]i con las características dadas, la prueba de Ho contra 

Iia 1 debe cun1plir que pcu-.:i 811 función potencia. iJ; : 

Si se hace un cambio de dirección, tomando a Bn como nuestra nueva dirección 

cero, se define: 

k=l 1 2, .. ,n-1 

o bien. 

entonces W sólo dependerá de n - 1 variables, pues Sn = 1, por lo que la función de 

densidad conjunta de o:1, 0:2, , Cl:'n será: 

,, 1 

J g (Bn) ñ g (Bk) dBn 
o k==:l 

2
1T n-1 

= J g(Bn) IIg(Bn+ak) dBn 
o k==:l 

Pero bajo la hipótesis de uniformidad g (o:1 , a2,-· , ªn-1)es una constante, por 

lo que podemos encontrar una constante C tal que la función g (C1 , C2, .. ,Cn-1)>C, 

concluyendo que ésta es la prueba uniformemente más potente para probar la hipótesis 

H0 contra Ha, de todas las pruebas invariantes con el mismo nivel de significaucia. 



Pod<'111n:-; 1 <l!llbÍ(~¡¡ cxpn'.s<1r la í11nción g. ~·11 tt'n11i11os di' Ja;-; \'<lriahh~s 01 iginal<':i 

'.hr ,, 

g((1 ,(2 , . .,(,,) =./fig(x+O,)ch > C 
o i=l 

y pa.rticulannentc para una población con f.d. p. von M1scs(p,0 , "') : 

" " 
I1 l e[.-.cos(x+O,-µ.o)l os Bi, µos 27r 

27rlo(K.) 
i=l 

K. > o ITg (x +e,) 
?=1 

1 e(11::L;~"' 1 (cosx-µo+O,)j 
[27rlo(K)] 

Pero: 

n n n 

:L cos [(x - µo) +e,] cos (x - µo) :L cose, - sen (x - µo) :L sen e, 
•=l t=l t=l 

cos(x-µ0 )Rcosxo-sen (x-µ 0 )Rsenxo 

R cos [(x + xo) - µ 0] 

De esta manera la función de densidad conjunta de ( 1, ( 2 , .. , (n queda simplificada 

así: 

,, 
_ ./ el"'Rcos(x+'fü-µo)] 

g((,,(,, · ,(,,) - [27rl
0 

(K.)]" 
o 

Pero esta expresión es muy parecida a la función de densidad de una variable von 

Mises(x + X0, r;,R), evaluada sobre todo el recorrido, para verlo con más claridad se 

multiplicará la expresión por ~~¡:~~ : 
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(~u('da ;1.-;í roniprobada In Ü1\·,1ria11za de In pruph;t. :-;i('ndo <··:-:ta 1111<1 propH'dnd t1H1.v 

üt.il en la pr<ict.ica 

2.2 PRUEBA DE GREENWOOD Y DURAND 

2.2.1 HISTORIA 

En 1955 Greenwood y Durand introdujeron y desarrollaron esta prueba, que es en 

realidad un caso especial de la prueba de Rayleigh, se obtiene cuando en ésta, la 

hipótesis alternativa sí especifica, al menos teóricamente, la dirección esperada de las 

observaciones, mientras que la hipótesis nula permanece igual. Este cambio que se 

le hace a la prueba de Rayleigh tiene efectos prácticos muy útiles, ya que al realizar 

experimentos, en muchas ocasiones se tiene una idea de la dirección que tomarán las 

observaciones, pero se necesita evidencia estadística para confirmarla o de lo contrario 

para no rechazar la aleatoriedad. Si no se tomara en consideración la dirección teónca, 

se estaría desperdiciando una parte muy importante de la información. 

Las aplicaciones de la prueba se centran principalmente en experimentos relacio­

nados con la orientación de algunos animales bajo condiciones especiales. 

2.2.2 PROPÓSITO 

Probar si los valores angulares tienden a concentrarce cerca de 80 y así saber si la 

distribución de la que provienen difiere significativamente de la aleatoriedad. 

Hay que aclarar en este punto que Bo debe conocerce antes de la realización del 



:¡.¡ 

C'Xpl'riI11c·nto. Poi otro \;ido. SIS(' sal)(' qll<'. por C'jP1nplo, riPrl;I t•speciC' auiinal sig1t(' 

cil~rta orient.aciúu y se dPse<t probar si la dirc<'ción rncdia difiere signifi<"at.1va11H'n\.<' <h· 

la dirccci6n t.cxírH'<l> no se podrá aplicar la prueba de Grcenwood y Durand, t~sta solo 

debe ser usada para probar aleatoriedad. 

2.2.3 DATOS REQUERJDOS 

Una muestra aleatoria de n valores angulares 81 1 82 1 ••• ) On y una dirección angular 

predeterminada1 Bo. 

2.2.4 IDEA BÁSICA DE LA PRUEBA 

La estadística en la que se basa el criterio para definir la región crítica de la prueba 

será: 

X 
1 n 

- ¿cos()i si 80 =O ó 
n 

i=l o:·~" 

V r cos (xo - Bo) si 80 #O 

donde r y Xo son la longitud y dirección del vector medio . A estas estadísticas se les 

puede dar la misma interpretación: 

Un simple anáhsís visual de las figuras 1 y 2 del capítulol, basta para saber que 

X y v representan en ambos casos la proyección de m, el vector medio, sobre el vector 

con dirección B0 , por tal motivo pueden tomar valores de -1 al; n1ás aún, dependen 

de la longitud del vector medio, que como se sabe varía en relación a la dispersión de 



las ohsc'r\:.1cio1H'S flln 1dPdor <h' la din1ccit'iu n1l'd1a. c11to11r<'s. <'U\ rl' nuis p;uccidos se;111 

los valores (),,,, <1 00, X- y u serün 111<i.-.; cercanos <l 1. 

Lo aut.<!rior justifica, aunque de ruaucra infounal, la idea búsica de la prueba y su 

relación con X y v. 

2.2.5 HIPÓTESIS A PROBAR 

En el caso 1: 

Ho: "=O 

µ,=o 

Bajo Ha: ¡..¡, = n:*>O (desconocido) 

¡t =O 

2.2.6 DISTRIBUCIÓN DE x Y v. 

Primero se mostrará que el cociente de verosimilitudes que establece la prueba, con­

duce a la necesidad de saber cómo se distribuyen estas estadísticas. 

En el caso 1: 

Bajo H0 : "=O 

µ,=O 

Bajo Ha: n: = n:*>O (desconocido) 

e 

w 

µ,=o 

{ (µ,, ") / !' = o, o < " < 00} 

{(µ,,K-)/¡t=K-=0) 

Como r;, es desconocido1 se encontrará su Estimador Máximo Verosímil, para sus­

tituirlo en el cociente de verosimilitudes: 



:m 

Igualando a O: 

L (f:-J) 

lnL(8) 

iJlnL(8) 
E!~ 

" 
K. ¿cosO, - nln2rr - n lnl0 (¡..;) 

t=l 

Por lo que ÍiMv es la solución de la ecuación anterior, la cual se puede aproximar 

sólo por métodos numéricos. 

El cociente de verosimilitudes queda determinado como: 

L(w) = 
L(8) 

Donde>.." se obtiene de P [X>>."/ Ho] =a. 

Si se modifica la hipótesis alternativa: 

µ = Bo 

KMv será ahora la solución de la ecuación: 



Al desarrollar el lndo i'/,q11ienlo de la ecuación: 

1 n - L cos (O, - Oo) 
n. 

;=l 

1 n 

- ¿cos81 cosBo +sen 81 sen 80 
n i.::1 

¡ ( n n ) :;; cosBo S RcosXo +sen 00 SR sen Xo 

cos e,R cos xo +sen eoR sen xo = R cos (x0 - e0 ) 

Entonces KMv es la solución de : 

Reos (xo - ea)= A (1<) 

El cociente de verosimilitudes es por tanto: 

L (w) 

L (e) [27rfo (~)] n el'Rn2rcos(xo-Oo)] 

R 
pues r 

n 

= n ln lo (?) - ?n?r cos (xo - e,) < >.' 

=::::} 11 =reos (Xo - 80) >A" 

donde A", se obtiene de P [v > A.11
] = o: 

' En realidad la estadística de prueba que se usa es (2n)211, por su aproximación 

asintótica que se analizará después. 



2.2.7 DISTRIBUCIÓN DE "X" 

Al igual que la prueba de Hayk~igh, In prueba ''11" i P~.., invariante) bajo rotaciones, Plt<'S 

os sólo un caRO particular de aqu<~ll,1. Gracias <'- csh~ resultado que fue anali:;,ado (~H 

la sección antcnor, solo se eucoutrará la distribución de : 

n 

X= I:cosB, 
t=:l 

estadística obtenida cuando en la hipótesis alternativa µ = O. 

Para deducir la f d.p. de X, se utilizará el Teorema de Inversló11, el cual involucra 

a la función característica de X : 

n 

1>x (t) = II 1>'°'º· (t) = 1>~ (t) donde x = cos 8 
i=l 

Partiendo de la función característica: 

Sean: 

Como: 

Si se define: 



a ·1.t + J-,:¡L 

{; t;,Vji 

27f 

(faJ: (t) = 1 ! e(t1cuso+?11~··uo)d(} 
2n lo(¡;;) . 

o 

Usando el desarrollo en serie de Ja función exponencial: 

2rr .! e(acusO+iW.•111J)dfJ 

2rr 00 

! 2= (acose+ ~b sen B)" d& 

O 
n. 

'o n= o 

2rr [ 

J (acosB+ibsenB)2 (acos&+ibsen&)4 (acos&+ibseni 
1+ ~ + ~ + ~ 

o 
n (a2 - b2) 3n (o2 - b2)

2 5n (a2 - b2)
3 

2" + 2! + 4 4! + 8 6! + ·· 

2ir 1- + - + ... 
[ 

(b2 - a2
) 3 (b2 - a2

)
2 

5 (b2 
- a2

)
3 

] 

2 . 2! 8 . 4! 16 . 51 

[ 
(b' - a2

) (b2 
- a2

)
2 

(b2 
- a 2

)
3 

] 
2n 1 - 22 + 22 . 42 - 22 . 42 . 52 + ... 

2n {Jo [ (b2- a2
) !]} 

ya que[2]: 

x2 x4 x6 

Jo (x) ~ 1- 22 + 22. 42 - 22. 4'.6' + ... 

Volviendo a la expresión de la función característica de cos 8 : 

<fx(t) 
2n [(b'- a 2)!] 

27rlo (x;) 

Jo { [(t - ii<µ)' - "'"'] l} 
lo ( ") 



111 

1\plicnndo t!l '[(_'(ln~ut<i dP Invcr~it'>u: 

.'/ (x) 

00 _.'.._ ¡· c<-ut)</!~ (t.) dt 
2ir . 

-00 

00 

1 ¡· (-.rt) " { [ . ' .2 'l l} Zrrli) (1<) e J0 (t. -1.>eµ) - "11 dt 
-00 

Bajo la hipótesis µ0 =O, se tiene v =O y fJ, = 1 : 

00 

g (x) ~ 271'!~ (¡¡;) Je< "')Jo (t - ¡¡¡;) dt 
-00 

Ba30 la hipótesis de uniformidad, es decir si r;, = O : 

g (x) 

00 00 _.'.._ f e(->Xt)Ji)(t) ~ _.'.._ j (cosxt+i senxt)J[;(t)dt 
2ir 2ir 

-oo 

00 

~ j cosXtJ[;(t)dt 

o 

-oo 

Esta es la función de densidad de X, sin embargo debido a su complejidad1 se usa 

su aproximación asintótica, resultado que ya se analizó. 

2.3 PRUEBA DEL RANGO 

2.3.1 HISTORIA 

Los primeros en formularla y estudiarla fueron Laubscher y Rudolph en 1968, poste-

riormente Rao se interesó. Fisher y H.A. David no trabajaron directamente sobre el 

tema, pero realizaron trabajos de cálculo que facilitaron la elaboración de las tablas 



11 

JH!<'<~'iari<l!i par;1 1<1 pnI<'h,L (~onio S(' V<'r;l 111;-\.-. <tth•lnnt<'. {•stn l'S una de~ lc1:-; pr11('h<1S 

1u<i'> nípida.'"i, poi lo que los investiga.dores frectH'll! ('l\H~utc la pn~ficrcn sobre ot.ri\1'. 

2.3.2 DATOS 

Se necesitan n valores a.ng,ularcs B1, B2, ... ) Bn que representen direcciones en el plano 

o los tiernpos de ocurrencia de algún fenómeno cíclico. 

2.3.3 PROPÓSITO 

Probar si la población de la cual es extraída la muestra difiere significativamente 

de la aleatoriedad, o bien probar si hay evidencia estadística de tendencia a cierta 

orientación. 

2.3.4 IDEA BÁSICA DE LA PRUEBA 

Se considerará una muestra de una población con distribución unimodal. Sea r la 

longitud del arco más pequeño que contenga todas las observaciones de la muestra 

Si res pequeño, físicamente se tendría una gráfica con las observaciones concentradas 

hacia una dirección y entonces se estaría en condiciones de rechazar la aleatoriedad. 
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2.3.5 OBSERVACIONES 

r 

.. · ~ 
/ 

/ 

Los datos deberán ordenarse y no deberán estar agrupados. En caso de tener una 

muestra bimodal, con las modas opuestas entre sí, es decir una muestra axial, podemos 

obtener el doble de los ángulos, reduciéndolos si fueran mayores que 360°. 

2.3.6 HIPÓTESIS 

Ho, La población de la cual proviene la muestra se distribuye uniforme (hay aleato-

riedad) 

2.3. 7 ESTADÍSTICA DE PRUEBA 

w : Rango Circular 

El rango circular es la longitud del arco más pequeño que contiene todas las 

observaciones. En términos de las variables T:s definidas anteriormente: 

w = 360º - max (Ti, T2 , .•• ,T.) 



.1:1 

2.3.8 REGLA DE DECISIÓN 

Si 'W<'UJ (n), la hipót.c,·~;is nula, el<~ aleatorit~da.d S(~ rechaza, con lo flllC se roncl11yl1 qll(~ 

existe algún tipo de orientación. 

2.3.9 DISTRIBUCIÓN DE w 

Para obtener la función de distribución de w,, bajo la hipótesis de uniformidad, se 

verá bajo qué condiciones se cumple que w S r. Por la definición misma de w. lo 

anterior sucede cuando al menos una de las longitudes de los arcos T/ s sobrepasa el 

valor r' = 2n - r. Sea E1 el evento 1;.>r' ,entonces por el Teorema de la probabilidad 

total 

F(r) P (~E.) 
nPr (E1) - (~) Pr E 1E2 + ... + (-1)'-1 G) Pr (E1 .. E,) 

donde s es la parte de integración de 27r / r'. 

Se encontrará la probabilidad de E 1E2 ... Ek· Como los E~s están en función de los 

r: s ¡ se tratará primero de estudiar ésta. 

Si una estadística r¡ (B1, B2, ,Bn) es invariante bajo rotaciones se puede decir que la 

misma se basa en sólo n - 1 variables, escogiendo por ejemplo a By), como la dirección 

cero, se tiene que 17 (81, 82,. ,Bn) = r¡ (8~, e;, ... , O), y la función de verosimilitud de 

B]', e;) ... , él~_ 1 sería: 

2rr n-1 

j f(e)IIJ(&,+e)de 
o •=1 

o < e; :::::; 27f i= 1,2, ... ,n-L 



Bajo !a hipót.(~sis uula f (O) Lit•11e una distribución 1111ifonne sobre (0,2n) y si 

<ldC'rnñ.s se considera que las obs(~rvacionei; pueden ordenarse de (n - l)! u1:.u1cff<1s 

dist1nt.as 1 la dist.ribuci<'.ln coujunta de lns c_•.st.adistica .. <> ele orden 0(1), 0(2), •• ) 0(11 _
1

) es · 

Entonces: 

g (T,, T,, ... , Tk) 

(n - l)! 
(27f)" l 

2rr-T¡ 

(n-l)'(n-1)! J 
(2rr)" ' 

o 

2rr- ... -Tn-2 

J dTn-1 ... dTk+1 

= [(n. - !)!/ { (n - k - 1)1 (2rr)"-1 
}] (2rr - T, - T, - .. -Tk)"-"-' 

Aplicando este resultado a: 

w w 

se obtiene: 

Pr(E, ... Ek) = { 1 - (kr /27r)} n-l 

.. F(r)= ~(-l)k-l G) [l-k{(27r-r)/27f}j"-1 

2.4 PRUEBA DE ESPACIOS DE RAO 

2.4.1 HISTORIA 

Esta prueba es relativamente reciente. Rao la formuló por primera vez y Puri y Yoon 

la modificaron posteriormente, haciéndola más eficiente. Las aplicaciones de esta 

prueba se han dado en el campo de la Biología, por Freid y \!Vagner, Ireland, entre 

otros. 



2.4.2 DATOS 

Se requiere de una HHH~'>t.ra nlcntori<t de n. valon':-; angulnn~¡.; 0 1, 02 , ••. , (),,, que rcpn~-

scntan direccione...;; en el plano o tiernpos de ocurrencia de ,1lgún fenó1neno cíclico. 

2.4.3 OBSERVACIONES 

Además de que los datos deben ordenarse, no deben estar agrupados.En caso de tener 

una muestra bimodal1 con las dos modas opuestas ent.re sí, es decir, una muestra a.xial, 

se puede obtener el doble de los ángulos y trabajar con ellos. 

2.4.4 PROPÓSITO 

Probar si la población de la cual proviene la muestra difiere significativamente de la 

aleatoriedad o si existe evidencia estadfstica de alguna tendencia direcc1ona1. direc-

ción. 

2.4.5 IDEA BÁSICA DE LA PRUEBA 

Bajo la hipótesis de aleatoriedad, se esperaría que al graficar las observaciones en 

el círculo, éstas tenderían a estar igualmente espaciadas entre sí. La longitud del 

arco entre cualesquiera dos observaciones adyacentes sería 360". Podrían permitirse 
n 

diferencias pequeñas con respecto a esta cantidad, sin embargo diferencias grandes 

no indicarían una distribución uniforme de las observaciones de la muestra. 
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2.4.6 ilPÓTESIS NULA 

1 
1 · . • 

fJi's observados 

Ho :La población de la que se extrajo la muestra se distribuye uniforme (hay aleato-

riedad). 

2.4. 7 ESTADÍSTICA PRUEBA 

Haciendo uso de la definición de los Tf s de la sección anterior, se puede saber que : 

n 

¿r, = 360º 
i=l 

i = 1, 2, ... , n; son las desviaciones entre la longitud del arco espe-

rada y las longitudes de arco muestrales. Se puede pensar entonces que: 

funcione como una estadística de prueba. 

2.4.8 REGLA DE DECISIÓN 

Se rechaza Ho, la hipótesis de aleatoriedad, al nivel de significancía 0: 1si R>R(a) 

. (valor de tablas). 
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2.4.9 DISTRIBUCIÓN DE LA ESTADÍSTICA 

Para cncontra.r la distribución asintótica de R = "'""n IX - 3r.o" ¡ , se usará un rcsu!-
L......1::::1 ti 

ta<lo de L. Sherman[6], quien demostró que: 

E (Rk) = (n + k)-' ~ (n + 1) (k -1) (::..::._:)"+• 
k •=O s+l s n+l 

dondeµ= min (k, n). 

Entonces si k=l : 

Si k=2: 

E(R') = (n;2r't(::DG) (~:~)"+' 
(n; 2r' [ (n; 1) G) (n: 1)"+' + (n; 1) G) (~: ~)"+'] 

2 [ nn+2 n (n - 1)"+'] 2nn+2 + n (n - 1)"+2 

(n + 1) (n + 2) (n + l)"+l + 2(n+1)"+1 = (n + 2) (n + 1)"+2 

Podemos observar que E (R) --)- ~ sin~ oo, además: 

Var(R) 
2nn+2 + n (n -1)"+' - (___!'_)2n+2 
(n+2)(n+1)"+2 n+l 

para distintos valores de n se comporta como: 

0.02 



por lo qnt' tlar (/?):::::: ~' <·ou e ;1decnad<1. 

Se define la variable cst.audariz;ada: 

, R-E(R) ("")¡ R = i = -
(VarR)' " 

(n-D 
Si los mon1ontos de R~ se aproximan a los 1no1ncntos de una variable aleatoria con 

función de distribución F (x) 1 entonces la fuución de distribución de R• se aproximar{1 

a F (x). 

Sherman demuestra que : 

_ am(2m)t 

- (2e - 5)'" 

con am = m!~..,. - (2e - 5)m 1 por lo que E' representa los momentos pares de una 

distribución normal, entonces ~-oo :::::Normal. 

2.5 PRUEBA DE HODGES Y AJNE 

2.5.1 HISTORIA 

En 1968 Ajne estudió la prueba para detectar uniformidad en una distribución circu-

lar, sin embargo Hodges anteriormente (1955), había desarrollado una prueba acerca 

de la ubicación de una distribución bivariada. Aunque parezca no haber relación 

entre ellas, en realidad son idénticas, es por eso que la prueba se atribuye a ambos. 

2.5.2 PROPÓSITO 

Probar si existe evidencia estadística de orientación o de manera equivalente, si la 

muestra obtenida dista de seguir un comportamiento aleatorio. 
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2.5.3 DATOS REQUERlDOS 

Una n1ucstra aleatoria den valores angularC's 01, 02 1 •• ., On que rcprc,..;;cut.d.n direcciones 

en el plano o los ticrnpos de octureucia de un fcnórr1cno cíclico. 

Los datos no deben estar agrupados, sin ernh~trgo se puede debilitar esta coudici6n 

pidiendo que1 en caso de tenerlos, su ntímero debe ser grande comparado con el tamaño 

de la muestra y en este caso se tendrá una rr1odificación en la estadística de prueba. 

En caso de tener datos a.xiales 1 se debe obtener en primer lugar el doble de los 

ángulos dados. 

2.5.4 IDEA BÁSICA DE LA PRUEBA 

Se considera un conjunto finito de puntos, localizados sobre la circunferencia unitaria1 

se quiere probar la hipótesis de que la distribución subyacente de los puntos es unifor­

me; para tal propósito se dibuja un diámetro l 1 éste divide a la circunferencia en dos 

semicírculos, ahora se rota l sobre el centro del círculo hasta tener el número máximo 

de puntos de la muestra de un lado de l, y el número mínimo del otro lado. Si el 

número mínimo de puntos que quedan de un lado de la circunferencia es "pequeño", 

es lógica la sospecha de que no haya aleatoriedad en las observaciones de la muestra 

dada. Esto conduce a pensar de manera natural que el número mínimo de puntos de 

la muestra que quedan de un lado del diámetro l, llámese m, puede funcionar como 

una estadística de prueba. 



2.5.5 HIPÓTESIS A PROBAR 

Las hipótesis nula y alternativa, son: 

H0 : La población se distribuye unifor1ne1nentc (hay aleatoriedad). 

Ha : La población se distribuye bajo una dirección definida (puede: propoucrs~~ que 

la población se distribuye como como una von Mises, por ejernplo) 

2.5.6 REGLA DE DECISIÓN 

Se rechaza H0 al nivel de significancia a si P < a 

donde P que está en función de n y m, es un valor encontrado en las tablas. 

2.5.7 INVARIANZA BAJO ROTACIONES 

Para comprender esta propiedad se propondrán las siguientes hipótesis: 

Ho : La muestra proviene de una población que se distribuye uniforme. 

Ha : La muestra proviene de una clase específica de distribuciones continuas, la 

cual es invariante bajo el grupo de todas las rotaciones. 

Con el propósito de aclarar el significado de Ha, se puede decir que si (~1 , ~21 ..• , ~n) 

tiene una distribución perteneciente a H ª, entonces para toda constante real f3, ( ~ 1 e
1f3, ~ 2e'8 , ... , ~n e'8: 

también tendrá una distribución perteneciente a Ha . 

Bajo este supuesto, la prueba de Ho vs. Ha es invariante, en otras palabras, la 

función potencia cj;, cumple que : 



,:¡¡ 

esto c .. '>, qov la probabilidad "ºn 1.i \'Ual f!r C'S rcd1a;r,ada, dada la lHlll'slra (E 1, ~ 2 , ... ~ .. ) 

es ig.ual a la probabilidad con la cual lío l'S rechazada, da.< la la 11111estra t.rausfonnada: 

Sabernos que ~k = c10
k O<B S 2rr, sis<~ define 

k=0,2, ... ,(n-1) 
" 

O S o:k S 2n para k = 1, 2) ... , n 

Los Sks describen qué tan parecidos son los ~~s de En 1ya que esta transformación 

sólo rotó la muestra Bn grados. 

tfa dependerá de n - 1 variables: S1 , S2, ... , Sn-I pues Sn = l. Si se supone que 

81 , 82, ... , Bn es una muestra aleatoria y utilizando el Teorema de cambio de variable, 

la función de densidad conjunta de O:i,Ct2, ... ,o:n es: 

2n n 

g(a1,a2,. .,an/f)= j f(Bn) IlJ(ak+Bn)dBn 
o i=l 

Si Ha es cierta1 J y g son constantes, además por el lema de Neyman-Pea.rson1 si 

una función invariante tiene función potencia 1> de la forma: 

-l 1 si g(a1,a2, ... ,<>n-i/f) >e 
rp(S1,S2, ... ,Sn)-

O si g(cx1 ,a,, ... ,C>n-i/f)<C 

para alguna 0: 1 entonces ésta es una prueba uniformemente más potente para probar 

H0 contra la alternativa correspondiente a la densidad J1 entre todas las pruebas 

invariantes de igual o menor nivel de significancia. 



Capítulo 3 

BONDAD DE AJUSTE, UN 

ENFOQUE GENERAL 

3.1 PRUEBA DE LA JI CUADRADA 

3.1.1 HISTORIA 

Fue Karl Pearson1 quien en el desarrollo de sus "Contribuciones Matemáticas a la 

Teoría de la Evolución", se vió en la necesidad de probar "ajuste", por lo que en 

1900 desarrolló su prueba de la Ji Cuadrada, una de las pruebas más usadas debido 

a su simplicidad y a la gran diversidad de situaciones en la que puede ser usada, ya 

que sólo se requiere que las n observaciones puedan ser clasificadas en un número 

de k categorías ajenas y que la probabilidad de que las observaciones caigan en esas 

categorías pueda ser calculada cuando la hipótesis nula se supone cierta. Pero fue 

hasta 1972 cuando Rao, J.S. la aplicó a la estadística circular. 
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Lul pruPha d\' !a .Ji (~1tadnHL1 ('l\ 1•! ('Olll('Xfo < i1('t!!.1r ftH' ns,u!.1 par,1 ('l ('St nd10 dv 

la oricutncióu de c1ert..ts espPeics de ,tniu1a]\'s por An1 11ds(~, 'l'csrh ,\' Lclck. \i\í;1fpn11nn 

y Forward. 

3.1.2 DATOS 

Una muestra aleatoria den valores angulcucs &1 1 82, ... , Br1 de una distribución circular 

Por ser nuestro propósito probar la uniformidad o aleatoriedad de 1<1.':> observacionc~ se 

propondrá una distribución uniforn1e, sin embargo para otros fines se podría proponer 

otra distribución, como una von Mises con cierta n:>O. 

3.1.3 PROPÓSITO 

Probar si la distribución propuesta se ajusta a la muestra dada. 

3.1.4 IDEA BÁSICA DE LA PRUEBA 

Para poder aplicar la prueba de la Ji Cuadrada se debe dividir el círculo que contiene 

las observaciones, en arcos. En cada uno se contará la frecuencia de las observaciones 

de la muestra y además se calculará la frecuencia esperada de la distribución circular 

dada. El ajuste de la distribución se considera sastisfactorio si las frecuencías espera­

das no difieren mucho de las frecuencias observadas. Se puede aplicar como en el caso 

lineal para el circular sin hacer ajuste alguno, si:i embargo Rao la rnejoró: como el 

resultado de la prueba depende en cierta manera de la posición y longitud de los arcos 

que sirven con10 "intervalos'', Rao, J.S. sugirió una aproximación de la Ji Cuadrada 



3.1.5 OBSERVACIONES 

Los datos deben Rer agrupa.dos de n1ancra conveniente, la longitud de lot-> arcos no 

debe ser 11cccsa.ria1nente igual, pero la frecuencia esperada en cada intervalo debe ser 

<le al 1nenos cuatro. 

3.1.6 ESTADÍSTICA DE PRUEBA 

Donde: 

k 2 ., "(n, - e,) x- =L. e, 

k = número de grupos en que se divide el círculo 

nt = frecuencia observada del i-ésimo grupo en n experimentos 

ei = frecuencia esperada del i-ésimo grupo en n experimentos 

3.1.7 DISTRIBUCIÓN ASINTÓTICA 

En 1949 Neyman demostró que la estadística de prueba obtenida por el procedimiento 

de razón de verosimilitudes puede escribirse de esta manera, la estadística tiene una 

distribución asintótica Ji Cuadrada con k ~ 1 grados de libertad: 

En nuestro contexto tenemos k arcos de la circunferencia , no necesariamente de 

longitud igual, en los cuales deben estar las n observaciones angulares de nuestro 



\'Xp<'rililCJl(O. S(':I ¡i,, 1 "'' l. 2 .. . , k !;i probnbi!idad d(' <¡llC e[ l'('.'>llit..1do ('S((: ('!! t'! /-

('.':;ilno ,\.r<:o, el prohlc1ua consist<' t~n <k•tcnuiuar :-;l nn co11\l!Hto de tlatos ('.XlH~rin1cnt ale~ 

l)c 11u1.11cra founal flo : p, = p, 'l === 1, 2, .. , k. Pf'l.f<t plante<u· la razón de 

verosimllitudeo se debe considerar que las observaciones que caen en el i-ésin10 arco 8C 

distribuyen corno una v .a. Bino1nial ( 11., p1 ) 1 aden1ás la función de densidad conjunta de 

la n1uestra, para una v.a. discreta es la probabilidad de obtener los valores 1nucstralcs 

obsc1 vado::; en el orden en el que fueron obtenidos 1 por lo que : 

~k 
Se sabe que L..,..i,,,,J Pi = 1, este resultado conduce a pensar que k - 1 de las p' s 

son parámetros independientes por lo que para encontrar los estimadores de máxima 

verosimilitud de las p1 s, se sustituirá Pk por 1 - :z:::::::-1
1 
Pi· 

De esta manera : 

L (8) n.1 n2 n3 n1o-1 (1 ~ ) Pi P2 Ps ···Pk-1 - '(;;;p, 

lnL (8) n1 lnp1 + n2 lnp2 + .. + n,_1 lnp,_1 +nin ( 1 - ~p,) 

8!nL{8) 
8p, 

~n,lnp, +n,ln (1- ~p,) 
n., 
p, 

Sumando los k términos: 

i = 1)2, ... k 



k k 

/lk¿:n,~nA·L·p, 
1.·] 1=! 

donde: 

k 

¿:n, TI 

1==1 

k ¿:p, 
i==l 

Generalizando con los parámetros rest2'ntes: 

~ N, 
p,=­

n 
i=l,2, .. ,k 

Bajo la hipótesis nula el cociente de verisimilitudes : 

L (w) 
L(0) = (~)"' (';;-)"' .. (~)"' 

y como ya se había considerado. cada N, üene distribución Bin ( n, pJ. El tratar de 

obtener la función de distribución exacta de ,\ no parece ser sencillo, pero se puede 

usar su distribución asintótica, pues se sabe que -2 ln), se distribuye asintóticamente 

como una Ji cuadrada en la que los grados de libertad se obtienen calculando la 

diferencia del número de parámetros independientes desconocidos bajo e y w, que en 

este caso son k - l. La regíón crítica queda determinada de la siguiente manera: 



Se~ dc1nost.rnní ,1born que ~2 lu >. puede c~cribirsc co1110 : 

Para ht\Ccrlo, 8C utilizMé. la expansión Bil serie de rro.ylor de \n Pi alrededor de 

P
-... - !!J.. 

i - n . 

1 ~ ( ~) 1 ( ~)' 1 (-1) np,+ P•-Pi ::::;:+Pi-Pi 21 -a- +é 
p, · p, 

1 n, ( n;) n (p,-(';,')) 2 (n)' n-+ p,-- -- - +é 
n nn1 2 n 1 

n, ( n,) n ( n;) 2 
n =? lnp, - ln- = p, - - - - p, - - - 2 +e 

n nn, n2ni 

Donde é es la suma de los términos con signos alternantes: 

00 J 

"'""""'( )'+1 ( n,)' n L..t -1 Pi - - 1J 
J=3 n J.1\ 

Bajo H0 , p, = p, y sustituyendo en la ecuación: 

-2ln.\ -2tn,ln(n:,,) =-2tn,ln(~) 
~l ~l n 

= -2tn, [(p,- n,) n -(p,- n,)' n'2 +e] 
,,,,,

1 
n n,,, n 2r\ 

k k )' k "°' 'I¡""""' ( np, - n, 'I¡""""' , 
-2~n1 (np,-n,)+ ¿ +~e 

i=l i=l n, i=l 



Pl'ru: 

k ' ' L (np, - n,) H 2: p, - L n, ::::=. n -- n = O 
1:001 /~- \ 

' ( ' '°' np, - n,)- ,, 
=o> -2ln\=¿_, +e 

,,,,,¡ 11,, 

Donde é 11 ----+ O si n -r oo con probabilidad 1. 

Corno -2 ln A se aproxima a la estadística : 

la f.d.p de Q converge a la de -2 ln.>., que es una Ji Cuadrada con k - 1 grados de 

libertad. 

3.1.8 DEFINICIÓN DE LA PRUEBA 

Ho:F=Fo Ha: F oJ Fo 

Para nuestro interés Fo = ~ 

La hipótesis nula se rechaza s1 el valor crítico P, obtenido de tablas y con base en 

la estadística de prueba x2 es menor al nivel de significancia a preasignado. 

Los métodos gráficos juegan un papel importante al tratar de resolver el problema 

de decidir si una v.a. tiene una forma específica de distribución Parte de estas 

pruebas se basan en la función de distribución empírica o 1nuestral. FDE. 

Después de haber toma.do una dirección fija inicial, o dirección cero, se defirre la 

función de distribución empírica Sn ( B) de la inisma manera 1nanera que se hace en 

el caso lineal. Se define ()0 =O, Bn+i = 27f 



l. 
S,,(O)~-, SI o, :S ()<O,¡¡ I = O, l,. 1 !/ 

n 

Cu,tt(pll('r cst.adí.stica que 1nidn 1.1 d1Í('n'nc1a ()utre S\~ (O) y ¡ .... (O)~ función d(~ dis-

trlb11ció11 de la que se sospcch<t se a¡ustd. a la nuiestra a.lcatorin. que .se t.i<:>Jl('., ~erá 

lt_un1tda lHH\ c.sb:i.d:ística FDE. L<\S nu\:-; nuporta.ntt..'S 8ou siete [7], óstas se basa.u en 

las difc:rP-ncia;> verticales entre S,, (O) y F (O) . para su estudio se han dividido en dos 

cla,scs, ld. de supren1us y la.':l cuadrát1cc,s. 

Dentro de la prilnera. c!a..".lc están las estadíst.1cas D+ y n-, que son r<:>...spcc-

tivarnentc las distancia.e:; n1ayorcs rnedid<-1s verticalrnente, cuando Sn ( 8) es znayor 

que F (B) y cuando Sn (B) es menor que F (8), la muy bien conocida estadística 

D = max(D+,D-J de Kolmogorov y la estadística Vn = D+ + D- de Kuiper, que 

por ciertas propiedades que tiene y se analizarán con detalle, es útíl en el campo de 

la estadística circular. 

Dentro de la clase de estadísticas cuadráticas se encuentra la gran familia de 

estadísticas FDE dada por Crámer-Von !Y1ises: 

= 
Q ~ n J { Sn ( B) - F ( B)} 2 ,¡, ( B) dF ( B) 

-= 

Cuando iP (8) = {[F (8)) [! - F (8)]}-1, la estadística resultante se conoce con el 

nombre de Anderson-Darling; por últímo. la estadística U2 de Watson definida como 

y que como se verá posteriormente, también es de gran utilidad en esto.dística circular, 



3.2.3 PROPÓSITO 

3.2.4 IDEA BÁSICA DE LA PRUEBA 

Para entender la idea intuitiva. de la prueba podemos dibujar la, función de distribución 

teórica, que debe ser una curva continua, y !;) función de dist.ribuión ernpír1ca, que 

será una función escalonada. Si se analiza qué tanto las <los funciones difieren una de 

la otra) se podrán distinguir dos tipos de diferencias: cuando la gráfica de la función 

empírica rebasa a la de la función teórica y viceversa. 

Llámese D+ la distancia mayor, medida verticalmente, que haya de la gráfica de 

la función teórica a la gráfica de la función empírica , De manera análoga llámese 

n- a la distancia máxima medida verticalmente de la gráfica de la función empírica 

hacia la gráfica de la función teórica. 

Si se define : Vn = D+ + D-, resulta trivial pensar que un valor pequeño de 

Vri indicará un buen ajuste de la función de distríbución muestral a la función de 

distribución teórica. 

3.2.5 OBSERVACIONES 

Las observaciones no se deberán agrupar, pero cuando sea necesario se podrán cons­

truir intervalos de clase que no excedan de 5°. 



3.2.6 ESTADÍSTICA DE PRUEBA 

Transfonnac:i(>n de v;,. cuya. distribución asintótica 8C puf'dc encontrar. 

3.2. 7 DEFINICIÓN DE LA PRUEBA 

Al igual que en el caso de la prueba de la Ji Cuadrada las hipótesis se pueden plantear, 

por el interés de probar la aleatoriedad de las observaciones con10: 

Ho: Fo= f; VS Ha:FfFo 

La hipótesis nula se rechaza a un nivel de s1gnificancia o: si la estadística de prueba 

es mayor que el valor crítico correspondiente en tablas. 

3.2.8 INVARIANZA BAJO ROTACIONES 

Como se señaló al principio de esta sección, existen más estadísticas que permiten 

saber la diferencia entre Ja función de distribución empírica y la teórica; en este 

momento es conveniente aclarar porqué es mejor usar Vn y no otra como Dn. la 

famosa estadística de Kolmogorov que como se sabe es muy usada en este tipo de 

pruebas 

Considérese un ejemplo sencillo, una muestra de cuatro valores tomando al l\~orte 

como origen (Fig.1) y posteriormente esa misma muestra pero tomando aI Este corno 

origen (Fig. 2). Se desea comprobar la invarianza de la prueba. 



o, •= 108° O' 1 ' 1.sº 

o,= 144º o; = 04º 

º" = 180° o; = 90º 

e, = :i24º o~ = 234º 

o 

\ 

Fig. Fig. 2 

Haciendo la transformación U,(O,) = 0,/360: 

U¡ = 0.3 U¡ = 0.05 

u,= 0.4 u;,= 0.15 

U3 = 0.5 u\ = 0.25 

U4 = Ü.9 U~ = Ü.65 

Dibujando la FDE en ambos casos se obtienen las siguientes gráficas: 

Se puede constatar así que: 

D+ = 0.25 D'+ = 0.50 

D- = 0.30 D'- = 0.05 

D = 0.30 D' = 0.50 

Vn = 0.55 V~ = 0.55 



t)(i 

;\ugu!o:i ta111bil~n vil ordcu crccic~utc P;ua 1u1a e !iJa ,Y 1111<1 nue~tra dada existe un 

c1ll<ffn k tn\ <tlH~ U¡,_<r <(fk 11 En\onn-::o. 

U' 
] 

para 7 = 1. . , n - k 

= (lk+ 1 -11 + 1 - e para} = n - k + 1, .. , n 

De esta rr1anera para i = k + J : 

~-u;= [(i~k)]-(u,-c) 

yparn.i=k+1-n 

2--u;= [(i-k+n)]-(U,+1-c) 
n n 

De lo anterior se establece que: 

j 1 i k 
- - U

1 
= - - Ui + e - -

n n n 
i = (k+ j)modn j = l, ... ,n 

En realidad k es una variable aleatoria, pero dada una muestra y una e, es una 

constante. Para concluir se debe recordar un resultado muy sencillo. 

Si se tiene 80 , 81 , ... , Bn , n nún1eros cualesquíera y una constante k, entonces : 

max (B, + k) = k+ max B, 
0$i$n 0$i$n 

De las igualdades que se habían obtenido: 

max [!_ - u'] + max [u' -~i 
0$;$n n 1 0$;$n 1 n 

max ['!_-Ui+c-5-]+ max [ui-c-
osisn n n 0$i$n 



3.3.4 IDEA BÁSICA DE LA PRUEBA 

La (~st.adíst1ca de prueba U,7 c'.s una 111cdída do dc:-;viaciüll cuadnit.ica., por lo que~ .si 

.se observa 1u1 valor "grande" se podnt concluir que la distnbucióll no se ajusta a la 

inucstra. 

3.3.5 OBSERVACIONES 

Las observaciones no se deberán agrupar y tendrán que ordenarse de znanera aseen-

dente: 01 :S 02 :S ... :S Bn-

3.3.6 ESTADÍSTICA DE PRUEBA 

2 n ( 2i-J) 2 J (J -)' Un = L Y, - -- + - - n - - Y 
2n 12n 2 

1""1 

que es la forma simplificada que se obtiene al realizar la desviación cuadrática. men-

cionada anteriormente~ y que se deducirá más adelante. 

3.3. 7 DEFINICIÓN DE LA PRUEBA 

Ho: F= F(O) 118 Ha: F i F(B) 

Para el caso que se analiza: 

F(8)=
2
8

, 
7f 

o< es 2" 

La hipótesis nula se rechaza si el valor de la estadística u; es mayor que el valor 

crítico obtenído en tablas. 
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3.3.8 DISTRIBUCIÓN DE u;, 

Para obtener las funciones de distribución de las ('stadíst H'HS, se proccdcni cu pri1ucr 

lugar a escribir U1~ de otra rnnucra, equivalente a la pruncrn forrna que fue dada: 

Si se tic~nen n observaciones en orden a ... c;;cendcntc e1, H'l, ... , 011 • 

donde 

U' n n.{ {sn(e)-F(e)-J[sn(v)-F(y)JdF(v)rdF(e) 

y = F (e)= P ¡e, <e¡ 

se definirán unas variables aleatorias que servirán para expresar de otra n1anera 

la función Sn (e) : 

{ 

1 si e, < t 
ó¡(t) = 

O e.o c. 

Por construcción 81 (t) ,ó2 (t), ... ,Ón (t) es un conjunto de v.a. con distribución 

Bernoulli (.\),donde.\= P [ó, (t) = !] = P [e,< t] =Fa (t) 

que será útil para simplificar la expresión inicial de la estadística u~ : 

Por otro lado: 

,, 
J F (y) dF (y) 
o 



/() 

cst.a c.st.adíst.ica se k' co11oce con10 \i\l,~ y se define coino: 

'.2ir 

w,; = n .! {Sn (O) - F (0)} 2 
dF (O) 

() 

Que como se observa c..-; 11uls tratable que la inis111a U.~. Se puede ver que la 

estadística anterior tiene la forrna del segundo morncnto de Sn ( 8) - F ( B) 1 adcrnás U1~ 

tiene la forma de la varianza, pues claran1ente las integrales representan la esperanza 

de :Sn ( B) - F ( B) menos la esperanza de Sn ( B) - F ( 8) , todo elevado al cuadrado. 

Hechas estas obserV'acioncs se puede establecer una relación entre las dos estadísticas: 

U?, n Var[Sn(B)-F(B)] 

n {E [(Sn (B) - F (8)) 2
] - E 2 [Sn (B) - F (B)J} 

[ l 
2 

2 1 -W -n --Y 
n ' 2 

Esta última expresión se obtiene sustituyendo el valor de E [Sn (B) - F (B)], ob-

tenido anteriormente. Si en la fórmula de W~ se sustituye Sn ( 8) por ;_, cuando 

i = O, 1, ... , n y F (B) por y1 , donde las y:s son las n 

estadísticas uniformes ordenadas, se obtiene que: 

w' n 
n [ 2i-Jl 2 

] ¿Y:-- +-
t=l ' 2n 12n 

"""u;,={i=[r;-~]
2

+-1 }-n.[!-v] 2 

2n 12n 2 
t=l 

Otra forma en la que se puede ver a U~ es : 
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Por lo que: 

" ( 2 -1) 2 

" ( · 1) (1 ) " (J )' L Y,--'- +¿2 Y,-!.+- --Y +¿ --Y 
2n n2n2 2 

1=1 i=l 1~1 

" ( 2 1 )' (1 ) 2 s Yi - 22~. - 11 2 - y 

Pero la. parte derecha de la ecuación es igual a: 

t, [ (Y, - 2i2: 1) + ( ~ - y)]' 
2 n [ 2i -1 J -i 2 

1 ~ u" = ¿ Y, - -- + - - Y + -
,~¡ 2n 2 12n 

3.3.9 INVARIANZA DE LA PRUEBA 

Para demostrar que el valor de: 

2n { 2n }' U~=ní Sn(B)-F(B)- I[Sn(Y)-F(y)]dF(y) dF(8) 

es independiente del valor de la observación elegida como inicio, se supone que dF (8) 

es la función de densidad de probabilidad hipotética en (). Supóngase que existe otra 

función de distribución sobre el círculo y que G (B; 81) y G (B; 82 ) son sus funciones 

de distribución acumulada, pero empezando en 81 y Bz. Si se toma O ::::;;. B2 - 81 :$ 2Jr: 



G (11; 111) G(ll;l!2 ) + G(/!2 ;11¡) 11, s 11 s 111 + 1 

G(O;ll2)-l+G(02 :11 1) 01 + 1 S 11 S 112 + 1 
:!ir :.!'ir O·i 

G(ll;ll¡)-./ G(il;01 )dF(O) G(ll;O,)- /c(0,02)dF(B)+/ dF(O) 
() o o, 

Si ha.y otra distribución sobre el círculo con funciones <le distribución acurnulada 

H (O, 11 1), H (O; 82 ) la fórmula anterior seguiría teniendo la misma forma, sólo que en 

vez de G tendríamos H de esta rnanera: 
,, 

{G (8; 11,) - H (11; 111)) - J [G (11; 11,) - H (11; 111)] dF (8) 

o 

es independiente del valor 111 elegido.Sólo resta relacionar la función G con la función 

de distribución empírica Sn ( 11) y la función G con la distribución F( 11). 

3.3.10 DISTRIBUCIÓN APROXIMADA DE u;; 

Pearson obtuvo una aproximación de una distribución Ji-cuadrada no central, en 

términos de una distribución Ji-cuadrada central. 

Esto da una idea de que se puede aproximar la distribución de u; si se supone 

que u~ ,,....,,. a + bx2 ) donde x2 tiene distribución Ji cuadrada con f grados de libertad 

y además a, b y f se determinan de tal forma que a + bx2 
, tenga los tres primeros 

momentos iguales a los de u;, es decir, se deberá cumplir que: 

µ, 

l 
12 

~6~~ + (1~)' 



que sou los 1110111cnt.os obtenidos de la fonna suuplc d(' {/1~ Es i1nportante 1nencionar 

que para calcula.r estos 1no1ncnt.os se usn.u n1?~t.odos u1uy co111ple.1os, ya qnc co1110 

puede observarse pcu·a cada valor de n, la función (!
1
; va.ría en gran rnanera; Magnirc, 

Pcarson y Wynn lucicrou estos cálculos considerando el C<l."iO en que n. ~ oo. 

Resolviendo el sistema ele ecuaciones con tres incógnitas se obtiene que : 

f 

b 

a = 

49n(n-l) 

20(n-~) 2 

4~n (n-D 
2ln. - 56 

840(n-ü 

En efecto, si se toma por ejemplo n = 2 : 

Por lo que: 

1 
a=--

30 
b= _l_ 

168 
!= 196 

10 

E (a b ') __ _.'._ _l_ 196 _ 35 _ _.'._ 
+ X - 30 + 168 10 - 420 - 12 

Lo anterior Re esperaba pues ¡.t1 = f.¿. 

Var (a+ bx2
) + (i1

2
)' 

( -
1
-)

2 

Var x' + -
1
-

168 144 



y co1JJ0 llar x'2 es '2f = ·1~~' la cxpu~-;ióH nnlerior S<> r<'<luce a i~O' qtie coiacrdc co¡¡ 

¡1 2 =;~o+ 1 ~'1 =;~o· Lo r11i:;u10 ocurre para el tercer 1110111ent,o. 

Auuque est.e e~ un 111ót.oclo art.ificial y .sencillo, da re.sult.ados rnuy pa1ccido.s a lo.s 

que se obt1enen de otr<l.S aproxin2aciones élsint6tic;.1s de la distribución de u¡;' pero 

que .son mucho ln<ls cornplejas. 



Capítulo 4 

APLICACIONES 

La teoría de la Estadística Circular desarrollada hasta ahora se ha aplicado bási­

camente al estudio de fenómenos que tienen que ver con la inigración de especies 

animales, para probar si la orientación que siguen es aleatoria o no; pero es claro que 

ésta no debe ser la única situación en la que se puede aplicar la teoría. 

Se puede hablar por ejemplo de la medicina, que ha jugado un papel importantísi­

mo en el desarrollo de la humanidad. Hasta hace poco a los médicos se les enseñaba 

que el organismo humano vive en homeostasis, característica de los organismos vi­

vientes, especialmente el hombre, de reaccionar frente a las variaciones del medio 

externo
1 

con el fin de alcanzar siempre un equilibrio fisiológico. Sin embargo desde 

hace algunos años se ha podido demostrar cuánto cambia el organismo a causa de los 

ritmos circadianos. Estos ritmos biológicos natmales son vitales, como por ejemplo, 

los latidos del corazón. Se dice que no hay una sola función del organismo que no 

tenga su propio ritmo, la ausencia de ritmo significa muerte. La presión arterial, la 

temperatura, la frecuencia cardiaca, la producción de diversas sustancias en nuestro 

75 



('lH~rpo ¡, <"ótno (';ilnhi<lll ('JI ('\ t ra11:->(·11r:-;o del día ? A11t.cs d1~ ('S\.t1di,1r los i it 1110,:.;, t'<lhc 

prcguut<.1rse si cu ren.lirhul exbtcn y esto lleva a pensar cu la alcatori()í\ad de rtlguna.':> 

v,,riahles que ya, ha.n sido n1cnc11.)11ndo1~\ en el siguieutP sentido: 

S<~ pueden registrar los ccunbios del núuK~ro d<~ latidos del corcv;;ón. de h:i tcrnpc­

ra.tun:i. corpord.1, de la pr0.slón axtcrial, <.~te. a lo la,rgo de un día.1 durante un periodo 

predeterrninado. Al preguntar si los ca1nbios máximos entre 1as unidades de n1edición 

de estas variables se dan en algunas horas fijas o no, se puede pensar en realizar 

una. prueba de aleatoriedad. A<len1ás s1 se consideran individuos furnadores 1 alco­

hólicos1 etc., se esperaría encontrar algún cambio en la realización de las pruebas de 

aleatoriedad. 

Al preguntar cuánto tiempo tarda un bebé en estabilizar su horario de sueño o 

alimentación, se podrían registrar las horas de estos sucesos y realizar una prueba 

de uniformidad (aleatoriedad). Se esperaría que al inicio la uniformidad no fuera 

rechazada, pero en algún momento este resultado cambiaría. 

Otra situación pudiera ser, comparar las horas en las que los índices de conta­

minación son más altos o más bajos, al paso de varios años, lo cual pudiera ser de 

utilidad en un estudio o evaluación de un plan para combatir la contaminación. 

Desde hace un siglo, el viento se utíliza para generar electricidad; estimaciones 

del Instituto de Inve.stígaciones Eléctricas ( IIE ) ubican a i\lléxico como el poseedor 

del mayor potencial de recursos eólicos a nivel mundial. A partir de 1983 se han 

intensificado en I\1éxico los estudios de energía eólíca con el propósito de alcanzar una 

mejor administración de los recursos energéticos nacionales, ante esto se puede pensar 

en una prueba de aleatoriedad para estudiar y, por ejemplo, analizar la dirección de 
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los vie11los ('ll d('f<·rnlin<Hk)s lug,an~-.; y \H•tiodos dl' tietn\Hl 

Cou esto se ve que sí se pu(~de pensar en ;unpli;'r el c;unpü de <\.plicación dt~ l<l 

estadística. circular. Se ha escogido uno de cst.os ojcrnplos al que se aplicar;i.n lns 

pruebas cxplici:idas en los C<:tpít.ulos anteriores. Los datos se obtuvieron de un libro 

editado por la Secretaría de Educación Pública, que contiene eJernplos interesantes del 

tratamiento de la información [8]. Las tablas usadas fueron tomadas de B<itschelet[lj. 

Los ciclos de alimentación de un bebé lactante: se pretende ver los da.tos de la 

gráfica mostrada. en la página siguiente con un enfoque distinto. Se tomará el últüno 

día de cada uno de los siete meses de los que se tiene información y se aplicarán las 

pruebas. 
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Un l!jcmplo de tratamiento 
gráfico de la inforn1ación 

Ciclos de ahmentacion de un niño que 
lacta el pecho registrados desde el 11'' 
hasta el 182° día de vida. Las lineas 
conhnuas representan los periodos de 
suetlo, los puntos indican las tetadas y, 
!os espacios en blanco, los periodos de 
\ igilia, Es evidente que la madre ha 
;:icostumbrado progresivamente al niño 
a renunciar a la alimentación nocturna, 
por lo que se merma el efecto contra­
ceptivo de la lactancia. 
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ler. mes 2o. rnes 
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3er. mes 4o. mes ..• 
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·~ 
! 

·~ /, ,, •.. .. 
5o. mes 60. mes 

:< ") 
l, --·· . -

7o. mes 
Un análisis visual permite establecer algunas diferencias importantes entre las 

observaciones del primer y séptimo mes: 

En la gráfica correspondiente al primer mes, las horas de alimentación del bebé 

están más dispersas sobre la circunferencia., en cambio la última gráfica, que corres-

ponde al séptimo mes, muestra una clara concentración de las horas de alimentación. 

Pero la pregunta es, si estadísticamente se puede hablar de un establecimiento de 

horario o no del lactante. Esta pregunta se traduce en un planteamiento de hipótesis 

propio: ¿se puede pensar que la muestra se ajusta a una distribución uniforme o 

aleatoria en el primer mes?¿se ajusta o otra distribución o patrón en el séptimo mes? 

ESTA TESIS NO SALE 
DE LA BIBLlOTECA 



El rPst1l! ;¡do qtH' Si~ ('SJl('l a i 1s qu<~ <!ll los pnut<•ro:-. !ll('SP.-.: la hipt'>te.-.:is 11111<1 dl' 111ufor-

1Hidad no se reclictC<', ya qnt~ el h<'bi~ ''con1c a cualquier hora", t->in e1nbargo al paso del 

t.ic111po su horauo se va estabilizando y t.cnnin11 por t.euer u11 horario (<especial" para 

su alin1ent.ación durante el dü1 y para dornur por h1s noches, en esto ca:;o se espera 

qne la hipótesis nula de uniforrnicütd sea rccha:a1da. 

La prueba. de Grcenwoo<l y Durand no se aplicará al eje1nplo 1 ya que por la natu­

raleza del mismo no se tiene una dirección teórica predeterminada para la hipótesis 

alternativa; tarnpoco se aplicará la prueba <le la Ji Cuadrada, ya que no se cun1ple la 

condición de que la frecuencia esperada en cada intcrV"a..lo sea al menos 4 1 pues en el 

ejemplo hay meses en los que solo se tienen 6 y 7 observaciones. 

Se utilizarán dos valores de a, error tipo I (probabilidad de rechazar la hipótesis 

nula, cuando ésta es cierta), "'= 0.05 y"' = 0.01 

4.1 PRUEBA DE RAYLEIGH 

Debe considerarse una sencilla transformación para pasar de las horas a los grados 

que en esta prueba se requieren; 

g, l5h, +025m, i = l, .. , n 

9i grados correspondientes a la i - ésima observación 

hi horas enteras de la i - ésima. observación 

m,1 minutos de la 1. - ésima observación 

Así por ejernplo, en la primera observación del primer mes, las 3:40 equivalen a 



"1 

(:l)(l5) 1 (·111)( 11.2ri) · ¡,e, 1 lll - oi:i" 

lcr. 1ues 

HORA GHADOS COSENO SENO 

3:40 55 o 0.5735 11.8191 

7.30 112.5 -0.3820 0.9238 

8:10 122.5 -0.5372 o 8433 

9:00 135.0 -0. 7071 O. 7071 

10:30 157.5 -O 9238 0.3826 

15:00 225.0 -0. 7071 -0. 7071 

19:10 287.5 0.3007 -0.9537 

20:40 310.0 0.6427 -0. 7660 

8 s 
x = ¿cose,= 0.2176 y= ¿sen e,= 0.1561 

i=o:l '""1 

r = 0.2678 

Para n = 8 y "= 0.05, p = 0.597 

P > a, . ·. La hipótesis nula de uniformidad no se rechaza 

Para n 8 y "= 0.10, p = 0.597 

p > a, La hipótesis nula de uniformidad no se rechaza 

Lo que quiere decir que no se rechace la hipótesis de uniformidad es que hay 

evidencia estadística para afirmar que las observaciones se ajustan a una distribución 

uniforme) esto es) el bebé se alimenta en tiempos aleatorios, lo que nos lleva a decir 



<¡ll<' 110 hn cstn!>lccido u11 horario de aliin<~ntadtín que .1ha1q11c H!l u1í11i1Jto 11ü1u<~ro el<' 

horas. 

2o IllCS 

11 HORA 11 GRADOS 11 COSENO 11 SENO 11 

2:30 37.5 0.7933 0.6087 

7:00 105.0 -0.2588 0.9659 

9:00 135.0 -0.7071 o. 7071 

9:30 142.5 -0.7933 0.6087 

14:00 210.0 -0.8660 -0.5000 

15:00 225.0 -0.7071 -0.7071 

16:00 240.0 -0.5000 -0.8660 

17:00 255.0 -0.2588 -0.9659 

23:00 345.0 0.9659 -0.2588 

9 9 

x ¿cose,= -0.2591 ¡¡ = L sen e, = -0.0452 
i=l •=l 

r 0.2630 

Para n 9 y "= 0.05, p = 0.558 

p > °'• La hipótesis nula de uniformidad no se rechaza 

Para n 9 y °' = 0.10, p = 0.558 

P > o:, . ·. La hipótesis nula de uniformidad no se rechaza 

N uevamente1 como en el primer mes, lo que quiere decir que no se rechace la 

hipótesis de uniformidad es que hay evidencia estadística para afirmar que el bebé 



!'i(' nlillH'!l!a ('l\ !icn1pos ah'atorio:-;. Jo que nos !i<'va a decir q1H' no ha t 1.-;L1l>!cndn un 

horario dv cdi111en!.aci611 qur ,ih,trque un rufnirno nürnero d<' honl.'i. 

3er. rnes 

11 HORA 11 GRADOS 11 COSENO 11 SENO 11 

1:50 27.5 0.8870 0.4Gl 7 

9:00 135.0 -0.7071 o. 7071 

11:30 172.5 -O 9914 0.1305 

15:30 232.5 -0.6087 -0.7933 

16:40 250.0 -0.3420 -0.9396 

22:30 337.5 0.9238 -0.3826 

24:00 360.0 1.0000 0.0000 

7 7 

x L cos B, = 0.0230 y= I;senB; = -0.1166 
~=1 i=l 

r 0.1188 

Para n 7 y "= 0.05, p > 0.9 

p > '" .. La hipótesis nula de uniformidad no se rechaza 

Para n 7 y "= 0.10, p > 0.9 

p > "'· .. La hipótesis nula de uniformidad no se rechaza 

Lo que quiere decir que no se rechace la hipótesis de uniformidad es que hay 

evidencia estadística para afirmar que el bebé se alimenta en tiempos aleatorios. lo 

que nos lleva a decir que no ha establecido un horario de alimentación que aba1que 

un mínimo número de horas. 



~¡ 

·10. lllPS 

llORJ\ GHADOS COSENO SENO 

0:00 O.O 1.0000 0.0000 

4.30 67.5 0.3826 0.9238 

6:20 95.0 -0.0871 0.9961 

10:00 150.0 -0.8660 0.5000 

15:00 225.0 -0.7071 -0.7071 

17:00 255.0 -0.2588 -0.9659 

21:30 322.5 0.7933 -0.6087 

7 7 

x ¿cosB, = 0.0367 Y = L sen B, = 0.0197 
1=1 i=l 

r 0.0416 

Para n 7 y o: = 0.05, P> 0.9 

p > o:, . ·. La hipótesis nula de uniformidad no se rechaza 

Para n 7 y o:= o 10, P> 0.9 

p > '" . ·. La hipótesis nula de uniformidad no se rechaza 

La hipótesis de uruformidad no se rechazai es decir, hay evidencia estadística para 

afirmar que el bebé se alimenta en tiempos aleatorios, lo que nos lleva a decir que no 

ha establecido un horario de alimentación que abarque un mínimo número de horas. 



-.¡o. llH'~ 

:;:::::..--=-='~ 

l!ORA GHÍ\DOS COSENO SENO 

5:30 82.5 0.1305 0991·1 

13:00 195.0 -0.9659 -0.2588 

15:30 232.5 -0.6087 -O 7933 

17:50 2G7 5 -0.0436 -0.9990 

19:50 207.5 0.4617 -0.8870 

23:00 345.0 0.9659 -0.2588 

6 6 

x ¿ eos e, = -0.0100 y= ¿sen e,= -0.3675 
i=:::l to:l 

r 0.3676 

Para n 6 y °' = o 05, p =o 477 

p > °'· La hipótesis nula de uniformidad no se rechaza 

Para n 6 y °' = 0.10, p = 0.477 

p > "· .. La hipótesis nula de uniformidad no se rechaza 

Lo que quiere decir que no se rechace la hipótesis de uniformidad es que hay 

evidencia estadística para afirmar que el bebé se alimenta en tiempos aleatorios, lo 

que nos llev-a.. a decir que no ha establecido un horario de alimpntación que abarque 

un mínimo número de horas. 



Go. 1nc:-: 

HORA GRADOS COSENO SENO 

G:30 97.5 -0.1305 0.9914 

11:00 165.0 -0.9659 0.2588 

12:40 190.0 -O 9848 -0.1736 

13:45 206.25 -0.8968 -0.4422 

15:00 225.0 -0.7071 -0.7071 

16:20 245.0 -0.4226 -0.9063 

17:15 258.75 -0.1950 -O 9807 

19:00 285.0 0.2588 -0.9659 

8 8 

x L cos B, = -0.5054 fi = L sen B, = -0.3657 
i=l i=1 

r 0.6238 

Para n 8 y a= 0.05, p = 0.041 

p < a, .. La hipótesis nula de uniformidad se rechaza 

Para n 8 y a= 0.10, p = 0.041 

p < a, : . La hipótesis nula de uniformidad se rechaza 

Ahora han cambiado los resultados que arroja la prueba, pues se tiene que se 

rechaza la hipótesis de uniformidad, por lo que hay evidencia estadística para afirmar 

que el bebé ya no se alimenta en tiempos aleatorios, lo que nos lleva a decir que ha 

establecido un horario de alimentación que aba.rea un mínimo número de horas. 



7o. 1Hes 

f I!OHA 11 GBADOS 11 COSENO 11 SENO 11 

7:20 110.0 -0.7660 0.6127 

10:20 155.0 -0.9063 0.4226 

12:15 183.75 -0.9978 -0.0654 

14:30 217.5 -0.7933 -0.6087 

15:00 225.0 -0.7071 -0.7071 

16:00 240.0 -0.5000 -0.8660 

18·00 270.0 o -1.0000 

19:00 285.0 0.2588 -0.9659 

8 8 

x ¿cose, = -o.5514 Y = L sen e, = -0.3934 
t=:l i=:l 

r 0.6773 

Para n 8 y a= O 05, p =o 022 

p < °'• .. La hipótesis nula de uniformidad se rechaza 

Para n 8 y °' = O.JO, p = 0.022 

p < °'• .. La hipótesis nula de uniformidad se rechaza 

Si en el sexto mes se rechazó la uniformidad, se espera que en los meses siguientes 

también se rechace. Nuevamente los resultados de la prueba indican que se rechaza la 

hipótesis de uruforrrudad, por lo que hay evidencia estadística para afirmar que el bebé 

ya no se alimenta en tiempos aleatorios, lo que nos lleva a decir que ha establecido 

un horario de alimentación que abarca un rrinimo número de horas. 



4.2 PRUEBA DEL RANGO 

Hecuérde:.--;c que JHHl\ la aplicnci(Jn de esta prueba. se nece . ..:;it.¡\ üncontraT el ;u-co in;\.-.; 

pequcr1o que cout.enga toda.'i lds observaciones. Se cxplicnrcí con detalle el procc'So <h~l 

c<:ilculo en el pr1n1cr iues y se sirnplificará en los 1ncscs siguientes. 

ler. mes 

De acuerdo o. la definición de Ti, de la pág. 4 y con la..<;; horas convertidas a medidas 

angulare..s como en la prueba anterior: 

i T, 

l 57.5 

2 10.0 

3 12.5 

4 22.5 

5 67.5 

6 62.5 

7 22.5 

8 105 

Rango: w = 360º - max(T1 , ... ,Tn) = 360º - !05º = 255º 

Paran= 8 y a= 0.05; w(a) = 174.4" 

w = 255º > w(a) = 174.4° 

. ·. La hipótesis nula de uniformidad no se rechaza 

Paran=8 y O:= 0.10; w(a) = 192.5º 

w = 255º > w(a) = 192.5º 



:. La hipót1 1sis 1111la. de un1fonnidad no se '/'('chaza 

Lo que tp.ucn~ decir que no ~l~ rech;:1ec la hipótesis ele unífornüclad es que hay 

evidencia. csta.dísticn para a.finnar que la.s observaciones se ajustan a una distribución 

uniforme, es decir, el bcbó se nli1nenta en tion1pos aleatorios, lo que no.s lleva a d!X:ir 

que no ha establecido un horario de ali1ncntac1ón que abarque un 1nfnjn10 nürnero do 

horas. 

2o. mes 

Rango: w = 360' - 67.5' = 292.5' 

Paran= 9 y Q = 0.05; w(oe) = 188.lº 

w = 292.5' > w(a) = 188.1' 

. ·. La hipótesis nula de uniformidad no se rechaza 

Paran= 9 y "= 0.10; w(oe) = 205.l' 

w = 292.5' > w(a) = 205.l' 

_ · _ La hipótesis nula de uniformidad no se rechaza 

Como en el mes anterior, no se rechaza la hipótesis de uniformidad por lo que hay 

evidencia estadística para afirmar que las observaciones se ajustan a una distribución 

uniforme, es decir, eJ bebé se alimenta en tiempos aleatorios, lo que nos lleva a decir 

que no ha establecido un horario de alimentación que abarque un mínimo número de 

horas. 

3er. mes 

Rango: w = 360º - 107.5' = 252.5' 

Para 71, = 7 y "= 0.05; w(a) = 158' 



! )() 

11•...:...: 252.G" > w(o.') = !.S~" 

.. La h1pót(·~is nula ele unifonnidad no se rcr:hazn 

Paran= 7 y "'= 0.10, w(n) = 177.3" 

'W = 252.5() > 'W(o:) = 177.3º 

: . La hipótesis nula de unifornü<lad no se rechaza 

Lo que quiere decir que no se rechace la hipótesis ele uniformidad nueva1nente, 

es que hay evidencia estadística para afirmar que las observM.iones se ajustan a una 

distribución uniforme, es decir, el bebé se alimenta en tiempos aleatorios, lo que nos 

lleva a decir que no ha establecido un horario de alin1entación que abarque un mínimo 

número de horas. 

4o. mes 

Rango: w = 360" - 75" = 285" 

Paran= 7 y °' = 0.05; w(°') = 158" 

w = 258" > w(cx) = 158" 

. ·. La hipótesis nula de uniformidad no se rechaza 

Paran= 7 y Q = 0.10; w(°') = 177.3" 

w = 258" > w(°') = 177.3" 

. ·. La hipótesis nula de uniformidad no se rechaza 

Al no rechazarce la hipótesis de uniformidad se deduce que hay evidencia esta­

dística para afirmar que las observaciones se ajustan a una distribución uniforme, es 

decir, el bebé se alimenta en tiempos aleatorios, lo que nos lleva a decir que no ha 

establecido un horario de alimentación que abarque un mínimo número de horas. 



~) 1 

5o. n1cs 

fL,1ngo: ·w = :360" - 112.G" = 217.J" 

y et = 0.05; w(<>) = 138.2" 

vJ = 247.~Y' > ·w(n:) = 138.2{' 

:. La hipótesis nula. do unifo1nlida.d no se rechaza. 

PCtra n = G y "= o 10; w(a) = 158.7" 

w = 247.5' > w(et) = 158.7" 

: . La hipótesis nula de unifonnidad no se rechaza 

Co1no no se rechaza la hipótesis de uniformidad se infiere que hay evidencia es­

tadística para afirmar que las observaciones se ajustan a una distribución uniforme, 

es decir, el bebé se alimenta en tiempos aleatorios, lo que nos lleva a decir que no ha 

establecido un horario de alimentación que abarque un mínimo número de horas. 

60. mes 

Rango: w = 360º - 172.5º = 187 .5º 

Paran,= 8 y o:= 0.05; w(a) = 174.4" 

w = 187 5" > w(a) = 174.4" 

: . La hipótesis nula de uniformidad no se rechaza 

Paran=8 y "= 0.10; w(r>) = 192 5" 

w = 187.5 < w(a) = 192 5 

. ·. La hipótesis nula de uniformidad se rechaza 

En este mes con distintos valores de a,obtcnernos resultados distintos de la prueba. 

Recuérdese que a: representa la probabilidad del error tipo I, que es de rechazar la 



luptltcsis uula. ('l1;111do ('si ;1 ÍUl'n~ ci<'I 1 a, (':-l d<'('tr l:i probabilidad d<' q11t' ('¡ l;1c! a11t (' aún 

no haya. cstablcc1do ~u horario de alinil)ntaci(Jn, atHH}\I(~ la prueba indique lo eont.rario 

rn de O. l. 

7o. mes 

R.ango: w = :360º - 215" = 14·5" 

Paran= 8 y O' = 0.05; w(n) = 174.4' 

w = 145' < w(n) = 174.4° 

: . La hipótesis nula de uniformidad se rechaza 

Paran= 8 y " = o 10; w(n) = 192.5' 

w = 145' < w(et) = 192.5' 

. ·. La hipótesis nula de uniformidad se rechaza 

Si en el sexto mes se rechazó la uniformidad con un valor de a, se espera que en 

los meses siguientes también se rechace. Ahora los resultados de la prueba indican 

que se rechaza la hipótesis de uniformidad con los dos valores de n, por lo que hay 

evidencia estadística para afirmar que el bebé ya no se alimenta en tiempos aleatorios, 

lo que nos lleva a decir que ha establecido un horario de alimentación que abarca un 

mínimo número de horas. 

4.3 PRUEBA DE ESPACIOS DE RAO 

Se aclara que las diferencias positivas y negativas de las tablas se refieren a las de la 

expresión Ti - (360º /n), i = 1, 2, .. , n. La forma de obtener Ti se explica en la página 

4. 



T1 - (360"/8) = 57.ii - 45 = 12.5 

En la ~cguuda observación clcl prirner Illt)S, la diforencia <'S negativa· 

T, - (360º /8) = !O - 45 = -35 

ler. mes 

n. = 8 360/8 = 45 

i T. Diferencias positi~is Diferencias negativas 

1 57.5 12.5 

2 10.0 35.0 

3 12.5 32.5 

4 22.5 32.5 

5 67.5 22.5 

6 62.5 17.5 

7 22.5 22.5 

8 105 60.0 

Total 112.5 112.5 

La estadístíca de prueba U = 112.5° 

Para°'= 0.05, U(a) = 175.7º 

U < U (a) La hipótesis nula de uniformidad no se rechaza 

Para a= O JO. U(a) = 163.4º 



lJ < (/(n·) .. L:1 hipút.<·sis lllli<l de unifon11idad 110 8<' 11·ch11zo 

Lo que quien~ th~cir q1n~ no ~e rechace ia hipótesis de unifonni<lacl es que ha.Y 

cvidcnci<1 estadística para afinn;u· que la;.; obscrvacioue:-; Sl' aju::;tan a una chstribnción 

uniforrrtc, C8 decir, c\l bebé se alirncnta. en tic1npos <:1.lc,-i.torios, lo que no:;; lleva. a dct.:ir 

que no ha establecido un horario de alitnentnc:ión que alnu·que un 1nínin10 núrncro de 

horas. 

2o. mes 

n. = 9 360/9 = 40 

' r, Diferencias positivas Diferencias negativas 

l 67.5 27.5 

2 30.0 10.0 

3 7.5 32 .. 5 

4 67.5 27.5 

5 15.0 25.0 

6 15.0 25.0 

7 15.0 25.0 

8 90 50.0 

g 52.5 12.5 

Total 117.5 117.5 

La estadística de prueba U = 117 5° 

Para a= 0.05, U(a) = 173.5' 

U < U (a) : . La hipótesis nula de uniformidad no se rechaza 



Paran·~ ll.10, ll(n) ~ lG2 ·l" 

[! < U ( rr) . ·. La hipt'>t.<'sis nula de unifonuidad no :;e ·1·1·chaz.11. 

Al no rccha.zarce la hipót.c':iit> de uuifornüdad se deduce <Jll(~ hay evidencia ('.St.a­

díst.ica para afinnar que las observaciones se ajustan a una distribución unifonne, es 

decir, el bebé se ali1nenb1 en tic111pos aleatorios, lo que nos lleva a decir qnc no ha 

establecido un horario de alimentación que abarque un mfnin10 núrnero de honl .. <>. 

3er. mes 

n.=7 360/7 = 51.4 

i T; Diferencias positivas 

1 107.5 56.1 

2 37.5 

3 60.0 8.6 

4 17.5 

5 87.5 36.1 

6 22.5 

7 27.5 

Total 100.8 

La estadística de prueba U = 100 8' 

Para a= 0.05, U(cx) = 177.8º 

Diferencias negativas 

13.9 

33.9 

28.9 

23.9 

100.6 

U< U(o:) :. La hipótesis nula de uniformidad no se rechaza 

Para a= 0.10, U(cx) = 164.9º 

U< U(cx) :. La hipótesis nula de uniformidad no se rechaza 



!J(i 

(;Olll<l t!lH~V<lllH'l\ÍC !10 S(' r<'di;¡¡,;¡ !a hipó!csis ({p llllifonllicbHJ, }ia,\' C'V1<!c 11wia t'Stil­

d(-:;ti<:n. para alinuar que la.<.:, obs<.'tvaeioncs se <'-justan,\ nna <listrih11ciún uniforrue, t'S 

decir, el bcb(~ s<~ ali111cnta en t.ie1upos ;Üc~at.orios, lo que nos lleva •'- decir cinc no ha 

establecido nn honu·10 de alitncutacióu que <:tLarque un n1ínirno núrncro de horas. 

4o. n1es 

n=7 360/8 = 51.4 

z T, Diferencias positivas Diferencias negativas 

1 67.5 16.l 

2 27.5 23.9 

3 55.0 3.6 

4 75.0 23.6 

5 30.0 21.4 

6 67.5 16.1 

7 37.5 13.9 

Total 59.4 59.2 

La estadística de prueba U = 59.4º 

Para et= 0.05, U(et) = 177.8° 

U< U(a) :. La hipótesis nula de uniformidad no se rechaza 

Para et= O 10, U(et) = 164.9º 

U < U (a) . ·. La hipótesis nula de uniformidad no se rechaza 

Lo que quiere decir que no se rechace la hipótesis de uniformidad es que hay 

evidencia estadística para afirmar que las observaciones se ajustan a una distribución 



!)'/ 

uHifonnc. (~ d('1'1r. l'I l:.t'h{· se ali1nc111.a <'!l t it~Inpos ;1leat.orio...,, )p q11c nos J!p,·;i .1 d<'('!r 

que no ha (>st.al>lt:cido 11n horado de nlnn<'nl.aci6n que a.harqlll' 1111 u1í11i111n ni'11ncro de 

horas. 

5o. mes 

n.=6 3GO/G = GO 

1 T, Diferencias positivas i 

1 112.5 52.5 

2 37.5 

3 35.0 

4 30.0 

5 47.5 

6 97.5 37.5 

Total 90.0 

La estadística de prueba U = 90º 

Para ci = 0.05, U(a) = 180.7° 

Diferencias negatlvas 

22.5 

25.0 

30.0 

12.5 

90.0 

U < U (a) : . La hipótesis nula de uniformidad no se rechaza 

Para a= 0.10, U(a) = 166.3' 

U< U(a) :. La hipótesis nula de uniformidad no se rechaza 

Sj no se rechaza la hipótesis de unifornlidad, hay evidencia estadística para afirmar 

que las observaciones se ajustan a una distribución uniforme, es decir, el bebé se 

alimenta en tiempos aleatorios, lo que nos lleva a decir que no ha establecido un 

horario de alimentación que abarque un mínimo número de horas. 



60. ines 

11.=8 3G0/8 = ,¡5 

------
·i 1~ Difcrcncia ... 'i positivas Diferencias ncga.t1va .. s 

1 67.5 22.5 

2 25.0 20.0 

3 16.25 28.75 

4 18.75 26.25 

5 20.0 25.00 

6 13.75 31.25 

7 26.25 18.75 

8 172.5 127.5 

Total 150 150 

La estadística de prueba U = 150ª 

Para"= 0.05, U(e>) = 175.7º 

U < U (") : . La hipótesis nula de uniformidad no se rechaza 

Para"= 0.10, U(a) = 163.4º 

U < U (a) . ·. La hipótesis nula de uniformidad no se rechaza 

Lo que quiere decir que no se rechace la hipótesis de uniformidad es que hay 

evidencia estadística para afirmar que las observaciones se ajustan a una distribución 

uniforme, es decir 1 el bebé se alimenta en tiempos aleatorios) lo que nos lleva a decir 

que no ha establecido un horario de alimentación que abarque un mínimo número de 

horas. 



7o. 1r1es 

!). = 8 

i T1 Difcrcncia!-i po~nt.rva.-; Difen~11cia.s 11egativa8 

1 15.0 30.0 

2 28.75 lü.25 

3 33.75 11.25 

4 7.5 37 5 

5 15.0 30.0 

6 30.0 15.0 

7 15.0 30.0 

8 215.0 170.0 

Total 170.0 170 o 

La estadística de prueba U= 170.0º 

Para a= 0.05, U(a) = 175.7º 

U< U(o:) :. La hipótesis nula de uniformidad no se rechaza 

Para a= 0.10, U(a) = 163.4º 

U> U(a) :. La hipótesis nula de uniformidad se rechaza 

En este mes con distintos valores de o: ,obtenemos resultados distintos de la prueba. 

Recuérdese que a representa la probabilidad del error tipo I. que es de rechazar la 

hipótesis nula, cuando ésta fuere cierta, es decir la probabilidad de que el lactante aún 

no haya establecido su horario de alimentación, aunque la prueba indique lo contrario, 

es de 0.1. 



11111 

4.4 PRUEBA DE HODGES Y AJNE 

La e.stadí..;;tíca de prueba J{. que rcprC..'>(~llta e1111í1uero lUÍlÚtllO de puntos que pu<xhi 

quednr de un lado de uu dúiinct.ro, puede ohtene1sc vi.suH.ltncntc de las gráficas C!::iÜ'in 

al inicio de este capítulo. 

ler. mes 

Para I< 1 y r¡ = 81 p = 0.375 

Si°' 0.05, p > Q, 
" 

La hipótesis nula de uniformidad no se rechaza 

Para I< 1yn=8, p = 0.375 

Si°' 0.10, P> °' La hipótesis nula de uniformidad no se rechaza 

Lo que quiere decir que no se rechace la hipótesis de uniformidad es que hay 

evidencia estadística para afirmar que las observaciones se ajustan a una distribución 

uniforme, esto es, el bebé se alimenta en tiempos aleatorios, lo que nos lleva a decir 

que no ha establecido un horario de alimentación que abarque un mínimo número de 

horas. 

2o. mes 

Para I< 2 y n. = 9, p = 0.703 

SiQ 0.05, p > "· La hipótesis nula de uniformidad no se rechaza 

Para I< 2 y n = 9, p = 0.703 

Si o: 0.10, p > Q La hipótesis nula de uniformidad no se rechaza. 



ltl 1 

Lo que quict·e d<'('ir <j\H' no S<' n·ch;1rc la hipúl<'sis dt• 11n1fon11idad t•s <¡IH' lu1.v 

cvidcuci~1 estadística ¡n1n1. afiuu;n que la." observacionC's se .1just.au n un.1 distribución 

u11ifonuc, estor~, el bebó se ;din1cnta en ti(~111pus <1lcatorios, lo que 11os lleva a d<~ri1 

que) no ha r.st.ablcciclo tui horario de alirncntación que a.lnu·quc un inínüno 111Ílncro de 

horas. 

3er. mes 

Para f{ 3 y n = 7, p > 0.9 

Si a 0.05) P > n, :. La hipótesis nula de uniformidad no se rechaza 

Para f{ 1 y n = 8, P > 0.9 

Si a: 0.10, P > a: :. La hipótesis nula de uniformidad no se rechaza 

Lo que quiere decir que no se rechace la hipótesis de uniformidad es que hay 

evidencia estadística para afirmar que las observaciones se ajustan a una distribución 

uniforme, esto es, el bebé se alimenta en tiempos aleatorios, lo que nos lleva a decir 

que no ha establecido un horario de alimentación que abarque un mínimo número de 

horas. 

4o. mes 

Para f{ 3yn=7, p > 0.9 

Si o: O 05, P >a. :. La hipótesis nula de uniformidad no se rechaza 

Para f{ 3 y n = 7, P > 0.9 
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Si o: 0.10, }'>o 

Lo que qui<•rc decir que uo se rcd1;lce la bipóh~sis de nnifonuicla.d e:; qnc hay 

evidencia estadí:stica. para afirmar que las ohs<~rv<1cioncs se ajustan a uua distribución 

uniforme, esto es, (!l bcbó se alirncnta en t.icrupos aleatoríoH, lo que nos lleva a decir 

que no ha establecido un horario <le alünent.ación que abarque un rnínimo nún1cro de 

hor<:l.S. 

5o. mes 

Para K l y n = G, p = 0.75 

Si a = 0.05 1 P > 0: 1 .-. La hipótesis nula de uniformidad no se rechaza 

Para K 1 y n = 6, P = 0.75 

Si°' = 0.10, P > a La hipótesis nula de uniformidad no se rechaza 

Lo que quiere decir que no se rechace la hipótesis de uniformidad es que hay 

evidencia estadística para afirmar que las observa.dones se ajustan a una distribución 

uniforme, esto es, el bebé se alimenta en tiempos aleatorios, lo que nos lleva a decir 

que no ha establecido un horario de alimentación que abarque un mínimo número de 

horas. 

60. rnes 

Para K 1yn=8, p = 0.375 

Si o: 0.05} P >a, :. La hipótesis nula de uniformidad no se rechaza 



11 J:l 

Para /\- ::::: 1 y 11. = 8, 1) = O.:Jí:i 

Si 0: = 0.10, J) > n :. La hipót.csis nula. de uniforniid~1d no se 1cclu1.za 

Lo que quiere decir que no se rechace la hipótcsi8 de un1fornüdad es que hay 

evidencia estadística para afirmar que las observaciones se ajustan a una distribución 

uniforme, esto es, el bebé se alimenta en tle.rnpos aleatonos, lo que nos !leva Et decir 

que no ha establecido un horario de alimentación que abarque un mínimo número de 

horas. 

7o. mes 

Para K O y n = 8, P = 0.063 

Si o: 0.05i P > 0: 1 : • La hipótesis nula de unifor1nidad no se rechaza 

Para K 1 y n = 8, P = 0.06 

Si a 0.10, p <" La hipótesis nula de unifornlidad se rechaza 

En este mes con distintos valores de aiobtenemos resultados distintos de la prueba. 

Recuérdese que a: representa la probabilidad del error tipo I. que es de rechazar la 

hipótesis nula1 cuando ésta fuere cierta, es decir la probabilidad de que el lactante aún 

no haya establecido su horario de alimentación, aunque la prueba jndique lo contrario 

es de 0.1. 
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4.5 PRUEBA DE KUIPER 

HccuórdeHC qtu' la cst.<tdística !\, de esta pl'ltt'l><:t sn ba.<.;a (~ll la!-i difc1 encias cut n~ 

l<:1 cli.stribución teórica, qnc es la distribució11 unifonnc y la fu11ctóu de di.stribuciú11 

c1npírica, ba.5ada. en las observaciones, que en este caso son las honl.-; <le <lli1ncnt.a.ción 

del bebé. Para realizar h1s t.abla.s se aclara que: 

Zi grados correspondientes a la i - ésima observación 

hi horas enteras de la i - ésima observación 

mi minutos de la i - ésima observación 

Así por ejemplo, en la primera observación del primer mes, las 3:40 equivalen a 

(3)(15) + (40)( 0.25) = 45+10 =55º 

Z; 
F(z,) = 360 

Entonces F(55°) = ;,~ = 0.1528 (Redondeando hasta diezmilésimos) 

La definición de Sn(z,) es: 

Q Si Z < Z1 

n Si Z, :S Z < Zi+l 

siz11 _:Sz 

Entonces S,(55) = 1/8 = 0.125 

Obtenidos estos valores, se completan las columnas restantes. 

Los valores mayores de cada columna, son D+ y D-, respectiv<llllente. 



-

z, F(z,) S,,(z,) S,,(z,) - F(z,) 

55 0.1528 0.125 

112.5 0.3125 0.25 

122.5 0.3403 0.375 

135 0.375 0.5 

157.5 0.4375 0.625 

225 0.625 0.75 

287.5 0.7986 0.875 

310 0.8611 1 

n = 8 D+ = 0.1875 D- = 0.1875 

v. = n+ + n- = o 3750 

K = n!Vn = 1.0607 

-0.0278 

-0.0625 

0.0347 

0.125 

0.1875 

0.125 

0.0764 

0.1389 

Si a= 0.05, K(a) = 1.608 '* K < K(a) 

: .La hipótesis nula de uniformidad no se rechaza 

Si a= 0.10, K(a) = 1.493 '* K < K(a) 

. ·.La hipótesis nula de uniformidad no se rechaza 

-

F(z,) -S,,(,0,.1) 

0.1528 

0.1875 

0.0903 

o 

-0.0625 

o 

0.0486 

-0.0139 

Lo que quiere decir que no se rechace la hipótesis de uniformidad es que hay 

evidencia estadística para afirmar que las oOOervaciones se ajustan a una distribución 

uniforme
1 

esto es, el bebé se alimenta en tiempos aleatorios, lo que nos lleva a decir 

que no ha establecido un horario de alimentación que abarque un mínimo número de 

horas. 



l llli 

2o. llH'..." 

-, F(z,) S,.(z,) S,.(z,) - F(z,) F(z,) - S,.(z,_ 1) 

37.5 0.1042 0.1111 0.0069 ll.1042 

105 0.2917 0.2222 -O.OG95 0.1806 

135 0.375 0.3333 -0.0417 0.1528 

142.5 0.3958 0.4444 0.0486 0.0625 

210 0.5833 0.5556 -0.0277 0.1389 

225 0.625 0.6667 0.0417 0.0694 

240 0.6667 0.7778 0.1111 o 

255 0.7083 0.8889 0.1806 -0.0695 

345 0.9583 1 0.0417 0.0694 

n = 9 D+ = O 1806 v- = 0.1806 

Vn = D+ + v- = 0.3612 

K = n!Vn = 1.0836 

Si a= 0.05, K(a) = 1 618 '* K < K(a) 

. ·.La hipótesis nula de uniformidad no se rechaza 

Si a= 0.10, K(a) = 1.500 '* K < K(a) 

. ·.La hipótesis nula de uniformidad no se rechaza 

Lo que quiere decir que no se rechace la hipótesis de uniformidad es que hay 

evidencia estadística para a.firmar que las observaciones se ajustan a una distribución 

uniforme, esto es, el bebé se alimenta en tiempos aleatorios, lo que nos lleva a decir 

que no ha establecido un horario de alimentación que abarque un mínimo número de 



horn!-i. 

aer. llt('S 

z, F(z,) S,,(z,) S,,(z,) - F(z,) 

27.5 0.0764 0.1429 

135 o :J75 0.2857 

172.5 0.4792 0.4286 

232.5 0.6458 0.5714 

250 0.6944 0.7143 

337.5 0.9375 0.8571 

360 1 1 

n = 7 n+ = 0.0665 n- = 0.2321 

v,, = n+ + n- = o.2986 

K=n!V,,=07900 

0.0665 

-0.0893 

-0.0506 

-O 0744 

0.0199 

-0.0804 

o 

Si a= 0.05, K(a) = 1.598 * K < K(a) 

:.La hipótesis nula de uniformidad no se rechaza 

Si a= 0.10, K(a) = 1.483 * K < K(a) 

. ·.La hipótesis nula de uniformidad no se rechaza 

107 

F(z,) - S,,(z,_ 1) 

0.0764 

0.2321 

0.1935 

o 2172 

0.123 

0.2232 

0.1429 

Lo que quiere decir que no se rechace la hipótesis de uniformidad es que hay 

evidencia estadística para afirmar que las observaciones se ajustan a una distribución 

uniforme, esto es, el bebé se alimenta en tiempos aleatorios, lo que nos lleva a decir 

que no ha establecido un horario de alin1entación que abarque un mínimo número de 

horas. 



IOK 

--- . 

z, F(z,) S,,(z,) S,,(z,) - F(z,) 

o o 0.1429 

67.5 0.1875 0.2857 

95 0.2639 0.4286 

150 0.4167 0.5714 

225 0.625 0.7143 

255 0.7083 0.8671 

322.5 0.8958 1 

n = 7 n+ = 0.1647 n- = 0.0536 

v,, = n+ + n- = 0.2183 

I< = n.ÍV,, = 1 0607 

0.142U 

0.0982 

0.1647 

0.1547 

0.0893 

0.1488 

0.1042 

Si a= 0.05, I<(a) = 1.598 °"" I< < I<(a) 

. ·.La hipótesis nula de uniformidad no se rechaza 

Si a= 0.10, I<(a) = 1.483 °"" I< < I<(a) 

. ·.La hipótesis nula de uniformidad no se rechaza 

F(z,) - S,,(z,_ 1) 

[) 

0.0446 

-0.0218 

-0.0119 

0.0536 

-0.006 

0.0387 

Lo que quiere decir que no se rechace la hipótesis de uniformidad es que hay 

evidencia estadística para afirmar que las observaciones se ajustan a una distribución 

uniforme, esto es, el bebé se alimenta en tiempos aleatorios, lo que nos lleva a decir 

que no ha establecido un horario de alimentación que abarque un mínimo número de 

horas. 



1 O!l 

[JO. tlH!S 

-
., F(z,) S,,(z,) S,,(z,) - F(z,) F(z,) - S,,(z, .. 1) 

82.5 0.2292 0.1667 -0.0625 0.2292 

195 0.5417 0.3333 -O 2084 0.375 

232.5 0.6458 0.5 -0.1458 lJ.3125 

267.5 0.7431 0.6667 -0.0764 lJ.2431 

297.5 0.8264 0.8333 0.0069 0.1597 

345 0.9583 1 0.0417 0.125 

n = 6 D+ = 0.0417 D- = 0.375 

Vn = D+ + D- = 0.4167 

K = nlVn = 1.0207 

Si"= 0.05, K(a) = 1.582 =;. K < K(a) 

. ·.La hipótesis nula de uniformidad no se rechaza 

Si"= 0.10, K(a) = 1.471 =;. K < K(a) 

: .La hipótesis nula de uniformidad no se rechaza 

Lo que quiere decir que no se rechace la hipótesis de uniformidad es que hay 

evidencia e.stadística para afirmar que las observaciones se ajustan a una distribución 

uniforme, esto es, el bebé se alimenta en tiempos aleatorios, lo que nos lleva a decir 

que no ha establecido un horario de alimentación que abarque un mínimo nún1ero de 

horas. 
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. 

Z1 F(z,) s .. (z,) 8 .. (z,) - F(z,) F(z,) - 8 .. (z,_,) 

D7.G 0.2708 0.125 -0.1458 0.2708 

165 0.4583 0.2f.i -0.2083 0.3333 

190 0.5278 0.375 -0.1528 0.2778 

206.25 0.5729 0.5 -0.0729 o 1979 

225 0.625 0.625 o 0.125 

245 0.6806 0.75 0.0694 0.0556 

258 75 0.7188 0.875 0.1562 -0.0312 

285 0.7917 1 0.2083 -0.0833 

n = 8 D+ = 0.2083 D- = 0.3333 

K = n!Vn = 1.5319 

Si a= 0.05, K(a) = 1.608 => K < K(a) 

.·.La hipótesis nula de uniformidad no se rechaza 

Si a= 0.10, K(a) = 1.493 => K > K(a) 

. ·.La hipótesis nula de uniformidad se rechaza 

En este mes con distintos valores de n.obtenerr.os resultados distintos de la prueba. 

Recuérdese que Q representa la probabilidad del error tipo I, que es de rechazar la 

hipótesis nula, cuando ésta fuere cierta, es decir la probabilidad de que el lactante aún 

no haya establecido su horario de alimentación, aunque la prueba indique lo contrario 

es de 0.1. 
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/O. !lH'S 

--
[ -· F(z,) S,,(o,) 8,,(.:,) - F(z,) F(o,) - S,,(z,_ 1) 

140 0.3889 o. 125 -0.2639 0.3889 

155 0.4306 0.25 -0.1806 0.3056 

183. 75 0.5104 0.375 -0.1354 o 2604 

217.5 0.6042 0.5 -0.1042 0.2292 

225 0.625 0.625 o 0.125 

240 0.6667 0.75 0.0833 0.0417 

270 0.75 0.875 0.125 o 

285 0.7917 1 0.2083 -0.0833 

n = 8 v+ = 0.2083 v- = 0.3889 

Vn = D+ + v- = 0.5972 

K = nlVn = 1.6891 

Si a= 0.05, K(a) = 1.608 => K > K(a) 

. ·.La hipótesis nula de uniformidad se rechaza 

Si a= 0.10, K(a) = 1.493 => K > K(a) 

. ·.La hipótesis nula de uniformidad se rechaza 

Ahora han cambiado los resultados que arroja la prueba1 pues se tiene que se 

rechaza la hipótesis de uniformidad, por lo que hay evidencia estadística para afirmar 

que el bebé ya no se alimenta en tiempos aleatorios, lo que nos lleva a decir que ha 

establecido un horario de alimentación que abarque un mínimo número de horas. 
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4.6 PRUEBA DE WATSON 

Se eh.1bora.r<í una tabla <:011 los dato::; de cada 1nes con el objeto de sistcn1atizar d 

(:alculo de la c..stadisbca de prueba u1;. Th necesario acl<lrar que: 

e 
' = 2i - 1 

1>, gTados correspondientes a la i - ésirna observación 

11, </>,/360 

Ln ii. 
v = i""1 

n 

ler. mes 

i C; q,, Vi 11? Ci1!i/n 

1 1 55 0.1528 0.0233 0.0191 

2 3 112.5 0.3125 0.0977 0.1172 

3 5 122.5 0.3403 0.1158 0.2127 

4 7 135 0.3750 0.1406 0.3281 

5 9 157.5 0.4375 0.1914 0.4922 

6 11 225 0.6250 0.3906 0.8594 

7 13 287.5 0.7986 0.6378 1.2977 

8 15 310 0.8611 0.7415 1.6146 

Total 3.9028 2.3387 4.9410 

U' n = L 11? - L (c,11,/n) + n [ ~ - ( v - D '] 
2.3387 - 4.941 + 8( ~ - 0.0001488) 



o.oli:im; 

Sin= 0.05, U:f(<>) = 0.181 =>u;;< U(ct) 

. ·.La hipótesis nula de unifornüdad no se rechaza 

Si°'= o 10, u;;( a)= 0.150 =>u,;< U(a) 

. ·.La hipótesis nula. <le un1fornlidad no se rechaza 

Lo que quiere decir que no se rechace la hipótesis de uniformidad es que ha.y 

evidencia estadística para afirmar que las observaciones se a.justan a una, distribución 

uniforme, esto es, el bebé se alimenta en tiempos aleatorios, lo que nos lleva a decir 

que no ha establecido un horario de alimentación que abarque un mínimo número de 

horas. 

2o. mes 

e, <t, 11, v'f Ci.~\Jn 

1 1 37.5 0.1042 0.0109 0.0116 

2 3 105 0.2917 0.0851 0.0972 

3 5 135 0.375 0.1406 0.2083 

4 7 142.5 0.3958 0.1567 0.3078 

5 9 210 0.5833 0.3402 0.5833 

6 11 225 0.6250 0.3906 0.7639 

7 13 240 0.6667 0.4445 0.9630 

8 15 255 0.7083 0.5017 1.1805 

g 17 345 0.9583 0.9183 1.8101 

Total 4.7083 2.9886 5.9257 
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u,; ¿,,;-¿(c,v,/n)+n[~-(11-D'] 
2.9886 - 5.9257 + 9( ~ - o 0005357) 

0.0581 

Si a= 0.05, u;;( a)== 0.182 ~u;;< U(a) 

. ·.La hipótesis nula de uniformidad no se rechaza 

Si a= 0.10, u,;( a)= 0.150 ~u,;< U(a) 

. ·.La hipótesis nula de uniformidad no se rechaza 

Lo que quiere decir que no se rechace la hipótesis de uniformidad es que hay 

evidencia estadística para afirmar que las observaciones se ajustan a una distribución 

uniforme, esto es, el bebé se alimenta en tiempos aleatorios, lo que nos lleva a decir 

que no ha establecido un horario de alimentación que abarque un mínimo número de 

horas. 



-- -;_-:;~---.;-oc-;-,,..-':O~=---"-=·=--::: ·-·:-. º-·-'-'·"--'-'-

;3¡~[ llll'~ 

(/J, ' (',v,/ n (;, ,,, 11,~ 

27.5 () 07ü4 o .11058 11 0109 

2 3 135 0.37G 0.1406 O. Hi07 

3 5 172.5 o 4792 0.2296 0.3423 

4 7 232.5 0.6458 0.4171 0.6458 

5 9 250 0.6944 0.4822 0.8928 

6 11 337.5 0.9375 0.8789 1.4732 

7 13 360 1 1.8571 

Total 4.2083 3.1542 5.3828 

u,; ¿v;-¿(c,v,/n)+n[~-(,,-D'] 
3.1542 - 5.3828 + 7( ~ - 0.010238) 

0.0330 

Si<>= 0.05, u,;( a)= 0.180 *u,; < U(a) 

_·_La hipótesis nula de uniformidad no se rechaza 

Si"= O 10, u;;( a)= O 149 *u;;< U(a) 

_·.La hipótesis nula de uniformidad no se rechaza 

l [ .'"1 

Lo que qwere decrr que no se rechace la hipótesis de uniformidad es que hay 

evidencia estadística para afirmar que las observaciones se ajustan a una distribución 

uniforme, esto es, el bebé se alimenta en tiempos aleatorios, lo que nos lleva a decir 
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(ilH' no 11,1<'stalih'Ci(h>1111 hor,1tio ti<' ali1ncutaci6n que nbarq\H' u11 111f11i11H1 llÚ!IH'rtl (!<' 

liora~. 

4o. lllC8 

<:i <f;, v. ·v'f c,;11,/n 

1 1 () o () () 

2 3 67.5 0.1875 0.0352 0.0804 

3 5 95 0.2639 00696 0.1885 

4 7 150 0.4167 0.1736 0.4167 

5 9 225 0.625 03906 0.8036 

6 11 255 0.7083 05017 1.1130 

7 13 322.5 0.8958 0.8025 1.6636 

Total 3.0972 1.9732 4.2658 

u2 
n ¿v;- L(c,v,/n) +n [~ -(v-D'] 

1.9732 -4.2658 + 7(~ -0.003311) 

0.0176 

Si°'= o.o5, u;(°')= o.1so ~u;< u(°') 

. ·.La hipótesis nula de uniformidad no se rechaza 

Si°'= 0.10, u;(°')= 0.149 ~u~< u(°') 

. ·.La hipótesis nula de uniformidad no se rechaza 

Lo que quiere decir que no se rechace la hipótesis de uniformidad es que hay 

evidencia estadística para afirmar que las observaciones se ajustan a una distribución 



11 i 

que no ha <'st.ablec:ido un hornno de al11ncutación que abarq11<' u11 1uf11i1110 nt'nucro d(' 

ho1<1S. 

[Jo. 111(',$ 

</J, 
., 

r·1v,/n e, v, V-
' 

l 82.5 0.2292 0.0525 0.0382 

2 3 195 0.5417 0.2934 0.2709 

3 5 232.5 0.6458 0.4171 0.5382 

4 7 267.5 0.7431 0.5522 0.8670 

5 9 297.5 0.8264 0.6829 1.2396 

6 11 345 0.9583 0.9183 1.7569 

Total 3.9445 2.9164 4.7108 

u; 2=v?- L(c,v.fn)+n [~ -(11-D'] 
2.9164 - 4.7108 + 6(~ - 0.0248) 

o 0566 

Si a= 0.05, U~(a) = 0.179 =;.U~< U(a) 

: .La hipótesis nula de uniformidad no se rechaza 

Si a= 0.10, u;(oe) = 0.149 =;.u;< U(oe) 

. · La hipótesis nula de uniformidad no se rechaza 

Lo que quiere decir que no se rechace la hipótesis de uniformidad es que hay 

evidencia estadística para afirmar que las observaciones se ajustan a una distr1buc1ón 



l l~ 

111llfonnl', <'S\.o l'S, t•l \)¡,\¡{, sn ,t\i111tn1ta <'ll \.i('1npos ah~at.01ios, lo qtH' llOS 1lt1va a dc·cir 

que uo ha establecido uu hor<1rio de aliIJJeut.;icidn que abarque un u1íuü110 1ní111<~ro de 

60. 1ncs 

C1 <)¡, v, -v; c,111/n 

1 97.5 0.2708 0.0733 0.0330 

2 3 165 0.4583 0.2100 0.1719 

3 5 190 0.5278 0.2786 0.3299 

4 7 206.25 0.5729 0.3282 0.5013 

5 9 225 0.625 0.3906 0.7031 

6 11 245 0.6806 0.4632 0.9358 

7 13 258.75 0.7188 0.5167 1.1681 

8 15 285 0.7917 0.6268 1.4844 

Total 4.6459 2.8874 5.3284 

u;; ¿v?- L(c,v,/n)+n [~ -(v- ~)'] 
2.887 4 - 5 3284 + 8( ~ - 0.0065) 

o 1734 

S1 a= 0.05, u;(a) = 0.181 ~u;< U(a) 

.. La hipótesis nula de uniformidad no se rechaza 

Si"= 0.10, u;(a) = 0.150 ~u;> U(1>) 

. ·.La hipótesis nula de uniformidad se rechaza 
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ílecnórde .. .;;c q11P n rcp1escnta la probabilidad del error t.ipo I, que C:-> de n'ciHtl',ar la 

liipótc::>is nnla, cu;indo üsta fuere) cierta. l)S decir la probabilidHd de que el l;1ctauü~ ;üiu 

no ha.ya e~t.ablccido :-;u horario de a.li1ncntaei611 1 aunque la prucb<:t indique lo cout.rano 

es de 0.1. 

7o. n1es 

C¡ </>, v, V~ CiVi/n 

1 1 140 0.3889 0.1512 0.0486 

2 3 155 0.4306 0.1854 0.1615 

3 5 183. 75 0.5104 0.2605 0.319 

4 7 217.5 0.6042 0.3651 0.5287 

5 9 225 0.625 0.3906 0.7031 

6 11 240 0.6667 0.4445 0.9167 

7 13 270 0.75 0.5625 1.2188 

8 15 285 0.7917 0.6268 1.4844 

Total 4.7675 2.9866 5.3808 

U' n I>;- L(c,vjn)+n [~ -(11-D'} 
2.9866 - 5 3808 + 8( ~ - 0.0092) 

0.1986 

Si a= 0.05, U~(a) = 0.181 o=> U?,> U(a) 

· La hipótesis nula de uniformidad se rechaza. 
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Si o·= O.llJ, 11,;(n) '" 11 lf>ll =>u,;> l'(n) 

:.L<l. hip6tesis nula d{~ nnifornudad se rccha.zn 

Ahora han ca111biado los rc:.-;ult.ados que arroja la prueba, purn.; 8e t.i<'llC que se 

rechaza la hipótesis de unifornüdad, por lo que hay evidencia estadística para aíinnar 

que el bebé ya no se alilncntn en tiempo~ ale<ttorios, lo qtte nos lleva a dc<.:ir que ha 

establecido un hora.ria de alimentación que abarque un rnínimo núrncro de horaR. 

Se puede comprobar que, tal como lo esperábamos, los resultados de las pruclnts 

son similares:es hasta el sexto o séptimo mes cuando la hipótesis nula de uniformidad 

se rechaza; es decir, en el contexto del ejemplo, el bebé logra establecer un horario de 

alimentación. 



CONCLUSIONES 

La teoría de la estadística circular1 representa una interesante interrelación de la esta­

dística y la geometría que permite, entre otras cosas, replantc,u la propia rnet.odología 

estadística con base en el cuerpo axiomático del círculo, en este caso, pero pudiendo 

abordar otra geometría como la esfera. 

Las pruebas de aleatoriedad investigadas, pueden ser aplicadas en el análisis de 

cualquier fenómeno rítmico, en el que el periodo sea conocido o en aquéllos que involu­

cren datos como direcciones en el plano u horas. La afirmación anterior es importante, 

ya que el uso de estas pruebas ha sido muy limitado hasta ahora, con excepción de la 

prueba de la Ji-Cuadrada, que se usa con mucha frecuencia en contextos distintos, es 

decir, con datos que no son representativos de un fenómeno cíclico. La aplicación des­

arrollada en esta tesis resultó ser un ejemplo interesante, sencillo y nuevo del alcance 

de las pruebas. 

El análisis matemático más completo se pudo realizar con la prueba de Rayle1gh 

y la prueba de Greenwood y Durand, que son la más usadas en la actualidad. sin 

embargo) se comprobó que los resultados de la aplicación fueron muy parecidos en 

todas las pruebas. 
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Mediante el ejercicio de la aplira.ci(Hl dl' la.s prueba • .,, sp p1uxlet1 hacer la.'i siguientes 

observa.cionC'~'i: 

a) Co1no se señaló antcsi la prueba de la Ji-Cuadrada es la tnás conocida. y aplicada 

de las pruebas, aunque se pierda información al agrupar los datos, especialmente en 

mue5tras pequeñas. En el ejemplo estudiado se tenían pocos datos, por lo que no fue 

posible aplicarla. 

b) La mayor ventaja de la prueba del Rango y la de Hodges y Aj ne es la rapidez 

para la obtención de resultados, pues no se requieren de cálculos. La prueba de 

espacios de Rao requiere de más cálculos, pero son muy sencillos. 

c) La prueba de Kuiper puede ser aplicada mediante algunos cálculos, pero tam­

bién gráfica.mente. 

No se pretende argumentar que la facilidad que nos ofrece la aplicación de las 

pruebas represente alguna ventaja frente a las demás, se menciona solo como una 

característica que no se quiso despreciar. La principal ventaja de las pruebas de 

aleatoriedad en esta.dística circular es, que en su conjunto, sirven como un método 

alternativo y complementario para el estudio de los fenómenos cíclicos y direccionales. 

Debe resaltarse que el principal aporte de esta tesis es que se pudo abordar el 

estudio de dichos fenómenos de una manera distinta a la usual, rescatando la propia 

naturaleza de las observaciones, ya que su característica de ser periódicas les confiere 

un análisis especial. 

Esta tesis es un trabajo motivacional, necesario para contribuir a rescatar estas 

ideas, que aunque en un principio no poseían todo el avance, tanto de formalismo 

. matemático como en el campo de aplicación, ahora pueden servir para la propia ge-
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11C'racit'u1 th•I couoci111it•11to cu <'.....,t<l <Í.n'a 11wdi1111\\• t\11 <·nfoq11t' d(' ;111;'ilisis q11<' r!'prt's1·111a 

un nuevo p;1radi~11ut, pt1~ requicr<' d(':-.d.(~ un nuevo le1111;uajc ha.'>ta un plautcaruiento 

de hipótesis propio. Este nuevo lenguaje es de s1u11a i1nportaucia, yH q1H) es <'l eulat:e 

con la co1nnnidad receptora de ~te trabajo. Por ejeu1plo) la ''aleatoriedad" es un 

térrn.ino que para el xnatcrnátíco tiene nu sig-nificado forrnal y riguroso, ~,in ernbargo 

para un rnódico podría tener un ~ügnificado intuitivo. En carnbio "ritrno,, de rnancra 

natural genera ideas en el campo del médico: ritmo en los latidos del corazón, va-

riación ele la terr1pcratura en días c.~.pccfficos o en horas detcrrninad<:IB, rit1no en la 

presión arterial en un grupo deterrninado de personas, etc. 

livel de significancia Confiabilidad 

:egión crítica ALEATORIEDAD~-~, UNIFORMIDAD>---->> NO RITMO Patrón 

:uantil Uso de Tablas 

NO ALEATORIEDAD'-----+> NO UNIFORMIDAD---->RITMO 

lipótesis nula 

lipótesis alternativa 

Horas del día 

Variación 

En este contexto es válido proponer que en otras áreas de investigación, se haga uso 

de este enfoque para probar la aleatoriedad o no de un fenómeno, en un sentido cíclico 

o rítmico, abordando nuevas interrogantes, como pudieJ:an ser un análisis comparativo 

de las pruebas estudiadas en lo que a estadística circular se refiere o bien, con las 

pruebas clásicas de aleatoriedad. 



, 
APENDICE 

Tab!a A Prueba de Rayle1gh 

' n=S 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 
.10 p > 0.900 .891 882 873 .865 855 848 
.12 .897 .884 872 859 .847 835 823 811 799 788 
14 .896 .880 .863 .846 .829 .813 .797 .782 .766 752 737 .723 
16 .894 867 845 .824 .803 .783 .783 .744 725 706 688 671 654 
18 .865 836 808 783 757 ,733 .710 687 .665 .643 .623 .603 .583 
20 833 801 768 739 709 681 654 628 603 .580 .557 .535 .513 
22 800 765 727 692 659 628 598 569 .542 .516 .492 .468 .446 
.24 .764 .727 .684 .645 609 574 541 511 482 454 .429 .404 381 
26 729 687 640 .597 .558 .520 .486 .454 .423 395 369 345 322 
.28 693 645 595 .549 .507 .468 .432 .399 .368 340 314 290 267 
30 656 .603 550 .501 457 .417 .380 .347 .316 289 263 241 219 
32 .620 560 .506 455 409 369 332 .299 .269 242 218 196 177 
34 .584 518 462 410 364 .323 .287 .255 .226 .201 178 158 140 
.36 547 .477 419 .367 .321 .280 .245 214 188 164 .143 .125 .110 
.38 511 437 .378 .326 .280 .241 .208 .179 154 132 114 093 084 
40 475 .399 .339 .287 243 205 .174 147 125 .105 .089 .075 064 
.42 440 362 .301 .251 .209 .173 .144 .120 100 .083 069 057 048 
.44 405 327 266 .218 .178 .145 118 .096 .079 064 052 043 035 
.46 371 294 234 .187 .150 .120 .096 .077 .061 .049 039 031 025 
.48 338 262 204 .160 125 098 .077 .060 .047 .037 029 022 018 
.50 .305 .233 177 .135 .104 .079 061 .046 .035 .027 .021 .016 .012 
.52 .274 .205 152 .114 .085 .063 047 .035 .026 .020 .015 011 008 
54 .244 179 .130 .095 069 050 037 .027 .019 .014 .010 .007 .005 

.56 .215 .155 110 078 055 039 .028 .020 014 .010 .007 .005 .004 

.58 .189 .133 092 064 .044 .030 .021 .014 .010 007 005 .003 .002 

.60 .165 .113 076 .051 .034 .023 .015 .010 007 .005 003 002 001 
62 .144 .096 .063 .041 .027 017 .011 007 005 .003 .002 .001 
64 126 .080 051 .032 .020 013 008 005 003 002 .001 
66 .109 .067 .041 .025 .015 009 006 003 002 .001 
68 .095 .055 .032 .019 .011 007 004 002 .001 
70 .082 .045 .025 014 008 005 003 001 
72 070 .037 .020 011 006 003 002 

.74 .059 030 .015 008 004 .002 001 

.76 049 024 .012 006 003 .001 
78 040 .019 .009 004 .002 
80 033 014 .006 .003 .001 
82 026 .010 004 .002 p < o 001 
84 .020 .008 003 .001 

.86 .015 .006 ()()2 

.88 011 .004 .001 
n- tamaño de la muestra, r=estadística de prueba, P=nivel critico 



Tabla B Prueba V 

" (("'º 10 o 05 o 01 0.005 o 001 o 0001 
5 u(u)"'l 3051 1.6524 2 2505 2 4459 2.7938 3.0825 
6 1 3009 1.6509 2.2640 2.4695 2 8502 3.2114 
7 1 2980 1.6499 2.2734 2.4858 2 8886 3.2970 
8 1 2958 1.6492 2.2803 2 4978 2 9164 3.3578 
9 1 2942 1.64B4 22856 2 5070 2.9375 34034 
10 1 2929 1.6482 2 2899 2 5143 2.9540 3.4387 
11 1.2918 1.6479 2 2933 2 5201 2.9672 3.4669 
12 1 2909 1.6476 2 2961 2 5250 2.9782 3 4899 
13 1 2902 1.6474 2 2985 2 5290 2 9873 3 5091 
14 1.2895 1 6472 2.3006 2.5325 2 9950 3.5253 
15 1.2890 16470 2.3023 2.5355 3.0017 3.5392 
16 1 2885 1.6469 2.3039 2.5381 3 0075 3 5512 
17 1.2881 1 6467 2.3052 2.5404 3.0126 3.5617 
18 1.2877 1 6466 2 3064 2.5424 3 0171 3.5710 
19 1.2874 1.6465 2 3075 2.5442 3.0211 3.5792 
20 1 2871 1.6464 2.3085 2 5458 3.0247 3.5866 
21 1 2868 1.6464 2.3093 2.5473 3.0279 3.5932 
22 1.2866 1.6463 2.3101 2.5486 3.0380 3.5992 
23 1.2864 1 6462 2.3108 2.5498 3 0335 3.6047 
24 1 2862 1.6462 23115 2 5509 3.0359 3.6096 
25 1 2860 1.6461 2 3121 2 5519 3.0382 3 6142 
26 1 2858 1.6461 2 3127 2 5529 3.0402 3 6184 
27 1 2856 16460 2.3132 25538 30421 3.6223 
28 1.2855 1 6460 2.3136 2.5546 3 0439 3.6258 
29 1 2853 1 6459 2.3141 2.5553 3.0455 3.6292 
30 1.2852 1 6459 2.3145 2.5560 3 0471 3.6323 
40 1.2843 1.6456 2 3175 2 5610 3.0580 3 6545 
50 1 2837 1.6455 2 3193 2.5640 3.0646 3 6677 
60 1 2834 16454 2.3205 2.5660 3.0689 3.6764 
70 1 2831 1 6453 2.3213 2 5674 3 0720 3 6826 
100 1 2826 1.6452 2 3228 2 5699 3.0775 3 6936 
500 1 2818 1.6449 2 3256 2 5747 3.0877 37140 
1000 1 2817 1.6449 2 3260 2 5752 3.0890 3 7165 

n=tamaño de la muestra, u-nivel de significanc1a, u(a):::valor crítico de la estadística de prueba 



Tabla C Prueba del Rango 

o u=O 005 o 01 o 025 005 010 
4 w(a)= 38 8 48.9 66 3 836 105.3 
5 640 761 95 7 113.8 135.4 
6 87 2 100 2 120 3 138.2 158.7 
7 107 6 120 8 140.8 158.0 177,3 
8 125 5 138.5 157.9 1744 192 s 
9 141 1 153.8 172.5 188 1 205 1 
10 154.7 167.1 185.0 199 8 215 8 
11 166 8 178 7 195 9 209.9 225.0 
12 177.4 1890 205 4 218.7 233.0 
13 187.0 198.1 213 8 226 5 240.0 
14 195.5 206.2 221 3 233.4 246.2 
15 203 2 213.5 228.0 239S 251 7 
16 210.2 220.1 234 o 245.1 256.7 
17 216.6 226.2 239 5 250 1 261.2 
18 222.4 231-6 2445 254 7 265.3 
19 227.7 236.7 249 o 258.8 269.1 
20 232.7 241.3 253.2 262 7 272.5 
21 2372 245.6 257.1 266 2. 2756 
22 241 4 249.5 260 7 269 4 278 6 
23 2454 253 2 264.0 272.5 281 3 
24 249 o 256 7 267.1 275 3 283 8 
25 2525 259 9 270.0 277 9 2861 
26 255 7 262.9 272.7 280 4 288 3 
27 258.7 265 7 275 2 282.7 290.4 
28 261.5 268.3 2776 284 8 292.3 
29 264 2 270 8 279.8 286 8 2941 
30 266 7 273 2 281 9 288.8 295.9 

rl"'-tamaño de la muestra, a= nivel de s1gn1ficanc1a, w(o:)=valor crítico de la estadística de prueba (grados) 



4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
25 
30 
35 
40 
45 
50 
100 
200 

Tabla O Prueba de espacios de Rao 

u=O 01 
U(u) = 221 O 

212.0 
206.0 
202.7 
198.4 
195.1 
192.2 
189 7 
187 6 
185.8 
184 o 
182 2 
180 7 
1796 
178.2 
177 1 
176.0 
171.9 
168.8 
166 4 
164.4 
162.7 
161 2 
152.8 
146.8 

o 05 
186 5 
183 6 
180 7 
177.8 
175 7 
173.5 
172.1 
170 3 
169 2 
167 8 
166 7 
165 6 
164 9 
164 2 
163.1 
162.4 
161.6 
158.9 
156.7 
155.0 
153 6 
152.4 
151.4 
146 8 
142.6 

n-tamaño de !a muestra, a-nivel de s19nificancia, U(a)-valor critico de la estadist1ca de prueba 

010 
171 7 
168.8 
166.3 
164 9 
163.4 
162.4 
161.3 
160 2 
159 2 
158 4 
157 7 
157 o 
156 6 
155 9 
155.2 
154.8 
154.4 
152.7 
151.4 
150 3 
149 5 
148.7 
148 1 
143 7 
140.4 



Tabla E Prueba de Hodges y A1ne 

" K=O 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
5 P=.313 
6 .188 750 
7 109 .547 
8 063 375 875 
9 .035 246 703 
10 .020 .156 527 

" .011 .097 .376 806 
12 .006 .059 258 645 
13 .003 035 171 489 873 p > 0.900 
14 002 .021 .111 .355 .733 
15 .012 070 .250 .583 
16 007 .044 .171 .444 800 
17 004 .027 114 327 661 
18 .002 016 .075 .233 523 850 
19 .001 .010 .048 163 399 725 
20 .006 030 111 296 591 .887 
21 .003 .019 .074 213 466 .776 
22 002 012 .049 151 .356 .651 
23 001 007 032 .104 .265 526 .818 
24 004 020 .071 .193 413 .701 
25 003 013 .048 .137 315 .580 852 
26 002 .008 031 .096 235 .466 745 
27 005 020 066 172 .364 .629 880 
28 .003 .013 045 124 278 515 782 
29 002 008 .030 087 .208 .410 .672 
30 .001 005 .020 .061 .153 .320 .560 814 
31 003 .013 042 .110 .244 .454 710 
32 .002 .008 .028 078 .183 .360 601 841 
33 .001 .005 .019 055 135 .280 .496 ,744 
34 003 013 .038 .098 .214 .400 638 
35 p < 0.001 .002 008 .026 .070 160 .316 534 
36 001 005 018 049 118 245 437 
37 .003 012 034 086 187 350 
38 .002 008 024 062 140 276 
39 .001 005 016 .044 104 213 
40 .003 011 .031 076 163 

n=tamafio de la muestra, K-estadist1ca de prueba, P=mvel critico 



T<ibl<i F Prueb<i de In J1 Cu.:idr.:ida 

x' v=1 3 6 8 9 10 11 ,, 
1 P= 317 607 .801 
2 157 368 .572 736 849 p > o 900 
3 083 .223 .392 ,558 700 809 885 

' 046 135 161 406 549 677 780 857 
5 025 082 172 287 416 544 660 .758 834 891 
6 .014 oso 112 199 .306 423 540 .647 ,740 815 873 
7 008 .030 .072 ,136 221 321 429 537 637 725 799 858 
8 005 .018 .046 ,092 .156 238 .333 433 .534 629 713 785 
9 003 011 029 061 109 174 253 342 '37 532 622 703 

10 .002 007 019 040 075 125 189 .265 350 440 530 616 
11 .004 .012 .027 .051 .088 ,139 202 .275 358 .443 529 
12 002 .007 017 035 062 101 151 213 285 364 446 
13 001 005 .011 023 043 072 112 .163 224 293 369 
14 .003 .007 016 030 051 082 122 173 233 301 
15 002 005 010 020 036 .059 091 132 183 241 
16 001 003 007 014 025 .042 067 100 141 191 
17 002 005 .009 017 .030 049 074 108 150 
18 001 003 006 012 021 035 055 082 116 
19 .002 004 .008 015 025 040 061 089 
20 .001 .003 .006 010 .018 029 045 067 
21 002 004 007 013 .021 033 050 
22 001 003 005 009 015 024 038 
23 .002 .003 .006 011 .018 028 
24 001 002 004 008 013 º'º 25 p < o 001 .002 003 005 009 015 
26 001 .002 004 006 011 
27 001 003 005 008 
28 002 .003 006 
29 001 002 004 
30 002 003 

v=grados de libertad, z 2 
<:estadística de prueba, P=rnve! critico 



Tabla G Prueba de Ku1per 

" ci=O 50 o 20 0,10 0.05 o 02 0.01 o 005 0.002 o 001 
5 K{a)=1 102 1 330 1 458 1.565 1 682 1.763 1.838 1 920 1 970 
6 1109 1.341 1.471 1 582 17'11 1.793 1 867 1.957 2.020 
7 í '16 1 350 \ 483 1 598 1.727 1814 1 894 1 987 2 051 
8 1 122 1 357 1 493 1.608 1 741 1.830 1 911 2 009 2 007 
9 1 127 1 364 1 500 1.618 1 752 1 843 1.926 2.027 2 097 
10 1.131 1.370 1 507 1 625 1 761 1.854 1 938 2.041 2.113 
11 1,134 1 374 1 513 1 631 1.769 1.862 1.948 2.053 2 126 
12 1138 1 378 1 517 1.637 1 776 1.870 1 957 2 062 2 137 
13 1.141 1 382 1 522 1 642 1 782 1.876 1 964 2 071 2 146 
14 1.143 1 385 1.525 1 646 1 787 1.882 1 970 2.078 2.154 
15 1.146 1 388 1.529 1 650 1 791 1.887 1.976 2.085 2 161 
16 1 148 1.391 1.532 1 653 1,795 1 892 1 981 2.090 2.168 
17 1 150 1 393 1.534 1.657 1.799 1 896 1.986 2 096 2.173 
18 1.152 1.396 1.537 1 659 1.802 1 899 1.990 2 100 2 178 
19 1 154 1 398 1 539 1.662 1 805 1 903 1.993 2104 2 183 
20 1 155 1 400 1 541 1.664 1 808 1.906 1 997 2 108 2 187 
21 1 157 1 401 1 543 1 667 1 810 1.908 2.000 2 112 2 191 
22 1 158 1403 1 545 1 669 1 813 1911 2003 2 115 2 194 
23 1159 1 405 1.547 1.670 1.815 1.913 2 005 2.118 2.198 
24 1.161 1.406 1.549 1672 1 817 1.916 2 008 2.121 2.201 
25 1162 1407 1 550 1.674 1 819 1918 2 010 2.123 2.203 
30 1167 1 413 1 556 1.681 1.826 1.926 2 019 2.134 2.215 
35 1 171 1 417 1 561 1 686 1 832 1 933 2.026 2.141 2.223 
40 1.174 1421 1 565 1.690 1.837 1 938 2 032 2.148 2.230 
45 1 177 1 424 1 568 1 694 1 841 1.942 2.036 2152 2.235 
50 1.179 1 427 1 571 1 697 1.844 1 946 2.040 2 157 2 239 
100 1.191 1442 1.588 1714 1.862 1.965 2 060 2178 2 262 
200 1 200 1.453 1.600 1.726 1 876 1.979 2.075 2 194 2 279 
500 1 208 1.462 1 610 1 737 1 887 1.990 2.087 2 207 2 292 
OC) 1216 1.472 1 620 1747 1.898 2.001 2 098 2 218 2.303 

n-tamaño de !a muestra, a-nivel de s1gnificancia, K(a)-valor crítico de !a estadística de prueba 



Tabla H Prueba de Watson 

N u:=0.10 o 05 oozs 0.01 o 005 
2 u,;(o:)= ,., '155 161 .164 .165 

3 .145 .173 194 .213 224 
4 .146 176 202 233 .252 
5 148 177 205 238 262 
6 149 179 .208 .243 269 
7 149 180 .210 247 274 
8 150 181 211 250 278 
9 150 182 212 252 281 
10 150 182 .213 254 283 
12 150 183 215 256 287 
14 151 184 216 258 290 
16 .151 .184 216 . .259 291 
16 .151 .184 .217 259 .292 
20 151 185 .217 261 293 
30 152 185 219 .263 296 
40 152 186 219 264 298 
50 152 186 220 .265 299 

100 152 186 221 266 301 

'° .152 187 221 267 302 

n=tamal'io de la muestra, u=nlvel de s1gnificanc.a, U,~ (a) ::::: valor crítico de la estadística de prueba 
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