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Algunas relaciones entre distribuciones de variables aleatorias univariadas
discretas y continuas

Presentacion

Este trabajo esta basado fundamentalmente en un articulo de Lawrence M Leemis publcado en
1986 en la revista The Amencan Stafistician, cuyo ftulo puede traducirse como "Relaciones enire
distribuciones univanadas comunes”, mismo que se coresponde con el titulo de este trabajo de
tesis’. La sintesis de este artlculo es un diagrama en el que se esquematizan 56 relaciones
encantradas entre 28 distnbuciones -9 discretas v 19 continuas— Estas relaciones son de tres tinos,

distribuciones limite, transformaciones y casos especiales

Leemis propone dos aplicaciones del diagrama, mismas gue aqui se suscriben. Primero. dice,
después de presentar las distnbuciones univariadas comunes en un curso introductoro de
probabilidad, puede ser utlizado para indicar como {as distribuciones se relaclonan una con cira
Segundo, en un curso avanzadeo, provee un repasc rapido de fas distnbuciones univanadas
importantes Es en este sentido que se plantearon los contenidos del presente trabajc,
crganizandolo er {res capitulos.

El objetivo principal de esta tesis es presentar el desarroflo matematco de cada una de las
relaciones, lo cual se consolida en el Gltmo capitulo. Ast en el prmer capiiulo se piantean los
conceptos v resultados que sustentan tedricamente tres de las cuatro herramientas que se utilizaran
para verificar las relaciones del esquema Estas técricas son el méfodo de fa funcidn de
distribucion, el método de las transformaciones, el méfodo de Ja funcion generadora de momentos y
el teorerna def jimiie central El segundo es un capitule de presentacion de las 28 distiibuciones que
entraran en juego; ademas de la definicidn —cuando fue posible- se incluyercn ofros elementos tales
como algunos hechos historicos sobre ella, algunos ejempios de aplicacion y algunas propledaces
Inferesantes asociadas

Durante el desarrolio def trabajp se encontraron algunas relaciones adicionales Aqu! se da cuenta
de aquellas {12) que responden a los mismos criterios de las relaciones que se presentan en ef
esquema de Leemis. De aqui que el Diagrama Final presentado al final de la seccidn de
Consideraciones finales y conclusiones sea una conclusidn global de este trabajo de tesis

Finalmente, sélo queda expresar el deseo de que este frabajc encuentre alguna utlidad entre
guienes estén vinculados con sl estudio o el uso de tas distnbuciones de variables zieatonas; en
parficular, entre los estudiantes de ios cursos de probabilidad v estadistica que se imparten en la

Tmmitddmd o
rabldital Ve wigiivias

! Leemis, Lawrence M, “Relatonships among common univariate distnbutions”, en The Amencan Sfahshcran, Mayo
1986, Vol 40, No 2, pp 143-146 En 1985, ef Profesor Leemus se encontraba en la Escuela de ingeniena Industnai de fa
Universidad de Oklahoma Una copia de! articulo completo puede consultarse en el ANEXO 8



1

CONCEPTOS Y RESULTADOS
PRELIMINARES

En este capitulo se presentan los principales conceptos y definiciones, asi como los teoremas y
propiedades que se manejan dentre del ‘enguaje de la feoria de las distnbuciones de las variables
aleatorias, y que se requieren para la comprensian de los contenidos de los dos capitulos siguientes.
Una vez definidos los términos “variable aleatorig”, “funcion de distnbucion acumulativa”, y *funcidn
de densidad de probabilidad”, los contenidos de! capitulo estan encaminados a la presentacion de
ias fres técnicas que se utifizardn en el Capitule 3 para verificar las distintas relaciones entre las
distribuciones. Estas técnicas son: la de fa iéenica funcion de distribucion acumulativa, \a técnica de
la transformacicn y 1a téonica de fa funcion generadores de momentos, las tres peimiten determinar ia
distribucidn de una funcion Qs una o mas de una vanable aleatoria E! Teorema del Limite Central
que es ofra de las hemamientas a ufilizar se presenta en el Capilulo 2, deniro del apartadc de
presentacion de fa distribucion normat,

Se busco incluir todos y cada uno de los resultados pertinentes para sustentar tedricamente cada
uno de los supuestes o procedimientos que se involucran en las tres técnicas, con el fin de
contrarrestar, en lo posible, el que se perciba una t&cnica como unz mera "receta’. Si bien en fa
practica se suelen aplicar herramientas acabadas sin mayor reflexién sobre su sustento {ebrico —o
cual finalmente es comprensible—, se considerd gue este trabajo era una buena oportunidad para
detenerse un poco en su asimilacidn Esie interés frajo consigo un riesgo: el de la dispersién
excesiva. Explorar ef por qué de las cosas abre rutas infinitas que, paraddjicamente, por cuestiones
de tiempo y espacio hay que trafar de acotar. En este caso, eso ne resulto fcil y es por ello que se
incluye un buen niimerc de notas al pie; su finalidad es no omitir elementos que se censideraron
(tles e interssantes, pero que dan itgar a la dispersitn o dificultan el enlace de las ideas cenirales

£l orden elegido para la presentacion de los contenidos de este capitulo procurd ser inductivo, es
decir, que los conceptos y resultades expuestos fueran cada vez més generales Es por ello que 1
“técnica de la funcién generadora de momentos” s& pospuso hasta &t final del capitulo, pues requiers
de elementos adicionales a las ofras dos técnicas. La “écnica de la funcidn de distribucion
acumulativa’, asi como ia “técnica de ia fransformacién” se presentan primero para el ¢aso de
funciones univariadas, para después generalizarse. Se incluyen ejemplos de algunos de los
conceplos y resultados. Por supuesto, puede decirse que en el Capitulo 3 se encuentra tn numero
mas amplio de “jlustraciones” de las tres grandes herramientas {de las cuatro, de hecho, incluyende
al Teorema del Limite Central).




2 Capitio 1

YARIABLE ALEATORIA

La varzbles aleaiorias estan asociadas a expenmenios aleatoros. Se entiende como un

‘experimente aleatonoa” aquel cuyo resultado s incierio, por ejemplo.

{anzar un dado y ohservar ia cara gue queda hacia arriba;
el lanzamiento de 3 monedas;
el registro de! ndmero de muertes por accidentes automowiisticos en una zona,

el registro del iiempo en horas que funcicna un foco; y,

o B WP

contar el niimero de veces que liueve y registrar en pulgadas |z precipitacion pluvial

durante algln mes en alguna regidn.
Comoe motivacion previa para definir “vanable aleatoria” considere el ejemplo siguiente.

Ejemplo 1.1 (gfemplo introductoric de varable aleatonig). Suponga un estudio de opinian en el que
interesa preguntar 2 50 personas si estan de acuerdo o en desacuerdo con cierta cuestion Si se
registra con un “1% el acuerdo y con un 0" & desacuerdo, el espacio muestral para este
experimento tiene 2°° efementos, cada uno de los cuales es un vastor de unos y ceros con 50
enfradas. Ante tales magnitudes, se hace necesana una forma de resumir ese estenario, pues
puede ser que la unica cantidad de interés sea el nimero de personas que estan de acuerdo (o,
equivalentemente, en desacuerdo) dei total de 50. En sse caso, si se define unz variable X como &l
nimero de unos registrados dentro de un tolal de 50 posihilidades, se habra captado la esencia del
problema. Note que el espacio muestral de X es el conjunto de erteros {0, 1, 2, ..., 50}, et cual es

mucho mas facil de manipular que ef aspacio muestral original.

Observe gue al definir la cantidad X se esta definiendo tna funcidn det espacio muestral onginal a
un nueve espacio muesfral : el conjunio de enteros {0, 1, 2, ..., 50} que es un subconjunio de los

nimeros reales.
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Unz vanigble aleatona se defing sobre un espacio de grobabilidad (2, ¢4 P[-]), donde O es un
espacio muestral, ¥ es una sigma-algebra de eventos y P[] es una funcion de probabidad con

dommio ¢z !

& Definicion 1.1

Variable aleatoria?

Dado un espacic de prebabiiidad {Q, <=, PI.]), una variable alealoria, denotada por X(-) o,

simplemente, X, es una funcidn definida del espacio muestral © a los numeros reales. La funcidn

X{(-y debe ser tal que e conunto 4, definido como 4, = {@: X(w) <r}, pertenszcaa o8 para
fodo niimero real »

2

La segunda parte de lz Definizién 1.7 guiere decir que se requiere que cualquier coleccidn de o 's
para ias cuales X(w) < » sea un evento (es decir, un elemento de <) para cada némero real. Una
definicién més sencilia de vaiiable alealona (pero suficiente para efectos de fo gue en este trabajo se

desarroliard) es Iz siguienie.

&"  Definicion 1.1 bis
Variable aleatoria*

Una variabie aleatona, X, es una funcién que va del espacio muestrai © alos niimeros reales.

¢

Usualmente, una varizble aleatona se describe en {érminos de un expenmento aleatorio, en lugar de
hacerlo especificando su forma funcional, como podra observarse més adeiante en los  Ejemplos
1.2y 1.3 Asi, en esos terminos, 2 es |a totalidad de los resuifados de ese expenmento v fa
variable aleatoria X(-) con dominio €2 hace corresponder algin nimero real a cada resultade del

experimento.

1 Para mayor referencia sobre un espacio muestral puede constitarse ANEXO 1

2 Pefinicion presentada per Mood ef af [1874),p 53

3 Mas formalmente, es una funcion medible (es decir, que pusde encontrarse su funcidn inversa) gue asigna valores
reales a los eventos que conforman Q

4 Defimcion presentada por Caselia ¥ Berger [1980), p 26
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Al codominic de !a funcion X(-) se le denomina range de la vanable aleaforia y aqui se le denoara
como My El rango de una variable aleaioria puede ser numerable (ya se2 finito o infinto} o no
numerable La numerabilidad o no numerabilidad del rango darz lugar a una clastficacion de ias

variables aleaforias en "distretas” y ‘continuas’, respectvamente, como se vera més adsiante

Aungue la notacidn X(-) resulta mas adecuada porque endatiza que una varizble aleatoriz es una
funcion, por simplicidad en |a ieratura se utiliza la notacion abreviada X, v io mismo s& harz en esie
frabajo de agui en adelante. En general, se utilizan las dlimas letras maydsculas del alfabeto, con o
sin subindices, para denotar a las variables aleatorias; y 1as comespondientes letras mingsculas para
denotar sus valores. Asi, por gjemplo, la variable aleatona X opuede tomar el valor x3 A

confinuacién se presentan algunos ejemplos de variables aleatonas.

Ejempio 1.2 (ejemplo de variable aleatoria)

Considere el expermento de lanzar una @ M)
moneda fres veces. Sea X la variable 4.4 3
gleatoriz que dencta el nimero de aguilas (44,5 2
obienidas. Representando con una A &l 484 2
resuitado “aguilz” y con una S ei resultado (S.4.4 2
“sol’, el espacio muestral de este experimento “.5.8) 1
es Q= {(4, A4 A), (4, 4.5), (45, 4). S48
(S, 4, 4), (4, 8.5, (5,45, (5.5 4), SS4 0
(5, 5 5. Una enumeracion completa del (5.5.9) 0
valor 2 X para cada punto del espacio Figura 1

muestral se presenta en lz Figura 1.

5 Sobre las palabras “variable” y “aleatona”, Mocd et a/ [1974] comentan que no existe una justiicacion convincente
para su uso. Consideran que la expresion “varigble aleatoria” es poco apta, pero que ha ganado 3! difusion que seria
desatinado tratar de cambiarla. Vale a2 pana comentar que las Definiciones 1.7 y 1.1.6% son definicones “modemas’
de vaneble aleatena, pues anfguaments, se le definia, atendiendo &l sentido comin, como algo variable que fomaba sus
valores ai azar.



El rango de la variable aleatoriz X es Ry={0,1.2.315

@

Ejemplo 1.3 (ofro sjemplo de variable aleatona) Considere el expenmento de lanzar dos dados
€ consta de 36 puntos y puede escribrse como Q= {{iy) +=1...,6 ¥ j=1, ., 6} Dislintas
variables aleatonas pueden ser definidas. Por gjemplo, sea X [a suma de las caras gue caen hacia

armba, Enfonces XMa)=i+; siw=(, /), yasi Ay=1{2.3... .12

Asimismo, sea Y la dferencia en valor absoluto de las caras que caen hacia amba; enfonces
Yo =1i—jl sio={,j). Enesiecase, R;=1{0, 1,.., 5}

¢
Ejempto 1.4 {un efemplo mas de vanable aleatorra). Témese un foco y considere (a variable aleatoria

X como el ftempo {en horas) de duracion hasta que se funde. El range de esta variable aleateria es

Ry={x:x20}

Las vaniables aleatonas pueden clasificarse en “discretas™ y “continuas”, segln sea su rango

&7 Definicion 1.2
Variables aleatorias discietas y continuas

Una variable aleatoria X se dice que es discrefa i su rango es numerable ¥ se dice que es confinua

si su rango es no numerable

¢

Con esta definicion puede verse que en los Ejemplos 1.2 v 1.3 se definieron variables aleatonas

discretas, mientras que ia variable aleatona definida en el Ejemplos 7.4 es continua. Las variables

& Mood ef &/ presentzn el eemplo de lanzar una moneda una sola vez y contar el numero de aguilas Este no sélo
es mas sencille, sino que resulta muy Otl para jlustrar la segunda parte de su definicion de variable alestona (Definicicn
1 1), &5 deow, para mostrar que Lo X{w) < r} perienece a o para cualyner numero real r.

En ese caso el espatio muestral es @ = {aguila, sol}; X(w) = 1 st w=4guilay X{e)) = 0 st w= sol. es decir, el
rango de X es Ry~ {0, 1}. o consiste de los cualro subconuntos ¢, {aguilz}, {sol} y € Ahora, s1r <0,
{o Xaoysri=o50sr<i, {o: Xa)<r)={sol};sirz1, {@: X{w) <7} = 2= {4guils, sol}. Por lo tante,
paracada » el conunto { & X{e) < r} pertenece a o, entonces X s una vanable aleatona.
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aleatorias tembien pueden caracterizarse como discretas o continuas depandiende de la forma de su

“funcién de distnbucion de probabitidad” 1z cuai se definira mas adelante

¢+ Sobre la notacién. A partr de este momento, cuando resulte conveniente la abreviatura se

escrinira “v.a.” en lugar de vanabie(s) aieatoria(s).

FUNCION DE DISTRIBUCION ACUMULATIVA Y FUNCION DE DENSIDAD {[MASA] DE PROBABILIDAD

Puesto que el valor de una variable aleaoria X puede estar deferminado por el resultade de un
expenimento, pueden asignarse probabilidades a los posibles vaiores de la variable zleatona,
PX(wy=x)=PlX=x]{donde @ « @ vy x e Ry No sblo eso, pueden calcularse también
probabilidades de eventos como {X(@) <x} = {X<x} o L¥=x}, para cualgwer nimero real x,

o de manera general {X = 4} para algin conunio A7

A czds variable aleatoriz X puede asociarssle ura funcidn llamada la “funcion de distribucicn
acumulatva” de X 0 méas comilnmente lamada “funcién de distnbucidn®, ia cual puede utlizarse

para responder cuslquier pregunta de probabilidad referida a la veriabie aleatoria.

& Definicion 1.3

Funcién de distribucion acumulativa

La funcion de distribucion acumulativa (fd.a) de una vanzble alsatonz X, denctada por Fi(-),

se define como aquelia funcidn cuye dominio es el conjunio de los nimeros reales, st codominio es

el infervalo {0,1] vy qus satsface que Fy(x) = PLX <x] = Pl{w: X{®) < x}] para todo nimero
real x,

*

A coniinuacion se presentan dos ejempios de funciones de distribucién acumulativas, uno discreto y

uno confinuo.

¥ Un eyemplo de esos caloulos se presenta en el ANEXQ 2,
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Ejemplo 1.5. {funcion de distnbucion acumulativa discreta)

Ejemplo 1.6. {funcion de distribucién acumufativa continua)

Dependiendo de si la vanable aleatona es continua o discreta, la funcién de distnbucién acumulativa

es continua ¢ escalonada. En ef caso discreto, Fiy () registra un brinco en cada valor del rango de X

(Rx)?

Toda funcion de distribucidn acumulatva satisface certas propedades, algunas de lzs cuales

resultan inmediatas si se piensa en la definicion de Fiy(-) en términos de prebabilidades {véase

ANEXQ 3).

8 Precisamente, alguncs aufores definen st una vanzble aleatons es discreta o continua con base en |2 forma de la

grafica de Ia funcidn de distnbucion acumulativa



8  Capitla 1

Una caracteristica fundamental de la funcion de distribucidn acumulativa es que estd definida de
manera dnica para cada variable aleatoria. £n otras palabras, 1a funcidn de distmbucion acumulativa
permite caractenzar por completo una varizble aleatoria. El teorema que establece que Fiy ()
determina por completo Ia distribucién de probabilidad de una variable aleatoria X, requiere de 1a

nocién variables aleatorias idénticamenie distnbuidas que se presenta a contnuacion

& Definicion 1.4

V.a.'s idénticamente distribuidas

Se dice que las varables zlestorizs X y ¥ estin idéntcamenie distibudas si para todo
coniunto 4, PLX € A1=P[Y € 4.

+

Nota: Observe que dos variables aleaiorias que estan idénticamente distnbuidas no necesariamente
son iguaies. Es decr, la Definicién 1.4 o dice que X =75

2<  Teorema 1.1

Unicidad de la f.d.a.
Sean X y Y varables aleatonas con funciones de dismibucion acumulativas Fx (3 v Fy (),
respectivamente. Enfonces X y ¥ estan idénticamente distnbuidas si y sdlo si Fx(z) = Fy(z) para
fodo z.

+

<* A parir de este momento se abreviara ! t&rmino “funcidén de distnibucién acumulativa” como

funcion de distribucion.

La funcion de distribucidn describe la distibucion de los valores de una vanable aleatoria. A su vez,
asociada con una variable aleaforia y con su funcién de distribucion esté otra funcién lamada fa
“funcion de masa de probabildad” o la “funcidn de densidad de probabilidad”, segin se trate de un

caso discreto o confintto, respeciivamente. Ambas pemmiten calcular *probabiiidades puntuales”.

9 Por ejemplo, considere el expenmento de fanzar una moneda tres veses Sise define 2 X como ei nimero de
soles chienidos ya ¥ como el nimmero de 4guilas obtenidas, se puede comprodar facimente que’la distribucion de X ¥
de ¥ es la misma; es degir, que parg £ =10, 1, 2, 3 se fiene que PLY = k] = PIY = k]. Entonces X y Y estén
idénticamente distribuidas. Sin embargo, para ningdn punta muestral wse tene que X(a) = ¥(a).
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& Definicion 1.5
Funci6n de masa de probabilidad

La furicion de masa de probabifidad (f m.p.}, fi (x), de una variable aleatoria discreta X esta dada
por

Jxi{x)y=PLX=x] para todo nimero real x

& Definicién 1.6
Funcidn de densidad de probahilidad

La funcion de densidad de probabifidad {f.d.p.), fx {x}, de unz variabie aleatoria contnua X esfa

funcidn que satisface
Fi(x)y= f F )yt para todo ndmero real x
@

En el ANEXQ 3 se presentan las propiedades que cumple foda funcion de densidad [masa] de
probabilidad.

La funcion de densidad de probahiidad ¢ funcién de masa de prohabilidad de una vanable sleatoria
X es una funcidn no negativa: es estrictamente positiva sdlo sobre su rango (Ry ) y es cero en
cualquier otro caso. Esto significa que el rango de X' puede verse como Ay = {x : fy (x) > 0}.

Definido asi se le conoce como el conjtinto soporte o simplemente soporte de £ ().

Fy(x} v f¢(x) medelan el comportamiento de un fendmeno que puede identificarse con una
varizble aleatoria. El siguiente teorema exgone 1a relacion que guardan la funcién de distribucién y la
funcion de densidad [o de masa] de una variabie aleatona X De manera particular, la refagion

[T.1.24] serz de suma utifidad en este frabajo.

< Teorema 1.2
Reiacibn entreia f.d.a.vlafm.p olafdp.

Sea X una vaniabie aleatoria. Enfonces Fiy(-) puede oblenerse de () y viceversa.
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Demostracion
Caso discrefo. Sean  x,. Xa.... Xn,... 105 punios de masa de una vansble aleatoria discreta X

Suponga que fy(-) esta dada, entoncas

Fy(x)= > fx(xp). m121]

{)x,%x}

A lamversa, suponga que Fx(-) esta dada. entonces
fx(x,):Fl.{xj}—h'n%]:r(x)—h). h>0, Tt22

para cada punfo de masa x;. Ademas, como fy(x) =0 paracada x=x,, j=1,2,... entonces

Fr(x) gueda determinada para todo nimeros real.

Caso continup. Sea X una variable aleatoria continua. Suponga que fx(-) esta dada, enfonces

Ey () se obfiene integrando fx(-)

FRw=[ find. M.123]

Az inversa, sf Fy (-) esta dada entonces —por &l Teorema Fundamental del Célculo— 7y () puede

cbtenerse por diferenciacion.

d
fx(x}’-‘apx(x) [T1.24]

para todos aguetlos puntos para Ios cuales Fy(x) es diferenciable.

*

Por lo tanfo, una variable gleatoria X puede identificarse o caracterizarse plenamente por su
funcién de distribucidn de probabilidad Fy(x) o porsu funcidn de densidad [masa] de probabilidad
Jr(x), va que éstas pemiten definir cudl es su distribucion. {Mas adelante se verd que también es
posible caracterizar la distribucion de una variable aleatora mediante la “funcidn generadora de
momentos™) A Io largo del desammolio de la probabilidad v la estadistica se han encontrado mdlfiples
distribuciones de probabilidad, a las cuales, bajo distinios criterios, se les ha reconocido con algln
nombre particular. En el Capitulo 2 se presentan 24 distribuciones de probabilidad.
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¢ Scbre la notacion. En edelante, al decir que “una vadable aleatoria X tene distibucidn D" o
“una varable aleatona X se disinbuye D" 0 "X es una vanable aleatona B s& entenderé que 1a
funtidn de distribucdn de probabilidad de X es Fy (x) y que su funcién de densidad de

prebabliidad es fv(x). Una forma sintética de decrr esto es mediante (2 notacion X'~ D,

Una buena parts de las rsiaciones entre distribucicnes que se verifican en el Capiiulo 3 se dan a
través de funcicnes o transformaciones de las variables aleatorias En iz siguiente seccibn se
esluchan tres tecnicas para determinar ia distribucion de una funcion o fransformacion de une o mas

variables aleatonas.

DISTRIBUCION DE UNA FUNCION O TRANSFORMACION DE UNA VARIABLE ALEATORIA

Al modedar fendmenos en {emminos de una variable aleatoria X, es frecuente gue se esié interesado
en el comportamiento de alguna funcidn de X por ejemplo, ¥'= g(X). Es decir, dada Ia funcion de
densidad de probabilidad fx(x) de una variable aleaioria X, se busca enconfrar Iz distibucion de
probabilidad de ¥ = g(X). Precisamente, en esta seccion se presentan tres técnicas para encontrar

dicha dstribucion

Ejemplo 1.7 (ejemplo practico de une funcién de una varizbie aleatona). Existen muchos problemas
fisicos &n los que la deduccion de la densidad de probabiiidad de una forma funcional de una
vatiable dada es sumamente importante. Por gjemplo, la velocidad de una molécula de gas (Ley de
Maxweil-Boltzmann) se comporta como una varigble aleatona ¥ con distribucién conocida como
gamma, Resuita de interés determinar la distnbucién de E = m¥ ? la energia cinética de la

molécula de gas, gue es ura nueva variable aleatoria

| La técnica de i2 funcidn de distribucion acumulativa: caso univariado 1

IE{ siguiente teorema engioba o que se conote como la técnica de fa funcion de distribuciénf
;

[acumulative. No soio eso, méas adelante representaré un paso infermedic fundamental para

| establecer la técnica de fa transformacion en el caso de variables aleatorias continuas.
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{...continda La técnica de la funcidn de distribucidn acumulativa” caso univanads)

Precisamente, 1z tecnica de fa funcidn de distibucidn resulta particularmente Gtil para el caso
continuo. Se empieza por presentar dicha téenica para el caso univariado para posteriormente

extenderla al caso bivariado.

< Teorema 1.3

La técnica de la funcion de [a distribucion

para el caso continuo univariado

Sea X una varigble aleatoria continua cen funcién de densidad de prebabilidad £y (x). Sea g()
una transformacién definida de los reales a ios reales. Enfonces ¥ = g(X) es una nueva vanable
aleatoria, cuya funcion de distnbucion puede ser cbtenida integrando fy (x) sobre la region definida

por {x € Ry:g(x) <y} como sigue

F, (v)= PIY < 3} = Ple(X) < y] = |

Seax T3

1% g(2)5)
*

Una vez resuelia la integral en el témmino dereche de la expresidn de {T.1 31, puede apiicarse &l
Teorema 1.2 para obtener £y () e wWentificar asi (més faciimente) |2 disiribugion de ¥.

v

(termina La técnica de fa funcion de distribucion acumulativa: caso univariade)

Ejemplo 1.8 (aplicacion ds Ja técnica de la funcion de distribucion). Sea X una vanable zleatoria
con funcion de densidad de probabilidad f(x) dada por 1

si xe (0D

3 g.0.c.

B 1
Fe(x)= 0

Sea ¥= X7, Apficando el Teorema 1.3, fadensidad de ¥ se obtiene calcuiando

¢ A esta distribucién se le conoce como distribucion uniforme estandar y tambten se abordara mas ampliaments en
2l Capitulo 2.
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F,(}’):P[YSy]=P[XZS;‘]:Jr I (x)dx:J‘ai{-: ; , para (0 <y <]
vyl ol

ity

Perlo tanto
Fy(p)=- y oy i+ 1,
[0 1 x<0
= —y si Dax<l

1 s x2i

Ahora bien, en este caso, denvando F, (y) (Teorema 1.7) se obtiene la funcidn densidad de
prebabiiidad de Y-

1
5() =2—mf(0,1)(Y)-

\

@

Ejemplo 1.9 (apficacion de Iz técnica de la funcion de distnbucion). Sea X una v.a. con funcién de

densidad de probabilidgad dada gor

2
fi{x)= L exXp _& ‘L? para -—w<x<w.—w<pu<e vy g>i
2ro 2o

Suponga que S quiere determinar la distribucien de ¥ = g (X) = X*

FAy)=PY<y]
=PIX <y]=P[-yy<X<.y]

=0 -0 =2 gl
:Q-L\T%e-;u:du:i L’ﬁ;eﬁ:dz
= {igre¥a

para y > 0. {Como se verificara en los Capitulos 2 y 3, esta expresion puede ser identificada como la

funcion de distribucion de una distdbucién gamma con parametros r =4y A= %.)

1 Como se vera en el Capitulo 2, esta funcin de densidad de probabidad corresponde 2 la llamads distnbucion
nomal.
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E L a técnica de Ia transformacién: caso univariado

|
iComo ya se hablz anicipado, una aplicacion de ia técnica de lz funcidn de distribucion {y del
|Teorema 1.2} para enconirar la densidad de Y = g(X) produce la técnica de la transformacisn para
el caso continue. En principio, se presenta esta #cnica para el caso univariade y més adelante sef
extiende & caso bivariado Al igual que la fécnice de e funcion de distribucion, la fécnica de la
transformacion seré particularmente Util en los contextos centinucs. No obstante, se dedice pnmere

un espacio al contexto discreto.

&< Teorema 1.4
La técnica de la transformacion
para el caso discreto univariado

Sea X una variable aleatoria discreta con rango Ry = {x, xz-.., X....} ¥ funcidn de masa de

probabilidad £y (x), de tal forma que X tomz los valores xi, x,,..., X;,... COn probabilidades

O —

v (@0 fr (xe)eeees fr () oo S€a g(-) una fansicrmecion definida de ios reales a los reales.
Entonces ¥ = g(X) &S una nueva vanable aleatoria cuyos posibles valores v, y-...., se

determinan susfituyende los valores sucesivos de X en g(). La funcidn de masa de probabilidad

fr{¥) puede ser deferminada por la fransformacién g(-), por [2 funcidn de masa de probabilidad
x(x) de X vy porlas leves de la probabilidad como sique %

= {fx &0 si y=glx) para i=12..
0’ €.0.C.

donde g '(y) eslafuncioninversa de g(x) que mapea a y deregresca x,.

Si alguna g(x,) es igual a otra se suman las partes de |a funcidn de masa de probabitidad que
comrespondan a esas funciones que sean iguales. Por glemplo, si g(x) = glxp) = ... = glxu) =

2(x,), entonces la parte de la densidad de y = g(x,) es

gl o).
1=]

{...continuara La técnica de la fransformacion; casc univariado)|

S s S S



Conceptos v resufiados prefiminares 19

Ejemplo 1.10 {apicacién de lz técnica de la fransformacion, para deterrmmar ia distrbucion
de una funcidn de una venable aleatona discreta) Supongaque X toma los valores 0. 1. 2, 3.
4y 5 con probadllidad £, (0 =pe. (D) =p,. f(2)=p», LBy =ps. @) =ps ¥ L(5)=ps,
respectivamente. Sea ¥ =g(X}= (¥~ 2)" Y puede tomarios valores 0, 1. 4 y 9. Entonces

JAD=£:1(2),

A =p*ps (porque los valores 1 y 3 de x dan lugar al valor 1 de »)

fAdy=p,+ p, (porque los valores O v 4 de x dan lugar al valor 4 de )
¥ S =p;

%

Ejemplo 1.11 (aplicacion de ia técnica de la transformacion, para determinar la disinbucion de
una funcion de una variable aleatona discrefs). Sea X una vanable aleatoria con f.m.p. dada por
L A—x
fX(x)_P[X:x]_( ]p*(l_p) 1 x=0,1...n

X
donde = es un entero posifive vy 0<p <1, A los términos » v p que pueden ser fijados en
valores distintos, producendo distintas distribuciones de probabiidad se les llama parametros
Se dice que X tene distribucién binomial con pardmetros » y p.%2 Considere ja varable
aleatonta Y= g(X}, donde g(x) = n~x. Esdecr Y=n-X En este caso Ry =1{0,1....n}
vy Ry={yv=gx), xe Ry} ={0,1,...,n}. Paracualquier ye Ry, n—x=gix)=y sl y

sdio si x=r-y. Por o tanto, g'(¥) es el punto Gnico x=n-y, y

L= Y i
=g~ )
:f);(i’l—y)
( n n—y n—{n-1}
:in_y)p a-py
=(”]<1—p)’p”‘5
»

Porfanto, ¥ tiene también distribugion binomial con parametres # y 1 - p.

2 En &l Capliulo 2 se shondara sobre ésta y ofras distribuciones de probabilidad
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{ {...contintia La técnica de Iz transformacion: caso univariado)

<, -
1 o< Teorema 1.5%
La técnica de la transformacion
para el caso continuo univariado

Sea Xuna variable aleatoria con funcidn da densidad de probabildad £ (x). Suponga que g(x) es

'una funcion continua de x estrictamente mondfona {creciente © decrecienie). Enfonces la variable

|

aleatoria ¥ definida como Y= g(X} fiene una funcidn de densidad de probabilidad dada por

o d - _
L= filg l(y)};r;glo’) si y=g{x) para alguna x
0 si y=g(x) para toda x

idonde g7'(37) se dafine como el valor de x tal que g(xy=y.

Demostracion (del Teorema 1.5).

Caso (2): g(x) es creciente,

Se calculzra primero la funcion de distribucion de Y= g(x)

£ (y)=PY =y]
= Plg(X)=y]
=P[X<g7(y)]. vaqueg es(tambisn) creciente

= F, (g7 ()

2 Por sencifiez y porque es suficienie para los fines de aste trabajo, se expene ia version que presenta Ross [1988].
Una version genera! de este resu'iado puede consultarse en Mood ef al. {1874, en la cua! se pide que & fransformacion

¥ = g{x} sea uno a uno (en paricular, una transformacion estrictamenie mendtona es uno a uno) y que %f; g7 sea

continuz y no negativa (en efects, una transformacon estrictamente mondtona cumple ambas caracterishess) [véase
Mood et af 11874, p. 2001
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Ahorg, denvando

fy(})—- ()
dy

d

_“ -1
T Folg™(y)

. d .
=Fllg N7
Ly
4 a
=Jlg g ()
Ly
Caso (b} gix) gsdecreciente,

Foyy=P¥V<y]
=Plg(X)<y]
=PlX > g7 (3], ya que g~ es (también) decreciente
=1-PLX <g” (»)]
=1‘Fx(gil(yj)

Denvando

L= ﬁF (¥

- %[1 _F(g )]

-F, (g“(y)) g ()

=felg” {y)){— g ‘
¢
Entonces, si se conoce la distribucion de probabiidad de una vanable aleafona X y se estd
interesado en determinar la distribucién de alguna funcidn mendiona de esa variable aleatoria, g(X),
basta expresar el evento  {g{X) < x} en téminos de X dentro de algdn conjunte y hacer uso
después de! Teorema 1.2 para determinar la funcidn de densidad de probabifidad de g(X). To que
equivale a aplicar el Teorema 1.5.

& ¢
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{. .continiia La técnica de Iz fransformacicn: casc univariado)

iPara el cast de funciones univamadas monétonas resufta mas sencille recumir a la técnica de la

transformacion para evitar ef célculo de integrales. Mas adelante, al abordar el caso de funciones

muliivariadas, Iz técmica de la funcidn de disirbucidn adouiirda mayor relevancia Pero
independientemente de Ia {écnica que se utihce, es rmuy imporiante definer claramente &l rango de la
nueva variable aleatonz F'= g(X)

|

IEs importante sefialar gue 'a condicidn de que gl(x) sea estrictamente mondtona para determinar la

,f.d.p. [frnp]de g{X) no necesariamente es restnctiva, como se establece en el Teorema 1.5 bis.

< Teorema 1.5bis
La técnica de la transformacion
1 para el caso continto univariado

|Sea X una veriable aleatoria con funcién de densidad de probabilidad £, (x). Suponga que y = g(x)}

es una transformacion {al que es creciente para aigunos stbeonjunios de R, = {x: fy (x) > 0} y

decreciente para ofros, pefo es posible descomponer a R, en un aumero finito (0 mcluso

numersbie) de conjurios ajenos R, ..., R, tales que g(x) es estrictamente mondtona sobre
cada R, , enfonces 1a densidad de la variable aleatoria ¥ defimda como ¥ = g{) puede

encontrarse, Sea x = g7'()) paracada x € Ry Enfonces iz densidad de ¥ esta dada por

1
|

L= =gl le )

4
dy

donde fa suma corre sobre aquelles valores de 7 para los cuales g{x) =y para algin valor de x|

en Ry

(...termina La fécnica de fa transformacion: caso univariado)
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Para finalizar esta seccidn dedicada a las transformaciones univariadas de vanables ajeatonias
apartado se presenta & continuacidon unz sene de ejemplos generales de aplicacion de fos
Teoremas 15 y 1.5bis con su correspondiente venficacion "a pie”. Observe que en todas y cada
una de las verificaciones se hace use de la técnica de fa funcién de disinbucion. Puesto que todes
estos ejemplos de aplicacion son resultados a retomar como herramientas en el Capitulo 3, en fugar

de enumerarlos como cjempios, se enumeraran como resuliados finaies.

Ejemplos de aplicacion de la técnica de la transformacion (Teoremas 1.5 y 1.5bis).

K Resultado 1.1
Distribucion de X
(aplicacion del Teorema 1.5 bis)

Sea X una variable aleatoria continua, — o <x < e, con funcion de densidad de probabilidad

Sfr{x). entonces la distrbucidn de V=X 2 astg dada por:

£ ()= —,;L o)+ fol= ) »20. [1.1)
«“y

Demostracion

Observe gue dada cualguier x, y = 0. Entonces,

F(»)=PY £y]
=PiXtsy]=Pl X <y
=P[X < yl=P- y<£X<.y]
=y y)=Fel= »)

Por lo tanto, denvando se obfiene

FO) == D f= L y20.
2.y

-
\

¢

Observe que ef Resultade 1.1 se obtendria directamente aplicando ei Tecrema 1.5bis, considerando
ia region donde v = x* es decreciente, x < 0, y {a region donde y=x" es creciente, x = 0.

& &
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El siguiente resultado coresponde a la distribucion de la fransformacion inversa definida en el

Resultade 1.1.

&< Resuftado 1.2
Distribucién de X *
(aplcacién del Teorema 1.9)

Sea X una variable gleatora continta con rango no negatvo, x = 0, y funcidn de densidad de

probabilidad fy(x), entonces la distribucion de ¥ =X 7 esta dada por

=2y %) y=20. [1.2]%

Demostracion:

Como x>0 enfonces y= 0. Ademas, y=g(x) = x* es creciente. Calculando Fr ()’

F=HAY=<y]
=P[X'"? 23]
=PlX £7)
=F\ (yz)

Derivando:

L=y £ 20,

+
Bajo el Tecrema 1.5
g (¥ =y"=x, oues g(x)=x'"" =y

¥

g— g (=220, yaque y=g(x) es creciente (pues x = 0},

Ly
con Io cual efectivamente 7 3 = 0.
‘e

“ Observe que mientras gue para el Resufade 1.1 no habia resinecion para i range de fa vanable aleatoria X, el
Resuftado 1.2 requiere gue el rango sea no negativo para que fa transformacion g(X) esté bien definida.
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o< Resultado 1.3
Distribucion de 1/X
{aplicacidn del Teorema 1.5)

Sea X una vanable aleatona contnua con rango positive, x > 0, y funcion de densidad de

probabllidad £, (x), entonces la distnbucion de ¥ = 1/X estd dada por

T
i

IR
£ =fo[‘ 1 . y>01 1.3
¥ y)

Demostracidn.

Come x >0 entonces y > 0. Ademds, y=g(x)= 1 es decreciente, Calculande F {p):
X

F.(y)=P[Y £y

{yaque y >0}

Dervando.

Bajo &l Teorema 1.5:

_ 1 1
gl )===x, pues g(x)=—=y
B4 x
d . 1 B ‘
¥ E‘g (»)=-—5<0, yaque y= gix) es decreciente.
Y ¥

15 Observe que el Resulfago 7.3 restnnge ef rango de Ia variable aleatona X a valores estrclamenie posiivos para
Que la fransformacidn g{X) esté siempre bien defimda. También pueden considerarse sdlo valores esfrictamente
negafivos, en tal case 1a ransformacion también es decrecients
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El Resuftado 1.4 que se presenta a continuacion es una forma de generalizar los Resuffados 1.1 2

1.3, al considerar que el exponente de 1a transformacion es cualquier nimerc real {distinto de cero}

< Resultado 1.4
Distribucién de ¥ ©
{aplicacion del Teorema 1.5}

Sea X una variable aleaioriz continua con rango positivo, x > 0, y funcidn de densidad de
probabilidad £, (x), entonces (a distribucidnde ¥ =X, con r un nimero real distinto de cero, estd

dada por.

f}{y):% PG, y>0, paratodo r=0. 1.4

0, equivaleniemente:

f)(y)=[%y”""1:lfy(y“’)- y>0, para  r>0 [1.44)
H= —[1 yr }fx GADR y>0, para r<0 f1.4.5)
¥

Demosiracion: Puesto gue dependiendo del signo de r la transformacion serd creciente o

decreciente es necesaric considerar los dos casos. Para eilo, sea R > 0.

(2) Caso r=R>0,
Como x>0 enionces y > 0. Ademas, y=g(x)=x" es creciente. Calculando 7y (v):
Fy(n=PY <y]
=P[X*<y]
=P[X < yme]
=Fy (.V”R)

Derivando

18 B! Resuitado 14 restnnge e! rango de la vanable aleztoria X' a valores estrictamenie positivos para que la
transfermacion g(X) esté siempre bien definda
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{b) Caso r=—R <0
Como x >0 enfonces y > 0. Ademas, y=g(x)=x" es decreciente. Calculando Fy (y).
FAy)=P¥ <yl

Darivando”

50 :—[—% e ] 7l

{:(—R}y(w-m '-l fXU’” R)

et

1 . .
ol e
r J
¢
Bajo el Teorema 1.5
gl (M =" =x. pues g(x)=x =y
Asi:
dig (M)==y"""" 50, s >0 yague y=glx) es creciente (pues x> 0)
¥ - ;% gy =-"p""""50, s r<0yaque y=glx) es decreciente (pues x > 0}.
r
Por ¢ tanto:
a —g (y) YT = —Ly‘”’}“ >0, engloba ambos casos.
dy r

G4
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o< Resultado 1.5
Distribucion de { x|
{aplicacion del Teorema 1 5 bis)

Sea X unz vanable aleatoria continua, — o < x < oo, con funcion de densidad de probabilidad

i (x), entonces la distribugién de ¥ = x| estadada por

LG =400+ 10 »20. [1.5]

Demosiracion:
Observe que dada cualquier x, v = C. Entonces,
F () =PY <yl
=Pl X £y]
=Pl-ysX<y]
=F,(y)-F: (-3

Derivando:

SN =1+ 1=, yz0.

+*
El Resuftado 1.5 se puede obtener también directamente aplicando el Teorema 1.5bis, considerando
laregiondonde y =1x | = g(x) esdecreciente, x < 0, y la region donde y =[x | = g(x) es
creciente, x = 0y sumando as! las funciones de densidad de ¥ asociadas & cada region. Ei
desarrolio se muestra a continuacion;

Si x<0 => yE-x=g{x) = x=-y=g'()

d . -
_[Zy_ & %y)]fx ' =117 ) = f (-3, y20.

S x20 =  y=x=gl) = x=y= g ()

E; gy (J’)}fx (gi ’ (y))= U )= f (3, y=z0.

Porlo tanto:

£0)=Y ;j;g:‘ N7 0 = e+ £, 20,

*e
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A continuacién se presents la distribucion de una combirasién Iinea! de una vanable aleatoria

< Resultado 1.6

Distribucion de cX + o

{aphcacién del Teorema 1 5}

Sea X una variable aleatoria confinua, — o« < x < o0, con funcion de densidad de probabilidad
Ji (x), entonces la distnbucién de una combinacidn finealde X, ¥=cX + 4, donde ¢ ¥y 4 son

nlmeros reales, ¢ « 0, esta dada por:
1 —-d
fy(yJ=’C—fx{yC], —o0 < p <o i7.6]

Demostracion Puesio que dependiendo del signo de ¢ la transformacién serd creciente o

decreciente es necesario considerar los dos casos.

(a} Caso ¢> 0,
Como — o0 <x < o ERtontes — o < ¥ < w. Aldamas, y = glx) = ox + d es creciente

(geométncamente, la transformacion define una recta con pendiente posifiva) Caiculando £y (v

F,(yy=PlF<y]
=PleX +d <9
=PleX € y-d]
:P{Xﬁy—h—d—l {pues c¢>0)
4

! c

-+ %]

Denivando:

£ y—
FOY= 5|2 S

[ [N
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1) Casc ¢ <0.

Como —w < x <o entonces — o <y < w Ademas, v = g(x) = cx + 4 es decreciente

{geométricamente, 1a transformacién define una recta con pendiente negativa). Calculando F3 (v):

Derivando:

Bajo el Teorema 1.5:

c
Asi'
d 1 .
Ew g7 (M=->0, s c>0 yaqueentonces y=g(x) es creciente
1V c
4 1 . .
y - ;iy_ g7 (¥)=-—>0, si c<0 yaqueentonces y=g(x) es decreciente.
[
Por jo tanto.
d =1 i 1 -
o g (3 =—-=>10, englobz ambos casos, y con ello efectivamente £ () > 0.
y B

F(yy=PlY 3]

=PleX +d £ ¥]
=PleX £ y—d]

7

y_dJ (pues ¢ <0)

s

_iopxe?=d)
-

x<"2)
[
y—dJ
C

L
Fx

f}(y}:—%-fx(m} —m Ly,

[

g"(y)=3’;a:=x, pUes g(x) = cx ~ d=y.

*e
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< Resultado 1.7

Distribucion de o~

{aplicacion del Teorema 1 5)

Sea X una vanable aleatona continua, —co < x < o0, ¢on funcién de densidad de probabilidad

X

J+{x}, entonces la distnbucion de la exponenciai de X, ¥ =¢ 7, esta dada por

£ (y)=§fx(1ny), y>0. (47

Demostracion. Observe que la transformacion y = ¢ es siempre creciente (para — «o < x < oo} v

P4

ademas es positiva y > 0. Calculando £y ().

F(y)=PIY <]
= P[x?’r < y]
= PlX <y}
=Fy(ny)

Derivando,

fHOn= ifx(lny), y>0

¢
Bajo el Teorema 1.5:
g0 =Iny=x, puesglx)=¢"

Asi:

d 1

—g (¥y=~ >0, yaque y=g(x) es creciente.

dy ¥
{Observe gue come y=¢" > 0 entonces di M=  estabien definida.)

34
o6

Finaimente, dentro de las aplicaciones de la Técnica de Iz transformacion para el caso univariado
{Teoremas 1.5 y 1.5bis) se presenta el Resuffado 1.8 gue confernpla como un caso particular la

fransformacion inversa asotiada al Resuftado 1.7.
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o< Resultado 1.8
Distribucién de ¢-In X
(aplicacion del Tecrema 1.5)

Sez X una variable aleatoria continua con rango positivo, x > 0, y funcidn de densidad de
probabilidad £, (x), entonces la distnbucidn de ¢ veces el logaritmo de X, ¥=cIn X, donde

c=( esta dada por.

ﬁoo=gqu;wwx —m<y<w. 1.8

Demostracion. Observe que como —w<in X <o y ¢ =0, entonces ~ = <y = cin X < =.
Ademas, la transformacion estd bien definida porque x > 0; y es creciente o decreciente

dependiendc del signo de . Per ello es necesario considerar los dos casos. Calculando 7y (v).

{a) Caso ¢ > 0. La fransformacion y = cln x es creciente (porgue lnx es creciente)

F(y)=PY =yl
=PlelnX s y]
= P[lnX < X} (porque ¢ >0
a4
= P[X <e’ /”]
=F (e
Derivando

fv(}’)=%fx(€*"5), ~D YLD,

(b) Caso ¢ < 0. La transformacion y = e-ln x es decreciente {pues el coeficiente ¢ invierts &

sentidc de inx que es creciente).
B =PY<y]
=PlelnX <y]
= P[lnX s 2} (porgue ¢ <0}
c

=plxzere]=1-plx <ore]
= 1-Fi(e)
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Dertvando
1 LIFRY i
fy(y)=—|r'lf_x(e’J, —o< Y <o,
Leg
@
Baje el Teorema 1.5
g (y)y=e"" =x, pues g{x)=clnx
Asi,
d s~ 1 e . ~
PRI si ¢> 0, yaqueentonces y=g(x) es creciente
Ly
y - 5 = s 0, s ¢ <0, yaque entonces y = g(x) es decreciente
fy ¢
Por lo tante:
1 a 4 1 -
- g = ﬂ >0, engloba ambos casos, y con ello sfectivamente £+ (1 > 0.
tay Ioc
¢

FUNCIONES © TRANSFORMACIONES DE MULTIPLES VARIABLES ALEATORIAS [VECTOR ALEATORID}

Hasta este momento se ha abordado el caso de distribuciones de probabilidad de funciones de
variables aleatorias Univariadas Sin embarge, €s comdn que se esté interesado en planteamientos
prcbabilistices que mvolucren dos (Xy ¥, por ejemplo) o més variables (X3, X5,..., X, por gjemplo).
Parz tratar con tales prebabilidades es necesaric generalizar los conceptos y resuitados definidos
para el casc de una soia varizble aleatoria. A ello se dedicara brevemente ssta seccién,
comenzando con el concepto de funcion de distribucion de probabilidad acumulativa conjunta. El
lector que esté familianzado con el manejo de vectores zleatorios puede sin problema pasar
directamente a revisar las tres técnicas para determinar fa distribucion de una funcion de un vector

aleatorio.
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Variahles aleatorias conjuntas y sus funciones de distribucién v de densidad fmasaj

&7 Definicion 1.7
F.d.a. conjunta

Sean X, Xi,... X; vanables aleatorias defindas sobre el mismo espacic de probabilidad
(CLez P[]y La funcion de distribucion ecumulafiva conjunfa de X, .. X, denotada por

Fy o eeey) sedefine como PLX) €xp,... X) £¢] paratodo (x1. ... xp).

[ 2

Es decir, ia funcién de disiribucién acumulativa conjunta es una furcidn con dominie el espacio

euclidiano de dimensién & y coniradominio e intervaio 10,11.

Al igual que la funcion de disfribucidn acumulativa de una variable aleatoriz unidimensional,
la acumutativa conjunta cumple ciertas propiedades, las cuales pueden generalizarse al caso
k-dmensional a partir de lo que sucede para dos variables (véase ANEXO 3).

é="  Definicién 1.8
V.a.’s conjuntas discretas

Se dice que el vector (X, Xs,... X0 es un vector alestonc discrete (o varable aleatoria
k-dimensional discreta) si puede fomar valores sblo en un nimero numsrable de puntos en el
espacio real de dmension & Se dice también que las variables aleatonas conjuntas discretas X7,

Xa..... X son vanables aleaforias conjunfas discretas.

&= Definicién 1.9
Funcion de densidad discreta conjunta

Si (X)..... X;) es una vanable aleatoria kdimensionai discreta, entonces la funcion de densidad

discreta conjunta de (X3...., Xz), denotadapor £, .. x, (o), 3@ define como

T, (xp,ee0x, )= PLX = x50 X, =3, ]

para (xi, ..., xz) unvalorde (X, ..., Xy). y se define como ¢ en cualquier otro caso.
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o OCbservacion  f. . {(x,...x )20y 51, . (x,.,x)=1, donde la suma es sobre

todos los posibles valores de (X7, ..., X3)

& Definicién 1.10
Funcion de densidad marginal discreta

Sl X...., X €5 cualquier subconunto de las variables aieatorias discretas conjuntas XL, ., A%,

enionces & f, . (%,.....x,,) selellama funcién de densidad marginal discrete, que puede ser

un

obtenida a partir de la densidad conjunta.

&

Casc bivariado. st X y ¥ {en lugar de utilizar la simbologfa X, y X3) son vanables aleatonias
discretas corjuntas con valores (x1.01), {(x2,05),..., entonces /4 () y /v () son las densidades

marginaies, calculadas como

L™= Y fe ) y L= D fer(xLw)

¥ Fx oyl =0 5 Sy oy l5.ve0

" Definicion 1.11
V.a.'s confinuzs conjuntas
y st funcién de densidad

Se dice que el vector (X1, Xa,... Xx) es una veclor aleaforo continuo (variable aleatona k-

dimensional continua) s y solo si existe una funcion £, (- ..} 20 taique

Fy g %z = L Lf (e Yl .,

para todo (x1, ., X A f o (e0-) Sl define como una funcion de densidad de probabilidad

conjunia.

Observacion.  fy . (X.nx, )20y jr_: E’th (e x ) i, =1
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La ufilidad principal de lz funcion de densidad unidimensional es ia de permitir el calulo de

probabilidades. Por elemplo, para una variable aleaioria confinua X con funcion de densidad fx (),
Pla<X<b]= jj_f . (x)dx representa el &rea bajc fv () sobre el intervalo (z.b). En el caso

bidimensional (k = 2) ! volumen dara las prebabiiidades.

& Definicion 1.12
Funcién de densidad marginal continua

St X...., X es cualquer subconjunio de las vanabies aleatorias continuas conjuntas Xi,.... X,

enfonces a f, ., (x,.....x,,) s leliama funcion de densidad marginal de la variable aleatoria

m-dimensional (X,-... Xim).

Caso bivariado. Por ejemplo, si X y Y son varables eleatonas continuas conjuntas, entonces

Fe() ¥ £+ () son les densidades marginales, que pueden cbtenerse come

rw={ fowyd v L0=[ 5 e

puesto que

Fibo= TN 7 )= [ fy s

y de manera andloga para fy (v).

Con las definiciones anferiores se puede plantear e! conceptn de independencia entre variables
aleatorias, i cual serd de suma ufilidad al tratar posteriormente con funciones de miltiples variables

aleatorias, como se verd en el Capfiulo 3.
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Variables aleatorias independientes

& Definicidn 1.13
Independencia estocastica

Sea (X). X3,.., X)) una variable aleatons k-dimensional con funcidn de densidad conjunta

Fe s s ) Sedice que X,.., Xj son vanables aleatorias esfocasticamente independientes

{0, simplemente, vatiables aleaforias independientes, v.a.i.’s) s y sbio s

fAlv A (x“""xk) = fo, (xn)

para todos los valores (x,,..., xx) de {X\..., X}

¢
tsta definicion expone una forma senciliz de calcular la funcidn de densidad conjunta de miltiples
variables aleatorias, cuando éstas son independientes, como ei producfo de sus densidades
marginales B} siguiente teorema hace extensiva la propiedad de independencia de variables

aleatorias a funciones de elias v sera clave en el Capitulo 3

< Teorema 1.6

Independencia de funciones dev.ai’sV

St X...., X sonvanables aleatonas independientes v gi(),.... gx(-) son & funciones tales que
Y, =g (X),7=1...., k son variables aleatonzs, entonces 11,..., ¥, también son independientes.

®

Funciones de multiples variables aleatorias

En esta sectidn se plantea ef case de funciones que dependen de més de una variabie aleatona, Al
igual que en la seccién previa dedicada 2 funciones de una sola varizble sleatoria, se presentaran
¥onicas para determinar i@ distribucidbn de esas funciones muitivariadas. Se expone s

generalizacion de la técnica de la funcidn de distribucidn y la generalizacion de la féenica de la

17 Para la demostracion de este feorema vease ANEXO 3
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transformacion. Ademas. se presenta el conceplo de “esperanza’ para posterionmenie incorporar

una tercera tecrica: la técnica de fa funcion generadora de momenios.

Ejemplo 1.12 (gjemplo introductone de una funcidn de multiples varigbles aleatorias v de la
necesidad de determinar su distribucion), Une de los objetivos de ia estadistica es hacer inferencia
acerca de una pobiacién. De manera muy breve, para ello ss toma como base [a informacion
confenida en una muestra tomada de esa pobiacion y con ellz se construye una medda de
aproximacion a alquna caractaristica de interés, obienlendo después cfra medida de la bondad de fa
inferencia. Las estadisticas utilizadas para estimar los parametros de una pebiacion o para tomar
decisionas con respecto 2 &lia son funciones de las observaciones aleatorias que se presentan en

una muestra.

Considers que se desea estimar la media de una poblacion, p. Para eflo se exirae una muestra
aleatoria de » observaciones X7 = x1, X5 = x3,..., X = X8 Intuftvamente, se puede proponer la

media muestral

como una estimacion de u Interesa saber ahora qué tan buena es esta estimacion. Esto depende

del comportamiento de 1as vanables aleatodas X, X5,.... X, ya que &ste fendra un efecto sobre la

nueva variable aleatoia ¥ = X =15 X .

=1

La medida de la bondad de una estimacién es el eror de estimacion, Iz diferencia enire Ia
esfimacion y &l parametro estimado; en este caso x—u=y—p. Como Y es una vanable
gleatoria no puede asegurarse que el emor en la esfimacion sea menor gue un valor especifico,
digamos &. Sin embargo, si es factible deferminar la distribucion de probabilidad del estimador ¥ se
podra ufiizar esta distribucidn para determinar la probabilidad de que el ermror en ia estimacion sea

mener o igual que &

' Para una breve referencia sobre como puede obienerse una muestra aleatona puede consultarse ANEXO 4,
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Para determinar la distribucién de probabibdad de una funcion de = vanables aleatonas,
X1, X>, ... X, debe encontrarse primera Iz distribucién de probabilidad conjunta para ese vector
aleatorio, Bajo el supuesto de que las vanables aleatorias X1, Xa..... X, obtenidas a través de una
mugstra aleatona son mdspendientes entre si, la funcion de densicad [masa] conjunta estd dada por

el producto de las funciones de densidad {masa] respectvas / (x,)

Asi, fa funcidn de densidad [masa] de probabikdad conjunta para X}, X5,..., .Y, es

Foute 2.0 %) 2111 (5).

DISTRIBUCIGN DE UNA FUNCION MULTIVARIADA DE VARIABLES ALEATORIAS

En general, considere que se tenen X, X,.... X, variables aleatortas, v
g1 @3 G hen 2, (), funciones de esas r variebles aleatorias. Se quiere enconfrar la
distnbucion conjuntade 1, Ys,..., I, donde ¥, = g (Xi,....%) j = 1, 2,..., &. S la densidad
conjunta de las vanables aleatorias Xy, X3,..., X, estd dada, entonces —en tecria- es posible
encontrar la distnbucidn conjunta de ¥y, ¥5...., ¥,. Esto se sigue de que |a funcidn de distribucion

acumuiativa conjunta de Y1, ¥s...., ¥, safisface que

FY,, ,Y,(ylr"ﬂyﬁ):P[Yl LYty <yl
=Pl (X X)) €000 8 (X X ) S 2, ]

para y,,¥,.... v, fi0s, que es la probabilidad de un evento descrita en términos de X, Xa,..., X,

¥y tedricamenie 1al prodabiiidac puede ser determinada integrando © sumando la densidad conjunta
sobre la regidn que corresponda af evento. El problema es gue en general no puede evaluarse

facilmente la probabilidad deseada para cada y, y,,...,¥, . Las fres técnicas que se presenian a

continuacién pueden contramrestar esta dificultad.
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B L2 técnica de la funcion de distribucién: generalizacion

Si la funcion de disiribucién conjunia de las vanables aleztorias X3, X5...., X, estd dada, entonces,

'tec’;n‘camente, ia disiribucidn conjunta de las variables alesiorias Yi, Va..., Yi puede ser

Jde’:erminada, donde ¥, = g (Xi,..X.), j = 1, 2,.., k para funciones dades

g Coreh ey & (). Por definicion, la funcidn de distribucidn acumulativa conjunta de 17,

Voorn By 85 F, (¥yn ¥, )= PIY, S315.5Y, < y,]. Pero pera cada yi, ...,y elevento
syt sy3=ig(Xan X, S v 580X .0 X, )<y, Este (imo evanto estd
descrifo en términos de las funciones dadas g, (<)o €4 (o) ¥ de 125 variables aleatorias
dadas X, Xo,.... X, Como se estd suponiendo que se conoce la distribueion conjunta de

1-42,-.., X, entonces la probabifidad del evento {g,(X,,...X, )<y g (X X 0S5,
puede ser calculada y en consecuencia determinar F. s {.-5).H méfodo descrito anteriormente‘

para obtener la distribucién conjunta de Y3, Ya,..., Y; se denomina e técnica de fa funcidn de

distnbucion.

|

La aplicacion de la t#écnica de Ja funcitn de disfribucion permite obtener |z disiribucion de la suma y
la diferencia de dos variables aleatorias, de su producto y su cocients, ast como de ia minima y Tz
maxima estadistica de orden, como se mostrara a contnuacion. Si bien en €f Capitule 3 no se
refomarén todos estos resuliados, se considera conveniente presentarlos agui no sélo como
gjemplos de apficacién de la técnica de fa funcion de distribucién, sino también como elementos que

pudieran ser utiles para verfficar resuliados futuros dentro de la naturaleza de este trabajo.
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< Resultados 1.9y 1.10
Distribucién de X+ ¥ y de X — ¥
(aplicacién de la Técrica de la funcicn de distribucion)

Sean X y Y va.con funcidn de densidad conjunta contnua £, (x,y}. Definase Z=X+ 1y

V=X_—7. Entonces,

F2) =f_: Seo(xz —x)dx =J‘_mm Frz = . 914y, [1.9]

s o= [ femz—nydx= [ ooty )dy. 11.10)

Demastracién Se probaré [7.9]

P =PZ<)=PIX+Ys2)= [[ furnrydxdy

x+ysT

[ hene]e

sustituyends ’_—“-"= J‘W I‘J‘z fx' olx, 0 — =) d“] dx
- -

y.—_u‘x @ j.
Ap.’i:ando el Teorema 12 :
AR d [ (oo
SRy =—E = E{J’_m [f_mfx',(x,u—x)dx:{ a'u}

= fnz-xan

Andlogamente para probar [1 10].
¢

X Resultado 1.11 (corclaric de 1.9}
Distribuciénde X+ ¥ 20
(aplicacién de fa Técnica de fa funcion de distribucicn)

Sean X y ¥ vai.continuas y Z=X+ ¥. Entonces,
5 RO =B = [ it = 0f0 dx [1.113]
. = |7 sz~ ay. [1.116]

Dempstracicn, La demostracion se sigue inmediatamente del Resuffago 1.9 y de la independencia
de X y de Y (vease Definicion 1.13 y Teorema 1.6) ¢

s Tomado de Mood et af. 114743, p 185.
D Tomado de Mood ef af. [1974, p 186, donde ademés se menciona que en analisis matemabco a ta funcidn /7 ()
se le ilama fa convolucion de las funciones () v /+(-) Este corolario seré particularmente importante en el Capitulo 3



38  Capiiylo 1

< Resultados 1,12y 1.13
Distribucion de XY y de X/V2

Sean X y T varables aleatorias con funcion de densidad conunta continua /., (x.3). ¥

definase Z=X¥ y f=X/Y Enfonces,

. JAz) = J fz r( } J-:o !—;—lfx,y(-g. y) dy, 7121
b
. o= [ 151 ) [113]

Demostracitn. Se probara ia primera parte del Resultado 1.12.

) =PZsdi= [[frdnyydzdy

xysz

= .f" [ .[ :f:.r(x,-j’) d}’] dx +J: [ _:fx_,(x, y)dy] dx

e ] e [ eox ) 2]
[ o) ece [l
- “_m ]xlf.r y(x :—:) d::] du;

SuEfrtuyende u=xy "'_ °

L
L.
L

i

AF]-cando el Teoremz 42

s =22

=¢ Ifxr( )x

-a]x[

21 Tomado de Mood st al. [1974], pp. 167-188



L)
Lie]

Conceptos v resuffados preliminares

Distribucion de las estadisticas de orden 2

< Resultados 1.14 y 1.15

Distribucién (f.d.a.) de la maxima

y de 1a minima estadistica de orden

para el caso discreto o continuo

{aplicacion de la Técnica de la funcién de distribucion)

Sean Xi...., X, valiid. Definase ¥,=max [Xi,....X,] ¥ ¥1 =min[X), .., X,] Entonces,
fas funciones de distibucidn de la maxima y de k2 minima estadistica de orden, respeciivamente,

estan dadas por

F () =F01 [1.14

O =1=1=-F ] [1.79]

Demostracion. Se seguird un razcnamiento gue apele a cudl es el significado de a minima y de ia
maxima estadisticas de orden dentro de la muestra aleatona.

{a}  Funcitn de distribucion de ¥,.
F, (3)=Pl, <y1=PIX, <y X, <71,

donde fa (itima igualdad se sigue de que la mas grands de las X, ¢ = 1,..., », es menor o igual
que y siy stlo si fodas las X, son menores ¢ iguales que y. Puesio que infegran una muestra

aleatoria, las X, son independienfes, y entonces

PLX, <y, X, <y1=11PX, <1=11F 00 =1 Fr(»)
=] =1 i=t

donde iz Ultima igualdad se desprende de que X3, ..., X, tienen la misme distribucion.  Fy (x)

(nuevamente, por tratarse de una muestra aleatoria). Por lo tanto

) =1F (" 2

2 Para una breve exposicion scbre ias estadisicas de orden consiiiese ANEXO 4 Se presenta lambén lafda v
lafdp {fm.p) de la -ésima estadistica de orden, tanto para el caso discrelo como continuo
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De manera similar se procede para determinar fa funcion de distibucion de 1.
{b) Funcién de distribucién de ¥;.
F, () =PY, £ y1=1-PlY, > ¥ =1- P[X, > y.... X, > ]
ya que la més pequefiadelas X, i=1, ..., n es mayorque y siysolosifodaslas X, son

mayores que » Aplicando el supuesto de independenciz de las X, y de la homogeneidad de la

distribucion, se obtienen {as siguientes equivalencias

1= PLX, > ..y X, > 7 1= 1= [ PLX, > ¥ =1-] [ F, 00 =1 -] [ - Fe )]

Per o tanto,
F ON=1-[1-F, (v)I" . %
*
Los dos resultados siguientes son corolarios de [1.74] y [1.15] para varables aleatonas cenfinuas.
Su demostracion se obtiene faclimente aplicando el hecho de que iz derivada de la funcion de

distribucién da come resultado la funcién de densidad (Teorema 1.2).

< Resuftados 1.16 ¥ 1.17 {corotaros de 1.14 y 1.15)
Distribucién (f.d.p) de la maxima y de la minima
estadisticas de orden para el caso continuo
{aplicacion de la Técniea de Ja funcién de distribucion)

Sean Xi...., X, vaiid. confinuas Entonces las funciones de densidad de la maxima y de la

minima estadisfica de orden, respectivamenie, estan dadas por

Fo. N =nlF, 00 f: () [1.16]

Fr () =nl=F, )7 () [1.17].

2 Observe que si considera que X;, ..., 4, €5 un conjunto de vanables aleatorias con distribucion distinta,
digamos Fy, {x), hay que limitarse a decir que 1aTd.a pusde expresarse como producto de les f d.a. margingles de las
X. 5t ademas se descarta el stpuesio de independencia, 1a f.d a. no puede expresarse siguiera en términos de un
producto.

% Salvedades similares 5 las sefialadas parz determinar la f.d.a. de Y, pueden hacerse también para e caso de V).
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<A confinutacion se presenta fa técnica de la transformacion para determinar la distribucion conjunta

4

f|de dos funciones de dos vanables aleateras y, paricularmente, de dos variables aleatorias

independientes. El caso de dos funciones bivariadas es el mayor nivel de generalizacion que sg
estudiara aqui, no stlo porque con él se satisfacen los requerimientos del Capitulo 3, sino también

' A H - [mabmmme
8l porgue la complefidad que involucra el extender lg téenica 2 » funciones de # vanables aleatonas

escapa 2 las pretensiones de este trabajo. Una auténtica generalizacion de la técnica de la

transformacion guede consultarse en Casella y Berger [1990] y en Mood et af [1974] 25

< Teoremas 1.7y 1.8
La tecnica de la fransformacion
para el caso bivariado {continuo)

fiSean Xy y X, dos variables aleaforizs continuas conjuntas con funcidn de densided de
PTO'Dabi“dad conunta fy, v, (n.x,). Considérense Y, y ¥, dos varables aleatorias tales que
i = g (X, X2) ¥ Y2 = g (X3, X3). El dominio y la imagen de las funciones g, v g; son 3 y ¥,
respectivamente, donde

8= {{x1, X200 S, (m1x2) > 03

Y= {(3,,y,) para los cuales existe (x,,x;) € 9, tal que (¥, 1) = (8:(x1, X2),8.(x1, %)) }.
Ademas, Ias funcicnes g, v g, satisfacen las condiciones siguientes
(8) Las ecuaciones ¥, =g(x. X} ¥ W =&x,x) pueden resolverse de manera

Grica para x; y x, en términos de 3, y , estando sus soluciones dadas

por x =& VLY. ¥ %= g, ) (es decir, definen una Fansfermacion une a

uno gue va de & a ¥).

® Vease Casella y Berger [1980), op corf, pp. 176-178; Mood ef al. [1974), pp. 211-212. Ademas, estos ditimos
autores discuten fa sltuacdn en que alguna de las transformaciones g, no sea uno a uno {pp 208-210)
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(b} Las pnmeras derivadas pafciales de x, = g7 (1. y,) ¥ x2 =25 (¥, 2} SOR continuas

en iodos fos puntos (x.x-) € §.

‘ {c} El Jacobtano de la transformacién, denotado por J, y definide como el determinante |
, siguients
Lo o
&, &,

es distinto de cerd para fode (3. ) el

Entonces |2 densidad comunta de ¥, y ¥> asta dadapor

l fy,,}':(}vyz)={

.J‘fx,‘A’:(glml(J’nJ"z):gz_l(yl’yz}) si (y.30€e¥ [T.1.7 l

0 £.0.c. l

lo que en téminos de funciones indicadoras equivale a decir que. |
f}\.rz Yy )=J f.v,,r: (gfi(yl’y:)’g;(yvyz)) L.(yy. %) 71772

Si ademés se incorpora et supuesio de que X v X> son independientes, entonces {aplicando ia

Definicion 1.13 y €l Teorema 1.6} 12 expresion [T.7.7 ] queda como

=®
o)

|
%
j
|
|
I
|
o= I F & Gy @ er D L oy) 18 |
|

% Observe que Ie(y1dn) = Is(27 0hya) g (002)
7 La version de otros autores como Ross [1368] para este tecrema considera &l Jacobiano como el deferminante
siguiente:

&

L e &
4 By B

ar, B,

de tal suerte que Ja expresion [1.7] queda como fy, y, (35.32) = Jx, . (&7 (7,220.85 (.90 Lo (3. 32),
o simplificando £y y (51723 = 1 fir,.x, (51.%2) T (34, ¥2) : finagimente los resultados son aquivalentes [véass

Ross {1988], p. 229} (Tanto Mood ef al. (p. 205) como Ross (p. 230) presentan un esbozo de la demostracion de este
resultado, mentionando que se requiers d2l manejo de integrales dobies,)
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A continuacidn se preseniard un gjemplo de aplicacion de la técnica de 1a transformacion que se
aczba de presentar Miltiples aplicaciones adicionales de éste se presentaran en ¢l Capifulo 3,

donde |a expresion [7.1.8] sera de suma utiidad

Ejempfo 1.13 {aphcacion de 1a técrica de la transformacién, caso continuo brvanado). Sean Xp v

X> dos variables aleatonas independentes, cada una con distribucion de probabilidad dada por

g

1 i 0,1
f.\‘.(x):](o_n{x)_{o * *e@h

€.0.C

Entonces,
Py, Cioxay =Ly (e oy (2,

S={0. ) 0<x<1,0<x <1}

Sean v =g {xn0) = x+ % ¥ 3= &%, %) =X, — Xy entonces

=L +¥) =g eys)
_%( Yz)=82 (V. ¥:)

Caiculando ef Jacobiano

1%7 % 1 1

S @ 2 2
e, & 1 1 2
vy 2 2

& y ¥ se bosquejan en la Figura 2.

Figura 2
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Come la fransformacidn es uno a ung, las primeras derivadas parciales de g;' y g;' sen
continuas, y el Jacobiano es distinto de cero:
.fr,_}‘: Oney=J fA’,,x':(gl_I(ynyz),g; (F1:120)
hTY, Yi— ¥ 3
=il 221
3 (o.n( 5 } m.n[ - J
_[F paa (yy)e¥
0 £.0.C.
+

Finalmente s presenta a confinuacion la tercera tecnica para determunar la distribugion de una

funcion de variables aleatorias: la fécnica de la funcidn generadora de momentos.

La funcidn generadora de momentos

Una funcion que estd ascciada con la disfribucion de probabiidad es la funcién generadora ds
momentos, que como su nombre lo indica puede ser utilizada para generar momenios. Sin embarge,

su uso prncipal es el de ser una heramienia que permiie caracterizar una distribugion,

&"  Definicion 1.142
Funcién generadora de momentos

S X es una variable aleatoria con funcion de distribucion Fy, entonces la funcidn generadora de

momentos (f.g m.) de X (ode Fy), denotada por Mx(#), se define como

My (1) = Efe ™),

st la esperanza existe para fodo valor de 1 enalginintervale —h <z <k h> 0.

% Para abordar el concepto de “funcion generadora de momentos" se requiere comprender primero los conceptos
de *esperanza de2 una variable aleatoria” X [ELX]) y de *momentc’, ios cugles se fratan brevemente en el ANEXO 5 Por
oira parte, en &} ANEXO 7 se presenta una fabla (basada en Mood ef al [1974]) que contiene las expresicnes de las
funciones generadoras de momentos comespondientes 2 la gran meyoria de las distribuciones que se presentan en &}
esquema de Leemis, siempre y cuando estas existan (siendo en tal caso (nicas, como se verd mas adeiante) o sean de
utifidad para los fines de este rabajo
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De manera més explicita, lafg.m de X puede escribirse como

M (ry= ze"‘P[X =x]  st.Xesdscrela

x

M An= E e™ ' (x)dx st X es continua 2

El teorema siguiente expone Ja forma como My (#) genera momentos.

}( Teorsma 1.9
Generacion de momentos

Si X es una variable aleatona con funcidn generadora de momentos My (r), entonces

E[X"1=M7(0),
donde

r dr
M}’(O):EMY(I) -

Es decir, el r-ésimo momento es igual a la r-ésima derivada de My () evaluadaen =0
¢
o Observacion 3i la funcién generadora de momentos existe enfonces caracteriza un conjunio
infintto de momentes. Sin embarge, el caracterizar e conjunto de momenios de una variable
aleatoria no es suficiente para determinar su distribucién de manera tinica, ya que puede haber

dos vanabies aleaterias distintas con los mismos momentos.3°

S0lo cuande el soporte de Iz funcién de distribucion es acotado, la secuencia infinita de momentos
determing de manera tnica la distribucién, Alin mas, si la funcion generatora de momentos existe en
una vecindad del cero, la disfribucion estad determinada de manera Gnica, sin importar cual sea su
soporte. Por io tanto, la existencia de todos los momentos no equivale a la existencia de fa funcion
generadora de momentos.

2 En ¢l ANEXO 7 se presenta una fabla (basada en Mood ef af [1874]) que conbiene {as expresiones de las
funciones generadoras de momentos cormespondientes a la gran mayoria de les distribuciones que se presentan en &
esquema de Leemis, siempre y cyande éstas existan (siendo Unicas, como se vera mas adelante) o sean de ufiiidad para
los fines de este frabajo.

® Casela y Berger [1990] ilusvan esto considerando  f,(x)= - e gerin y
FH{x)=Fi(0l+senZrlnx)],0<x<w.
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En la practica, en muchos casos es mas sencilio caicular los momentos de manera directa que
medianie la funcidn generadora de momentos. De hecho, el uso principal de esta functdn no es la
generacion de momentos, sino ia caracterizacion de una distribucién, Esta propiedad puede conducir
a resultados sumamente poderosos. El siguiente teorema muestra cdmo puede ser caracterizada

una distnbucién & travas de la funcidn generadera de momentos.

< Teorema 1.10
Caracterizacion de una distribucion
mediante Ja f.g.m.

Sean Fy(x) y Fi{y) dos funcionas de distibucion para las cuales exisien todos sus momentos.

(a) S| Fy y Fy fienen soporte acotado, emonces Fx () = Fy (v} paratoda u siy solo si
E[X") = E[¥"} para iodo entero no negativo 7.

{b) Si las funciones generadoras de momentos existen y My (1) = My (#) paratoda ¢ en &l

intervalo —k<t<h h>0, entoncas Fy(u) = Fy(uw) paratoda w.

Aungue la demostracion de este teorema nc se presentar, es importante insistir en ia utilidad de ia
parte {b): si es posible encontrar la funciér generadora de momentos de una variable aleatoria
enfonces, tedncamente, se puede encontrar la distribucion de esa variable aleatoriz, ya que existe

una tnica funcidn de distribucign para cada funcign generadora de momentos dada.

Asi comc o fue el Teorema 1.2 para las técnicas de iz funcidn de distibucion v de la
fransformacion, el Teorema 1.10 es el corazin de la iécnica de la funcidn generadora de
momentos. Es la unicidad de (as funciones de distribucidn, de densidad {masa] de probabilidad y da

5 Casella y Berger [1990] presentan una discusidn acerca de la demostracion del Teorema 1 10, aclarande gue no
la presentan parque no proporciona mayer ensefanza, pues se frata de una cueshon tcnica. Mencionan que se apoya

en la teoria de las transformadas de Laplace. La transformada de 1aplace se define como fme" fy(x)dr, que es
precisamente la definicion de M (¢) (y se dice que My (1) es {a fransformada de Laplace de #x (x)). Un hecho clave
sobre ias transformacas de Laplace es su unicidad. Si M, (1) = fw e f; (x)dx para toda z tal que {ri< &, donde k

s algdn namerc positivo, entonces dada My (2) exXiste stlo una funcién fy (x) que satsface esa ecuacon, lo cual hace
que ¢! Teorema 1.10 sea razonable. (Lo anterior es aphcabie tambign a ia dempstracion del teorema que esfablece Ia
convergencia de las funciones generadoras de momentos, mismo que Se presenta en &l fbro después del Teorema
1.10.) Véase Casella y Berger f1990], op. oft., pp. 65-66.
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ia generadecra de momentos lo gue hace valido recurnr a ellas para definr o determinar la

distnbucion de una variable aleatona.

Ahora sblo se requiere extender |as nociones de esperanza v de funcidn generadora de momentos a

mas de una variable para piantear formafmente la técnica de ta funcien generadora de momentos
&> Definicién 1.15
F.g.m. de un vector aleatorio
La funcidn generadora de momentes de un vector aleatoric (X7,.... X;) se define como
k
my, o el )= E epot,Xj
J=l

! la esperanza exisie para todos los velores de ..., 1 tales gue Erjl<h. para alguna A7 >0,
J=1l.Lk

o< Teorema 1.11%
Esperanza de dos funciones de v.a.l’s

Sean X y ¥ dos vanables aleatorias independientes v g.() v &() dos funciones univanadas,

enfonces

ElgX &) = Elg(XDFE{g(D)]-

k4

< Teorema 1.12%
Independencia y f.g.m. de dos v.a.’s conjuntas

Dos vanables aleatorfas conjuntamente distribuidas X y 7 son independientes siy sdle st

My y (1, £2) = w0 (2 i (1),

para todo ¢, y # paralos cuales {4 < A, paraalguna k> 0,7 = 1,2,

2| a demostracion de este tecrema pueds consultarse en Mood et al. [1974], p 160,
3 | a demostracion de este teorema puede consulfarse en Mood et al [1974], p 161.
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e Nota:Los Teoremas 1.77 y 112 pueden generalizarse & & vanables aleatorias.

F  Latécnica de fa funcion generadora de momentos

Nuevamente, dadas las variables aleatonas X,..., X, con funcion de densidad [masa] conjunta

o, (raenx,) y funciones g,Coe)ee &, (5o), 88 busca la distribucion conjunta de

Y, =g (Xion X )oY, = 2 (X X,)
La funcidn generadora de momentos del vecior aleatorio (15...., ¥y), siexiste, es

my oy ([lr"wfk Y= E[e“y‘- —qu]

— Zﬂ_zeng:(x]‘ Xy =l A ‘l")f):';. K (X150 Xp)

para ¢! caso discreto

mY< i ‘Y‘I (Ilf"'=[.l ) = E[efl)”]_ Ty 1

e e a

(.. [oh&lx Fa)- = vy -
- J Je &l o 12l - )f,'r:'.. X (). X ), L dx,

para el caso continuo.

St el resultado de la suma o de la integral, segln sea el casc, es una funcién de 14,..., £ que pueds
ser reconocida como ia funcidn generadora de momentos conyunta de alguna distribucidn conjunta
conotida, entonces X.,..., X, tiene esa distribucion conjunta, nuesto que como ya se dijo fa funcién

generadora de momentos, cuando existe, es Gnica y permite determinar de manera dnica su funcidn
de distribucion.

Para k > 1, este método tiene una utifidad imitada puesto que solo es posible reconocer unas

cuantas funcicnes generaderas de momentos. E! supuesto de independencia de las variables

aleaforias Xj,..., X, hace mas factibie la identificacion de la funcidn generadora de momentos.
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|
]
|
é
i

Asn"usmo como para k = 1, la funcién generadora de momentos es una funcmn umvanada se tene

més oportunidad de wWentificar la distnbucién & (a2 que corresponde #

La aplcacion méas Uil de la técnica de ta funcién generadora de momentos consiste en determinar la

distnbucién de las sumas de vanables aleatorias independientes, como podra venficarse cabaimente

en ef Capitulo 3. Este resultado se expone en el siguiente teorema.

| -

}( Resultado 1.18
Distribucion de la suma de v.a.l.'s
{aplicacién de la Técnica de fa f.g.m.)

Si X)...., X, son variables aleatorias independientes y la funcion gereradora de mementos de cada

una existe paratoda—h <r < ki, paraalguna k>0, 88a ¥ =3 ¥ Enfonces
=l

My (= E{exp{i){rtﬂ = ﬁ M, (6 para -h<i<h [1.18.

Demostracion.

n

V1
M, (= exp T X t” {por definicién de f.g.m.)

= E[erx R Y, :[ E[ 1\Je;X: ”ler,\’,]
I
E

ﬁe”‘" 1 =] E[e“ } {vsando una generalizacion del Teorema1.12)

=TIM, () {por definicion de fg.m.)

# Mood st al [1974] comentan tambien que esta técnica es muy pederosa en conexion con cierlas igonicas de
matematicas avanzadas fla teoria de las transformaciones) las cuales, en muchos casos, permiten deferminar iz
distribucion asociada con la funcion generadora de momentos generada.
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For lo tanlo, dada la unicidad de la funcién generadora de momentos, si se reconoce A (1)

=

como la funcion generadora de momentos de una distribucién particular, entonces se ha encontrado

la distribucion de i){, En gl ANEXO 7 se presentan las distintas funcignes generadoras de

=]

momentos que se requeriran para aphicar este resulfado.

Con el Resulfado 1.18 secierrala “caja de herramientas™ a utilzar en el Capitulo 3 para demostrar
una buena parte de Ias relaciones dei esguema de Leemis, ast como aguellas que se adicionaron.
En dicho capitule se hara referencia explicita a cada una de esias herramientas con &l numero de

Resuliado que aqui se le asigns.

En el siguiente capitulo se presentan ias distintes distribucicnes de prebabilidad con las que se
trabajara en el Capitulo 3.

*e e
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PRESENTACION DE LAS DISTRIBUCIONES

En este capitulo se presentan las 28 distribuciones que se incluyen en el diagrama de Leemis. 9 de
eilas son discretas vy 19 son continuas. Cada presentacion se inicia definiendo la distribucién en
términos de su funcion de densidad [c de masa] de probabilidad Adicionalmente, para aquellas
distribuciones en que fue posible, se incluyen algunos hechos historicos. algunos exemplos de
aplicacion {ya sea clasicos o novedosos) y algunas propledades interasantes asociadas.’ Esto con el
fin de hacer amena la lecttra y ai mismo bempc dar cuenta de elemenios gue pudieran pasar
nadvertidos cuando se estudia ef tema. Al final de cada presentacion se enumeran las relaciones
que guarda la distribucion en cuestion con ofras; la verificacion de dichas reizciones seré el chgtiva
del siguiente capitulo.

El capitulo esta dividide en dos grandes secciones. Primero se presentan las distribuciones discretas
y después las continuas El orden de presentacién atiende & dos cntencs: es alfabético y antepone
las distribuciones mas conocidas & aquelias que lo son menos.2 Las disiribuciones no tan conocidas,
0 por fo menos no “ciasicas” (la arcoseno, la triangular y lza Weibull discreta, por ejemplo), se
incluyen al final de cada section bajo ¢l rubre de “Otras distribuciones”.

Se espera que los contenidos que se exponen en este capitulo diluyan en alguna medida la ruptura
que pudiera haber entre teoria y préctica, haciendo que las vanzbles aleatonas representen modelos
“tangibles”. Ademas, con los hechos histéricos que se mencionan se busca sacar de! anonimato a
algunos de los personajes que han contribuide al desarroilo del conocimiento en el campo de fa
probabilidad v de la estadistca,

< Sobre la notacion Se ulilizan los Erminos funcidn de densidad de probabilidad, abreviandoio
como f.d.p., o simplemente funcion de densidad tanto en &l caso continuo como en el discreto.
Para descnbir mejor la funcion de densidad de cada variable aleatoria X se recumrd a la
notacidn fy (x;©), donde @ es ef vector de parametros. la mayeria de las distribuciones son
uniparamétricas y a lo més tienen tres parametros. Asi, se dira gue X tiene distnbucion D con
parametrofs) 8 [(9,.62) 0 (8:,6,,65)], o cual s& abreviard como D() [D(6:.62) 0 D(8:,6,,83).
Ademas, se recurmira en ocasiones & & notacion de Wilks “~" para abreviar “se distibuye D" o
“tiene distnbucion D", Con as siglas “e 0.c " se abrevia "en otro caso’.

' La mayor parte de ias propiedades que se exponen aparecen en la generalidad de la bibliografia consultada Los
ejlempics fueron adaptados a parfir de distintas fuentes. Los dates fustnces fueron tomados en su gran mayeria de los
volimenes de Johnson y Kotz (véanse Johnson y Kotz [1569] y [1970])

2“Més o menos conocidas” de zcuerda ala frecuencia con que se encontraron en la Weratura rewisada
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DISTRIBUCIONES UNIVARIADAS DISCRETAS

La distribucion Bernouili

Ensayo Bernoulli® Un ensayo Bemoulli es un experimento aleatono con dos, y soio dos, posibles

resultados —digamos éxito o fracaso-, de tal mansra que estos resultados son muiuamenie ajencs.

& Definicion

Unav.a. X thene distribucion Bermoulli con parametro p si;

{1 con probabilidad p

_ﬁLO con probabilidad 1-p

donde 0 < p < 1. Bajo estas condiciones, lafd.p. de X esté dada por:

61 I-x -
pl-p) para x=0,1 21

felx)=fe(xsp)= {
0 €.0.C.

Frecuzntemante, el valor X' = 1 esta asoclade a un "éxito”, y a p se le refiere come la probabilidad

de éxito, mientras que el valor X'= 0 est3 asociado a un fracasc” y porende al valor 1 —p sele

reconoce como la probabilidad de fracaso, dencténdols generalmente como g.

#°  Ejemplos de aplicacion

Unz variable aleaforia X que se defina como 1 si un ensayo Bemoulli resuita en éxifo y como O s
esg mismo ensayo Bermoulli resuita en fracaso tiene distrbucion Bemoull con parametro p =
Pléxiro]. Muchos experimentos pueden ser modelades como ensayos Bemoulli. E! mas simple v
ciasico es el de lanzar una moneda {sea X = 1 si la moneda cae en sol). Otros ejemplos inciuyen
juegos de apuestas (sea X = 1 si sale rojo), las elecciones (X = 1 si el candidato *A” cbiiene un

voto) y la incidencia de una enfermedad (sea X = 1 si una persona al azar se infecta).

3 Nombre otorgado en honor al matematico suizo James Bemoulli {1654-1705), considerado come uno de los
fundadores de la teoriza de |la probabilidad.
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%% Relaciones con ofras distnbuciones
.

i La distnbucion Bernoulli es un caso especial de la distnbucion bnomeal {31

2 Llasumadevalld Bemoull: se distnbuye binomial [3.2

La distribucion binomial

& Definicion

Se dice que una v.a X tene distribucion binomial con parametros n y p sisufd p esta dada por

[(n
z yn-x : .
. D {]"pf s1 x:(}!T_,,,,,n
fe(x)=fr(xnp)= [x] (2.2
0 e.0.c.
donde » esunenteropositivo y C<p<]
=10 p =028 7=10,p=05%
02y +
S on
Emi - ‘-."’: o1 hd -
u‘;h‘ - o3 ° .
0 —=— 2 = o = a
. t 1 i L 1 t 1 3 & - < 7 i
Ed T
A-5.p =02 a-5p=0a F=5p =06
63" _ ot . ’ “a *
= w2 - R " E«“-z -
0 iy, . o . R
. * - — - - PR —-f - J— - _ _
. N ¢ 1 1 K -+ 2 fi ] 3 5 & 7 8 k) e
x X x

FiIGURA 2.1. F d.p. binomial para distintos valores de » y p

¢ Johnson y Kotz [1969] mencicnan que la distribucion binormial puede ser definida en termines de la expansion
binomial {p + 4", pues &l (k + 1)-€smo término de esta expansién es [:] 7 g7 7% Adverten también que algunas
veces se ufiliza una forma méas general en [a cual (soio) el lado derecho de la expresion [2 2] se sustituye por ¢ — &x,

donde a y 6 son numeros reales con b distinio de cero.
5 Boyer, C.B. (1950}, “Cardan and the Pascal iriangle” en American Mathematical Monthly, 57, pp. 387-380
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2= Algo de histonz

La distnbucion binomial es una de as més anfiguas en ser objeto de estudio. Fue derivada por
James Bemoulli en su tratado Ars Conjectand! publicado en 1713. Mucho anies, los cosficientes del
binomio pudieron encontrarse en alguncs trabajos de Pascal Referencias previas esian dadas enun

articulo de Boyer.>

#  Ejemplos de aplicacidn

La distibucion binomial es aplicable a acuelios probiemas que involucran repefidos ensayos
Independientes cuyos resuitades pueden clasificarse en dos cafegorias, per elemplo, éxito y fracaso,
donde Ja probabilidad de éxitc es la misma para cada ensayo. Es decir, la distribucion binomial es
apiicable para experimentos que consisten en realizar varios ensayos independientes Bemoulli y en

ios que intetese el nimero de veces en que &l experimento resuite en éxito.

Ejemplo clasico. Considere un experimenio aleatono gue consiste en la realizacién de » ensayes
Tepetidos Bernoulli, donde p es la probabilidad ds éxito en cada ensayc (@ < p < 1). El espacio
muestral de este experimento es el conjunto de n—adas de laforma (z). 23, ... z,), donde cada
z, = 0 & 1, segln hayz sido el resultado del i—ésimo ensayo” Como los ensayos son
independientes, la probabilidad de cuaiguier »—ada especifica, por gjemplo (0,0,1,0, 1,1, ..., 0. 1)
esta dada por ggpgpp...gp. Sea X una varizble aleatoria que representa el niimero de éxitos que

suceden en los # ensayos. Observe que X puede tomarfos valores 0, 1, ..., n. Ahora,

P[X =x} = Plexactamente x €xitosy n—x fracasosen » ensayos)]

=(n]p’ (1-p)™, para x=0,1,...n
X

£ Cuando se generaliza de repstidos e independientes ensayos Bemoulli 2 repehdos ensayos independienies con mas
ds dos posiles resuitados surge la distribucidn muttinomial (o distribucién binomiaf generaizada, como la llama Tsokos
[4872]), sobre fz cual no se ahondaré en este trabajo pues se trata de una distribucion mulivariada

? Hay que distnguir que 0 & 1 es el resultado del ~ésimo ensayo, mieniras que cada n-ada (=, za, ..., Z.) €8 R
resutiado del experimento.
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ya que cade resuliado de! expenmenio que tiene exactamente x éxfos hene probabilidad

pi(1-pY'™" yexsten @

S

resultados de esa forma. Par tanto, X tiene distnbucidn bmomial con

pardmefros # vy p.

Con este sjemplo resulte claro que una vanable aleatoria Bemouth as una variable aleataria binomial

con parametros {1, 7).

Oiro gjenpla  Considere un muestreo con reemplazo de un iofe con A4 articuios, de ios cuales X
se consideran “defectuoscs”. Sea X el niimero de articulos defectuosos en una muestra de tamafio
n Las extracciones individuales son ensayos Bernoulll donde “defectucso” comesponde a “éxito”, v
el experimento de fomar una muastra de tamafic # con resmplazo consiste en repetir 7 ensayos
independientes Bemoulll donde p = P[éxito] = K/A¢ Entonces X tene la distribucion tinomial

conparémetros n Y p=K/IM
dES 345} para z=0.1 ..,n
x/| M M

&< Propiedades
=2 Como puede observarse en las graficas de la Figura 2.1, los términos £, {x; », p) parecen

aumentar de manera mondtona, para después decrece

=Tl (R~ B L

s |
&
=3
(=2
©
=3
.
m
=3
o
=3
il
&
o
=
&
33
<)
&
b
bt}
i)
i

siguiente t&orema verifica que en efecto esto sucede.

Teorema 2.2.1
Supenga que X fiene distribucion Binomial {#, p), con 0 < p < |, entonces conforme x vade
0 a n filxn p)= PX =x] pimerc ciece mondlonamente y despuds decrece
mondionamente, alcanzando su méximo vaior cuando x es &l mayor entero menor o igual que

(n+1)p

8 Este ejemplo resultara de especial interés en ¢l capitulo 3, cuando se abarde Iz relacion entre la distnbucién binomial
y la distnbucién hipergeométrica.
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Demgstracién. Considere el cociente P[X = x]/ P[X =x —1]. Se bussa determinar para qué
valores de x este coclente &8 mayor (densidad decrecients), mener (densidad creciente) ¢ igual

(alcanza su maximo} que 1. Entonces:

P[X =x] _{n-x+Dp
PlX=x~1] x(1-p)

Por lo tanto, el cociente es mayor o iguaique 1 siy sdlo st PLX =x]= P[X =x-1], 10 que
ocume siysdlosi (n—x+1Dp2x(1-p) o. equvaientemente, siy solosi (n+)p = x. En
consecuencia, i cociente es menor que 1 siry s0los (n+p<x.Comoiafdp de X es
posiiva sélo sobre valares enferos (40, 1, 2, ..., #}}, &l maximo valor de la f.d.p. se alcanza
cuande x =(n-+1)p si el valor es entero; sino, se alcanza en &l entsro mas grande que no

exceda al valor (n+1D)p.

+ Flsesqo de iz distribucion es positive si p < ¥4 v negativo si p > .. La distribucidn es

siméfrica siy stlosi p= ‘4

%< Relaciones con ofras distribuciones

La imporiancia de la distrbucion binomial en estadistica radica en el hecho de que esid relacionada
con una amplia variedad de distnbuciones. La distnbucién binomial puede ser considerada come una
forma limite de Ia distribucion hipergecméfrica, asi como de la distribucién beta—binomial A su vez
ias distribucicnes Poisson y normal son formas limite de la distribucton binomial. Ademas, como ya
se habia mencicnado, la distribucidn Bemoulli es un caso especial de la binomial y esta (ltima puede
obtenerse a partir de una suma de variables aleatorias independientes Bernoulll. Tambien estd
relacionada consigo misma si se considera ia suma de variables aleatorias independientes

binomiales ® Asi:

8 Johnson y Kotz [1969] mencionan que la diferencia de dos v.a.L. con distribucién binomial biens también distribticion
binomeal de fa forma general (comentada en la pnmera nota al e de este apartado scbre la distribucin binomial).
Ademas, presentan una distribucion especial ascciada con la distnbucion binomial, que es Iz distribucion condiconal de
la v 2. binomial X; con pardmefros (m, py) dado que X; + X, donde X es otra variable binomsai independiente de la
PIIMETa, Con parametres (1, pa).
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1 La distibucién Bemoulh es un caso especial de la distnbucion binomial 31

2. lasumadevaliid Berouil se distnbuye bmomial, [3 2]
La distribucidn binomial satisface la propiedad reproductiva 10 [3.3] v [3 3big]
La distribucion inomial es una aproxmeacion a la dstibucion hipergeométrica 134
La distribucion binomial es una aproximacion a la distrbucion beta-binomial. [3.5]
La distribucién Peisson es una aproximacion a ia distnbucion binomial. [37]
La distribucién normal es una aproximacion a la distribucion binomial. [3.21]

-~ ®m G W

La distribucién binomial negativa

&~ Definicon

Se dice que una va. X tiene distnbucién bimoral negativa con perametros r v p sisufd.p. estd

dada por

F+x-1} . . 12
Fem=fomrp =1 o P ATp7 st x=012,. 2.3
o

€.0.C.

donde » esunenierono negatvo y D < p < 1112

¥ La propredad reproductiva se refiere 2l hecho de que 1a suma de vaalid conserve la misma distribucion que las
vartables originales, con las medificaciones pertinentes en los parametros

"t Debido a la relacion que existe entre la disiribucion geométnca y la hinomual negativa, fa expresion [2.3]
presentada por Leemis coincide tambign con fa considerada por Mood ef al 19741, pero difiers de aquélia expuesta por
Teokos [1872] y Ross [1968], quienes definen 1a densidad biornial negativa considerando a » {en lugar def cero) como
el punfo de masa méas pequefio, como sigue:

x_l\‘ r x—r .
fx(x)=fx(x;r,p)={r-1jp S

L e.0.¢c.

Casella y Berger [1990] presentan ambas expresiones. Posteriormente se dustrard cud! es la diferencia practica entre las
expresiones {2 3] y [2 3ois].

2 La distnbucion binomeat negativa toma su nembre de la expresion (0 — 2%, donde @ — £ = 1. que
cormesponde a la expansion de la expresién binemal negativa (gue define los coeficentes binomiales con enteros
negativos) Ef (% ~ 1);-€simo termino de [z expansion (0 — P} es
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FIGURA 2.2 F.d.p brmomizgl negaiiva para distintos valores de r y p.

25 Algo de historia

Pascal y Fermat discutieron formas especiales de l2 distnbucidn binomial negativa. Mentmort publicd
una denvacién de fa misma en 1714, En 1907, ‘Student’ utilizd esta distribucidn como una altemativa
para ta distribucion Poisson, para describir los conteos de las placas de un disposttivo de medicién.
En 1920, Greenwood y Yule obtuvieron ia distribucién como consecuencia de clertas suposiciones
simples en los modelos de propension a sufrir actidentes, mientras que en 1823, Eggenberger y
Pélya la obtuvieron como un caso limie de un ‘esquema de umas’. El nimero de aplicacicnes de [z
distribucion binomial negativa es grande. Una pare importante del desamolio de iécnicas

estadisticas ha estado basado en esta distribucion.

fN+x-1

0'“(N+I#IW(PJ’Q3'( :Lh J(P,Q)V(I—PJ’Q)\',
4] J r—1

B
Susttuyendo N=r y P =(1 —p)jp se ohliene el térmmno en la expresion §2.3]. A diferencia de lo que ocurre son la

distribucion binomial F no necesanamente debe ser entero; suando lo es, 2 la distibucion se e conose a veces como
distribucion Pascal.
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£  Elemplos de aplicacién

Ejemplo clasico Considere una secuencia de ensayos independientes, repetidos Bemoull con
probabiiidad p (0 < p < 1) de éxito en cada ensayo Sea X una variable aleatoria que representa el
ndmero de fracasos anies del »—esimo éxito Observe por un {ade, que X puede tomar ios valores 0,
1,2,... v, por ofro fado, que se reguieren al menos » ensayos para obfener r éxitos St X =x
enfonces hahran de realizarse (x + r) ensayos. de los cuales el dfmo debe resuliar en éxito,
teniendo éste probabilidad p Por ends, entrg los primeros (x + » - 1) ensayos deberd haber (v — 1}

éxitos y, obwiamente, x fracasos Por lo tanto Iz probabilidad del evento {X'=x} es

x+r—1] ol ok x+r=1Y , .
p 4 p= r g , x=0,1,2,...
r-1 P

que corresponde a la densidad binomial negativa de la expresién [2.3).13

< Nota: La distnbucidn binomia! negativa es también una distribucion discreta de “hempo de
espera”. En este gjemplo, X representa cuénto hay que esperar {en érminos del nimero de

fracasos) por el r—esimo éxito.

Ctro ejfemplo. La distnbucién binomial negativa tiene tmportancia en & consideracion del muestreo
binomial inverso, que es una tecnica Ol en el muesireo de poblaciones en biclogia. Suponga que
una proporcién p de individuos en una poblacién poseen cierta caracteristica Si se extrae una
muestra de los individuos de esta poblacion hasta que exactamenie » indwiducs con esa clerta
caracteristica son encontrados, entonces el ndmero de individuos que excede a los + y gue son

observados o extraldos en la muestra fiene distribucién binomial negativa ™

(xsr=1Y (x+r-1Y _
3 Observe que esta exp a b1 17 . |. lo que signiica que es equivaiente
- /

pedir que ocutran los (~ — 1) fracasos dentro de los pnmercs (x ~ » — 1) ensayos & pedir que sucedan x éxitos deniro
de esos prmeres (x ~ » — 1) ensayos
Por otra parte, de haber considerado a X como el nidmero de ensayos realizados hasta obtener e r—ésimo éxito, el
recomdo de X tendria sentido desde r {r, r + 1, r + 2, ..) y su f.d p. estarna dada por la expresion [2.3bis].

“ g et contexto hublera sido muestrear hasta que se chserven r indwiduos con tal caracteristica, entonces el
numera ge Ndividuos extraidos en la muestra seria una vanable aleatoria binomial negativa.
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La drsirbucidn binomial negativa es utiizeda frecuentemente en sustitucion de la distibucion
Peisson cuando se tiene dudz scbre si los requerimientos esinctos —espetialmente &l de
independencia— de ésta Gluma se satisfacen. Entre 10s campos especificos donde se ha encentrado
que la distribucién binomial negativa provee representaciones Ufiles pueden mencionarse las
estadisticas de accidentes, ios procesos de vida y muerie, Ios datos psicolégices, en la demanda
{por parte de los hogares) de productos de ampiio consumo y como pesos de (disfribuciones LAG)

de series de tiempo en economia. Se han encontrado también aplicaciones médicas y militares.

W % Reiaciones con ofras distribuciones

1. Ladistrbucion geométrica es un caso especial de la distribucion binomial negativa. 138
2. Lasumade v.a.. con distribucion gecmeétrica tiene distribucidn binomial negativa. 13.10]
3. Lz distribucion binomial negative satisface fa propiedad reproductiva. By 311
4. Ladistribucion Poisson es una aproximacicn para la distribucion binomial negativa. [3.8]

]

La distribucion geométrica

&~ Deiinicion
Se dice que una v.a. X fiene distribucion geométrica (o Pascal) con paramefro p sisufdp. estd

dada por

si x=01,...

Fe) = felxs p)={p 4-pr 2.4

0 e.0.c.

donde 0 <p<1.%5

15 { 3 expresion [2 4] presentada por Leemis en st articule coincige con fa considerada por Mood et al {1574], pero
no con aquélla expuesta por Tsokos [1972], Ross [1988] y Casella y Berger [1990]. Estos aufores definen 2 la densidad
geometrica considerando al 1 {en lugar de! 0) como el punto de masa més pequefio, como sigue:

.

Fx(xp)= {

Mas adelante se tustrara cual es la diferencia practica enire las expresiones [2.4] ¥ [2.4bis]

2t —
pll-p) siox=1,2_.. [2.4bi]
0 e.0.C.
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FIGURA 2 3. F d.p. geometnca para distintos valores de p

Esta distribucion debe su nombre a que los términos sucesivos de la f.d.p. conforman una serie

geométrica con parametro p.

#  Ejemplos de apiicacion
Ejemplo clasico. Suponga un experimento que consiste en repetir un ensayc Bernoulli, donde la

probabilidad de éxifo es p, hasta obfener el primer éxto. Observe que para cualquier nimero

P et e e tst-Tal

determinadc & de ensayos existe una probabiiidad positiva (1 - )" de que no ocurra un éxito. Sea
X el nimerc de ensayos ocurridos anfes de obtener el primer éxito, siendo entonces fracasos tales
ensayos. Asi, X representa ef nimerc de fracasos ocurridos antes de obtener el primer éxifo. No
es posible limitarse a ningln nimero de ensayos—fracase previamente determinade; es decir, X

puede tomar los valores 0, 1, 2, ... Puede calcularss PLX = x)]

o & Ag .

PX=x]=(1-pyp para x=0,1,2, ..,

pues para que X sea igual a x es necesano que se realicen x -+ 1 ensayos, de los cuales () los x
primeros deberan ser fracasos, y (b) el dffimo ensayo deberd resuitar en éxifo. Como se esta

suponiendo que los ensayos son independientes, la probabilidad de que ocurran x fracasos anles
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del pnmer exito es el producto de las probabilidades de los dos eventos mencionados. Por lo tants,

X tiene distribucidn geométrica con parametro p..1#8

<+ Nola: La distribucidn geométrica es la distribucién de “fiempos de espera” mas simple. En el
gjemplo anterior se esta en espera de un éxito. Asi, X repre .ota cuénto (en términos del

nimero de fracascs) hay que esperar para obtener un &xito

Otro ejemplo; £l problema de las llaves (primera parte). A continuacién se presenta un problema que
no sdlo dard pie para chiener la distnbucitn geoméfrica, sinc que més adelante sara retomado para
obener la distibucion rectangular o uniforme discreta, haciendo una modificacian en la seleccion de
{as laves.

Un persong con » llaves quiere abrir una puerta y prusba las llaves aleatoriamente Solo una llave
abre |z puerta. Enconizar ¢l nimero medio de llaves incorectas probadas suponiendo que cade llave
incorrecta np se elimina de selecciones subsecuentes {es decrr, se esta planteando un muestreo

aleatorio sin reemplazo).

Sea X el nimero de liaves probadas antes de elegir la llave que abre ia puerta. Come cada llave
incorrecta no es descariada, siempre se ienen » laves para elegir. Asi, X puade tomar los valores
0, 1, 2, ... Puede pensarse la seleccion de cada liave en términos del contexto de una umna. Cada
“gxtraccion” de una llave es un ensayo independiente Bemnoull con probabilidad p=1/7 de que fa

liave elegida sea ia correcta (&xito). Bajo estas condiciones:

P[X=0]= Plelegir la llave correcta en la primera seleecidn]
1

n

P[X = 1]= Plelegir una llave incorrecta y a contintacion elegir la llave correcta]
- (=YD (-12)
\rn AR, \ nAn

5 De haber considerade a X como el nimera de ensayos realizados hasta oblener el primer éxifo s& habria dado
tugar a la expresion {2 4bis], pues X es igual a x si y sélo s (a) los (x — 1) primeres ensayos son fracasos, y (b) el dfmo
ensayo resulta en éxifo.
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P[X =2]= Plelegir primero dos llaves wmcorrectas y en la tercera seleccidn elegir la [lave comrecta)

- (_” o ){'i:ﬂ}f 1 |- (1. ”[ﬂ

n Aon ojn) U o n)lnaj

PLY = k] = Plelegir primero k-1 laves incomectas v en la #€sima seleccion elegur la Hlave cormecta)

(1\[ Y0
i o=

AT PR P
R OaColy

2=
S B J\ny

{k—1)—exteaccrones

83

Es decir, X fiene distribucion geométnica con parémetro p=1» Calculando ahora el nlimero medio

de llaves incorrectas probadas antes de abrir fa puerta:

ZESEDWRE LY
= pg‘,j(l—p)’

o

=p-{ —p) Zj(l —p)'_l {multiplicando por ——}

I
o
T
3
S
[
!

| &
T
=,

1 = 1
— aplicando que Fl=— para r <l
1-(1—p)] (aplic que Y P )

=0 T

d |
=p-lpn-1)—
pp )dppJ

T o4
=p- (-~
Py Lp"J
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Esta &5 12 media de una variable aleatoria con disiribucion geométrica con parametre p Como en
gsie £asc p=1 4. eNONCES (1- p) p=(1 p)-1=nr-1, lo Gue significa que en promedo $e requiere
que la persona intente tantas veces come ef nimero de llavas incomecias de las que dispone antes

de abrir jz puerta 7

#<  Propiedades

s La distribucibn geométiica posee una propiedad interesante que puede denominarse como Iz
“propiedad de la pérdida de memona”, pues gsiablece que Ja probabilidad de gue una vanable
aleatoria geoméfrica sea mayor o igual gue 7 + j dado que se sabe que es mayor 0 igual que i

es igual a Ia probabiidad incondicional de que ésta sea mayor o igua! que ;

Teorema 2.4.1
Si X tiene densidad geométrica con pardmetro p, enfonces

PIXzi~j| X=2n=PX2] para  4,j=0.1,2,...

Demastracion. Un elemento necesaric para demosirar este teorema es el célculo de PLY = k] %,

PLX2k]=3 pli- p)"

=p{i:(l—p)“*”}

—p(-p)Ya-p)"
m=0

=pi-p)'

-(1-p
=(1-p)*

7 5 fa f.a.p. de X esta dada por iz expresion [2.4big], fa media es | p=n que en termines pracicos tiene [a
misma inferpretacion

¥ En terminos del ejemplo clasico presentado, este resultads significa que (a probabilidad de que se requieran ai
menos k fracasos antes de obtener un exio es igual a la probabilidad d= obtener primenc exactamente & fracases.

De haber considerado ia expresian [2.4bis], se habria abtenido que PLX = k] = (1 — p)*". Es deci, ia probabiiidad
de que se requieran 2l Menos k ensayos para cbiener un €xito &s igual a la prebabildad de que los primeres & — 3
ensayos sean fracasos,
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Asi,

PLX 21 +]
PlX zi]

_U-p
(1-p)

=(1-py

= P[X 2 /]

PlXzi+; Xzil=

%<y Relaciones con ciras distribucionss

La relacién mas extendida con ia distnbucion geométrica es que ésta es un case particular de fa

distribucién binomial negativa Ademas, la distnbucion geométrica se vincula con ella misma a través

de la minima estadistica de orden. El artfculo de Leemis presenia la relacion que guarda la

distribucion geométnca con 1z distribucion Weibull discreta; ésta no se menciona en ninguna de las

fuentes consultadas, pero refuerza ia similitud entre las distribuciones geomeétrica y exponencial

B N

La distribucidn geometrica es un case especial de [a distribucion binomial negativa.

La suma de v.a.. con disinbucidn geométnca tiene distribucidn binomial negativa.

Lz minima estadistica de orden de una distribugion geometrica es tamblén geométiica.

La distribucién geométrica es un caso especial de fa distribucion Weibuil discreta,

3]
1310
(3.12]
[3.13]

iz
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La distribucién hipergeométrica

& Definicion
Se dice que X es una v.a. con distrbucion hpergeométrica con pardmatros n,, n, ¥ ny sisufdp.

esta dada por

Bl

Folxim,ny, )= T TR [2.5]

donde r, esun entero no negalivo, 7 €S un entero positivo ¥ », €S uUn entero positivo a lo més
tan grande como »3.19

A =8 na=10, 1, =20 r.=10, 7:=15 n,=30

o34 . 032 - -
D3 Loz . .
Z 02 = . £ 0106 -
= =
01 . . cos . -
[ S S JE P —— [ —— . *
a ! 2 3 4 5 & T £ 0 1 2 3 4 5 6 7T 8 9 10

028
02~
413~ s
o1 -
005~
) ) ‘ —— 8o am
012345572 8191)12131415

flx)

x

FIGURA 2.4, F.d p. hipergeomeéinica para distintos valores de my, n, ¥ n3.

1 Jonnson y Kotz 11968) explican que f t&muno “hipergeométnea” se debe a que las cantidades en el lado derecho
de fa expresién [2.5] son témunos sucesives en la expansion de
Nml (N =X3
mF( n=XN =X -n+L1)

2
d . .88 T elBENBEEY = - Strca.
onde Fla.fr.0)=1 p 1!+_———m+n 5 25 una funcion hipergeometrca
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£ Eiemplos de apficacién

Ejemplo clésico. Procesos de conirol de calidad Suponga que se tiene un lofe de N articulos de los
cuales D tienen algtn defects de fabnicacion Se propone como parametro de control de calidad que
el lote sea rechazado en su totalidad si al extraer (sin reemplazo) una muestra de » articulos det lote,
x de ellos {por lo menos) resultan defectuosos. St se define X como una variabie aleatoria que
cuenta el niimero de articulos defeciucsos en la muestra de tamafo » es$ claro que X alos menos
puede ser cere ¥ que no puede tomar valores mavores que la » fijada si # < D, 0 mayores que [
st n= D. Es decir, X puede ser un valor enfere x tal que 0 < x < min(D,x). Ahora, Siguiendg fa

regla de 1a probahilidad clasica (casos favorables enfre casos totales):

s
PLX =x]=2242 078

=222 77 parax=0,1, ..., min(D,x)

Porlo tanto, X tiene distribucion hipergeométrica con parametros D, ny V.

Ofro ejemplo Estimacion del tamafic de poblaciones animales a partir de dafos de ‘capfura-
recaplura” 2 Un ndmera desconocido, digamos A, de animales haha clerta regidn. Para obtener
alguna informacibn sobre el tamafio de ia poblacién, algunos ecologistas realizan frecuentemente el
expenmento siguiente” Primerg capturan un nimero, digamos r, de estos animales, los marcan de
algunz manera y ios sueitan. Después de dejar gue los animales marcados se dispersen dentro de fa
region, se realiza una nueva captura de tamafio #. Sea X el nimero de animales marcados en esta
segunda captura. Suponiendo que [a poblacidn de apimales permanecié fija duranie < tiempo
transcurnido entre las dos capturas y que cada vez gue se capturd un animal era igualmente
probable que fuera unc de los animales alin no capliurados, se sigue que X es una variable aleatoria

hipergeoméirica fal que

- @ Tomado de Ross [1988] Johnson y Kotz [1969] hacen referencia también a una aplicacién de este fipo,
mencionando que data al menos de 1896 (véanse Ross [1988), pp 140~141, y Johnson y Kotz [1969), p 152).
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Suponga ahora que la X observada es ijual 2 i Enfonces, &n tante P{N) representa lz
probabiiidad del evenle observads cuande hay en efecio N animzles presentes en la regicn,
pareciera que una estimacion razonable de N seria el valer que maximizara P{N). A tal estimador

se le lama estimador de maxima verosimiitud,
La maximizacién de P{N) puede hacerse de manera simple nofando que

P(N)  (N~n)(¥=~n)
P(N-1) N(N-r-n+i

Ahora, este cociente es mayor o igual que 1 si y sdlo si

N-PN-mZNN—r~n+10

0, equivalentemente, si y $dlo si

. m
vt

Por o tanto, P(N) orimerd es creciente y despuss decreciente, y lcanza su valor méximo en el
entera mas grande que no exceda a rx/i. Este valor es por tanto el estimador maximo verosimil de
N. Por ejemplo, suponga que la captura inicial constd de r = 50 animales, fos cuales son marcados
¥y después puestos en libertad. Si una captura subsecuente consiste de » = 40 animales, de los
cuales i = 4 estan marcados, entonces se esiimaria que hay alrededor de 500 animales en la

region.
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2

4 Note que ef estimador anterior podria haberse obtenrdo suponiendo que la propercién de
animales marcados en Ia region, /N, es aproximadamente igual a la proporcion de animales

marcados en la segunda captura, i/n 21

%< Refaciones con otras distribuciones

Existe una gran variedad de aproximaciores a las probabilidades mdividuales (v & fas sumas
acumuladas de esias probabilidades} para las distribucionss hipergeométricas. Muchas de estas
estan basadas er [a aproximacion de la distribucion hipergeométrica por una distribucién binomiai

con parémelros n y D/N, lacual se probard € fustrard en i capliuio siguiente. 2

o La distribucion binomial es una aproximacidn a ia distribucion hipergeométrica 13 4]

La distribucién Poisson

& Definicion

Sedice que X es una v.a. con distribucion Porsson con pardmetro x st su f.d.p esta dada por

- K { xe
fe=fetem=1¢" o F=0h (28]

0 eo.r

L

donde 1> 0 2

21 Johnson y Kotz {1968 mencicnan que otra forma natural en que surge la distrbucion hipergecmélrica es en fa
feoria de excedentes, Considere dos muestras aieatorfas de emafios », ¥ ., extraidas de unz poblacién en ia que una
clerta caracterisfica que se mide tiene distnbucién continua El nimerc de excedentes &, se define como el nimero
{de n,) de valores observados en la sequnda Muestra que exceden en ai menos (n,~m+1) los valores en |2 primera
muestra. La probatilidad P{™& ; = 4] puede calcularse & través de [z fm p. de una diskibucion hipergeoméinga con
parametros (m—1), (n;+n—1) v (k+m—1), dentro de limites apropiados para £

Por otra parte, exponen una aplicacion de la distibucion hipergeométnca a problemas hnguisticos sumamente
interesante, pero que pof restricciones de espacio no se presenta agui. [Véase Johnson y Kotz [1969], pp. 152-155]

2 Mood ef af. [1974] exponen una propiedad gue relaciona a estas dos distnbuciones. Considere DIV = p
entonces la media de la disiibucién Tupergeometrica comneide con ta media de \a distribucidn binomia!, y la varianza de la
distnbucion hipergeomeétnca es (N — n) / (N — 1) veces la varianza de Ia distribucion binomial

2 B parametro o es precisamente & valor de ia media (asi como el de la varianza) de Ia variable aleatoria X v
usugimente se determina de forma empirica
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FIGURA 2.5 Fdp Posson para distntos valores de 2

£ = Algo de histona

S.D Poisson —matematico francés dei siglo XVIi- introdujo la distribucién que lleva su nomkre en su
libro sobre la 2z cacion de |a teoria de la probabitided a fos asuntos de litigios, juicios criminales, y
temas similares (Recherches sur la probebiiité des jugements en matiére criminelie ef en matiere
civile) publicaco en 1837. Ei llegd 2 esta distribucién considerando formas limite de Ta distribucion
binomial. En 1888, Bortkiewicz expuse algunas circunstancias en las que la distribucion Poisson
puede surgir, ES curioso que uno de los resulizdes considerados fue el numere de muertes a

consecuenciz de una patada de muila, por afia, de infegrantes de los cuerpos del giército de Prusia,

En 1907, ‘Student’ utizo la disinbucion Poisson para representar, come una primera aproximacié,
el nimero de particulas que casn en un area pequefia A cuando un nimero grande de tales araas

sg esparce de manera aleatoria sobre una superficie grande en comparacion ¢on A.
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#  Eemplos de aphcasitn

El campo de aplicacion de esta disinbucion es extensc El hecho de gue los valores que una variable
aleatona Poisson puede lomar sean fos enferos no negatives Justifica que cualquier fendémeno
2leatorio para el cual sea de interés llevar un conteo de algln tipo sea un candidato propicio a ser
modetado mediante una distnbucion Poissen, Los gjemplos de estos conteos van desde el niimero
de erores de dedo en una pagina mecanografiada hasta el nimero de particulas radioactivas
emitidas por unidad de tempo, pasandc por el nimero de accidentes aufomovilisticos fatales

ocumides en un cruce particular y ef nimero de personas que eniran & un banco cierto dia

Ejemplo. Suponga que e nimero de erores hpograficos en una pagina de algln ibro tiene
distnbucion Poisson con parametro 4 = Y. Calcliese la probabilidad de que haya al menos un error

en esa pagina Sea X el rlmerc de errores en esa pagina. Enfonces,

PIXz1]=1-PX=0]=1-¢"=03095
©
Ctro comunto amplio de aplicaciones de la v.a Poisson se deriva de que su fdp es una
aproximacion a la f.d.p de una va. binormial con parametros (#, p) Las probabilidades Poisson se
pueden utilizar para aproximar sus correspendientes probabilidades binomiales para velcres grandes
de n y valores pequefios de p de fal forma que z = np adopte un tamafio moderado.? La relacién

binomial-Poissor: se verificara en el capitulo siguiente.

Firalmente, la distribucion Paisson proporciona un buen medelo para la distribucion de prebabiidad
del nimero Y de evenios raros o eventos que ocuren de manera poco frecuente en alguna
dimensién como el espacio, el tiempo o el volumen, en donde 1 representa el valor de la media de
¥

¥ Mendenhzll ef 2/ {1986] hacen explicito que esta relamén opera satisfactoriamente cuando np es menor que 7
{ofros autores sefiaian 5) Por su parte Johson y Kotz 11988] punfushizan que no es necesaric que 4 = mp sea paquefio
{y por ende no se reguiere que los valores de las ohservaciones sean “pequefios”, aunque Bortkiewicz liamd a esta
relacion Poisson~biomial [a “fey de los pequefios nlmeros”), sino que &s Io grande de n ¥ |o pequefo de p lo que
importa

 Ross [1988] presenta una exposicion clara en tomo a gste use, especificamente sobra “eventes” que ocumen en
clertos puntos def iempo, tales como la ocurencia de un terremoto o Ta entrada de un individuc & alglin establecimiento
(banco, oficina postal, gasolineria, etc ). Es dentro de esios conlextos que $¢ introduce ef concepio de funcidn o(k)
[Véase Ross [1988], pp. 133-138.]



72 Cepitulp 2

¥ Propiedades
e la funcibn de densidad Peisson (al igual que la densidad binomial} poses una cierta

monotonicidad come io establece el siquiente tecrema.

Teorema 2.6.1
Suponga gue X tiene distribucion Posson (1), entorces su Ldp., fr (x; m, p) = PLX = x],
primero crece mondtonamente y después decrece mendienaments, alcanzando su maximo valor

cuando x es el mayor entere menor 0 1gual que 4

Demostracion. El Teorema 2.6 1 se puede probar considerando i cociente

PlX=x]  e*u*ix! 7

PIX =x-11 e’g fz-1! x'
y siguendo un razonamienio analogo al que se aplicd en la demostracion del Teorema 2.2.7

para la distribucion binomizal. 28

W& Relaciones con ofras distribuciones?

Como ya se ha mencionado, |2 distribucién Poisson puade ser utifizada como una aproximacion a la
distribucion binomial.2® La gran ventaja de esta relacion radica en la simplificacion del célculo de
probabilidades. La funcion de densidad Poisson solo involucra un paradmetro {en lugar de dos) v,
adernas, evita el clculo de combinatorias que en acasionas puede resultar engorroso. Asimismo, fa
distribucion Poisson puede ser utlizada como una aproximacion a la distribucion binomial negativa.

Al igual que la distribucién Ginomial, fa Poissor tiene la propiedad de que la suma de variables

% Ross {1988] usa esta propiedad para exponsr una forma sencilia de calcular probabifidades Porsson de manera
recursiva Asi, partiendo de que PIX = 0] = ¢, setiene que PLX = k] = {(u/k) PLX=i-1]para k=1, 2, ..., que bien
puede explotarse en un programa para computadora [véase Ross [1988], pp. 136-137%

# Johnson y Kotz [1989] sugieren un frabao de Haight para l2 consulta de informacion sobre la Poisson y
distribuciones relacionadas: Haight, F. (1967), Handbook of the Foisson distribution, Nueva York, John Wiley

2 Johnson y Kotz [1969] mencionan ofro vinculo enire las distribuciones Poisson y binomial Si X y X, son v.aiid.
Poissan con parametros g ¥ g5, respechvamente, i@ distribucian condicional de X, dade X, + X2 = X es binomial con
parametros Xy (g + 15).
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aleatorias independientes Poissan vuslve a ser Poisson, Cuando el parametro z es suficientemente

grande, ia distnbucion Poisson tignde & la distnbucidn normal 2 Asi.

1. Ladistribucian Poisson satisface ia propiedad reproductiva. [3.8] y [3.6bis]
2. Ladistnbucién Poisson es una aproximacion 4 la disinbucion binomial. [3.7]
3. Ladmstribucién Poisson es una aproximacion a la distribucion binomial negativa 3.8
4 Lz distribucién normal es una aproximacion a la distribucién Poisson. 3.22)

La distribucién rectangular o uniforme discreta

&= Definicidn
Se dice gue una v.a. X lene distribucion rectangular o uniforme discreta con parametro », s su

{.d.p. esté dada por

Fo=fomm =1, si o x=0,1,.., n—1 127]
e.0.c.

o3

donde » esun entero posifive 2

= johnson v Kotz [1969] hacen referencia a fas relacones entre la Peissen y otras distnbuciones gamma {ademas
de la normal, la J-cuadrada por ejemplo). Aungue no se ahondars en ella postenormente, se considera conveniente
mosirar ia relacidn siguiente sefialada por elles y por otros autores

a-b oy ey

L et en g x’e” 1A
[ﬂTm)z e dz—z — a=12,...

% el

donde &f ntegrando del lado izgulerdo (como se verd més adelante} es una f.d p., en !a cual se apoya ia consiruction de
lafdp. gamma,y T(a) = {a— 1)} yaque o 25 un eniero positve

% La expresion [2.7] presentada por Leemis en su articulo difiere ligeramente de aquélla considerada por Mood af af
{18741 y Casetia y Berger {1930] en cuanto &l range de valores que puede tomar la va X. El rango cefimdo por estos
otos autores abarca tambign n valores, pero sewcia en 1y culmima en n Asi,

P

1
Felx)= fylxmy= {; stox=loLa {2 7his]

0 £gc

define una distnbucidn uniforme discreta sobre los enteros 1, 2, .., n,
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T L=

¢

FIGURA 26 F.d.p. rectangular

#  Ejemplos de aplicacion

El problema de las faves (segunda parte). Se relomara el problema de las llaves que se presenid en
el apartado dedicado a la distribucion geométrica, introduciende una vanante que permitira obtener
la distribucin rectangular y confrastar el efecto de un muestreo sin reemplazo con aqué! de un

muesiren con reemplaze.

Una persona con # Haves quiers abrir una puerta y prueba las ilaves aleatonamente. Solo ung llave
abre la puerta. Encontrar el némero metdio de laves incomectas probadas suponiendo que cada llave
incomrecta se va eliminando de selecciones subsecuentes; es decir, {ahora) se esta planteando un

muestrao aleatorio s reemplazo.

Sea X el nimero de laves probadas anies de elegir ia llave que abre la puerta. Observe que X
puede tomar fos valores 0, 1, 2, ..., n— 1. Elcaso extremo X'=0 se refiere a la situacion en que
12 parscna shre la puerta con la primera llave selectionada. En contraste, el caso X'+ » — 1 significa
gue ig persore abre la puerta después de haber intentado con las n llaves (es decir una vez
descaradas las » — 1 llaves incomecias). Describiendo cada evento en féminos de la inferseccion

de otros eventos y siguiendo el razonamiente de la probabilidad ciésica, se fiene qus;
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PLY=0]

= Plelegir la llave correcta en [a primera seleccion (de entre » llaves)]

I

Plx=11
= Plelegir una llave mcorrecta (de »—1 posibles de entre 1 llaves)

¥ a continuacitn elegr 1a Have correcta (de entre »-1 laves)]

-f F;}(__L]: !

PlX=2]
= Plelegir dos llaves incorrectas (la primera de 11 posibles de entre # llaves,
y la segunda de n-Z posibles de entre #—1 llaves) y a contrnuacion elegir

la llave correcta {de entre n-2 llaves)]
J",:Jj[” 2)[ ]_J
o -1 fAn-2 "

Pl = k)

- (=t
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Entonces X fiene disiribucion rectangular sobre os enteros 0, 1, 2. ..., »n— 1 32 Por fo fanfo, &l

namero medio de llaves incorrectas probadas anies de abnr fa puerta es

IS WESEOWE 1[" Tl(“’f“?_n}i‘ii.

L 2 2

3

=

Es decir, en promedic se requiere haber probade la mitad del total de llaves disponibles.

Recuerde que anteriormente s& obiuvo gue ¢uando no se descarfaban ias liaves incomectas

{muestrec alealorio con reemplazo} la distrbucion de X era geométrica con paramelro p=1n»

Enfonces se regueria en promedio probar todas las laves incomrectas, » — 1, para abrir la puerta

(véase Ejemplos de aplicacion dentra del apartado sobre |2 distribucion geométrica).

<+ Nofa: En general, la media de una variable aisatoria con distribucion rectanguiar, que asigna el
mismo valor (1-n) a fodos y cada uno de 1os puntos de masa es el punto medio del intervalo de

puntos de masa 33

U< Relaciones con ofras distnbuciones

» Ladistribucion rectangular 85 un caso especial de la distribucién beta-binomial. (3.141

3 Observe que de haber considerado a X' como & nimera de infenfos realizados para encontrar [2 fave cormecis
(es decir, de haberse incluido la seleccidn de |a liave correctz en el conteo) se habria obtenide que X se distribuye
rectangular sobre los enteros 1, 2, ..., n (véase expresion 2.7bis),

8 Este resuttado es muy ilustrativo para la comprension del concepto de media de una variable aleztoria. Para una
distnbucion rectangular sobre los enteros 1, 2, ..., # 1a media es n(n =+ 1)2.
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Otras distribuciones univariadas discretas

La distribucion beta-binomial

o~ Definicion

Se dice gue una v a. X tiene disfribucion beta-binomial con parametros »ny, my ny sisufdp. esta

dada por

(¢ {ry+x —I\rn +hy—x -1

iL =2 =0,1
Fa(xy=folxn,ny,n;)= J (n;d—n; +n3—71q:_“ $OEERL e [28}

] |

/s
0 e.0.C

dende m,, 7. ¥ n, SOn enteros No negatives

Una expresion equivalente a {2.8] parz la 1.d.p. de Iz disfribucion befa-binomial s la siguiente:

i L rm) T e 0)lmdm=x) g gy )
Fr ) T(m)T(n) T +m, +1y) b T [2.8bis] %
0 e.o.c.

donde 7() es la notacion de fa funcidn gamma, definida como T(gY = r ¥ le dr para 8> 0 Para
0

el caso en que ¢ es un enterc no negativo, no es dific demostrar que T(¢) = (¢ ~ 1)\ En ¢l

ANEXQ 6 se aborda la funcién gamma con mayor defalle.

# Tanlo la expresion de la d.p. como el rango de los parametios corresponden con lo expuesto en el articulo de
Leemis En la bibliografia consuitada, sofo Mood ef &/, [1974] hacen referencia a esta distnbucidn, presentandoia con la
expresion {2 8bis].

¥ {a expresion [2 8bis] coincide con aguélla preseniada por Mood ef &l [1974] Sin embarge, estos autores
conternplan un rango ras amplio para los parametres En lugar de los tres enteros no negativos my, »; ¥ #13, consigeran
n, ¢ ¥ B respechivamente, donde » es un entere ne negative, > 0¥ §> O Es deor, fa forma e 12 distribucion beta-
binom:al presentada por Leemis es un caso particuiar de aquélla presentada por Mood et ! [1674], Solo cuando los fres
parametros son enferos NG negativos es que [as expresiones [2.6] y [2 §bis] son equivalentes.
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n =10.n.=20 n.=30 n, =10,n.=20.n.= |0
0zf 023
02 -, 02 [
e . T 013 .
= 01 = ot L]
003 - . 005 . " .
0% — e ® e, 0 —a_=x - -
0 2 4 B g 1o 0 2 4 6 8§ o

Y 2 < ) g 4]

FIGURA 2.7 F.d p. heta binomial para distintos valores de ny, ny ¥ 73

Por ofra parte, se dafine & ia funcion beta, denotada como B(-,-), por

|
Bla,b) = j 0 -xt e paraa >0, b >0,
0
Mediante un cambio de variable, se puede demostrar que B(a,h) = B(b,q). La funcién beta esta
relacionada con la funcidn gamma de acuerdo con la siguiente Formula;

_ Ha)(5)

Ble.t)= T{e+b)

Por o tanto, la distribucion beta-binomial puede ser expresada también en términos de funciones
beta. Se deduce que ss precisamente de esta propiedad y del hecho de que iz distribucion binomial
s una aproximacion a la expresion [2.8] de donde la distribucion beta-bnomiat deriva su nombre.

Observe que ambas distribuciones tienen los mismos puntos de masa:
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L9 Relaciones con olras distribuciones
Como ya se menciong, la distribucién bincrmial es una aproximacion a la distribucion beta-binomial.

Asimismo, la distribucién rectangular s un caso particular de esta Gitima.

1 La dheiribumion binomial es una aproxmacon 2 ia distnbucion beta-binomial. 3.5
2. Ladistnbucidn rectangular es un case espenial de la distriburidn beta-hinomial. [3.14]
=

La distribucion Weibull discreta

G-~ Definicién
Se dice que X es una vanable aleatoria con disfribucion Weibul discreta con parametros p vy £ s

su f.d.p. esta dada por

) = ,r'l)ﬂ _
Fe=Femppy=10-p" 0=-p, para x=0,L.. 2.9]
0 €0.c.

donde Q< p<ly >0

35 p=05B=05
zoas
=
¢ -
0 ® - ° o o a » _a a
e 1 4 3 2 B 1) 03 o p=018=2
- 02 e
z
S0 °
.
05 e po03p=1 a e e e e
0 2 4 6 8 19 3]
Zes e s
S~
s
s
[ — _% .8 o mp o -0 e -
0 2 4 6 8 1 12

FIGURAZ 2 F dp Wetbufl discreta para distintos valoresde p v £

P T A R
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Leemis presenta la distibucién Weibull discreta en su articulo y la relaciona con ia distribucion
geométrica, sehalando que Ia segunda es un caso especial de ia primera. Sin embarge, dentre de la
bibliografia revisada no se encontrd referencia siguna a esta distrbucion Es por ello que no se
incluye informacion adicional ai respecto. Baste decir que al parecer ia distibucion Weibull discreta
esta ‘inspirada” en la similitud (que podra vertiicarse mas adelante} enfre |a distribucion geométrica y
ia expcnencial, pues esta dltima es un casc especial de la distribucion Weibuli continua, conocida

simplemente como distribucion Weibull.

En la Figura 2.8 puede observarse qus las fendencizs de fas densidades Weibull discretas son
similares a aquéllas de las densidades Weibull en ta version contnua (véase Figura 2.21) Observe
gque por la forma como esté definida la dansidad Weibull discreta, e valor de ésta en cero {PLX = (0])
es precisamente el valor del parametro p; de tal farma que conforme mas cercano esté ese valor al

1, mas rapidamente ia funcidn de densidad converge a cerc.

&4 Relaciones con ofras distribuciones

» Ladistribucion geométrica es un caso especial de la distribucion Weibull discreta. [3.13]
=

En la siguiente seccion se presentan las distribuciones continuas del esquema de Leemis. Cuatro de
eltas son casos parficulares: la distrbucidn nomal estandar, [a distribucion Edang, fa distribucion
Cauchy estandar y ia distribucion uniforme estandar. Estas se incluyen dentro de los apartades
dedicados a las versiones generales: la disinbucidn normal, iz distribucion gamma, la distribucion
Cauchy y fa distribucion uniforme, respectivamente.
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DISTRIBUCIONES UNIVARIADAS CONTINUAS

La distribucién beta

& Definicion

Se dice que unav.a. X tiene disfribucion beta con parémetros 8y y sisufd.p estdada per

[M)_ . Y'B_} fl
fX<x>=fX(x;mjwmv T
0

—xy si d<x<l

2,96}

€.0.C.

donde g >0y y >0

fixy

FIGURA 2 8. F d.p. beta para distintos valoresde B ¥ pecon B =y

TP 4 expresian [2.10] puede escribirse en Erminos
T(B+y)

de esta funcidn, justificando asi el nombre de Ia distribucion, como sigue:3

Puesto que la funcion beta es B(g,r) =

2 Para mayor referencia scbre 12 funcion beta, vease seccitn La distnbucion beta-binomial
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- xy si 0cx<l

1
Fol = Folm B =< BR. [2.10bis].
0

e.0.c.

La densidad beta puede tomar una amplia vanedad de formas como s& muestra en las Fguras 29y
2.10

Cuando g = y la densidad bsia es siméfrica alrededor de 14, dando mas y mas peso a las regiones
glrededor de ¥, conforme se incrementa el valor comian g {véase Figurg 2.9). Cuando g < ¥ &
densidad esta sesgada hacia la zquierda (es decir, ios valores més pequefios se vuslven mas
parecidos, véase Figura 2,10); y esid sesgada hacia la derecha cuando £ > ¥ La grafica tene forma
de U cuando (84— 1) y {y— 1) son negatives y fiene forma de J si stlo uno de efios es
negativo. La funcion de densidad alcanza su méximo en x=(8— 1)/(5+ y—2) cuando (B—1) y

(¥— 1) son positivos; y &l mismo punto s st minimo cuando estos son negativos,

FIGURA 2.10. F.d p. bete cuando —2— = -
B+y 20
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& Flemplos de aplcacion

La diversidad de formas que puéde tomar la densidad beta hace que esta distribucidn pueda ser
utilizada para modelar un expenmento para el cual una de las formas sea apropiada De hecho,
puede ser utilizada para modelar un fendmeno aleatorio cuyo conuntc de posibles valores sea algin
intervalo finito [¢,4]. el cual puede ser transformade en el intervalo [0,1] haciendo que ¢ denote el

origen y tomando d — ¢ como la Unidad de medicion

La distribucion bete se emplea frecuentemente, por eismple, cuando una variasle zleatona toma

valores gue san porcentajes o proporgiones, o cuand

(=]

se frata de algln fendmenc fisice del tipo
continuo que foma valores entre 0 y 1. Existe una aphcacion directz de la distribucidn beta al analisis

de los procesos de Markov cuando las probabilidades de transicidn son “Inciertas” ¥

3<  Propiedades

< Lafuncién de distnbucién acumulativa de una variable aleatoriz beta es

1
B(A.x)

Fe(xB.y)= I(o,n(x}'[: P (1) du+ Iy ()3

y se le conoce como la funciGn belfa incompleta Se han elaborado un buen nimero de tablas
con sus valores, pues no puede ser calculada directamente cuando £y y son grandes Tsokos
{1972} menciona que la funcién beta incompleta y la funcidn binomial acumutativa estan

telacionadas como sigue:

L 74 X1 amx _ m_i(n—'('l_)__“; >3 Btpe o ap
‘;{x]p (1 p) r(ﬁ)r(}?—ﬁ-r]) u (I i.() dﬂ: O(J{.’{n.

o Para la distribucion beta es mas sencilio calcular los momentos de manera directa mediante la

definicidn, en lugar de recurnr a la funcidn generadora de momentos cuvo célculy es complejo

3 Johnson y Kotz [1970] cifan una referencia bibltografica de Siver [1963] acerca de esto: Silver, E. A (1983),
Markovian decision processes with uncerfain fansifion probabilifies or rewards, Operation Research Center, M.LT.
Techmcal Report, No. 1
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L, &y Relationes con otras distnbuciones

1 La distnbucion nommal es unz aproximacion a |a distribucion beta [3.241
2. Latransfermacién —log A de una v.a. beta se distribuye exponencial. [3.43]
3. Ladistnbucidn arcosenoc es un caso especial de la distribucion beta. {3.58]
4. ladistnbucidn uniforme (0,1) es un caso especial de |2 distribucion beta. [3.58]
5. Elcociente de una v.a. gamma entre 1a suma de dos v.a1 gamma se distribuye beta. {3.80]

[ |
La distribucidn Cauchy

s Definicion

Sedice que unava X tiene distribucién Cauchy con parametros a v o sisu f.dp. esta dada

por

para —o <y <o {2.11]

So(x) = fy(ma,e)= I !

a,_r“[x—a] —1
a -

donde —w<a<x y >0

< Una forma estandar de la distribucidn Cauchy s obtigne fjlandoa=0 vy «=1 La funcién de

densidad de probabilidad estandar estd dada por para tode - < x <« =

a1+ x7)

{distribucion Cauchy estandar).

Aungue a ojo ia distribucion Cauchy no parsce muy distinta de !a normal (véase Figura 2.77), en
realidad hay una gran diferencia entre ellas. Si bien la densidad Cauchy es simétrica alrededor det
parametro @, su media y cuaiquier otro momento mas elevade no sxsten, (E[X] = = y por ende

tampoco existe fa varianza para la distribucidn Cauchy).
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.
.
fx_x)a,ri)

—d —3-2-10 1 3 4

a=Q

FIGURAZ 11 Fdp Cauchyparaa=10 y distntos veloresde

Los pardmelros a y @ son parémetros de localizacidn v de escala, respectivaments; o es la
mediana de la distibucion y a £ & son les cuartiles superior e inferior. La funcidn de densidad

tiene puntos de inflexinena + o /-3 .

La funcién de distribucion acumulativa Cauchy es

F.(x)= %4—%&1’(2@]’1[{;}

y por ende %+iarctan(x) es la funcidn de distribucion acumulativa Cauchy esténdar. Puede
F:3

verificarse que ios valores de Fiy (x) en los punios de inflexidn son 0.273 y 0.727, comparados
con 0.159 y (.841 para la distribucisn normal,
La diferencia més notable entre las distribuciones normal y Cauchy radica en las colas mas largas v

das e ia segunda (vease Figura 2.12),
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FIGURA 2.12. Comparacisn enfre Jas densidades normal estandar y Cauchy estandar

#  Epempios de aplicacion

Una de las situaciones en ias que surge ia densidad Cauchy es en la descripcion de la distrbucion
del punto de interseccion, X, de una linez rectz fijz con obra linea rectz variable, orientada
aleatoriamente en dos dimensiones a través de un punto fijo 4. imagine que una lampara (iocalizada
en el punto 4} gue emite un delgado rayo de luz es Qirada airededor de su centro, que estd
localizado 2 una unidad de distancia del eje x (véase Figura 2.13). Cuando la tampara detiene su
giro, considere el punte X en et cual el rayo intersecta el eje x (si el rayo no estd apuntando hacia el

gje x se repite el experimento).

N

i
|

0 1 M

FIGURA 2.13 Aplicacidn de la disfribucion Cauchy estandar

Como se indica en fa Figura 2.13, el punio X esté determinado por ¢l angulo & enire lz |ampara y
el eje v, el cual dada la situacion fisica parece tener distibucion uniforne entre /2 vy w2.%

Entences, la funcion de distribucion de X esta dada por

* La distribycion uniforme se presenta mas adefante
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Fo(xy=PlX <x]

= Pltan @ < x]

= P[6 < tan™ (x)]
= P8 < arctan{x)]
= 3 + rarctan(x)

que corresponde a la funcién de distribucién acumulativa de una variable aleatona Cauchy estandar.

La ditimia igualdad se sigue puesto que 7, al ser uniforme en (-=/2 y n/2), conduce & que

o~

e i 1 r
P[QSC]:LE—'”'=§+1, ~%<c<%.
Fia T

% <% Relaciones con ofras distribuciones

La distribucién Cauchy esténdar es una distribucion t de Student con un grado de hbertad. Es
tambien (2 distrbucion del cociente  LVV, donde I/ vV son varables normal estandar
independientes. Como U y ¥ tienen ia msma distribucion, entonces la distribucién de U/V
F/U debe ser también 2 misma; v, por lo tanto, si X es Cauchy estandar entonces lo es fambién
1/X. En general, €l reciproco de una variable aleatoria Cauchy es también Cauchy. Ademas, esta
distibucion cumple con la propiedad repreductiva. Finaimente, toda variable Cauchy (a.«) pueds

llevarse a ia forma estandar y viceversa, Por 1o tantp, en ¢l Capitulo 3 se verificara que:

-

La distnbucior Cauchy estandar es un caso especial de la distnbucion ¢ de Student.  13.49]

2. Todav.a Cauchy estindar puede llevarse a Cauchy (a,2). 3.5
3. Una variable aleatoria Cauchy (a, ) es Cauchy estandar cuandoa =0 y o= 1, [3.52)
4. Una transformacion lingal de una v a. Cauchy es también Cauchy [3.53]
5 Elreciproce de una variable aleatona Cauchy es también Cauchy. [3.54] y [3.55]
8. Ladistnibucidn Cauchy (a,q) satisface la propiedad reproduciiva. 13.56]

~3

Elcociente de dos v.a 1.1.d normal esténdar se distribuye Cauchy esténdar [357]
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La distribucion exponencial

& Definicién

Sedice que X es una v.a. con distrbucion exponencial con parametro ¢ sisu .d.p. esta dada por

l[l il si x>0
o
Fx (0= fy (e = ' 1212
1 0 €.0.C.
deonde > 03
2
é 1 a=172
0-— — _— E—— -
0 1 2 o k! 4 6 3

FIGURA 2.14. F d.p exponencial parz distintos valores de &

#  Ejemglos de apiicacion

La distribucién exponencial surge de manera frecuente como la distribucion del tiempe transcurido
hasta que un evento especifico ogurra. Por efemplo, el Hempa, comenzando desde este momento,
hasta que ocurra un tembior, hastz que estalie una nueva guerra, hasta que una liamadz felefdnica
recibida comesponda a un npitmero equivecado o a duracidn misma de una lamada telefdnica son
todas variables aleatorias que tienden a2 tener en |z practica distibuciones exponenciales. Otro

* Autores come Johnson y Kotz proporcionan una expresion biparamétnca de la f.d.p. exponendial, a saber f(x) =
(l/e)*exp(—(x—6)/a), donde x > & ¥ o > G, y constderan que un caso especial de éstz lo determing = 0, mismo gue
se conoce como distribucién exponencial uni-paramétrica, y el cual es muchp mas frecuente da encontrar.

Por ofrp Iado, es muy comin encengar que en [a expresidn de 12 densidad exponencial se manee el paréametro o
de manera directa, en lugar de hacerlo en términes de su inverso; es decir como fy () = erexp(—ax), x > Q.
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avento asotiado con esta distnbucion es |a fallz en el funcionamiento de algin objeto, 1a distribucion

expanancial puede utlizarse como modelo para (oS fiempes de vida de diversos obietos

< Propiedades

a  Algual que la distnbucion geoméinca (Teorema 2.4 1), 12 exponencial cumple 1z propiedad de la

“‘ausencia de memoria”

Teorema 2.12.7
La distribucion exponencial
fio fiene memona

Sea ¥ una v a. con distribucion exponencial con pardmetro ¢, entonces
PIX>s+1t|X>5]=PlX>1), paras, t>0

Demostracian

Se requiers calcular primeto PLA > xi

PIX>x]=1-PX < x]=1-Fy(x)
-
x ] " x‘]
_1_ P 124 _ -yla
=1 J.an ay 1+{e OJ

=1+ [emxia _ 1]= e e

Asi,

_P{X > o7 X = ‘f}f = ﬂ{?i-!- f’)ﬁil] = _?)[X - S+!]

PlX>11  PX>1]

e*(s+t):’cz ;
= —— :e—sazP[X>S}

e-r/a

¢
Una forma de interpretar este resultado es pensando a X come el iempo de vida de alguna pieza o

instrumento, entonces la probabilidad condicional de que fa pieza durarg s + ¢ unidades de fiempo,
dado que ha durado y& ¢ unidades de tiempo, € 12 misma que ia probabilidad inicial de perdurar s
unidades de tiempo. En ofras palabras, {a distnbucién de! ismpo de vida de una pieza “vieig" es iz
misma que ia de una pieza "nueva’, lo que significa gue Iz pieza no estd sufeta al deterioro (no

‘guarda memena” de gue ya ha estado en uso por un tiempo 7).
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Mas ain, Ross [1988] demuestra que fa distribucion exnonencial es la dnica distibucidn confinug

que posee esta propiedad.3

Eemplc Censidere que la sucursal de un banco es atendida por dos cajeros. Suponga que al enfrar
ia persora C a ia sucursal hay dos personas dentro, A y B, siendo atendidas por los cajeros (cada
une atiende 2 una persona). Supongz ademas que la persona C serd atendida por uno de los
ca|eros tan pronto como la persona A o B se vayan. Si el tempo que le toma a un cajero afender a
un cliente se distribuye exponenciaimante con pardmetro e, ,cuél es ia probabiiidad de que, de los

res cligntes, fa persona C sea la litima en 13e del banso?

Lares iosia se obbene razonando de la siguiente forma. Considere el tiempo en el que la persona
C encuentra pnmere un cajero libre. En gse momento una de las otras personas se habra ido
apenas y la otra estara siendo afendida todavia Como la distribucion exponencial ne tiene memoriz,
s& s.que que el tiempo adicional que esfa persona (A o B) permanecera en ia sucyrsal se distribuye
exponenciaimente con parameflo o, Es decir, es como si ef servicio para esta persona apenas
hubiera comenzado justs en ese momente. Por lo ianfo, por simetria Ja probabildad de que la

persona restante fermine primero antes que la parsona C es Y.

%< Relaciones con otras distribuciones

La distribucion exponencial esta vineulada con la dstribucion gamma de manera reciproca, 1o cual
estd ampliamente difundido en la liferatura sobre variables aleatonas: por un iade, la exponencial es
un caso especial de iz gamma y, por otro lado, [a gamma se obtiens de fa suma de exponenciales.
Atendiendo &l esquema de Leemis, se introducira la distribucidn Erfang como intermediaria para
verificar estas relaciones. Como la distribucidn Jicuadrada es fambén un caso especial de la
distribucién gamma, l2 Jicuadrada y la exponencial estan relacionadas tambien Asimismo, la
distribucion exponencial guarda relacién unilaterat con ia distribucién uniforme estandar y reciproca
con las distribuciones Laplace, Weibull v Rayleigh siendo resultado de una transformacién, Ademas,
fa distribucion exponancial se relaciona con ella misma a fravés de la minima estadistica de orden de

una muastra gieatoria.

% Vgase Ross {19881, p. 175.
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W N M B W N

-

La distribucidn exponencial es un caso especial de la distnbucidn gamma

La minima estadistica de orden de una muestra aleatona exponencial es también exponencial

La distribucién expongncial s un caso especiai de ia distribucidn Werbuil

La distribucion exponencial es un ¢aso especial de la distnbucidn Erang

La suma de v .1 d. exponencial tiene distrbucion Erang

La distribucidn Ji-cuadrada es un caso especial de fa distrbucidn exponancial
La distribucidn exponenciai es un caso especial de iz distribucion Ji-cuadrada
La raiz cuadrada de unz v a. exponencial se distribuye Rayleigh

Ei cuadrade de una v a Rayleigh se distnbuye exponencial,

. La fransformacion X ' de una v.a exponencial se disinbuye Weibull
. La fransformacion ¥ de una v.a. Weibull se distrbuye exponencial.
. La diferencia de dos v.a {. exponenciales se distribuye Laplace.

. Bl valor absoluto de una v.z Laplace se distribuye exponencial

. La transformacién - log X de una v.a. uniforme estandar se distribuye exponencial

. La ransformasién —log X de Lna v.2. befa se distnbuye exponencial.

13.28)
[331)
(332)
(333
3.34]
(3.35)
3.45]
[3.36]
[337]
3.38]
(3.39]
3.40]
(341]
(3.42]
(3.43]

Sobre la similitud entre jla Geométrica (p) v la Exponencial (). La similitud enfre las

distnbuciones exponencial y geométrica puede apreciarse desde distintos angulos Por st

mismas, observe la similitud de las fendencias que sigien sus densidades (Figuras 2.4 v 2.14),

Por ctra parte, comparten la propiedad de fa "ausencia de memonz” {(Teoremas 2 4.1y 2 14 71),

asi como la propedad de que la minima estadishca de orden de una muestra aleatera de estas

distribuciones tiene la misma distribucion de ongen con un cambio en ef pardmetro. A nivel de

interpretacion, ambas pueden utiizarse para modelar iempos de espera.
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La distribucion F

& Defimeion

Sediceque unav.a X tene distribucion F con parametros n; y w2 sisufd.p estd dada por

() (o) e
0= St = T e TR

si

it

0 €.0.C.

donde my y ny son entercs positivos. #1

x>0

12.13]

<+ Sobre fa notacion: Se susle leer qus X tiene distribucidn F (o se distribuye F)con ny ¥ m

grades de libertad, lo cual se puede denotar como X ~ F,, oy

1.0+

. n‘fnzii
‘ n17ﬂ3—2 -
m=3 =3 oo
81

m=n=10

FIsuRA 2.3 F.d.p. £ para dstintos valoresde my ¥y no

El orden en que se dan los grados de lbertad es importante puesio que la densidad de la
distribucion F no es siméfrica respecto a » ¥ x,. Primero se cita el nimerp de grados de libertad

en el numerador gel cociente #,/», Que aparece en la expresion [2.73].

# Lz distribuctdn & recibe su nambre en hanor a Sir Ronald Fisher (1850-1862}, considerado uno de 1os fundadores

de la estadisfica modema por sus muchas importantes contribuciones
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& Ejemplos de apiicacidn

La aplicacion mas comin de la distnbucion F en el trabajo estadistico se ubica en las pruebas
estandar ascciadas con ef analisis de varienza pues, como se vera mas adelante, esta distnbucién
resulta del cociente de dos vanables j-ouadrada, Y, ¥ Y dididas a su vez entre sus grados

de libertad correspondientes Asimismo, se aplca en la prueba de igualdad de vananzas de dos

poblacicnes, como se esboza a contnuacion.

Ejemplo Sea X, X5,.... X, una muestra aleatoria de una poblacion normal N(uy, o3 ), ysea v,
Y2.-.., Yo una muestra aleataria de una poblacidn nommai, independiente de la anteror, N, o} ).
Suponga que se estd inferesado en comparar 3 varabilidad de las poblaciones. Enfonces una
canidad de interés seria la razén o} / o} . Alguna mformacién acerca de esta razon esta conienida
en 8} /8;, la razén de las vananzas muestrales ? La distribucién 7 permite comparar estas
cantidades al proparcianar 1a distrbusian de

Sy/8  Siiol

cliol  Slio!
Un examen de esta ilfma expresion muestra como se denva iz distrbugion F. Las razones
St /ch v S;/o; sonvariables p-cuadrada, ¥7,, v ¥’ respectivamente, y son independientes.

La canfided W = (82 /o) Y(S; /o; ) tene distibucién Fi1,— Es posible calouar el valor

esperado de W

Koy lm=1)

2

EW) = E( Zpea 102 1)} (por definicién)

= E Zﬂl ] (independencia)
n

3

m -1 .
"i) (calculos con i1 - cuadradas)

.._‘

I¥

il

H
33
!

|
[P

“2 Para mayor referencia sobre S2, véase el apartado sobre la distribucion f-cuadrada
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Noie que esta (ltima expresion es finita y positiva solo s1 m > 3 Se fiene entonces que

gl Siien)_m-l
(87 /o] m-3
: m—1 Silal .
Acudiendo a que ——_ es el valor esperado de —:—— y considerando una m suficientemente

m-3 v lo
grande, se tene qus’

como cabiz esperar.

% Relaciones con otras disiribuciones
La distribugion < se vincula con la distribucion Ji-cuadrada de manera bilateral, con ia distribucion {

de Student de forma unilateral y con ella misma a fraves de fransformaciones diversas.

1. Elcociente de dos v.a.l. ji-cuadrada divididas entre sus respectivos grados de libertad tiene

distnbucidn F [3.47]
2 Ladstinbucidn ji-cuadrada es una aproximacion parz la distnbucion de m X,

cuando X esunav.a. £ [3.48]
3. Elcuadrado de una v.a. ¢ de Student tiene distribucion F. [3.50
4 Elreciproco de una v.a con distibucion F tiene también distribucitn F. [3.681



Presentaciin de las distnbyciones 95

Lz distribucién gamma

& Definicicn

Se dice que X es unav.a con distribucion gamma con pardmetros « y B sisu f.d p. esta dada por

1

T i R 1 Qex<oo
Fox) = [y (e f) =< [{a) 5% s ¥ 214
0

e.0.c.

donde @, f> 0 y T{a)= fm ¥l dy es i funcidn gamma, M

HESEN:))

FIGURA 216 F d p. gamma para distintos valores de ar y £

41,z expresion uihzada eoqui para a densidad gamma difiere de la presentada en el articulo de Leemis en tanto que

intercambia las posicones de o0 Y B Sy (xa, f)= e para 0< x < co. Las expresiones son

I(ga’
indistintas siempre y cuando se aclare previamente el papel de los parametros; e adopté ia expresitn [2.14] para hacer
nomogénea ia presentacion con la heratura, Otra vanante en la forma de presentar la densidad gamma, como lo hacen
Mood ef al [1874] y Ross [1988], se justfica a partir de cOmo se define la densidad exponencial; ya sea

Fx(x,By= e para < x < w, comg lo hacen estos autores, o 'y (x; f) = :)Te"’ﬁ, para 0< x < w, Como se

hace en el articulo de Leenus y en este trabgjo Asf, en los textos de Mood ef af. {1874] y Ross [1988] se presenta fa
densidad gamma come:

e ﬁg ‘u— =Bz H
fx(x)ﬁfx{x;a,ﬁ)sﬁ---x""e'ﬂ‘: F(a—)x e 8 bex<o
He) a
c.0.c.

* Para mayor referencia sobre ia funtion gamma pugde consultarse el ANEXQ 6
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Como puade apreciarse en |a Figura 2.16, &l parametro ¢ es un pardmetre de forma (8s el que més
influye sobre el *pico™ de la distribucién), mientras que £ es un parametro de escala (es el que mas

influye sobre ia dispersion de la distribucion)

< Cuando o &s un enfero positive », la distribucion gamma recibe el nombre de distribucion
Erlang, que se define como

ntgmEif si J<x<m

1
frx)= fn =il g
0

e.0.C.

ya que para un entero positiva I'(n) = (n ~ I)!

(L ec Algo de historiz

Laplace obtuvc ia distibucidn gamma como la distribucién de la “constante de precision”
(h = % o ) dados los vaiores de » vanzbles mdependientes normales con media cerc y
desviacidn estandar o {suponiendo una distribucion uniforme previa para 4).%3 Posteriormente, ia
distribuzion gamma aparecid ofra vez ¢n 1900 en un trabajo de Pearson como la distribucion
aproximada de (as “esfadisticas jicuadrada’, utiizadas para diversas prugbas en tabias de

contingengia,*

& Ejemplos de aplicacion

Camo aplicaciones fedricas, la distribucion gamma surgié de manera natural en la teoria asociada
con las variables aleatorias distribuidas nommaimente, come fa suma de cuadrados variables
independientes normal estindar, Ademas, en ciertas situaciones, ja distibucidn gamma puede ser
utlizada en lugar d= la distibucion normal, pues si se elige & suficientemente grande la distribucion

gamma imita de manera carcana a la nomal.

4 | aplace, P.5. (1835), Théone Analybque des Probabifités {suplemento de la tercera edicion) Esta es una
referencia de Johnson y Kotz [1970],

 Pearson, K. {1200}, On & criferion that a given system of devigiions from the probable in fhe case of a comelated
system of variables in such fhat # can be reasonably supposed fo have arisen from random sampiing, Philosaphical
Magazine, 5% serie, 50, pp. 157-175. Esta es una referencia de Johnson y Kotz {18701
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Por lo gue foce 3 a5 aplicaciones préchicas, las distnbucicnes gamma han sido utlizadas para
ajusiar disinbuciones exponenciales en la representacion de os tierpos de vida en situaciones de
‘prueba Ge vida (o de duraciény’, aungue fueron las distribuciones Weibull ‘s que se poputarizaron
parg este proposde, El hecho de que Ya suma de variables alealorias independientes con distnbucion
exponencial tenga distrbucion gamma condu)o & que ésta apareciera en 1a teoria de contadores
aleatorios y de ofros lemas vinculados con procesos aleatoncs en el tiempo, en particutar procesos

de precipiiacion metecroldgica

U< Releciones con otras distribuciones
E! vinculo de ia distribucién gamma con ias distribuciones expenencial v j-cuadrada sea tal vez fa
mas extendida en la fiteratura, Sin embargo, la distribucion gamma también esta asceiada con las

distribucienes normal y beta.

1 La distnbucion gamma satisface la propiedad reproductiva. 13.26} y [3.28 bis)
2. La distribucién Erlang es un caso especial de fa distribucitn gamma. [3.27]
3 Ladistnbucion exponencial es un caso especial de fz disiribucion gamma. [3.28]
4  Ladistrbucion ji-ciadrada es un caso especial de ia distribucién gamma. [3.29]
5 FElcuzdrado de una v.a. normaf estandar se distribuye gamma [330]
& Ladistribucion normal es una aproximacion de la distribucion gamma. [3.23]
7 Elcociente de una va gamma entre ia suma de dos v.al. gamma se distribuye beta, [360]

=

La distribucion ji-cuadrada

& Definicién
Se dice que una v a. X tiene distribucién ji-cuadrada con parametio » sl suf.d.p. ests dada por

1 ] el -
xR si x>0

fr= fenm={2""1{z) [2.15]

¢ £.0.c

donde » 2s un entero positivo
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Py
i
74 n o= )
i n =10 ————
R R o= 20 e
! N = 3¢ —e————
54 P

FIGURA 2 17 F.d.p. ji-cuadrada para distintes valores da

% Sobre la notacién: En el lenguaje estadistico, &l parametro n se le refiere como “grados de

libertad™; es decyr, se dice que X diene distribucion ji-cuadrada con r grados de fibertad, lo cual

se denota come ¥ %

#  Ejempios de apiicacion

iLa distribucion ji-cuadrada esté vincufada fuertemente con (a distribucidn gamma. Es uno de los des
casos especiales mas importanies de fa distribucion gamma (i ofro caso es el de 1a distibucion
exponencial). Ademds, mediante [as distribuciones jicuadrada se obtienen las melores
aproximaciones para las ntegraies de probahifided de fas distnbuciones gamma. Por otrz parie, la
distribucién ji-cuadrada juega un papef importante en la inferencia estadistica, especiaimente en el
muestren de poblacionss con distrbucién normal: facifita (2 deducciénr de ia dstibucidn de $7, que
es uno de lps estimadores del parametro desconocido o~ dz una nomal. Esto se expone a

continuasion.

Ejemplo. Sea X;, X»..., X, una muesira aleatoria de una distribucion normal (g, o). Entonces X

es un estimador de l2 media desconocida y S io es de la varianza; donde
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i=1

Laexpresian U ={(n~1)S¥o" tiene disinbucion p-cuadrada con » — 1 grados de iibertad Como

$° es yna funcion ngal de U, su densidad puede ser obtenida a partir de la densidad de 12

Y& Relaciones con otras distribuciones

La disinoucion Ji-cuadrada se vincuta con las distribucion normal v F a fravés de transformaciones
multivanadas Con lz segunda guarda una relacion de ida y vuela, siendo por un lade una
distribucion timite. Por ofra parte, la distribucion j-cuadrada es un caso especial de la distribucién
gamma y, en censecuencia, de la distribucidn exponencial; con esta (lfiima [a relacién es reciproca.
Asimismo, ia distribucion ji-cuadrada satisface la propledad reproductiva. Siempre que sea

pertinente. en la verificacién de estas relaciones se hara uso de que [a ji-cuadrada es también una

gamma

1 Lz disiribucion p-cuadrada es un caso especial de la distribucion gamma [329]
2 ladistnhusion j-cuadrada satsface la propiedad reproductiva. [3.44] vy 3 44bis]
3. Ladstribucén fi-cuadrada es un casc espedial de la distribucién exponencial. {3.39]
4. La distribucidn exponencial es un caso especial de {a disinbucidn fi-cuadrada [3 45}
5 Lasuma de cuadrados de v.a1 normal estdndar se distnbuye j-cuadrada, (3.46]
5 Eicosente de dos v a1, fi-cuadrada divididas entre sus respectivos grados

de liertad tiene distribuctdn £ 3471
6. Ladistribucidn ji-cuadrada es una aproximacion para fa distribucidn de s, X,

cuando Xesunava F {3 481

2|z densidad de S? es

Fnoi (n-1)/2 1
n- _n i 2
_ 21 {n=3} 2,~n l)\IZG“ pars 0<y<em

|
L2067, I{n=1/2]"

Una prueba de este resuitado puede consultarse en Mood ef al [1974], pp. 243-245 Por su parte, Casella y Berger
11990), pp 221223 presentan una discusion al respecio
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La distribucion normal

& Definicidn

Se dice que X es una v.a. con distbucion normal con pardmetros 1 ¥ o~ s su f.d p. esta dada por

FolD) = fo(n oty = exp{—ff-"éﬂr para —w<x<w  [216]
' 2ro 207 |
donde —eo< <o y o> 0,
399
1 bl 1
- T

i-20 i u+lo

&)

FIGURA 2.18. F.a.p. nommal (8} con =0 y o= 1, (b} & vy & arbitrarics,

La densidad normal s una curva con forma de campana siméfrica airededor de 4. Los valores « v

&~ comesponden a fa media y a la varianza de X, respectivamente.
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% Sobre la nolacién. Para denofar que una va X se distnbuye normaimente con media u vy
varianza o, se escribe X ~ N(z.o”). En particular, si Z ~ N{0.1) se dice que Z es Una vanable
aleateria normal estander (véase Figura 2 78a) la densidad de la disfribucion normal

estandar esta dada por:

-2
f2(9= e para —oo<z<w

Existe también yna notacion especial para denotar la funcion de distribucion de una variable

gleatona normal estandar; a saber, se uiiliza ©{z) como simbolo para Tepresentar P{Z < 2}, es

O(z )—

: f
ol - 2]
J* K 2

£l &5 Algo de historia

En 1733 el matematicc francés Abraham de Moivre descubrid la distnbucién normal como resultade
de la aproxrnacion de las probabilidades asociadas con variables aleatonas binomiales cuando el
parametro bincmial » era grande. Posteriormente, este resultado fue extendide por ofros
matematicos comc Pierre Laplace, quien en 1774 estudié las propiedades mateméticas de fa
densidad normal. Actusimente ese resultado es el Teorema de Limite Central, el cual se préesenta

dentro del apartado sabre las aplicaciones de Ja distribucion normal.

Por un error historico®®, el descubrimienio de la distribucion normal e fue atnbuide a Gauss
{1777-1855) por haver sido €! primero en refenrse a ella en un documento escrito en 1809. Es por
ello que en ocasiones se hace referencia a esta distribucion como distribucidn Gaussiana. La funcion
fue estudiada en el siglo XIX por cientificos que observarcn que log errores de Ias medicicnes

seguian un patrén gue podia ser aproximado de manera cercana por una funcion que denominaron

4 Asi lo lfama Tsokos [1574].
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& Ejempios de aplicacion

Las propiedades matematicas Onicas de la densidad normal, asi come el hecho de que pueda ser
aplicada para modelar unzs muy amplia variedad de fendmenos aleatonios hacen que la distribucion
normal sea para muchos I2 funcion de probabilidad més importante. Cantidades tan disimiles como
ia altura d= un numano, |a velocidad en cualguier direccidn de una molécula de gas ¢ el emor
cometide al medr una cantidad fisica presentan un “comportamiento normal’”. Aungue son posos ios
fenbmenos gue obedecen de manera precisa la ley de probabilidad normal, ies leyes que en efecto
obedecen estos fendmeanos pueden, bajo ciertas condiciones, ser aproximadas cercanamante por la
densidad norma.. Como podra verificarse en Capitulo 3, algunas de lzs densidades que pueden ser
aproximadas por la densidad notmal bajo ciertas condiciones son la binomial, 12 Peisson, la gamma

y la heta.

Ejempio %2, A continuacion se oresenta un gjemplo practice de la densidad norma! relacionado con

calificaciones escolares.

Se considera qus un examsn escolar es adecuado —en el sentdo de que proporcliona una
calficacion valida 2 todos y cada uno de los alumnos— si los puniaies obienidos en la prueba
realizada pusden ser aproximades por una densidad normal; es decir, si la gréfica de frecuencias de
los punizjes tiene aproximadamente ia forma de campana de la densidad normal. Esto se justifica
considerando que se espera que en el centro se concentre la mayoria de las calificacionss, mientras
gue en las coles estén los extremos representados por aguélios que obtuvieron calificaciones no

aprobatonas {cola izquierda) y por aguélios que desarrollaron una prueba perfecta {cola derecha).

El examinador utiliza los puntgjes de fa prusbe para esfimar los parametros normales 12 y o2y
entonces asigna MB [muy bien) a aquelios cuyo puntaje es mayor que x4 + o; B [bien) a aquellos
cuyo puntaje esta entre 2 —o y p+ o, S (suficiente) 2 aquellos cuyo puntaje esta entre w26 y 1
—o, ¥y NA {no aprobd) a aguellos que obiuvieron un puniaje por debajo de x -2 . Bajp esios
criterios, interesa saber cudl es Iz distnbucién porcentual de los elumnos de acuerdo con sus

calificaciones.

%3 Ejerciio adaptado de Ross [1988), p. 167.
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PiX >, —pif s
t \,L+G'}_P{ = >1}:I—¢\(1)=_1587

Pl <X < gl e { X-p
mtol=Pig< pa <1 L—.Q)(]\)H@(G}:‘?Al.s

P{n—c<k’<#}:ﬁ{—1<x—“<o}

[«3
= @0} - d{-1) = 3413
" o 4 X—u 1
P{p-iv(_&{p*c}:})i—l<"—*ﬁ<—1j
o
= ${2) - (1) = .1359
X~—p

o

PX < p—2a)= P.{ < —2],) = H(--2) = 0223

J
Por lo tanfo, 16% de los aphcantes obtendra una calificacion M8 en ¢l examen, 68% una calificacién
B (34% caeraentre uy u+ o, y 3% en el intervalo de x—o a w); 14% una calificacion S, v 2% no

aprobaran.

El Teorema del Limite Central. Por ofra parte, el Tecrema delLimife Centrai constituye uno de los
dos resultados més importantes de la teoria de la probabilidad 0 En su forma mas simple, este
teorema proporciona una base fedrica para la observecion emplica que frecuentemente se
encuenira en 'a practica v que consiste en gue la suma de un nimero grande de veriables aleatonas

independientes tiene una distribucion aproximadamente normal.

St bien el teorema proporciona un método senciilc para calcular probebifidades apreximadas para
sumas de variables aleastonas independientes, ¢l Teorema de! Limite Centrel permite también
explicar &l hecho sobresaliente de que las frecuencias empiricas de muches poblaciones naturales
n forme de campana, es decir, normaies. En otras palabras, el Teorema dél Limite

Central da cuenta de lo frecuente que es 1a presencia de [z distribucion normal en la realidad

®Ross [1888] considera que &t otro resultado fundamental es 1a Ley fuerfe e Jos grandes ndmeros.
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Tecrema 2 16.1
Teorema delLimite Central 1

Sea X). X>.... una sucesion de variables aleatorias indspendientes e dénticamente disfribuidas

cada una con media 2 y vananza o”. Entonces la distribucion de

X +X, s +X, —-nu

g R

tiende a la normal estandar conforme » — o, Es decrr,

- —— re""a’x , conforme n-3» %\

Ross {1988] relata que fa primera version del Teorema def Limite Ceniral fue probada por DelMoivre
alrededor de 1733, para el ¢aso especial en gue X, son vanabies aleaforias independientss e
idénfrcamente distribuidas Bernoullt con parameiro p = 4. Posteriermente, Laplace generalizd esie
resultado pars cualguier p arbiiraria y descubrib la forma general del Teorema def Limite Central
prasentada amba. Sin embargo, su demosiracién no fue estrictamente rigurosa. Una demostracién
verdaderamente rigurosa del teorema fue presentada primero por el mateméatico ruso Liapounoff en
el periodo 1901-1802.%

B Existen varias versiones equivalentes def teorama def limite central La version que aqui se presenta es {a que
expone Ross {1988]. Una demostracion del teorema (que recume a resulfados miermedios de convergencia) puede
consultarse en el mismg texte de Ress [1988) (vease Ross, [1988), pp. 341-342). Ei gjemplo de aplicacion de! teorema
tamiwén fue adaptado de la misma fuente.

7 Dagala sumade » vaiid X, :

57 2] T =S ey Vel 378, ] B ptx, 1= 5 0% =

de donde £ t-Xl'L-——;‘J—(ﬂ:ﬁ €3 una variabls nomnal estandar (véase el aparfado 3< Propiedades).
&R
8 Exsten también teoremas dellimite central para cuando 12s X, son varisbles aleatonas independientes pero no
necesariamente idénticamente distnbuidas. Una versicn de eflos puede consuitarse en Ross [1888], p. 346.
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Elemplo de aplicacion deltecrema dellimite central. Un astrdnomo estd interesado en medir, en afies
luz, la distancia enfre su observatono y una esirella distante Aunque el astrdnomo dispone de una
técrica de medicion, & sabe gue, deido al cambio en ias condiciones atmosféncas y el error
normal, cada vez que realiza una medcion, no obtendra lz disfancia exacta, sing una mera
esfimacidn Ante elio, el astrénomo decide lievar a cabo una sene de mediciones y entonces utilizar
el promedio de ellag como ef valor estimado de la distancia real. Supeniendo que ios valores de esas
mediciones son vanabies aleatoras independientes e dénticamente distribuidas con media comin o
{la distancia real} y una varianza comiin de 4 afios luz, ;cuéntas mediciones tendria que realizer e
asironome para estar razonablemente seguro d& que su distancia estimada sea precisa hasia por

+0.5 afios wz?

Supenga gue el astronome decide realizar » ohservasiones, Si X, A5, ..., X, son las n mediciones

entonces, ¢el Teorema de Limite Central, se sigue que

iX{ - nd
A = S

n
2.0

tiene aproximadamente disiribucion normal estandar. Entonces

i

<Z, <.5°

NS

24, -
—d<5h=Pi-5."

l 2

Por tanto, si el astrénomo quisiera, par ejemplo, estar 95 por ciento seguro de que su valor estmado

es precisc hasta por 0.5 afios luz. &l debsré reaiizar n* medicicnes, donde #* es tal que

() ) e )
20 —— [~1=093 o @ =0975
Y :

y asi, de una tablz con probabilidades acumuladas pars la distribucion nomal estandar,

- %
—% =1.96, lo que equivale a decir que »* = 61.47. Come »#* no es un valor entero, &l deberd

reglizar 62 ghservaciones,
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Observe que el analisis antenior fue hecho bajp la suposicion de que Is aproxmacidn ncrmal s una
buena aproximacién cuando n = 62. La respuesta a la pregunta sobre qué ian grande debe ser »

para que la aproximacion sea adecuada depende de fa distribucion dg las X,

< Propiedades
« Aplicando ei criterio de la primera y segunda derivadas respecto 2 x a la expresion [2. 18], es
posible veriiicar que !a densidad nomal alcanza sumdximoenx =, yque u—c y 4+ o $on

puntos de infiexidn

» Todg variable aleatoria X ~ N(zLo”) puede estandarizarse —transformarse en una variable con
oistribucion normal esténdar— mediante 1a transformacion Z = (X — )/ (lo cual se verificara
en el Capitulo 3). De aqui que los valores de la funcidn de distnbucion de X' pueda expresarse

en terminos de B(z), como sigue:

Fy(x)=Pr<xl
=P[(X - o< (x- pd]
=Q{x - el

Debido a que gl integrando exp(—z) de @(z) no fiene una anfiderivada que pusda expresarse
de manerza explicita en términos de funciones elementales, no es posible calculsr Ja integral
directamente. Para evaiuaria s nacesario recurrir a métodos de aproximacion. Es por ello que

existen tablas de valores de 12 funcion de distribucidn nermal estandar.
« Otra propiedad fil de @(2) resulta ds la simstria de la densidad nomal:

O(—2)=1-D(2).
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% Sy Retaciones con otras distrbuciones

El Teorema del Limite Central muestra que, baywp condiciones relajadas, fa distribucidn normal puede
ser ullizada para sprowrmar una ampha vanedad de distribuciones en musstras grendes En este
sentido, deniro del esquema de Leemis, de todas y cada una de las distibuciones podria pariir una
linea punteada hasta la distribucién normal (o cual resultaria poco operatvo y ocastonaria una
safuracién del espacio). £n &l Capitulo 3 se presta atencidn a las relaciones de {a distribucién nomal
con la Poisson, 1a bmomial, fa gamma v 12 beta, que son 1as que se muestran aparecen en el
esquema. Ademas de ser una distribucion iimite, ia nomal se vincula de manera bilateral con las
distribucion lognorma! Asimismo, la distribucidn normal estandar se relaciona con las distribuciones
Cauchy eslandar y hcuadrada {pamma) mediante transformaciones particulares; y con la 1 de
Student como distribucién limite Por diiimo. se venficard que la distribucion normal satisface la
propiedad reproductiva, que la diferenciz de normales es normal v que puede pasarse de una

variable normal (1.0%) a una nommal esténdar y viceversa,

1. Una transformacién Imeal ge una v.2 normal es :ambién normal [3.15]
2. La distribucién normal safisface ia propiedad reproductiva. [3.18]. [3.16bis} y [3.17]
3 Ladiferencia de dos v.a.i normal tambign se distribuye normal, [3.18)
4, Todav.a normal (zo”) puede llevarse a Iz forma estandar, [3.19)
5, Toda v a. estandar pueds levarse a normal (4,67). [3.201
6. Ladistribucién normal es una aproximacion a la distnbucion binomial. [3.21]
7. Ladistribucién normal es una aproximacion a fa distribucion Poisson 322
8. Ladwtribucin normal es una aproximacion a la distribucidn gamma [323]
8. La distribucion normal es una aproximacion a la distnbucidn beta 13.24]
10 La disiribucién normaf estandar es una aproximacién a la distribucidn ¢ [3.25]
11 Elcuadrado de una v.a. normal estandar se distribuye gamma. {3.30)
12. La suma de cuadrados de v.z i..d normnal estandar se distnbuye ji-cuadrada [348]

13 El cociente de dos v.a i, normal esténdar se distribuye Cauchy estandar, [3.57]
14. Eliogantmo natural de una v.a. lognormal se distribuye normat, {364

15. La exponencial de una v.a nommal se distribuye lognormal. 365
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La distribucion t de Student

g Definicion
Se dice que una v.a. X tiene distribucion ¢ de Student o, simplemente, distribucién r con

parametro » sisu f.d.p. esta dada por

I

I" fik
fox)=filon)= j (nz}"

10

: 1
) si —o<x<oo

I(z) il+(x ! )}(" e

o u

[2.17]

€.0.C.

donde » esun nimero no negatva.

< Sobra (a notacidn: Se suele learque X tiene distribucion ¢ de Student con n grados ds liberfad,

lo cual se puede denotar como X ~ tin.

Distribucion Norma] Distribucién ¢ de Student
mp=0,g=1 5 n =3———~—
o= me—————e

FIGURA 2.13. Fd p. r de Student para distintos valores del parametlro n
comparada cor la {.d.p. normal estandar
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kw7 Algo de histore

La denvacion de distnbuciones de probabiiidad asociadas con Xy §° para muestras aleatorias de
poblaciones normales N(u,o %) es en algun sentido el pnmer paso en el andlisis estadistico En
particular, en la mayaria de los casos practicos la vanenza o es descononida. Asi, para tener una
idea de ia vanabildad de X (como una estmacion de ). es necesano estimar la vananza. El
primero en abardar esta cuestion fue W S Gosset, quien publicaba bajo el seudénime de ‘Student’,
a piincipios de 1900, &l trabajo de Student permitio obtener {o que hoy se conoce como la

distribucion 1,

#  Epmplos de aplcacion
La constryceion de pruebas e hipdtesis y de intervalos de confianza para ios valores esperados de

distribuciones normales son fas des aplicaciones mas fuertes de la distnbucion ¢

Ejemplo. Sea X, Xa...., X, &5 una muestra aleatoria de una poblacion normal N{ 7). Entonces
la distribucidn de

=) 1217.1)
AY

es r de Student con (» — 1) grados de hbertad # Esto no es dificil de verificar, una vez hechas
algunas manipulaciones Muitiphcando fa expresidn [2.17 1] por un 1 de la forma (Ve Y/ (/o) v

haciendo un ligero rearegio se obliene

n(X—p) (X-myla/n)
§ 8ot

E! numerador de la expresion antenor es ung variable aleatona normai estandar v ef denominador es

\-zj_] /(:z-lj, independiente del numerador. Por o fanto, la diskibucdn de [2.17.1} puede

encontrarse reselviende el problema simplificade de encontrar la distribucion de 7/ 7/; , donde

% Para mayor referencia sobre §2 vease el apariado sobre ia distnbucidn y-cuadrada St la vananza fusra
conaoida, entonces en la expresion anteror puede sustiturse ef valor de o ; y en esg caso «r(X - g)/ o tene

distribucion nomal estandar (véase el aparfade sobre la distnbucion normal) Precisamente, Student quien propuse fa
expresion fX 2} como afternativa para cuando la varianza es desconocida, comc sucede generalmente en la practica
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LU~ N1}, ¥V~ xl(p,, y L'y ¥ sonindspendientes, qus es precisamente la distibucién 1 de

Student.2

X Propiedades

¢ Ladistribucion r no tiene funcién generadora de momentos (al :gual que Ia distribucion Cauchy)
porgue no tiene momentas de todos o drdenes. De hecho, si se tienen p grados de ibertad,
SO0 existen p — 1 momentos. Asi, una varnable aleatoria 1, no tiens media, 7 no fiens

varianza, etcelera

s Si »>1,la media de |3 distribucidn 1 (E[X]) es 0. Tal es la primera condicidn que permite
establecer una similfud distribucién normal estandar (véase Figura 2.19), 1a cual se verifica ceda

vez mefor conforme &l parametro » trece

Y S Relaciones con otras distribucionss
La distribucidn ¢« de Student se vincula con lz distribucion F. Ademas, anfe las dos propiedades

revias. cabs 2-.orer una relacion de la distribucién ¢ con la normal estandar v con la Cauchy. En
p

efecio

1. La distribucién normal estandar es una aproximacion a fa distribucion ¢ 13.25]
2. Ladistribucion Cauchy astandar s ur ¢aso especial dg |a distribucion 1. 13.49]
3. Elcuadrado de una v.a. ¢ fiene disinbucion F. 13.50]

2 No se abundara mas en iz derivanidn de iz distibucién ¢ de Student. Sin embargo, este s un buen ejercicic de
manejc de una fransformacion gue invalucra de dos distribuciones distintas. Asi, es posible aplicar la técnica de la

transformacion considerando las funciones 1= u/ EG ¥ w=v. Casella y Berger presentan una exposicion clara de
esta derivacion (véase Casella y Berger {19907, p. 226).
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L a distribucion uniforme

s Deftnicion
Se dice que unav.a X tene disiribucion uniforme con parémetros @ y b sisu f.dp. estd dada
por

)] .
.mx):fx{x;a,b;:%:;; sioa<x<b [2.18]

0 c.0.C.

donde —o <, b <o,

<+ Sobre fa notacion: Una forma de abreviario es X ~ U{a,b), y ora forma de leerlo es "X se

distribuye uniformemente sobre el intervalo (o, )58

fix) e

=

o
'
P

ta} iby

FIGURAZ 20 Paravalores a y b arbitranos: (3} £.d p umiforme, (b} £.d a. uniforme

Esta distrbucion debe su nombre al hecho de que su densidad es uniforme o constante sobre el

ntervale (a,b).

.

< Cuando los vaiores de los parmetros son ¢ =0 y b =1 se dice que la distribucidn es

uniforme estandar.

% Para algunos auteres ef rango de la distribucion es el intervale cemado [a.b]. Por tratarse de una distrbucién
continua, esto no glera en ig absoluln & funcidn de densidad
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E2.& Algo de historiz

Johnson y Kotz {1970) consideran que, dado lo natural que resulta la distitucion uniforme,
probablemente ha sido ufilizada por mucho mas fiempo del que puede infenrse de los regisiros
escitos, como fos que proporcionan Bayes [1763] y Laplace [1812] acerca del uso de 1a distribucion.
Un inferes historico partcular s& vincula con la distribucion de la suma de variables aleatorias

independientes cada una con drstribuctdn uniforme

&  Ejemplos de aplicacion

La distribucian uniforma provee un modelo Otif para algunos fenémenos aleatorios. Por ejemplo, si se
conoce qua los valores de alguna variable aleatona X sblo pueden estar en un intervalo finito,
digamos ...nj, v i 58 supone gue cualesquiera dos subintervalos de [2.£] de igual longitud tienen
fa misma probabilidad de conterer g X, enlonces Y fiene una distribucion uniforme. Cuando s2
habla de un nimerc aleatorio del intervaic {C.1] se esta pensando en el valor de una vanahle
aleatoria uniformemente distribuida sobre &l intervalo [0,11. La simulacién de distibuciones se

realza precisamente mediante la generacidn de nimeros aleatorics

%< Propiedades

% Alser Fy(x)=P[X <x] ensimisma una funcion de Ja vanable alestoria X, es también una
vanable aleatoria (véase Capftuly 1) para la cual pueda encontrarse su distribucion. Si X es una

variable aleaforia continua, entonces Fiy (X} se distribuye uniforme estandar

Teorema 2.18.1
Fy{x) tizne distribucién uniforme estandar

St X es una variable aleatoria continua, entonces  Fy(X) sa disiribuye uniforme estandar,

Demostracion:
Considere ¥'= Fx(X). Sea Gy (y) = P[Y <] Entonces
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Gy = PIY syl = PIF: () 23]

= P[F,\'_l (Feld)) < F;(_l 53]/ (por ser ¥ contua existe ¥

=PX< R ()]
= Fy [F 7 o)
=¥

Dervandao (es decir, aplicando ef Teorema 7 2)

&=1 yel)

que corresponde g la f.d.p. de una vanable aleatona uniforme estandar

L & Relaciones con olras distribuciones

Toda vanable aleatoria uniforme (a, &) puede llevarse a ia forma uniforme estandar y viceversa Por

olro lado, la disinbucion uniforme se vincula con la distribuciones exponencial y tianguiar mediante

transformaciones. Ademas, la distribucion uniforme estandar es un caso especial de la distribugién

beta

1.

L

La fransformacion —a log X de una v a. uniforme estandar es exponencial,
La distribugidn uniforme estandar es un caso especial de la distribucién beta
Toda v 4. uniforme estandar puede levarse a unforme (g,b).

Una v 2. unforme {(a.b) es uniforme estandar cuande a=0y b=1.

La diferencia de dos v.a.t1.4. uniforme esténdar se tisinbuye iriangular.

3.42)
13.58]
1361
1352}
1383
]
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La distribucion Weibull

& Definicion
Se dice que X es una v a. con distrbucion Weibull con parametros o y £ sisu f.d.p. estd dada
or

,(lfa)*ﬂxﬁ'l -exp[—(l/a)*xﬁ ] si x>0

kO e.n.c.

S (x)=fylxa, By= [2.18]

donde o, 3> 0.5

FIGURA 2.21. F.d p Weibuli para e = 1 y distntos valores de £

El parémetro «res un parémetio de escala y Ses un pardmetro de forma.3® Como puede observarse
en la Figura 227, aungue la dersidad esté sesgada hacia la derecha esta asimefria se reduce

conforme el pardmetro 5 se incrementa.

57 Algunos autores definen esta distribucién en #minos de una dersidad con fres paraméiros' a, £> 0,y y= 0
(v&ase Tsokos [1972] y Ross [1988]); a saber, f{x;ex, B9 = (1/a)* Bx — P *exp[-(1/a)(x — ], donde x > ¥ Asi,
el formato aqui presantado cormesponds al caso especiat para y = 0. Seguramente, aquellos autores que ubfizan la
expresién biparaméinea no sdio lo hacen por simplicidad, sino también por ser recurrente en la practcs, espesiaimente
n la representacian de tiempos de vida. Cualquier ofra diferencia en {a presentacion de la densidad Werbull depende del
formato zdoptado para |a densidad exponencial

S El paramelo ¥ es un pardmelro de localizacion ¢ de umibral



Presentacion de 1as distnbuciones 115

iy Algo de historia

En 1951, el fisico suizo Walod: Weibull introdujo la distribucién que fieva su nombre en un articul
itufado °A statistical distnbution function of wide applicability” (Una funcién de distribucidn estadistica
de amplia aplicacion) como una funcidn de densidad aplicable a vanos fendmenos fisicos Weibull fa
hebia usado desde 1939 para representar la distribucidn de la fuerza interrupicra de algunos

materiales. Enia hieratura rusa se le conoce como la disinbucién Webuli-Gnedenko

& Ejemplos de apiicacicn

La distnbucion Weibuli es muy Gl en la “eoriz de (s confighiidad” v el contre! de calidad como
modelo de faliz. Es comin que resulfe adecuada cuando fas condiciones de "aieafoniedad estricts”
de la disiribucion exponenciai no se safisface. Su fiexibiidad para ser aplicada en un ndmero amptio
de problemas se justifica por su relacién con las densidades expenencial v Rayleigh, las cuales son

casos especiales de la densidad Weibuli, como se verificara en el Capitulo 3

Ejemplo: La densidad Weibull como un modelo de fafla. Lz confiabilidad se entiende como Ia
probabilidad de que un sisterna o un componente funcione adecuadaments por un periode de tiempo
deseado s! las condiciones de operacion requeridas se satisfacen. Es decir, la confiabiidad es la
probablidad de que un sistema dado no faliarg en su funcionariento por un intervalo de tiempo

definido La distnbucidn Weibull es muy Ofil para modelar funciones de rfesgo

La funcion de riesgo. Suponga que la variable aleatona 7 es el iempo de vida de un objeto. La
funcidn de nesgo {hazard rate function), kr{6), asociada con la varable aleatoria T se define como
PlisT<r+6 Tz1

()= Jim "0

Por lo tanto, se puede interpretar & %7 (7) como !a razon de cambio de 1z probabilidad de que &
objeic sobreviva un periodo de tiempo muy peguefio después del tiempo £ dade gue obigio

schrevive hiasta el fiempo ¢. Cuando 7 es una vanable aleatoria confinua, entonces

hr(f):

S 4 _F
)
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Se puede demostrar que Iz funcion de riesgo determinz de manera dnica fa distnbucién de T, en

tanto que parmite obtener la funcion de distribucion Fr {y en consecuencia la densidad de 7, 77 (1)

La funcion de confiabiliday. Al denominader 1 — F, (¢} de la funcin de riesgo se le conoce como fa
funcién de cenfiabifidad (refizbfify funchton) de un sistema al fempe ¢ y puede ser denotada como
R(D.

Cuando se habla de un sistema, puede iratarse de un sistema muy complejo constituido por varios
subsistemas que se distinguen como componentes Para calcular ta probabilidad de sobrevivencia
de tal sistema se requiere conocer el comportamiento de la confiabildad de cada une de esos
compongntes. Al iniciar un estudio confiabilidad, la pnmera pregunta que debe hacerse es: ;jouai es
la funcién de densidad de probabilidad qus mejor describe el compertamiente de los tiempos
aleatorios en los que falla el sistema? Precisaments, la densidad Weibul! es aplicable como una
funcidn de falla cuande e! sistema en estudio consiste de mas de un componente y cuando la falla se

debe al mas serio dafecto de una serie grande de defecios que pudieran presentarse en el sistema.

Mediante la eleccién apropiada de {os pardmetros de la densidad Weibull, es posible estudiar la
confiabiidad da sistemas complejos cuyas funciones de falla sean crecientes, decrecientes o

constantes. La funcion de confiabifidad para una razén de falla Weibull es
s f‘g N

R() =expL——~ | paa a@p>0,:20
o |
7

¥, por ende, la funcién de nesgo es

hor) = Lo . para  af> 0%
o

a-70%)
v 4

% Para la exprasion in-paramétnca de ia densidad Welbull (2,87 R(1} = cxp[— J parao; f>0yitzy

B

y hr()= ;(t-r)ﬁ'I para a, B> 90,y = 0.



Presentacion de las distnbuciones 117

For ofra parte, esta distribucidn ofrece una aproximacion muy cercana a la disinbucidn normal para
cierfos valores de los pardmetros Por ejemplo, s ha encontrado que ambas son practicamente
idénticas para e = 1, f~ 3.2589 de la densidad Werbull, y para w2 = 0 8964 y ol =0.0924 de la

densidad normal (véase Figura 2.22),

/
/
s // Distribucién Weibuil
(@=1, f=3.2589)
T FEERY 15 20 *

FIGURA 2.22 Comparacidn entre una densidad Weibull y una normal

U & Relaciones con ofras distribuciones
Como va se menciond, la flexibiidad de ta densidad Weibull para ser apiicada a un gran numero de
problemas se justifica por su refacién con fas densidades exponencial y Rayleigh, las cuales son

cas0s especiales ésta

1 Ladistnbucidn exponencial es un casc especial de fe distribucion Weibull {332
2 Latransformacion X ' de una v.a. exponencial se distribuye Welbull 3.38]
3. Laversfomacion X7 de una v.a. Weibull se distribuye exponencial. 13.39)
4 Ladisinbucion Rayleigh es un caso especial de ia distribucién Weibull. [3.67]
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Otras distribuciones univariadas continuas

La distribucidn arcoseno

&~ Definigion

Sedice qus una v.a. X tene disfrAbucion arcoseno sisufdp estd dada por

1
Fr(®) =3 7ix(1-0))"
0

sl O<x<l [2.20}

€.0.C.

35 -

[

s
L

fiey

o] x
4 01 02 03 04 05 06 07 08 09 |

FIGURA 2 23 F.d.p. arcoseno (compare conla Figura 2§ para a= b= %)

Esta distnbucion debe su nombre a que la funcién de disirbucion asosizdz 2 j2.20) es

Fy(xy=Pl¥<x]={2/m)sen”* - x.

< Ejemplos de aplicacion

Ejemplc. La distribucion arcoseno surge de manera inferesante en (a tecria de las “caminatas
aleatorias”. Suponga que una particula se mueve a o largo de ia recta real con pasos de longitud
unitaria, empezando desde e! cero, siendo jgualmente probable dar un paso hacia la derecha
{crecignte) o hacia la izquierda (decreciente). Sea T., 12 variable algatoria que dencta el nimerg de
veces en los primeres 2n pasos para fas cliales el punto es an el infervalo 0 & 2» inclusive en 2

momento de concluir un paso. Enfonces
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2K 2280,
PIT,, =2k} = 2 k=01, .n
L N A

Larazon Ts, /{2n) puede ser interpretada como la *fraccidn de tiempo transcumda en la parte
posttiva de la recta real” Conforme » — oo, la distribucion limite de 73, /(2k) €5 la disiribucion

aACOSEND, 8s decir,

PiT, =2k -0 g = (2 m)sen A x
in{zui ]}EL() @/mysen™

%% Relaciones con ofras distribucionss

e La distribucién arcosenc es un caso especial de la distribucién befa. {3 58]

Lz distribucion Laplace

& Definicion
Sedice que unav.a. X tiene distribucitn Laplace © doble exponencial con pardmevros o, vy @

si su f.d.p. esté dada por

i, + a3l ™™ si 220
1[1/(al+a2)]”2 si x<0

FeX)= frxo,a,)= {2.21]

donde &, o > 0.
% Para esta distriblicidn se considera pertinente presentar en primer planc la comparacién enfre
las expresiones que utilizan distintos aufores, ya que, a pnmera vista, ningung de los fexios

consultados coincide con fa expresion [2.21] que presenta Leemis en su artloulo

o Casella y Berger [199Q] presenian también una expresidn biparamétnca de {a densidad doble

exponencial f{x;z,c) como
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fﬂx;,u.o*):alm-e'x"""’ para -wmey<w, -—LLy<®o, o >0 2.21
tey

Cabe recordar gue Casella y Berger utiizan la misma expresion de Leemis para la densidad
exponencial {f{x; 4) = V/2*expl-x/2]) Sin embargo, aunque Mood ef al [1974] presentan la
expresion aliemativa (f(x; o) = A7expl-7Ax]) tamben utilizan a expresién [2.217 para definir la

densidad Laplace ¢ dobls exponencial.

Siss "~z n =@ = « enlz expresion [2.21] de Leemis se obfiene la densidad Laplace como
1z definen, Casella y Berger y Mood ef &f en [2.217 con parémefros 4= 0 v & = o Como la
condicién es que o > 0 se valida que & ¥ ., $ON Mayores que cero, como se habia

pstaciecid. 8

» Ross [1988] presenta una expresion uniparamétrica fi(x;A) para la densidad { aplaciana’
f-(-(x;).)=%ﬂ,-e_zI para ~oc<x<w, A2( 2219

Censiderando que Ross ufiliza ia expresion f(x: 2) = 2=exp[-4x], parax > 0y 2> 0, en lugar
de f(x; 2) = UA*exp[—x/1] . tambiénparax >0 y A > 0, como lo haria Lesmis, puede
decirse que la expresitn [2.21] se corresponde con Iz expresién [2.21") tomando también A = .

*

Par io tanto, la expresién [2.21] define una densidad Laplace o doble exponencial con media
cero {y en ese senfido puede verse como un casc particular de [2.217 y {221 cuya
construccidn involucra dos variables aleatorias exponenciales con parametros o ¥ @ (v en
este olro sentido puede verse como un caso mas general] Sobre ia relacidn entre (2s
distribuciones exponencial y doble expenencial se habla a continuacion.

8 £n su articuio, Lesms ne aclara del todo Ios rangos de los parametros.
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vl

X
a3
- apFa; =1
z 023
—_— ___ ——— e T
3 3 I 0 i 2 3

FIGURA 2 24 Fdp Laplace o doble exponencial para distintos valores de o= oy = &

3< Propiedades

o Casella y Berger 11990] expresan que la distnbucion doble exponencial se obtiene reflejande la

distribucion exponencial con respecto a su media

= Bao la expresidn [2.217), la dobie exponencial provee una distribucion simétnca con colas
gruesas {mucho mas gruesas que aguelias de ia normal), pero retiene todavia todos sus
romentos, de hecho E[X] = x y Var(X] =20".

o La distribucidn doble exponencial no tiene forma de campana; de hecho tiene un pico {o, més
formalmemente, un punte en el que no es derivable) en x = 2 Al tratar analificaments con esta
distibucién es importante recordar este punte. B signo de valor absoluto puede ocesionar

problemas alintegrar; es mejor dividrr ia infegran an regiones alrededar de x = .

%% Relaciones con otras distribuciones
1. Ladiferenciade dos v.ai. expenencial se distibuye LaPlace. 1240
2 Elvaior absolufo de una v.a LaPlage se distiibuye exponencial. 1341
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La distribucién fognormal

& Definicion

Se dice que X es una v.a. con distribucion lognormal con parametres ¢ ¥ o st su fd.p. esté dada

por
| 1 (log, x~ ) | .
- 2 = - o> 0 .
Jr\'(x)=f_\ (x; ‘U’U‘)=%x,21‘1'0' Exp{ o } 5l x> E2.22]°1
10 e.0.c.

donde ~c< y<w y o> 0.

FIGURA 2.25. F.d p. lognomal para distinios valores de o y o

% Relaciones con ofras distribuciones

i.a distribucion lognormal recibe su nombre del hecho de que ! logantmo natural de una variabie
aleatoria con esia disiribucién se distribuye nommat (Nofa: NO se esta diciendo que la distribucion
lognormai se obfenga de aplicar el logaritmo nafuraf a una vanable aleatora normal). Por ofro fade,
como el logarimo de un producio es la suma de ios logaritmos, (a distribucion lognormal

implicitamente satisface la propiedad reproductiva. Asi, en el Capitulo 3 se verificara que:

5 Esta expresitn no es la que presenia Leemis en su articuio. Se optd por elia porque es la que se presenta en la
literatura revisada y ademas porque es |z que resulta conveniente para demostrar la relacidn que guarda con ia
distribucion normal. Leemis define la distnbucion jognosmal como:

L el lmelx/a)’
fx(x)=fx(x;a,ﬁ2)= X_w?‘,é p 2

0 en.c.

si x>0
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1. Ellogantmo natural de una v.a. lognormal sg distnbuye normai, 264
2 Laexponancial de ung v a normal se distnbuye fognommal (3 659]
3 Elproductc de vaiid condistnbucion legnormal es iambién lognormal [3 66]

=

La distribucion Rayleigh

& Definicion

Se dice gue X o5 una v.a. con distrbucién Rayleigh con parametro o sisufdp esta dada por

2x -x o - 0
Frlx)= fylma)=4 g © BoF [2.23]
X X o
0 £.0.¢

para o> 0.2

FIGURA 2.26 F.d.p Rayleigh para dishnfos valores de o

&2 L a distribucion Rayleigh es ofra de las distribuciones cuya presentacion difiere en la hteratura En algunas fuentes el
formato de la f.d.p Rayleigh depende del formato adoptado pars lafd p exponencigl; de tal suerte que si el parémefro o
s maneja en 1Ermnos de st nverso (Ta*expl—x/ o)), a denswad Raylegh esta dada pof fx,q) = x/etexp[-x42al,
de dende se infiere que Casella y Berger [1990] presentan el caso parficular para o = 1. En cambio, si el maneo dsl
parémefro ¢ se hace de manera directa {e*expi—ax]) entonces iz densidad Rayieigh se presenta como F(x;a) =
cox*expl—ax'/2], come fo hace Ross [1988] Sin embargo, Mood &f af ~pese a considerar tamién este (lfimo formato
de la densidad exponencial- la definen come f (x;a) = (17 “w*exp[~Y(x/c}’], x > 0y @ > 0 Por su parte,
Mendenhall ef al. (1986}, ast como Tsokos [1972] comeiden con Leemus en cuanto al formate de la densidad Rayleigh
{asi como en el formato de 12 densidad exponencial). Come se vesificard al momento de abordar la relacion entre las
distrtbuciones expenencial y Rayleigh, las vanaciones dependen de la fransformacion considerada
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s Eemplos de aplcasion

Ejempio. Un problema que permute derivar esta distribucion y darle una interpretacion es el siguienie.
Para localizar un chjeto en el plano xy, se defermina su distancia al origen mediante la formula de
Pitagoras r =x* + )", donde x y y son las coordenadas rectangulares {x.y) del objeto de interés. Si
se considera este objeto como un punto aleatorio en el plano (X)¥), v si se sugone gque les

coordenadas rectangulares X'y ¥ son v.a nomales con parametros =0y o = /2, entonces

R= 7+ ¥ tiene distnbucion Rayleigh.

Ejemplo. La distribucidn Rayleigh es imporiante en la feoria del somdo y sive ademés como modelo
del tiempo de vida de un articulo (aigun componente electronico, por eiemplo) Esta Gitima aplicacion
se Inserta dentro de la teorfa de Iz confiabilidad. Asi, ia distribucion Rayleigh, como caso especial
que es de |z distribucion Weibull, al igual que la distribucion exponencial, es Otil para modelar

funciones de riesgo 82

A continuacion se ilustra como se obtiene [a funcidn de distribucion Fr a partir de la funcidn de

riesgo A-(r). Considere que una vaniable aieaforia 7" tiene una funcidn de nesgo linzal,
h]’(t) =g+ b!,
entonces su funcion de distnbucion esta dada por:

Fr()=1-exp [~ar-b7/2], 120

Calculando fa derivada de esta expresion se cbtiene que la dznsidad de T (véase Teorema 1.2 del
Capitulo 1)

Frh=(a+bn* exp [-ar-dr72], 20

Cuande a =0 y b =2/, ia2expresion anterior comesponde 2 1a funcitn de densidad Rayleigh.

83 Para mayor referencia sobre (a Borfa de ia conflabimad, funciones de rissgo y modeips de faia puede consultar los
Ejemnplos de aplicacidn dentro del apartado de la distribucion Weubull
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% % Relaciones con ofras distnbuciones
La distribucion Rayleigh se vincula de manera bilateral con fa distrbucidn exponencial mediante

transformaciones Ademds, es un caso especial de la distribucion Weibull

1. Laralz cuadrada deuna v.a exponencial se distribuye Rayleigh {3.36]
2 Elcuadrado de una v a. Rayleigh se distnbuye exponencial. [3.37]
3 Ladistribucion Rayleigh es un caso especial de ia distribucidn Weibull [3.67]

B

La distribucion triangular

& Definicion

Sedice que upava. X tiene distribucidn frangular sisu f.d.p. esta dada por

[I+x st -l<x<{
fe®={l-x s 0=x<I [2.24] 5
iO £.0.
[ x)

FIGURA 2 27. F d p tnangular

8 Esta es la expresion presentada por Leemis Es una distribucion nada comin en la leratura Johnson y Kotz [1870]
presentan oiras densidades triangulares dentro de su apartado sobre la distnbucién unforme [Véase Johnson v Kotz
{1970}-2.p 64)
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Como puede observarse, esia disinbucién debe su nombre z fa forma de su funcidn de densidad La
expresion {2.24] es la que presenta Leemis en su articulo Sblp se encontrd referencia a la
distipucion triangular en Johnson y Kotz [1970]. Estos autores presentan ofras densidades

triangulares dentro de su parfado sobre fa distnbucién uniforme

U <% Relaciones con ofres distribuciones

= | adiferencia de dos v.a.iid. uniforme estandar se distribuye triangular. [3.83]

En &l capitulo siguiente se verificaran todas y cada una de las relaciones gnire las distribuciones
expuestas aqui, de acuerdo al orden asignado por el nimero entre corchetes. Como se verd, cada

una de las relacionas se describe con mayor detalle.
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RELACIONES ENTRE LAS DISTRIBUCIONES

En este capilulo se presentan a detalie 68 relaciones entre las distribuciones introducidas en el
capitulo previo, las cuales fueron enumeradas al finalizar la exposicién de cada distribucian; 12 de
estas relaciones no se encontraban en el esquema criginal de Leemis, sino que fueron incorporadas
a lo largo del desarrollo de este trabajo Este es un capitulo préstico v sintético se aboca a venficar
tedas vy cada unas de las relaciones aplicando los resultados expuestos en el Capitufo 1, y haciendo
uso de ia mformacién sobre ias distribuciones que se presentd en €l Capitulo 2 Asi, $e recogen aqui
las tres iécnicas expuestas en &l Capliulo 1, asi como el Teorema delLimite Central presentado en el
Capitute 2 {dentro de la seccidn de La distribucion normal).

La técmca de la fransformacion abarca los Resultados 17 a 1.8, para el casc Univanado, y el
Teorema 1.8 para el caso bivanado, & partir del cual puede obtenerse una densidad marginal. La
técnica de la funcién de distribucion esté presente en los Resuffados 1.6 a 1.17 {y recuerde que esta
presente también como un insumo de Ia técnica de la fransformacion), pero agqut no se utilizan todos
elios, La técnica de la funcion generadora de momentos se aplica mediante ¢l Resulfade 1.18
cuando se tiene gue ver con la suma de variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas ¢ bajo una misma distribucion con parametros distintes. El Teorema de Limite Central se
utiliza para verificar las aproximaciones de distintas distribuciones a la distribucidn normal

Asimismo, para probar alglnas de las relaciones se hace uso de relaciones verificadas previamente
0 a verificar mas adelante, lo cual refigja ia intemetacdn qus exste entre las distribucionss Ademas,
en una buena pare de los casos la aplicacidon de cada técnica va acompanada de “trucos” y
desarrcllos algebraicos que requieren de un poco de paciencia para seguirse. También es recurrente
&l uso de varias propledades de {a funcion gamma (véase ANEXD 1 6)

El orden de presentacién de |as 68 relaciones responde a un critetio de blogques Se verifican primero
las relaciones entre las disinbuciones discretas, para después pasar a los casos conlinuos, A su vaz,
dentro de los bioques discreto ¥ continuo se ehigieron distribuciones a manera de “ceniros” en torne 3
los cuales se vinculan fas ofras distribuciones. Asi, se abriercn 14 secciones: 4 cuyo centro es una
distribucion discrets; 8 cuyo centro es una distnbucién confinua; v 2 que concentran “otras
relaciones” que por cuestiones de secuencia Se considerd conveniente ajslar. Puesto que foda
relacion consta de una distribucion “origen”, una distibucion “desting” y un conjunto de condiciones
que las vinculan, en general, se procurd que cada relacion quedara dentro de la seccion de la
distribucidn “destino”. Al final de cada apartado se especifica la ubicacion de todas aquelias otras
relaciones gue involucran fambién a la distnbucion en cuestion, pero que estan en otra seceion,
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RELACIONES CON LA DISTRIBUCION BINOMIAL

[3.4]
F |
Binomial (1. p) = Bernoulli {p) ]
“Una v.a. con distribucion binomial (1, p) es una Bernoul!li (p)”
(“La distribucion Bernoulli (p) es ur caso especial
de la distribucion binomial (n, p) cuando n = 17)
Demostracion:.

Sea X ~ binomial (r, p). Basta susiitur directamenie el valer » = 1 &n la 7.d.p binomial (i, p) ¥

. . 3y .
observar gue {lJ sdlo tiene sentido para x =00 1, y que en ambos casos {1 J: 1. Asi
x X

1
)p‘(l—p)"‘ . x=0.1
x

=7 (I:Lp):L

=p'(1-p~

qus corresponde a la f.d.p. Bemoulli (p).

Ctra forma de obtener esie resultado es mediante la funcién generadora de momentos, como sigue.

La funcitn generadora de momenios de una variable aleatoria X con disiribucion binomial (2, ) es:

M (H=(g+pe')", donde g=1-p,

Cuando » = 1 la expresion anterior queda como A ()=(g+ pe’) que es |z funcion
generzdora de momentos de una variable gleatoria con distribucidn Bemoulli (p).

*e
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3.2]

f b

| |

! Y Bemoulhi{p) ~ Binomial (n. p) }

| u

u‘ .l

“La suma de n v.a.iid Bernoulli (p) se distribuye bingmial (n, p}”

Demostracion

Sean X, Xy, ..., X, valid. Bemoulii (p), Definase ¥ = ZX., . Como cada X, solo puede fomar

s=1
valores 0 0 1, entonces la nueva vanable aleatoria I’ puede tomar los valotes y=0. 1, ... n

Aplicande l& Técmca de la funcion generadora de momenios via el Resulfada? 18

My =TTM, 0
=1

:r{(fﬁpe’)

1=}

={g+ pe')" {va que la expresion {g+ pe’) no depende de 1)
que corresponde a la funcién generadora de momentos de una variable aleatoria binomial (s, p)
No es difici apreciar la valia de la apiicacidn del Resuffado? 78 en este caso Basta

calcular P[Y=y] a pie para n=2; esdecr, P[X, +X; =] Para gilo, observe que e

evento LX;+.X; =y} puede escnbirse como la wmoén de los svenios gjenos {X, =k K=y -k},

" Interesan Ios valores de X, perz los cuales su fdp, f v (x}, es posiiva ya que con ellos se determinan los
valores de ia nueva vanable aleatoria ¥ paraios cuales fy (x) también es positva, es decrr el rango de ¥
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para 0 <k < y. Como cada X, es Bermnoulli (p), ¥ puede tomar los valores y = 0. 1, 2 Ademas,

como X, vy X, son indepsndientes entonces:

Para y=0 PLX, + X =0]=PX,=0.X,=0)

= P[X,=0]-P[X.= 0]

={1-pHi-p)

={1-p)° 3.2 1]
Parz =1 PIX,+ X =11=PX,=0,X=1]+P[X,=1.X%=0]

=PLX,=0]PX; =11+ P[X, = 1]P[X:= 0]
=p{l-py+p(l-pyp

=201 -} [3.2.10)
Paa y=2 P - X=2]=PX =1X=1]

= Plx, = 11P[%=1]

=pp [(3.2.1¢]
Para y=0.1.2 PLX, +X.=y]=0 {3.2.1d]

Los resultados [3.2.1a] a 13.2 id] pueden resumirse mediante la expresion:

PIX, +X,=y]= @Pz{l—p)” si y=0,1,2

=0 &.0. .

que comesponde a una f.d p. binomial (2, p)

Asi, tomando como base el desatrolio antenor y aplicando un proceso de induccion sobre n se
podria probar también la refacidn 13.2]. Resulia més sencillo aplicar [a Técnica de fa funcidn
generadora de momentos (;o no?).

*e
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= Relaciones de Ia distribucién binomial con efla misma

[3.3]
w\f
|
I "
| ZBmomial(rz, p) ~ Binomial (mn, p) |
! .
i
i
/
i
“La suma de m v.a.iid binomial (n, p) se distribuye también binomict (imn, gy
(La distribucion binomial satisface la propiedad reproductiva)
Demostracion

Sean X, Xo ... X, varid binomal (. p). Definase ¥ = ZX Observe que |a nueva variable

1=l
gleatoriz ¥ puede fomar los valcres y = 0, 1. ..., mn Aplicando fa Técnica de fa funcitn

generadora de momentos via el Resultado?.18.

M (=] 1M.

=]
=T (g+pe'y
=1
= 'L(‘f + pe' )”]m {ya que la expresion {g + pe’}" no depende de 1)

=(g+pe' Y™

que corresponde & la funcidn generadora de momentos ¢e una variable aleatoria binomial (mn, p).

¢

La relacion [3.3] puede generalizarse 2 m v.aiid binomial {n, p). como se expresz en [3.3bis],

que pusde demostrarse también medianie fa Técnica de ja funcidn generadora de momentos
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[3.3 bis]

3" Binomial( , p) ~ Binomial (zn p}
] o=l

“La suma de m vaild binomial con parametro r,,i=1,2, .., m, y pardmeiro comtin p

se distribuye también binomial con parémetro la suma de los n, y pardmetro p*»
Demostracion

My(ry=T]My @)

1=1
= H(q+ pet )
=1

={g+pe' )" (g+pe' ) (g+ pe' )"

m
n;

i=t
=(g+pe’)

gue cortesponde a la funcidn generadora de momenios de una variable aleatoria binomial {2 . pj
=]

+

Una forma de interpretar este resuitado es considerar a cada X, como el nimero de éxiios

obtenidos en n, ensayos? Asi, X, +X,+... - X, serd el nimero de éxitos obtenidos en

Ry T H; T ... v, SRSAYOS.

{.a demostracidn de |3.3b4s] puede hacerse a pie siguiendo un razonamiento similar a aquel descrito
en la segunda pare de la verdficacion de 1z relacion [3.2], y usando la relacion

{”1 * "3}= Z(’:][ ”ZJ . para el caso de m =2, en &l procedimiento de induccidn que requiere
¥ k=o\ ¥

seguirse.

2 \Vease Ejemplos de aplicacion dentro del apartado dedicado a la disinbucidn binormial para mejor comprension de
este contexto,
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o La distribucién binomial como distribucién limite

13.4]

=y

m H

P=—, By —rw@

|[ Hipergeométrica (i . 1y, ;) ——Zie——— Binomial (#,, p) “
i

“La distribucion biromial {1, p} puede utilizarse como
una aproximacion de la distribucicn hipergeométrica {#,, ., i)

cuande p=n/n, v n; es suficientemente grande”

Demostracion Con el fin de propercionar después una interpretacion de este resuftado dentro del
contexto de! control de calidac {vease Ejemplos de aplicacion de ia seccion 2.5), se considerara que

m=D.n,=ny m=N

Sea X una va hipergeoméirica (D, », N). Definase p = D/N (proporcion de articulos
defectuosos en el lote), entonces D=Np Asl, lafdp. de X ests dada por:

!” A‘p\( Np
o= fo(e, D Ny= 5 )F-N’%TXJ ) x=0,1....min(D.n)

L)
(Np)! V=Nt
_ (Np-xlx (V- 2p) = (= x)]i(n= %)
AN
(N rz)_f-;a-?
:g\f;;?)ln. (/\p)‘ o (E\/ ]\fpr)‘__
N (Np-x)ix! (N = Np)—(n-x)]l(n—x)!
Reagrupando
fexDay= TG =Mt (Ve

(n-x)ix! (Np—x}! [(N-Np)-(r—-x)]! NI 341

Con &' fin de simpificar se procedera a desamroliar los (itimos tres factores de la expresian [3.4.1]
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Para el segundo factor ohserve que

X - tdrminas

r——“—*—‘———_‘_h—‘__—__hj
(Np)!_ Np(Np=D)(4p=2)...(Np = ()} (p -2

(Ap—x)! (Np ~ x)!
=Mp(Ap-D{Np -2 .. (Np-(x-1)
= Ap[N(p— DN - 3).. Mp—“n—h"r[(p— ) 342
Analogameante para el tercerfactor‘ (A=)~ términas
B : N———ﬂ_"’—"—\
o eap (}\ - NpY(N = Np=1)(N = Np =2)... (N = Np—(n—x = 1)) (N = Ap — (n -
N -Np)=(n-x)]! (N ~Np—(n-x)!

=(N = Np)(N = Np - 1) (N = Np-2)...(N = Np—(n—x -1}
= {IN0- PN ) =SB V= 2= 203 N0 - )= o)

n=x~1

=N IliG-p)- 1) 343
De manera mas inmediata para ! cuarto factor.
(N-m!_ (N-mt
ANl F\(’\~1)(f\-2) AN —(ﬂ 1))(?\’—@‘
1 1 1

’\' N (1 - NNVA - 2. [V(l’ ”_)] 1—11 N{l—%) - N”ﬁ(l -4) 344

Recogiendo los resultados [3 4.2}, {3.4.3] vy [3.4.4] y reagrupando se tiene que:

n b n=x x_Y(P"’) "‘1{0 -<
f'(x_D_n’N}:(J wa\: k_H ”H -p)
fn-1

=0

Se esta ya en condiciones ds obfener lim £, (x;D,n M), lo cual se haré calculends 1im  de cada
N—reo N

uno de los cuatro factores de esta Gltima expresion. Asi.

. PEL [:} = [:j {ya que este factor no depends de A} {3.4.5
* EIE}QH(P” \)~ﬁhm( ﬁp = [348]
T - N 347

}1}.11 H[(I P)“—] nhm [d- P)‘A]:‘»H(]ﬁp) :(l—p)"“ : )
n—l =0 [348]

hm HNU—*) =1
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Finalmente, reuniendo los resuitados [3 4.5] a [3 4.8} se obtiene
. ny -
lim fA(x: Do, Ny=| p*(1~-p)
AT x)
que correspande 2 la fd.o binoma! (s, ) Porfotanto, para & grande v p=D/N
i /AT .
Fi(x D N) z( Jp‘(i -7, x=01L2... n
I\X
&

Una forma de interpretar el resultado anterior es ia siguiente. Considere iz aplicacion vinculada con
el control de calidad para la distribucidn hipergeométrica que se expuso en & capitulo 23 Por iz
naturaleza del expenmento, cbserve que fa extraccion de ia muestra de tamafic n se efectia sm
reemplazo. Asi, la probabiidad de seleccionar un articule defectuase varia {disminuye de hecho) de

una exiraccion a otra, siende esta probabilidad »—+1,_,,, para el i-ésimo arijcuio defectuoso que se

meorpora a la mueske, L €i< .

Por otra parte, se puede pensar €l mismo contexto en términos de [a distribueion binomial. Para ells
considere que seleccionar un articulo defectuoso representa un éxito. Al i seleccionando los
articulos del lote se ira integrando una muestra. Observe que {y he aqui la ciave) que en el contexto
de la distribucion binomial 1a seleccion de la muestra es con reempiazo, porque la probabilidad dz
seleccionar un articulo defectuoso pemanese consfante de una exiractitn a ofra siempre es p Mas

atn, en este caso, esa probabilidad s la proporaidn de articuies defectuosos eneliote », 4

La relacidn [3.4] expresa que cuando el tamafo de Iz muesira (n) es suficientemente grande, 1a
probabifidad de seleccionar un articulo defectuose dentro de la muestra de tamafio » es la mirsma.
ndependientemente del esquema de muestreo que se aplique; es decir, ya sea con reemplazo
{disinbucién binomiad) o sin reemplazo (distribucion hipergeométrica)

$ 9

3 Véase Ejemplos de apficacion dentro de la session dedicada a la distnbucion hipergenmataca en & Capiiuls 2
{seccion 2 5)

4 Piense en términog de la probebitidad clasica casos favorables (nimero de articulos defectuosos, O entre casos
totales (niimero de articulos en el iote, &)
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£3.9]

i
p= L he=mm

Beta-binomial {»,, n,. #;) —~————» Binomial (7. p) t
|

“La distribucion binomial (n,, p) puede utilizarse como
una aproximacion de la distribucién bete-binomial (;, 1, ;)

cuendo p=mfn; y n, essuficientemente grande”

La demaostracitn de esta relacion esta pendiente. Desarrollando cata una de las combinatorias en la

expresion de fa densidad befa-binomial se obiiene.

(nl-x—lwnlﬂLns—x—l
J -
Fox) = fom o, i) =0 S W x=01....n,
(ni—n: +n~1)
\ n, J]
L oml bytmexe D Gnpex)l (n(p)-D)
(7 —x)ix! (n, —1)! (np=1t (m{p+1D+n -1

de donde puede identificarse ("1} como primer término. Es posible realizar un desarrolle simitar al
i X

de la demostracion de 'a relacion [3.4] sin embargo la dificuliad para flegar 2 la expresion de la
densidad biromial redica en que se fieng el término (1 + p), en lugar de (1~ p).
&

+ Qfras relaciones con la distribucién binomial

Véase fambién [ 3.7] en la seccion Refaciones con la disfribucion Poissen.

Véase también [3.21] en ia seccion Refaciones con fa distribucidn normal.
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RELACIONES CON LA DISTRIBUCION PoISSON

e Relaciones de [z distribucién Poisson con ella misma

[3.6]
| |
!‘ > Posson (4} ~ Poisson (n/) “
| ,ﬁ.
“La suma de n v.aild Poisson (u) se distribuye también Poisson (n)”
{La distribucion Polsson satisface ia propiedad reproductiva)
Demostracion

Sean X, X, .. . X, vaud Posson (uy Definase Y:i)(, . Como lafdp. de cada X, es

1=]
postiva para los valores x, = 0, 1, 2, .., &l rango de la nueva vanable aleatoria Y estd
conformado también por los valores y =0, 1, 2. .. . Aplicando fa Técnica de la funcidn generadora

de momentes via e Resuftado 1 18

=] {explute’ -]

=1

i

=i

{a
xpl 2 ale —n}

= cxp{n,u (e —- i}} {va que la expresién { 1 (e’ — 1)) no depende de §)

que corresponde a 1a funcion generadora de momenios de una variable aleatoria Poisson (mu)
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La relacién [3 6] puede generalizarse 4l caso en que el paramefro de la disimbucion Poisson de las
X. no fuera e valor comin g sino que X\, X% ..., X, fueran v.a. con distribucion Posson {4.).
Esio se expresa en [3.65:s], fa cual puede demostrarse también mediante la Técnica de la funcitn

gensradora de momentos

[3.6 bis]
)
‘ > Paisson{y,) ~ Poisson (Z s ]
1 =]
“Lasuma de n v.a.iid Poisson con pardmetto p,,i=1,2, ..., n,
se distribuye también Polsson con pardmetro la suma de los u.”
Dermicstracion:

M, (f}‘_‘ﬁMx,(’)

=1

=TTexplx (¢' -1

=]

1=}

1
J
:exp{(e’—niy, }

gue corresponde 2 ia funcion generadora de momentos de una variable aleatoria Poisson (iuw .
WEE
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La demostracion de la relacidn [3 8irs] puede hacarse 2 pie mediante un proceso de induceidn,
siguendo un razonamiento simiar ai descriio en la segunda parie de ia verficacion de 13 relacion
[3 2] y recurnendo al Teorema de! Binomio 5 A continuacion se presenta la demostracton de [3 8his)
para » =2 con el fin de exhibir el nuevamente el valor de la Técriica de fa funcion generadora de

momentos Sea V=X, + X, enfonces lafdp.de ¥ estd dadapor

)= fy (=Pl + X, =y , para y=0.1.2..

- P{O{XI ~k,X, =y—k}w

)

=3 plx, =kjPlx, =y-k] {aplicando que X, y X, son independientes)

b .
== - b y} ul o {muluplicando vy dyadiendo por ¥1)

)
= - (e +p1,)" (por el Teorema del Binomio)
¥

fue corresponde a la f.d.p. de una variable aleatoria Poisson (1, + 2.)

5 E| Teorama del Binomio establese que st » &5 un enfer positvo v a ¥ & son dos nimeros realss, entonces
L -
{e+8)" = Z(kjakb" .

&=0
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= La distribucion Poisson como distribucion limite

13.7]
i. Binomial {n, p) —="2= Poisson (&)
i
“La distribucion Poisson {u) puede utilizarse como
ana aproximacion de la distribucion binomial {r, p)
si p=np y n es sificientemente grande™
Demostracion:

Sea X una v.g. binomial con parametros # ¥ p, ales que » es suficientemente grande v p
suficientemente pequefia como para que np adopte un famafic moderade. Definase u = np.

Entonces, laf.d.p. delav.a. X estadada por

f:)(x)—f\(xa"?‘P)”(v*)'—"P( -p¥* . x=01,...n

s 502
{(r-x}1x1 \ n n

_nn=1y...0r- (x~1))(n—x)t(

(r—x)x!

-1

)
:f

=

D=y 1=

n* (

:\1 ]31:

Cemo p es un vaior moderado se tiene guer
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nr-1y, An-x+1)

hm !
pow "
¢ ; l;m,(ld‘[} =1
Ilmll‘fu\] =g . d
H-—;U:]\ n}

Porlo tanto, cuando # es grande y u = np moderada

Felunpyze 2

%!

es decir, {a fdp de X se aproxima a la fdp de una vanable aleatoria Poisson ().

Una forma de mterpretar el resultade anterior es considerar una situacidn en la que se realizan »
ensayos independientes Barmoulk, cada una de los cuales resulta en “éxito” con probabilidad p @
Entonces, cuande = es suficieniemenie grande y p suficentemente pequefa como para
hacer u = np moderada, el nimero de éxitos que pueder ocurir en los #  ensayos es

aproximadamente una vanable aleatona Powsson con parameto p=np

Finalmente, observe que np es el vaior de la media (E[X] = »p) de una vanable alesteria con
distribucion binomial (2, p) y recuerde también que el parametro £ es el valor de iz media para

una vanable aleatona con distribucion Poisson ().

¢ 6

§ Vease Eemplos de aphcacién dentro de la seccion dedicada a ia distnbucior binomial en el Capitule 2 (seccidn
22)
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3.8]

Binomial negativa (r, p) —£=8=r 222 Poisgon (4)

“La distribucion Poisson (1) puede utilizarse como
una aproximacion de la distribucién binomial negativa (n, p)

5i p=p(d —p)y ¥ » es suficientemente grande™

Demostracion: (se adoptara un procedimiento andlogo al que sz siguid para demostrar (3 7})

Sea X una va. binomial negativa con parametros » y p, tales que n es suficientemente
grande y p suficientemente pequefia como para que m(l —p) adopfe un tamafic moderado
Definase 2= wn(1 - p). Entonces, iafd.p.de X esta dadapor

(r+x=131 ,

fi@=fylxnp)= (rt»l}i}!ﬁp i-p° ., x=0,1..... n

]
(n=D!x! n R

:<n+x-1)(n+x~2>..-(n+1>ﬂ(”‘m-[1_£
n

{(n—-Dlx!
J(rrxohtx=2) (meDn _(1 ; #J
n* x! n
Como u es moderada se fiene que:
/ N
i XD X2 (et fimf 1~ 4 = g
R—tx fl‘x Ranaen o,
Por io tants,
"y
Felxnpy=e™ =, para x=0,1.2, ...

x!



Relaciones enire las distnbuciones 143

Esdecr, la fdp de ¥ se aproxima & iz fdp de una vanable aleaiorna Poisson con

parametro p=n(1 — p) cuando moderada

Como una forma de interpretar et resultads antenor considere que ta vanable aleatona X cuenta ¢l
numera de fracasos ocurridos antes de obtener &l n-€simo éxito, en una secuencia de ensayos
independientes Bernoulll con probabilidad p de “éxito” en cada ensayo.” Entonces, cuanda » es
suficientemente grende y p suficientemente pequefia como para hacer que w= (1 — p) ses
moderada, el nimero de fracasos antes del »—€simo éxtto es aproximadamente una vanable

aleatoria Poisson con parametro p=n(l —p)

Observe que para que la relacién [3 8] se venfique es necesario definr ia fdp de una vanable
aleatoria X binomial negativa, como o hizo Leemis en su articulo, medianie iz expresion (2 3], pues
en tal caso los valores que X puede temar, o mejor dicho los valores para l0s cuales f(x) es
positiva, son x=10, 1, 2, ...; es decir, 105 mismos vaiores para los cuales ia f.d.p. de una variable
aleatoria Poisson es positiva iambién {Recuerde que la expresion alternativa [2.3 bis] considers gue
x=pnn+1,n+2 .., puesen tal caso la variabie aleatoria X puede interpretarse como el

numero de ensayos reaiizados hasta cbtener el »—ésimo éxito )

Finalmente, al igual que en la relacién [3 7, observe también que A(1 —~ p) es el valor de [a media
(E[X] = n(1 - p)) de una variable aleafonia con distribucion binomial negativa (r, p) v que &l
parametro u es ef valor de [a media para una varigble aleatora con distrbucion Poisson (z).

LA

o Otras relaciones con la distribucion Poisson

Véase también [3 22] en |a seccidn Relaciones con Ja distribucion normai,

? Vease Ejamplos de aplicacion denlro de la seccion dedicada a la distnbucion binomal negativa en gt Capituio 2
(secoibn 2.3)
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RELACIONES CON LA DISTRIBUCICN BINOMIAL NEGATIVA

[3.9]
E
| Biromial negativa (1, p) = Geoméurica (p) |
i
}
L
“Una v.a. con distribucién binomial negativa (1, p) es una geométrica (p)”
(La distribucién geomeétrica (p) es un caso especial
de fa distribucion binomial negativa (n, p) cuando n=1)
Demostracion

Sea X una v.a. binomial nepativa (1, p). Basta sushiuir directamente el valor n=1 en la fdp
+x~1

binomial negativa (m, p). f,-(x)=fz-(x:n.,r:)=\rt . ]p"(l—p)* st x=0,12... Asl
M+x-1 .
fen=fi=l Jp‘(i—p) . x=0120
=p (f—p]‘:

que corresponde a (& f.d.p. geoméirica (p).
*

Una forma dlternativa de obtener este resultado es mediante la funzitn generadora de momenios,
como sigue La funcién generadora de momentos de una variable aleatona X con distribucion

binomizl negativa (x. p) &s:

M‘\(f)‘—-( 2 ] , donde g=1-p.

13

(1—ge' )

Cuando »=1 la expresion anieror queda como M, (f) = i~£-—, , gue es Ja funcion generadora

de momenios ds una vanable sieafona con distribucion geométrica (p).
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Recuerde gue X puede interpretarse como el ndmero de fracasos ocurndos antes de obtener el
n-ésimo éxito, en una secuencia de ensayos mdependigntes Bemoulll con prodabiidad p de “éxito”
encada ensayo St »=1, X cuenia el numsero de fracascs ocurndos antes de obtener el prmer
&%, que es precisamente una postbie interpratacidn de una vanable aleatona geométnca ()

e

3.10]

il
I

| |
h ZGeométrica( ) ~ Binoemial negativa {n, p) E
2T

| |

“Lasumaqde n v.a.lid geométrica (p) se distribuye binomial negativa (n, py”

Demastracton:

Sean X, X, ...X, vai.d geométrica {p). Definase ¥ => X, . Como los valores para los

1=t
cualeslafdp. decada X, espositvason 0, 1. 2. ..., el rango de la nusva variable aleatona ¥ es
también el conjunio de valores y = 0. 1. 2, . . Aplicandc la Técnica de fa funcidn generadora de

momentos via el Resulfado 1.18.

M, (1) =ﬁMm @

T J,}
i L ge’
(7 Y [ P :
=i (ya que la expresién | -#- - |no depende de i)
Li-ge’ ) \i-ge’y

que corresponde a la funcibn generadora de momentos de una variable aleatoria binomial negativa

con parametos # ¥ p.
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s Relaciones de la distribucion binomial negativa con ella misma

[3.14]
|
l[‘ |
<. . . 3
' ZBmomial negativa {n,p) ~ Binomial negativa (mn, p) f
P !
J ;
i
1' |
“La sum de m v.aiLd binomial negarfva (n, pj
se distribuye también binomial negariva {mn, gy
(La distribucién binomial negativa satisface la propiedad reproductiva)
Demostracion:

Sean X\, X...... X, v.a.iid. binomial negativa (n, p) Definase ¥ :"z'){ . Observe qus Ja nusva

variable aleatoria ¥ puede fomar fos valores y =0, 1, 2, .... Aplicando fa Técnica de fa funcidn

generadora de momentos via el Resulftado 1 18:

M, (=T [ My ()

n

fudol !(
= (—pur—) (va que la expresion Lrﬂ—; no depende de 1}
—ge

que corresponde a la funcicn generadora de momentos de una vanable aleaioria binomial negativa
con parémelros me ¥ p.

*

La relacion {3.11] puede generalizarse a m v.a.l.i.d. binomial negativa (#,, p), como se expresa en
[3.116is], que puede demostrarse faclmente también a través de la Técnica de le funcién

generadora de momentos.
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[3.41 bis]

HZBEnormaI Negativa (n,.p) ~ Biromial Negativa (in P ]

1

“La sumade m v.alid binomial acgativa
con pardmetro H,, i= 1,2, ..., m, y pardmetro comun p

se distribuye también binontial con pardmeiro la suma de los 1, y pardmetro p»

Demastracion:

My ()=,

=1

que corresponde a la funcidon generadora de momentos de una varable alestona con

=i

L n Y
distribucion binomial negativa (Zn,, r J

¢ o

o Ofras refaciones con fa distribucion binomial negativa

Véase [3.8] en la seccion Relacrones con fa distribucion Poisson.
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RELACIONES CON LA DISTRIBUCION GEOMETRICA

» Relaciones de la distribucion geométrica con efla misma

[3.12]

f :
min {Geométrica (p)} ~ Geométrica (! - {1 -p}") |
l<ign

; i=n

L |

“La minimea estadistica de orden dz una distribucion geométrica {p)
ex también geométrica (’), con p’=1~(1-p)"”
Demostracion-

Sean X, X, .... X, va.Lid gecméinca (p). Definase ¥ =min{ X, X5, ..., X,} Para deferminar
la distribucion de Y se recumrd primero a la Técnica de fa funcidn de distribucion via el
Resultado? 17.

Fy=1-[1-F; ()" =1-{PLX > y]}

Calculando PLX > y]:

PIX > y1=1-P[X <y]
==, pl-p)
rel

M-q- -+'.'] )
P} ' ) .
B 1~ - i T s =
PL 1-(1~p) | (vaque 0 < (1 ~p) = 1, puede aplicarse ~,=0r 1-r

=(-py

1-r
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Asi
F(yy=Plr <yl
=1-[=-p)']"
=i-[(-p")!

Ahora, la f.d.p de esta dada por ¥~

£, () =PIY =)
=PI £5]-PIY £ y-1]

A-{0-p1 y-a-1a-p1
W-py ] —ld-p1"
—[0-p)") 1-0= )

il

que pusde idenfificarse como la fd p de upa v.a. geométrica con parametio 1 —(1 - p}"

La propiedad de que ia mirima estadistica de un conjunto de v.aiid. tengs —aunaue con yn
parametro alterno- ia misma distnbucidn que las vanables “originales” es también aphicabie a ja
distribucidon expenencial, como puede venficarse en la seccidn comespondiente, lo que exhibe
{nuevamente} fa similitud entre este par de distribucicnss discreta y confinua, respectivamente.? La

relacion [3.13] que se presenta enseguida da cuenta tambien de esa simufitud

© ¢

8 Recuerde que tanfo la distribucion geométnca como la exponencial registran iempos de espara y cumplen
también 12 propredad de la “perdida de memania”
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[3.13)
!
1‘ :
| Weibull discreta (p. 1) = Geométrica (p) J‘F
| 1‘
{ -
“La distribucion geométrica (p) es un caso especial
de la distribucir Weiball discreta (p, B} cuando =17
Demastracion:

Sea X unav.a. Weibull discreta (p. 1) Basta sustituir ef valer #= 1 en {a axpresion de fa f d.o
Weibull discreta (p, B

T+

fe® = apD=(1-p)-0-p}
=(1-pyi~(1-p)]
=(1-p¥'p

gue coresponde & Ja f.d.p. geométrica (p).

En la seccidn corespondiente a las relaciones con la disinbucion exponencial pusds ecnsultarse la
version continua de este resultado.

* 4

s Ofras refaciones con la distribucion geoméfrica

Vaanse [3.9]y [3.10] en la saccitn Refaciones con Ja distribucion binomial negativa.
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OTRAS RELACIONES ENTRE DISTRIBUCIONES DE VARIABLES ALEATORIAS DISCRETAS

13.14]

Beta-minomial {n— 1, 1, 1) = Rectangular (n}

“La distribucidn rectangular (n) (0 uniforme discreia) es un caso especial

de la distribucién beta-binomial (ny, wyy m3) ctiando 2, =p-1,m=1y m3=1"

Demostracion
Sea X una va. bela binomig (v — 1, 1, 1). Sustituyendo los valores correspondientes de los

parametros en la f.d.p. beta binomial (m1, 7y, m3)! 7y (ximy gy ) = (m) DO -m) Tim=x)T 5y - %)

Lr) TimIDtm)  TOn +ny +23)

el TAAD [T =14 1-2) ot o
Jilomn 1,1,1}-[ X ) T Cn-1+1+1) ’ =0t
&(nklw_ T(2) T(x+DT(r—~x)

Lox jrorgy Teen

[n-1) | xl(r-x =D

-

R GES) xt(n-x-1

T (n-x-Dix! nmr-DI
1

7

Jue correspende a la f.d p. rectanguiar (7).
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RELACIONES CON LA DISTRIBUCION NORMAL

« Relaciones deg [a distribucion normal con elfa misma

(3.15]

@ [Normal (2.6 %)] + b ~ Normal ( |aly + b.{ac))

“Una transformacion lineql de una v.a. X normat (po?), ¥=aX + 4,

también se distribuye normal (ay + b(aoy)®

Demostracion. Sea X una v.a. Nomal (e ?') Definase Y=aX+b con abe N, a=0

Como —eo < x < o, observe que —s <3 < . Aplicando la Técnica de la transformacion mediante
el Resuftado 1.6.

ﬂ@)j-é'if)\i—;—é] . —mE<y<m
N et
_m‘xﬁ‘c_’o expl 20 l

[y -(au+BF
2P’

} - —0 < Y €0

27 (] a\o‘)‘e}:p

que corresponde 2 una densidad normal con media el + b y varianza (aa)f.
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[3.16]

i E’:Normal(,u,cy?) ~ Normal (4, no )
I ¥
n F

“La suma de it v.aiid. normal (1,0 lambién se distribuye normal (nu, ner )™

(La distribucion normal satisfece la propiedad reproductiva)

Demostracion. Sean X, Xa, ... X, vauid. nomal (wo?) Definase Y=Y X . Observe que
i . g

=1

—o0 < v < oo, Aphcandoia Téonica de fa funcidn generadora de momentos via el Resultado 118

My =T M, (0

=1

= ﬁ explut+{a’t’ 12)]

” \
- exp§TZ[yz+(cxzzz /2}1}
L=l

= exp{n[yt—}- (o’ /’2)]} (ya que la expresion [ p7+ (o¢* /2)] no depende de 1)

= exp{(n,u)t +{nc) /2)]}. <y <o

que corresponde a laf.gm de una distribucion normal con pardmetros mu ¥ no”

La relacién {3 16] puede generaiizarse al caso en que los pardmetros de a distibucidn normat de
las X, no fueran ios valores comunes gy o? sino que X,. A5 ... X, fueran vasid
Normal (u,, o %). Esia se exprasa en [3 165is], la cual puede demostrarse también mediante fa

Técnica de la funcion generadora de momentos.
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13.16 bis]

n

Normal{z,.07) ~ Normall(i;{ iaf]
3 ]

4 M:H_M ._ff

.= . - 2.
“Lasuma de n vaiid normal con mediz g y varianza 0,7, i=1,2, ... n

s e Py N . 2
se distribuye también normal con media la suma de las 1, y varianza la suma de las ;™™

Dempstracion Sean X, X., ..., X, vaiind. nomal (u.c7). Definase ¥ = i){, . Observe que

=1

- < y < co. Agudiendo a la Técnica de fa funcidn generadora de momentos (Resuitado 1.18);
M. y={{M,©®
=]

= [ {explp, c+ (ol 12)]

=]

n

exp{Z[_u, i+{olr /2)]}

ft

=i

exp{rzlu, +1° Z(of /2)]}., —o0 < P <o
=1

=1
gue corresponde a la funcidn gensradora de momentos de una varable aleatorz

normal (Zu ,ia? )
=1 =)

La siguiente relaciin se refiere a la distribucin de cualquier combinacidn Iineal de v.a.lid, normales,
siendo una generalizacion de los resultados [3.15] y [3.16bis],
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13.17]

i !Zﬁa *Nonnal(p,.afj} ~ Normal[iafﬂr,
! :

iafof] |

i

”
“La combinacion lineal de n v.a.lid rormal Lu,,o;z), Y=%ak ,
151

i I
también se distribuye normal {Z a,n,,Sdo]
1 1

Yo
J

Demostracién Sean X, Xu ..., A vaaund normal (;1,,0,2). Definase ¥ =Za,){, Observe gue

-t < p < co. Se hard use de las relaciones [3.15] y [3 16bis].

Por hipbiesis se liene que

X, ~ N o), i

Entonces de [3.15]
aX,~ Mau,,a’c’),
y de [3 166is]

M::
pi=

'
i

0
It

"

2_2

X, ~N( au,y.ac
=1 t =1

=l

1,2, ...

i=1,2,....m

|

A su vez, la refaion {3.17) permite verificar ef resuliado siguiente en tome a las distribucion conunia

de iz suma y ia diferencia de des v.alid normal, que involucra ademas un dato curioso acerca de la

distribucion normal.
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[3.18]

r ;
F }
|

I

F [Normal ) (o A1~ [Normal » (o]~ Normal(0.2¢7)

F

“La diferencia de dos v.a.il. normal (,u,o"’} fambién es normaf (0,2 o"’),

y ademds las funciones X1+ X, y X, —X: son independientes”

Demostracion. Seen Xy y Xa v.aiid. nomal con pardmetros ¢ y o”. Definanse Y1 =X, + Xa v
Y2=X1— X, Observe que - <y, <

Por el resuitado [3.17] se sabe qua:

Y =X+ KXo~ NQu,207) (=1, m=1)

Yo =X, - X2~ N020% (@ =1.0:=~1)

Ahorg, lafd.p. conuntade I y ¥> puede calcularse recumiando a! Teprema 1 8

ch: (Vi y.) :‘J!f.\._ (g:-‘l(yh}":))frl (gz_.(.}’v}"z N , —ed< VoV < e

yaque X, y .X;sonindependientes

Se fiene qu
qe \-3|+Sz
R ) } . x =
M = — _ ¥, =Y
2T 2 x, = 22
De donde:
! i .
z 2. ot =1 JTi=+
") =J : 1 = a py 7 ? ; i >
z Tz
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A AT GRS RIS PO PR FR
PRASHL™S 173 }‘f hoa —X L,y <X
! i‘LfV!"'}z_‘u\fH j ST W
1 NERY R I
= . ! = / i
== eXp—) A [y -exp- |
2 rﬁ;a | io” I[T I-‘/.—?;o' \‘ Zer? 1‘!
| . '
‘~ L bl ] ]]
. mpr!IU. +)g))—2#3' Ll —J'2)1—2‘u]
der ; 8o 8cr?

Desarroltando &l exponente’

B9,+ 90— 240% + Ly =¥y )= 2072
=2[(y,—axy + a4y + y2]
=2l (=203 0 y2 ]
Sustituyendo la expresion anterioren 5, y (3,%,).

Al
f{ ys(\juyz) = 1_} EXP-JE-‘——"——-'-—-ZE(}E 2#) -_}’2]
e 4rc* i 8o’
Cy 2007 43 2)
= _ exp—{ ([ ﬂ)j )
4= L Apr* i
1 Jo—z’] R
= xp— 4o T _fF2
o) T | der | ey {LMZJL PR
———— e

Y, ~ N(2M, 22} Y, e (o, 20)
de donde no sélo se verifica que ¥, es normal (242,207, (como ya se sabia per [3.17]) v que 12

es narmal (0.202) | sino también se ohserva que son independientes

Ross {1988) comenta gue &5 posible demostrar que 1 X7 y X son val con funcion de
distrbucion comin F, enfonces X, + A, serd independiente de X, ~ . siystlosi Fy esuna
fungién de distribucion normal.

¢ e

aleatotta nomal (1o %), s una relacion reciproca que permite regresar af punto de partida.
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[3.19]

ﬂ
[Normal(y,o)] - 4 ~ Normal (0.1) ‘
r o ‘ O
| |

2 .
“Una v.a normal (i4,0°), X, puede estandarizarse

mediante la transformacion definida por Z = (X — 1n/c”

. > ' X -
Demostracion. Sea X una v.a nomal (i, o). Definase Z = 2 TH Opserve que —o < =< Bl
o

resultado {3.19] se obtiene directamente aplicandc (a lacién [3.15]con a=lioc v b=-p &

Como ya se menciond en [z presentacion de la distribucidn nommal, ef céiculo de la integral

J‘I e\p-%—(—{:ﬁ“):}dx g5 complejo. Asi, fa importancia de la refacion [3.19] radica en que permite
e 26~ |

calcular [a probabilidad acumulada de cuaiguier variable aieatona normal con media ¢ y varianza
o, yaque

Fr{x)=PX<x]=P{(X~ p)o<(x — o] = Dx — wy oy =D(z)

Los vaiores de ®(z) pueden encontrarse en tablas denfro de la literatura estadistica.

+

De manera reciproca, si se aplica la fransformacién inversa a una variable aleaiona normal estandar,
se obtendra nuevamente una variable aleatoria normal con parametres 2 ¥ &, como se verificara

en la retacdn [3.20)
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|
|
#[Normal (0.1)] + o ~ Normal (.07 i:
|A |
!

“Una via. normal estandar, Z, bajo fa iransformacion definida por

X=p+ o se distribuye normal (4,67

Demaostracion. Sea Z unav.a normal (0,1). Definase X' = u+ o Nusvamente, como X es una
transformacién lineal de Z, la conclusion se obfiene sin problema aplicandoe directamente la refacién

[315]con a=c y b=4

e La distribucién normal come distribucién limite

13.21]

1
u=rp
2
ot =np(i~p) =

n-»1

| |
g Binomial (n.p) —22%—» Normal (np.ip(} - p)) t\
| |

“La distribucion binomiaf (n,p) puede ser aproximada por la distribucién normal Lu,az)
cugrndo # es saficientemente grande, siendo i y o la media y la varianza de {a

distribucion binomial (u=np y & =np(1 = py)”

Demoslracion
Sezn X, X, ..., X, vaind Bemouli (o) La medis y la varanza de cada X, son x4 =p vy

o’? = p(1 - p), respectivaments
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Definase ¥ = }:A Entences ¥ esunav.a binomial (n. p) (véase refacion [3.2]), v =012,

Cuya metiz y varianza estan dadas por u=ng" =np ¥ o = no = np(l - p).

Por el Teorema de Limite Central (véase Teorema 2.16.1 en la seccién sobre 3 distribucién normal

en ef Capitulo 2} se sabe que

A Xyt X g Yoy

c'.n c'-n
fiende a fa normal estandar cuando » — o 1o que equivale a decir (por la relacién [3.18]) que ¥ se

distrc 2 normal con media ny’ =npp = u ¥ varianza (o" - n f =no’? =np(l -p) = &, cuando

1 &5 suficieniemente grande.

En la Figura 3.7 se presenta una serie de slustraciones de |a aproximacion binomiak-normal

3 , o
o= 1 binomal (10,0 1) L 1 binormal {20, 0 7) P 1
B o
~ %2 p=7 g =21 . _ P p=1a0t=a2 . i
oot B0t - }
= o ™ . o~ . - I
008 - i Qo5 . i
oe +—a—t * ] -0 L] . "
c ? 4 3 3 10 [ 5 0 15 20
x X
018 + i 014 -
brnormai (30,0 7) o } 012 yblmmlal (30,0.7) .'o. 1
9 s a1 S S 3 .
Plu=21,6"=63 - . L = oo u=350 =103 . ®
o ouE . . | = 00s . .
= . i g4 » L
a3 .' - t 902 - .‘-_ ]
) n® faed o —
e g 7 T e = Fi o 10 20 30 0 50
x x

@

cooconoooa
c2BRIRESRY

bipomuial (100, 0 7) a
p=206=21

Six)

- ®

- @

- -
- L]
& L]

FIGURA 3.1 Aproximaciones binomiat-normal
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[3.27]

p==a

Paisson (4) —22% s Normal (2.7}

“La distribucin Poisson (1) puede ser aproximada por la distribucién nermal {36
cuandp . es suficientemente grande, siendo iy o’ la mediay la vavignza de lo

distripuciin Poisson (L=1 y o’ =2)”

Demostracién
Sean X Xa, ., X valid Posson (1), para algin entera positiva A. Entonces paracada X, la

media y la vananza son ¢ =1 y o’* =1, respectivamente

Definase ¥ => X, Entonces ¥ esunav.a Poisson (1) (véase refacon [36)), y=0. 1.2, ...
1=t

cuya media y varianza estan dadas por =i’ =2 y o' = Aot =4

Por el Teorema de Limite Central (véase Teorema 2.16.1 en |3 seccion sobre 2 disinbucidn normal
en el Capituio 2) se sabe gue

L+ X+ 4 X, -4 T4y

e N
tiende a la normal estandar cuande 1 — o) lo que equivale a decir {por ia relacion [3 19]) que ¥ se

-2

distribuye normal con media Az = A=y y vananza (g'ﬁf = Aot =4i=c" cuande A es

suficientemente grande,

En la Figura 3.2 se presenia una serie de ilustraciones de fa aproximacion Poisson~nomal.
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Poisson (10,

Poisson (20)

B 4
p=I0c"=1C u=20, o =20
0i4 ™ cﬂoé E
]
olz e*%a { oo .c"¢.
e . d ! ~ D © .
00 3
= - o008 . -
o606 . . | =, 0K .
o4 603 L
- . 3 L] .
| e B . bony |
e es® il PN S san®’ ®snngy
] 3 & a 2 5 ot ] 12 13 0 P} kL 35
B x
Poisson {301 Porsson (50}
PP N :
p=30.¢" =30 u=30;° =50
90y 7 - aos
00> ™ | oos ﬁ
006 [ ) [ ] 3 hd =

. a6 - . i L N .

= oo * - i OR-1 a2 %

S~ 003 * t ~ s . % *
o0 o L - P. |
W] . E om

s _— ..'h-. ok :
0 H 15 2 n a5 0 146 ™ E:13 565 75
X X

Potsson (100}

3
p=100:c" =100
(1)
0035
. oo%
=~ oo
= o6
0007
0
2 & 64 58 ne 12
x

FIGURA 3.2. Aproximaciones Porsson-namai
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3.23]

p=af
&t

‘! Gamma {a,5) —==% > Normal (af.a8”) ;

“La distribucion gemma (o) puede ser aproximada por la distribucion normal {1,¢")
cuando « es suficientemente grande, siendo & la medic v le varianza de la

distribucidn gamma (u=aff y o = af’)"

Demostracion
Sean X, X, ..., Xy vaiid. gamma (1./), para algln entero positive o Asi, para cada X, la

media y ia vananza son 4 =y o> = f*, respectvamente.

Definase ¥ =3 X, Enfonces Y es unav.a gamma (a5 (véase relacién [3.28]), v > 0, cuya
=]

media y varianza estan dadas por =o' = af ¥ o = ac’ = af’.

Por el Teorema de Limite Central (véase Teorema 2.16.7 en la seccion sobre fa distnbucion normat

en el Capitulo 2) se sabe que

tiende a la normal estandar cuando e — oo, lo gue equivale a decir {por la relacion [3.19]) que ¥ se

distribuye normal con metia au’ = aff= u ¥ varianza (or'afo? ¥ =ac? = of* = 0% cuzndo @

es suficientemente grande

En fa Figura 3.3 se presenta una sene de llustraciones de {a aproximacion gamma-nomal.
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D025 e
. b\
0.015- .
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004
0005 AN
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FIGURA 3 3. Aproximaciones gamma-normal
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13.24]

i N
E Beta (87) —2=22" 5 Normal (1 Lo
u

27 8p+4)

—

|

t

“La distribucion beta (8,3} puede ser aproximada por ia distribucion normel {go*)
cuando ambos pardmerres (B y ¥} sou iguales y suficientemente grandes, siendo p y o’

la media v la varianza de la distribucion beta cuando =y

Demostracion

Nota: Bl Teorema de Limite Central avala la valider de ia relagion [3.24] Sin embargo, para fa
distribucion beta resufta poco prachico detaliar la apliczcidn de ese teorema [ como 3& hizo para (as
relzciones [3.21] 2 [3.23] } debido a ia complejidad de las expresiones para la media y la varianza de
ia distribucidn, asl come de la funcidn generadora de momentos que se requeriria para determinar la
distribucion de i suma de v.a L1 ¢. beta. Por €lio, se prefind presentar una breve discusion acerca de

la aproximacicn beta-normal.

A diferencia de la relacidn [3 23}, la aproxmacion beta-normal opera bajo condicianes scbre fos dos
parametros de la distibucibn Esto se justifica porque solo cuande 8 = » la densidad beta es
simétrica (véanse Propiedades y Figura 2.9 en la seccidn sobre iz distribucion beta en ef Capitulo 2)
y meyerds gue la simeliia es una caracteristica de 'a densidad nomal Esta simetria se da con
respecto al valor %, es decir, cuande 4= v la media de la distribucidn es % esfo se verifica

faciimente susttuyendo 8 = y en la expresion general de la media de la distribucion betar

i

u= P B ]

By o zp 2
Par ofra pare, la varianza e la distinbucién beta (£.0 88 o = __Fr , de tal manera

B+ (B+y+1)
que cuando B=» esla expresion se reduce & éﬁl e Asi, cuando 8 — w ooume gue o — 0,
+

lo que indica que sé trata de una normal muy esfrecha, como puede apreciarse en la Figura 3 4
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— Beta  ({#:10.10)

§ Normal (x5, 1,44

BetaDen(z: 30. 30)
NormalDen{zx;.5 , 1/244)

-02

BetzDen(z; 13,15}
NormalDen(z:.5 , 1/124)

1]

D*G DE 1 1.2

FIGURA 3.4 Aproximacionas befa-nomal
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3.25]

| 7 de Student (m) —Z2Z, Norma) (0.1} h

V _M

“Unea v.a. t de Student (i) puede ser aproximada por la distribucién normal esténdar

cuands 2f parémetro B es suficientemente grande”

Demosiracion

Nuevamente, & Teorema de Limite Central permitird verificar {2 validez de la relacion [3.25]. Cabe
sefialar que para la distribucion ¢ es un poco mas “delicado” detailar 1a aplicagion del teorema, en el
sentido de que se requiere acudir a la rejacion entre la distribucién 1y la Cauchy, la cual se

verficara en la seccion correspondiente a esta altima distribucton

Observe gue en este caso, en el diagrama de Leemis, |a relacion se ests estableciendo drrectarnente
entre la distribucton ¢ y & normal estandar. Una justificacion para ello &s que la media de una
vanable aleaiona ;) €% cero paratoda n > 1. Ademés, ¢l valor de la varianza esta dado por el
coclente n/(n — 2) (véanse Propiedades en fa ssocoén sobre Iz distribucion 1 de Student en &
Capitulo 2}, y asi cuando ei parameirc » es suficientemente grande el valor de 1a varianza tende a
uno Con estos elemenios en consideracion se procederd a fa aplicacion del Tecrema de Limite

Central.

Sean X, X;, ..., X, valLid Cauchy (0.1/n) Definase ¥ = ‘ZX , Observe que como, para cada

1=l
X, —w < x <o enfonces —eo < y < . Ahora, 1a distnbucion Cauchy {al igual que ia 1 de
Student] no tiene media ni varianza, ni, en general, funcion generadora de momentos. Por elflo se
recumira 2 la relacion [3.56] que establece que 1z suma de valiid. Cauchy (a. o) se distribuye
Cauchy (ra_na) Enfonces ¥ esunav.a Cauchy (0,1)

K3

Definase ¥ = ZnX .. Enfonces ¥ es unav.a. binomial (n, p) {véase relacion [32]), y=0.1.2....n,

=]

cuya media y vananza estan dedas por y=ni =np y o =no’> =np(l - p)
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Por el Teorema de! Limtfe Central {véase Teorema 2.16 1 en la seccidn sobre fa distribucion normai

en el Capitulo 2) se sabe que
X, +X.+.= Xh_:@f' Y -ny
g n & n
fiende a la normal estandar cuando » — oo, lo que equivale a decir {por 1a relacién [3.19)) que ¥ se

distnbuye normal con media ny = ap = i y varianza (o-' fef =no’? =np(l - p)= o, cuando

n s suficientements grande.

£nla Figura 2.19 (Capitulo 2) se presanta una graiica que compara densidades ¢ de Student con fa

densidad normai estandar

e Ofras relaciones con la distribucion normal

Véase [3.30)en la seccidn Refaciones con e distribucion gamma.
Véase [3.46)en laseccidn Relaciones con la disinbucion ji-cuadrada,
Vease [3.57)en la seccion Relaciones con la distribucién Cauchy.

Véanse [3.54] v [3.85] en Clres relacionss entre distrbuciones univanadas continuas
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RELACIONES CON LA DISTRIBUCION GAMMA

e Relaciones de la distribucion gamma con effa misma

13.26]

iGamma (o, ) ~ Gamma (na.f)
i

]
b

“Lasuma de n v.a.iid gamma(of) también se distribuye gammua (o, f)”

(La distribucion gamma satisface la propiedad reproductive)

Demostracion Sean X, X, ..., X, vaaiid. gamma (/). Definase Y:iX .. Observe que

y=>0. Aplicando la Técnica de la funcidn generadora de momentos via el Resuffado 1.18

=TT, )

= (—#1 : ) para < 1
r=l 1= IBI ﬂ
1 Ha y 1 o ]
= {ya que la expresion T, no depende de §)

4t;

que corresponde alafgm de una distribucion gamma con parémetros ne y S

La relacion [3.26) puede generalizarse at case en que uno de los parametros de la distribucion
gammade las X, no fuera el valer comin o, sno que X, X, ..., X, fueran v.aiid, Gamma
(. Esto se expresa en [3.26bis], ia cual puede demostrarse también mediante la Téenica de f2

funcidn generadora de momentos.

& ¢
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[3.26 bis]

]

-

iGamma(a,,ﬁ) ~ Gamrna[ia,,ﬁj

“La swna de nv.aiid gamma(e, B, i=1,2,..,n
‘n A

se distribuye también gatuna con pardmelros JKZ @, f"
1 /

Demostracion. Sean X, Ay, ... X, vaiid. gamma (/). Definase Y:iX,. Observe que

e=1
¥ > 0. Acudiendo a la Técrica de ia funcién generadora de momentos {Resultado 1.18):

M, ()= ﬁMX, '3
=]

N ) ‘ n 5
que comesponde a la funcion generadora de momentos de una vanable aleaforiz gamma Lz @, ﬁj
1

+

A confinuacibn se presentan 10s casos especiales de la distibucion gamma; a saber: las
distribuciones Erlang {relacion [3.271), exponencial ((3.28)) y Ji-cuadrada ([3.29]).
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» (asos especiales de ia distribucion gamma

13.27]

U !
@f ]
E Gamma {n,5) = Erlang (n.5) E
: I|

“La distribucidn Erfang (n.5) es un case especiaf de ln

distribucion gamma (e, ) cuande a es un entero posilive”

Demostracitn. Sea X unav.a con distnbunién gamma (»,5), con »# un entero postivo B resutiado
se obtrene facimenie sustifuyendo el valor @ = n én la expresion de Iz densidad gamma

1
T(eng”

Iy (man )y = x*e™#y considerando el hecho de que T () = (r-1)F

I a-l —xi g

O S
= - ,1_ o
(a-D1g"

Flxm B) =

sl -yl B

que cormesponde a laf.d.p Erang (#,5)

La distribucién Erlang es poce comun en ta heralura, &s decir, cuando el pardmetre ¢« de la
disfribucion gamma es un enfero posifive no e enfatiza que se est? tratando con la distribucion
Erang. Es asi que generalmente se plantea Gue !z suma de valiid exponencial se distnbuye
gamma y no Erlang.
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[3.28]

Gamma (1,5) = Exponencial ()

!
£
!
| -

“La distribucion exponencial () es un caso especial de {a

distribucisn gamma (o, §) cuandoe o= 1"

Demastracion. Sea X una va. con distibucidn gamma (1,5). El resuliado se obtiene sin

problema  sustituyendo e valor @ = 1 en la expresion de la densidad gamma
1 a-! _-—x/f
e fl=———-x""¢ tomando en cuenta que T(1)} = 1.
Fa B @) 5 Y 43]
FimLpy =t gtgmns £>0
rs
= l_e-xfﬁ
B

que cormesponde a la T d.p. de vna v a. exponencial (5)
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3.29]

[

=

|
!
l Gamma {n/2,2) = li-cuadrada ()
|

' i

“La distribucion Ji-cuadrada (n) es un caso especial de la

distribucion gamma (e, B) cuande a=nl2 y §=2"

Demostracion Sea X una v.a con disinbucidn gamma (»/2.2) El resuitade se obtiene
directamente sustituyendo ios valores o« = w/2 y =2 en la expresidn de la densidad gammea

" _ ! Py
fr,& ( 5a’a /3) 5ar(a)x [

1 “"l
F(xni22)= Loxd e ?
' ) T(n/2)2°*

La relacion [3.29] sera fundamental para la verificacién de algunas relaciones con ia distribucion Ji-
cuadrada St bien es posible justificarlas de manera directa, se prefind hacerlo apelando 2l hecho de
que la distnbucion Ji-cuadrada es un forma especial de la distnbucién gamma y como fal —en este
caso- "hereda’ ies propiedades de ésta (véase Relaciones con fa distribucitn Ji-cuadrada)

¢¢
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e Rejaciones de [a distribucion gamma con ofras distribuciones mediante transformaciones

3.30]

Normal {0.1)]~ ~ Gamma (4.2)

“El cuadradoe de una v.a. normal estandar, Z, se distribuye gamma (122"

Demostracion. Sea Z una v.a. nomal (0.1). Definase ¥ = Z°. Como o < = < oo, 0bserve que

»> 0. Aplicando Iz Técnica de Jz fransformacion mediante el Resuitade 1 1 y tomado &n cuenia el

hecho de que T"(%) = V-

0= Jf[f.\- W fr =) y>0

2]y

que corresponde alaf.d.p Gamma (14.2) (que & su vez, apelando a [3.28], es una Ji-cuadrada (1)),
+
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e (Otras peiaciones con la distribucion gamma

Véase también [3 23] en iz seccidn Relaciones con fa distribucion normal,

Vease también [3.80] en |a seccidn Relaciones con la distnbucitn befa

RELACIONES CON LA DISTRIBUCION EXPONENCIAL

= Relaciones que exhiben el paralelismo entre las distribuciones exponencial y geométrica®

T —— e —
min {Exponencial (e2)} ~ Exponencial (/)
1<i€n
“La minima estadistica de grden de una distribucion exporencial {a)
es también exponencial (&), con a’= 77
Demostracion

Sean X1, X, ..., X, vaLid exponencial (a). Definase V= mind X, X5, ..., X,,}. Observe que
coma x, > 0, para cada X, entonces y > O Para determinar |2 distribucién de ¥ se recumra ala

Técnica de g funcién de distribucion via el Resullado 1.17:

° fy(y)ZHH'—F,\‘(}‘)F-I]FV(.V) 5 y>0

Calculande Fy (1)

2]

Fe(x)=PlX €x]= J‘le'""”duz—e‘”'“ =—eg " 4l=logFe

@ Ua ¢
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Entonces
f).(y)=H[I—Fr(y)]n—lfx(y) . y>0
ol (l—em ey L e
24

1

=n{e—v«’tz]n—l __e—}t‘c'
£
:Iz—g t;Ju_em-‘zze-_-.f’a
[43
fad
B b
=T te) , y>0
[#4

que puede idantificarse como la f.d.p. de una v.a. exponencial con parametro 2.
(4
+

Recuerde que la proptedad de que la minima estadistica de un conjunio de v.a.iid. tenga —aungue
£on un parametro aiterno- la misma distribucion que las variables “originales” es también aplicable &
fa distnbucion geométnca (véase [3.12]), come puede verificarse en la seccion correspondiente, lo
que exhibe e paralelismo entre este par de distribuciones discreta y continug, respectivaments. La
relacion {3.32] que se presenta ensequida da cuenta también de ese paralelismo (en la seccion
Reiaciones con la distribucion geoméfrica puede consultarse el simii discreto).

*e

9 Recuerde que tanto fa distribumitn geomélica come la exponencial registran fempas de espera y cumplen
tambien la proptedad de 1z “pérdida de memoria™.
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[3.32]
Weibull (e.1) = Exponencial ()
“Una v.a. con distribucion Weibull (c, 1) es una exponencial (a)”
(La distribucion exponencial (o) es un caso especial
de Ia distribucion Weibull (o, By cuando p= 1}
Dermostracion.

Sea X unav.a Weibull (g, 1) La relacidn se prusba sin oroblema con sélo sustitur ¢l valor =1
: . 1 - [
en ia expresion de la fdp Weibull Sr{nef)=—-Ax"" exp~LE'x‘? ] x>0

1
Jr(xa,l)=— I'XH-GXp—l:l-x]] , x>0
@ @
I e
= .
[#4
que corresponde a la fd p. exponencial ().
¢
El resultade [3.32} es el andlogo confinuo de fa refacidn [3.13) que involucra a {as distnbuciones

geométnca y Weibull discreta (véase Relaciones con la distribucion geométrica). Mas adelante se

presentaran otros vinculos entre las distbuciones exponencial vy Weibull & través de
transformaciones

L4
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* (Casos especiales de los que surge la distribucién exponencial

Recuerde que (a distribucion exponencial es un caso especial de iz distribucidn gamma (véass
[3.28]), asi como de ia distribucion Weibull (véase [3 32]). Asimisma, en la seccidn de Relacionss
con la distiibucion jcuadrada, se verificara que s también un caso especial de esa distribucion
(véase [345]) Resta por verficar entonces la refacion {3.33]

13.33]

Erlang (1.5) = Exponencial (3)

“La distribucion exponencial () es un caso especial de Ia

distribucién Erlang (r, ) cuando n=1"

Demostracitn. Sea X una v.2. con distnbucion Erlang (1,4). El resultado se obtiene facimente

, 1 e
sustituyendo ai valor n = 1 en la expresion de la densidad Erang: v (xn 8) = PNy grlg#
. ] -1 _-x
f\,(x,l,ﬁ)t(—Ir_—I)—!—ﬁ—ixl 12 8 , x>0
= i . e-zt‘,ﬁ
i1

que carresponde a la f.d.p. exponencial (£).
.

Otra forma de venficar la relacion [3.33] (que acude a otros resuliados) es apoyandose en [3.27] y
[3.28] {véase Relaciones con la distribucion gamma) y aplicando la propiedad transitiva: al ser X
una v.a Erang (1./) es también una gamma (1.5 y come una v.z. exponencial () es también
gamma (1,/9) entonces las disirbuciones Erlang (1, v exponencial (#) son equivalentes.

+e



Relacionias entre las distnbyciones 179

El vinculo entre las distribuciones Eriang v exponencial es bilateral, pues a partr de la segunda se

puede obtener ia primera Como se eXpene a conunuacion.

13.34]

ZExponencial(ﬁ) ~ Erlang (#,0)
1

“La suma de » v.alid exponencial (B se distribuye Erlang (0,5

Demostracicn. Sean X, X., ..., Xy v.alid. exponencial (#). Definase ¥ =ZX, Observe

=l

que y > 0, Aplicando la Técnica de a funcidn generadora de momentos via el Resultado 1 18.

M, =T] M, ©

1=l

‘\IJ
I . 1
:[ - J {va que la expresién {1‘ - 5 no depende de 1}
¢
que cormesponde a la f.g.m. de una distibucion gamma con parametros = ¥ B, Gue {por ia relacion

[3 27]) es lo mismo que decir una distribucion Erlang con parametros # v .

Como ya se ha advertide, ia distribucién Eriang es poco comin en la lieratura. Ceneralimente se
plantea que fa suma de v.a.i.d. exponencial tiene distribucion gamma
&6
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« (asos especiales de fa distribucidn exponencial

[3.35]

Exponencial (2) = Ji-cuadrada (2)

“La distribucign ji-cuadrada (2) es un caso especial de la

disiribucion exponencial (@) cuands @=2"

Demostracior Sea X una v.a. exponencial (2). B resuitado se puede obtener directamente

1 —xla

sustituyendo el valor & = 2 en la expresidn de la densidad exponencial f, (x;e)=—e™%, x>0
fo 4

y mampulando adecuadamente un 1 para completar fa densidad ji-cuadrada con parametro 2.

Por otra parte, &t resuttado también puede verficarse acudiendo a otras relaciones v a la propiedad
transitiva De la relacion [3.28] (véase Relaciones con fa distribucion gamma) se infiere que X, que
es exponencial (2), puede verss también como una v.2. gamma (1,2), que es lo mismo que decir
gamma { 3 .2). Ahora, de fa relacion {3.29] se obkene que una gamma (2 ,2) es también una Ji-
cuadrada (2). Porlo tanto, X puede verse como una ji-cuadrada (2).

+

£l razonamiento antenor |ustificara a su vez fa refacion [3.45], que es ofra forma de enunciar [3.35]
{vease Relaciones con fa distribucion ji-cuadrada).

A confinuacidn se verifican los vincuios enfre la distnbucion exponencizal con ofras disiributiones a

iravés de transiormaciones.
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o Refaciones de fa distribucion exponencial con oiras distribuciones
mediante fransformaciones

[3.36]

/Exponencial{z) ~ Rayleigh {a)

“Lag raiz cuadrada de una v.e. expanencial () se distribuye Rayleigh (a)”

Demostratitn Sea A una v.a. con distribucidn exponencial { ). Definase

¥=-X.

Observe que la fransformacion tiene sentido en tanfo que x > 0, siendo y > 0. Se recurryd 2 la

Técnica de la transformacién, medianie el Resuffado 1.2, para determinarlafdp de ¥

=2y £, >0

gue corresponde a 1z L.d.p. Rayleigh (&)

El resuliado siguiente establece que a fravés de la fransformacion inversa puede pasarse de fa

distribucton Rayleigh & la distribucién exponencial.
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[3.37]

[Rayleigh (a}}: ~ Exponencial (o)

“El cuadrado de una v.a. Rayleich () se distribuye exponencial {(a)”

Demostracién. Sea X una v.a. con disribucicn Rayleigh (). Definase

y=x=

Observe que y > 0. ¥ es una funcidn mondtona creciente ya que X eés positiva. Entences, se

recurris a fg Tecnica de ia fransformacion, mediante ef Resuftado 1.7. para determinariafdp de ¥

f)= 2\15[,« WAl 50

- L mzﬁe’(ﬁ’:’”+0 , pues —.fy <0
2\/}' o
1

—toe

f

-e y>0

2

que coresponde a la .d.p. exponencial ()

*
Aungue ho son faciles de verificar a primera vista, las relaciones [3.36] y [3.37] son casos
pariculares de jos resultados {3.38] y [3.38], respeciivamente, fos cuales se presentan a
continuacidn, La justficacion de esto es gque la distribucion Rayleigh es un especial de de Ja
distribucion Weibu, to cual se venfica dentro de la seccign Ofras refaciones enire disfibuciones

univariadas continuas, 2! final del capituic.

*e
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13.38)

[Exponencial ()] ~ Weibull (a5

“La transformacion de una v.q. expenencial (a, X,

definida par X7 se distribuye Weibull {o.£y*

Demostracién Sea X una v.a. con distribucion exponencial (). Definase

y=xV4

Cbserve que v> 0 Serecurrirg a la Técnica de ia transformacion, mediante el Resulfado 1.4, para

determinar la f.d.p. de ¥.

r=

1
B
HOY=By"10G% y>0

1 s
- B e} le
By {a }
1

SRy
_ ,Q‘V,,B le A

o

que corresponde a lafd.p. Weibdl (2,5
Q

El siguiente resuftado muestra como a través de I ransformacion mversa pusde pasarse de unz

aistribucion Weibull a una distribucion exponencial.
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3.39]

[Weibuli (aM]P~ Exponercial (@)

“La transformacidin de una v.a. Wetbull (e f), X,

definida por X se distribuye exponencial (a)”

Demostracion. Sea X una v.2. con distribucisn Weibull (o £). Definase

¥=x%

Observe que y > ¢ Ademds, ¥ es una funcién monbdiona creciente ya que X y £ sole toman
valores positivos. Entonces, se recurmird a 1a Técnica de fa fransformacion, nuevamente mediante el
Resuftado?.4, para determinar ia f.d.p. de ¥.

r=p5>0

1
1
> A== ¥ G y=>0

1
B

L o LY

1
-1 e 1

£y Pexp-|~v]
¥ Y ta”

e-v;a ) y>0

gue corresponde a la f.d.p. expongncial ().

*
El resuitado [3.39] s la relacién reciproca de [3.38] y es ademés una forma altemativa de vincular la
distribucion Weibull con la distribucion exponencial, pues recuerde que en [3.32] se habia verificado
gue la segunda es un caso espacial de (2 pnmera.

40
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12.40]

{Exponencial; (o) — Exponencial; (@)} ~ Laplace (o, @)

“La diferencia de dos v.a.i. exponencial (&) se distribuye Laplace (@ ,a)”

Demostracion. Sean X, y X, v ai. con distribucién exponencial (o). Definase

Y:X;sz

Observe que como xy. x; > { enfonces —wo <y <. Como ¥ es una fransformacion bivariada, se

recurrra a la Téemica de fa fransformacion, via el Teoremat,8, para determinar la fd.p. de ¥ Para

ello se requrere elegir otra funcién convenenie para construir una densidad conjunta y a partir de ella

calcular ia densidad marginal de la fransformacién de interés. Asi, considere

Caiculando 123 funciones mversas:

b=

yI:xl-xl

Y, = ¢

de donde el Jacobiano resulta como.

o-(m1)y =14 =

n=X-X. 3 LY L
Y2=X1 3 \J;7 o
x, = ‘jz = 3:‘(3;;31\1
= 9T = g (Y, v,
{7l
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Entonces aplicands ¢l Teorema 1.6 fos, (reda) = J i (87 320 f (20 (3D

e Brnlle — 0Ky L, }}1‘70

1
'f}l }:(yi‘yl): g’}:fa B
o

A partr de la densidad conjunta antenor, calculendo la funcién de densidad marginal de ¥

fon= [t . =<
a
3 1-2
1R
=J- 28 V3
DOE
} f=o]
= ] —=
- ] e,z j_"_e @ dyz
[#3 o
a
b2l __z. ©
- 1 o a lr_!e pec
a | 2 0

—cﬂ(}i(tﬂ

que comesponde a la f.d.p. Laplace (a.a).
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3.41]

iLapEace (a.a)‘\ ~ Exponencial ()

“El valor absoluto de una v.a. Laplace (x,a) se distribuye exponencial {a)”

Demostracion. Sea X una v.a. con distribucton Laplace (o, ). Definase

y=|xi.

Observe gue v = 0. Se recurtird a la Técnica de fa transformacién, via el Resullade 1.5, para
delermingr ta f.d.p. de ¥. Recuerde que este resuitado apfica porgue ¥ &5 una transiormacion

menétona decreciente pare oo <x <0 ¥ monotona creciente x > (. Entonces:

fy{yJ=-2£/-;[fX(\/?)+fX(—\/§)], y20

Puesto que
s 1 —xjd
= € , XZ0
£,
JX == 4 x/d
x ¢
2o € ? ©
Entonces

1 . 1
L= e Iy (4 e 0, ()
a t 2

Yague oo <—-y<0 < 0<y<oo, entonces I, . (=y)= {03
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Por o tanto,

que comesponde a la £d.p. exponencial (@)

Esta (ltima conclusith requiere de algunas precisiones. Recuerde que la definicidn de la densidad
exponanciat considera que y > 0 (que y sea mayor estrictarente que cero). Sin embargo, en este
caso, al trabajar sobre Ia fransformacion ¥'= | x| setiens que v =0, puesto que &l rango de la
v.a. X incluye al cero. Mas observe que esto no afecta de manera alguna la densidad exponencial,
en fanto que fy(3) continda siendo funcion de densidad; su grafica difiere de aquélia definida para

¥ > 0 solamante en un punto (ef punto que corresponde a v = ().

De heche, esto justifica gue Caseliz y Berger [1860] hayan definido la densidad exponencial {2l igual
que la densidad gamma) de una v.a., digamos ¥, para y 2 (, pero que en su tabla recopilatoria que
se presenta al final de! libro a dicha densidad se le asocie la condicion y > 0.

*e

Hasta agui se han verificadc relaciones bilaterales de la distnbucion exponencial con ofras
distribuciones. Las Ultimas dos relacionss a presentar dentro de esta seccidn, si bien 58 dan a fravés

de una transformacicn, a diferencia de {as anteriores no son hilaterales.
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13.42)

- o log [Uniforme (0,1)] ~ Exponencial (&)

“La transformacion de una v.q. uniforme estindar, X,
definida por —atog X se distribuye exponencial ()™
Demostracion Sea X unav.a con distribucion uniforme esténdar Definase
¥=—olog X

Observeque O<x<l = —w<logx<0 = y=-glogx>0, yaque a>0.

Para determinar la distibucidn de ¥ se recurira la Técnica de la transformacion mediante

Resultado 18 con c=—-a < (.

1 -2 ¥
fy(}’):!jdl‘g a‘fx[e a} y>0
] .3 2
=—-e”-fle®
o
1 -t g
=—-g“-1 vaquecomo y > OentoncesO<e @ <1
o
L2
='1_"e a, y>0
o

gue corresponde a lafd.p exponencial ().

10 L a transformacidn esta defimda para ei fogantmo naturaf
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[3.43]

I

~log [Beta (5. 1)] ~ Exponencial ()

“E1 mepos logarityno natural de una v.a. beta (5, 1) se distribuye exponencial (5

Demostracion. Sea X una v.a. con distribucién beta (7, 1). Definase

Obgserveque D<x<l = —w<logx<l = y=-logx>0.

Afiqual que en [a refacion anteror, para determinar la distribucion de 1 se recurira la Técricz ge fa

fransformacion a través del Resuffado 1.8 con ¢c=-1 < 0.

avﬁﬁfW“A@“L ¥50

="l

=e™. _F__(ﬁ+1_) WL i
- {r(ﬁ)r(n(e Vra-e }
=g ". _ﬁgﬁ) i N
_e{rw>&ye}

=ﬁe'ﬁ”‘, y=>0

que corresponde a la £.d.p. exponencial (),

Observe que la transformacion ¥, es un caso particular de la fransformacion ¥ definida en {3.42].
Como se verificara mas adelante, |z distribucion uniforme estandar (utlizada en [342]) es un caso
gspecial de la distribucion beta (utilizada en [3 43];. véase Relaciones con lz distrbucion bets)

‘e
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e Diras refaciones con la distribucion exponencial

Véase tambien [3.28] en la seccion Relasiones con {a distribucidn gamma

Véase también [3 45] en fa seccion Relacionas con fa distribucion ji-cuadrada

RELACIONES CON LA DISTRIBUCION JI-CUADRADA

e Relaciones de la distribucion ji-cuadrada con ellz misma

13.44]

r

% 11— cuadrada(r)] ~ Ji-cuadrada(rn)

1

“La sumaq de r vaa.lid ji-cuadrada (n) se distribuye ji-cundrada (r n)”

Demostracion. Sean X, X5, ..., X, valiid. pCuadrada () Definase Y:ZX,. Observe que

e
v> 0 Aligual que se ha hacho anteriormente cuando se tiens la suma de v.a.i1 d., en este caso es
posible aplicar fa Técnica de la funcion generadora de momentos via el Resultado 118 para
demostrar fa telacion. Sin embargo, existe ofra forma alternaliva de hacetlo que hace uso de
resultados ya venficados previamente v que permiten insistir en el vinculo que existz entre las

distribuciones ji-cuadrada y gamma.

De la refacion {3.29) se sate que la distribucion ji-cuadrada con paramelro »n es un caso especial
de la distribucion gamma con parémetros g y 2, Ahora, de la relacion [3.26] se obfiene que Ia
suma de v.a.lid gamma también tiene distribucién gamma, en este caso ¥ es una gamma con
parametros r-g :% y 2 Porlo tanic, al mismo tiempo, ¥ s unav a. ji-cuadrada con parameiro

rn.
¢



192 Capifulo 3

En otras palabras a! ser |z distribucién ji-cuadrada (») un caso especial de |z distribucion gamma

(

-’; . 2), la primera “hereda’ todas las propiedades de la segunda. Asi, es tambien valido plantear e
resultadoe [3 44bis] que se desprende de [3.26bis]. Sélo hay que tener cuidado con ia aseveracion de
la “herencia”, puss esto no siempre sucede. El ejemplo més claro de esto es que la distribucion
exponencial es también un caso especial de 1a distribucidn gamma, sin embargo fa suma de v.alid
exponencial no se distribuye exponencial, sine Erflang (que a su vez es una gammal).

e

[3.44bis]

3 i~ cuadrada(n,)] ~ Ji- cuadreda (S 7, )

“La sume de r v.a.i ji-cuadrada (n;) se distribuye ji-cuadrada (in,} ”

i=1

Demostracion. Basta aplicar ja relaciones [3.29] v [3.28bis] (véase demostracion de [3.44]).
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o (asos especiales de fz distribucion fi-cuadrada

[3.45]

Ji-cuadrada (2) = Exponencial (2)

L _

“La distribucion exponencial (2) ¢s un caso especial de la

distribucion ji-cuadrada (1} cuande n = 2"

Demostracién. Sea X una v.a. ji-cuadrada (2). El resultado se puede obtener directamente

ni2-1  —xf2
sustituyendo el valor » =2 en la expresion de la densidad ji-cuadrada 7y (x;n)= r e )

2+rg)
x>0y aplicar et hechodeque I'(1)=1, con lo que se obtiene la densidad exponencial con

parametro 2.

Por ofra parte, el resuliado también puede verificarse acudiendo al hecho de que una v.a gamma
(1.2) puede verse también ya sea como una v.a. exponencial (2), (véase [3.28] dentro de
Relaciones con la distribucion gamma) o como una v.a. ji-cuadrada (2) (ya que una v.a. gamma
{1.2) es lo mismo que decir una v.a. gamma (£ ,2); véase [3.29] también dentro de Relaciones con
fa distribycion gamma). Por ende, las distribucion de una v.a sxponenicial (2) coincide con fa de una
v.a. ji-cuadrada (2).

Observe que [3.45] es ofra forma de enunciar [3.35] (véase Relaciones con fa distribucién

exponencial)

¢ %
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e Relaciones de fa distribucién fi-cuadrada con ofras distribuciones
mediante fransformaciones

[3.46]

3" [Normal (0,1)]* ~ Ji-cuadrada (n)

o

“La suma de los cuadradoes de n v.a.’s normal estandar se distribuye ji-cuadrada (n)”

Demostracion. Sean Zy, Z,, ..., Z» v.aiid. nommal estandar. Definase ¥ = Z7. Observe que

1=l

3= 0. Hay que tener cuidado con que ¥ es 1a suma de los cuadrados de fas vanables alsatonas
Z,, por lo cual no es aplicable {a Técnica de la funcidn generadora de momenios de manera directa
viz &l Resultado 1.18.

La demostracion se desprende facilmente de fas relaciones [3.291 v [3.30] verificadas dentro de ia
seccion de Relaciones con Ja distnbucion gamma. De [3.301 se sabe que el cuadrado de una v.a.

normal estandar se distribuye gamma (1, 2). De [3.29] se tizne que una v.a. gamma (4 .2) es asu

vez yna ji-cuadrada (). Finalmente, de [3.44] se deduce que ¥ se distibuye ji-cuadrada ().

De no haber contado con los resultados [3.29], [3.30] y [3.44] una sitemativa para demostrar [a
relacién [3.46] serla utilizando la Técnica funcidn generadora de momenios, previe calculo de la
funcion generadora de momentos de Y. Para hacerlo se raquiere hacer un desarrollo algebraico que
si bien no es complicado si requiere de clerto ingenio, pues en ef caming se dabera identificar una

dansidad normal (0, 1/-f1=21).11

1 Ef desarrollo por este camine puede consultarse en Mood ef al, [1874], pp. 242-243.
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Por ofra parte, aunque agui se ha supuesto directamente que las Z, son v a. narmal estandar, tiene
sentido suponer que estas Z, sean v a. normaies estandarizadas {7, = (X, — #)/o) aparir de v a
normal ( p,o—”'), digamos X, para i = 1,...,#, respeciivameante {o incluso, stende ¢l caso mas generat
provementes de v a. normales (i1,¢ %) ) En dicho caso, el resultade quedaria enunciado coma

sigue:

Sea X|, X3,..., X, unama. de una distnbucion normal (4,6%), entonces ¥'= 3 (X, - w¥o®

tene disfribucion ji-cuadrada con n grados de fibertad. Este resultado se aplica ampliaments en

estadistica para determinar cantidades pivotales para ¢t célcule de intervalos de confianza

Observacion final. Aplicando los resultados [3.18] y [3 46] puede verificarse que si Zy y 25 son v.al.
normal estandas entonces la distribucion de Z” es fa misma que la d8 (Z; — Z3)Y/2; & saber,
ambas son jicuadrada (1), que es lo mismo gue decir gamma (4, 2).

¢ e

13.47]

Ji—cuadrada ()
n .
Ji—cuadrada(n,) £l )

%

“El cociente de dos v.a.i con distribucion fi-cuadrada
divididas enfre sus respectivos grados de libertad

tiene distribucion F”
Demosiracion. Sean X, v X, v.ai con distrbucion j-cuadrada con #, v 7 grados de liberiad,
respeclivamente. Considere ¥ una funcidn bivariada g(X1,Xz) definida come

X/
Xyiny
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Agui el orden que se da e ios grados de libertad es imponante. En este caso, se busca mastrar que
¥ fiene distribucion 7 con parameires (m,n2); Ios grados de libertad de la variable que aparece en
el numerador se citan en primer lugar.

Se recurira & la Técnica de Iz fransiormacion para determinar |2 distribucion de ¥, mediante &l
Teorema 1.8:

Frn, Beey) =1 1 (@7 o e S (85 (1 2 D o (372

donde ¥ = {(y..),) para los cuales existe (x;,x) € 3, tal que (¥, 12) = (@:{x1, b ga(x, X0}

Para ello se elegira X5 come la segunda funcion, Asi;

X, /n
K=gi(x1,rz)=—i‘/—n;‘ > 4,740
Y, =g:(x.x) =4, > ¥, 70

Observe que como x1. x2> 0 ¥ ny, 72 500 enteres positivos el recorfide de ¥, es 31 > 0.

Calculando primere fas funciones inversas {expresando a x,, x> como funcienes de y1, 1)

nl
g :xlfnu xlz—g(yl\']z)
1 x, /a, = 2
\J‘_2 = =, Xz = \:'z
Caleulando el jacobiane:
iy v h N t
= n, 'z ng, T - e _ -
J = :;;_ y2 = |7]
o 1

Entonces

]2.“‘,: (y,%)= ;:E.fx.(:’:')fx,(:") > Y, ,¥, 70
1

™ nl‘l"‘—! - ylyz
;.;\],yz) - eﬁp_{:i————



Relaciones entre las distnbuciones 197

Calcuilando ahoraia f.d.p marginai de 5.

RIS p—

Dlyq\'m_l\zjz Frl"ﬁ_‘_ ‘\‘\
e DR B HLA Y

no\MW2 o mgz -l -
()
2 i

TR

f( ) :l%) OW. 2

1 (mery/2

Sean u:iz(%‘z\;,+1>\f2 s duz G {Hy e Ay
Muliphcande v dividerde el integrando de la ulma expresion de  f, (3) por

! [f’-* 1J v, Se¢ Obliene,

=
4 S Y Y
\J Y [ - i Y . 1 a,
j%WVHszwuﬁz LR e u ) oy,

a

{ 1 l_-—-—.——_——aq { 3 tusng )iz —
+ny 32 \J R A
iy 2'«'": iz
!- il ‘/; _'_') 3 J 2

z
]

Sustituyendc ahora el valor de - que ha sido despejado de la expresion de
[nl 11
y 1

iy J

24 (n+nrz) /2 E‘_\)I A
4= Yye-
% (n,+-\,_),’2_ _nn;zvl,,.g 2u
trena)fz = %
2_ = 1 y ‘ - tMraz}/fz - &
P . 1 —u
in.+n;_).':. m Sy L fenayiz n, '+ K € du
n,_ *

+ - T e T
S e
Py et | etz ) 2 . L( z ) B

1 [Fz\j‘+ \1 2
1 (“\"'nzwz. T A+
L%‘h-ﬁ 1 z

Sustituyendo este Oitimo rasultado en {¥)

It
ey
??
I

i

3{ (y} i (‘;:_:Am.rz\}m/z—i ( ; (mtngY i E gy
oo . ’ 2
DEI(F) LR
no+ A iz 42 -1
_ E{ 2z }\{”z} 1
= =

gueeslafdp.deunava Fim,m).

1 n,
\ R (R Vg
f}_ Exp {Z(ﬂl Lt }yz\ﬁ c).'\)i

S
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» La distribucion ji-cuadrada como distribucion limite

[3.48]

m[F(m ,m2)] —===— Jicuadrada (i)

“La transformacion de una v.a. Fr ,r), X
definida por ¥ =mX se distribuye fi-cuadrada (n,}

cuando n, es suficientemente grande”

Observacion. La demostracion que agui $e presenta reguiere considerar ef supuesto adicional de
que n; Y ma sean enterns posifivos pares. Esto es parficularmente importante para #y, ya que
dicho parametro permanece en la expresion final; en cambio, es posible hacer tander 7, a infinito

por los entercs positivos paras, haciéndole “desaparecer” finalmente en 1a expresion final.
Demostracion. Sea X una v.a. aleateria con disfribucidn F con parametros (#21,#,). Definase
Y= n X , y>0

Aungus lo que interesa es la distribucicn ifimite de ¥, es necesario determinar pﬁmerd iz densidad de

Y. Para 2llo, se utilizaré la Técnica de fa fransformacion, via el Resultadot.6con e=n; vy 4=0.

1 { (oY e
D my gy [ 207 Y {nnctiz
~lo(zyr e
g =1
- f(n‘;"z) . [ "*""’2"1'12'11(L n.fz‘
L (302 n, nl) (2 (3) {]{ v

) (-::—-ZYJ’. Sn,,lz--t

[___1_1 ez} /2
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z

~ \3n.i2—f - ( E (f%__ﬂz_} .{f i )V'ufz - (' ) )nzf?.)
0{3) 1 r{g) Virm T (3.48.1)

Desarrollando el primer factor def producto entre liaves, haciendo uso de que, como »; ¥ 1y son

I n+n I
enteros positivos pares enionces -2 y %2— también lo son.

iz

n,Jj2
\Jﬂ,lz—i ﬂ,iz(f . tie1) ‘\ ( 1 )“x!}.- { 1 ) }
@ }[Y(y)“m{inz Jl.(—l_-'- ﬂz)l Y. .%+1

Calculando ahora Hm £, (3).
Ry

1 nitz =14 \Jn,iz-l
m ——— E ———— . (3 48.2)
Ty i
mes T{g T3
niz . o2
, niz T A4 - G0N o min 4 y i G-
lim 1, H LE Nz J fim N, - H hm (Z-._ "y
nz-r"'ﬂ 3= ny-yo iy Hg =
—_ 1, adz e _{_
o, ﬂ Z !

v =
=

( { nyf2 {' v}n.fl
= [— - b T
2) e . {3.82.3)
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lim ( ! >"‘2“- = 1 = !
fim

nymee 41 Y2, H__y_ n/2 . VJIZ \Mal2
“ n,yeo ( ”2) E:ﬂ_’m (1 +”1f[2)
1 - e..w:. (3.48.4)
..[f"a('l X:’fzz "zfz ewz
Reuniendo fos resuitados (3.48.2) y (3.484):
i =} f mlz
) . y s gz n /2 1 ) vz
fi = —_— - Ii n .
n;_':q TV(Y) f(%) [(2) n;:m z —h 1\ Yarn, €
B y gz —t (l)n,lz Yz [!‘Em ( .12”” \)i’x I?.}
I ey
Como
l "y n, iz 5 niz
e (%nz) :f‘z’im(a—‘;ﬂ )
i
=y
L (_a;-r'l) (VTz+ N
e "
Por lo tanto: 2 —eecs
ngr—i -Yiz
. Y - €
im T W= A
" vm ][\r 2"‘-12}-_1(‘23_)

que carresponde a |z f.d.p Ji-cuadrada (m).

* Ofras relaciones con la distribucidn ji-cuadrada

Véass tarnbién [3.29] en Ja section Relaciones con Ja distribucion gamma.
Véase también (3.35] en la seccidn Relaciones con la distribucién exponencial.
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RELACIONES CON LA DISTRIBUCION § DE STUDENT

e (asos especiales de la distribucién t de Student

13.49)

i de Student (1) = Cauchy (0,1)

—

“La distribucion Cauchy estindar es un caso especial

de {a distribucidn 8, cuardo i = 17

Demostracion. Sea X una v.a. con disiribucitn 1, Basta sustitur el valor del parametro n=1 en

lafd.p.de X y consideraref hecho de que [(14) =n

rizY) ]

fe(x) = fylam= (W sz;mﬁm . — < X €O
r{!+]) 1
fx{x;1)=(ﬁ)li;f:(}i).{_l;;;](];ﬁgé R —0 L x <o
1 1

T2 12 [1+x2}
1

= ) LKW
[I+x2]

<&

En ef Capitulo 2 se menciond que la funcidn generadora de momentos comespondiente a la
distribucién Cauchy no existe. Precisaments, como consecuencia de su vincuio, la funcidn
generadara de mementos para la distribucion ¢ de Student tampoco existe, aunque ésta si frene

media y vanenza finitas y es posible calcular £y

e
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e Relaciones de la distribucion t con otras distribuciones mediante transformaciones

[3.50]

[¢ de Student (n)]? ~ F (1,1}

“El cuadrado de urna v.a. 1y, se disiribuye Fj )"

Demostracitn. Sea X una v a. con distribugion £, Definase
¥=x?

Utilizando la Técnica de la transformacion madiante el Resuitado 1.1 se encontrara la f.d.p de V.

fosy= — [fx(mﬁx(—wﬁ)] . ¥70

s . r {7 ]I
v (-G e DS

{
_ { 2 {2 E
_er? ‘Vﬁ?f('\%)ﬁ*ilm“”z
{

N T (%) 14,1‘“*"’23

Recordando que T(%%) = /n se obfiens:

ot
fely)=y" —*—-—L{—z"}—m
y = | i r(;)r('ll}[w—l

g

. jaxl "l__ Yz -z
- 4 [—:?_)(m3 Y , y7o

I T C L

que comesponde a lafdp.deunava. F conparamefros 1y r
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e Oiras refaciones con ia distribucién ¢ de Student

Véase también [3.25] en Relaciones con la distribucion normal.

RELACIONES CON LA DISTRIBUCION CAUCHY

© Relaciones de ia distribucién Cauchy con ella misma

[3.54]

g

a + o-{Cauchy (0,1)] ~ Cauchy (a,u}

“Una v.a. Cauchy estdndar, X, puede llevarse a lg forma general

medianie la transformacion definida per ¥=a + aX™

Demosiracién. See X unav.a. Cauchy (0,1). Definase
Y=a+aX

Para determinar la distribucion de ¥ se recurrva a la Técnica de fa fransformacion mediante el

Resultadc 1.6 con c=a y d=a

i ~a
fy(}’)=“'fx[*—\] ,  (vaquea>0) —0 <y <0
o @/
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La reiacién inversa de [3 51] se presenta a continuacion

3.52]

a=0

Cauchy (a.c) —*1— Cauchy (0,1)

i

“A la distribucion Cauchy con parémetros 2=0 y a=1

se Ie lfama distribucidn Cancky estandar™

Dempsiracidn Esta relacion se verifica précticamente por definicion de la disinbucion Cauchy

estandar; basta sustituir ios valores a=0 y =1 enlafd.p. Cauchy (a,a).

Una generalizacion de la refacion [3.51} se presenta en seguida y alude a cualquier transformacion
lineal de una v.z. Cauchy.
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Epiat}
S,A}
[43]
(5]

Lol

| )
| |

i i
‘.L ¢ + d [Cauchy (a,0)] ~ Cauchy (ac + d . otlc]) I

u !

h

“Una transformacion linedl, cX + 4, de una v.q. Cauchy (2,0, X,

también se distripuye Cauchy con pardmerros ac+d y ale [”

Demostracién Sea X unav.a, Cauchy (a,o) Definase
Y=¢c+dX

Para determinar la distribucion de ¥ se recurrira a la Técnica de Ja transformacitn mediante el
Resuifado 1 6.

—00 < Y <00
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[3.54]

1
Cauchy (2,0)

|
~ Cauchy (a(a” + a?y™" a(a? + &9)) l‘

“El inverso maltiplicativo de una v.a. Cauchy (a,a)

también se distribuye Canchy (2’5 con a°=a(e’ + 2" y o’ =afe’ + &)™

Demosiracidn. See X unav.z Cauchy {a,a). Definase
Y = .
X
Pueslo que Y es una transformacién de X, & primera vista parece convenients recumr & la
Técnica de Ia fransformacion via el Resuffado.3. Sin embargo, fio s ast. Por un lado, fa aplicacién
dei Resuftado?.3 conlieva a expresiones algebraicas complicadas de simplificar parz liegar a una
distribucién Cauchy {esto como consectencia de la complejidad de los paramatros de fa va. ¥

Por otro lado, el aplicario de manera mecénica conduce a pasar por alio cual es el comportamiento

de la transformacidn {recuerde que la funcién b define una hipérbola de dos hejas): no pueds
x

decirse que es mondlona decreciente para Iode el rango de X, -<wo < x < o, €5 mondiona
decreciente en los intervalos (—=.0) vy (0.0}, paro esfd indefinida pare x = 0. Entonces, ¢l

resuitado obtenido s$dlo seria valido para fodos los valores de y, excepiuands cuando x =0,

Por lo anterior, se recurmid a un procedimientc altemafivo para demostrar la relacién [3.54]. En dicho
procedimienio se hace uso de obros resultados: {3.19] y [3.18), verificados en la seccién de
Relfaciones con fa distribucidn normal, [3.51] y [3.53] verificados arba; y [3.57] por verificar al final
dentro de esta misma seccién. Asi, se iran hilando propiedades de fransformaciones de dos v.a.id.
nomal estandar cuyo cociente da lugar 2 una v.a. Cauchy estandar que blen puede llevarse a la

forma general Cauchy (a.c).
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Se tiene gue
A~ Cauchy {a.0)

Considere
I/~ Notmal (0.1} y ¥~ Normal (0.1)
y asi definase
x=t
I
Entonces
X~ Cauchy (G,1) _..de 357]

Y a8i X puede expresarse en {ermnos de X .

I3

X:a+a){'=a+a% .. de 351

Ahora, observe que

(g_br - HV)
(all +oV)
(ol —a¥ )’ +a%)y7"?

(all + aV)(a2 +ai)H?

-1
[aﬁva%’l =ala® +25y7 +a(a® +a?)” )

Y. — p -
o’ +a®) . +ale? +a?)!

donde
{al —aV)a’ +a*)"""? ~ Normal(0,1) -
(all + oV Ya* +512}"”2 ~ Normal (0,1}
7 .
Es deci 2 +a V | = ¥ nuede expresarse come una transformacion iineal de una v.a Cauchy
. ]
estandar. Considerando
c=ala? +a®)™! ¥ d=al@® +~a*)"
y aplicando [3 53]
]
j{— ~Cauchy{a(a? +a° )} a(e? +25)7)
L2

{*) ligualdad encontrada en Jonhsan y Kotz [1970]-1, p 160, quienes refieren que fue utdizada por Savage]{1966]
(**) Mas adelante se venficaran estos resultados paso a pase.



208  Capituio 3

Verfficacion de (**)

Como U~Nommal(0,1) =  «l ~Nomal (0,
Coms ¥ ~Normal (0,1) =  aF ~ Normal (0,2%}
= (el —a¥)~Normal (0, &’ + 2%
= (¢ +a) (el —aV)~ Normal (G,1}

yaque [P +al) el +aY) =@’ +a) et a) =1

Analogamente,

U~Normal (0,1) =  al~Normal (0,29

¥~Normal (0,1) = oV~ Nomat(0,%)
=  (aU-oa¥)~Nomal (0, o’ + a7

= (& +2) " @U+ ob) ~ Nomal (0,1)

.. de [3.15]
.. de[315)
.. de[3.18)

.. 08 [3.15]

+ e
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[3.55]

< Cauchy 0.0)
Caunchy{0,1)

“El inverso multiplicative de una v.a. Cauchy estindar

tambidn se distribuye Cauchy estindar™

Demostracion. La relacion [3.55] es un caso paricular de [3.54] ya demosfrada Lo gue es

interesante rescatar s que en el caso de una va. Cauchy estandar la complejidad de los
paramelros a" y o’ de % sedivyeyaquea’ =017+ 09" =0 y o’ = 1(12+ 07 =1, de

tal suerte gue se obfiene también una v.a Cauchy estandar.

&

La reifacion [3.55] también genera sentido si se piensa que la dismbucién Cauchy estandar puede
verse como {a distibucidn del cocente OF/V, donde I/ y ¥ son vanables normal estandar
independientes Como U/ y ¥ tienen ta misma distibucion, entonces la distribucion de L7V v
VU debe ser también la misma; de agui gque st X es Cauchy estandar entonces 1/X también lo
&5,

¢ ¢
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[3.56]

)

|
Z Cauchv{a.) ~ Cauchy (ra.na} ]
i

“Lasyma de n vaiid Cauchy (a,a) también se distribuye Cauchy (na ,na)”

(La distribucign Cauchy satisface la propiedad reproductiva)

Demostracion Sean X, X.. .... X, vaiid Cauchy(a, o). Definase ¥ =ik: Observe que
comg cada - <x;<cc enfonces -<w<y<w. Ahora, dada la inexis:t;ncia de la funcion
generadora de momentes no 25 posible recurnr 2 ella para determinar |z disinbucion de ¥ {de lo
contrano dicha distribucién se podria determinar aplicando ef Resuffacy 1.78) En casos como éste,
la funcién caracteristica resuita de gran utilfidad. Solo a manera de ejemplo se introduce agui para

demostrar [3 56..
La funcién caracteristica de una distribucidn Cauchy (2. o) &

Ele™ ):ex;a[ita— 1]

Entonces

e
{

= ﬁ explira-|tja]= exp{i (ira~]¢ [cz]]

g=I J=I

—:r}’j:).’l-] ]'-n' oy n
Ele ™ rELHe ‘:lz

J=1

= explit(na) - II [(na)]

que coresponde 2 la funcitn caracterisiica de una distibucidn Cauchy (rang).
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Nomal (00 _ cauchy (0,13 g
|i Normal, (0.1) E

“El coclente de dos v.a.i. normal estandar se distribuye Cauchy estinder”

Demostracion. Sean Z; y Zp v.aiid. normal (0,1). Definase V= 7/Z:. Coma ¥ es funcidn
bivariada g(Z;,7:) ¥ ye que se conoce la distrbucion de 1a suma de dos v.au normales estandar
{véase resultado 13.16]) se aplicard ia técnica de las lransformacion para funcicnes bivariadas para

determinar la distnbucian de ¥, via el Teorema 1.8, considerando.

Y] =ZI +Zz
Y2ﬁ21/22

Obsarve que —wo < 3, 1» < o Entonces, del Teorema 1.8

Frnbonl=J 17 @) f2,(Z3),  -eayon<i®

Haciende los calculos:

. Y, =% 2y . S v
@ ¥, =202, 7z = ki
27 1wy,
Asl,
@ __\l?:_ k!
° 1Y, {1+ %) Ya Y, _ ___V_l__
— e ——— — e—— T , 22
® J = 1 B Y (4+9,7 {i-&‘)zf (192}
o 14y, (1y)?
=]

Susttuyendo en el Teorema 1.8

° ];xz(yuyz) = fz‘(z,)j;z(zz) 7]

R

) (93.07° Lo _% V! 25

,_.( ¥, j1\. -——-2“ E'XP—' 2(1"’?7_}2 \E—ﬁ- F 2(‘;‘{_\)1)
1Y, ¥

a

@
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1y, N K =
)(«(“')’2 {\’I, ‘.1'1\,\ = \ 3 - A £ —{__(L_j_'.&_z = _lr_.
(1-»32\ 27 2({_,._\),1) 2(4_‘_\)232

! viyI+ 1)

v A, f{
1+ vy, 2 7 2(1ey 3

Por lo tanto:
TR L BB -0
LA Javl= (1Y) 2m 2 {1y Y ? '
Calculando ahora la fd.p. marginai de 1y
1 IY] {(H—yiw.z} d
=] o= -y ¥
fy—z(?z) Jﬁzﬁ (4_+y2)2 ‘P 2(14_\/2)2 1
=3 2
4 (1-(-}’,'1))" o
- _4alm I Ny
2 {1+y)* j_q})‘flexp { zfl—r—vz)‘% \
o
. ¢ (1+¥2)Y2 % g 5\ i_—wf(‘”‘”'
- ——— — P TR i N J exp - .
270 {1+ 9,0 g_‘i YIEEXP { 2= vy,32 ho 27 {1 +Y,) A =P Z2(1+Y,
Sea
iy (1 2y
e — aw = {44_\) )1 yl dj:

21wy, ¥
420" nara completar el

Mutiipficando vy dwidiendo la dtima expresion de 5, (y.) por 1a20)
¥
integrando como se reguiere para efectuar el cambio de variable » du.
=0 (12 {2 ) e
S zufiey Vo (2 L {ey 2{t+v,)
z O 2z 2y gz
1 ) (1+v2) S (4+v3) exp— (12 )Yy d"’l
Zo{t+ Y, (1 ¥E) (A4 y,)? 2(1+y, "
- 1 - 1 -
- = ) ¢ du_—k-————Se‘ i
Zﬁ("_‘-\)z) —eo Zﬂ(1+y§) e
¥l
pusnl 2[ ! § g du‘S = ----—--—1-—-—2—
2w (1Y) 1 {1+

que comesponde a la f.d.p. Cauchy estandar.
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o Jtras reiaciones con la distribucion Cauchy

Vease [3 49| en Relaciones con la distribucion ¢ de Student.

RELACIONES GON LA DISTRIBUCION BETA

o (Casos especiales de la distribucion befa

[3.58]

|

i Beta {¥4.,14) = Arcoseno

e e

L

“La distribucién arcoseno es ux caso especial de la

disiribucién beta (3,) cuando f=y=%"

Demostracion Sea X una v.a. con distribucion beta (¥4.'%2). Basta susiituir fos valores de los

parametros S=1 Yy y= enlaf.d.p. betay considerar el hecho de que T{}%) = Vn

() = oy o -
Tyix)= Boy= 2ETYL et !
IS gy AT 0 <

_ . T+ o I
fx(ﬂ—fx(xg,y:f_@z)_r(z—é)\p ](1“3031 si O<x<l

_ __111} -1/2 Y
rrg © 4
1 -i/2 172
= e —xTV
oz F )
= - 1. - -
aix(l-x)) ¥?
gue coresponde a [z f.dp arcesenc.

&
En ia Figura 2.9 presentada en el Capitulo 2 se puede apreciar ia grafica de ia densidad arcoseno.
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[3.59]

Beta (1,1} = Uniforme (0,1)

|
]

“Lg distribtecion uniforme estdndar es un caso especiaf de {a
pe

distribucion beta (5,9 cuando f=y=1"

Demastracion. Sea X una v.a. con distribucidn beta (1,1). Nuevamenie, basta susfituir los valores

delos paramatros =1y y=1 enlafd.p betay considerar el hecho de que I'(1Y=1.

F(]_-kl} 11 1-1 R
)= - il g 0<x<l
Fu{xlD OIS x T (1-x) §1 <x<
o o
=6!_E)_!-x -2

=1

gue comresponde a la £.d.p. uniforme estandar.

También en lz Figura 2.9 gque se presentd en el Capitulo 2 se puede apreciar la grafica de la

densidad uniforme estandar,
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e Relaciones de la distribucion beta con viras disfribuciones mediante fransformaciones

3.60]

.r

K Gamma(cn )
|

S -—- - ~Betala.o)) ¢
Gamma(e,, f)+ Gammal(a,, F) h

. ?

“El cociente de una v.a. gamma (@ ,f) entre la suma de dos v.a.i, gawuna, (1,5 y (@00,

se distribuye beta (o 5)”

Come ¥ es una funcidn bivariada g{X,.%3) puede aplicarse el método de la fransformacion para
determinar su distribucion. Para ello, es necesaric elegir ofra funcidn conveniente para obtener una
fd.p. coniunta a partir de la cual se extraera la densidad marginal de ¥. Como va se conoce fa

distribucion de la suma de dos v.a.a gamma (e, ), (véase [3.26bis]) definase

Y, =~ ;{L _
X, + X,

b
=X+ 45,

En cuanto alos recorridos de ¥y vy Y-, observe que:

xl,x2.>0
= =i tn>0
= O<x;<x1<‘xg
= Dexi<xi+x3
x
= 0<- "t =y «l

X+ X,
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Calculando la funciones inversas se obfiens que:

L= Fla+ =20 } - X, =Y, = %Tx (\;”\:,2)

Y, = Xty

Ky =Y, [1-v)= g; (\),;\)2)

De agui gue:
Lae 3% v Y
oY, Fy, * l -
TF e pxs |7 oy {1-¥,) TN (-N)FYL = oy ey =y
2, Y 8 '
[T0=1vl=Y, » pues ¥;»0
. r {
Asi R—,,v:(v-"fz)”‘ j;r.l-ic,q(x.)T (xz) s Oy <1 4 ¥Y,7D
_ dl—i dl-l .
- e —*!d.)l.{dz} A N AN A e
_ " £+ o)+, = 1) oo A=ty )
- g, edy ( 1) (‘1#3‘1) e P
~ INCRINES
_ - ay+dg Y2 f
= TaTa : v l(/k"y\]':\'y;‘_ € ’
AT T 43T (4) |
o — |
- Llard,) \)d.,-l(ﬂ_y)dz-—[ ) 1 \Jdl 4y e..\f;/f
_"""‘E (dl)}:‘-—_.(dz] { \ Pﬂ.-vd:_ f[dl""diﬂ i
Considerando que

Blay.a;)= EEE’,),T@‘;) - Ty, +o3)

N
D(e, +a;) T(a){a,)

B(ay.23)

es posible separar la densidad de ¥, que es gamma (&) + a,/), en la Uitima expresion de la
densidad conunta fy y, (¥ 32 )

1 4,71 At 1 a4, Ly
fo, Ouv)= [ 3 (007 oy, e
v Bl £ D{asras)

De este producto no solo se observa gue tiene Y; distribucion beta (e,4), sino también que ;¥: y
Y- son indepandienies!
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o Oiras relaciones con iz distribucion beta

Véase (3 241 en Refaciones con fa distnbucidn normal.

RELACIONES CON LA DISTRIBUCION UNIFORME

e Relaciones de {a distribucion uniforme con ella misma

[3.61]

—

a + (b —a)-{Uniforme (0,1)] ~ Uniforme (a,b) E
i

“Una v.o. uniforme esténdar, X, puede Hevarse a la forma general

mediante la transformacion definida por ¥=a + (b - a)X™

Demostracion. Sea X unav.a uniforme (0.1), Definase

Y=g+ (b—aX.

Para determinar |z distrbucion de Y se recurnca a la Téeniwa de 2 transformacion medianie &

Resultado 1.6 con ¢c=b—a y d=g,donde ¢c>0 yague 5>a
Respecio al recortidode v=ag+ (b~ a)x, obhserveque a<y<d yaque

0<x<«l
= O<b-a)x<{b-a)
= a<(b-ayx+ta<(b—a)+ta

= a<y<h
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Entorices.
¢ f(v)“#lff (X_?j a<y<b
. A b—a’\b-a) ’ 7

1 y—a

=—=--1 .ovagque O«<s—— <l
* hb-a yas b—a
gue comresponde a la densidad uniforme {a.b).
+
La relacién inversa de [3.61) se presenia a confinuacion.
[3.62]
a={
Uniforme (a,b) —2=—» Uniforme (0.1)

“A la distribucion uniforme con pardmetros a=0y b=1

se le Hlama distribucion uniforme estindar”

Demostracion. Esta relacion se verifica practicamente por definicién de la distribucion uniforme

estandar; basta sustifuir los valores =0 y 5=1 enlaidp. unforme (0,1).
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o Refaciones de la distribucion uniformea con otras distribuciones
mediante fransformaciones

13.63]

{Uniforme; {C.1) ~ Uniforme, (0,1)} ~ Tnangular

H

J

“La diferencia de dos v.a.i. uniforme estdndar se distribuye triangular”

Demostracion Sean X, y Xu v.aiid unforme (0,1). Definase

Y;XI —Xz.

Observe que como O < x|, x> <1 enfonces -1 <v=x1—x <1,

Aungue ¥ es una transformacion bivanada, en lugar de recurrir a la Téenica de la transformacion,
via el Teoremal.§, para determinar la fdp de ¥ se acudra a la Técnica de fa funcidn de
distribucién mediante el Resuitado?.11. Con [z aplicacion de fa Técnica de fa transformacicn se

complican los calculos pese a que la densidad original, uniforme (0,1), parece sencilla

Hiyy= _Jgfx: (x5 = W75 () dx,

= J.[(G,l)(xl =~ WHon{xddy

™7y
= 00 a8+ Ty OV, 4 (5

1 1

- PR r
=0 fa@n + Loy () jdy

0 .

¥
=M 0+ (=2, ()
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La descomposicidn de las funciones indicadoras desarrcliada de la segunda a |z tercera igualdad

{paso sefiziado con () } resulta de 1a visuziizacion geométrica del conjunto

A={0<x <1} x{D<xi—y<1}

Como ya se ha observado rn.xnel) = —lexi—x<]

Ahora yExi-x» = X=xn-y = O<x—y<l

A es un subconjunio de R* en e} sistema formado por los ejes coordenados X, y Y. El rango de
ias abscisas estd dado de manera directa (valares entre 0 y 1). Ahora, para deferminar el rango de

las crdenzdas basta observar qué es Io que pasa en las fronteras, es decir, en los limites mienor y

superior del conunte {0 <x; —y < 1}

x1—-y=0 = y=x

n-y=1 = y=x-1

Elconjunio A4 se llustra en ia figura siguiente

y ]

2-
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o Otras relaciones con lz distribucién uniforme

Véase también [3.42] en Relaciones con la distribucidn exponencial

Vease también [3 58] en Relaciones con la distribucion befa.

OTRAS RELACIONES ENTRE DISTRIBUCIONES UNIVARIADAS CONTINUAS

[3.64]

l log[Lognormal (g, o %)] ~ Normal (4,7
i
L.

“Ef logaritme natural de una v.a lognorniel (it,c %) se distribuye normal (u,a"y”

Demostracion Sea X una v.a. lognormat (u,o 2). Definase la transformacion
Y=logX

Observe que la funcidn logaritmo tieng sentido puesto gue x > 0. Asi, —= < y < «. Aplicando la
Técnica de la Transformacidn mediante el Resuffado 1.6, con ¢ = 1, para determinar la distribucton
de¥

) - p<w

v {[log(e )- #]

hin=le

T (2"
= { =8

[

que corresponde a una densidad normal con media x y varianza o
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Como se expuso en &l Capitulo 2, lo que caractenza a una v.a. lognormal, y de ahi su nombre, es el
hecho de gue su iogaritmo natural se distribuye normal. Aln més, la relacidn [3.64] tene su mverso

COME se enuncia a continuacién.

[3.65]

|

exp[Normal (z,&%)] ~ Lognormal (1,5 %) E

i j

“La exponencial de una v.a normal (p,0 Y se distribuye lognormal (u,6°)"

Demostracién. Sea X una v.a. normal (4,0 %). Definase la fransformacian
Y=g*

Observe que y > 0. Aplicando la Técnica de la Transformacion mediante el Resuffadz 1.7 para

determinar [a distribucion de &

Fi)= %I-J,»_-(logy) , >0
_L_ 1 [logy— 1’ |
y 2ro exp-{ 267 T
_ 1 _jlogy—pmy®
y:i?_fm' P { 20° }

que corresponde a una densidad lognomal (z,67).

Lag relaciones [3.64] y [3.65] permitiran demostrar faciimente la relacién sigulente.
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i
b

' [TiLognormal (.57} ~ Lognormal (nunc 2)}

q 4

n

|

EE—

“Ei producte de n v.a.iid lognormal {i0°) también se distribuve lognormal (ng, ne 2"

(Observe la analogia con la prapiedad reproductiva)

Demostracién. Sean X,, X,. ..., X, v.a.i.id lognormal (z,0%). Definase

n

F={1x,.

.
=l

223

Observe que y > 0. La relacidn se demostrard haciendo usc de los resultados [3 18] {véase

Relaciones con fa distribucion norma), [3.64] y [3.65] (recién demostrades) y de las propiedades

siguientes:
o logF=log(¥i K- ... - X)= Y logX,
a oY=y "
Ahora,
X, ~ lognormal (%), para i=1,2,...4 por hipétesis
=  logX, ~normal (,c?), pae i=1,2,..,n aplicando [3.64]
= SlogX, ~ nommal (ngno ) aplicando [3.15]

=1

Como Y log X, =log I' entonces log ¥ ~ normal {nunc o).
=]

- o187 lognormal (nino 2y aplicando {3.65]

Como ¢°¢" =¥ entonces ¥~ lognormal (nuno ).
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La relacion [3.36) puede generalizarse al caso en que los parametros de la distribucion nomal de
fas X, no fueran los valores comunes u y o°, sino que X, X ..., X, fusranvajig.

logrormal (p.. o, °). Para demostraric se podria ssguir el razonamientc anterior, haciendo uso de
[3.16bis}, en lugar de {3.16]

LR 4

Las dos relaciones siguientss son resuliados ‘suelios” deducidos de 1o expussto por Leemis en su
esquema.

[3.67]

Weibuil (2} = Rayleigh {}

“La distribucidn Rayleigh (&) es un caso especial

de la distribucién Weibull (o, £) cuando =1

Demostracion. Sea X una v.a. Weibull (¢, 2). Lz relacion se prueba sin problema sustituyendo al

valor #=2 enlaexpresién de lafd.p. Welbull 7, (0= i (x;2. 8)= L B! ’exp—{l P J siox>0
o [#4

1 .
fy(ea.2)y= —-2x*" -exp—{—xzw si x>0
@

=2 xe T in

RN R

que correspande 2 la f.d.p. Rayleigh ().

¢
Como !a disfribucion expenencial es fambién un caso especial de {a distribucidn Weibull, con la
relacién [3.67] queda “cerradg” el vinculo Weibull-exponenciai-Rayleigh conformado también por las
relaciones {2.36] a [3.38), expuestas en la seccion de Relaciones con la distribuicion expenencral,

e
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[3.68]

~ Fn,m)

|
I‘ —

—_—

“Fl inverso multiplicative de una v.a. F (r0;) también se distribuye F (ny,n:)”

Demostracion. Sea X unav.a. con distribucién £ (my,n2) Definase

g

A
Ohbserve que la fransformacion esia bien definida puesto que x>0 Asl, y> 0 Ademés, I esuna
transformacidn mondtona decreciente. Entonces puede aplicarse la Técnica de fa Transformacion
mediante el Resulfado 1.3 para determinar la distribucion de Y. Puesto gue el mangjo de una
densidad [ es taborioso ne se presenta el desarrolio de la aplicacion de ia téenica, En su lugar, se
acude a un procedimiento alternativo para demostrar la relacion haciendo uso de un resuliado

verificado previamente.

Dei resultado [3.47) se sabe que X puede verse como el cociente de dos v.a.. con distribucion
J-cuadrada, digamos X y X5, divididas entre sus respectivos grados de liberiad w1y ¥ mo, 83 decir,
X = (X\/n¥{X3/n) Enconsecuencia, &l cociente (Xa/my)/(X1/m) = 1/X tlene distribucién F

{12.771)

Con la relacion [3.58] se clarrz el conjunte de relaciones incluidas en el Diagrama final anexo, que &3
una modificacién del diagrama original de Leemis. Al margen de ello, & continuacién se presentan
dos relacicnes adicionales que se encontraron durente ef desarrolio de este frabajpo, pero cuya

verificacion requiere de algunas consideraciones adicionales.
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» Ofras refaciones propuestas

[A1]
“La rransformacion de una v.a.. X, con distribucion F(n, . m)
Xy i,
definida por ¥ = ——n LU e distribuye beta [5 ': "2
={n X R

Demostracién Esta demosfracion estd pendiente. Sea X una va con disimoucion Fim ... Definase

ol o= . Racurrendo la Técnica de Ia transformacién (previe aplicacion de fa Técnica de
i*[nXafHZE 1+a

fa fincion de distribucion) se obfiene que:

i . ¥y (n: ¥
\ )—— — ] 2=, Q<«p<l
Ho [1— (1—y>')f'm H,]

donde e recorido de ¥ estientre 0y I porque D<a<i+a = 0< IL< 1. Susftuyendo fa
+3a

fdp. de X evaluzdaen [my/n (1 - )] y simplificando se obtisne
n1 + 11 }/"T -1
2 ) 1

f)"(y)= r{n n+n
RGN o 7
Lz]r( l (57 Lyﬂﬂ*z

L1-y
da cuyo sequndo factor o fue posible recuperar el #mino (1 — v) 2

R

[A2]

“La minima estadistica de orden de una distribucion Weibull (a8, 7)
es también Weibull (a2, B, ), donde o* = ap "#»13

Demostracion.  Esfa  relacion  es  vélida si se defne a 1z densiag  Weibul  como
fu=(Be)- (x—-ya) exp-lx—y)al , ¥< x, que difiere de la expresion [2.19] aun cuando »=0
(véase segeidn sobre La distnbucion Weibulf en ef Capituio 2). Sin embargo, es este un resulfads interesanie
en fanfo que la distribucién exponencial cumple una relacién analoga a [A.2) {véase [3.31]} y es un caso
especial de la distribucién Weibull {véase [3.32]); bajo esta nueva expresion de 1z densidad Weibull esto se
cumple cuande y=0y = 1.

12 Presenada por Casella y Berger [1990], p. 228.
3 Pregentada por Johnson y Kotz [1970H1, p. 254.



CONSIDERACIONES FINALES
Y CONCLUSIONES

Aportaciones de este frabajo

El esquema gue presenta Leemis en su articulo publicado en 1986 ha sido el eje para el desarroiio
de este trabajo. Come ko explicd el propic Leemis, ef proposito del articulo era presentar una figura
que ilustrara aigunas de Ias relaciones entre distribuciones univanadas comunes que generaimente
se discuten por separadc en los texios introduciorios de probabiidad, lo cual dificulta 2 los
estudiantes comprender las relaciones entres esas distribuciones. Este trabajo se adhiere al objafivo
infegrador de Leemus, al recoger una buena cantidad de informacidn acerca de diferentes
distribuciones de probabilidad en el Capitulo 2 e msistir en ias relaciones que guardan unas con
otras desde la Oltima parte de la presentacién de cada distribucion, para después ahondar en ellas

en el Capitulo 3

En este trabajo se incluyen las graficas de {odas y cada una de las densidades que participan en el
diagrama de Leemis, para algunos parametros, vanas de ellas fueron encontradas en la iteratura,
mas elaborar aquellas que hacian falta enniguecid el conocimiento acerca del comportamiento de las
distribuciones Ademas, es de llamar la atencidn que Leemis incluyd algunas distnbuciones poco
comunes, como la Weibull discreta, 12 arcoseno v la triangular. Se espera que este referente grafice
en su conjuntc sea para el lector un medio de sensibilizacion con las distribuciones, pues siempre

ver dibujos es més grato que tratar con “frias” formas algebraicas (pensando en las densidades).

Cenfrando ahora iz atencidn en ias relaciones enire ias distribuciones, el Diagrama Final con f que
se cierra esta seccion representa una conclusidn global de este frabajo. Este diagrama es una
adaptacidn del diagrama de Leemis. En &l estdn sefialadas cada una de las relaciones con un

nimere entre paréntesis, segin el orden seguido en el Capitulo 3 {as!, por ejemplo, el numero (1)
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corresponde 4 la relacion [3.17). Asmismo, incluye las 12 relaciones adicionales enconiradas a o

largo del desarrollo def trabayo, dando un total de 67 relaciones en el diagrama.

Es asi que, por lo que toca a las relaciones entre las distribuciones, este trabajo contnbuye de tres

formas-

1. Presentando elemplos de aplicacidn del Teorema del Limite Central, asi como de tres téenicas
para determinar las distribuciones de funciones de una © mas variables aleatorias.? Asi al
verificar fodas y cada unz de la relaciones se adquisre al mismo tiempo soitura en el manejo de
2508 tnstrumentos, cuyo sustento tedrico suele revisarse en los cursos de probabiiidad y

estadistica y que de manera breve fue abordado en el Capitulo 1.

2. Determinando explicitamente los parametros de todas y cada una de las distribuciones
resultantes. Esfo es importante sobre todo para agueltas relacionas en las que una distribucion
se vincula gonsige misma, pues si bien en el esquema de Leemis se sefiala(n) con precisian el
{los) paramefro(s) de la distnbucidn “ongen’, en todos los casos el (los) parémetros ds Ia

distribucion *destino” (distribucién resultante) cambian.

Por ejemplo, para aguellas distribuciones que satisfacen la llamada propiedad reproductiva, la
suma de variables aleatorias independientes con distrbucion T se distribuye tambign D
teniendo como pardmetro(s) la suma de alguno(s) de los parametfros de las variables aleatonas
originales (relaciones (3), {6), (11}, (16), (17), (26}, (44) y (56), que, salvo la (ltma, tienen una
versidén “his”, como puede verse en el Capiiulo 3). Cabe resaltar que fue particularmente

interesante el hallazgo de los parametros resuftantes de fas relaciones (12}, (31) y (54)

3. Incorporando relasiones adicionales a las presentadas por Leemis, con lo cual se cuenta ahera
con un esguema todavia mas completo. Las relaciones agregadas fueron; (3), (113, (15), (17),
(18}, (28), {30y, (39), (43), (53), (67) v (B8). Salvo la (43} y la (67) que se enconiraron en ia
literatura revisada, las demaés surgieron de maners intuifiva una vez que se tuvo cierfa
familiaridad con las distintas distribuciones. Hay que aclarar que para (30) se entiende que ésta

pudo no haber sido incluida por Leemis pergue queda contemplada implicitamente a través de

i Cabe resatar que en el caso de dos o mes variables aleatonas la mdependencia entre ellas fue una condicion
sumamente valiosa.
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[48) v de {29). En ese sentido, con (30} no se esta agregando informacidn nueva, pero se optd
por incluirla a manera de referencia rdpida De hecho, es muy posible que vanas de tas
relacrones entre dos disinbuciones no incluidas actualmente en ef diagrama se puedan obtener a

través de dos (o0 mas) pasos con las relaciongs que si se registran

Bajo fa vision infegradora de las distrbuciones que se propuso Leamis, para verificar vanias de
las relaciones mostradas se hizo uso a su vez de otras relaciones En paricular, 1as relaciones
(18}, (17) vy {18) reiativas a la distnbucion normat v (29} relatva al vinculo gamma - w-cuadrada
representaron resuliados de gran utiidad Precisamente, el que una vanable aleatona ji-
cuadrada sea al mismo fiempo gamma es hecho que se pasa por alto cen frecuencia y fue uno

de los aspectos en los que se insistié recurrentemente en este trabajo.

Aclaraciones sobre olras modificaciones hechas & diagrama de Leemis. ES necesario puntuatizar
tres de {as modificaciones hechas al diagrama de Leemis y veridas en el Diagrame Final (1) los

parametros de la distnbucion fognormal son i y o

, enlugarde « y B conlo cual resulta més
inmediata la verificacion del vinculo de ésta con !a distribucion normal {que tiene también parametros
¥ o?); (i) ia linea continua que une a ia distribucion £ con la jl-cuadrada {refacién (48)) fue
cambiada por una linea punteada, ya gue esa relacion se verifica cuande »# s suficentemente
grande (r7 — <o} v, { iii) al adoptar para la densidad gamma ta expresion [2.74], en lugar de la que
presenta Leemis (en la que se intercambian las posiciones de @ y 5} se modificaron ias condiciones

que avalan los vinculos (28) y (29), de tal maneraque en lugarde pedr f=1 (en(28)) 0 =2 vy

)

{28), va que en lugar de gue la distribucic
paramefrc « como lo indica el diagrama, se cbiiene una exponencial con parémefro G Sm
embargo, se prefifis esto a cambio de homogeneizer este trabajo con la literatura consultada, pues

en foda ella se define a la distribucion gamma 2 través de {a expresidn [2.14].

Por ende, si bien se considera que la aportacidn practica principal de este trabajo puede ser el

Diagrama Fmnal, se tene confianza en que de cada uno de los capitlos de esta tesis pusden

exiraerse slementos valiosos para los cursos de probabilidad y estadisfica. elemenios que van

desde aspectos tedricos hasta el conccimiento y maneje de interrelaciones entre vanas de las
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distribuciones de vanables aleatonias comunes, pasando por informacion de muy diversa indele

sobre tales distnibuciones

Aspectos por majorar

Todo trabajo de investigacion es perfecible en funcion de ia disponibilidad de tempo y de
informacion que se tenga para continuar su desarmolio. Ahondar mas en las caracteristicas de cada
una de las distribuciones no solo enriqueceria €l contenido del Capitulo 2, sino también es muy
posible que contribuya al hallzazge de ofras relaciones que pudieran mcorporarse al dagrama. Por
ofro lado, valdria la pena abordar la funcidn caracteristica en el Capituto 1 come una herramenta
adicional para delerminar la distribuctdn de una funcidn de una o mas vanables aleatoras
(particularmente de su suma), pues mientras que ia funcion generadora de momentos no existe para
todas las distribuciones, la funcidn caracterisiica si. Esto permitiria comprender plenzmente la

verificacion de la relacidn (56) y hubiera sido (til para corroborar la (57)

Horizonfes futuros

Como una forma de enriquecer este frebaje vy darle un enfoque mas practico se vislumbra Iz
posibilidad de incorporar ejemplos de aplicacion de las distribuciones que resulten mas tangibles

para los leclores, asi como gjemplos de apicacion practica de las distintas relaciones verificadas.

Asimismo, las puertas para el haliazgo de nuevas relaciones enire las distintas distnbuciones, que
atiendan a criterios similares a los que aplican scbre aguélias encontradas hasta ahora, quadan
abiertas. Una posible vetz en este senfido podriz incluir las relaciones que agui quedaron
pendientes: [3.5], deniro de la seccion dedicada a las relaciones entre distnbusiones discretas en el

tercer capitulo, v [A.1] y fA.2), propuestas al final del mismo capiiulo

Asi, toda colaboracidn que detive en la mejora de este uabajo serd gratamente recibida. bajo &2
consigna de gue el material que aqui se presenta busca ser de ufiidad para quienes estén
vinculados con ia probabilidad y la estadistica, empezande, por supuesto, por los alumnos vy

profescres de esios curses en la Faculiad de Ciencias.?

2 |In forma para hacer llegar propuestas pueds ser a través de la maesta Marganta Chavez Cano, directora de esta
tests.
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Diagrama Final: Relaclionas enire las disiibuciones™

N o0
fa-% (18)

. J Tl BEr—wo (24
logX 164 o u=af Sl

S gtmogt (28
19 %E fooy \ X -ihé-;-xn \\fﬁffog ]
£4 54 u+ox i)
[ )m x1+--+>§'§ } , e N\ xféi
X
N a7y, W n

1+...+xn (34)

—alog x 142 ,

162} 61}
a=0 \} a+{o-alK
b=1
X%y
i53)
J  Uniforme
g a<x<b
ab

7=1%gX @3]

* Adopiocdn del dicgromc oo Leemds {1786). ResUlndo de oo G tesis
"Algunas relaclones entre distibucionss de variobies dlecionas unvariackas discretas y cormrwas™ [2009),
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ANEXO 1

EsPACIO DE PROBABILIDAD

&o™  Definicién A.1.1
Espacio muestral

Se llama espacio muesiral de un experimento al conjunto, ©, de todos los posibles resuliados de
ese experimento

+

Una vez definido un espacio muesfral, s= estd en condicién de considerar conjuntos de los
resuftados posibles de un expenmento.

&wr™  Definicion A.1.2
Evento y espacio de eventos

Un evento es cualquisr coleccidn, £, de posibles resuitados de un experimento, es decir, cuaiguier
subconjunto de Q. La clase de todos los eventos asociados con un expenmento determinzdo se
define como el espacio de evernifos.

.

A cada evento E en el espacio muestral Q se quiere asociar un nimero enfre cero y uno, &l cual se
denominara la probabilidad de ocurrencia de E {o, simplemente, probabilidad de E) denotada como
P[E]. Para ello, se requiere definir &l dominio de Iz funcién P[-] como todos los subconjuntes de O
Es decir, para cada £ < O se define P{E] como Ia probabilidad de que £ ocura. Pero esic nc es
tan simple Hay algunas dificultades técnicas que hay que superar, mismas que suelen ser mas de
interés para los probabilistas que para los estadisticos (Casella y Barger [1990], p. 6). Aqui se
expondran algunos de esfos “tecnicismos”, considerados como necesazrios para cimentar
tedricamente la definicton de variable aleatoria.

& Definicion A1.3
Sigma-algebra

Una coleccidn de subconyuntos de €2 se llama sigma-algebra (o campo de Borel), denotada como
oz, 5 satisface las tres propiedades siguientes:

1. be
2. 8i4 ¢ ¢z entonces A” e &=,
3. SiA), 4s.... € cgentonces [, 4, € ez

Haciendo uso del concepio de sigma-algebra se puede definir una funcion de probabilidad.
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& Definicion A.1.4
Funcién de probabilidad

Dadc un espacio muestral & y una sigma-algebra <2, una funcion de probabilidad es una funcidn
P[] con dominic ¢z que satisface,

1. Pld]=0paratodo 4 € =
2. PO =1

3. Sidy, Aa... € &F ¥ A "4y = ¢ paratodo /=7 entonces P(ULAJ): P4}

¢

A las tres propiedades dadas en la Defincién A74  se les Hama usuaimenie Axiomes de 2
Probabilidad o Axiomas de Kolmogorov *

Para cualquier espacic muestral pueden definirse varias funciones de probabilidad diferentes. Cuél
de ellas refieia lo que es factible de observar en un experimento particular es algo gue debe
discutirse. La realidad fisica del experimenfo puede dictar [2 asignacion de probabilidad, v ofras
veces £sa asignacidn puede ser mas bien inturtiva

Las Definiciones A.1.1, A1.3 y A14 convergen &n la definicion de "espacio de probabilidad” que se
presenia a continuacién

& Definicién A.4.5
Espacio de probabilidad

Un espacio de probabilidad es fa tema (Q, ¢8, P[]}, donde Q) es un espacio muestral, ¢z es una
sigma-algebra de eventos y P{-] &s una funcién de probabilidad con domime ez

)

Definir un espacio de prebabilidad fio es una mera cueshion de formalidad. Es un témmino anico que
proporciona una farma expedita de suponer ia existencia de los tres componentes en su notacidn
Estos ires componentes estan relacionados ¢ s una coleccidn de subcenjuntos de O, y P[] &8
una funcidn que fiene a < como su dommio Kl use prncipal del espacio de probabilidad es proveer
un método convenisnte para establecer supuestos previos para establecer definiciones y tecramas

! Puesio que méas adeiante se caicularan probabiidades, recuerde que P{-] cumple tres propiedades Supomendo un

espacio muestral, £2, y una sigma-dlgebra, oz, dados de tal manera que P[] es una funcion de probabilidad con
domanio F

{ Plo]= 0.
i StA,.. . A, son eventos mutuamente excluyentes en <= entences P(Uf’=i A,): TrP4).
{iff) S1 4 es un evento en <@ entonces PLA%] = 1- PL4]
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ANEXO 2

CALCULO DE PROBABILIDADES PARA EL EJEMPLO 1.2

Como ya se habia dicho en el Capitulo 1, el valor de una variable aleatoria puede esiar determinado
por el resultado de un expsnmento y por ende pusden asignarse probabilidades a los posibies
valores de la variable aleatona PLX (w) = x] donde PLY = x], donde @ € Q@ ¥ x € ®y2 No sdlo
250, pueden calcularse también probabildades de eventos como {X(w) <x} = {X<x} 0 {X =x]}.
para cualquier namero real x Asi, retomando el Eempio 12,

PIX=0}=P[(5,59]=;
Plx=1]=P[(4,5.50(S5, 4.5 0 (4,5, 0= 3
PX=2]=P[(4,4,5) 0 (4,5, A)0 (S, 4, 4] =}
PIX=3]=P[(4,4,4)] = .

Como X puede tomar los valoras 0 a 3, debe cumplitse que
3 \ 3
1=P(U{X =x}J=ZP[Xz x]
x=0 x=0

gue, por supuesto, se comesponde con las probabilidades calculadas arriba.
Ahara, obsérvese también que:

PX=0.351=0,
PX=4}=0,
PX=-38]=0,
y, en general, P[X=x]=0 paratodox ¢ Ry

Asimismo,

PIX<6.4]= P[X<6]
PX<3]=PX<2]
PLX>2]=PlX =3]

PlX<0y=;,

PX<-2]1=0,
y, en general, PlX<x]=0 paratodox <0 (o0 P[X <x]=0, para todo x < {.
asi como, PiX>x]=1 paratodox>3 (o PIXzx}=1,pardatodo x> 3.
+

1,

i

il

o= os N
u

-

2 De hecho, Tsokos [1572] en |2 definicion que presenta de variable aleatona establece como supuesto que pueden
calcularse las probabilidades de {X(a) = x} y de {A() < x}, donde x es cualquier mjmero real en Ry,
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AMEXO 3

PROPIEDADES DE LA FUNCION DE DISTRIBUCION ACUMULATIVA
Y DE LA FUNCION DE DENSIDAD [MASA] DE PROBABILIDAD

Caso univariado:

o< Teorema A3t
Propiedades delaf.d.a.

Una funcidén Fy{-) es una funcidn de distribucién agumulafiva si y sdlo si cumple 1as ires condiciones
siguienies:

1. Fy(—oy= im Fe(x)=0 y Fy(+w)= lim Fy(x}=1.

— ok
2 Fy())esmondtona no decreciente. Es deorr, si a < b entonces Fyla) < Fx(b).

3. Fy{-)es confinua por a derecha. Es decy, Jin, Fr(x +R)y=Fy(), h> 0.
¢

2< Teorems Al2
Propiedades de una f.m.p. y de una f.d.p.

Unz funcldn 7 (x) es una funcién de densidad de probabilidad [o funcién de masa de probabilidad]
de una vaniable deatoria X siy sdlo s

1. fe(x)2 0 paratodo x

2. E Fx{xy=1, en el caso discreto, ¢ j‘ffx (x)dr =1, en el caso continuo.

Caso multivariado:

< Teorema A3.3
Propiedades de Fy v (-,)

(!) Fyy{-wm, ¥i= lim Fyev(x, ) =0 para toda v, Ex{x—0Y= lim Fyy(x, vy =0 parg

toda x, ¥ fun Fxy(x,y)= Fyy(eoey= 1.

x> =
¥
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{iH Si x;<xz y ¥ <)o entonces
Py e X<y £ Y <]

= Fyy(x2, y2) = Fey (o, y1) — Fay (o, y2) + Fry(n, 1) 26
il Fy()es continua por |la derecha en cada argumento; es decir,

i Pxshy)= lim Fide,y= )= Fyy(x, %),

X TeoremaA34
Propiedades de una f.m.p. y de upa f.d.p. conjunta

1- fxl»...X‘(xL:---,xk)zo
2. Si (Xy, ... Xy) es unvechor aleaforio discreto ¥/, (x,.....x,}=1, donde la suma es

sobre fodos los posibles valores de (Xi, .., X&), ¥ st (X, ..., X3} es un vecior aleatoric

continuo E J:fx.,v.,x; (x5 0x0d e, =1

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 1.6

< Teorema 1.6
{ndependencia de funciones de v.a.l.'s

8t X),..., X, son variables aleatonas independientes y gi(-),..., gz (-) son k funciones tales que

¥, =g (X).j=1...., k son vanables aleatonas, enfonces ¥1..... ¥, también son indepandientes.

Demostracion. Definase g7'(B,)={z:g, ()€ B,}.

Entonces fos evertos {¥ eB3} y {X, egf(B})} son equivalentes; y por lo tanfo,

13 &
PIY € By, € BI=PIX, € 8 (B X, € 2, (B = [1PLY, = 8]/ (B 1= T1 PIY, =

i

*
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ANEXC 4
IUESTRA ALEATORIA

De manera breve se explicara er qué consiste el procedimiento de muestreo aleatorio para la
obtencidn de una muestra afeatoria de n chsefvaciones. Sean &y » el nimerc de elementos en la
pobiacion y en la muestra, respectivamente Si se hace el muesires de tal manera que cada una de

N . . - . . .
las { J muestras tiene la misma probabilidad de ser elegida, el muestren se denomina aleaterio y
7

¢i resultade es ung muesira aleatorta. A su vez, la seleccidn de cada uno de los elementos de la
muesira puede realizarse con ¢ sin reemplazo. El métode de seleccion con reemplazo consiste en
extraer los » elementos de tal manera que todos los N elementos de |a poblacidn fengan lz misma
probabilidad ( 7, ) de ser exiraidos; es decir, una vez etegido el primer elemento éste “se devuelve” a
la poblacidn para asi elegir el segundo, vy asi sucesivamente. En el méiodo de seleccidn sin
reemplazo la probabilidad de extraccion del -ésimo elemento es mayor que aquélla del elemento
previo, i = 1,2,...,n, pues cada elemento seleccionado se va descartando y con elio el denominador
(casos totales) se reduce, siendo v, vy 1, las probabilidades de seleccion del primer y de! ditimo
elementos de fa muesira

ESTADISTICAS DE ORDEN

Las observaciones mas pequefia, mas grande o media son valores de una muestra alealoria que
pueden proporcionar informacion sintética acerca de la muestra. Por ejemplo, la mas baja
temperatura invernal ¢ el mas alfo nivel de precipitacion registrados en los afios recientes
determinado pueden ser de interés para la el disefio de acciones para atender emergencias en el
futuro. £f precio mediano de las casas vendidas en el mes previo pueden ser de ufiidad para estimar
el costo de [a vida Todos esios son ejemplos de esfadisticas de orden

&"  Definicion A.4.1

Esiadisticas de oiden
Las estadisticas de orden de una muestia aleafonia X, Xa...., X, son los valores muestrales
colocados en orden ascendente, y se denatan como Xy, Xay,.... Xy Asl, las estadisticas de
orden son variables aleatorias que safisfacen X, < ... < X, detal formaque
X, =minfX,,.., X,]

X ., =segunda més pequefia X,

Xy = mix(X,e, X, ]

A Xuy se le lama fa minima estadistica de ordeny a X,y la maxima estadlistica de orden.
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Por ser vanables aleatorias, fiene sentido discutir las probabilidadas de que las estadisticas de orden
tomen diversos valores. Para caicular estas probabilidades se requiere de sus funcionss de densidad
[c de masa] de probabilidad. Ahora bien, es imporante nolar que las estadisticas de orden son
funciones de las variables aleatorias en la muestra, por lo cual sus probabiidades pueden ser
calculadas en téminos de las probabilidades de la musstra Para el caso en que X, X5...., X,
sean variables aleatorias (ndependienies e idénticamente distribuidas) discretas el céleule de
probabilidades para las estadisticas de orden consiste en esencia en una farea de conteo.

A continuacion se presentan las funciones de distribucidn y de densidad [masa} de probabilidad de la
j-ésima estadistica de orden, fantc para el caso discreto como continuo. En el Capitulo 1 se
particutariza el resultado continuo para la minima vy la maxima estadisticas de orden como ilustracién
de {a técnica de 1a funcién de distribucion.

2K Teorema A4d.1
Distribucién de Ia j-ésima estadistica de orden
de una m.a. para el caso discreto
Sea X), X,..., X, una muestra aleatoria de una disiribucion discreta con funcién de masa de
orobabilidad 7y (x;) = p, donde x| < x; < ... son los posibles valores de X en orden ascendente.
Definase
Po =0
Pi=p
Pr=pitp

P=pi+p+... +p,
Sean X,.... X las estadishicas de orden de ia muestra. Entonces

Fy (x)=PIX,, <x]= imﬁ,“a _PYF AL
k=y

Jx, )= Pl =x]= Z[Z] [PF(i=£)™ - PL(- P (4412
&=y
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}< Teorema A.4.2
Distribucidn de la j-ésima estadistica de orden
de una m.a. para el caso continuo

Sean X,.... X» las estadisticas de orden de una muestra aleatoria, AXi,. ., X. de una

poblacién continua con funcién de distibucidn Fy (x) v funcidon de densidad de probabilidad £+ (x).
Entonces

Fr,(¥)= Z@[F GOOFIL-F ™ A420

T IE, O Fy (T K422

L5 O

¢

o Observacion: El resultade [A.4.2.7] no se resinnge a distribuciones discretas; en ese sentido,
{A4.1.7] es un corolario de {A.4.2.1].
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ANEXO 5

ESPERANZAS Y MOMENTOS

El concepto de esperanza de una vanzble aleatoria es une de los més importantes en iz teoria de la
prcbabilidad. A la esperanza de una vaneble alestoria X se ke fama fambién valor esperado o
media de X. Unz de sus propiedades mas imporiantes es la de ser una buena aproximacion
precisamente para un valor de X. Como se vera més adelants, 1a esperanza comasponde al primer
momento de una variable aleatoria. Ademés, es posible determinar los diferentes momentos de
algunas variables alealorias mediante Iz “funcion generadora ds momenios”, misma que es una
herramienta sumamente poderosa en la determinacion de la distribucion de una funcién de una (o
varias) variable(s) aleatoria(s); en particular, de la suma de variabies aleatorias.

& Definicion A.5.1
Esperanza de una v.a. discreta

Si X &5 una vanable aleatoria discrata con funcidn de masa de probabilidad (), entonces 2
esperanza, el valor esperado o la mediz de X, denotada por E[X], se define como

E[X)=Y" xfy(x)

x

.
Ast, para el caso discrete, el valor esperado de X puede entenderse como un promedic ponderado

de los posibles valores que puede fomar X, donde el peso (ponderador) asignado a cada valer es
justamenie su probabilidad de ocurrencia?

& Definicion A.5.2
Esperanza de una v.a. continua

8i X es una variable aleatoria continua con funcién de densidad de probabilidad fx{(), entonces la
esperanza, el valor esperado 0 la media de X, denotada por E{X], se dsfine como

E[X1= f; xf, (0)dx

3 Ross menciona que ofra mofivacion de la defimcdn de esperanza esta dada por la interpretacion frecuentista de
las probabilidades (justificada en parte por la ley fuerte de los grandes nimeres}. Supenga que X debe tomar vaiores x,,
X3+, X CON probabilidades f(x:), £dx),- .., fdxn), respectivamente; y considere a X como Iz ganancia en un sclo
juege de azar. Es decir, con probabildad fi{x) s& ganan x, unidades, 7 = 1,2,...n Ahora, por |z interpretaciin
frecuenfista se sigue que de jugarse continuaments este Juege, entonces ia proporcitn de fiempo que se gana x, sera
J(x). Como esto es cierto para fodo 4, 7 = 1,2,....,m, S8 sigue que lg ganancia promedic por wego Serd

L]

2 xfx(x)= E[X].

=1
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e Nota Es posible que para algunas variables aleaforias la esperanza no exista, en &f sentido de
que ne sea finita 4

Puesto que para definir la media de una variable aleatoria X se recurre a ia funcion de densidad de
probabilidad de X se puede decir también que E[.X] es la media de ia densidad de X. Ademas, E[X]
es el centro de gravedad de ‘a unidad de masa determinada por |a funcion de densidad de X Asi, la
mediz de X es una medida de donde estén “centrados” los valores de X.

Frecuentemente se tiene una variable aleatoria dada y su distribucion de probabilidad, pero se esta
interesade no en &l valor esperade de X sino en el valor esperado de alguna funcion de X,
digamos g(X). Como g(X) es tambien una variable aleatoria, una forma de obfener su valor
esperado es caloulando su distribucién de probabilidad (a partir del conocimiento de la distribucion
de X) y con elia caleular A{p(X)] via la definicion de esperanza. Pero —aforfunadamente— existe
una forma mucho mas sencilia de hacerlo, que suprime la necesidad def calculo de ia distribucion de
probabilidad de g(X) que en ocasiones puede ser engoroso o complejo Esta forma se expone en
el teorema siguiente.

< Teorema A5.15
Esperanza de una funcion de una v.a,

(@) SI X es una variable aleatoria discreta con funcién de masa de probabiidad 7x(x), entonces
para cualquier funcién g con valores reales

E[g(X)) =D g(x) [ (%).

{b) Si X es una vanable aleatoria confinua con funcion de densidad de probabilidad 7 (x),
entonces para cualquier funcién g con valores reaies

Big(0]= | g(af, (xdx.

¢

Ademas, el operador esperanza cumple varias propiedades que faciiitan el caiculo de los valores
esperados.

A una clase imporiante de esperanzas se les llama ‘momentos’. A continuacion se infroducen las
definiciones de momentos y d¢ funcidn generadora de momentos.

4 Una vanzble aleaforia con distnbucidn Cauchy, que se presenta en e Capiiulo 2, es un ejemplo de esta situacion

 Version tomada de Ross [1988], op off, p 255. De manera muy elocuente, Ross llama & esle resuitade Ley def
estadistico inconsciente, pensando en la idea de que un estadistico tiene un enfoque mas préchco gue un probabiista, y
en ese sentido corme el “riesgo” de no darse euenta de que —por definicion- fo que requiere s £, 30, 51 ¥ = g{X), en
lugar de £, {x) Lo sorprendenie es que fal “omision” no conduce a un resuitado incorrecto
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& Definicién A5.3
Momento y momento central

Si X esuna variable aleatoria, el r-éstmo momento de X (0 Fy), 4, se define como
i, =EX']
y el r-ésimo momento ceniral de X, ;4. se define como
Hr=E[(X- )],

donde g = 47 = E[X].

+

Esta es 2 definicion del r&simo momento central alrededor de la media, pere que puede definirse el
r-&simo momento central alrededor de cualquier nimero real @ como E[(X — &)

{in momento {an importants como 2 media de una vanabiz aleatoria es f segundo momento central,
rmés comunmente conocido como [a varianza.



Anexos 247

ANEXC 6

PROPIFDADES DE t A FUNCION GAMINA

La funcidn gamma I'(«) aparece no sblo en la expresion de fz densidad del mismo nombre, sing
también de fas densidades ¢ de Student, F, jcuadrada v beta fvéase Capliulo 2) Estd defida
como:

Lley=["yedy. a>0.

El valer de esta integral es fimto come consecuencia de que  es una constante positiva. Si ademés
se considera que o es un entero positivo la integral puede expresarse en forma cerrada, es decir,
en terminos de funciones elementaies (de ofra forma no es posible).

A continuacion se presentan algunas de las propledades que safisface la funcién gamma, fas cuales
son muy Utiles en |a verificacion de varias de las relaciones expuestas en ef Capitulc 3.

6] Na+1)=al(a), si >0
@ Tmy={m-n, si # €sun entero positivo
~D g
(iif) F[ﬂ = —(—}—?-—-—-)— YE , sl » esun entero postiivo impar
2) ( n-1
27—t
2

=T 2 L Jr, sl # oesuneniero

(+1\ 1-3-5-...-(2n—1)
{1v) 11;«1 2J7 5

La propiedad (i) puede demostrarse mediante integracin por partes, (if)} puede demostrarse
combinands (i) con &l hecho faciimente verficable de que T(1) = 1; () v (i) proporcionan
relaciones recursivas que facilitan el calculo compleje de valores de la funcion gamma. La
demostracidn de las propiedades (i) v (iv} requiere de un desarrolio zlgebraico cuidadose.

Casos particulares de uso recurente en el Capituio 3 son:

o I{l)=1 (aplicando la propiedad (#f) con n=1)
o T(%)= 1= (aplicando la propiedad (vif) con n=1)8
Finalmenie, la funcidn beta puede expresarse en términcs de funciones gamma como

r
B =

§ aplicando fa propiedad {rv) para » =1 se puede verificar que I'(1/2)=2I(3/2)= n
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ANEXO 7

ALGUNAS FUNCIONES GENERADORAS DE MOMENTOS

Distribucidn | Funcién generadora de Momentos
Discretas
Bemoull (p) [ g+pe’
Rinomial (1,p) (g+peh”
Binomial negztiva (r,p) { »p
Ll —ge'
Geométrica (p) (___p .
\1-ge'

Hipergeométrica (11, 12, F3) No es 1til

Poisson (1) explu(e’ - 1]

Rectanguiar (uniforme discreta) (1)

n-1
Lo

>

=0




r Distribucion

Funcién generadora de Momentos

Continuas
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—

i Beta (o, /5 No es ot1]

,

-

No existe

1
——— ,para t <l

Exponencial (@) 1t
No exisie
Gamma (&, /)

¢ 1 B
L ) ,para 1 < l/e
7

ni2
,para <%
Ll—z;} P :

Lognormal {u,5%)
i
| Normal (12,67

1 de Student ()

No es util

explut+% o’ 7]

Nop exisie

Uniforme (2.8)

e

t
eb.’ _ea

(b—ayt
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ARTICULC DE LAWRENCE LEENMIS

Relationships Among Common Univariate Distributions

LAWRENCE M. LEEMIS*

Common univariate distributions are usually discussed sep-
arately in introductory probability textbooks, which makes
it difficult for students to understand the relationships among
these distributions. The purpose of this article is to present
a figure that illustrates some of these relationships.

KEY WORDS: Limiting distributions; Transformations of
random: variables,
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Students in 2 first course ir probability usually study
common univariate distributions. Most introductory text-
books discuss each of the distributions in separate sections.
Oxne of the drawbacks of this approach is that students ofter:
do not grasp all of the interreletionsinps among the distri-

*Lawrence M. Leemis is Assistant Professor, School of Indusmal En-
gincenng, University of Cklahoma, 202 West Boyd, Room 124, Norman.,
G 73019 The author expresses granieds to Bruce Schmewer for s
belpful advice on the diagrem. and to the referses and eduor for thewr
careful reading and helpful suggestons.

© 1986 American Staristical Association

butions. The purpose of this article is 0 present and discuss
a figure that overcomes this shortfall.

There are several excellent sources for studying univariate
disribunons. Hasnngs and Peacock’s (1973) handbook shows
graphs of densities and vartate relationships for several dis-
ifibutions. Hirano, Kuboki, Ald, znd Kuribayash: (1983)
gave graphs of univariate distributions for many combina-
tions of parameter values. For more detail, Johnson and
Kotz (1970) have done a four-volume seties coveting unt-
variate and mujtvariate distributicns. Recently, Patil, Bos-
well, Joshi, and Ratmaparkhi (1985} and Patil, Boswell, and
Ratnaparkhi (1985) have also completed volumes on dis-
crete and continuous distribunons. Gihier books on distri-
butions and modeling include Ord (1972), Patel, Kapad:a,
and Owen (1976), znd Shapiro and Gross (1981). Diagrams
that relate these distibutions to one another may be found
m Nakagawsz and Yoda {1977}, Taha (1982}, and Marshall
and Olkin {1983).

2. DISCUSSION

The diagram in Frgure 1 shows some relationships among
common univariate distributions that might be presented in
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i introductory probabidity course. There are @ discrete dis-
ributions, shown on the upper part of the diagram, and 19
rontinuous distributions. The first line of each entry is the
1z2me of the distribution. The next line contains the region
of sappori for ihe distibution. The last line contains the
fistribution’s parameters. The parameters must satisfy the
‘ollowing: n is an integer; 0 < p < 1; 2 and & are pasitive
icale parameters; 8 and <y are posilive shape parameters;
nd g, a, and b are location parameters. When p or o are
ised as parameters, they denote the mean and standard
feviation of the distribution, respectively,

There are three types of relationships among distributions:
limiting distribvtions, transformatioas, and special cases.
Limiting distributions are indicated with a dashed arrow.
Transformations (which assume mdependent random vari-
ables) and special cases are indicated by a solid arrow. One-
ro-one transformations have an amow pointing in both di-
rections. The random variable X is used for all distributions.
Thus the arrow from the ¢ distribution to the F distribution
indicates that the square of a ¢ random variable has an F
distribution.

The normal and exponential distributions play a central
role in Figure 1. This fact is parnally due to their natural
genesis via the central limit theorem and superpositioning
principle. In addition, some distributions peneralize the ex-
ponential distribution (such as the Weibuil), since it 1s often
used in reliability to mode! component hifetimes.

The transformation relationships in Figure 1 can be com-
bined to form other relationships. A path from the standard
normal to the chi-square to the exporentiai to the Rayleigh,
for example, indicates that the random wariable (X} +
X3)'? has the Rayleigh distribution if X, and X, are standard
normal random variables,

The relationship between the uniform (0, 1) distribution
and the exponential distribution is valid by the probability
integral transformation. Since the probability integral trans-
formation states that the cumulative diswribution function for
a random variable is uniformly distributed between O and
1, an arrow c¢ould be drawn from the uniform (0, 1) distri-
bution to every other distribution shown in the figure, al-
though not all of these relationships are ¢losed form. This
relationship is known in the simulation literature as the
inverse-cdf technique for random variate generation. A sut-
vey article of general methods for random variate generation
is given by Schmeiser (1980).

The probability mass functions and probability density
functions for the distributtons in Figure | are listed in the
Appendix. All continuous lifetime disiributions fi.e., those
with suppart on {G. =)] may be generalized to have support
on {a, ) by replacing x with x — @ in the density funcuon.
In addition, the parameterizations chosen for the distribu-
tions in Figure 1 are not unique.

There are many relationships that Figure 1 does not in-
dicate. First, because of space constraints, there are reia-
tionships {e.g.. between the exponential and Poisson
distnbutions} that are not included. Second, combining two
random variables with different distributions is not included.
For example, the defining formula for the Student-r distri-

bution, Z(x*n"?, where Z is standard normal and x* has -

the chi-square distinbution with # €f, is not shown. Third,

analogies between discrete and continuous distributions (e.g.,
the geometric and exponential) are not shown. Finally, the
distributicns included are oriented toward the classical dis-
tributions, and families of distributions (e.g., the Pearson
systemy are ot included,

3. CONCLUSIONS

There are two applications for this diagram. Fiust, after
presenting common univariate distributions in an introduc-
tory course in probability, it can be used to indicate how
distributions refate to one another. Second, in an advanced
course {e.g., simulation or reliability}, Figure 1 provides a
guick review of important univariate distributions.

APPENDIX: DISTRIBUTION
PARAMETERIZATIONS
Discrete Distributions

Bernoulli:
fx = p(1 - p7,
Beta—Binon}iaI:

I 1)
% n,+n3-;x—1

n -
[n;+n2+n3—1\

a4 A
Binomial:

& = (T} ee - pres,

Discrete Weipull:
fB == pf — (1 = p*Y, x=0,1,
Geometric:
& = p(l - pY, =01
Hyperzeometric:
fixy = ["s\ {"3 - ﬂ\\ /
\x/\m-x)/
(n3), x=40,1,..., minn, n)
iz
Pascal (negative binomial):
-1
s =" ”)p”(i —pF, x=0,1,
Poisson:
flx) = pFe™#ixl, z=0,1,
Rectangular;
fixy = im, =11, =1
Continueus Distributions
Agesin:
Sy = Unlxt — D)7, <zt
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Beta:
fx) = [T(B + Wl

X B - O, C<x<tl
Cauchy:
Axy = Vewll + tix — a)a)?], — < x < ®
Chi-square-
Flx) = [12¥ M (i)} 22~ g2, x>0
Erlang:
fx = [latn ~ DI x"" g™, x>0
Exponential:
) = (Ve 7, x>0
F:
F&x)y = T{{ny + mp)2)
X (e Y2 xRy
Fin,/2) T{ny2)
X [(mfng) x + 1] @t & m¥D) x>0
Gamirna.
f) = [LePT(®] 2 le™, >0
LaPlace:
fia) = {idey + m)je™ ¥, x=0
= [Ua; + e)]e™™, <0
Lognomal:
Ffexy = {UQ M xBlexp] - Wllog(w
o)/ B, x>0
Normal:
fx) = [VR2m'"%e] expl— Wal((x —
wia, —m<r<®
Rayleigh:
flm = Qde) e x>0
&
Fx) = Tln + YD w2 (2)
X fx¥a + 1302 — %yl x
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Triangular: . ,
fy =1 +x —1<x<h
=1-1x 0=x<t
Uniform:
S} = e — a), a<x<ph
Weibull:
FiX) = (Vo) BP 1 expl — (La)e®], x>0

[Receved February 1985. Revised Seprember 1985.]
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