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Algunas relaciones entre distribuciones de variables aleatorias univariadas 
discretas y continuas 

Presentación 

Este trabajo está basado fundamentalmente en un artículo de Lawrence M Leem1s publicado en 
1986 en la revista The American Statist1c1an, cuyo titulo puede traducirse como "Relaciones entre 
distribuciones unlvanadas comunes", mtsmo que se corresponde con el título de este trabajo de 
tes1s1. La sintesis de este articulo es un diagrama en el que se esquematizan 56 relaciones 
encontíadas entíe 28 distnbuciones -9 discretas y 19 continuas- Estas relaciones son de tres tipos. 
d1stnbuc1ones límite, transformaciones y casos especiales 

Leemis propone dos aplicaciones del diagrama, mismas que aquí se suscriben. Primero. dice, 
después de presentar las d1stnbuc1ones univariadas comunes en un curso introductorio de 
probabilidad, puede ser utilizado para 1nd1car cómo las distribuciones se relacionan una con otra 
Segundo, en un curso avanzado, provee un repaso rápido de las distnbuc1ones univanadas 
importantes Es en este sentido que se plantearon los contenidos del presente trabajo, 
organizándolo en tres capítulos. 

El objetivo pnncrpal de esta tesis es presentar el desarrollo matemático de cada una de las 
relaciones, lo cual se consolida en el último capitulo. Así en el primer capitulo se plantean los 
conceptos y resultados que sustentan teóricamente tres de las cuatro herramientas que se utilizarán 
para verificar las relac1ones del esquema Estas técnicas son el método de fa función de 
distribución, el método de las transformaciones, el método de la función generadora de momentos y 
el teorema del límite central El segundo es un capitulo de presentación de las 28 distribuciones que 
entrarán en juego; además de la definición -<0uando fue posible- se incluyeron otros elementos tales 
como algunos hechos históricos sobre ella, algunos ejemplos de aplicación y algunas propiedades 
interesantes asociadas 

Durante el desarrollo del trabajo se encontraron algunas relaciones adicionales Aquí se da cuenta 
de aquellas (12) que responden a los mismos criterios de las relaciones que se presentan en el 
esquema de Leem1s. De aquí que el Diagrama Fmal presentado al final de la sección de 
Consideraciones finales y conclus1ones sea una conclusión global de este trabajo de tesis 

Finalmente, sólo queda expresar el deseo de que este trabajo encuentre alguna utilidad entre 
quienes estén vinculados con el estudio o el uso de las d1stnbuc1ones de variables aleatonas; en 
particular, entre los estudiantes de los cursos de probabilidad y estadistica que se imparten en la 
Facultad de Ciencias 

1 Leemls, Lawrence M, "Relatlonsh1ps among common univariate d1stnbutions", en The Amencan Stat1st1c1an, Mayo 
1986, Vol 40, No 2, pp 143-146 En 1985, el Profesor Leem1s se encontraba en la Escuela de lngeniena Industrial de la 
Universidad de Oklahoma Una copia del artículo completo puede consultarse en el ANEXO 8 



1 

CONCEPTOS Y RESULTADOS 
PRELIMINARES 

En este capitulo se presentan los principales conceptos y definiciones, así como los teoremas y 
propiedades que se mane1an dentro del lenguaje de la teoría de las distnbuciones de las variables 
aleatorias, y que se requieren para la comprensión de los contenidos de los dos capítulos siguientes. 
Una vez definidos los térrrnnos "variable aleatoria", "función de distnbuc1ón acumulativa", y "función 
de densidad de probab11idad', los contenidos del capitulo están encaminados a la presentación de 
las tres técnicas que se utilizarán en el Capitulo 3 para verificar las distintas relaciones entre las 
d1stribuc1ones. Estas técnicas son: la de la técnica función de distribución acumulativa, la técnica de 
fa transformación y la técnica de Ja función generadora de momentos; las tres pemiiten determina¡ la 
distribución de una función ae una o más de una variable aleatoria El Teorema del Limite Central 
que es otra de las herramientas a utilizar se presenta en el Capítulo 2, dentro del apartado de 
presentación de la distribución normal. 

Se buscó incluir todos y cada uno de los resultados pertinentes para sustentar teóncamente cada 
uno de los supuestos o procedimientos que se involucran en las tres técnicas, con el fin de 
contrarrestar, en Jo posible, el que se perciba una técnica como una mera "receta~. Si bien en la 
práctica se suelen aplicar herramientas acabadas sin mayor refiexión sobre su sustento teórico -lo 
cual finalmente es comprensible-, se consideró que este trabajo era una buena oportunidad para 
detenerse un poco en su asimilación Este interés trajo consigo un riesgo: el de la dispersión 
excesiva. Explorar el por qué de las cosas abre rutas infinitas que, paradójicamente, por cuestiones 
de tiempo y espacio hay que tratar de acotar. En este caso, eso no resultó filcil y es por ello que se 
incluye un buen número de notas al pie; su finalidad es no omitir elementos que se consideraron 
útiles e interesantes, pero que dan lugar a la dispersión o dificultan el enlace de las ideas centrales 

El orden elegido para la presentación de los contenidos de este capitulo procuró ser inductivo, es 
decir, que los conceptos y resultados expuestos fueran cada vez más generales Es por ello que la 
"técnica de la función generadora de momentos" se pospuso hasta el final del capítulo, pues requiere 
de elementos adicionales a las otras dos técnicas. La "técnica de la función de distribución 
acumulativa", así como la "técnica de la transformación" se presentan primero para el caso de 
funciones urnvariadas, para después generalizarse. Se incluyen eiemplos de algunos de los 
conceptos y resultados. Por supuesto, puede decirse que en el Capitulo 3 se encuentra un número 
más amplio de "ilustraciones" de las tres grandes herramientas (de las cuatro, de hecho, incluyendo 
al Teorema del Limite Central). 
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VARIABLE ALEATORIA 

La variables aleatorias están asociadas a experimentos aleatonos. Se entiende como un 

"experimento aleatono~ aquel cuyo resultado es incierto, por ejemplo. 

1. lanzar un dado y observar la cara que queda hacia arriba; 

2. el lanzamiento de 3 monedas; 

3. el registro del número de muertes por accidentes automov1list1cos en una zona, 

4. el registro del tiempo en horas que funciona un foco; y, 

5. contar el número de veces que llueve y registrar en pulgadas la precipitación pluvial 

durante algún mes en alguna región. 

Como motivación previa para definir "variable aleatoria" considere el ejemplo siguiente. 

Ejemplo 1.1 (ejemplo introductorio de variable aleatona). Suponga un estudio de opinión en el que 

interesa preguntar a 50 personas si estan de acuerdo o en desacuerdo con cierta cuestión Si se 

registra con un "!" el acuerdo y con un ··o" el desacuerdo, el espacio muestra! para este 

experimento tiene 250 elementos, cada uno de los cuales es un vector de unos y ceros con 50 

entradas. Ante tales magnitudes, se hace necesana una fonma de resumir ese escenario, pues 

puede ser que la única cantidad de interés sea el número de personas que estan de acuerdo (o, 

equivalentemente, en desacuerdo) del total de 50. En ese caso, si se define una variable X como el 

número de unos registrados dentro de un total de 50 posibilidades, se habré captado la esencia del 

problema. Note que el espacio muestra! de X es el con1unto de enteros {O, !, 2, ... , 50}, el cual es 

mucho más fácil de manipular que el espacio muestra! original. 

Observe que al definir la cantidad X se esta definiendo una función del espacio muestre/ angina! a 

un nuevo espacio muestra!: el conjunto de enteros {O,!, 2, ... , 50} que es un subcon1unto de los 

números reales. 

• 
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Una variable aleatoria se define sobre un espacio de probabilidad (Q, 03, P[·]), donde D es un 

espacio muestra!, 03 es una sigma-álgebra de eventos y P[·] es una función de probabilidad con 

dom1n10 03 1 

W" Definición 1.1 
Variable aleatoria2 

Dado un espacio de probabilidad (Q, 03, P[·]), una variable aleatoria, denotada por XO o, 

simplemente, X, es una función definida del espacio muestra! Q a los números reales.' La función 

X() debe ser lai que ei conjunto Ar, definido como Ar= { cv : X( w) 5 r}, pertenezca a C8 para 

todo número real r 

La segunda parte de la Definición 1.1 quiere decir que se requiere que cualquier colección de m 's 

para las cualesX(m),; r sea un evento (es decir, un elemento de ólj para cada número real. Una 

defin:c1ón más sencilla de vaíiable aleatoria (pero suficiente para efectos de lo que en este trabajo se 

desarrollará) es la siguiente. 

W" Definición 1. 1 bis 
Variable aleatoria' 

Una variable a/eatona, X, es una función que va del espacio muestra! Q a los números reales. 

Usualmente, una variable aleatoria se describe en térrrnnos de un expenmento aleatorio, en lugar de 

hacerlo especificando su forma funcional, como podrá observarse más adelante en los Ejemplos 

1.2 y 1.3. /\si, en esos términos, Q es la totalidad de los resultados de ese experimento y la 

variable aleatoria X(·) con dom1n10 Q hace corresponder algún número real a cada resultado del 

experimento. 

1 Para mayor referencia sobre un espacio muestra! puede consultarse ANEXO 1 
2 Definíc1ón presentada por Mood et al [1974], p 53 
3 Más formalmente, es una funcion medible (es decir, que puede encontrarse su función inversa) que asigna valores 

reales a los eventos que conforman Q 
4 Defirnaón presentada por Casella y Berger [1990], p 26 
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Al codominio de la !unción X(-) se le denomma rango de la vanable aleatoria y aquí se le denmara 

como 'Rx. El rango de una variable aleatoíla puede ser numerable (ya sea finito o infinito) o no 

numerable La numerabilídad o no numerabílidad del rango dara lugar a una clas1ficac1ón de las 

variables aleatorias en "discretas" y "contmuas", respecúvamente, como se vera mas adelante 

Aunque la notación X(-) resulta mas adecuada porque enfatiza que una variable aleatoria es una 

!unción, por simplicidad en la literatura se utiliza la notación abreviada X, y lo mismo se hara en este 

trabajo de aquí en adelante. En general, se utílízan las úlúmas letras mayúsculas del alíabeto, con o 

sin subíndices, para denotar a las variables aleatorias; y \as correspondientes letras minúsculas para 

denotar sus valores. Asi, por ejemplo, la variable aleatona X ouede tomar el valor x s A 

continuación se presentan algunos ejemplos de variables aleatonas_ 

Ejemplo 1.2 (ejemplo de variable aleatoria) 

Considere el experimento de lanzar una 

moneda tres veces. Sea X la variable 

aleatoria que denota el número de águilas 

obtenidas. Representando ccn una A el 

resultado "aguila" y ccn una S el resultado 

"sol", et espacio muestra! de este experimento 

es Q ~ {(A, A. A), (A, A. S). (A. S, A). 

(S, A, A), (A, S, S), (S, A, S), (S. S, A), 

(S, S, S) }- Una enumeración completa del 

valor de X para cada punto del espacio 

muestra! se presenta en la Figura 1. 

(j) X((j)) 

(A,A,A) 3 

(A,A, S) 2 

(A, S.A) 2 

(S,A.A) 2 

(A, S. S) 

(S.A. S) 

(S, S. A) 

(S. S, S) o 

5 Sobre !as palabras uvariable" y ~aleatona", Mood et al I1974j comentan que no eX1Ste una ¡ustrlicación convmcente 
para su uso. Consideran que la expresión "variable aleatoria" es poco apta, pero que ha ganado ta! difusión que sería 
desatinado tratar de cambiarla. Va\e la pena comentar que las Definiciones 1.1 y 1.1.bis son definiC1ones ~modernas" 
de vanable aleatona, pues antiguamente, se !e definia, atendiendo a\ sentido común, como algo variable que tomaba sus 
valores al azar. 



El rango de la variable aleatoria X es 'llx~ {O, L 2, 3).6 

-O 

Ejemplo 1.3 (otro e1emplo de variable a/eatona) Considere el expenmento de lanzar dos dados 

Q consta de 36 puntos y puede escnb1rse como Q ~ {(íJ) 1 ~ l. .. , 6 y j ~ !, . ., 6) Distintas 

variables aleatorias pueden ser defirndas. Por e1emplo, sea X ía suma de las caras que caen hacia 

arriba.EntoncesX(w)=i+; s1co=(z,j), yasí 9ix={2,3 .... 12}. 

Asimismo, sea Y la d1ferenc1a en valor absoluto de las caras que caen hacia arriba; entonces 

Y(wJ~ii-jl siw~(i,J). Enestecaso, 'll¡~{0,1,. . .,5) 

Ejemplo 1.4 (un ejemplo más de vanable aleatona). Tómese un foco y considere la variable aleatoria 

X como el tiempo (en horas) de duración hasta que se funde. El rango de esta variable aleatoria es 

'llx~ {x:x2:0}. 

Las variables aleatorias pueden clasificarse en "discretas" y "continuas", según sea su rango 

&V' Definición 1.2 
Variables aleatorias discretas y continuas 

Una variable aleatoria X se dice que es discreta si su rango es numerable y se dice que es continua 

si su rango es no numerable 

Con esta definición puece verse que en los Ejemplos 1.2 y 1.3 se definieron variables aleatonas 

discretas, mientras que la variable aleatoria definida en el Ejemplos 1.4 es continua. Las variables 

6 Mood et al presentan el ejemplo de lanzar una moneda una sola vez y contar el numero de águilas Este no sólo 
es más sencillo, sino que resulta muy útil para Ilustrar la segunda parte de su de~nic1ón de variable a!eatona (Definición 
11), es decir, para mostrar que {w: X(w) s r} pertenece a c:g para cualquier numero real r. 

En ese caso el espacio muestra! es Q = {águila, sol}; X(w) = l si w= águila y X(w) =O si w= sol. es decir, el 
rango de X es 91x= {O, 1}. c:g consiste de los cuatro subcoJ1Juntos qi, {águila}, {sol} y Q Ahora, sir< O, 
{0 X(0) :Sr}""$, s10 '5cr< 1, {w:X(w) '5c r} ={sol}; sir',;:: 1, {w: X(w)'5cr} =O= {águila, sol}. Por lo tanto, 
para cada r el coniunto { w: X(w) '5c r} pertenece a 0>. entonces X es una vanable aleatoria. 
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aleatorias también pueden car9cterizarse como discretas o continuas dependiendo de la forma de su 

"función de distnbuc1ón de probabihdad' la cual se definirá más adelante 

•:• Sobre Ja notación. A partir de este momento, cuando resulte conveniente \a abreviatura se 

escribirá "v.a." en lugar de vanable(s) aleatoria(s). 

FUNCIÓN DE DISTRIBUCIÓN ACUMULATIVA Y FUNCIÓN DE DENSIDAD [MASA] DE PROBABILIDAD 

Puesto que el valor de una variable aleatoria X puede estar determinado por el resultado de un 

experimento, pueden asignarse probabilidades a los posibles valores de la variable aleatona, 

P[X(w) = x] = P[X = x] (donde w e Q y x e óflx). No sólo eso, pueden calcularse también 

probabilidades de eventos como (X(w) s x} = (X s x) o (X= x}, para cualqwer número real x, 

o de manera general {X e A} para algún con1unto A 7 

A cada variable aleatoria X puede asociárse!e una función llamada \a "función de distribución 

acumulativa" de X o más comúnmente llamada "función de distnbución", la cual puede utilizarse 

para responder cualquier pregunta de probabilidad referida a la variable aleatoria. 

G/' Definición 1.3 
Función de distribución acumulativa 

La función de distribución acumulativa (f.d.a.) de una vanable aleatona X, denotada por F x<.· ), 

se define cerno aquella !unción cuyo dominio es el ccnjunto de los números reales, su codominio es 

el intervalo [O,l] y que sansface que F x(_x) = P[X s x] = P[( '": X(w) s x)] para todo número 

rea!x. 

• 
A continuación se presentan dos e1emplos de funciones de distribución acumulativas, uno discreto\ 

uno continuo. 

7 Un eiemp!o de esos c8lculos se presenta en el ANEXO 2. 
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Ejemplo 1.5. (función de distnbuc1ón acumulativa discreta) 

Ejemplo 1.6. (función de distribución acumulativa continua) 

~---
! • ' r 1 ;: 

µ-Ju µ u µ µ+u µ+3u 

Dependiendo de si la vanable aleatona es continua o discreta. la función de distnbucióc acumulativa 

es continua o escalonada. En el caso discreto, Fx(-) registra un brinco en cada valor del rango de X 

(9lx ).ª 

Toda función de distribución acumulativa sat1síace ciertas propiedades, algunas de las cuales 

iesultan inr11ed1atas si se piensa en ia definieron de F >.i:) en términos de probabilidades (véase 

ANEX03). 

8 Precisamente, algunos autores definen si una vanab1e aleatoria es discreta o continua con base en la forma de Ja 
grafica de Ja función de distnbucion acumulativa 
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Una característica fundamental de la íunción de distribución acumularrva es que está definida de 

manera única para cada variable aleatoria. En otras palabras, la función de distnbución acumulativa 

penmite caractenzar por completo una variable aleatoria. El teorema que establece que F.1 (·) 

detenmina por completo la distribución de probabilidad de una variable aleatoria X, requiere de la 

noción variables aleatorias idénticamente distnbuidas que se presenta a cont:nuación 

G/' Definición 1.4 
V.a. 's idénticamente distribuidas 

Se dice que las variables aleatorias X y Y están idénticamente distribuidas si para todo 

conjunto A, P¡x E AJ= P[Y E A]. 

+ 

Nota: Observe que dos variables aleatorias que están idénticamente distnbuidas no necesariamente 

son iguales. Es decir, la Definición 1.4 no dice que X= ys 

'>./ 
"' Teorema 1.1 
Unicidad de la f.d.a. 

Sean X y Y variables aleatonas con !unciones de distribución acumulativas Fx (-) y Fi O 
respectivamente. Entonces X y Y están idénticamente distnbuidas si y sólo si Fx(z); Fr(z) para 

todo z. 

+ 

•:• A partir de este momento se abreviará el ténmino "función de distribución acumulativa" como 

función de distribución. 

La función de distribución describe la distribución de los valores de una vanable aleatoria. A su vez, 

asociada con una variable aleatoria y con su función de distribución está otra función llamada la 

"función de masa de probabilidad" o la "función de densidad de probabilidad", según se trate de un 

caso discreto o continuo, respectivamente. Ambas penmiten calcular "probabilidades puntuales". 

s Por ejemplo, considere el expenmento de lanzar una moneda tres veces SI se define a X como el número de 
soles obtenidos y a Y como el número de águilas obtenidas, se puede comprobar facdmente que "1a distribución de X y 
de Y es Ja misma; es decir, que para k =O, J, 2, 3 se tiene que P[X = k] = PfY = k]. Entonces X y Y están 
idénticamente d!Stribuidas. Sin embargo, para ningún punto muestra! wse ttene queX(cv) = Y(cv). 
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Ge/' Definición 1.5 
Funcíón de masa de probabilidad 

La función de masa de probabilidad (f m.p.), fx (x), de una variable aleatoria discreta X está dada 

por 

para to::lo número real. x 

Ge/' Definición 1.6 
Función de densidad de probabilidad 

La función de densidad de probabilidad (l.d.p.)Jx (x), de una variabie aleatoria continua X es la 

función que satisface 

F., (x) ~ [ fx(t)dt para todo número real x 

En el ANEXO 3 se presentan las propiedades que cumple toda función de densidad [masa] de 

probabilidad. 

La función de densidad de probabilidad o función de masa de probabilidad de una vanable aleatoria 

X es una función no negativa: es estrictamente pcsftiva sólo sobre su rango (9lx) y es cero en 

cua/qwer otro caso. Esto significa que el rango de X puede verse como 9lx ~ {x: fr (x) >O}. 

Definido asi se le conoce como el conjunto soporte o simplemente soporte defx(·). 

Fx (x) y fx (x) modelan el comportamiento de un fenómeno que puede identificarse con una 

variable aleatoria. El siguiente teorema expone la relación que guardan la función de distribución y la 

función de densidad [o de masa] de una variable aleatona X De manera particular, la relación 

[T.1.2.4] será de suma utilidad en este trabajo. 

X Teorema 1.2 
Reiación enire ia i.d.a. y ia f.m.p. o la f.d.p. 

Sea X una vanable aleatoria. Entonces FxO puede obtenerse defxO y viceversa. 
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Demostración 

Caso discreto. Sean x,. x, ..... x"' . . los puntos de masa de una variable aleatoria discreta X. 

Suponga que f<(·) está dada, entonces 

Fx(x)~ 'i.fx(xj). [T1.21] 
{J X/o:;X} 

A Ja inversa, suponga que Fx(·) está dada. entonces 

[T.1.2.2] 

para cada punto de masa x1 . Además, como f<(x1) ~o para cada x ""x1 , J = !, 2,. .. entonces 

fx(x) queda dete1111inada para todo número real. 

Caso continuo. Sea X una variable aleatoria continua. Suponga que fx(-) está dada, entonces 

F x ( -) se obtiene integrando fx (-)" 

F, (x)= [f,(t)dt [T.1.2 3] 

A la inversa, si Fx(·) está dada entonces -por el Teorema Fundamental del Cálculo- _fy (·) puede 

obtenerse por diierenciación. 

d 
fx(x) = dx Fx(x) [T 1.2.4] 

para todos aquellos puntos para los cuales Fx(x) es di!erenc1able. 

• 
Por lo tanto, una variable aleatoria X puede identificarse o caracterizarse plenamente por su 

función de distribución de probabilidad Fx(x) o por su función de densidad [masa] de probabilidad 

fx (x), ya que éstas pe1111iten definir cuál es su distribución. (Más adelante se verá que también es 

posible caracterizar la distribución de una variable aleatoria mediante ta "función generadora de 

momentos".) A lo largo del desanrotlo de la probabilidad y la estadistica se han encontrado múltiples 

distribuciones de probabilidad, a las cuales, bajo distintos criterios, se les ha reconocido con algún 

nombre particular. En el Capitulo 2 se presentan 24 distribuciones de probabilidad. 
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•:• Sobre la notación. En adelante, al decir que "una variable aleatoria X tiene d1stibuc1ón D" o 

"una variable aleatona X se distnbuye D" o "X es una vanable aleatona D" se entendera que la 

función de d1stribuc1ón de probabilidad de X es Fx (x) y que su función de densidad de 

probabilidad es / 1·(x). Una forma sintética de decir esto es mediante la notación X - D. 

Una buena parte de las relaciones entre d1stribuc1ones que se verifican en el Capitulo 3 se dan a 

través de funciones o transformaciones de las variables aleatorias En la siguiente sección se 

estudian tres técílicas para determmar '1a distribución de una función o transformación de una o más 

variables aleatorias. 

DISTRIBUCIÓN DE UNA FUNCIÓN O TRANSFORMACIÓN DE UNA VARIABLE ALEATORIA 

Al modelar fenómenos en términos de una variable aleatoria X, es frecuente que se esté interesado 

en el comportamiento de alguna función de X: por ejemplo, Y~ g(X). Es decir, dada la función de 

densidad de probabilidad fx(x) de una variable aleatoria X, se busca encontrar la distribución de 

probabilidad de Y~ g(X). Precisamente, en esta sección se presentan tres técnicas para encontrar 

dicha distribución 

Ejemplo 1.7 (e1emplo práctico de una función de una variable aleatona). Existen muchos problemas 

fisicos en los que la deducción de la densidad de probabilidad de una fonma funcional de una 

variable dada es sumamente importante. Por e1emplo, la velocidad de una molécula de gas (Ley de 

Maxwell-Bol\zmann) se comporta como una variable aleatona V con distribución conocida como 

gamma~ Resulta de interés determinar la distnbución de E= mV 2
, !a energía c1nét1ca de la 

molécula de gas, que es ura nueva variable aleatoria 

1 (jj=> La técnica de la función de distribución acumulativa: caso univariado 

IEI siguiente teorema engioba io que se conoce como la técnica de fa función de distribución 

acumulativa. No sólo eso, más adelante representará un paso intermedio fundamental para 

establecer la técnica de la transformación en el caso de variables aleatonas continuas. 
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( ... continúa La técnica de la función de distribución acumulativa· caso univanado) 

Precisamente, la técnica de la función de distribución resulta particularmente útil para el caso 

continuo. Se empieza por presentar dicha técnica para el caso univariado para posteriormente 

extenderla al caso bivariado. 

X Teorema 1.3 
La técnica de la función de la distribución 

para el caso continuo univariado 

Sea X una variable aleatoria continua con función de densidad de probabilidad fx (x). Sea g(·) 

una transformación deiinida de los reales a los reales. Entonces Y= g(X) es una nueva variable 

[aleatoria, cuya función de distribución puede ser obtenida integrando fx(x) sobre la región definida 

por {x e ~x: g(x) sy} como sigue 

F,(y)=P[Y:5y]=P[g(X):5y]= j" fx(x)dx 
\.rg(.r),SJ: 

[T 1.3]. 

• 
Una vez resuelta la integral en el término derecho de la expresión de [T.1 3], puede aplicarse el 

Teorema 1.2 para obtener fi·(y) e identificar asi (mas !acilmente) la distribución de Y. 

(termina La técnica de la función de distribución acumulativa: caso univariado) 

Ejemplo 1.8 (aplicación de la técnica de la función de distnbución). Sea X una vanable aleatoria 

con función de densidad de probabilidad fx(J:) dada por 10 

fx(x)={
1 

O, 

Si X E (Ü,!) 

e.o.e. 

Sea Y= X 2
. Aplicando el Teorema 1.3, la densidad de Y se obtiene calculando 

10 A esta d1Stribución se le conoce como distribución uniforme estándar y tambten se abordará más ampliamente en 
el Capitulo 2. 
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F,(y)= .YI,0 .,,(Y)+Il'."'(y) 

Ü SI x::; 0 

y si Ü<x<l 

l Si X:?: 1 

para O <_y< 1 

Ahora bien. en este caso, denvando F, (y) (Teorema 1.2) se obtiene la función densidad de 

probabilidad de Y· 

1 
f, (y)= 2 - 1,0,J)(y) . 

. ,y 

Ejemplo 1.9 (aplicación de la técnica de la función de distnbución). Sea X una v.a. con función de 

densidad de probabiliaaa dada por 

para -oo<x<oo,-oo<µ<co y cr>O 11 

Suponga que se quiere determinar la distribución de Y= g (X)= X 2 

F,(y)=P[Y:>y] 

=P[X 2 :>y]=P[-~y:>X:>,y] 

=<!>( y)-Cl>(-.y)=2 r ~(u)du 

para y> O. (Como se verificará en los Capitules 2 y 3, esta expresión puede ser identificada como la 

función de distribución de una distribución gamma con parámetros r = y, y,.¡= Y,.) 

11 Como se verá en el Capitulo 2, esta función de densidad de probab1hdad corresponde a la llamada d1stnbuc1ón 
norma!_ 
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cJT' 
1 
1 

La técnica de Ja transformación: caso univariado 

¡corno ya se había anticipado, una aplicación de la técnica de la función de distribución (y del 

1 Teorema 1.2) para encontrar la densidad de Y= g(X) produce la técnica de Ja transformación para 

el caso continuo. En principio, se presenta esta técnica para el caso univariado y más adelante se 

extiende al caso bivariado Al igual que la técnica de fa función de distribución, la técnica de fa 

transformación será particularmente útil en los contextos continuos. No obstante, se dedica pnrnero 

un espacio al contexto discreto. 

X Teorema 1.4 
La técnica de la transformación 
para el caso discreto univariado 

Sea X una variable aleatoria discreta con rango '11x = {x,, x;, ... , x,, ... } y functón de masa de 

probabilidad fx (x), de tal fonrna que X toma los valores x,, x,, ... , x,, ... con probabilidades 

).· (x,),Jx (x,), ... ,Jx (x,) , .... Sea g(·) una transfomnación definida de los reales a los reales. 

Entonces Y = g(X) es una nueva variable aleatoria cuyos posibles valores y,, y, .... , se 

detemninan sustituyendo los valores sucesivos de X en g(·). La función de masa de probabilidad 

(,.(y) puede ser determinada por la transformación g(·), por la !unción de masa de probabilidad 

".\:(x) de X y por las leyes de la probabilidad corno sigue· 

f,(y) = {fx Cg;,'Cy)), 
O, 

si y=g(x,) 

e.o.e. 

para ; = 1,2, ... 

donde g;,' (y) es la !unción inversa de g(x) que rnapea a y de regreso a x,. 

Si alguna g(x,) es igual a otra se suman las partes de la función de masa de probabilidad que 

conrespondan a esas !unciones que sean iguales. Por ejemplo, si g(x11 ) = g(x12) = ... = g(x1") = 

g(x,), entonces la parte de la densidad de y= g(x,) es 

:tcg~'. CYll 
,~1 

• 
( ... continuará La técnica de la transtonnación: caso univariado) 
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Ejemplo 1.10 {aphcación de la técnica o'e la transformación, para determmar fa distribución 

de una función de una vanable aleatona discreta) Suponga que X toma los valores O. 1. 2. 3. 

4 y 5 con probabilidad ¡;(O)= p 0• f,(1) = p,. f,(2) = p,, ¡; (3) = p,. f, ( 4) = p, y f, (5) = p,. 

respectivamente. Sea Y= g(X) =(X - 2)2 Y puede tomar los valores O, 1. 4 y 9. Entonces 

y 

f;{O)= f,(2), 

j;(l) = p,+ p; 

f;(4) = p,.,. p, 

¡;{9) = p; 

(porque los valores l y 3 de x dan lugar al valor 1 de y) 

(porque los valores o y 4 de x dan lugar al valor 4 de y) 

Ejemplo 1.11 (aplicación de la técnica de la transformación, para determinar la distnbución de 

una función de una variable aleatona discreta). Sea X una variable aleatoria con f.m.p. dada por 

x=O, I, ... ,n 

donde n es un entero positivo y O ,; p,; 1. A los ténminos n y p que pueden ser fi¡ados en 

valores distintos, produciendo distintas d1stribuc1ones de probabilidad se les llama parámetros 

Se dice que X tiene distribución binomial con parámetros n y p.12 Considere la variable 

aleatoria Y= g(X), dondeg(x) = n-x. Es dec·ir Y= n-X En este caso 91x ={O,!, .. , n) 

y 91r={y:y=g(x), xE91x}=(0,1, ... ,n}. Paracualquier yE91y, n-x=g{x)=y si y 

sólo si x=n-y. Por lo tanto, g-1(y) es el punto unico x=n-y, y 

f,(y)= Lfx(x) 
x=¡;-1()') 

Por tanto, Y tiene también distribución binomial con parámetros n y 1 - p. 

12 En el Capítulo 2 se ahondará sobre ésta y otras distribuciones de probabilidad 
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( .. continúa La técnica de la transformación: caso univariado) 

X Teorema 1.5" 
La técnica de la transformación 

para el caso continuo univariado 

Sea X una variable aleatoria con función de densidad de probabilidad_(, (x). Suponga que g(x) es 

una función continua de x estrictamente monótona (creciente o decreciente). Entonces la variable 

aleatoria Y definida como Y= g(X} tiene una función de densidad de probabilidad dada por 

si _y= g(x) para alguna x 

si y"' g(x) para toda x 

,donde g·'(y) se define como el valor de x tal que g(x) =y. 

Demostración (del Teorema 1.5). 

Caso (a): g(x) es creciente. 

Se calculará primero la función de distribución de Y= g(x) 

F, (y)= P[Y s y] 

= P[g(X) :S y] 

= P[X,; g"'(y)], 

= Fx(g-'(y)) 

ya que g -i es (también) creciente 

( .. continuará 

13 Por sencillez y porque es suficiente para los fines de este trabajo, se expone la versión que presenta Ross {1988}. 
Una versión genera! de este resultado puede consultarse en Mood et al. [1974], en la cual se pide que !a transformación 
y= g(x) sea uno a uno (en particular, una transformación estrictamente monótona es uno a uno) y que -j; g-1(y) sea 

contmua y no negativa (en efecto, una transformación estrictamente monótona cumple ambas caracteristicas) [véase 
Mood et al [1974], p. 200]. 
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Ahora, derivando 

d 
f, (y) = dy F, (y) 

= _d F,(g-1(y)) 
dy 

=F;,(g-1(y)) llg-'(y) 
dy 

=fx(g-1 (y)) ~g-'(y) 

Caso (b) g(x) f?S decreciente. 

Derivando 

F1 (y) = P[Y,; y] 

=P[g(X)Sy] 

= P[X 2: g-1 (y)], ya que g-1 es (también) decreciente 

= 1-P[X < g-1 (y)] 

=l-Fx(g-1(y)) 

d 
f, (y)= d), F, (y) 

= ~ p-Fx(g 1(y))j 
dy 

_ F' ( -1 ( )) d -1 ( ) -- X g y -d g y 
y 

= fx(g 1(Y){- ~ g 
1(Y)] 

Entonces, si se conoce la distribución de probab1l1dad de una vanable aleatona X y se está 

interesado en determinar la distribución de alguna función monótona de esa variable aleatoria, g(X), 

basta expíesaí el evento {g(X) .:::; x} en términos de X dentro de algún conjunto y hacer uso 

después del Teorema 1,2 para determinar la función de densidad de probab'ilidad de g(X), lo que 

equivale a aplicar el Teorema 1,5, 
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¡(. .continúa La tecmca de fa transformación: caso univariado) 

¡Para el caso de funciones univarfadas monótonas resulta más sencillo recurrir a la técnica de la 

l
transiormación para evitar el cálculo de integrales. Más adelante, al abordar el caso de funciones 

multivariadas, la técnica de la función de distribución adquirirá mayor relevancia Pero 

mdependientemente de la técnica que se utilice, es muy importante defln1r claramente el rango de la 

nueva variable aleatona Y= g(XJ 

1 

IEs importante señalar que la condición de que g(x) sea estrictamente monótona para determinar la 

!td.p. [f.m.p] de g(X) no necesariamente es restnctiva, como se establece en el Teorema 1.5 bis. 

X Teorema 1.5bis 
La técnica de la transfonmación 

para el caso continuo univariado 

Sea X una variable aleatoria con función de densidad de probabilidad j, (x). Suponga que y= g(x) 

es una transformación tal que es creciente para algunos subconjuntos de ;¡¡, = {x: fx (x) > O} y 

'decreciente para otros, pero es posible descomponer a ;R,. en un número finito (o mcluso 

numerable) de conjuntos ajenos %·1, •.• , %m. tales que g(x) es estrictamente monótona sobre 

cada ;R/ , entonces la densidad de la variable aleatoria Y detimda como Y = g(XJ puede 

!encontrarse. Sea x = g,-'(y) para cada x E ;R:. Entonces la densidad de Y está dada por 

1 J; (y)= L.; g,-• (y)fx (g;' (y)) 

donde la suma corre sobre aquellos valores de i para los cuales g(x) =y para algún valor de x 

en 91/. 

• 
( ... termina La técnica de fa transformación: caso univariado) 
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Para f1nal1zar esta sección dedicada a las transformaciones univariadas de variables aleatorias 

apartado se presenta a continuación una sene de ejemplos generales de aplicación de los 

Teoremas 1 5 y 1.5bis con su correspondiente venf1cación "a pie". Observe que en todas y cada 

una de las verificaciones se hace uso de la técnica de la función de distribución. Puesto que todos 

estos ejemplos de aplicación son resultados a retomar como herramientas en el Capitulo 3, en lugar 

de enumerarlos como ejemplos, se enumerarán como resultados finales. 

Ejemplos de aplicación de la técnica de la transfonnación (Teoremas 1.5 y 1.5bis). 

X Resultado 1.1 
Distribución de X 2 

(aplicación del Teorema 1.5 bis) 

Sea X una variable aleatoria continua, - oo < x <oc, con función de densidad de probabilidad 

fc(x). entonces la distnbución de Y= X 2 está dada por: 

l -
f,(y) = ---~[fx(: y)+ f,(- y)], 

2 •. y . .. 
y" o. 

Demostración 

Observe que dada cualquier x. y;:, O. Entonces, 

Fy(y) = P[Y s y] 

Por lo tanto, denvando se obtiene 

=P[X 2 Sy]=P[X
2 

Sy] 

=P[X S y]=P[-ySXS,_y] 

=Fx(-,y)-Fx(- y) 

l - -
fy(y)=

2 
-Ux( y)+fx(- y)], 

-. y 
y" o. 

[11] 

Observe que el Resultado 1.1 se obtendría directamente aplicando el Teorema 1.Sbis. considerando 

la región donde y= x2 es decreciente, x <o, y la región donde y= X2 es creciente, x;:, O. 



20 Caoitulo 1 

El siguiente resultado corresponde a la distribución de la transformación inversa definida en el 

Resuffado 1.1. 

X Resultado 1.2 
Distribución de Xy, 

(aplicación del Teorema 1.5) 

Sea X una variable aleatoria continua con rango no negativo, x 2: O, y función de densidad de 

probabilidad fx(X), entonces la distribución de f = X 1' está dada por· 

fy(y)=2y-[,(y 2
), y?:O. [1.2J 14 

Demostración: 

Corno x 2: O entonces y 2: O. Además, y= g(x) = xy, es creciente. Calculando Fr(y)' 

Derivando: 

Bajo.el Teorema 1.5: 

y 

Fy(y) = P[Y sy] 

= P[X'" s y] 

=P[Xsy2
] 

=F,(y') 

f, (y)= [2y]· f, (y'), y 2: o. 

.É._g-'(y)=2y2:0, ya que y=g(x) escreciente(puesx2:0), 
dy 

con lo cual efectivamente¡,. (y) 2: O. 

• 

•• 

14 Observe que mlentras que para el Resultado 1.1 no habia restncción para el rango de !a vanab!e aleatoria X, el 
Resultado 1.2 requiere que e! rango sea no negativo para que la transfonnación g(X) esté bien definida. 
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X Resultado 1.3 
Distribución de l/X 

(aplicación del Teorema 1.5) 

Sea X una variable aleatoria continua con rango positivo, x > O, y función de densidad de 

probabilidad f, (x), entonces la d1stnbución de r= IIX está dada por 

' (' \ J,(y)=-'-, fx _l)j 
y y 

y> o 15 p.3] 

Demostración 
1 

Como x >O entonces y> O. Además, y= g(x) = - es decreciente. Calculando F 1 (y): 

Derivando. 

Bajo el Teorema 1. 5: 

y 

X 

F,(y) = P[Y 5 y] 

=P[~s:y] 
r l 

=P/!s:XI 
LY J 

(ya que y> O) 

=1-P[Xs:~J 

=1-Fx(~) 

J,(y) = [-(-~¡ )J fx(~) 
= ;, fx(~) y>O 

' 1 1 g· (y)=,:.=x, pues g(x)=-=y 
y X 

_c!_g-'(y)=-J,<o, yaque y=g(x) es decreciente. 
dy y 

1s Observe que el Resultado 1.3 restringe el rango de Ja variable aleatona X a valores estnctamente posif1vos para 
que !a transformación g(X) esté siempre bien definida. También pueden considerarse sólo valores estnctamente 
negativos; en tal caso la transformación tambrén es decreciente 
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El Resuftado 1.4 que se presenta a continuación es una forma de generalizar los Resuftados 1.1 a 

1.3, al considerar que el exponente de la transformación es cualquier número real (distmto de cero) 

X Resultado 1.4 
Distribución de X' 

(aplicación del Teorema 1.5) 

Sea X una variable aleatoria contmua con rango positivo, x > O, y función de densidad de 

probabilidad fx(x), entonces la distribución de Y= X', con r un número real distinto de cero, está 

dada por: 

y>O, para todo r"' O. [1.4] 

O, equivalentemente: 

y>O, para r>O [1.4.a] 

f,(y) = -[~ y'''"-1 ]f,(y"'), y>O, para r<O [1.4.b] 16 

Demostración: Puesto que dependiendo del signo de r la transformación sera creciente o 

decreciente es necesario considerar los dos casos. Para ello, sea R > O. 

(a) Caso r = R > O. 

Corno x >O entonces y> O. Además, y= g(x) = x" es creciente. Calculando Fr(y): 

Derivando· 

F,(y) = P[Y Sy] 

=P[XR $y] 

=P[X ,;y11R] 

= Fx (y'1R) 

1s E\ Resultado 14 restnnge el rango de !a vanable aleatoria X a valores estrictamente positivos para que la 
transformación g(X) esté siempre bien defimda 
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f,(y)=[1y'' RHjJ,(/R) 

=[;y''"1·']Jx(v1''), y>O 

(b) Caso r = -R <O 

Como x >O entonces y> o. Además, y= g(x) = x·R es decreciente. Calculando Fr(y). 

Derivando· 

Bajo el Teorema 1.5 

Así: 

F,(y) = P[Y-; y] 

=P[x·R <;y]=P[;, sy] 

= P[~ s y'"]= P[y'¡" s X] 
= ! - Pl X <; )"] = 1- Fx (y''. R J 
= 1- Fx (y·'") 

J, (y)=-[-:]¡ y·" R)·IJ fx(y''t') 

= -[ (-jR) y(u-R)-l]. fx (y't·R) 

= -[~ Y'"'l·• 1. fx (y'¡,) 
r J 

g·' (y)= y'¡, = x. pues g(x) = x' =y 

y>O 

d -•e ) i (l/r)-1 0 -g y =-·y > , 
dy r 

si r >O ya que y= g(x) es creciente (pues x >O) 

y _dyd g·'(y)=-~y'"''·' >0, s1 r<O ya que y=g(x) es decreciente(pues x>O). 
. r 

Por lo tanto: 

= _.!__ y(l/ r)-l > Ü, engloba ambOS caSOS. 
r 

<H 
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X Resultado 1.5 
Distribución de 1 X 1 

(aplicación del Teorema 1 5 bis) 

Sea X una vanable aleatoria continua, - ro< x < ro, con función de densidad de probabilidad 

h (x), entonces la distribución de Y= 1X1 está dada por· 

f, (y)= f, (y)+ f-:(-y). y;o-:O. 

Demostración: 

Observe que dada cualquier x, y ;e O. Entonces, 

Derivando: 

F,(y)=P[Ysy] 

=P[X Sy] 

=P[-ySXSy] 

=Fx(y)-F,(-y) 

fy(y)= fx(Y)+ fx(-y), y;o-:O. 

f1.5] 

• 
El Resuffado 1.5 se puede obtener también directamente aplicando el Teorema 1.5bis, considerando 

la región donde y= 1 x ¡ = g(x) es decreciente, x <O, y la región donde y= 1 x 1 = g(x) es 

creciente, x ;: o y sumando así las funciones de densidad de Y asociadas a cada región. El 

desarrollo se muestra a continuación: 

Si x<O ::::::> y=-x=g,(x) => x=-y= g~'(y) 

-[; g,-' (y) ]fx (g~' (y))= -[-1]/x (-y)= /r (-y)• y;o-:0. 

Si x;?: O ::::::> y=x=g,(x) => x=y= g;'(y) 

[ ~ g;' (y) ]Jx(g;' (y))= [1Jfx (y)= fx(Y)' 

Por lo tanto: 

fy(Y)= L ~g;'(y)Jx(g;'(y)) = fx(-y)+ f,(y), 

•• 
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A cont1nuac1ón se presenta la d1stribuc1ón de una comb1nac1ón lineal de una variable aleatoria 

X Resultado 1.6 
Distribución de cX + d 

(aplicación del Teorema 1 5) 

Sea X una variable aleatoria continua, - oo < x < oo, con función de densidad de probabilidad 

f (x), entonces la distnbución de una combinación lineal de X, Y= cX + d, donde e y d son 

números reales, e* O, está dada poc 

1 (y-d) /,(y)=-;,- Íx -
0

- , -oo<y<oc [1.6] 

Demostración Puesto que dependiendo del signo de e la transformación será creciente o 

decreciente es necesario considerar los dos casos. 

(a) Caso e> O. 

Como - oo < x < oo entonces - oo <y < oo. Ademas, y = g(x) = ex + d es creciente 

(geométricamente, la transformación define una recta con pendiente positiva) Calculando F, (y)· 

Derivando: 

Fr(y)=P[Ysy] 

=P[cX+dsy] 

= P[ cX s y - d] 

=PJxsY-31 
L e J 

1 ( y-d) f,(y)=--fxl·- • 
e e 

(pues e> O) 

-oo<y<co. 
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(b) Caso e< O. 

Como - o-::> < x < co entonces - oo < y < oo. Además, y = g(x) = ex + d es decreciente 

(geométricamente, la transfonmación define una recta con pendiente negativa). Calculando F, (y): 

F,(y) = P[Y ->y] 

=P[cX +d->y] 

= P[cX ->y-d] 
- 1 

=PlX~ y:d J 
í y dl 

=1-PIX->--
1 L e J 

=1-Fx[y:dJ 

(pues e< O) 

Derivando: 

1 
f,(y)=--

c (
y-d) f,. -e-- , -=-:><y<oo. 

Bajo el Teorema 1.5: 

Así· 

y 

-1 y-d 
g (y)=--=x, puesg(x)=cx~d=y. 

e 

d _,( ) 1 o -g y ::o-> • 
dy e 

d _,e l 1 0 - dy g y =-~ > , 

si e> o ya que entonces y= g(x) es creciente 

si e < o ya que entonces y= g(x) es decreciente. 

Por lo tanto. 

d 1 . 1 
- g- (y)' = - > O, engloba ambos casos, y con ello efectivamente f, (y) > O. 
dy . c. 

• 

•• 
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X Resultado 1.7 
Distribución de ex 

(aplicación del Teorema 1 5) 

Sea X una variable aleatoria continua, - ro < x < ro, con función de densidad de probab1l1dad 

f.·(x), entonces la distribución de la exponencial de X, Y= e ', está dada por 

y 

fr(Y)=-'-Jx{!ny), y>O. [1.7] 
y 

Demostración. Observe que la transformación y= ex es siempre creciente (para - oo < x < oo) y 

además es pos1t1va y> O. Calculando Fy(y): 

Derivando. 

Bajo el Teorema 1.5: 

Así: 

(Observe que como 

F,(y) = F[Y <;y] 

=F[ex <;y] 

= F(X <; lny] 

=F,(lny) 

f,(y)=~Jx(lny), y>O 
y 

g-'(y)=lny=x, puesg(x)=e" 

d _, 1 
-g (y)= - >O, ya que y= g(x) es creciente. 
dy y 

y= e' > O entonces _a'_ g-' (y) = ~ está bien definida.) 
dy y 

Finalmente, dentro de las aplicaciones de la Técmca de la fransformación para el caso univariado 

(Teoremas 1.5 y 1.5bis) se presenta el Resuftado 1.8 que contempla como un caso particular la 

transfonnación inversa asociada al Resultado 1.7. 
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X Resultado 1.8 
Distribución de dn X 

(apl'cación del Teorema 1.5) 

Sea X una variable aleatoria continua con rango positivo, x > O, y función de densidad de 

probabilidad fJx), entonces la distnbución de e veces el logaritmo de X, Y= c·ln X, donde 

e"' O está dada por. 

f ) 1 '''f ( y.,) rCY ==-e re , -::o<y<':t:J. [1.8] 
e 

Demostración. Observe que como - :o< In X< co y e:;::: O, entonces - ':t:J <y= c·ln X< O"J. 

Ademas, la transformación está bien definida porque x > O; y es creciente o decreciente 

dependiendo del signo de c. Por ello es necesario considerar los dos casos. Calculando F, (y). 

(a) Caso e> O. La transformación y= dn x es creciente (porque lnx es creciente) 

F, (y)= P[Y s y] 

= P[c!nX s y) 

=P[lnXs~J (porque e > O) 

= P[X se"') 
= F, (e'") 

Derivando 

(b) Caso e< O. La transformación y= dn x es decreciente (pues el coeficiente e invierte el 

sentido de lnx que es creciente). 

F,(y)=P[YSy] 

= P[c!nX sy] 

=P[1nx~l'l 
cJ 

= P[X ~e'"]= 1-P[x se'"] 
= 1-Fx(e'") 

(porque e < O) 
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Derivando· 

-w<y<cc. 

Ba¡o el Teorema 1.5 

g-'(y)=e'" =x, pues g(x)=c·lnx 

Así. 
d -1 ¡ ~ 1 r. 
-g ~YJ= >u, 
dy e 

si e> O, ya que entonces y= g(x) es creciente 

d _, 1 
-- g (y)=--->0, 

dy e 
y si e< O, ya que entonces y= g(x) es decreciente 

Por lo tanto: 

1 d 1 1 1-. g·'(y) =-,>O, 
¡ay , )e¡ 

engloba ambos casos, y con ello efectivamente¡; (y)> O. 

FUNCIONES O TRANSFORMACIONES DE MÚLTIPLES VARIABLES ALEATORIAS _IVECTOR ALEATORIO) 

Hasta este momento se ha abordado el caso de distribuciones de probabilidad de funciones de 

variables aleatorias univariadas Sin embargo, es común que se esté interesado en planteamientos 

probabilísticos que involucren dos (Xy Y, por ejemplo) o más variables (X1, X,, ... , x,, por e¡emplo). 

Para tratar con tales probabilidades es necesario generalizar los conceptos y resultados definidos 

para el caso de una sola variable aleatoria. A ello se dedicará brevemente esta sección, 

comenzando con el concepto de función de distnbución de probabilidad acumulativa conjU11ta. El 

lector que esté familianzado con e! manejo de vectores aleatorios puede sin problema pasa¡ 

directamente a revisar las tres técnicas para detenminar la distribución de una función de un vector 

aleatorio. 
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Variables aleatorias conjuntas y sus funciones de distribución y de densidad [masa] 

Gb/' Definición 1.7 
F.d.a. conjunta 

Sean X,, X1, ... , x, vanables aleatorias definidas sobre el mismo espacio de probabilidad 

(Q,cs:P[·]) La función de distribución acumulativa conjunta de X1, . ., x, denotada por 

Fr,. .x. (· .... ,.) se define como P[X1 Sx¡, .... X, sx,] para todo (x1 ..... x¡). 

• 
Es decir, la función de distribución acumulativa conjunta es una función con dominio el espacio 

euclidiano de dimensión k y contradominio el intervalo [O, 1]. 

Al igual que la función de distribución acumulativa de una variable aleatoria unidimensional, 

la acumulativa conjunta cumple ciertas propiedades, las cuales pueden generalizarse al caso 

k-d1mens1onal a partir de lo que sucede para dos valiables (véase ANEXO 3). 

Gb/' Definición 1.8 
V.a.'s conjuntas discretas 

Se dice que el vector (X1, X2, .•. , X¡) es un vector aleatono discreto (o variable aleatoria 

k-dimensional discreta) si puede tomar valores sólo en un número numerable de puntos en el 

espacio real de dimensión k Se dice también que las variables aleatonas conjuntas discretas Xi, 

x, ..... x, son variables aleatorias conjuntas discretas. 

• 
Gb/' Definición 1.9 

Función de densidad discreta conjunta 

Si (X¡ ....• X¡) es una vartable aleatorta k-dimensional discreta, entonces la función de densidad 

discreta conjunta de (X1, ... , X,), denotada por fx,. .x, (·, ... ,.),se define como 

para (x1, ... , x,) un valor de (X,, ... , X,), y se define como O en cualquier otro caso. 
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0 Observación f,.,, ,x,(x,,, .. ,x,)<:O y If,, ,,(x,,, ,x,)=l, donde la suma es sobre 

todos los posibles valores de (X1, .. ,, X,) 

~ Definición 1.10 
Función de densidad marginal discreta 

Si Xi1, .. , Xim es cualquieí subconiunto de las variables aieatorias discretas conjuntas X1 ... , Xk, 

entonces a / 1., . . x .•. (x,,, ... ,x,"') se le llama función de densidad marginal discreta, que puede ser 

obtenrda a partir de la densidad conjunta. 

Caso b1variado. si X y Y (en lugar de utilizar la s1mbologia X 1 y X2) son variables aleatorias 

discretas conjuntas con valores (x1,Y1), (x2,y2), ... , entonces fx O y [1 O son las densidades 

marginales, calculadas como 

fx (x) = .Z::f,,,(x,y,) y 
Y1 fx y(x,y,)>0 

f, (y)= Lfn (x,,y) 
x, J:,. ¡ (x,.v)>O 

~ Definición 1.11 
V.a.'s continuas conjuntas 
y su función de densidad 

Se dice que el vector (X1, X2,.,., X,) es una vector aleatono continuo (variable aleatona k

dímensíonal continua) si y sólo si existe una función fx, .x, (-, .. ,) ;, o tal que 

Fx, .. x,(x,, ... ,x,)= [: .. , [fx, .. x,(u,, .. ,u,)du, ... du, 

para todo (x1, ... , x,). A fx, . . r, (-, ... ,.) se ie define como una función de densidad de probabilidad 

conjunta. 

Observación. fx,_ .x, (x1, ... ,x,) <:O y [ ... [ fx, .. x. (x,, .. ,x, )dx, ... dx, = !. 
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La utilidad principal de la función de densidad unidimensional es la de permitir el calculo de 

probabilidades. Por eiemplo, para una variable aleatoria contmua X con función de densidad fxO. 

P[a <X< b] = J:I,. (x)dx representa el área bajo fy O sobre el intervalo (a.b). En el caso 

bidimensional ík = 1) el volumen dará las probabilidades. 

G/' Definición 1.12 
Función de densidad marginal continua 

S1 X,1, .... Xm es cualquier subconjunto de las vanables aleatorias continuas conjuntas X1, .... x,, 
entonces a fr ,. ·"·· (x.i,. . . ,x,.) se le llama función de densidad margina/ de la variable aleatoria 

m-<limensional (X,,,. ... Xml· 

• 

Caso bivariado. Por ejemplo, si X y Y son variables aleatonas continuas conjuntas, entonces 

fxO y frO son las densidades marginales, que pueden obtenerse como 

f,.(x) = [lx,r(x,y)dy y J, (y)= [ fx 1 (x,y)dx 

puesto que 

y de manera análoga para fr(y). 

Con las deiniciones anteriores se puede plantear el concepto de independencia entre variables 

aleatorias, el cual será de suma utilidad al tratar posteriormente con funciones de múltiples variables 

aleatorias, como se verá en el Capítulo 3. 
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<fu/' Definición 1.13 
Independencia estocástica 

Sea (X1• X2, .. , X,) una variable aleatona k-d1mens1onal con función de densidad conjunta 

fx, .. x, (-, .. ;) Se dice que X1, ... , X¡ son vanables aleatorias estocásticamente independientes 

(o, simplemente, variables aleatorias independientes, v.a.i.'s) s1 y sólo s1 

k 

fx, .. x, (x,, .. ,x,) = l lfx, (x,) 
¡,,] 

para todos los valores (x1, •• , x,) de (X1 ... , X¡). 

Esta definición expone una forma sencilla de calcular la función de densidad con1unta de múltiples 

variables aleatorias, cuando éstas son independientes, como ei producto de sus densidades 

marginales El siguiente teorema hace extensiva la propiedad de independencia de variables 

aleatonas a funciones de ellas y será clave en el Capitulo 3 

X Teorema 1.6 
Independencia de funciones de v.a.i.'s 17 

S1 X1, ... , x, son variables aleatorias independientes y g 1(-), .. , g, (·) son k funciones tales que 

i.; = g¡ (X¡) ,j = 1, ... , k son variables aleatonas, entonces Y¡, .. , Y, también son 1ndepend1entes. 

~ 

Funciones de múltiples variables aleatorias 

En esta sección se plantea el caso de funciones que dependen de más de una variable aleatona. Al 

igual que en la sección previa dedicada a funciones de una sola variable aleatoria, se presentarán 

técnicas para determinar la distribución de esas func'lones multivariadas. Se expone la 

generalización de la técnica de la función de distribución y la generalización de la técnica de la 

17 Para la demostrac1on de este teorema véase ANEXO 3 
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transformación. Ademas, se presenta el concepto de "esperanza' para posterionmente incorporar 

una tercera técrnca: la técnica de la función generadora de momentos. 

Ejemplo 1.12 (ejemplo introductorio de una función de múltiples variables aleatorias y de Ja 

necesidad de determinar su distribución). Uno de los obJetivos de la estadist1ca es hacer inferencia 

acerca de una población. De manera muy breve, para ello se toma como base Ja información 

conternda en una muestra tomada de esa población y con ella se construye una medida de 

aproximación a alguna característica de interés, obteniendo después otra medida de la bondad de la 

inferencia. Las estadísticas utihzadas para estimar los parametros de una población o para tomar 

decisiones con respecto a ella son funciones de las observaciones aleatorias que se presentan en 

una muestra. 

Considere que se desea estimar la media de una población, µ. Para ello se extrae una muestra 

aleatoria de n observaciones X1 =xi, X2 == x2, ... , Xn = xn.18 Intuitivamente, se puede proponer la 

media muestra! 

±x, 
X==~ 

n 

como una estimación de µ Interesa saber ahora qué tan buena es esta estimación. Esto depende 

del comportamiento de las variables aleatorias X1, X2, ..•• X", ya que éste tendra un efecto sobre la 

nueva variable aleatoria Y= X= d:x, . 
1~1 

La medida de Ja bondad de una estimación es el error de esrimación, la diferencia entre la 

estimación y el parámetro estimado; en este caso x-µ=y-µ . Como Y es una vanable 

aleatoria no puede asegurarse que el error en la estimación sea menor que un valor específico, 

digamos ó. Sin embargo, si es factible detemninar la distribución de probabilidad del estimador Y se 

podrá utilizar esta distribución para determinar la probabilidad de que el error en la estimación sea 

menor o igual que ó. 

ie Para una breve referencia sobre cómo puede obtenez:se una muestra aleatona puede consultarse ANEXO 4. 
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Para determinar la distribución de probabilidad de una función de n variables aleatorias, 

Xi, X,, ... X, debe encontrarse primero la distribución de probabilidad con1unta para ese vector 

aleatorio. Ba10 el supuesto de que las variables aleatorias X1, X2 ..... X, obtenidas a través de una 

muestra aleatoria son independientes entre sí, la función de densidad [masa] con1unta está dada por 

el producto de las funciones de densidad [masa] respectivas fx, (x,) 

Así, la función de denSi'dad [masa] de probabilidad conjunta para X1, X2, . •• , _.Y'n es 

, (x,,x,, .. .,xJ ~ ÍIJ, (x,). 
• " /ñl ' 

DISTRIBUCIÓN DE UNA FUNCIÓN MULTIVARIADA DE VARIABLES ALEATORIAS 

En general, considere que se tienen X 1, X2, ... , Xm variables aleatorias, y 

g,(-, .. .,·),g2 (-, .. .,-),. • .,g,(-, ... ,-), funciones de esas n variables aleatorias. Se quiere encontrar la 

distribución conjunta de Yi, r,, .. ., Y,, donde lj = g¡ (X1, ... ,X,),j = 1, 2,. . ., k. Sr la densidad 

conjunta de las variables aleatorias Xi, X2, . ., X, está dada, entonces -en teoría- es posible 

encontrar la distnbuc1ón conjunta de Y1, r,, . ., Y,. Esto se sigue de que la función de distribución 

acumulativa conjunta de Y1, r,, .. ., Y, satisface que 

F,,, ,r,_(y1,. • .,y,)=P[Y1 Sy,,. . .,Y, syJ 

~ P[g,(X,,. . .,X,) :>y1, • .,g,(X1,. • .,X,) 5 y,] 

para y,,y2 ,. • .,y, fijos, que es la probabilidad de un evento descrita en términos de X 1, X2,. • ., X,, 

y teóricamente tal prooab1iidad puede ser determinada integrando o sumando la densidad conjunta 

sobre la región que corresponda al evento. El problema es que en general no puede evaluarse 

fácilmente la probabilidad deseada para cada y,,y2 ,. • .,y,. Las tres técnicas que se presentan a 

continuación pueden contrarrestar esta dificultad. 
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La técnica de la función de distribución: generalización 

[ISi la función de distribución conjunta de las vanables aleatorias Xi,X2, •.. ,X" está dada, entonces, 

teóricamente, la distribución conjunta de las variables aleatorias Y1, Y2, ... , Y, puede ser 

detemninada, donde Y, = gJ (X1, ... X"), j = J, 2, ... , k, para funciones dadas 

1 

g1(· .... ,.), ... , g,(-. .... ·). Por definición, la función de distribución acumulativa conjunta de Yi, 

Y2, .... Y, es F,, . .>. (y,, ... ,y,)=P[Y, sy,; ... ;Y, :>y,]. Pero para cada y,, .. .,y, el evento 

{Y, sy,; ... ;Y, sy,),,,{g,(X,, ... ,X,):>y,; ... ;g,(X,, ... ,X,)sy,} Este último evento está 

descrito en témninos de las funciones dadas g¡(·, ... ,.), ... , g, (·, ... ,-) y de las variables aleatorias 

dadas X1, X2, ... , X,. Como se está suponiendo que se conoce la distribución conjunta de 

X1,X2, ... , X", entonces la probabilidad del evento {g¡(X,, .. .,X,):>y,; ... ;g,(X,, ... ,X,):>y,} 

puede ser calculada y en consecuencia detemninar F.,. ,, (·, ... ,-) . El método descrito anteriomnente 

para obtener la distribución conjunta de Yi, Y2, ... , y, se denomina la técnica de la función de 

distnbución. 

La aplicación de la técnica de la función de distribución pemnite obtener la distribución de la suma y 

la diferencia de dos variables aleatorias, de su producto y su cociente, así como de la mínima y la 

máxima estadística de orden, como se mostrará a continuación. Si bien en el Capitulo 3 no se 

retomarán todos estos resultados, se considera conveniente presentartos aquí no sólo como 

ejemplos de aplicación de la técnica de la función de distribución, sino también como elementos que 

pudieran ser útiles para verificar resultados futuros dentro de la naturaleza de este trabajo. 
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V ó'- Resultados 1.9 y 1.10 
Distribución de X+ Y y de X - y19 

(aplicación de la Técnica de la función de distribución) 

Sean X y Y va. con función de densidad conjunta continua f,., (x,y). Definase Z - X+ Y y 

V - X - Y. Entonces, 

o 
. f. 

fz(z) = f_"" fx.r(X, z - x) dx = _"" fx.lz - y, y) dy, 

y 
• . s· fv(v) = J fx.r(x, x - v) dx = fx, r(v +y, y) dy. 

-oo -oo 

Demostración Se probará [ 1. 9] 

F2(z) = P[Z ~ z] = P[X +Y~ z] = JJ fx,r(x, y) dx dy 

:Su.::;frtoy<'ndo 

") :o-u-x. 

~ f • [f'.)x. ,(x, y) dy J dx 

...---,. -s· r r fo(x, u - x) du] dx 
-a:i L -oo 

f,(z) ~ d¡;=) ~ f(J:. [fJx.,(x, u - x)dx] du) 

= J:.,,fx.r(x, z - x) dx. 

Análogamente para probar [110]. 

[1.9] 

[1.10] 

"--< ó'- Resultado 1.11 (corolario de 1.9) 
Distribución de X+ Y 20 . 

(aplicación de la Técnica de fa función de distribución) 

Sean X y Y v.a.i.continuas y z-X+ Y. Entonces, 

o 

• 

fz(z) = fx..-r(z) = J:JrCz - x)fx(x) dx 

-f fx(z - y)f,{y) dy. 

[1.11a] 

[1.11b] 

Demostración. La demostración se sigue inmediatamente del Resuftado 1.9 y de la independencia 
de X y de Y (véase Definición 1.13 y Teorema 1.6) • 

1s Tomado de Mood et al. \197.1], p 185. 
20 Tomado de Mood et al. [197 4, p 186, donde además se menciona que en aná\1s1s matemático a la función fz ( ·) 

se le llama la convolución de !as funciones fx( ) y fr( ·) Este corolario será particularmente importante en el Capitulo 3 
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X Resultados 1.12y1.13 
Distribución de XY y de X/Y 21 

Sean X y Y variables aleatorias con función de densidad con1unta continua fx.r (x,y), y 

definase Z ~ XY y ¡¡~X/Y Entonces, 

• f • 1 ( ') •• 1 1~ ) Jif..z)= _.,. ~fx.r x,~ dx= J_co iYfÍx.Yt,y•Y dy, 

y 

• fuM - r IYl!r,,(uy, y) dy. -· 
Demostración. Se probará Ja primera parte del Resultado 1.12. 

-J' [J."tx,,í.r,y)dy] dr+J" [r'''fx.,í.r,y)dy] dx, -co t:fz: . o J_co 
----.._, 

"""""""'º "~"> -:_ J' [J • ( ~) du] . J" [[ ( ") du] - fx,r X, - dx-:- fr.r x,- - dx 
_,,, : X X o -.,. X X 

-[ [f' ~fr,,(x.~)dx]du+ r [J"!¡,,,(x.~)dr]d, -oc -co X X J_.., o X X 

-[. [(. 1!1 !u(x, ;) dx] du; 

f.,_(,,) - dF.,_(,,) 
dz 

-r. 1!1tx.+.;) dr. 

21 Tomado de Mood et al. [1974], pp. 187·188 

[1 12J 

[1 13] 

• 
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"<'." ó'- Resultados 1.14 y 1.15 
Distribución (f.d.a.) de la máxima 

y de la minima estadística de orden 
para el caso discreto o continuo 

(aplicación de la Técmca de la función de d1stribuc1ón) 

Sean X¡, ... , Xn v.a.i.i d. Definase Yn = máx [X1, ••• , .Kn] y Y1 = mín [X1, •• , Xn] Entonces, 

las íunciones de distribución de la máxima y de la mínima estadística de orden, respectivamente, 

están dadas por 

y 
F,, (y)= 1-[1-Fx(y)]" [l. 15] 

Demostración. Se seguirá un razonamiento que apeie a cuál es ei significado de la mínima y de ia 

máxima estadisticas de orden dentro de la muestra aleatona. 

(a) Función de distribución de Y". 

donde la última igualdad se sigue de que la más grande de las X,, 1 = l •.. , n, es menor o igual 

que y si y sólo si todas las X, son menores o iguales que y Puesto que integran una muestra 

aleatoria, las X, son independientes, y entonces 

P[X, sy, ... ,X" :>y]= TIP[X, :>y]= TIF, (y)= TIFx(Y) 
1~1 1~1 

donde la última igualdad se desprende de que X1, ... , X" tienen la misma distribución. Fx (x) 

(nuevamente, por tratarse de una muestra aleatoria). Por lo tanto 

22 Para una bre....e exposición sobre \as estadísticas de orden consú\tese ANEXO 4 Se presenta también \a 1 d a y 
fa 1 d.p {f.m.p } de Ja j-éslma estadistica de orden, tanto para el caso discreto como continuo 
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De manera similar se procede para deterrrnnar la función de distribución de f¡. 

(b) Función de distribución de Y¡. 

Fr, (y)= P[Y, ,; y]= 1-P[Y, >y]= 1-P[X, > y, .. .,X, >y] 

ya que la más pequeña de las X,, i = !, ... , n, es mayor que y si y sólo si todas las X, son 

mayores que y Aplicando el supuesto de independencia de las X, y de la homogeneidad de la 

distribución, se obtienen las siguientes equivalencias 

" " " 
l-P[X1 >y,. . ., X, >y]= 1- fI P[X, >y]= 1- fl[l-Fx. (y)]= 1- fl[l-F,(y)] 

,_¡ 1-' 1-1 

Por lo tanto, 

F,,(y)=l-[1-Fx(Y)J" ·" 

• 
Los dos resultados siguientes son corolarios de [1.14] y [1.15] para variables aleatonas continuas. 

Su demostración se obtiene fácilmente aplicando el hecho de que la derivada de la función de 

distribución da como resultado la función de densidad (Teorema 1.2). 

X Resultados 1.16y1.17 (coro/anos de 1.14 y 1.15) 
Distribución (f.d.p) de la máxima y de la minima 

estadísticas de orden para el caso continuo 
(aplicación de la Técnica de fa función de distnbución) 

Sean X 1 ... ., X" v.a.i.i.d. continuas Entonces las funciones de densidad de la máxima y de la 

mínima estadística de orden, respectivamente, están dadas por 

lr,CY)=n[F,(y)r'fx(Y) [1.16] 

y 
[1.17]. 

• 

Z3 Observe que si considera que X¡, ... , X,, es un conjunto de vanables aleatorias con distribución distinta, 
digamos Fx, (x), hay que !imitarse a decir que la f.d.a puede expresarse como producto de las f d.a. marginales de las 
X,. Si además se descarta et supuesto de independencia, la f.d a. no puede expresarse siqwera en términos de un 
producto. 

2" Salvedades similares a las señaladas para detenninar la f.d.a. de Y,, pueden hacerse también para el caso de Y1• 
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La técnica de la transformación: caso bivariado 

A continuación se presenta la técnica de la transformación para detenm1nar la distribución conjunta 

de dos funciones de dos variables aleatorias y, part1culanmente, de dos variables aleatorias 

independientes. El caso de dos funciones bivariadas es el mayor nivel de generalización que se 

estudiará aqui, no sólo porque con él se satisfacen los requerimientos del Capitulo 3, sino también 

porque Ja complejidad que involucra e! extender !a técnica a n funciones de n vanables a!eatonas 

escapa a las pretensiones de este trabajo. Una auténtica generalización de la técnica de la 

transformación puede consultarse en Casella y Berger [1990] y en Mood et al [1974] 2s 

Sean 

X Teoremas 1.7 y 1.8 
la técnica de la transformación 

para el caso bivariado (continuo) I 

X 1 y X2 dos variables aleatorias continuas con1untas con función de densidad de 

probabilidad conjunta fx,.x, (x,,x2). Considérense Y, y Y2 dos variables aleatorias tales que 

Y, ~ g, (X1,X2) y Y,~ g, (X1,X2). El dominio y la imagen de las funciones g, y g, son ll y 'l', 

respectivamente, donde 

y 'l' ~ {(y,,y,) para los cuales existe (x,,x2) E ll, tal que (y,,y,) ~ (g,(x,,x,),g,(x,,x2))}. 

Además, las funciones g, y g, satisfacen las condiciones siguientes 

(a) Las ecuaciones y 1 = g1(xi,x2) y Y2 = g2(xi,x2) pueden resolverse de manera 

única para x, y x, en términos de y, y y,, estando sus soluciones dadas 

11 

por x, ~ g,-'(y,,y,) y x, ~ g;'(y,,y,) (es decir, definen una transfonmación 

uno que va de S a 'l'). 
uno ªil 

2s Véase Caselta y Berger [1990]. op crt, pp. 176-178; Mood et a/. [1974]. pp. 211-212. Además, estos últimos 
autores discuten la sltuac1ón en que alguna de las transformaciones g, no sea uno a uno (PP 209-21 O) 
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(b) Las pnmeras derivadas parciales de x 1 =g]r(y1,y2 ) y x2 =g2!(y1,y2 ) son continuas 

en todos los puntos (x,,x,) e S. 

(c) El Jacobiano de la transformación, denotado por J, y delinido como el determinante 

siguiente 

8x: 8x¡ 

J = cy, cy, 
Cx2 ~2_ 
0'1 8y2 

es distinto de cero para todo (v,, y,) E'!'. 

Entonces la densidad con;unta de Y1 y Y2 está dada por 

si (y,,y,)E'f' 
[T17] 

e.o.e. 

lo que en términos de funciones indicadoras equivale a decir que. 

f,,.r, (y,,y,) = 1 fx,.<, (g~'(y,,y,),g;'(y,,y, ))J. (y,,y,) [T 1.7 ] "·" 

Si además se incorpora el supuesto de que X1 y X2 son independientes, entonces (aplicando la 

Definición 1.13 y el Teorema 1.6) la expresión [T.1.71 queda como 

f,,..', (y,,y,) = J f,, (g~' (y,,y,))fx, (g;' (y,,y,)) I 9 (y,,y,) [T1.8] 

26 Observe que /'l'(y1,y1) = /3(g1- 1 (yi,y2),~- 1 (y1,y2)) 
27 La versión ele otros autores como Ross [1988] para este teorema constdera al Jacobiano como e! determinante 

siguiente: 
il}, a;., 

J=~ :~, 
at¡ a., 

de tal suerte que Ja expresión fí.71 queda como fy1_y,_ (y1 ,y2 ) = T f x,.x" (g¡1(y1 ,y2),g21(y1 ,y2 )) I"' (y1 ,y1 ), 

o simplificando fr1 .r~(y 1 ,y2 )=-}- fx
1
.x

2
(x1,x2 )I..,(y1,y2 ); ñnalmente los resultados son equivalentes [véase 

Ross [1988], p. 229}. (Tanto Mood et al. (p. 205) como Ross (p. 230) presentan un esbozo de la demostración de este 
resultado, ment:tonando que se requiere del manejo de integrales dobles.) 
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A continuación se presentará un e¡emplo de aplicación de la técnica de la transformación que se 

acaba de presentar Múltiples aplicaciones adicionales de éste se presentarán en el Capítulo 3, 

donde la expresión [T.1.8] será de suma utilidad 

Ejemplo 1.13 (apl1cac1ón de la técnica de la transformación, caso contmuo b1vanado). Sean X1 y 

X2 dos variables aleatorias 1ndepend1entes, cada una con distribución de probab1l1dad dada por 

Entonces, 

Calculando el Jacobiano 

Si XE(Ü,J) 

e.o.e 

fx,.x, (x1 ,x2 ) = Í¡o,1¡ (x,)·I 10.11 (x,), 

S = {(x,. x2): Ü<x, < l, O <X,< 1). 

X1 = ±CY1 + Y2) = g;1 
(YPY2) 

x, =t(y¡ -y,)=g~¡(y¡,y,) 

2 

S y 'l' se bosque¡an en la Figura 2. 

Figura 2 
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Como la transformación es uno a uno, las primeras derivadas parciales de g,-• y g;' son 

continuas, y el Jacobiano es distinto de cero: 

para (y,,y 2 ) E 'l' 

e.o.e. 

• 
Finalmente se presenta a continuación la tercera técnica para determinar la distribución de una 

función de variables aleatorias: la técnica de la función generadora de momentos. 

La función generadora de momentos 

Una función que está asociada con la distribución de probabilidad es la función generadora de 

momentos, que como su nombre lo indica puede ser utilizada para generar momentos. Sin embargo, 

su uso pnncipal es el de ser una herramienta que permite caracterizar una distribución. 

ifu/"' Definición 1.14" 
Función generadora de momentos 

S1 X es una variable aleatoria con !unción de distribución Fx, entonces la función generadora de 

momentos (f.g m.) de X (o de Fx), denotada por Mx(t), se define como 

Mx(t) = E[e ªJ, 

s1 la esperanza existe para todo valor de t en algún intervalo -h < t < h, h > O. 

za Para abordar e! concepto de "función generadora de momentos' se requlere comprender primero tos conceptos 
de ~esperanza de una variable aleatoria• X (E[X]) y de "momento~. los cuales se tratan brevemente en el ANEXO 5 Por 
otra parte, en el ANEXO 7 se presenta una tabla (basada en Mood et al. (1974]) que contiene las expresiones de las 
funciones generadoras de momentos correspondientes a la gran mayoria de las distribuciones que se presentan en el 
esquema de leem1s, siempre y cuando estas existan (siendo en tal caso únicas, como se verá más adelante) o sean de 
utilidad para los fines de este trabajo 
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De manera más explícita, la f.g.m de X puede escribirse como 

M,.(r) = 2.:e"P[X =x] s1 X es discreta, 

y 

si X es continua 29 

El teorema s1gu1ente expone la fonma como Mx(I) genera momentos. 

X Teorema 1.9 
Generación de momentos 

S1 X es una variable aleatona con función generadora de momentos Mx(t), entonces 

E[X']=M~'(O). 
donde 

M "' d' M () 
X (O)= di ' } t 'ºº ' 

Es decir, el r-ésimo momento es igual a la r-ésima derivada de Mx (t) evaluada en t = O 

º Observación Si la función generadora de momentos existe entonces caracteriza un conjunto 

infinito de momentos. Sin embargo, el caracterizar el conjunto de momentos de una variable 

aleatoria no es suficiente para determinar su distribución de manera única, ya que puede haber 

dos variables aleatorias distintas con los mismos momentos.'° 

Sólo cuando el soporte de la función de distribución es acotado, la secuencia infinita de momentos 

determina de manera única la distribución. Aún más, si la función generadora de momentos existe en 

una vecindad del cero, la distribución está determinada de manera única, sin importar cuál sea su 

soporte. Por lo tanto, la existencia de todos los momentos no equivale a la existencia de la función 

generadora de momentos. 

29 En el ANEXO 7 se presenta una tabla (basada en Mood et al [1974]) que conbene las expresiones de las 
funciones generadoras de momentos correspondientes a la gran mayoría de las distribuciones que se presentan en el 
esquema de Leemis, siempre y cuando éstas existan (siendo únicas, como se verá más adelante) o sean de utilidad para 
!os fines de este trabajo. 

3() Casella y Berger li990) ·1\ustran esto considerando / 1 (x):: --.J~ e -(m :i:}' 12
, O :5 x < co y 

... 2;r:i; 

f 2 (x) e:= f, (x)[l + sen(2;r lnx)], O:::; x <ce. 
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En la práctica, en muchos casos es más sencillo calcular los momentos de manera directa que 

mediante la función generadora de momentos. De hecho, el uso principal de esta función no es la 

generación de momentos, sino la caracterización de una distribución. Esta propiedad puede conducir 

a resultados sumamente poderosos. El sigu'ente teorema muestra cómo puede ser caractenzada 

una distnbución a través de \a función generadora de momentos. 

X Teorema 1.10 
Caracterización de una distribución 

mediante Ja f.g.m. 

Sean Fx(x) y F, (y) dos funciones de distribución para las cuales existen todos sus momentos. 

(a) S1 Fx y Fy tienen soporte acctado, entonces Fx(u) = F, (u) para toda u si y sólo si 

E[X'] = E[Y1 para todo entero no negativo r. 

(b) Si las funciones generadoras de momentos existen y Mx (r) = Mr (t) para toda t en el 

intervalo -h < t < h; h >O, entonces Fx(u) = Fr(u) para toda u. 

+ 

Aunque la demostración de este teorema ne se presentará, es importante insistir en la utilidad de la 

parte (b): si es posible encontrar la función generadora de momentos de una variable aleatoria 

entonces, teóncamente, se puede encontrar la distribución de esa variable aleatoria, ya que existe 

una única !unción de distribución para cada !unción generadora de momentos dada." 

Así como lo fue el Teorema 1.2 para las técnicas de la !unción de distribución y de la 

trans!omnación, el Teorema 1.10 es el corazón de la técnica de la !unción generadora de 

momentos. Es la unicidad de las funciones de distribución, de densidad [masa] de probabilidad y de 

31 Case\la y Berger [1990] presentan una discusión acerca de la demostración de\ Teorema 110, aclarando que no 
la presentan porque no proporciona mayor enseñanza, pues se trata de una cuesb.ón técnica. Mencionan que se apoya 

en la teoría de las transformadas de Laplace. La transformada de Lap!ace se define como r"' etx f X (x)dx , que es 

precisamente la definición de M)", (t) (y se dice que Mx (t) es !a transformada de Lap1ace de fx (r)). Un hecho clave 

sobre !as transformadas de Laplace es su unicidad. Si M x (t) = [,,, ev: f x (x )dx para tocia t tal que 1 ti< h, donde h 

es algún numero positivo, entonces dada Mx(t) existe SÓio una funciónfx(x) que satsface esa ecuac¡ón, lo cual hace 
que e! Teorema t 10 sea razonable. (Lo anterior es aplJCable también a la demostración de! teorema que establece la 
convergencia de las funciones generadoras de momentos, mtsmo que se presenta en el libro después del Teorema 
1.10.) Véase Casella y Berger [1990], op. cit., pp. 65-66. 
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la generadora de momentos lo que hace válido recurrir a ellas para definir o determinar la 

distribución de una variable aleatoria. 

Ahora sólo se requiere extender las nociones de esperanza y de función generadora de momentos a 

más de una variable oara plantear formalmente la técnica de la función generadora de momentos 

G/' Definición 1.15 
F.g.m. de un vector aleatorio 

La función generadora de momentos de un vector aleatorio (X1, ... X,) se define como 

s1 la esperanza existe para todos los valores de 11 •••• , 1, tales que 111 1 <h. para alguna h >O, 

J ~l..., k 

X Teorema 1.11 '' 
Esperanza de dos funciones de v.a.i.'s 

Sean X y Y dos variables aleatorias independientes y g,(·) y g,O dos funciones urnvanadas, 

entonces 

E[g,(X)g,(Y)] ~ E[g,(X)]E[g,(Y)]. 

X Teorema 1.12 33 

Independencia y f.g.rn. de dos v.a.'s conjuntas 

Dos vanables aleatorias conjuntamente distribuidas X y Y son mdependientes si y sólo s1 

para todo 11 y 12 para los cuales 1t11 < h, para alguna h > O,j ~ !, 2. 

32 La demostración de este teorema puede consultarse en Mood et al. [1974], p 160. 
33 La demostración de este teorema puede consultarse en Mood et al [1974], p 161. 
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• Nota: Los Teoremas 1.11 y 112 pueden general:zarse a k vanables aleatorias. 

La técnica de la función generadora de momentos 

Nuevamente, dadas las variables aleatorias X 1, ... , X" con íunción de densidad [masa] con¡unta 

fx,. ,.,_(x" ... ,x,) y funciones g,(-, ... ;), ... ,g,(-, ... ,-), se busca la distribución conjunta de 

La función generadora de momentos del vector aleatorio (Y1 .... , Y,), si existe, es 

( ) - E[ l¡Y¡- -l¡Y¡ l 
m},. ,r,1¡ t 1, .•• ,t~ ~ e 

= I ... ¿e11g1{x1, .,.x11)- .-1,gx (..:-1 . . .i.,,)fx1 . .. X, (x\•· .. ,xn) 

para el caso discreto 
y 

-- J·· .. J'el¡g1lX1- .,.x,,)- -rkg1<(X1 ..• x,,)f,·,·.. e·· X )dx dx ' .x. _..1•···· 11 , ••• k 

para el caso continuo. 

Si el resultado de la suma o de la mtegral, según sea el caso, es una función de 11, ... , 1, que puede 

ser reconocida como la íunción generadora de momentos con¡unta de alguna distribución conjunta 

conocida, entonces X 1, ••• , X" tiene esa distribución conjunta, puesto que como ya se dijo la función 

generaciora de momentos, cuando existe, es Un1ca y permite determinar de manera única su función 

de distribución. 

Para k > 1, este método tiene una utilidad limitada puesto que sólo es posible reconocer unas 

cuantas funciones generadoras de momentos. El supuesto de independencia de las variables 

aleatorias X1, •. . , X, hace más factible la identificación de la función generadora de momentos. 
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As1m1smo, como para k = 1, la función generadora de momentos es una función univar1ada se tiene 

más oportunidad de 1dent1f1car la distnbuc1ón a la que corresponde 34 

La aplicación más útil de 13 técnica de la función generadora de momentos consiste en determinar la 

d1stnbuc16n de las sumas je variables aleatorias independientes, como podrá verificarse cabalmente 

en el Capítulo 3. Este resultado se expone en el s1gu1ente teorema. 

X Resultado 1.18 
Distribución de la suma de v.a.i.'s 

(aplicación de la Técnica de la f.g.m.) 

Si x, . . ., X, son variables aleatorias independientes y la función generadora de momentos de cada 

una existe para toda -h < t < h, para alguna h >O, sea Y= fx, . Entonces 
,,,¡ 

M,(t) = E[exp( tx,1 )] = IJMx. (!) para -h<t<h [118]. 

Demostración. 

(por definición de f.g.m.) 

= E[e1X,+1x,+ ·+IX"]= E[e1,\'1e1x2 ... erx" J 

=E[ l] e'x.] = I] E[e"·] (usando una generalización del Teorema l.12) 

(por definición de f.g.m.) 

34 Mood et al. [1974] comentan tamb1en que esta técnica es muy poderosa en conexión con ciertas técnicas de 
matemáticas avanzadas (la teoría de las transformaciones) las cuales, en muchos casos, permiten determinar la 
d1stnbuc1ón asociada con la función generadora de momentos generada. 
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Por lo tanto, dada la unicidad de la función generadora de momentos, si se reconoce !l ,11 ,. (1) 

como la función generadora de momentos de una distribución partlcu\ar, entonces se ha encontrado 

la distribución de f x, En el ANEXO 7 se presentan las distintas funciones generadoras de 
1~1 

momentos que se requeriran para aplicar este resultado. 

Con el Resultado 1.18 se cierra la "caja de herramientas" a utilizar en el Capítulo 3 para demostrar 

una buena parte de las relaciones del esquema de Leemis, asi como aquellas que se adicionaron. 

En dicho capitulo se hará referencia explicita a cada una de estas herramientas con el número de 

Resultado que aquí se le asignó. 

En el siguiente capitulo se presentan las distintas distribuciones de probabilidad con las que se 

trabajará en el Capítulo 3. 

+++ 
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PRESENTACIÓN DE LAS DISTRIBUCIONES 

En este capítulo se presentan las 28 distribuciones que se mcluyen en el diagrama de Leem1s. 9 de 
ellas son discretas y 19 son continuas. Cada presentación se inicia definiendo la d1stribuc1ón en 
términos de su función de densidad [o de masa] de probabilidad Adicionalmente, para aquellas 
distribuciones en que fue oosible, se incluyen algunos hechos históncos. algunos e•emplos de 
aplicación (ya sea clásicos o novedosos) y algunas propiedades interesantes asoc1adas.1 Esto con el 
fin de hacer amena la lectura y al mismo tiempo dar cuenta de elementos que pudieran pasar 
madvertidos cuando se estudia el tema. Al final de cada presentación se enumeran las relaciones 
que guarda la distribución en cuestión con otras; la verificación de dichas relaciones será el ob1et1vo 
del siguiente capitulo. 

El capítulo está d1v1d1do en dos grandes secciones. Primero se presentan las distribuciones discretas 
y después las continuas El orden de presentación atiende a dos entenas: es alfabético y antepone 
las distribuciones más conocidas a aquellas que lo son menos.2 Las distribuciones no tan conocidas, 
o por lo menos no "clásicas" (la arcoseno, la triangular y la We1bull discreta, por e1emplo), se 
mcluyen al final de cada sección ba10 el rubro de "Otras distribuciones''. 

Se espera que los conterndos que se exponen en este capítulo diluyan en alguna medida la ruptura 
que pudiera haber entre teoría y práctica, haciendo que las variables aleatonas representen modelos 
"tangibles". Además, con los hechos históricos que se mencionan se busca sacar del anonimato a 
algunos de los personajes que han contribuido al desarrollo del conocimiento en el campo de la 
probabilidad y de ta estadística. 

•:• Sobre la notación Se utilizan los términos función de densidad de probabilidad, abreviándolo 
como f.d.p., o simplemente función de densidad tanto en el caso continuo como en el discreto. 
Para descnbir mejor la función de densidad de cada variable aleatoria X se recurnrá a la 
notación fx (x;EJ), donde e es el vector de parámetros. la mayoría de las distribuciones son 
uniparamétricas y a lo más tienen tres parámetros. Así, se dirá que X tiene distribución D con 
parámetro(s) e [(e,,e,)o (B,,e,,e,)), lo cual se abreviará como D(B) [D(B,,B,) o D(B,,e,,e,)). 
Además, se recurrirá en ocasiones a !a notación de Wi!ks "-" para abreviar "se distribuye D" o 
''tiene distnbuc1ón D". Con las siglas "e o.e" se abrevia "en otro caso". 

~ La mayor parte de las propiedades que se exponen aparecen en la generalidad de la b1ol1ograf1a co1sultada Los 
eiemplos fueron adaptados a partir de distintas fuentes. Los datos históricos fueron tomados en su gran mayoría de Jos 
volúmenes de Johnson y Kotz {véanse Johnson y Kotz {1969J y {1970]) 

2 "Más o menos conocidas" de acuerdo a la frecuencia con que se encontraron en la literatura revisada 
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DISTRIBUCIONES UNIVARIADAS DISCRETAS 

La distribución Bernoulli 

Ensayo Bemoulli.' Un ensayo Bemoulli es un experimento aleatono con dos, y sólo dos. posibles 

resultados -<ligamos éxito o fracaso-, de tal manera que estos resultados son mutuamentB ajenos. 

W" Deflmc1ón 

Una v.a. X tiene distribución Bemoulli con parámetro p si: 

r l con probabilidad p 
X=j 

l O con probabilidad 1-p 

donde o :5 p :5 1. Bajo estas condiciones, Ja f.d.p. de X esta dada por. 

{
p"(l-p)h 

f,(x)=f,(x;p)= . . o 
para x=O,l 

e.o.e. 
[2.1] 

Frecuentemente, el valor X= 1 está asociado a un "éxito", y a p se le refiere como la probabilidad 

de éxfto. mientras que el valor X= O está asociado a un "fracaso" y por ende al valor l - p se le 

reconoce como la probabilidad de fracaso, denotándola generalmente como q. 

/ Ejemplos de aplicación 

Una variable aleatoria X que se defina como 1 si un ensayo Bemoulli resulta en éxito y como O si 

ese mismo ensayo Bemoulli resulta en fracaso tiene distribución Bemoulli con parámetro p = 
P[ éxito]. Muchos experimentos pueden ser modelados como ensayos Bemoulli. El más simple y 

clásico es el de lanzar una moneda (sea X= 1 si la moneda cae en sol). Otros ejemplos incluyen 

juegos de apuestas (sea X= 1 si sale roio), las elecciones (X= l si el candidato "A" obtiene un 

voto) y la incidencia de una enfenmedad (sea X= 1 si una persona al azar se infecta). 

3 Nombre otorgado en honor al matemático suizo James Bemoulh {1654-1705), considerado como uno de los 
fundadores de la teoría de la probabilidad. 
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'!:> <]:, Relaciones con otras d1stnbuciones 

La distribución Bernoulli es un caso especial de la distribución b1norn1al 

2 La surna de va 1.i.d Bernoulli se distribuye b1nom1al 

La distribución binomial 

~ Defmic1ón 

[3 1] 

[3.2] 

Se dice que una v.a X tiene distribución binomial con parámetros n y p s1 su f.d p está dada por 

sr x =O, 1, ... , n [2.2] 4 

e.o.e. 

donde n es un entero pos:tivo y O ::;; v ::;; 1 
11 ~ 10 f' ~o 15 = io.p ~os 

2::"" 
"'". --·- "--·~----· 

n ~5,p ~06 

CJ)' '" '" 

,, •--
' ) 

FIGURA 2.1. F d.p. binomial para distintos valores de n y p 

' Johnson y Kotz [1969] mencionan que la d1stnbuc1on binomial puede ser definida en terminos de la expans1on 

binomial (p + qr. pues el (k + 1)-ésrmo térmmo de esta expansión es (")px q n - k. Advierten también que algunas ,, 
veces se utiliza una forma mas general en la cual (sólo) el lado derecho de la expresión [2 2] se sustituye por a - bx, 
donde a y b son números reales con b distinto de cero. 

s Boyer, C.B. (1950), "Cardan and the Pascal triangle" en American Mathemat1cal Monthly, 57, pp. 387-390 
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Q z; Algo de hrstona 

La d1stnbución binomial es una de las mas antiguas en ser objeto de estudio. Fue derivada por 

James Bemoulli en su tratado Ars Conjectandi publicado en 1713. Mucho antes, los coeficientes del 

brnomio pudieron encontrarse en algunos trabajos de Pascal Referencias previas están dadas en un 

articulo de Boyer.s 

/ Ejemplos de aplicación 

La distribución binomial es aplicable a aquellos problemas que involucran repetidos ensayos 

mdependientes cuyos resultados pueden clasificarse en dos categorías, por e1emplo, éxito y fracaso, 

donde la probabílrdad de éxfto es la mrsma para cada ensayo. Es decir, la distribución binomial es 

aplicable para experimentos que consisten en realizar varios ensayos independientes Bemoulli y en 

los que interese el número de veces en que el experimento resulte en éxito.6 

Ejemplo clásico. Considere un experimento aleatono que consiste en la realización de n ensayos 

repetidos Bemoulli, donde p es la probabilidad de éxito en cada ensayo (O :5 p :5 1 ). El espacio 

muestral de este experimento es el conjunto de n-adas de la fonma (z1. z,, ... , z,), donde cada 

z, = o ó 1, según haya sido el resultado del i-ésimo ensayo.7 Como los ensayos son 

independientes, la probabilidad de cualquier n-ada especifica, por ejemplo (O, O, 1, O, 1, 1, ... ,O. 1) 

esta dada por qqpqpp ... qp. Sea X una variable aleatoria que representa el número de éxitos que 

suceden en los n ensayos. Observe que X puede tomar los valores O, 1, ... , n. Ahora, 

P[X = x] =?[exactamente x éxitos y n - x fracasos en n ensayos] 

=(:)p' (1-p)'-', para x=0,1, ... ,n 

s Cuando se generaUza de repetidos e independientes ensayos Bemoum a repetidos ensayos independientes con más 
de dos posibles resultados surge la distnbución mu/tinomiaf (o distribución binomial genera/Jzada, como la llama Tsokos 
[1972]), sobre !a cual no se ahondara en este trabajo pues se trata de una distribución multll/ariada 

7 Hay que distinguir que O ó J es el resultado del i-ésirno ensayo, mlelltras que cada n-ada (=i, z2, ... , Zn) es un 
resultado del experimento. 
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ya que cada resultado del experimento que tiene exactamente x éxitos tiene probabilidad 

p'(l- p)"-' y existen r"~ resultados de esa forma. Por tanto. X tiene d1stnbuc1ón b1nom1al con 
,x; 

parámetros n y p. 

Con este ejemplo resulta claro que una variable aleatoria Bemoull1 es una variable aleatoria binomial 

con parámetros (l,p). 

Otío ejemplo.e Considere un muestreo con reempiazo de un iote con M artícuios, de ios cuales K 

se consideran 'defectuosos'. Sea X el número de articulas defectuosos en una muestra de tamaño 

n Las extracciones individuales son ensayos Bernoull1 donde 'defectuoso' corresponde a 'éxito', y 

el experimento de tomar una muestra de tamaño n con reemplazo consiste en repetir n ensayos 

independientes Bernoull1 donde p ~ P[éxito] ~ KIM Entonces X tiene la distribución binomial 

con parámetros n y p = KI J,,t 

(nxJ [MK ]x [l -MK ]"-x para x~O,L .. ,n 

X Propiedades 

• Como puede observarse en las gráficas de la Figura 2.1. los términos fx (x; n, p) parecen 

aumentar de manera monótona, para después decrecer también de manera monótona. El 

siguiente téorema verifica que en efecto esto sucede. 

Teorema 2.2.1 

Suponga que X tiene distribución Binomial (n, p), con O < p < 1, entonces conforme x va de 

O a n, fx (x; n, p) ~ P[X ~ x] primero crece monótonamente y después decrece 

monótonamente, alcanzando su máximo vaior cuando x es el mayor entero menor o Igual que 

(n + l)p 

8 Este e¡emp!o resultará de especial interés en el capitulo 3, cuando se aborde la relación entre !a d1stnbuetón bmom1al 
y la distnbución hipergeométnca. 
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Demostración. Considere el cociente P[X = x]/ P[X = x -1]. Se busca determinar para qué 

valores de x este cociente es mayor (densidad decreciente). menor (densidad creciente) o igual 

(alcanza su maximo) que l. Entonces: 

P[X=x] 1!1__-x+l)p 
P[X=x-1] x(l-p) ' 

Por lo tanto, el cociente es mayor o igual que 1 si y sólo s1 P[ X = x] <: P[ X = x - 1], lo que 

ocurre si y sólo si (11-x+l)p <:x(l- p) o. equivalentemente, si y sólo si (n+ l)p <: x. En 

consecuencia, el cociente es menor que 1 si y sólo s1 (n + l)p < x. Como la f.d.p de X es 

posifiva sólo sobre valores enteros ({O, l, 2, ... , n)), el maximo valor de la f.d.p. se alcanza 

cuando x = (n + l)p si el valor es entero; s1 no, se alcanza en el entero mas grande que no 

exceda al valor (n+l)p. 

• 

• El sesgo de la distribución es positivo si p < Y, y negativo si p > Y, .. La distribución es 

simétrica si y sólo si p = Y2. 

~ 'll Relaciones con otras distribuciones 

La importancia de la distribución binomial en estadística radica en el hecho de que esta relacionada 

con una amplia variedad de distnbuciones. La distnbución binomial puede ser considerada como una 

forma limite de la distribución hipergeométrica, asi como de la distribución beta-binomial A su vez 

las distribuciones Poisson y normal son formas limrte de la distribución binomial. Ademas, como ya 

se había mencionado, la distribución Bemou!li es un caso especial de la binomial y esta última puede 

obtenerse a partir de una suma de variables aleatorias independientes Bemoulli. También esta 

relacionada consigo misma s1 se considera la suma de variables aleatorias independientes 

binomiales.9 Así: 

9 Johnson y Kotz f1969J mencionan que la diferenaa de dos v.a.1. can dtstríbuaón binomial bene también distribucion 
binomial de !a fonna general (comentada en la pnmera nota al pie de este apartado sobre la distribución bínomíal). 
Ademas, presentan una distribución espeaal asociada con la d1stnbución binomial, que es la distribución condiaona! de 
lava. binomial X 1 con parámetros (n1; p 1) dado que X 1 + X2 , donde X2 es otra variable binomial independiente de la 
pnmera, con parámetros (n2, PJ.). 
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La d1stribuc1ón Bernoull1 es un caso especial de la distribución binomial 

2. La suma de v.a.i id Bernoull1 se distribuye b1nom1al. 

[3 1] 

[3 2] 

3 La d1stribuc1ón binomial satisface la propiedad reproductiva 10 [3.3] y [3 3b1s] 

4 La d1stnbuc1ón binomial es una aproximación a la d1stribuc1ón hipergeomé\rica [3 4] 

5. La d1stnbución binomial es una aprox1mac1ón a la distribución beta-binomial. [3.5] 

6. La distribución Poisson es una aproximación a la distribución binomial. 

7 La distribución normal es una aproximación a la distribución binomial. 

La distribución binomial negativa 

bV' Definición 

[3 7] 

[3.21] .. 

Se dice que una v.a. X tiene distnbución bmom1a/ negativa con parámetros r y p si su f d.p. está 

dada por 

r(r+x-1) 
fx(x)=fx(x;r,p)=j x p'(l-p)" Si X= 0,1,2,. [2.3] 

lü e.o.e. 

donde r es un entero no negativo y O < p ::;; 1 ,,,í2 

10 La propiedad reproductiva se refiere al hecho de que la sum:i de v.a.1.1 d conserve la misma distnbucion que las 
variables originales, con las mod1ficac1ones pertinentes en los parámetros 

11 Debido a la relacion que exíste entre la d1stribuc1ón geométrica y la bmomtal negativa. la expresión [2.3] 
presentada por Lee mis coincide también con la coris1tlerada pcr Mood et al \197 4 j, pero difiere de aquél\ a expuesta por 
Tsokos [1972] y Ross [1988], quienes definen la densidad binomial negativa considerando a r {en lugar del cero) como 
el punto de masa más pequeño, como sigue: 

{(
x-1' ' ),., . 2 

[() -[(· )- ¡p(l-p SIX=r,r+I,r+, .. x x - x x,r,p - r-1; 

l O e.o.e. 

[2.3b1s] 

Casella y Berger [1990] presentan ambas expresiones. Posteriormente se ilustrara cuál es la dlferenc1a práctica entre las 
expresiones [2 3] y [2 3b1s]. 

12 La d1stnbución binomial negativa toma su nombre de la expres1on (Q - P) - \, donde Q - p "" J que 
corresponde a la expans1on de la expresión binomial negabva (que define los coeficientes binomiales con enteros 
negativos) El (k..,. 1 )-és1mo termino de la expans1on (Q- P)-N es 
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FIGURA 2.2. F.d.p binomial negativa para distintos valores de r y p. 

blJ z- Algo de historia 

Pascal y Fennat discutieron formas especiales de la distnbución binomial negativa. Montmort publicó 

una denvación de la misma en 1714. En 1907, 'Student' utilizó esta distribución como una alternativa 

para la distribución Poisson, para describir los conteos de las placas de un dispositivo de medición. 

En 1920, Greenwood y Yule obtuvieron la distribución como consecuencia de ciertas suposiciones 

simples en los modelos de propensión a sufrir accidentes, mientras que en 1923, Eggenberger y 

Pólya la obtuvieron como un caso limrte de un 'esquema de urnas'. El número de aplicaciones de la 

distribución binomial negativa es grande. Una parte importante del desanrollo de técnicas 

estadisticas ha estado basado en esta distribución. 

Sustituyendo i\' = r y P = ( l - p )lp se obtiene el térmmo en la expresión [2.3]. A diferencia de lo que ocurre con la 
distribuetón bmom1a\ r no necesanamente debe ser entero: cuando lo es, a la distribución se le conoce a veces como 
distribución Pascal. 
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/ Ejemplos de aplicación 

Ejemplo clásico Considere una secuencia de ensayos independientes, repetidos Bemoull1 con 

probabilidad p (O <p,; 1) de éxito en cada ensayo Sea X una variable aleatoria que representa el 

número de fracasos antes del r--ésimo éxito Observe por un lado, que X puede tomar los valores O, 

1, 2, . , y, por otro lado, que se requieren al menos r ensayos para obtener r éxitos S1 X ~ x 

entonces habrán de realizarse (x + r) ensayos. de los cuales el último debe resultar en éxito, 

teniendo éste probabilidad p Por ende, entre los primeros (x ~ r - J) ensayos deberá haber (r - i) 

éxitos y, obviamente, x fracasos Por lo tanto la probabilidad del evento {X~ x} es 

(X+ r - ¡\ , ·I ' (X + r - ]J ' ' 
¡ ¡pq·p~ ¡pq 

r- ) r-
x=O, 1,2, ... 

que corresponde a la densidad binomial negativa de la expresión [2.3].13 

":" Nota: La d1stnbución blnomial negativa es también una distribución discreta de ut1empo de 

espera". En este eiemp!o, X representa cuánto hay que esperar (en términos del número de 

fracasos) por el r--ésimo éxito. 

Otro ejemplo. La distnbuc1ón binomial negativa tiene importancia en la consideración del muestreo 

binomial inverso, que es una técnica útil en el muestreo de poblaciones en biología. Suponga que 

una proporción p de individuos en una población poseen cierta característica Si se extrae una 

muestra de los ind1v1duos de esta población hasta que exactamente r individuos con esa cierta 

característica son encontrados, entonces el número de individuos que excede a los r y que son 

observados o extraídos en la muestra tiene distctbución binomial negativa 14 

(x+c-1\ (x+;-JI 
13 Obsenre que esta expresión es equ1~alente a l ) ~ l 1 • lo que s1grnñca que es equivalente 

r- J X ) 

pedir que ocurran Jos (r - 1) fracasos dentro de !os pnmeros (x ~ r - 1) ensayos a pedir que sucedan x éxitos dentro 
de esos pnmeros (x -,... r - J) ensayos 
Por otra parte, de haber considerado a X como el número de ensayos realizados hasta obtener el r-és1mo éxito, el 
recomdo de X tendría sentido desde r (r, r + 1, r -r- 2, .. ) y su f.d p. estaria dada por la expresión [2.3bís]. 

14 S1 el contexto hubiera sido muestrear hasta que se observen r ind1v1duos con tal característica, entonces el 
número de md1v1duos extra1dos en la muestra seria una variable aleatoria binomial negativa. 
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La d·stribución binomial negativa es uti1izada frecuentemente en sustitución de la distribución 

Poisson cuando se tiene duda sobre si los requerimientos estnctos -especialmente el de 

independencia- de ésta última se satisiacen. Entre los campos específicos donde se ha encontrado 

que la distribución binomial negativa provee representaciones útiles pueden mencionarse las 

estadísticas de accidentes, los pcocesos de vida y muerte, los datos psicológicos, en la demanda 

(por parte de los hogares) de productos de amplio consumo y como pesos de (distribuciones LAG) 

de series de tiempo en economía. Se han encontrado también aplicaciones médicas y militares. 

'!:> ~ Relaciones con otras distribuciones 

1. La d1strbución geométrica es un caso especial de la distribución binom'al negativa. [3.9] 

2. La suma de v.a.i. con distribución geométrica tiene distribución binomial negativa. [3.10] 

3. La distribución binomial negativa satisface la propiedad reproductiva. [3.11] y [3.11brs] 

4. La distribución Poisson es una aproximación para la distribución binomial negativa. [3.8] 

• 

La distribución geométrica 

6'/' Definición 

Se dice que una v.a. X tiene distribución geométrica (o PascaO con parámetro p si su f.d.p. está 

dada por 

{
p(l- p)" 

f,.(x) = fx(x; p) = 
0 

donde O < p :> J." 

si x =O, 1, ... 
[2.4] 

e.o.e. 

15 La expresión [2 4] presentada por Leemis en su artículo coincide con la consíáeraáa por Mood et al [1974], pero 
no con aquélla expuesta por Tsokos [1972], Ross [i988] y Casella y Berger [1990]. Estos autores definen a la densidad 
geométrica considerando a\ 1 (en lugar del O) como et punto de masa más pequeño, como sigue: 

fx (x;p) jop(I - P ¡•-' si x ~ 1, 2,. .. !2.4bi.s] 
l e.o.e. 

Más adelante se ilustrará cuál es !a diferencia practica entre las expresiones [2.4] y [2.4b1s] 
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FIGURA 2 3. F d.p. geometnca para distintos valores de p 

Esta distribución debe su nombre a que los términos sucesivos de la f.d.p. conforman una serie 

geométnca con parámetro p. 

/ Ejemplos de aplicación 

Ejemplo clásico. Suponga un experimento que consiste en repetir un ensayo Bernoull1, donde la 

probabilidad de éxito es p, hasta obtener el primer éxito. Observe que para cualquier número 

deterrrnnado k de ensayos existe una probabiíldad positiva (1-p)k de que no ocurra un éxito. Sea 

X el número de ensayos ocurridos antes de obtener el primer éxito, siendo entonces fracasos tales 

ensayos. Así, X representa el número de fracasos ocurridos antes de obtener el primer éxfto. No 

es posible limitarse a ningún número de ensayos-fracaso previamente detemninado; es decir, X 

puede tomar los valores O, 1, 2, ... Puede calcularse P[X ~ x] 

para x=O, 1,2, 

pues para que X sea igual a x es necesario que se realicen x + 1 ensayos, de los cuales {a) los x 

primeros deberán ser fracasos, y (b) el último ensayo deberá resultar en éxito. Como se está 

suponiendo que los ensayos son independientes, la probabilidad de que ocurran x fracasos antes 
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del pnmer éxito es el producto de las probabilidades de los dos eventos mencionados. Por lo tanto, 

X tiene distribución geométrica con parámetro p .. í6 

•!• Nota: La distribución geométrica es la distribución de "tiempos de espera" más simple. En el 

ejemplo anterior se está en espera de un éxito. Asi, X repre .eta cuánto (en témrnnos del 

número de fracasos) hay que esperar para obtener un éxito 

+ 

Otro ejemplo: El problema de las llaves (primera parte). A continuación se presenta un problema que 

no sólo dara pie para obtener la distnbución geométrica, sino que más adelante será retomado para 

obtener la distribución rectangular o unifomne discreta, haciendo una modificación en la selección de 

las llaves. 

Un persona con n llaves quiere abrir una puerta y prueba las llaves aleatoriamente Sólo una llave 

abre la puerta. Encontrar el número medio de !!aves incorrectas probadas suponiendo que cada !lave 

incomecta no se elimina de selecciones subsecuentes (es decJr, se está planteando un muestreo 

aleatorio sin reemplazo). 

Sea X el numero de llaves probadas antes de elegir la llave que abre la puerta. Como cada llave 

incomecta no es descartada, siempre se tienen n llaves para elegir. Asi, X puede tomar los valores 

o, !, 2, ... Puede pensarse la selección de cada llave en témninos del contexto de una urna. Cada 

"extracción" de una llave es un ensayo independiente Bemouill con probabilidad p=l/n de que la 

llave elegida sea la comecta (éxito). Bajo estas condiciones: 

P[X= O]= P[e!egir la llave correcta en la primera selección] 

n 

P[X= l] = P[elegir una llave incorrecta y a continuación elegir la llave correcta] 

= (n-1)(~)=(l-~)(~) 
\ n ln \ n n 

16 De haber considerado a X como el número de ensayos realizados hasta obtener el primer éxito se habría dado 
lugar a la expresión t2 4bis}, pues X es igual ax si y sólo si: (a) los (x- 1) primeros ensayos son trac:asos, y (b) el ú/tlfTJo 
ensayo resulta en éxito. 
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P[)( = 2] = P[ elegir primero dos llaves incorrectas y en la tercera selección elegir la llave correcta] 

P(X= k] = P[elegtr pnmero k-l. llaves incorrectas y en la k--és1ma sdeccion elegir la \lave correcta] 

Es decir, X tiene distribución geométrica con parámetro p = ¡, n Calculando ahora el número medio 

de llaves incorrectas probadas antes de abrir la puerta· 

E[X]= i> [(1-p)' P] 
1=º 

=pij(l-p)' 
J=Ü 

=p (l-p)Íj(l-p)H 
1=0 

= d 
= p-(1- p) I--(1- p)' 

J=O dp 

d < 

= o·(a-Il- I !1-pV 
~ L 'dp¡ooO\ / 

=p·(p-l)_ci_[ 1 ] 
dp 1-(1-p) 

d [ 1' 
=p·(p-1) dp ¡;J 

(multiplicando por 
1- p 
-) 
1-p 

= 1 
(aplicando que ¿ r 1 = -- para 'r < 1) 

J=O 1- r 
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Esta es la media de una variable aleatoria con distribución geométrica con parámetro p Como en 

este caso p""' l n. entonces {J- p) p :=(l p)-1"" n-1, lo que significa que en promedio se requiere 

que !a oersona intente tantas veces como el número de !laves incorrectas de las que dispone antes 

de abrir la puerta " 

X Propiedades 

• La distribución geométrica posee una propiedad interesante que puede denominarse como la 

"propiedad de la pérdida de memona", pues establece que Ja probabilidad de que una vanable 

aleatoria geométrica sea mayor o igual que i + j dado que se sabe que es mayor o igual que i 

es igual a la probabilidad mcondicional de que ésta sea mayor o igual que j 

Teorema 2.4.1 

S1 X tiene densidad geométrica con parámetro p, entonces 

P[X?.i~j i X?.i]=P[X?.j] para i,j=0.1,2, ... 

Demostración. Un elemento necesario para demostrar este teorema es el cálculo de P[X?. k] 18: 

P[X?.k]= LP(l-p)m 

= P[~o- pJ'"· J 
=p(1-p1'io-p1· 

m=O 

(1 J' 1 
=p -p 1-(1-p) 

=(1-p)' 

n Si ta f.d.p. de X está dada por la expresión [2.4bis], la medía es l. p == n que en terminas pr.!Jcticos tiene la 
mtsma interpretación 

1s En terminas del ejemplo clás1co presentado, este resultado significa que la probabilidad de que se requieran al 
menos k fracasos antes de obtener un éxito es igual a la probabilidad de obtener primero exactamente kfracasos. 

De haber considerado la expresión [2.4bis], se habria obtenido que P[X~ k} = (1 - p/-1
• Es decir, la probabilidad 

de que se requieran al menos k ensayos para obtener un éxito es igual a la probabihdad de que los primeros k - 1 
ensayos sean fracasos. 
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P[X;o.í+; 

'l:> <:Q Relaciones con otras distribuciones 

Presentación de las d1stnbuc1ones 65 

X ;o.z]= P[X ;o.z,_+ ;] 
P[X ;o.¡) 

(1-p)"' -----
(!- p)' 

=(1-p)' 

=P[X;o.j] 

La relación más extendida con la distnbución geométrica es que ésta es un caso particular de la 

distribución binomial negativa Además, la d1stnbución geométrica se vincula con ella misma a través 

de Ja mínima estadística de orden. El artículo de Leem1s presenta la relación que guarda la 

distribución geométrica con la distribución We1bull discreta; ésta no se menciona en ninguna de las 

fuentes consultadas, pero refuerza la similitud entre las d1Stribuciones geométrica y exponencial 

1 La distribución geométrica es un caso especial de la distribución binomial negativa. [3.9] 

2. La suma de v.a.L con distnbuc1ón geométnca tiene distribución binomial negativa. [3 1 O] 

3. La mínima estadística de orden de una drstribución geométrica es también geométrica. [3.12] 

4. La distribución geométrica es un caso especial de la distribución We1bull discreta. [3, 13] .. 
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La distribución hipergeométrica 

Gd' Definición 

Se dice que X es una v.a. con distribución h1pergeométrica con parametros n,, n, y n, s1 su f.d.p. 

esta dada por 

SI [2.5] 

o e.o.e_ 

donde n, es un entero no negativo, n, es un entero positivo y n, es un entero positivo a lo mas 

tan grande como n3.19 

o .. -
~ 03 
:::: o 2 

n 1 cS.n,~lO.n,~20 

. 
. ·-- ----------

g 

032 -
o 24 -
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008 
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FIGURA 2.4. F.d p. hipergeométnca para distmtos valores de n1. n2 y n3• 

19 Johnson y Kotz [1969] explican que el témuno "hipergeométnca" se debe a que las cantidades en el lado derecho 
de la expresión [2.SJ son ténnmos sucesivos en la expansión de 

(N-n)' (X-X)! F(-n-X·?•:-X-n+l· J) 
Nl(N-X-n)~ ' • ' 

2 
donde F(a,fl.r.=) = 1- ap =-+ a(fi +IJPCP+ l) -=---+··· es una función h1pergeométnca. 

r 1~ rlr+I) 21 
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/ Ejemplos de aplicación 

E1emplo clasico. Procesos de control de calidad Suponga que se tiene un lote de N artículos de los 

cuales D tienen algún defecto de fabricación Se propone como parámetro de control de calidad que 

el lote sea rechazado en su totalidad s1 al extraer (sin reemplazo) una muestra den articulas del lote, 

x de ellos (por lo menos) resultan defectuosos. S1 se define X como una variable aleatoria que 

cuenta el número de artículos detectuosos en la muestra de tamaño n es claro que X a los menos 

puede ser cero y que no puede tomar valores mayores que la n fijada si n ~ D, o mayores Que D 

si n;, D. Es decir, X puede ser un valor entero x tal que Os x s mín(D,n). Ahora, siguiendo la 

regla de la probab\!\dad c!ásica {cases favoíab\es entre casos totales): 

(Dl[N-D) 
~ x) n-x 
r[X~x]~ ·-l~J parax~O, !, .. .,mín(D,n) 

Por lo tanto, X tiene distribución hipergeométrica con parámetros D, n y N. 

Otro ejemplo Estimación del tamaño de poblaciones animales a partir de datos de "captura

recaptura''.'º Un número desconocido, digamos N, de animales habita cierta región. Para obtener 

alguna información sobre el tamaño de la población, algunos ecologistas realizan frecuentemente el 

expenmento siguiente' Primero capturan un número, digamos r, de estos animales, los marcan de 

alguna rnanera y !os sueitan. Después de dejar que los animales marcados se dispersen dentro de Ja 

región, se realiza una nueva captura de tamaño n. Sea X el número de animales marcados en esta 

segunda captura. Suponiendo que la pDblación de animales permaneció fija durante el tiempo 

transcurrido entre las dos capturas y que cada vez que se capturó un animal era igualmente 

probable que fuera uno de los animales aún no capturados, se sigue que X es una variable aleatoria 

hipergeométrica tal que 

• 2º Tornado de Ross [1988]. Johnson y Kotz [1969] hacen referencia también a una aplicación de este tipo, 
mencionando que data al menos de 1896 (véanse Ross [1988], pp 140-141, y Johnson y Kotz [1969], p 152). 
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Suponga ahora que la X observada es i•ual a i. Entonces, en tanto P,{A) representa la 

probabilidad del evento observado cuando hay en efecto N animales presentes en la región, 

pareciera aue una estimación razonable de N sería el valor que maximizara P,(f>). A tal estimador 

se le llama estimador de máxima verosimliftud. 

La maximizac1ón de P,{ll) puede hacerse de manera simple notando que 

P, (N) (N - r)(N - n) 

P,(N-l) N(N-r-n+i) 

Ahora, este ccc1ente es mayor o igual que 1 sí y sólo si 

(N-r)(N-n) ~ N(N-r-n + i) 

o, equivalentemente, si y sólo si 

Por lo tanto, P,(N) primero es creciente y después decreciente, y alcanza su valor máximo en el 

entero más grande que no exceda a rnli. Este valor es por tanto el estimador máximo verosímil de 

N. Por e1emplo, suponga que la captura inicial ccnstó de r = 50 anímales, los cuales son marcados 

y después puestos en libertad. Si una captura subsecuente consiste de n = 40 animales, de los 

cuales i = 4 están marcados, entonces se estimaría que hay alrededor de 500 animales en la 

región. 



Presentación de las d1stnbuc1ones 69 

•:• Note que el estimador anterior podría haberse obtenido suponiendo que la proporción de 

anima)es marcados en la regi6n, r/1V, es aproximadamente igual a la proporc16n de animales 

marcados en la segunda captura, iln 21 

'<> <;, Relaciones con otras distribuciones 

Existe una gran variedad de aprox1mac1ones a las probabilidades individuales (y a las sumas 

acumuladas de estas probabilidades) para \as dtstnbuc1ones h\pergeométr\cas. Muchas de éstas 

están basadas en la aproximación de la distribución h1pergeométrica por una distribución binomial 

con parárnetros n y Dltl, ia cua\ se probará e 1\ustrará en el cap\tu\o sigulente.22 

• La distribución binomial es una aproximación a la distribución hipergeométrica 

La distribución Poisson 

GV' Definición 

Se dice que X es una v.a. con distribución Po1sson con parámetroµ s1 su f.d .p está dada por 

{ 

-µ µ' 
f,(x)=f,(x;µ)= e ~' 

,o 
dondeµ> 0 23 

si x=0,1,2, ... [2.6] 
e.o.e. 

[34] 

"' 

21 Johnson y Kotz [1969: mencionan que otra forma natural en que surge la distnbución hipergeométrica es en la 
teoría de excedentes. Considere dos muestras aieatorias de tamaños n1 y n2, extraídas de una población en la que una 
cierta característica que se mide tiene d1stnbución continua El número de excedentes m &"l.t se define :orno el número 
(de n2) de valores observados en la segunda muestra que exceden en al menos (n 1-m+I) los valores en la pnmera 
muestra. la probabilidad P[méz.r = kJ puede calcularse a través de la fm p. de una dístribución h1pergeométr1ca con 
parámetros (n:-1), (J-J;+>?2-1) y (k..i-m-1), dentro de llrmtes apropiados para k 

Por otra parte, exponen una aplicación de la distribución hipergeométnca a problemas hnguísticos sumamente 
interesante, pero que por restricciones de espacio no se presenta aquí. [Véase Johnson y Kotz [1969J, pp. 152-155] 

22 Mood et al. [1974] exponen una propiedad que relaciona a estas dos distnbuciones. Considere DIN = p 
entonces la media de la distribución h1pergeométrica comc\áe con la media de la distribución bmomial, y \a varlanza de la 
d1stnbucion hipergeométnca es (N - n) I (]'./ - 1) veces Ja varianza de la distribución binomial 

23 E! parámetroµ es precisamente el valor de la media (asi como el de la varianza) de la variable aleatoria X y 
usualmente se determina de forma empirica 
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FIGURA 2.5. F.d p Po1sson para d1stmtos valares de µ. 

QJ .e- Algo de histona 

S.D Poisson -matemático francés del siglo XVII- introdujo la distribución que lleva su nombre en su 

libro sobre la ap oación de la teoría de la probabilidad a los asuntos de litigios, juicios criminales, y 

temas similares ( Recherches sur la probabilfté des jugements en matiére crimine/le et en matiére 

civi/e) publicado en 1837. El llegó a esta distribución considerando fonmas limite de la distribución 

binomial. En 1898, Bortkiewicz expuso algunas cincunstancias en las que la distribución Poisson 

puede surgir. Es curioso que uno de los resultados considerados fue el número de muertes a 

consecuencia de una paiada de mula, por año, de integrantes de los cuerpos del ejército de Prusia 

En 1907, 'Student' utilizó la distnbución Poisson para representar, como una primera aproximación, 

el número de particulas que caen en un area pequeña A cuando un número grande de tales áreas 

se esparce de manera aleatoria sobre una superficie grande en comparación con A. 
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/ E1emp/os de aplicación 

El campo de aplicación de esta d1stnbuc1ón es extenso El hecho de que los valores que 1na variable 

aleatoria Po1sson puede tomar sean los enteros no negativos ¡ustifica que cualquier fenómeno 

aleatorio para el cual sea je interés llevar un conteo de algún tipo sea un candidato propicio a ser 

modelado mediante una d1stnbuc1ón Po1sson. Los ejemplos de estos conteos van desde el número 

de errores de dedo en una página mecanografiada hasta el número de partículas radioactivas 

emitidas por unidad de tempo, pasando por el número de accidentes automovilísticos fatales 

ocurridos en un cruce particular y el número de personas que entran a un banco cierto día 

Ejemplo. Suponga que el número de errores tipográficos en una página de algún libro tiene 

distribución Poisson con parámetro µ = Y>. Calcúlese la probabilidad de que haya al meoos un error 

en esa página Sea X el rúmero de errores en esa página. Entonces, 

P[X<: l] = l - P[X= O]= l - e_y, ~ 0.395 

Otro con¡unto amplio de aplicaciones de la v.a Poisson se deriva de que su f.d.p es una 

aproximación a la f.d.p de una va. binomial con parámetros (n,p) Las probabilidades Prnsson se 

pueden utilizar para aproximar sus correspondientes probabilidades binomiales para valeres grandes 

de n y valores pequeños de p de tal forma que µ = np adopte un tamaño moderado." La relación 

binomial-Po1sson se verificará en el cap'itulo siguiente. 

Finalmente, la distribución Po1sson proporciona un buen modelo para la distribución de ;irobabi!1dad 

del número Y de eventos raros o eventos que ocurren de manera poco frecuente en alguna 

dimensión como el espacio, el tiempo o el volumen, en donde µ representa el valor de la media de 

y2s 

24 Mendenhall et al [1986] hacen explicito que esta relación opera satisfactoriamente cuando np es menor que 7 
{otros autores señalan 5) Por su parte Johson y Kotz [1969] puntua!1zan que no es necesario queµ=- np sea pequeño 
{y por ende no se requiere que los valores de las observaciones sean "pequeños", aunque Bortkiewicz llamó a esta 
relac1on Poisson-bmom1al Ja "ley de los pequeños números"), sino que es lo grande de n y lo pequeño de p lo que 
importa 

25 Ross [1988] presenta una exposición clara en tomo a este uso, especificamente sobre "eventos· que ocurren en 
ciertos puntos del tiempo, tales como la ocurrencia de un terremoto o Ja entrada de un individuo a algún establecimiento 
(banco, oficina postal, gasoline~ia, etc). Es dentro de estos contextos que se introduce e! concepto de función o(h) 
[Véase Ross [1988], pp. 133-136] 
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X Propiedades 

• La función de densidad Poisson (al igual que la densidad binomial) posee una cierta 

monotonicidad como lo establece el s1gu1ente teorema. 

Teorema 2.6.1 

Suponga que X tiene distribución Poisson (µ), entonces su f.d.p., j, (x; n, p) = P[X = x], 

primero crece monótonamente y después decrece monótonamente, alcanzando su máximo valor 

cuando x es el mayor entero menor o igual que µ. 

Demostración. El Teorema 2.61 se puede probar considerando el cociente 

P[X = x] ,-µ µ' I x1 f!_ 

P[X=x-1] ,-µµ•-'!(x-1)! x 

y siguiendo un razonamiento análogo al que se aplicó en la demostración del Teorema 2.2.1 

para la distribución binomial. 26 

• 

~ q,, Relaciones con otras distribuciones 21 

Como ya se ha mencionado, la distribución Poisson puede ser utilizada como una aproximación a la 

distribución binomiaJ.28 La gran ventaja de esta relación radica en la simplificación del cálculo de 

probabilidades. La función de densidad Poisson sólo involucra un parámetro (en lugar de dos) y, 

además, evita el cálculo de combinatorias que en ocasiones puede resultar engorroso. Asimismo, la 

distribución Poisson puede ser utilizada como una aproximación a la distribución binomial negativa. 

Al igual que la distribución binomial, la Poisson tiene la propiedad de que Ja suma de variables 

26 Ross [1988] usa esta propiedad para exponer una forma sencr!!a de calcular proba!lfüdades Po1sson de manera 
recurslva Así, partiendo de que P[X= O]= e-". se tiene que P[X= k] = (µ!k) P[X= k-1] para k = I, 2, ... , que bien 
puede explotarse en un programa para computadora [véase Ross [1988], pp. 136-137}. 

27 Johnson y Kotz [1969J sugieren un traba/o de Haight para la consulta de información sobre la Poisson y 
distribuciones relacionadas: Haight, F. (1967), Handóookofthe Poissondlstribution, Nueva York, John Wlley 

is Johnson y Kotz {1969] mencionan otro vinculo entre las distribuciones Poisson y binomial s¡ X1 y X 2 son v.a.U.d. 
Poisson con parámetros µ 1 y ~. respectivamente, ia distribución condiciona/ de x 1 dado x 1 + X2 =X es binomial con 
parametros Xy µ 11(µ1 + J12). 
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aleatorias mdependtentes Potssoíl vuelve a ser Poisson. Cuando el parámetroµ es suficientemente 

grande, la distribución Po1sson tiende a la distribución normal.29 Asi. 

1. La distribución Po1sson satisface la propiedad reproductiva. 

2. La distribución Po1sson es una aproximación a la distribución binomial. 

3. La distribución Poisson es una aprox1mac1ón a la drstribuctón binomial negativa 

4 La distribución normal es una aprox1rnac1ón a (a d!stribución Polsson. 

La distribución rectangular o uniforme discreta 

G/' Definición 

[36] y [3.6bis] 

[3.7] 

[3.8] 

[3.22] .. 

Se dice que una v.a. X tiene distribución rectangular o uniforme discreta con parámetro n, s1 su 

l.d.p. esta dada por 

si x=Ü, 1, .. , n-1 [2.7] 
e.o.e. 

donde n es un entero positivo.~º 

29 Johnson y Kotz [1969] hacen referencia a las relaciones entre la Poisson y otras d1stnbuc1ones gamma {además 
de Ja normal, la Ji-cuadrada por ejemplo). Aunque no se ahondará en ella postenormente, se considera conveniente 
mostrar la relación stgu1eme señalada por eltos y por otros autores 

a-1 > -x r I a-1 -~ d - "'\" x e - l o 
T(a)z e z- ¿--, a- ,..-, .. 

"'" ;.~o yr 

donde el integrando del lado izquierdo (como se verá más adelante) es una f.d p., en la cual se apoya la construcción de 
la f.d.p. gamma, y í(a) =(a~ 1)' ya que a es un en\ero positwo 

:>O La expresión [2. 7) presentada por Leem1s en su artículo difiere ligeramente de aquélla considerada por Mood et a! 
í'i974] y Case11a y Berger f1990J en cuanto al rango de valores que puede tomar lava .. X. El rango Cefinido por estos 
otros autores abarca también n valores, pero se 1mcia en l y cu\mma en n As\, 

'¡ 

) 

\

- SIX=J,.,n 
fx(:r = fx(x,n) = o" 

'" 
[2 7bis] 

define una d1stnbución uniforme discreta sobre los enteros 1, 2, .. , n. 
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l/f'I :-

2 3 

FIGURA 2 6 F .d.p. rectangular 

/ Ejemplos de aplicación 

El problema de las llaves (segunda parte). Se retomará el problema de las llaves que se presentó en 

el apartado dedicado a la distribución geométrica, introduciendo una vanante que penmitlfa obtener 

la distribución rectangular y contrastar el efecto de un muestreo sin reemplazo con aquél de un 

muestreo ccn reemplazo. 

Una persona con n llaves quiere abrir una puerta y prueba las llaves aleatonamente. Sólo una llave 

abre la puerta. Encontrar el número medio de llaves inccrrectas probadas suponiendo que cada llave 

incorrecta se va eliminando de selecciones subsecuentes; es decir, (ahora) se está planteando un 

muestreo aleatorio sm reemplazo. 

Sea X el número de llaves probadas antes de elegir la llave que abre la puerta. Observe que X 

e·Jede tomar los valores O, J, 2, ... , n- l. El caso extremo X= O se refiere a la situación en que 

la persona abre la puerta ccn la primera llave seleccionada. En centraste, el caso X= n - J significa 

que la persore abre la puerta después de haber intentado con las n llaves (es decir una vez 

descartadas las n - 1 llaves incorrectas). Describiendo cada evento en ténminos de la intersección 

de otros eventos y siguiendo el razonamiento de la probabilidad clásica, se tiene que: 



= P[e!egrr la llave correcta en la primera selección (de entren llaves)] 

n 

P[X~ l] 

""'?[elegir una llave incorrecta (de n--1 posibles de entren llaves) 

y a cont1nuac1ón elegir \a llave correcta (de entre n-1 \laves)] 

~ ( ~1(-1_ 1~ l 
\n)n-1)n 
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""?[elegir dos llaves incorrectas (la primera de n----1 posibles de entren llaves, 

y la segunda de n--2 posibles de entre n-1 llaves) y a continuación elegir 

la llave correcta (de entre n-2 llaves)] 

P[.> ~ k] 

~ ("=-11(n-2j .. (n-k+ll( ~ 1(_1 \~ 
\ n }\n-1) \n-k+2)\n-k+l)\n-k) n 

(n -1) 1 1 
P[X~n-1)~----~

n(n-l)! n 
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Entonces X tiene d1stribuc1ón rectangular sobre los enteros o, 1, 2, .. , n - 1 32 Por lo tanto, el 

número medio de llaves incorrectas probadas antes de abnr la puerta es 

,,_, ¡ !"-' lÍ" l 1rn(n+l) ] n-1 
E[X]=Í:j·-=-Ij=- Í:j-n =- ---n =-. 

1 .. o n n )'•l nL1 .. 1 J nl 2 2 

Es decir, en promedio se requiere haber probado la mitad del total de llaves disponibles. 

Recuerde que anteriormente se obtuvo que cuando no se descartaban las llaves incorrectas 

(muestreo aleatorio con reemplazo) la distribución de X era geométrica con parametro p = 1 n 

Entonces se requeria en promedio probar todas las llaves 1ncorrectas, n - 1, para abrir la puerta 

(véase Ejemplos de aplicación dentro del apartado sobre la distribución geométrica). 

•!• Nota: En general, la media de una variable aleatoria con distribución rectangular, que asigna el 

mismo valor(!· n) a todos y cada uno de los puntos de masa es el punto medio del intervalo de 

puntos de masa 33 

• 

"> ~ Relaciones con otras distnbuciones 

• La distribución rectangular es un caso especial de la dJStribución beta-binomial. [3.14] 

• 

;,i Observe que de haber considerado a X como el número de intentos realizados para encontrar !a flave correcta 
(es decir, de haberse incluido la selección de la llave correcta en el conteo) se habría obtenido que X se distnbuye 
rectangular sobre los enteros 1, 2, •.. , n {véase expresión 2. 7bis). 

l3 Este resultado es muy ilustrativo para la corr.prensión del concepto de media de una variable aleatoria. Para una 
distnbución rectangular sobre los enteros 1, 2, ... , n la media es n(n..:.. 1 )/2. 
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Otras distribuciones univariadas discretas 

La distribución beta-binomial 

,,;v Definición 

Se dlce que una va. X tiene distribución beta-binomial con parámetros n1, n2 y n3 si su f d p. está 

dada por 

s1 x=O,I, .. , n 1 [2.8] 

e.o.e 

donde ni, n2 y n3 son enteros no negativos 34 

Una expresión equivalente a [2.8] para la f.d.p. de la distribución beta-binomial es la siguiente: 

{(

n,¡_ [(n2 +n;) _r(n2 +x)r(n1 +n3 -x) 

fx(x)~ x) r(n,)r(n,) r(n,+n,+n,) 
o 

si x =O, 1, ... , n1 [2.8bís]35 
e.o.e. 

donde f"(-) es la notación de la función gamma, definida como l(8) = r y,_, e_, dx para e> O Para 

ei caso en que e es un entero no negativo, no es difícil demostrar que rre l = (B - 1)1• En el 

ANEXO 6 se abortia la función gamma con mayor detalle. 

34 Tanto la expresión de la f.d.p. corno el rango de los parámetros corresponden con lo expuesto en el artículo de 
Leem1s En la bibliografía consultada, solo Mood et al. [1974) hacen referencia a esta d1stnbuc1ón, presentándola con la 
expresión ¡2 8bísj. 

35 La expresión [2 8b1s] coincide con aquélla presentada por Mood et al. [1974] Sin embargo, estos autores 
contemplan un rango más amplio para los parámetros En lugar de Jos tres enteros no negativos n¡, n2 y n3, cons1oeran 
n, a y /3, respecbvamente. donde 11- es un entero no negativo, a> O y íJ > o Es decir, ia forma ae 1a aistrloución beta
bmom1al presentada por Leem1s es un caso particular de aqué!la presentada por Mood et al [1974]. Sólo cuando los tres 
parámetros son enteros no negaúvos es que las expresiones {2.8] y [2 Bbis] son equivalentes. 
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n,=10.n =20 n =30 

10 

o 25 

º' -; o 15 
:;::: o 1 

n,=10.n:=10.n,= 10 

o 05 • 
o----------"---· -

n1-"'l0.1r~=JO_n,=lO 

o 25 

;-0°1~
;;::: o l -

005 
(} C--~--

FIGURA 2.7 F.d p_ beta bmom1al para d1stmtos valores de n1, n2 y n3 

Por otra parte. se define a la función beta, denotada como B(·,.), por 

para a> O, b >O. 

Mediante un cambio de variable, se puede demostrar que B(a,b) = B(b,a). La función beta está 

relacionada con la función gamma de acuerdo con la siguiente fónmula: 

B(a,b)" f(a)f(b). 
r(a+b) 

Por lo tanto, la distribución beta-binomial puede ser expresada también en ténminos de !unciones 

beta. Se deduce que es precisamente de esta propiedad y del hecho de que la distribución binomial 

es una aproximación a la expresión [2.8] de donde la distribución beta-binomial deriva su nombre. 

Observe que ambas distribuciones tienen los mismos puntos de masa· 
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ti)<]) Relaciones con otras distribuciones 

Como ya se mencionó, la distribución binomial es una aproximación a la distribución beta-b1nom1al. 

As1m1smo, la d1stribuc1ón rectangular es un caso particular de esta últrma. 

La distribución binomial es una aproximación a \a d1stnbución beta-bmomial. 

2 La distribución rectangul;:ir es un caso espP-c1al de la distribución beta-binomial 

La distribución Weibull discreta 

Eid"' Definición 

[3.5] 

[3.14] 

.. 

Se dice que X es una variable aleatoria con d1stribuc1ón Weibull discreta con parámetros p y j3 s1 

su f.d.p. está dada por 

. {(! )"ft (! )(x-l¡P 
fx(x)~fx(x;p,/J)~ 

0 
-p - -p ' 

donde O<p < 1 y /3> O 

o 5 • 

o . 
o 

o 5 .. 

p ~as ~=05 

10 12 

03 

- 02 

::::: o i o 

o 
o 

para x ~O,!, .. 

e o.e. 

FIGURA 2 8 F d p We1bufl discreta para distintos valores de p y f3 

. ' --·;._¿"--· ... _ .. ::.. .,.>. .,__,..._. _...,_,. 

[2.9] 

' <r<; 
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Leemis presenta la distribución Weibull discreta en su artículo y la relaciona con la distribución 

geométrica, señalando que la segunda es un caso especial de la primera. Sin embargo, dentro de la 

bibliografía revisada no se encontró referencia alguna a esta distribución Es por ello que no se 

incluye información adicional al respecto. Baste decir que al parecer la distribución Weibull discreta 

está 'inspirada" en la similitud (que podrá verificarse más adelante) entre la distribución geométrica y 

la exponencial, pues esta última es un caso especial de la distribución Weibuil continua, conocida 

simplemente como distribución Weibu//. 

En la Figura 2.8 puede observarse que las tendencias de las densidades Weibull discretas son 

similares a aquéllas de las densidades Weibull en la versión contmua (véase Figura 2.21) Observe 

que por la forma cómo está definida la densidad Weibull discreta, el valor de ésta en cero (P[X = O]) 

es precisamente el valor del parámetro p; de tal foITTla que confoITTle más cercano esté ese valor al 

1, más rápidamente la función de densidad converge a cero. 

~ ~ Relaciones con otras distribuciones 

• La distribución geométrica es un caso especial de la distribución We1bull discreta. [3.13] 

• 

En la siguiente sección se presentan las distribuciones continuas del esquema de Leemis. Cuatro de 

ellas son casos parúculares: la distribución normal estándar, la distribución Ertang, la distribución 

Cauchy estándar y la distribución unifoITTle estándar. Estas se incluyen dentro de los apartados 

dedicados a las versiones generales: la distribución noITTlal, la distribución gamma, la distribución 

Cauchy y la distribución unifoITTle, respectivamente. 
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DISTRIBUCIONES UNIVARIADAS CONTINUAS 

La distribución beta 

W" Definición 

Se dice que una v.a. X tiene d1slribución beta con parámetros fJ y y si su f.d.p está dada por 

si O<x<l 
¡2.101 

e.o.e. 

donde f3 > o y r > o. 

f(q 

FlGURA 2 9. F d.p. beta para distintos valores de f3 y y, con j3 "" y 

Puesto que la función beta es B(/J. r) r(/Jl r<r l . la expresión [2.1 O] puede escribirse en térrrnnos 
rc/J+rl 

de esta función, justificando así el nombre de la distribución, como sigue:36 

36 Para mayor referencia sobre la funcion beta, vease sección La d1stnbucíón beta-binomial 
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SI Ü<X<l 
[2.10bis]. 

e.o.e. 

La densidad beta puede tomar una amplia vanedad de ionmas como se muestra en las Figuras 2.9 y 

2.10 

Cuando f3 = y la densidad beta es simétrica alrededor de Y,, dando más y más peso a las regiones 

alrededor de Y,, confonme se incrementa el valor común fJ (véase Figura 2.9). Cuando f3 < r la 

densidad está sesgada hacia la izquierda (es decir, los valores más pequeños se vuelven más 

parecidos, véase Figura 2.10); y está sesgada hacia la derecha cuando f3 >y. La gráfica uene fonma 

de U cuando (/3 - 1) y (r - 1) son negativos y tiene fonma de J si sólo uno de ellos es 

negativo. La función de densidad alcanza su máximo en x = (/3- 1)/(/3+ y-2) cuando (/3- 1) y 

(y- 1) son positivos; y el mismo punto es su mínimo cuando estos son negatvos. 

FIGURA 2.10. F.d p. beta cuando ___l!__ = _2__. 
f!+r 20 
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/ Ejemplos de aplicación 

La d1vers1dad de formas que puede tomar la densidad beta hace que esta distribución pueda ser 

utilizada para modelar un experimento para el cual una de las formas sea apropiada De hecho, 

puede ser utilizada para modelar un íenómeno aleatorio cuyo con1unto de posibles valores sea algún 

intervalo f1n1to [c,d], el cual puede ser transformado en el intervalo [O,!] haciendo que e denote el 

origen y tomando d - e como la unidad de medición 

La distribución beta se emplea frecuentemente, por ejemplo, cuando una variable aleatona toma 

valores que son porcentajes o proporciones, o cuando se trata de algún fenómeno físico del tipo 

continuo que toma valores entre O y l. Existe una aplicación directa de la distribución beta al análisis 

de los procesos de Markov cuando las probab1l1dades de transic'ión son "inciertas"." 

~< Propiedades 

º La función de distribución acumulativa de una variable aleatoria beta es 

Fx(x;jJ,y) = 110 ,,(xl í" - 1
- · uP-'(1-u)'-' du + 11, l (x); 

· · k B(/3,y) " 

y se le conoce como la función beta incompleta Se han elaborado un buen número de tablas 

con sus valores, pues no puede ser calculada directamente cuando fJ y y son grandes Tsokos 

[1972] menciona que la función beta incompleta y la función b1nom1ai acumulativa están 

relacionadas como sigue: 

Ü<X<n. 

o Para la d1stribuc1ón beta es más sencilio calcular los momentos de manera directa med'iante la 

definición, en lugar de recumr a la función generadora de momentos cuyo calculo es comple¡o 

37 Johnson y Kotz [1970] citan una referencia bibliográfica de S1lver [1963] acerca de esto: Silver, E. A (1963), 
Martovian dec1s1on processes with uncertain transit.ion probabilítie.s or rewards, Operat1on Research Center, M.l.T, 
T echmcal Report, No. i 
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'!:> <:¡, Relaciones con otras distnbuc1ones 

1 La d1stnbuc1ón normal es una aproximación a la distribución beta [3.24] 

2. La transformación -lag X de una v.a. beta se distribuye exponencial. [3.43] 

3. La distnbuc1ón arcoseno es un caso especial de la distribución beta. [3.58] 

4. La distnbuc1ón uniforme (O,\) es un caso especial de la distribución beta. [3.59] 

5. El cociente de una v.a. gamma entre la suma de dos v.a.1 gamma se distribuye beta. [3.60] 

• 

La distribución Cauchy 

Gd' Definición 

Se dice que una v.a X tiene distribución Cauchy con parametros a y a si su f.d.p. está dada 

por 

para - =o < x < ro [2.11] 

donde --O'J <a< :e y a> O 

•:· Una fonma estándar de la distribución Cauchy se obtiene fijando a~ o y a~ 1 La función de 

densidad de probabilidad estandar está dada por --1-,- para todo -<>0 < x < ro 
:r(l+x-) 

(distribución Cauchy estándai¡. 

Aunque a ojo la distribución Cauchy no parece muy distinta de la normal (véase Figura 2.11), en 

realidad hay una gran diferencia entre ellas. Si bien la densidad Cauchy es simétrica alrededor del 

parametro a, su media y cualquier otro momento mas elevado no existen, (E[X] ~ ro y por ende 

tampoco existe la varianza para la distribución Cauchy). 
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f,, [ ;c;,a,d) 

-4-:--2-1 ºI 1 ' 

ª""º 
1 

FIGURA 2 í í F .d p Cauchy para a ""' O y d1stmtos valores rle a 

Los parámetros a y a son parámetros de localización y de escala, respectivamente; a es la 

mediana de la d1stribuc1ón y a ± a son los cuartiles superior e inferior. La función de densidad 

tiene puntos de inflexión en a± a/ .. 3 . 

La función de distribución acumulativa Cauchy es 

Fx(x) ~-+-arelan ~-l 1 (x-a) 
2 n a 

1 1 
y por ende - +-arctan(x) es la función de distribución acumulativa Cauchy estándar. Puede 

2 1l 

verificarse que los valores de Fx(x) en los puntos de inflexión son 0.273 y 0.727, comparados 

con 0.159 y 0.841 para la distribución nonmal. 

La diferencia más notable entre las distribuciones nonmal y Cauchy radica en !as colas más largas y 

más pesadas de \a segunda {véase Figura 2.12}. 
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o 

FJGURA 2 12 Comparación entre las denSJdades normal estandar y Cauchy estancar 

/ E1emplos de aplicación 

Una de las situaciones en las que surge la densidad Cauchy es en la descripción de la distribución 

del punto de intersección, X, de una línea recta lija ccn otra línea recta variable, orientada 

aleatoriamente en dos dimensiones a través de un punto fijo A. Imagine que una lámpara (localizada 

en e! punto A) que emite un delgado rayo de luz es girada alrededor de su centro, que está 

localizado a una unidad de distancia del eje x (véase Figura 2.13). Cuando la lámpara detiene su 

giro, ccnsídere el punto X en el cual el rayo intersecta el eje x (si el rayo no está apuntando hacía el 

eje x se repite el experimento). 

·--R-o------

FlGURA 2.13 Aol!cación de !a distribución Cauchy estandar 

Como se índica en la Figura 2.13, el punto X está determinado por el ángulo e entre la lámpara y 

el eje y, el cual dada la situación fisíca parece tener distribución uniforme entre -rr.12 y rr.12." 

Entonces, la función de distribución de X está dada por 

33 La distribución uniforme se presenta mas adelante 
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F,,(x)=P[X:"x] 

= P[tan g,; x] 

= P[B,; tan''(x)] 

= P[8 :"arctan(x)] 

= 1 + ~arctan(x) 

que corresponde a la función de distribución acumulativa de una variable aleatoria Cauchy estándar, 

La última igualdad se sigue puesto que B, ai ser uniforme en (-rr/2 y rr/2), conduce a que 

P[e J 
c-(-7!12) 1 e 

~e== -=-+-, 
!T 2 !T 

1[ 1[ 
--<e<-. 

2 2 

lb~ Relaciones con otras d1stribuc1ones 

La distribución Cauchy estándar es una distribución t de Student con un grado de libertad, Es 

también la distribución del cociente U/V, donde U y V son variables normal estandar 

independientes, Como U y V tienen la misma distribución, entonces la distribución de U/V y 

V/U debe ser también la misma; y, por lo tanto, si X es Cauchy estándar entonces lo es también 

l!X En general, el reciproco de una variable aleatoria Cauchy es también Cauchy, Además, esta 

distribución cumple con la propiedad reproductiva, Fmalmente, toda variable Cauchy (a.a) puede 

llevarse a la fomna estándar y viceversa, Por lo tanto, en el Capitulo 3 se verificará que: 

1, La distribuc'1ón Cauchy estándar es un caso especial de la d1stnbución t de Student [3A9] 

2, Toda v,a Cauchy estandar puede llevarse a Cauchy (a,a), [3,51] 

3, Una variable aleatoria Cauchy (a, a) es Cauchy estándar cuando a= O y a= l, [3.52] 

4, Una transfomnac1ón lineal de una va, Cauchy es también Cauchy [3.53] 

5 El recíproco de una variable aleatoria Cauchy es también Cauchy, 

6, La distribución Cauchy (a,a) satisface la propiedad reproductiva. 

7. El cociente de dos v.a u.d norma! estándar se distribuye Cauchy estándar 

j3,54] y j3.55] 

(3.56] 

[3 57] 
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La distribución exponencial 

GV Definición 

Se dice que X es una v.2. con distn"bución exponencial con parámetro a s1 su f.d.p. está dada por 

fx (x) = fx (x;a) = 

donde a> Q_39 

' 

o. -
o 

a 

o 

~x!a 

·e 

a= 112 

2 

Sl x>O 

e.o.e. 

"~ 0.4 . 

-- o 3 

" <.;...., o 2 -, 

or. 

o ' 

FIGURA 2.14. F.d.p exponencial para d1stmtos valores de a 

/ Ejemplos de aplicación 

[2.12] 

a=2 

6 ' 

La distribución exponencial surge de manera frecuente como la distribución del tiempo transcurrido 

hasta que un evento especifico ocurra. Por ejemplo, el tiempo, comenzando desde este momento, 

hasta que ocurra un temblor, hasta que estalle una nueva guerra, hasta que una llamada telefónica 

recibida corresponda a un número equivocado o la duración misma de una llamada telefónica son 

todas variables aleatorias que tienden a tener en la práctica distribuciones exponenciales. Otro 

39 Autores como Johnson y Kotz proporcionan una expresión biparamétnca de la f.d.p. exponencial, a saber fx(x) = 

(l/a)*exp(-(x-B)/a), donde x > & y a> O, yconSfderan que un caso especial de ésta lo detennina B= O, mismo que 
se conoce como distribución exponencial uni-paramétrica, y e! cual es mucho más frecuente de encontrar. 

Por otro lado, es muy común encontrar que en la expresión de la densidad exponencial se mane¡e et parámetro a 
de manera directa. en lugar de hacerlo en térmmos de su inverso; es decir comofx(x) = a-exp(-a·x), x >O. 

JO 
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evento asociado con esta d1stnbuc1ón es la falla en e¡ funcionamiento de algún objeto, la distribución 

exponencial puede uttlizarse como modelo para los tiempos de vida de diversos objetos 

~< Propiedades 

o Al igual que la d1stribuc1ón geométrica (Teorema 2.4 1), la exponencial cumple la propiedad de la 

"ausencia de memoria" 

Teorema 2. 12. 1 
La distribución exponencial 

no tíene memona 

Sea X una va. con distribución exponencial con parámetro a, entonces 

P[X> s + 1 [X> s] = P[X> t], paras, t>O 

Demostración 

Se reqwere calcular primero PCX> xj: 

P[X > x]=l-P[X s x] = 1-Fx(x) 

r 'l 
=!- J: ;e-''ªdy=l+le-Y1ª 0 J 

= 1 + [e-.xfa -1)= e-x/a 

Así, 

P[X>s+t 
,, P[X>sH,X>I] P[X>s+t] 

X>,J=.----- -- ------ =--------·--
P[X > 1] P[X > 1] 

-(s.+-t)fa 
e _,1a P[ ] =----=e = X>s 

e-1/a 

" Una forma de interpretar este resultado es pensando a X como el tiempo de vida de alguna pieza o 

instrumento, entonces la probabilidad condicional de que la pieza durará s + 1 unidades de tiempo, 

dado que ha durado ya t unidades áe tiempo, es la misma que la probabilidad inicial de perdurar s 

unidades de tiempo. En otras palabras, la distnbución del tiempo de vida de una pieza 'vie1a' es la 

misma que la de una pieza "nueva', lo que significa que la pieza no está sujeta al deterioro (no 

'guarda memona" de que ya ha estado en uso por un tiempo 1). 



90 Caoitu\o 2 

Más aún, Ross [1988] demuestra que la distribución exoonencial es la úmca distribución coniinua 

que posee esta propiedad. s 

E1emplo Considere que la sucursal de un banco es atendida por dos ca1eros. Suponga que al entrar 

la persona C a la sucursal hay dos personas dentro, A y B, siendo atendidas por los ca1eros (cada 

uno atiende a una persona). Suponga además que !a persona C será atendida por uno de los 

ca1eros tan pronto como Ja persona A o B se vayan. Si el t1emoo que le toma a un cajero atender a 

un cliente se distribuye exponencialmente con parámetro a, 0cuál es la probabilidad de que, de los 

res clientes, fa persona C sea la última en ffSe del banco? 

La ree ;esta se obtiene razonando de la siguiente !o!Tna. Considere el tiempo en el que la persona 

C Sf'1.::uentra pnmero un cajero libre. En ese momento una de las otras personas se habrá ido 

apenas y la otra estará siendo atendida todavía Como la distribución exponencial no tiene memoria, 

se s:gue que el tiempo adicional que esta persona (A o B) pe!Tnanecerá en la sucursal se distribuye 

exconencialmente con parámetro a. Es decir, es como s1 el servicio para esta persona apenas 

hubiera comenzado 1usto en ese momento. ?or lo tanto, por simetría la probabilidad de que la 

persona restante teíllline primero antes que la persona Ces Y,. 

• 

'i:> ~ Relaciones con otras distribuciones 

La distribución exponencial está vinculada con la distribución gamma de manera reciproca, lo cual 

está ampliamente difundido en la literatura sobre variables aleatonas: oor un lado, la exoonencial es 

un caso especial de la gamma y, por otro lado, la gamma se obtiene de la suma de exponenciales. 

Atendiendo al esquema de Leemis, se introducirá la distribución Erlang como intenmediaria para 

verificar estas relaciones. Como la distribución Ji-cuadrada es también un caso especial de la 

distribución gamma, la Ji-cuadrada y la exoonencial están relacionadas también Asimismo, la 

distribución exponencial guarna relación unilateral con la distribución unifoffile estándar y reciproca 

con las distribuciones Laplace, We1bull y Rayle1gh siendo resultado de una trans!o1Tnación. Además, 

la distribución exponencial se relaciona con ella misma a través de la mirnma estadistica de orden de 

una muestra aleatoria. 

s Véase Ross (1988], p. 175. 



Presentación de las d1stnbuc1ones 91 

La d1stribuc1ón exponencial es un caso especial de la d1stnbuc1ón gamma [3.28] 

2. La mínima estadística de orden de una muestra aleatona exponencial es también exponencial [3 31] 

3 La distribución exponencial es un caso especial de la distribución We1bull [3 32] 

4. La d1stribuc1ón exponencial es un caso especial de la drstnbuc1ón Erlang [3 33] 

5 La suma de v a.i.1 d. exponencial tiene d1stnbuc1ón Erlang [3.34] 

6 La distribución Ji-cuadrada es un caso especial de la d1stnbución exponencial [3.35] 

7 La distribución exponencial es un caso especial de la distribución Ji-cuadrada [3.45] 

8 La raíz cuadrada de una va. exponencial se distribuye Rayleigh [3.36] 

9 El cuadrado de una v a Rayleigh se d1stnbuye exponencial. [3 37] 

10. La transformación X 11µ de una v.a exponencial se distribuye Weibull [3.38] 

11. La transformación xP de una v.a. Weibull se distribuye exponencial. [3.39] 

12. La d1ferenc1a de dos v.a i. exponenciales se distrrbuye Laplace. [3.40] 

13. El valor absoluto de una v.a Laplace se distribuye exponencial [3 41] 

14. La transformación -a logX de una v.a. urnfonne estándar se distribuye exponencial [3.42] 

15. La transformación -log X de una v.a. beta se distnbuye exponencial. [3.43] 

•:• Sobre la similitud entre la Geométrica (p) y la "xponencial (a). La similitud entre las 

distribuciones exponencial y geométrica puede apreciarse desde distintos ángulos Por s1 

mismas, observe la similitud de las tendencias que siguen sus densidades (Figuras 2.4 y 2.14). 

Por otra parte, comparten la propiedad de la "ausencia de memoria" (Teoremas 2 4.1 y 2 141), 

así como Je propiedad de que !a mínima estadística de Oiden de una muesrra aieatoria de estas 

distribuciones tiene la misma distribución de origen con un cambio en el parámetro. A nivel de 

interpretación, ambas pueden utilizarse para modelar #empos de espera. 
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La distribución F 

fu"' Oefimción 

Se dice que una v.a X tiene distribución F con pararnetros n1 y n1 s1 su f.d.p esta dada por 

r d'~:2) (;:;-)'•'' x'""'H 
f, (x) = f,(x;n,, n,) = 1 r(';') r(';) [1 + (~ )x ]1

''"'
1
" 

,o 

donde n1 y n2 son enteros positivos. 41 

Sl X> 0 [2.13] 

e.o.e. 

•:• Sobre Ja notación: Se suele leer que X tiene distribución F (o se distribuye F) con n, y n1 

grados de libertad, lo cual se puede denotar como X - F(n,,n,J. 

1.0 

. l : 

o 

n1 = nz = l 
n1 =n,=2 
n1 = 3~ n2 = 5 
n1=n2=10 

, 
------.-:---

3 

F1C:1uK..i:i. 2.15.F.d.p. F para distintos valores de n1 y n2 

4 5 

El orden en que se dan los grados de libertad es importante puesto que la densidad de la 

distribución F no es simétrica respecto a n, y n,. Primero se cita el número de grados de libertad 

en el numerador del cociente n,! n, que aparece en la expresión [2.13]. 

41 La distribuaón F recibe su nombre en honor a Sir Ronald F!Sher (1890-1862}, considerado uno de los fundadores 
de la estadística moderna por sus muchas importantes contribuciones 
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/ Ejemplos de aplrcacrón 

La aplicación más común de la d1stnbuc1ón F en el traba¡o estadisuco se ubica en las pruebas 

estándar asociadas con el análisis de varianza pues, como se verá más adelante, esta d1stnbucrón 

resulta del cociente de dos Variables JI-Cuadrada, x_2
r"l y x_21m)o divididas a SU vez entre SUS grados 

de libertad correspondientes Asimismo, se aplica en la prueba de igualdad de varianzas de dos 

poblaclones, como se esboza a contmuactón. 

E1emp/o Sea X1, x,, .. __ Xn una muestra aleatoria de una población normal N(µx, a-~), y sea Y1, 

Y,,. . ., Ym una muestra aleatoria de una población normal, independiente de la anterior, N(µ,,a-; ). 

Suponga que se esta interesado en comparar la variabilidad de las poblaciones. Entonces una 

cantidad de interés sería Ja razón <5~ I a~, Alguna mformac1ón acerca de esta razón está contenida 

en S~ ! s; , la razón de las varianzas muestrales 42 La disunbución F permite comparar estas 

cantidades al proporcionar la distribución de 

' S' S2 2 sx I y - X I (j :r - w -,--, --,--, -
<5xlcrr Sylar 

Un examen de esta última expresión muestra cómo se deriva la distribución F. Las razones 

S'. ! a-~ y Si! a-i son variables 11-cuadrada, X'rnl y X2
1m1, respectivamente, y son independientes. 

La cantidad W ~ (S~ 1 O"¡ )l(s; 1 rr;) tiene distribución F1~1.~iJ- Es posible calcular el valor 

esperaoo de w: 

E(W) ~E( x;-r /(n-l)) (por definición) 
Xm-J(m-I) 

= E( x;_, )Er m; 1) (independencia) 
n-1 \Xm-• 

__ 1, 11-1¡rm_-11 
-· - j (cálculosconji-cuadradas) 

~-n-l/\..m-3 1 

m-l 

m-3 

~2 Para mayor referencia sobre s2, véase el apartado sobre la d1stribuciór íi-cuadrada 
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Note que esta última expresión es finita y positiva sólo s1 m > 3 Se tiene entonces que 

rf s; 10-;)- m-1 
1 -s2¡-T - -e:; · \ , ,cr; m-.J 

ni-1 
Acudiendo a que --- -

m-3 
s; la~- . d es e! valor esperado de -;--·~ y consideran o una m suficientemente 
S¡: I cr; 

grande, se tiene que· 

S~la-~ m-1 
-~---~--- ~1 s; lcr¡2 m-3 

como cabía esperar. 

• 

~<:u Relaciones con otras distribuciones 

La distribución F se vincula con la distribución Ji-cuadrada de manera bilateral, con la distribución t 

de Student de loma unilateral y con ella misma a través de transfomaciones diversas. 

1. El cociente de dos v.a.i. ji-cuadrada d1vid1das entre sus respectivos grados de libertad tene 

distribución F 

2 La d1stnbución ji-cuadrada es una aproximación para la distnbución de n1X, 

cuando X es una v.a. F. 

3. El cuadrado de una v.a. 1 de Student tiene distribución F. 

4 El reciproco de una v.a con distribución F tiene también distribución F. 

[3.47] 

[3.48] 

[3.50] 

[368] 

• 
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La distribución gamma 

&.-./' Def1n1c1ón 

Se dice que X es una v.a con distribución gamma con parámetros a y f3 s1 su f.d p. está dada por 

Sl Ü <X< CO 
{2.14]" 

e.o.e. 

donde a, f3> o y f(a) ~ r y'-: e-1 dy es la función gamma.·44 

f /l.; t.J.,jJ) 

1 
\l)ll 

-·~--4---<>--•----

'· 

FIGURA 2 16 F d p. gamma para distintos valores de a y /3. 

4~ La expresión u1:Jhzada aquí para la densidad gamma dr!lere ée \a preser.tada en el artículo de Leemis en tanto que 

intercambia las posicmnes de a y [!, f x(x;a, {J) = --
1-¡¡ xf3-le-"1

t>. , para 0< x < <x:J. Las expresiones son 
r(jJ)a 

indistintas siempre y cuando se aclare previamente el papel de las parámetros; se adoptó la expresión [2. í4] para hacer 
nomogénea la presentación con la literatura, Otra variante en la forma de presentar la densidad gamma, como lo hacen 
Mood et al. [1974] y Ross [1988], se just1ftca a partir de cómo se define Ja densidad exponencial; ya sea 

fx (x,/3) = f3 e-fJ::, para O< x < oo, como lo hacen estos autores, o J~x (x; /3) =l._ e-"1 fJ, para 0< x < <XJ, como se 
/3 

hace en el artículo de Leem1s y en este trabaJO Así, en los textos de Mood et at. [1974] y Ross !1988] se presenta la 
densidad gamma como: 

. fJª a-1 -(31 {L;o.-\e-/3~ 
fx(x)~fx(X,a,/J)>-- X e > r(a) 

r(a) 
0 

si O<x<co 

e.o.e. 
44 Para mayor referelicra sobre \a función gamma p\lede ccnsu\tarse e\ ANEXO 6 
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Como puede apreciarse en la Figura 2.16. el Jarámetro a es un parámetro de forma (es el que más 

influye sobre el 'pico" de la distribución), mientras que fJ es un parámetro de escala (es el que más 

infiuye sobre la dispersión de la distribución) 

•:· Cuando a es un entero positivo n, la distribución gamma recibe el nombre de distribución 

Erlang, que se define como 

{ 

l ·-· -~'' ---X e 
fx(x)=fx(x:n,/J)= ¿n-i)l/J" 

ya que para un entero positivo f(n) = (n - 1)1 

Qli.'3 Algo de historia 

s1 O<x<r::1:;, 

e.o.e. 

Laplace obtuvo la distribución gamma como la distribución de la 'constante de precisión" 

(h = y, G -
2

) dados los valores de n vanables independientes normales con media cero y 

desviación estándar G (suponiendo una distribución uniforme previa para h).45 Posteriormente, la 

distribución gamma apareció otra vez en 1900 en un trabajo de PearsJn como la distribución 

aproximada de las 'estadisticas ¡i-<:uadrada'', utilizadas para diversas pruebas en tablas de 

contingencia.4s 

/ Ejemplos de aplicación 

Como aplicaciones teóricas, la distribución gamma surgió de manera natural en la teoria asociada 

con las variables aleatorias distribuidas normalmente, como la suma de cuadrados variables 

independientes normal estandar. Ademas, en ciertas situaciones, la distribución gamma puede ser 

utilizada en lugar de la distribución normal, pues si se elige a suficientemente grande la distribución 

gamma imita de manera cercana a la normal. 

45 Laplace, P.S. (1836), Théone Analyúque des Probabilités (suplemento de la tercera edición) Esta es una 
referencia de Johnson y Kotz [1970]. 

46 P~rson. K. (1900), On a críterion that a gJVen system of de0ations from the probable in the case of a conelated 
system of variables in such that it can be reasonably supposed to have arisen from random samplmg, Philosophical 
Magazine, 5ª serie, 50, pp. 157-175. Esta es una referencia de Johnson y Kotz {1970J. 
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Por lo que toca a las aplicaciones prácticas, las d1stnbuc1ones gamma han sido utilizadas para 

a¡ustar d1stnbuc1ones exponenciales en la representación de los tiempos de vida en s1tuac1ones de 

"prueba de vida (o de duración)", aunque lueron las distribuciones Weibull las que se popularizaron 

para este propósito, El hecho de que la suma de variables aleatorias independientes con distribución 

exponencial tenga distribución gamma condu¡o a que ésta apareciera en ¡a teoría de contadores 

aleatorios y de otros temas vinculados con procesos aleatorios en e\ tiempo, en particular procesos 

de precipitación meteoro\óg1ca 

~ <ti Relaciones con otras distribuciones 

El vinculo de la distribución gamma con las distnbuc1ones exponencial y 11-cuadrada sea tal vez la 

más extendida en la literatura, Sin embargo, la distribución gamma también está asociada con las 

distribuciones normal y beta. 

1 La d1stnbución gamma satisface la propiedad reproductiva, [326) y [326 bis] 

2, La distribución Eriang es un caso especial de la d1stribuc1ón gamma, [327] 

3 La distnbución exp01encial es un caso especial de la distribución gamma, [328] 

4 La d1stnbuc1ón ji-cuadrada es un caso especial de la distribución gamma, [329] 

5 El cuadrado de una v,a, normal estándar se distribuye gamma [3 30] 

6 La d1stribuc1ón nonrnal es una aproximación de la distribución gamma, [323] 

7 El cociente de una va gamma entre la suma de dos v,a,i, gamma se distribuye beta, [3 60] 

" 

La distribución ji-cuadrada 

G6"" Definición 

Se dice que una va, X tiene distribución ji-cuadrada con parámetro n si su l,d,p, esta dada por 

Si X> Ü 
[2.15] 

e.o.e 

donde n es un entero positivo 
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n 5----
n -::= LO----
11 2 o . 
!; ::::: 30 ------
n ::::: 5.0 -----

o 2 3 4 5 r5 7 8 9 10 

FlGURA 2 17 F.d.p. ji-cuadrada para d1stmtos valores den 

•!• Sobre la notación: En el lenguaje estadístico, a\ parámetro n se fe refiere como "grados de 

libertad": es decir, se dice que X fiene distribución ji-cuadrada ccn n grados de libertad, lo cual 

se denota como X2
(rr)· 

/ Ejemplos de aplicación 

La distribución ji-cuadrada esta vinculada fuertemente con la distribución gamma. Es uno de los dos 

casos especiales mas importantes de la distribución gamma (el otro caso es el de la distribución 

exponencial). Ademas, mediante las distribuciones ji-cuadrada se obtienen las mejores 

aproximaciones para las integrales de probabilidad de las distribuciones gamma. Por otra parte, la 

distribución ji-cuadrada juega un papel importante en la inferencia estadisuca, especialmente en el 

muestreo de poblaciones con d1stnbución nonmal: facilila la deducción de la distribución de S 2, que 

es uno de los estimadores del parámetro desoonocido a 2 de una nonmal. Esto se expone a 

continuación. 

Ejemplo. Sea X1, X2 .. ., X, una muestra aleatoria de una distribución nonmal (µ, a'). Entonces X 

es un estJmador de la media desconocida y S2 lo es de la varianza: donde 
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S' ~_L ~(X -X)'. 
n-IL..., 1 

l=l 

La expresión U~ (n - !) S2 
/ cr1 tiene distnbución 11-cuadrada con n - 1 grados de libertad Como 

S' es una función lineal de U, su densidad puede ser obtenida a partir de la densidad de e 12 

'<:> <¡, Relaciones con otras distnbuciones 

La d1str1buc1ón Ji-cuadrada se vincula con las distribución normal y F a través de transformaciones 

mult1vanadas Con la segunda guarda una relación de ida y vuelta, siendo por un lado una 

distribución 1im1te. Por otra parte, la distribución 11-cuadrada es un caso especial de la distribución 

gamma y, en consecuencia, de la d1stribuc1ón exponencial; con esta última la relación es reciproca. 

As1m1smo. la distribución ji-cuadrada satisface la propiedad reproductiva. Siempre que sea 

pertinente. en la verificación de estas relaciones se hará uso de que la ji-cuadrada es también una 

gamma 

La distribución 11-cuadrada es un caso especial de la distribución gamma 

2 La distnbución Ji-cuadrada satsface la propiedad reproductiva. 

3. La d1stribuc1ón ji-cuadrada es un caso especial de la d1stribuc1ón exponencial. 

4. La distribución exponencial es un caso especial de la distnbuc1ón ji-cuadrada 

5 La suma de cuadrados de v.a 1 normal estándar se distnbuye ji-cuadrada. 

5 El cociente de dos va 1. Ji-cuadrada divididas entre sus respectivos grados 

de libertad tiene distribución F. 

6. La distribución ji-cuadrada es una aproximación para la distribución .de n1X. 

cuaíldo Xes una v.a F. 

:2 La densidad de S2 es 

[3 29] 

[3.44] y [3.44bis] 

(3.35] 

(3 45] 

(3.46] 

(3 47) 

[348] 

. f n - 1 \(n-l)/2 1 ' 
J ( l 1 l

(n-3 1 2n-(n l)112rr 

'' _,. "'\2u.? 
1 

í[(n-1)/2J ~ para Ü<y<cc 

Una prueba de este resultado puede consultarse en Mood et al [1974], pp. 243-245 Por su parte, Casella y Berger 
\í990], pp 221-223 presentan una discusión a\ respecto 
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La distribución normal 

G/' Definición 

Se dice que X es una v.a. con distnbución normal con parámetrosµ y 0"
2 s1 su f.d p. esta dada por 

, l { (x-µ)'1 f.-(x)=f,(x;µ,G )=~exp -----,-¡ 
· 2;ra 2a- J 

para -oo <: x < oo [2.16] 

donde-oo<µ<ro y a>O . 

. ~. 
-2 -! o l 2 

(~) 

"' --¡¡- ---~----------

µ-2o µ+2o 

(O) 

F!GURA2.18. F.d.p. normaf (a) conµ= o y cr2
= l, y (b) µy cr2 ari:Jftrarias. 

la densidad nonmal es una curva con fonma de campana simétrica alrededor deµ. Los valores µ y 

a2 corresponden a la media y a la varianza de X, respectivamente. 
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•:· Sobre la notación. Para denotar que una va X se distribuye normalmente con media µ y 

varianza <Y
2

, se escribe X - N(µ.<Y2
). En particular, si Z - N(O. I) se dice que Z es una variable 

aleatoria normal estándar (véase Figura 2 18a) La densidad de la distribución normal 

estándar está dada por: 

para -co < z < oo 

Existe también una notación especial para denotar la !unción de distribución de una variable 

aleatoria normal estándaí; a saber, se utihza tl>(z) como simboio para representar PiZ s z), es 

decir 

1 1· 1 ,21 <l>(z)~~ · expl--ld1 
·\ln: -cr. \ 2) 

Q .él' Algo de historia 

En 1733 el matemático francés Abraham de Mrnvre descubrió la distnbución normal como resultado 

de la aprox1mac1ón de las probabilidades asociadas con variables aleatorias binomiales cuando el 

parámetro binomial n era grande. Posteriormente, este resultado fue extendido por otros 

matemáticos como Pierre Laplace, quien en 1774 estudió las propiedades matemáticas de la 

densidad normal. Actualmente ese resultado es el Teorema de Límite Central, el cual se presenta 

dentro del apartado sobre las aplicaciones de la distribución normal. 

Por un error histórico'ª· el descubrimiento de la distribución normal le fue atribuido a Gauss 

(1777-1855) por haber sido el primero en refenrse a ella en un documento escrito en 1809. Es por 

ello que en ocasiones se hace referencia a esta distribución como distribución Gaussiana. La función 

fue estudiada en el siglo XIX por científicos que observaron que los errores de las mediciones 

seguían un patrón que podía ser aproximado de manera cercana por una función que denominaron 

!a ucurva normal de error" 

48 Así Jo llama Tsokos f1974]. 
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/ Ejemplos de aplicación 

Las propiedades matemáticas únicas de Ja densidad normal, así como el hecho de que pueda ser 

aplicada para modelar una muy amplia variedad de fenómenos aleatonos hacen que la distribución 

normal sea para muchos la función de probabilidad más importante. Cantidades tan disímiles como 

la altura de un humano, la velocidad en cualquier dirección de una molécula de gas o el error 

cometido al medir una cantidad física presentan un "comportamiento normal". Aunque son pocos los 

fenómenos que obedecen de manera precisa la ley de probabilidad normal, las leyes que en efecto 

obedecen estos fenómenos pueden, bajo ciertas condiciones, ser aproximadas cercanamente por la 

densidad norma' .. Como podra verificarse en Capítulo 3, algunas de las densidades que pueden ser 

aproximadas por la densidad normal bajo ciertas condiciones son la binomial, la Poisson, la gamma 

y la beta. 

Ejemplo"· A continuación se presenta un ejemplo práctico de la densidad normal relacionado con 

calificaciones escolares. 

Se considera aue un examen escalar es adecuado -en el sentido de que proporciona una 

calificación válida a todos y cada uno de los alumnos- si los puntaJeS obtenidos en la prueba 

realizada pueden ser aproximados por una densidad normal; es decir, si la grafica de frecuencias de 

los punta1es tiene aproximadamente la forma de campana de la densidad normal. Esto se justifica 

considerando que se espera que en el centro se concentre la mayoria de las calificaciones, mientras 

que en las colas estén los extremos representados por aquéllos que obtuvieron calificaciones no 

aprobatonas (cola izquierda) y por aquéllos que desarrollaron una prueba perfecta (cola derecha). 

El examinador utiliza Jos puntajes de la prueba para estimar los parámetros normalesµ y "''y 

ent:·oces asigna MB (muy bien) a aquellos cuyo puntaje es mayor queµ+ cr; B [bien) a aquellos 

cuyo puntaje esta entre µ-<Y yµ+ <Y; S (suficiente) a aquellos cuyo puntaje está entre µ-2<Y yµ 

-(J', y NA (no aprobó) a aquellos que obtuvieron un puntaje por debajo deµ -2a. Bajo estos 

criterios, interesa saber cuál es la distribución porcentual de los alumnos de acuerdo con sus 

calrficaciones. 

49 EjerciC10 adaptado de Ross [1988], p. 167. 
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P{X >µ+u}= p[,'( ~ µ > 1} = 1 -4i(I) = .1587 

P{µ <X<µ+ u}= P{o<X~ µ < 1} = 4'(1)-<P(O) = .3413 

P{µ- r:;- <X<µ} =P{-1 <X: u< o} 
~ <l>(O) - <l>(-1) = .3413 

r X - ,. ' 
P{µ.- 2<:r< X<µ -v} = P1-2 < ~uµ- <-lj 

= <1>(2) - <l>(l) = .1359 

P{X <p. - 2u} = pfl. X - µ < -21 = Cf.i(-2) = .0228 
u , 

Por lo tanto, 16% de los aplicantes obtendrá una calificación MB en el examen, 68% una calificación 

B (34% caerá entreµy µ+O", y34% en el intervalo de µ-CJ" aµ); 14% unacalificaciónS, y 2% no 

aprobarán. 

El Teorema de/Límite Central. Por otra parte, el Teorema de!Límfte Central constituye uno de los 

dos resultados más importantes de la teoria de Ja probabilidad so En su forma más simple, este 

teorema proporciona una base teórica para la observación empírica que frecuentemente se 

encuentra en \a práctaA: y que consiste en que la suma de un núm-erc grande de variab\es a\eatonas 

independientes tiene una distribución aproximadamente nonmal. 

S1 bien el teorema proporciona un método sencillo para calcular probabilidades aproximadas para 

sumas de variables aleatorias independientes, el Teorema del limite Central permite también 

explicar ei hecho sobresaliente de que las frecuencias empíricas de muchas poblaciones naturales 

exhlben curias con forme de campana, es decir, normales. En otras pa)abras, el Teorema de Límite 

Central da cuenta de lo frecuente que es la presencia de la distribución normal en la realidad 

so Ross [19881 considera que el otro resultado fundamental es la Ley fuerte de los grandes números. 
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Teorema 218.1 
Teorema del Límite Central 16 

Sea X1. x,... una sucesión de variables aleatorias independientes e idénticamente distribwdas 

cada una con mediaµ y vananza d. Entonces la d1stribuc1ón de 

X 1 +X2 + ... +Xn -nµ 

u·\ n 

tiende a la nonmal estandar ccnfonme n --> ro. Es dectr, 

conforme n-.:;,. oo.17 

• 

Ross [1988] relata que la primera versión del Teorema del limite Central iue probada por DeMoivre 

alrededor de 1733, para el caso especial en que x; son variables aleatorias independientes e 

idénticamente distribuidas Bemoulh con parametro p ~ IS. Posterionmente, Laplace generalizó este 

resultado para cualquier p arbitraria y descubrió la fonma general del Teorema del Límite Central 

presentada amba. Sin embargo, su demostración no fue estrictamente rigurosa. Una demostración 

verdaderamente rigurosa del teorema fue presentada primero por el matematico ruso Liapounoff en 

el periodo 1901-1902." 

15 Existen vanas versiones equivalentes der teorema del!im1te central La vers1on que aquí se presenta es !a que 
expone Ross [1988]. Una demostracion del teorema {que recurre a resultados intermedios de convergencia) puede 
consultarse en et mismo texto de Ross [1988] (véase Ross, [1988], pp. 3i1-342). El eiemplo de ap\tcactón de! teorema 
también fue adaptado de Ja misma fuente. 

i1 Dada la suma de n v.a.U.d. X, : 

de donde ~i _"':.! 2 +-·::-~-=- nµ es una variable normal estándar {véase e! apartado X Propiedades). 
u,_n 

1s EX1Sten también teoremas del !imite central para cuando las X, son variables aleatonas independientes pero no 
necesariamente idénticamente dis1nbuidas. Una versión de e!!os puede consultarse en Ross [1988J, p. 346. 
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E1emplo de aplicación de/teorema de/limite central. Un astrónomo está interesado en medir, en años 

luz, la distancia entre su observatorio y una estrella distante Aunque el astrónomo dispone de una 

técnica de medición, él sabe que
1 

debido al cambio en las condiciones atmosféricas y el error 

normal, cada vez que realiza una medición, no obtendrá la distancia exacta, sino una mera 

estimación Ante ello, el astrónomo decide llevar a cabo una sene de mediciones y entonces utilizar 

el promedio de ellas como el valor estimado de la distancia real. Suponiendo que los valores de esas 

mediciones son variables aleatonas mdepend1entes e idénticamente dlstributdas con medta cornún d 

{la distancia real) y una varianza común de 4 años luz, ¿cuántas mediciones tendría que realizar el 

astrónomo para estar razonablemente seguro de que su distancia estimada sea precisa hasta por 

±0.5 años luz? 

Suponga que el astrónomo decide real1Zar n observaciones. Si Xi, X2, .. ., X" son las n mediciones , 

entonces, del Teorema de limite Central. se sigue que 

i:x, -nd 
z :::~o:o=----

, 2, n 

tiene aproximadamente distribución normal estándar. Entonces 

Por tanto, si el astrónomo quisiera, por ejemplo, estar 95 por ciento seguro de que su valor estimado 

es preciso hasta por 0.5 años luz. él deberá realizar n* mediciones, donde n• es tal que 

o 

y asi, de una tabla con probabilidades acumuladas para la distribución noonal estándar, 
, n* 
-- ~ 1.96, lo que equivale a dectr que n' ~ 61.47. Como n* no es un valor entero, él deberá 

4 
realizar 62 observaciones. 
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Observe que el análisis anterior fue hecho bajo la suposiCJón de que la aproximación nonmal es una 

buena aproximación cuando n = 62. La respuesta a la pregunta sobre qué tan grande debe ser n 

para que la aproKimac1ón sea adecuada depende de la distribución de las x;. 

X Propiedades 

• Aplicando ei criterio de la primera y segunda derivadas respecto a x a la expresión [2. 16), es 

posible verificar que la densidad nonmal alcanza su máximo en x = µ, y que .u -cr y µ + cr son 

puntos de inflexión 

• Toda variable aleatona X - N(µ,cr 2
) puede.estandarizarse -transfonmarse en una variable con 

distribución normal estándar- mediante la trans!onmación z = (X - µ)! cr (lo cual se verificará 

en el Capítulo 3). De aquí que los valores de la función de distribución de X pueda expresarse 

en ténminos de <l>(z), como sigue: 

Fx(x)=P[X:>x] 

= P[(X- µ)!rr=> (x- µ)/rr] 

= <l>[(x- µ)!rr]. 

Debido a que el integrando exp(-z2) de <l>(z) no tiene una antiderivada que pueda expresarse 

de manera explícita en ténminos de funciones elementales, no es posible calcular la integral 

directamente. Para evaluarla es necesario recurrir a métodos de aproximación. Es por ello que 

existen tablas de valores de la función de distribución nonmal estándar. 

• Otra propiedad útil de <l>(z) resulta de la simetría de la densidad nonmal: 

<!>(-z) = 1 - <l>(z). 
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ti)~ Re1act0nes con otras d1stnbuc1ones 

El Teorema d~ Limite Central muestra que. ba¡o condiciones rela¡adas. la d1stribuc1ón normal puede 

ser utihzada para aproximar una amplia vanedad de distribuciones en muestras grandes En este 

sentido, dentro del esquema de Leem1s, de todas y cada una de las distribuciones podría partir una 

linea punteada hasta la distribución normal (lo cual resultaría poco operativo y ocasionaría una 

saturación del espacio). En el Capítulo 3 se presta atención a las relaciones de la distribución nonmal 

con la Poisson, la b1nom1al, la gamma y la beta, que son las que se muestran aparecen en el 

esquema. Ademas de ser una distribución límite, la normal se vincula de manera bilateral ccn las 

d1stribuc1ón lognormal Asimismo, la distribución normal estandar se relaciona con las d1st6buc1ones 

Cauchy estándar y Ji-cuadrada (gamma) mediante transformaciones particulares; y con la t de 

Student como distribución límite Por último. se venfrcara que la distribución normal sat1slace la 

propiedad reproductiva, que la diferencia de normales es normal y que puede pasarse de una 

variable normal (µ.cr 2
) a una normal estandar y viceversa. 

1. Una transformación imeal de una v.a normal es también norma! 

2. La distribución nonmal satisface la propiedad reproductiva. 

3 La diferencia de dos v.a.i normal también se d1stnbuye normal. 

4. Toda v.a. nonmal (µ,cr2) puede llevarse a la fonma estandar. 

5. Toda va. eslandar puede llevarse a nonmal (µ,u'). 

6. La d1stribuc1ón nonmal es una aproximación a la distribución binomial. 

7. La distribución normal es una aproximación a la distribución Po1sson 

8. La distribución norma! es una aproximación a !a dístribuc1ón gamma 

9. La distribución nonmal es una aproximación a la distnbución beta 

1 O La distribución normal estandar es una aproximación a la distribución t 

11 El cuadrado de una v.a. nonmal estandar se distribuye gamma. 

[3.15] 

[3.16]. [3.16bis] y [3.17] 

[3.18] 

[3.19] 

[3.20] 

[3.21] 

[3 22] 

(3 23] 

[3.24] 

[3.25] 

[3.30] 

12. La suma de cuadrados de v.a i.1.d nonmal estándar se distnbuye ji-cuadrada [3 46] 

[3.57] 13 El cociente de dos v.a i. normal estandar se distribuye Cauchy estandar. 

14. El iogantmo naturai de una v.a. lognormaJ se distribuye normal. 

15. La exponencial de una v.a nonmal se distribuye lognonmal. 

[3 64] 

[3 65) 
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La distribución t de Stuáent 

G::,./' Definición 

Se dice que una v.a. X tiene distribución t de Student o, simplemente, distribución t con 

parámetro n sí su f.d.p. está dada por 

SI -o:J<X<OO 
[2.17] 

e.o.e. 

donde n es un número no negativo. 

•!• Sobre la notación: Se suele leer que X tiene distribución r de Student con n grados de libertad. 

lo cual se puede denotar como X - 11"l· 

-3 

Distribución Norma! 

µ.<;::::. Ü,CT"'= 1--

/ ' 
/ •' 

I / 
I : 

/ : 

-2 

I .' 
f : 

I .' 
f : 

I .' 
I ' ' : / ,• 

'/ ,,,. 
/ 

-1 o 

Distribución t de Student 

.5 n = 3----
n = 1 -------

', 
\ 

'• \ 
.3\ \ 

\\ 
\ ' \ \ 

\ \ 
.2 " \ 

\ ' \ \ .. _ \ 
',' 

.1 ~ .... ~ 

2 

FIGURA 2.19. F.d p. t de Student para dlstmtcs valores del parametro n 
comparada con la f.d.p. normal estándar 
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:bJi 25 Algo de histona 

La derivación de d1stribuc1ones de probabilidad asociadas con :r y s' para muestras aleatorias de 

poblaciones normales :-J(µ,a 2) es en algún sentido el primer paso en el análisis estadístico En 

part\cu!ar, en !a mayoría de los casos prácticos \a vananza u 2 es desconocida. Así, para tener una 

idea de la vanab1l1dad de X (como una est1mac1ón de p). es necesano estimar la vananza. El 

primero en abordar esta cuestión fue W S Gosset, quien publicaba bajo el seudónimo de 'Student', 

a piincipios de 1900. El trabaio de Student permitió obtener lo que hoy se conoce como la 

distribución t. 

/ E1emplos de aplicación 

La construcción de pruebas de hipótesis y de intervalos de confianza para los valores esperados de 

distribuciones normales son las dos aplicaciones más fuertes de la distnbución 1 

Ejemplo. Sea X 1, X, .. . , X" es una muestra aleatoria de una población nonmal N(p,cr2
). Entonces 

la distribución de 

_;ex-µ) 
s 

[2.17.1] 

es t de Student con (n - 1) grados de libertad ' 4 Esto no es dificil de verificar, una vez hechas 

algunas manipulaciones Multiplicando la expresión [2.171] por un 1 de la fonna (l/o-)/(llo-) y 

haciendo un ligero rearreglo se obtiene 

n(X-p)~(X-p)l(cr/,n) 

S .S' !o- 2 

El numerador de la expresión antenor es una variable aleatona normal estándar y el denominador es 

. xL, l(n -1) , independiente del numerador. Por lo tanto, la distribución de [2.17.1 J puede 

encontrarse resolviendo el problema simplificado de encontrar la distribución de U 1-.. VI p , donde 

54 Para mayor referencia sobre S 2, vease el apartado sobre la distnbuc1ón ¡1-cuadrada St la vananza tuera 

conocida, entonces en la expresión antenor puede sustituirse el valor de a ; y en ese caso -Jn (X - µ )! rY tiene 

d1stribucion normal estándar (véase el apartado sobre la distnbuc1ón normal) Precisamente, Student quien propuso la 
expresión IX.2] como alternativa para cuando la varianza es desconocida, como sucede generalmente en la práctica 
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C - ;>-.'(O. l ), V - X2~1 , y U y V son independientes, que es precisamente la distribución t de 

Student'º 

• 

X Propiedades 

• la distribución t no tiene función generadora de momentos (al igual que la distribución Cauchy) 

porque no tiene momentos de todos lo óndenes. De hecho, si se tienen p grados de libertad, 

só10 existen p - 1 momentos. Así, una variable a!eatoria r0 , no tiene media, h.2) no tiene 

varianza, etcétera 

• Si n > 1, la media de la distribución t (E[X]) es O. Tal es la primera condición que penmite 

establecer una similitud distribución nonmalestandar (véase Figura 2.19), la cual se verifica ceda 

vez me¡or confonme el parámetro n crece 

"':>'ti Relaciones con otras distribuciones 

La distribución 1 de Student se vincula con la distribución F. Además, ante las dos propiedades 

previas. cabe e, . .crar una relación de la distribución t con la nonmal estándar y con la Cauchy. En 

efecto· 

1. La distribución normal estándar es una aproximación a la distribución t 

2. la distribución Cauchy estándar es un case especial de la distribución t. 

3. El cuadrado de una v.a. t tiene distribución F. 

[3.25] 

[3.49] 

[3.50] 

• 

20 No se abundará más en la deri1Jación de la disbibu.ción t de Studenl Sin embargo, este es un buen ejercicio de 
manejo de una transfonnación que in1Jo\ucra de dos distribuciones distintas. Así, es posible aplicar la tecmca de la 
transformacion considerando las funciones r =u 1 v I p y w ~v. Case!la y Berger presentan una exposición clara de 

esta derivacion (véase Case\~ y Berger {1990], p. 226). 
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La distribución uniforme 

~ Def1n1c1ón 

Se dice que una v.a X tiene distribución uniforme con parámetros a y b SI su f.d.p. está dada 

por 

fx (x) ~ fx(x;a,b) ~ h ~; 
cv 

si a<x<b [2.18] 
e.o.e. 

donde --co <a, b < oo. 

•:• Sobre la notación: Una forma de abreviarlo es X - U(a,b), y otra forma de leerlo es "X se 

distribuye uniformemente sobre el intervalo (a,b )".'' 

f(x.) 

' ,_, 

,,, 

FIGURA 2 20 Para valores a y b arb1tranos· (a) f.d p uniforme, (b) f.d a. uniforme 

Esta distribución debe su nombre al hecho de que su densidad es uniforme o constante sobre el 

mtervalo ( a,b) . 

.,:., Cuando los vaiores de los parámetros son a = O y b = 1 se dice que la d1stribuctón es 

uniforme estándar. 

56 Para algunos autores e! rango de la d1stribuc1ón es el intervalo cerrado [a,b]. Por tratarse de una d1stnbuc1ón 
conttnua, esto no altera en !o absoluto la funaón ele densidad 
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ill z; Algo de historia 

Johnson y Kotz [1970] consideran que, dado lo natural que resulta la distribución uniforme, 

probablemente ha sido utilizada por mucho mas tiempo del que puede infenrse de los registros 

escritos, como los que proporcionan Bayes ¡1763] y Laplace !1812] acerca del uso de la distribución. 

Un interés histórico particular se vincula con la distribución de la suma de variables aleatorias 

independientes cada una con distribución uniforme 

/ Ejemplos de aplicación 

La distribución uniforme provee un modelo útíl para algunos fenómenos aleatorios. Por e1emplo, si se 

conoce quo los valores de alguna variable aleatona X sólo pueden estar en un intervalo flntto, 

digamos "oj, y si se supone que cualesquiera dos subintervalos de [a,b] de igual longitud tienen 

la misma probabilidad de contener a X. entonces X tiene una distribución uniforme. Cuando se 

habla de un número aleatorio del intervalo [O, I] se está pensando en el valor de una vanable 

aleatoria uniformemente distribuida sobre el intervalo [O,!]. La simulación de distribuciones se 

reahza precisamente mediante la generación de números aleatorios 

X Propiedades 

••• Al ser Fx(x) ~ P[X .s x] en si misma una función de la vanable aleatoria X es también una 

vanable aleatoria (véase Capitulo 1) para la cual puede encontrarse su distlibución. Si X es una 

variable aleatoria continua, entonces Fx(XJ se distribuye uniiorme estandar 

Teorema 2,18,1 
F x(x) tiene distribución uniforme estándar 

Si X es una variable aleatmía continua, entonces Fx(XJ se distribuye uniforme estándar. 

Demostración: 

Considere Y~ Fx(XJ. Sea Gr(y) ~ P[Y :>y] Entonces 
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Gi (y)~ P[Y :S:y] ~ P[F,1 (X) :S:y] 

~ P[Fx- 1 CFx(X)),; Fx- 1 Cv)] 

~ P[X:; F,' -i (y)] 

(por ser Y continua existe y-r) 

~ Fx [F., -I (y)] 

=y 

Derivando (es decir, aplicando el Teorema 1 2) 

g,(y) ~ 1, YE (0,1). 

que corresponde a la f.d.p. de una variable aleatona uniforme estándar 

!;!;. ~ Relaciones con otras distribuciones 

Toda variable aleatoria uniforme (a, b) puede llevarse a la forma uniforme estándar y viceversa Por 

otro lado, la d1stnbución uniforme se víncula con la d1stribuc1ones exponencial y trianguiar mediante 

transformac1ones. Además, la distribución uniforme estándar es un caso especial de la d1stríbuc1ón 

beta 

1. La transformación -a !og X de una va. urnforme estándar es exponencial. 

2. La distribución unifonne estándar es un caso especial de la distribución beta 

3. Toda v.a. uniforme estándar puede llevarse a urnlorme (a,b). 

4. Una va. urnforme (a,b) es unifonme estándar cuando a~ o y b ~ L 

5. La diferencia de dos v.a.i 1.d. uniforme estándar se d1stnbuye triangular. 

[342] 

[3.59] 

[3.61] 

[3.62] 

[3.63] 

'lili 
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La distribución Weibull 

G/" Definición 

Se dice que X es una va. con distribución Weibull con parámetros a y jJ si su f.d.p. esta dada 

por 

J., (x) ~ Í.r (x;a,_B) ~ { ;11 a)* fJ xp-i · exp[-01 a)* x" 

\ 

Sl X> Ü 
[2.19] 

e.o.e. 

donde a,f}> o.s7 

FIGURA 2.21. F.d p We1bull para a= 1 y distintos valores de fJ 

El parámetro aes un parametro de escala y _Bes un parámetro de lonma.ss Como puede observarse 

en la Figura 2.21, aunque la densidad está sesgada hacia la derecha esta asimetría se reduce 

confonme el parametro .B se incrementa. 

s7 Algunos autores definen esta distribución en términos de una densidad con tres paramétros· a, j3 > O, y y:::: o 
{véase Tsokos [1972] y Ross [19BBD: a saber,f(r;a,P,¡)"" (l/a)*P.._r - y)P.-1*exp[-(l/a)*(r - #1. donde r > r A.si, 
el formato aqui presentado OJrresponde al caso especia! para r = D. Seguramente, aquellos autores que ubllzan la 
expresión biparamétnca no sólo lo hacen por s1mp!icidad, sino también por ser recurrente en la práctica, especialmente 
en la representación de tiempas de vida. Cualquier otra diferencia en la presentación de !a densidad Werbu!l depende del 
formato adoptado para la densidad exponencial 

58 8 parámetro r es un parámetro de localización o de umbral 
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ffiz: Algo de historia 

En 1951, el físico suizo Walod1 We1bull 1ntrodu10 la distribución que lleva su nombre en un articulo 

titulado "A stat1st1cal d1stnbulion funct1on of w1de appl1cability" (Una función de distribución estadística 

de amplia aplicación) como una función de densidad aplicable a vanos fenómenos físicos Weibull la 

había usado desde 1939 para representar la distribución de la fuerza interruptora de algunos 

materiales. En \a literatura rusa se le conoce como \a dtstnbuc1ón We1bul\-Gnedenk.o 

/ Eiemp/os de aplicación 

La d1stnbuc1ón Weibu!I es muy útil en !a "teoría de !a conflabH!dad" y el control de caltdad como 

modelo de falla, Es común que resulte adecuada cuando las condiciones de "aleatoriedad estricta" 

de la distribución exponencial no se satisface, Su ílex1bilidad para ser aplicada en un numero amplio 

de problemas se justifica por su relación con las densidades exponencial y Rayieign, 1as cuales son 

casos especiales de la densidad Weibull, como se verificará en el Capítulo 3 

Ejemplo: La densidad Weíbu!I como un modelo de faifa, La confiabilidad se entiende como la 

probabilidad de que un sistema o un componente funcione adecuadamente por un periodo de tiempo 

deseado s1 las condiciones de operación requeridas se satisfacen, Es decir, la confiabilidad es la 

probabilidad de que un sistema dado no fallará en su luncionam1ento por un intervalo de tiempo 

definido La distribución Weibull es muy útil para modelar funciones de riesgo 

La función de riesgo, Suponga que la variable ateatona T es el tiempo de vida de un objeto, La 

función de nesgo (hazard rafe .funct'on), hr{t), asociada con la variable aíeatoria T se define como 

P[1 :> T <l+ó T 2-1] 
hr(t) = lim ·- -

0-->0 o 

Por lo tanto, se puede interpretar a h, (1) como la razón de cambio de la probabilidad de que el 

objeto sobreviva un periodo de tiempo muy pequeño después del tiempo t, dado que objeto 

sobrevive hasta e! tiempo t. Cuando T es una variable aleatoria continua, entonces 

f 7 (t) d 
h7 (t) = --- = --Jog(l-Fr(t)) 

1-Fr(tJ d1 , 
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Se puede demostrar que la función de riesgo determma de manera única !a distnbución de T, en 

tanto que pennite obtener la función de distribución h (y en censecuencia la densidad de T, fr (1)) 

La función de confiabilidad, Al denominador 1 - F,(t) de la función de riesgo se le conoce cerno la 

función de confiabílídad (reliabiltiy funct1on) de un sistema al tiempo t y puede ser denotada como 

R(t), 

Cuando se habla de un sistema, puede tratarse de un sistema muy complejo constituido por varios 

subsistemas que se distinguen como cemponentes Para calcular la probabilidad de sobrev1vencia 

de tal sistema se requiere cenocer el compcrtamiento de la confiabilidad de cada uno de esos 

componentes, Al imciar un estudio confiabilidad, la pnmera pregunta que debe hacerse es: ¿cuál es 

la función de densidad de probabilidad que mejor describe el comportamiento de los tiempos 

aleatorios en los que falla el sistema? Precisamente, la densidad Weibull es aplicable cerno una 

función de falla cuando el sistema en estudio censiste de más de un cemponente y cuando la falla se 

debe al más serio defecto de una serie grande de defectos que pudieran presentarse en el sistema, 

Mediante la elección apropiada de los parámetros de la densidad We1bull, es posible estudiar la 

confiabilidad de sistemas complejos cuyas funciones de falla sean crecientes, decrecientes o 

censtantes. La función de confiabilidad para una razón de falla Weibull es 

T p \ 

R(t) = expl-t__ 1. para a,/J> O, t?. O 
ªJ 

y, por ende, la función de nesgo es 

hr(t) = !!._,p-i, para a,/J> 0.59 
a 

+ 

ss Para la expresión tn-paramétnra de Ja densidad Welbull (a,/3.1) R(t) ~ex{- (t-;)P J para a, /J> o y t?. y 

y hT(t) = /!_(t - r) 13-1 para a, .B> O, y r~ o. 
a 
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Por otra parte, esta d1stribuc1ón ofrece una aproximación muy cercana a la d1stnbuc1ón normal para 

ciertos valores de los parámetros Por e1emplo, se ha encontrado que ambas son prácticamente 

1dént1cas para a~ 1, jJ ~ 32589 de la densidad We1bull, y paraµ~ O 8964 y u 2 ~ 0.0924 de la 

densidad normal (véase Figura 2.22), 

f(X) ~-, 

/, ' Distnbución Nonnal \ 

' \ 
\ (µ ~ 0.8904, u'" 0.0924) 

1 
7 

I \/ 1 / 
1 

1 \A 

"') 
I \ 

I \ 
I \ 

/ \ 
I ' () ~ / Distribución Weibul! ' ' / \ 

(a" l,/1"32589) ' ' 
1) () > 10 

, 
1 ' ~ () 

FIGURA 2.22 Comparación entre una denstdad WetbuH y una normal 

t!:> <e Relaciones con otras distnbuciones 

Como ya se mencionó) 1a flexibilidad de Ja densidad Weibull para ser aplicada a un gran número de 

problemas se 1ustifrca por su relación con las densidades exponencial y Rayleigh, las cuales son 

casos especiales ésta 

La distnbuc1ón exponencial es un caso especial de la distribución Weibull 

2 La transformación x 11
P de una v,a. exponencial se d1stnbuye We1bull 

3. La tr~sformación xP de una v.a. Weibull se distribuye exponencial. 

4 La distnbución Rayleigh es un caso especial de la distribución WeibulL 

[3 32) 

[3.38) 

[3.39] 

[3.67] 
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Otras distribuciones univariadas continuas 

La distribución arcoseno 

,;e.r Definición 

Se dice que una v.a. X tiene distribución arccseno si su f.d.p está dada por 

SI Ü<x<l 
[2.20] 

e.o.e. 

3 5 . 

J 

2 s -

- l5. 

05-

o 01 02 03 04 os 06 07 08 09 1 

F!GURA2 23 F.d.p. arcoseno (co"npare con la Figura 2 9 para a= b = 1h) 

Esta distnbución debe su nombre a que la función de distribución asociada a [2.20) es 

/ Ejemplos de aplicación 

1-
Fx(x)=P[X5x]=(2hr)sen- ·,x. 

Ejemplo. La distribución arcoseno surge de manera interesante en la teoría de las "caminatas 

aleatorias". Suponga que una partícula se mueve a lo largo de la recta real con pasos de longrtud 

unitaria, empezando desde el cero, siendo igualmente probable dar un paso hacia la derecha 

(creciente) o hacia la izquierrla (decreciente). Sea T2. la variable aleatoria que denota el número de 

veces en los primeros 2n pasos para las cuales el punto es en el intervalo O a 2n inclusive en al 

momento de concluir un paso. Entonces 
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La razón T2" !(2n) puede ser interpretada como la "fracción de tiempo transcurnda en la parte 

pos1t1va de la recta real' Conforme n -? oo, la distribución limite de 72" /(2n) es la distribución 

arcoseno: es decir, 

t1:> <¡, Relaciones con otras distribuciones 

• La distribución arcoseno es un caso especial de la distribución beta, [3 58] 

La distribución Laplace 

W" Definición 

Se dice que una v,a, X tiene d1stribuc1ón Laplace o doble exponencial con parámetros a, y a, 

si su f,d,p, está dada por 

donde 0:1 , a2 > O . 

.:• Para esta distribución se considera pertinente presentar en pnmer plano la comparación entre 

las expresiones que utilizan distintos autores, ya que, a pnmera vista, ninguno de los textos 

consultados coincide con la expresión [221] que presenta Leernis en su articulo, 

o Casella y Berger [1990] presentan también una e<pres1ón biparamétnca de Ja densidad doble 

exponencial fx(x;µ,u) como, 
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f ( J -x-µiG 
x x;µ.G) =? - ·e 

_a-
para -c:t:; < x < ::r.:i. -:::e < µ < ::o. <7 > O [2.211 

Cabe recordar que Casella y Berger ut1l1zan la misma expresión de Leemis para la densidad 

exponencial lf(x; /,) = W.*exp[-x//.)) Sin embargo, aunque Mood et al. [1974] presentan la 

expresión alternativa lf(x; a)= X•exp[-J.x]) también utilizan la expresión [2.21'] para definir la 

densidad Laplace o doble exponencial. 

Si se · • • ' cr, = a, = a en la expresión [2.21] de Lee mis se obtiene la densidad Laplace como 

la definen, Casella y Berger y Mood el al en [2.21 "] con parametnos µ = O y O" = a. Como la 

condición es que C5 > O se valida que a, y a, son mayores que cero, como se habia 

estadecido." 

• 

• Ross [1988] presenta una expresión uniparamétrica fc(x;J,) para la densidad Laplaciana· 

f 
1 -/. r 

-,-(x;J.)=-).·e 
2 

para -ce <x <Xi, )~~O [2.21'] 

Considerando que Ross utiliza Ja expresión/(x: J.)= J.•exp[-J.x], para x >O y;¡> O, en lugar 

de /(x; J.)= !/J,*exp[-x/;t] , también para x >O y X> O, como lo haría Leemis, puede 

decirse que la expresión [2.21] se corresponde con la expresión [2.21 "}tomando también J.= a . 

• 

Por io tanto, Ja expresión [2.21] define una densidad Laplace o doble exponencial con media 

cero (y en ese sent;cto puede verse como un caso particular de [2.21 '] y [2.21 "]) cuya 

construcción involucra dos variables aleatorias exponenciales con parámetros a, y a, {y en 

este otro sentido puede verse como un caso mas general) Sobre la relación entre las 

distribuciones exponencial y doble exponencial se habla a continuación. 

so En su artículo, Leemis no aclara de! todo los rangos de los parametros. 
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----~--- ---8--------:-:0 .. o=-~-----
o 
X 

05 
U¡"'U2"' J 

o 25 

==-__ -_ -___ --------&-------===== 
-] -2 -1 

X 

FIGURA 2 24 F d.p Laplace o doble exponencial para distintos valores de a= a 1 = a2 

X Propiedades 

º Casella y Berger [1990) expresan que la dislnbución doble exponencial se obtiene reflejando la 

distribución exponencial con respecto a su media 

• Ba10 la expresión [2.21'], la doble exponencial provee una distribución simétrica con colas 

gruesas (mucho más gruesas que aquellas de la normal), pero retiene todavía todos sus 

momentos, de hecho E[X] =µy Var[X] =2a2
. 

• La distribución doble exponencial no tiene forma de campana; de hecho tiene un pico (o, más 

formalmemente, un punto en el que no es derivable) en x = µ. Al tratar analíticamente con esta 

distribución es importante recordar este punto. El signo de valor absoluto puede ocasionar 

problemas al integrar; es mejor dividir la integran en regiones alrededor de x = µ. 

'<;:.<:o Relaciones con otras distribuciones 

1. La diferencia de dos v.a i. exponencial se distribuye LaPlace. 

2 El valor absoluto de una v.a LaPlace se distribuye exponencial. 

[3.40) 

¡3 41) 
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La distribución /ognormal 

GV Oefmic1ón 

Se dice que X es una v.a. con d1stribuc1ón /ognonnal con parámetros µ y u 2 s1 su f d.p. está dada 

por 

, J ~- exp{- (lo~_e_X:~ µ)_' \ 
fy(x)=f,(x;µ,cr)=1x 2nu 2u· J 

[o 

SI X> Ü [2.22] 61 

e.o.e. 

donde -oo < µ < oo y u> O. 

008 

µ=O.o0 =t o°' - µ""25,c-'<=22 
~ 04 -

~ 00.t -

10 15 

FIGURA 2.25. F.d p. lognormat para d1stmtos valores de u y u 2 

\\:> ~ Relaciones con otras distribuciones 

la distribución lognonnal recibe su nombre del hecho de que el logantmo natural de una variable 

aleatoria con esta distribución se distribuye nonnal (Nota: NO se está diciendo que la distribución 

lognonnal se obtenga de aplicar el logaritmo natural a una variable aleatoria normaD. Por otro lado, 

como el logaritmo de un producto es la suma de los logaritmos, la distribución lognonrnal 

implícitamente satisface la propiedad reproductiva. Así, en el Capitulo 3 se verificará que: 

51 Esta expresión no es !a que presenta Leemis en su articulo. Se optó por ella porque es la que se presenta en la 
literatura revisada y además porque es la que resulta convemente para demostrar !a relación que guarda con la 
d1stribuC1ón normal. Leemls define la distnbuaón lognorma1 como: 

{ 

l { log.(x/a¡'} 2 ~~exp - ~ 
fx(x)=fx(x;a.P )= ;·,2:cft 2p-

Si X> Ü 

e.o.e. 
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1. El logantmo natural de una v.a. lognormal se distribuye normal. í3 64] 

2 La exponencial de una va normal se distribuye lognormal [3 65] 

3 El producto de va 1 1 d con distribución lognormal es :amb1én lognormal [3 66] 

La distribución Rayleigh 

w-- Oefm1c1ón 

Se dice que X es una v.a. con distribución Rayleigh con parámetro a si su f.d p está dada por 

para a> 0.62 

l 25 

~ o 75 
5 
" o 5 

o 25 

o-· 
o 

a= 1/2 

2 

SI X> Ü 

e.o.e 

o 75 

¿ 05 -

o 25 

o ------- ------

º 

FIGURA 2.26 F.d.p Ray!e1gh para dlsbntos valores de a 

[2.23] 

a= J 

¡¡¡¡ 

62 la d1stribuc1ón Rayle1gh es otra de tas d1stribuCJones cuya presentación difiere en la literatura En algunas fuentes el 
formato de la f.d.p Rayleigh depende del formato adoptado para la f.d p exponencial: de tal suerte que si el parámetro a 
se mane¡a en térmmos de su ln-verso (1/ a*expl-xfa1}, \a dens\da::l Ray!e1gh esta dada por f(x,a) = xia*exp[-x2!2a], 
de donde se infiere que Casella y Berger [1990] presentan el caso particular para a= l. En cambio, s1 el maneJO del 
parámetro a se hace de manera directa {Wexp[-a·x]) entonces la densidad Raylelgh se presenta comof(x;a) = 

a·x*exp[-a·x2/2], como Jo hace Ross [1988] Sm embargo, Mood et al -pese a considerar también este último formato 
de la densidad exponencial- la definen como f(x;a) =o (lla 2)x*exp[-Y2(x/a)2

], x > O y a> O Por su parte, 
Mendenhal! et al. [1986], as\ como Tsokos [1972] comciden con Leernts en cuanto al formato de la densidad Rayle1gh 
(asi como en el formato de Ja densidad exponencial). Como se ve:ificará al momento de abordar la relación entre las 
d1stnbuclones exponencial y Rayle1gh, las vanac1ones dependen de la transformación considerada 
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/ E1emplos de aplicación 

Ejemplo. Un problema que penrnte derivar esta distribución y darle una intecpretación es el s1gwente. 

Para localizar un objeto en el plano xy, se detenrnna su distancia al origen mediante la fónmula de 

Pitágoras r = x2 +y', donde x y y son las coordenadas rectangulares (x.y) del objeto de interés. Si 

se considera este objeto como un punto aleatorio en el plano (){,Y), y si se supone que las 

coordenadas rectangulares Xy Y son v.a nonmales con parámetrosµ= O y a' = a!2, entonces 

R = x' +y' tiene distribución Rayleigh. 

• 

Ejemplo. La distribución Rayleigh es importante en la teoría del sonido y sirve ademas como modelo 

del tiempo de vida de un articulo (algún componente electrónico, por ejemplo) Esta última aplicación 

se inserta dentro de la teoría de Ja ccnfiabílídad. Así, la distribución Rayle1gh, cerno caso especial 

que es de la distribución Weibull, al igual que la distribución exponencial, es útil para modelar 

funciones de riesgo.s3 

A continuación se ilustra cómo se obtiene la función de distribución Fe a partir de la función de 

riesgo h.(t). Considere que una variable aleatoria T tiene una función de nesgo lineal. 

h,(1) =a+ bl, 

entonces su función de distnbución está dada por: 

Fr (1) = 1 - exp [-at-br/2], 1 <:o 

Calculando la denvada de esta expresión se obtiene que la densidad de T (véase Teorema 1.2 del 

Capítulo 1 ¡· 

fr(l)=(a+ bt) * exp [-at-br/2], 12: O 

Cuando a= o y b = 21 a, la expresión anterior conesponde a la función de densidad Rayle1gh . 

• 

63 Para mayor referencia sobre !a teoría efe la confiabiháad, funciones de riesgo y modelos de falla puede consultar los 
Ejemplos de aplicación dentro del apartado de la distribuaon We1bu1l 
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~ ~ Relaciones con otras d1stnbuciones 

La distribución Rayleigh se vincula de manera bilateral con la d1stnbuc1ón exponencial mediante 

transformaciones Además, es un caso especial de la d1strlbuc1ón Weibull 

1. La raíz cuadrada de una v.a exponencial se distribuye Rayleigh 

2 El cuadrado de una va. Rayle1gh se distribuye exponencial. 

3 La distribución Rayle1gh es un caso especial de la distnbución Weibull 

La distribución triangular 

G.J' Definición 

Se dice que una va. X tiene distribución triangular si su f.d.p. está dada por 

Íl--:-x sr -l<x<O 

f,.(x) ~ 11-x SI o :5 X <1 [2.24] 64 

[O e.o.e 

¡, l~) 

- -- ------0------- - -

-2 o 

FIGURA 2 27. F d p triangular 

[3.36] 

[3.37] 

[3.67] 

" 

&4 Esta es Ja expresión presentada por Leem1s Es una d1stribucion nada común en la literatura Johnson y Kotz [1970] 
presentan otras densidades triangulares dentro de su apartado sobre la dlstnbución umforme [Véase Johnson y Kotz 
[1970]-2. p 641 
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Como puede observarse, esta distribución debe su nombre a la forma de su función de densidad La 

expresión [2.24j es la que presenta Leem1s en su articulo Sólo se encentró referencia a la 

d1stribuc1ón triangular en Johnson y Kotz [1970). Estos autores presentan otras densidades 

triangulares dentro de su apartado sobre \a distnbuctón uniforme 

'l:> ~ Relaciones con otras dis!ribLJciones 

• La diferencia de dos v.a.i.i.d. uniforme estandar se distnbuye triangular. [3.63] 

• 

En el capitulo siguiente se verificaran todas y cada una de las relaciones entre las distribuciones 

expuestas aqui, de acuerdo al orden asignado por el número entre ccrchetes. Como se vera, cada 

una de las relaciones se describe con mayor detalle. 
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RELACIONES ENTRE LAS DISTRIBUCIONES 

En este capitulo se presentan a detalle 68 relaciones entre las distribuciones introducidas en el 
capitulo previo, las cuales fueron enumeradas al finalizar la exposición de cada distribución; 12 de 
estas relaciones no se encontraban en el esquema original de Leemis, sino que fueron incorporadas 
a lo largo del desarrollo de este trabajo Este es un capitulo práctico y sintético se aboca a venf1car 
todas y cada unas de las relaciones aplicando los resultados expuestos en el Capitulo 1, y haciendo 
uso de la información sobre las distribuciones que se presentó en el Capitulo 2 Así, se recogen aqui 
las tres técnicas expuestas en el Capitulo 1, así como el Teorema del Límite Central presentado en el 
Capitulo 2 (dentro de la seCC1ón de La distribución norma~. 

La técnica de la transformación abarca los Resultados 1 1 a 1.8, para el caso urnvanado, y el 
Teorema 1.8 para el caso bivanado, a partir del cual puede obtenerse una densidad marginal. La 
técnica de la función de distribución está presente en los Resultados 1.9 a 1.17 (y recuerde que está 
presente también como un insumo de la técnica de la transformación), pero aqui no se utilizan todos 
ellos. La técnica de la función generadora de momentos se aplica mediante el Resultado 1.18 
cuando se tiene que ver con la suma de variables aleatorias independientes e idénticamente 
distribuidas o bajo una misma distribución con parámetros distintos. El Teorema de Límite Central se 
utiliza para verificar las aproximaciones de distintas distribuciones a la d1stribuc1ón normal 

Asimismo, para probar algunas de las relaciones se hace uso de relaciones verificadas previamente 
o a ver1f1car más adelante, lo cual re~eja la interrelación que existe entre las distribuciones Además, 
en una buena parte de los casos la aplicación de cada técnica va acompañada de "trucos" y 
desarrollos algebraicos que requieren de un poco de paciencia para seguirse. También es recurrente 
el uso de varias propiedades de la función gamma (véase ANEXO 1 6) 

El orden de presentación de las 68 relaciones responde a un criterio de bloques Se verifican primero 
las relaciones entre las dis:nbuc1ones discretas, para después pasar a los casos continuos. A su vez, 
dentro de los bloques discreto y continuo se eligieron distribuciones a manera de "centros" en torno a 
los cuales se vinculan las otras distribuciones. Así, se abrieron 14 seCC1ones: 4 cuyo centro es una 
distribución discreta; 8 cuyo centro es una distribución continua; y 2 que concentran "otras 
relaciones" que por cuestiones de secuencia se consideró conveniente aislar. Puesto que toda 
relación consta de una distribución "origen", una distribución "destino" y un conjunto de condiciones 
que las vinculan, en general, se procuró que cada relación quedara dentro de la sección de la 
distribución "destino". Al final de cada apartado se especifica la ubicación de todas aquellas otras 
relaciones que involucran también a la d1stnbución en cuestión, pero que están en otra sección. 
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RELACIONES CON LA DISTRIBUCIÓN BINOMIAL 

[3.1] 

Demostración:. 

Binomial (Lp) = Bemoulli (p) 

"[]na v.a. con distribución binomial (1, p) es una Bernoulli (p)" 

("La distribución Bernou!li (p) es un caso especial 
de la distribución binomial (n,p) cuando n = !") 

Sea X - binomial (n, p ). Basta sustituir directamente el valor n = 1 en la i.d.p binomial (n, p) y 

observar que G l sólo tiene sentido para X= o ó 1, y que en ambos casos e)= l. Así 

'1¡ f, (x) = f, (x:l, p) = lx Jp'(l- p)'·• X= Ü,l 

=p'(l-py-' 

que corresponde a la f.d.p. Bemoulli (p). 

• 

Otra forma de obtener este resultado es mediante la función generadora de momentos, como sigue. 

La función generadora de momentos de una variable aleatoria X con d1stribuc1ón binomial (n, p) es: 

Mx(t) = (q~ pe')", donde q = 1 -p. 

Cuando n = 1 la expresión anterior queda corno M, (1) = ( q +pe') que es la función 

generadora de momentos de una variable &leatoria con distribución Bemoulli (p). 

•• 
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[3.2] 

" 
L:Bemou\h(p) - Binomial (n.p) 

"La suma de n v.a.i.Ld. Bernou/li (p) se distribuye binomial (n, p)" 

Demostración 

Sean X,, X,, ... , X,, v a.1.i d. Bemoulli (p). Definase Y~ °)'X,. Como cada X, sólo puede tomar 
¡=] 

valores O ó 1,1 entonces la nueva vanable aleatoria Y puede tomar los valores y~ O. l. ... n. 

Aplicando la Técnica de fa función generadora de momentos vía el Resultado 1 18· 

" My(t)~ CTMx,(f) 
<=\ 

' ~ [1(q+pe') 
l=l 

~(q+ pe')' (ya que ia expresión ( q + pe 1
) no depende de z) 

que corresponde a la función generadora de momentos de una variable aleatoria binomial (n, p) 

No es dificil apreciar la valía de la aplicación del Resuftado118 en este caso Basta 

calcular P [Y~ y] a pie para n = 2; es decir, P [X, +X,= y]. Para ello, observe que el 

evento {X, +X,~ y} puede escnbirse como la unión de los eventos a1enos {X, = k, X, =y - kl, 

' Interesan los valores de X, para los cuales su f.d.p, fr, (x). es pos1t1va ya que con ellos se determinan los 

valores de la nueva vanable aleatoria Y para los cuales fv (x) también es pos1t1va, es decir el rango de Y 
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para O o> k o>y. Como cada X, es Bemoulli (p), Y puede tomar los valores y= O. l. 2 Ademas, 

como X 1 y x2 son independientes entonces: 

Para y= O 

Para y= 1 

Para y= 2 

p¡x, 7x, =O]= P[X, =O.X,= O] 

=P[X,=O]·PIX,=O] 

=(1-p)·(l-p) 

= (1 -p)' 

P [X, +X, = l] = P [X, = O, X,= l] + P ¡x, = l. X, = O] 

=P[X, = 0)-P[X,= l] + P[X, = 1)-P[X,= O] 

=p·(l -p)+p·(l-p)-p 

= 2-p(l -p) 

P[X, 7 X,= 2] = P[X, = 1,X, = l] 

=P[X,=l]·P[X,=IJ 

=p·p 

=p:! 

Para y,; O. l. 2 P[X, +X,= y]= O 

Los resultados [3.2.1a] a \3.21d] pueden resumirse mediante la expresión: 

P[X,+X,=y]= G,)p 2(1-p) 2
-Y 

=O 

que corresponde a una f.d p. binomial (2, p) 

si y=0,1,2 

e.o.e. 

[3.2 1 a] 

[3.2.1b) 

[3.2.1c] 

[3.2.1d] 

Así, tomando como base el desarrollo antenor y aplicando un proceso de inducción sobre n se 

podría probar también la relación [3.2]. Resulta más sencillo aplicar la Técnica de la función 

generadora de momentos (¿o no?). 

++ 
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'Z Relaciones de la distribución binomial con e/Ja misma 

[3.3] 

,, 
I,B1nomial(n,p) ~Binomial (mn,p) 

1 

"'La suma de m v.a.i.i.d. binomial (n,p) se distribuye ta:nbién binontia! (mn.p)" 

(La distribución binomial satisface la propiedad reproductiva) 

Demostración 

Sean X,. X, .... , Xm v a.1 i.d. b1nom1al (n. p). Definase Y~ ¿x, Observe que la nueva variable 
,w\ 

aleatoria Y puede tomar los valores y ~ O, l. .. , mn Aplicando la Técnica de la función 

generadora de momentos vía el Resultado1.18. 

m 

M, (t) ~ n Mx,(t) 
r=l 

m 

~ n(q+pe')" 
1=1 

(ya que la expresión (q + pel)n no depende de 1) 

que corresponde a la función generadora de momentos de una variable aleatoria binomial (mn,p). 

La relación [3.3] puede general12arse a m v.a.i i.d binomial (n,, p), como se expresa en [3.3bis], 

que puede demostrarse también mediante la Técnica de la función generadora de momentos 
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[3.3 bis] 

"' í"' 1 L::Binomial(n,,p) - Binomial In .pj' 
1 \1=1 

"La suma de m v.a.Lld. binomial con parámetro n 1 , i = 1, 2, ... , m, y parámetro común p 

se distribuye también binomial con parámetro la_suma de Jos n 1 y parámetro p" 

Demostración 

m 

My(tJ=DMx,(t) 
1=1 

= TICq+ pe')"' 
1=! 

Ir., 
t 1=\ 

=(q+pe) 

que corresponde a la función generadora de momentos de una variable aleatoria binomial [~ n .• p J 

• 
Una fonma de interpretar este resultado es considerar a cada X. como el número de éxitos 

obtenidos en n1 ensayos 2 Así, X 1 +X" -+ ... _¡_ Xm será e! número de éxitos obtenidos en 

121 + n1 + .. + nm ensayos. 

la demostración de [3.3bis] puede hacerse a pie siguiendo un razonamiento similar a aquel descrito 

en la segunda parte de la verificación de la relación [3.2], y usando la relación 

(ni +n, IJ= f'("1if "0 ) , para el caso de 
( y w,,kJV-k 

m = 2, en el procedimiento de inducción que requiere 

seguirse. 

2 Véase Ejemplos de ap/!cación dentro del apartado dedicado a !a d1stnbución binormal para mejor o:imprenslón de 
este contexto. 
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[3.4] 

p=!!l, n:; _,"" 

H1pergeométnca (n . n2, n3) -~º~· --~ Binomial (n2,p) 

••La distribución bino1nfal (n1, p) puede ütilizarse como 

una aproximación de la distribución lzipergeométrica (n1, n 2 , n3) 

cuando p = n/n3 y n3 es suficientemente grande" 

Demostración Con el fin de proporcionar después una interpretación de este resultado dentro del 

contexto del control de calidad (véase E1emplos de aplicación de la sección 2.5), se considerará que 

Sea X una va. hipergeométnca (D. n, N). Definase p = DIN (proporción de articulas 

defectuosos en el lote), entonces D = N p Así, la f.d.p. de X está dada por: 

í•\p lrN -Npl 
, \x)\n-x) 

f,(x)=fr(x,D.n,A)= --- -Í--\--
1V I 

x=O,l, .... min(D,n) 

\, n) 
(Np)!_ ilo!~_N_p_)'c_ __ 

(Np_-~)'x~_KA'_::: Np)_=-(n - ~!in- x) 1 

.\" ! 

(N -- n)!n! 

= (:'!.='1)'n!. _(Np)_' _ _ (N-NP)_ 1 __ _ 

N' (Np-x)'x' [(N-Np)-(n-x)]!(n-x)! 

Reagrupando 

n' (Np)' fv(x:D.n.N)= 
(n-x)'x' (.Vp-x)' 

(N-Np)' 

[(N-Np)-(n-x)]! 
(N -n)' 

N' [3 41] 

Con el fin de s1mpl1frcar se procederá a desarrollar los últimos tres !actores de la expresión !3.4.1] 
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Para el segundo factor observe que 
.X.-té..-m1"0S 

(Np)' _ :Vp(.Vp-l)(Np-2) ... (Np-(x-I))(Np-x)' 
(:\p-x)'- - - - (.;.;;-=_;)! - ---

= :\p (:\p-1) Uvp - 2) ... (Np- (x-1)) ,_, 
= .\p[N(p-t )][N(p- ~.) ... A.(p- '¡')] = N' fI (p-: l í3 4 2] 

·=(, 

Análogamente para el tercer factor: 
,--~~~~~~__;.~~~~~~~~ 

. __ (.'Y~-.ivp)! __ = (N -Np)(N-:_Np-l)(N :-_iY.E-2) ... (N-Np-(n-x-l))(.\ -.\p-(11-. 
[(N-Np)-(n-x)]' (N-Np-(n-x))i ___ -- -

= (N -lvp) (N -Np-l)(N -Np-2) ... (A' -Np-(n- x-1)) 

= {N(J- p)}{N[(l - p)- ~ ]}{:V[(l - p)- ;J} ... [N[(l - p)- ·-,-•]} 
11-.:<-I 

= _w-· fI[(!- p)-J;J 
, .. o 

De manera más inmediata para el cuarto factor: 

(:V-n)! __ (N=_n)_' _______ _ 
,., /','(.\' - !)(X - 2) ... (N -(n- l))(N - n)! 

1 ¡ 

N[N(I-Jc)][N(J-f)] ... [N(l-";'lJ= flN(l--(o) = wfi(l-i) 

'"'º ,,,_o 

Recogiendo los resultados [3 4.2), [3.4.3] y [3.4.4) y reagrupando se tiene que: 

(n) _-,..,rx · 1V"-~ 
f_.(x:D.n,N)= x . 

N" 

x-I 11-;r-l 

IlCP-fJ· IlW-p)-tJ 
'-"'º - - - ,,,_q 

~· fI[I- < l 
10.0 

[34.3] 

¡34.4] 

Se está ya en condiciones de obtener lím fx(x;D,n,N), lo cual se hará calculando lím de cada 
f,'->«> ,., ..... o: 

uno de los cuatro factores de esta última expresión. Así. 

(n) (n) • lim = 
s_.,,, X X 

(ya que este factor no depende de Aj 
,_, 

0 }~ficp-~l=fi1im(p-~)=rr·-· _ • 
~ ~·- P-p 

e • n-.:<-J n-;r-1 ,,,_o 
hm rr n . . o-:-1 
'-• oeO [(l-pJ-;1-J=,.;¡ I1l'![(l-p)-,0]=fl(l-p) =(I-p)"-: . ~ ,~ 

limfIN(l-.c)=i 
"-+<:e .\ 

1-0 

[3.4.5] 

[3.4.6] 

[3 4.7] 

[3.4.8] 
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Finalmente, reuniendo los resultados [3 4.5] a [3 4.8] se obtiene 

lím J ,· {x;D,n,N) e(" '¡Jp' (1- p)'' 
\---;"' X 

que corresponde a la f.d.p binomial (n,p) Por lo tanto, para N grande y pe DIN 

/, (x;D.n,N) ~ ( "Jp' (1- p)"", X e O.U ... . n 
\X 

• 
Una forma de 1nteipretar el resultado anterior es la siguiente. Considere la aplicación vinculada con 

el control de calidad para la distiibución hipergeométrica que se expuso en el capitulo 2' Por la 

naturaleza del expenmento, obseNe que la extracción de la muestra de tamaño n se efec\ua sin 

reemplazo. Así, la probab1l1dad de seleccionar un artículo defectuoso varía (disminuye de hecho) de 

una extracción a otra, siendo esta probabilidad D-i·•)¡;_,+1 para el i·és1mo artículo defectuoso que se 

mcorpora a !a muestra, l ;;. i:::; n, 

Por otra parte, se puede pensar el mismo ccntexto en términos de la d1stríbuc1ón b1nom1al. Para ello 

considere que seleccionar un aifícufo defectuoso representa un éxito. Al 1r seleccionando los 

artículos del lote se irá integrando una muestra. Observe que (y he aquí la clave) que en el contexto 

de la d'1stribución binomial la selección de la muestra es con reemplazo, porque la probab1i1dad de 

seleccionar un articulo defectuoso permanece constante de una extracción a otra siempre es p Más 

aun, en este caso, esa probabilidad es la proporción de artículos defectuosos en el lote ,, , 4 

La relación [3.4] expresa que cuando el tamaño de la muestra (n) es suf1c1entemente grande, la 

probabilidad de seleccionar un articulo defectuoso dentro de la muestra de tamaño n es la misma. 

tndependientemente del esquema de muestreo que se aplique; es decir, ya sea con reemplazo 

(d1stnbuc1ón binomial) o sin reemplazo (distribución hipergeométrica) 

3 Véase Ejemplos de aplicación dentro de la sección dedtcada a la dtstnbuoon tupergeométnca en e'. Capttulo Z 
{sección 2 5) 

4 Piense en términos de la wobab!l\dad clB.sica casos favorables (número de arttcu\os defectuosos, D) entre casos 
totales (número de artículos en el lote, N) 
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[3.5] 

Beta-binomial (nr, n2• nJ) -~--_, Blnomjal (11 1.p) 

"'La distribución binomial (n 1,p) puede utilizarse como 

una aproximación de la distribución beta-binomial (11 1, n 2, n3) 

cuando p = n2/n3 y rz 3 es suficientemente grande" 

La demostración de esta relación está pendiente. Desarrollando cada una de las combinatorias en la 

expresión de la densidad beta-binomial se obtiene. 

( n3 +x-1¡( n, +n3 -x-1) 

_ . 1\ X )'\ n 1 - X 
j 1 (x)-f,.(x.n,.n3,n3 )= - --·r··- --- ----·,- . x=O,L. .. ,n, 

n,~n,+n3 -l: 

\ n: ) 

n1! (n, +n3 :-x:-1) 1
• (n3p+x-l)! _ (nJl'.+l):-1)' 

\n1 -x)!x! (n3 -l) 1 (n3p-l)! (n3(p+l)+n1 -1)! 

de donde puede identificarse r 111 l como primer término. Es posible realizar un desarrollo similar al 
,x) 

de la demostración de la relación [3.4], sin embargo la dificultad para llegar a la expresión de la 

densidad binomial radica en que se tiene el término (1 + p), en lugar de (1- p). 

• Otras relaciones con la distribución binomial 

Véase también [ 3.7] en la sección Relaciones con la distribución Poisson. 

Véase también [3.21] en la sección Relaciones con la distribución normal. 
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RELACIONES CON LA DISTRIBUCIÓN POISSON 

e Relaciones de Ja distribución Poisson con eila misma 

[3.6] 

' 
IP01sson(µ)....., Poisson (nµ) 

l 

"La suma de n v.a.i.i.d. Poisson (µ)se distribuye también Poisson (nµ)" 

(La distribución Poisson satisface la propiedad reproductiva) 

Demostración 

Sean X,. x, ... . X, v.a.i.Ld. Po1sson (µ) Definase Y= ¿x,. Corno la f.d.p. de cada X, es 
1=1 

positiva para los valores x, ~ O, !, 2, .. , el rango de la nueva vanable aleatoria Y está 

conformado también por los valores y= o, l, 2. ... Aplicando la Técnica de la función generadora 

de momentos vía el Resultado 1 18 

M, (t) == fI .Mx (!) 
1=1 

=TI exp[µ(e' -!)] 
,,.¡ 

( ' } ~ expl~µ(e' -1) 

=exp{nµ(i -l)j (ya que la expresión [µ(e 1 -1)) no depende de i) 

que corresponde a la función generadora de momentos de una variable aleatoria Poísson (nµ) 
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La relación !3 6] puede generalizarse al caso en que el parámetro de la d1stnbución Po1sson de las 

X. no fuera el valor comun µ, sino que X,, X, . ... , X" fueran v.a.1 con distribución Po1sson (µ ,). 

Esto se expresa en [3.6b1s], la cual puede demostrarse también mediante la Tecnica de le función 

generadora de momentos 

[3.6bis] 

"'La suma de n v.a.i.Ld. Poisson con parámetroµ,, i== 1, 2, ... , n, 

se distribuye también Poisson con parámetro la suma de losµ," 

Demostración: 

M l (t) = fr M X, (1) 
,.¡ 

= frexp!µ, (e'-!)] 

r .. 1 
=expl~µ,(e' -l)J 
=exp{(e' - l)t,µ,} 

que corresponde a la función generadora de momentos de una variable aleatoria Po1sson (t.u. J . 

• 
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La demostración de la relación [3 6b1sj puede hacerse a pie mediante un proceso de inducción, 

s1gu1endo un razonamiento similar al descrito en la segunda parte de la venf1cac16n de la relación 

[3 2j y recurriendo al Teorema del 81nom10 s A continuación se presenta la demostración de [3 6b1sj 

para n ~ 2 con el fin de exhibir el nuevamente el valor de la Técmca de la función generadora de 

momentos Sea Y~ X, +X,, entonces la Ld,p, de Y esta dada por 

para y = 0. L 2,. 

r , l =P¡ º{X1 =k,X2 =y-k}~ 

= IP[X¡ =k,X, =y-k] 
k=O 

= IP[X 1 =k]P[x, =y-k) (aplicando que X 1 y X 2 son independientes) 
k=O 

,_, 
µ2 -µ, __ ,_e -

(y-k)! 

(mult1plicando )' d1v1diendo por y1) 

(por el Teorema del Binomio) 

que corresponde a la f,d.p. de una variable aleatoria Poisson (µ, + µ,) 

s El Teorema de! Bmom10 establece que st n es un entero positivo y a y 6 son dos números reales, entorices 

(a+br = f(n)\akbn-k 
k=O\ k 
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• La distribución Poisson como distribución limite 

[3.7] 

Demostración: 

Binomial (n,p) Poisson (µ) 

"La distribución Poisson (µ)puede utilizarse como 

una aproximación de la distribución binomial (n, p) 

si µ = np y n es suficientemente grande', 

Sea X una v.a. binomial con parámetros n y p, tales que n es suficientemente grande y p 

suficientemente pequeña corno para que np adopte un tamaño moderado. Definase µ ~ np. 

Entonces, la f.d.p. de la v.a. X esta dada por· 

X= Ü,J, .... n 

: n(n_-1)_, .. (n -(x- l))_(n-:_x)_I. (f'.)'(i -µ)M 
(n-x)!x! n n 

_n(n-1) ... (n-(x-l)) µ' (1-~)" 
- n' -;) \!::_~Y 

Como µ es un valor moderado se tiene que-



lim n(n-1) .. (11-x+l) =I 

n 

Por lo tanto, cuando n es graride y µ = np moderada 
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es decir, la f.d p. de X se aproxima a la f.d.p de una variable aleatoria Poisson (µ). 

Una forma de interpretar e! iesultado anterior es considerar una situación en la que se realizan n 

ensayos independientes Bemoulli, cada uno de los cuales resulta en "éxito" con probabilidad p' 

Entonces, cuando n es suficientemente grande y p suficientemente pequeña como para 

hacer µ = np moderada, el número de éxitos que pueden ocurrir en los n ensayos es 

aproximadamente una variable aleatoria Prnsson con parámetro µ = np 

Finalmente, observe que np es el valor de la media (E[X] = np) de una variable aleatoria con 

distribución binomial (n, p) y recuerde también. que el parámetro µ es el valor de la media para 

una variable aleatoria con distribución Po1sson (µ). 

s Vease E;emp/os de apl1cacrón dentro de la sección dedicada a la d!stnbucióri binomial en el Capítulo 2 (sección 
2 2) 
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[3.8] 

Binomial negativa (n, p) Poisson (11) 

"La distribución Poisson (µ)puede utilizarse con10 

una aproximación de la distribución binonzial negativa (n,p) 

si µ = n(l -p} y n es suficientemente grande"' 

Demostración: {se adoptara un procedimiento análogo al que se siguió para demostrar [3 lj) 

Sea X una v.a. binomial negativa con parámetros n y p, tales que n es suficientemente 

grande y p suficientemente pequeña como para que n(I - p) adopte un tamaño moderado 

Definase µ= n(l -p). Entonces, la l d.p. de X está dada por 

(n+x-1)! "(! )' fx (x)= fx(x;n,p)=----p - P 
(11-l)!x! 

x=O,L. ... n 

=(~n+:_{)~~i (1-~J[1-(1-~)l 

= (n + x- l)(n + x-2) . .. (11+1)11(11-l)!. (1 _ ii'T1 _ (1 _ µ)l¡' 
(n-l)!x! nJ L \ n _ 

= (n+x_-::'.J1n+,<_=.2L·_(n_+l)n. µ' ·(!-µ)" 
nr X~ n 

Corno µ es moderada se tiene que: 

lim (n + x- l)(n+ x_-:-_2!_.,,<17_"':_12 ~ = 1 
n-~ nr 

Por lo tanto, 

• - -µ ,Ur f,(x,n,p)- e -·- , 
x! 

( 'In 

liml ¡_!1 ! 

,,_,,."'!\. n) 

para x=O, 1.2, .... 

==e-,, 
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Es decir, la f d,p de X se aproxima a ia f,d p de una variable aleatoria Po1sson con 

parámetro µ ~ n(I - p) cuando moderada 

Como una forma de interpretar el resultado anterior considere que \a variable a\eatona X cuenta el 

número de fracasos ocurridos antes de obtener el n-és1mo éxito, en una secuencia de ensayos 

independientes Bernoulli con probabilidad p de "éxito" en cada ensayo,7 Entonces, cuando n es 

suficientemente grande y p suficientemente pequeña como para hacer que µ ~ n( 1 - p) sea 

moderada, el número de fracasos antes del n-ésimo éxito es aproximadamente una variable 

aleatoria Poisson con parámetro µ~n(l -p) 

Observe que para que la relación [3 8] se verifique es necesario definir la f.d p de una variable 

aleatoria X binomial negativa, como lo hizo Leemis en su articulo, mediante la expresión [2 3], pues 

en tal caso los valores que X puede tomar, o mejor dicho los valores para los cuales f,\x) es 

positiva, son x ~O, !, 2, ... ;es decir, los mismos valores para los cuales la 1.d.p, de una variable 

aleatoria Poisson es positiva también (Recuerde que la expresión alternativa [2,3 bis] ccns1dera que 

x ~ n, n + l, n + 2, ., . ., pues en tal caso la variable aleatoria X puede interpretarse como el 

número de ensayos realizados hasta obtener el n-ésimo éxito ) 

Finalmente, al igual que en la relación [3 7], observe también que n(I - p) es el valor de la media 

(E[):'] = n(I - p)) de una variable aleatoria con d1stribuc1ón b1nom1al negativa (n, p) y que el 

parámetro µ es el valor de la media para una variable aleatoria con distnbuc1ón Prnsson (µ). 

• Otras relaciones con la distribución Poisson 

Véase también [3 22] en la seCC1ón Relaciones con la distribución normal. 

1 Véase E;empios de apl1cac1ón dentro de la secc1on dedicada a la d1stnbuclón bmom1al negativa en el Capítuio 2 
(sección 2.3) 



i44 Ca itulo 3 

RELACIONES CON LA DISTRIBUCIÓN BINOMIAL NEGATIVA 

[3.9] 

Binomial negativa (1, p) "'Geométrica (p) 

'"Una v.a. con distribución binomial negativa (l,p) es una geométrica (p)"' 

(La distribución geométrica (p) es un caso especial 
de la distribución binonlial negativa (n,p) cuando n= 1) 

Demostración· 

Sea X una v.a. binomial negativa (1, p). Basta sustituir directamente el valor n ~ 1 en la i.d.p 

b1nomialnegativa(n,p). f,(x)=/,.(x".p)=["+;-l)p'(l-p)' si x=0,1,2 .... Asi. 

(l+x-l'j 1 , 
f .. (x)=f,(x:l.p)=l x p (l-p) , x=Ü,1,2 .... 

=p (l-p)' 

que corresponde a la f.d.p. geométrica (p ). 

• 
Una forma alternativa de obtener este resultado es mediante la iunción generadora de momentos, 

como sigue La función generadora de momentos de una variable aleatona X con distribución 

binomial negativa (n.p) es: 

Cuando n ~ 1 la expresión antenor queda como Mx(t) = __ P .. , , que es la función generadora 
1-qe 

de momentos de una vanable aleatona con distribución geométrica (p ). 
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Recuerde que X puede interpretarse como el número de fracasos ocurridos antes de obtener el 

n-és1mo éxito, en uria secuencia de ensayos 1ndepend1entes Bemoull1 con probabilidad p de "éxito" 

en cada ensayo 81 n = 1, X cuenta ei número de fracasos ocurridos antes de obtener el pnmer 

éxito, que es precisamente una posible interpretación de una variable aleatoria geométrica (p) 

[3.1 O] 

1 f,Geométrica(p) 

1 ' 

¡ 
- Binomial negativa (n,p) 1 

"La suma de n v.a.i.ld. geométrica (p) se distribuye hinomüzl negativa (n,p)" 

Demostración: 

Sean X,, X,, ... X" v.a.1.1.d geométrica (p). Definase Y= ix .. Como los valores para los 
1:.I 

cuales la f.d p. de cada X, es positiva son o, 1. 2 .... , el rango de la nueva variable aleatona Y es 

también el conjunto de valores y ~ O, l. 2, . Aplicando la Técnica de la función generadora de 

momentos vía el Resultado 1.18. 

M, (1) =ti M., .. (r) 
t=-1 

( 
y 

= . p · ¡' 

~I-qe
1 

/ 

(ya que la expresión ( 
1 

- _r --
1 
1 no depende de i) 

\ i -qe ) 

que corresponde a la función generadora de momentos de una variable aleatoria binomial negativa 

cori parámetros n y p. 
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• Relaciones de la distribución binomial negativa con ella misma 

[3.11] 

f Binomialnegativa (n,p) ,.,,, Binomial negativa (mn,p)) 

' 1 

"La suma de m v.a.lld. binomial negativa (n,p) 

se distribuye también binomial negativa (mn,p)" 

(La distribución binomial negativa satisface la propiedad reproductiva) 

Demostración: 

Sean X,, X, ..... Xm v.a.1.i.d. binomial negativa (n,p) Definase Y= 'f:x, Observe que la nueva 
l=i 

variable aleatoria Y puede tomar Jos valores y= O, 1, 2, ... Aplicando la Técnica de Ja función 

generadora de momentos vía el Resuffado 118: 

M, (t) = f¡ Mx, (1) 
1=\ 

=TI _]'_ i "'[ y 
1 "'1 I-qe

1 j 

( )" (ya que la expresión l__l!___r no depende de i) 
1-qe 

que ccrresponde a la función generadora de momentos de una vanable aleatoria b1nom1al negativa 

ccn parámetros mn y p. 

• 
La relación [3.11] puede generalizarse a m v.a.i.i.d. binomial negativa (n,, p), como se expresa en 

[3.11bis], que puede demostrarse fácilmente también a través de la Técnica de la función 

generadora de momentos. 
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1 

f Binomial Negativa (n,.p) , 
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(. \ 
- Binomial Negativa "'in,. p j 

",_,, j 

"La sunza de m v.a.i.i.d. binomial negativa 

con paránzetro nt, i= 1, 2, ... , m, y parámetro con1ún p 

se distribuye también binomial con parámetro la suma de los n, y parámetro p" 

Demostración: 

m 

My(tJ=f1Mx,(/) 
1=! 

m ( \"• -n. P 1 
-11 1 ') 

'"' \ -qe 

·( p r· 
1-qe') 

que corresponde a la función generadora de momentos de una variable aleatona con 

distribución binomial negativa (~n,,p} 

o Otras relaciones con la distribución binomial negativa 

Véase [3.8] en la sección Re!aC1ones con la distribución Poisson. 
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RELACIONES CON LA DISTRIBUCIÓN GEOMÉTRICA 

• Relaciones de la distribución geométrica con ella misma 

[3.12] 

mín {Geométrica(p)}-Geométrica(l-(1-p)") 
lS:iS:n 

"La mínima estadística de orden de una distribución geométrica (p) 

es también geométrica (p'), con p' = 1-(1-p)"" 

Demostraciów 

Sean X,. X,, ... X" v.a.1.i.d. geométnca (p). Definase Y= mín{ X,, X,, ... ,X,} Para detenminar 

la distribución de Y se recumrá primero a la Técnica de la función de distribución via el 

Resu!tado117. 

F, (y)= 1-[l-Fx(y)]" = 1-{P[X >y]}" 

Calculando P[X> y]: 

P[X>y]=l-P[X:>y] 

= 1-¿:;ºº p(l- p)' 

=l-/1-(l:-Pl,.'l l 1-(!-' p) J 
=(1-p)'" 

T = 



Asi 
F,(y)=P[Ysy] 

=l-[(l-p)''']" 

=i-[(l-p)"J'"' 
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Ahora, la f.d.p de esta dada por Y: 

f, (y)=P[Y=y] 

= P[Y,; y ]-P[Y,; y-1] 
'~ \ /1 ~) ' 

={l-[(1-p)"] j-{i-[(1-p) J l 

=[(1-p)'j'-[(l-prJ"' 

=[(1-p)"]' [1-(1- p/] 

que puede identificarse como la f.d p de una v.a. geométrica con parámetro 1 -(1 - p)" 

La prop>edad de que la mínima estadist>ca de un conjunto de v.aü.d. tenga -aunque ccn un 

parámetro alterno- la misma d1stnbuc16n que las vanables "originales" es también aplicable a la 

distribución exponencial, como puede venficarse en la sección correspondiente, lo que exhibe 

ínuevarnente) la similitud entre este par de distribuciones discreta y continua, respectivamente.' La 

relación [3. 13] que se presenta enseguida da cuenta también de esa similitud 

s Recuerde que tanto la d1stribucron geométnca como la exponencial registran tiempos de espera y cumplen 
también la propiedad de la "perdida de memoria" 
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[3.13] 

Demostración: 

Weibull discreta (p. 1) ~Geométrica (pl 

"La distribución geon1étrica (p) es un caso especial 

de la distribución Jf'eibull discreta (p, PJ cuando (J= l" 

Sea X una v.a. Weibull discreta (p. 1) Basta sustituir el valor fJ = l en la expresión de la i d.p 

Weibull discreta (p. jJ) 

fy(x) = f, (x:p,l)= (l- p)' -(1-p)'•' 

=(l-p)'[l-(1-p)] 

=(1-p)'p 

que corresponde a la !.d.p. geométrica (p). 

• 

En la sección correspondiente a las relaciones con la distribución exponencial puede consultarse la 

versión continua de este resultado. 

•• 

• Otras relaciones con la distribución geométrica 

Véanse [3.9] y [3.1 O] en la sección Relaciones con Ja distiibución binomial negativa. 

.. 
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ÜTRAS RELACIONES ENTRE DISTRIBUCIONES DE VARIABLES ALEATORIAS DISCRETAS 

¡3.14] 

Beta-binomial (n- 1, l, l) ==Rectangular (n) 

"La distribución rectangular (n) (o uniforme discreta) es un caso especial 

de la distribución beta-binomial (n1, ni, 113) cuando ni = :t - 1, r.2 = 1 y n3 = í" 

Demostración 

Sea X una va. beta binomial (n - 1, 1, 1). Sustituyendo los valores correspondientes de los 

parámetros en la f.d.p. beta binomial (n1, n2, n3): ¡Y (x;n1 .n2 ,n~) == (ni \1 f'(n2___:~)- r(~2 __ "'.:. ~11.~0_1 ~-~-~ x) 
(x) I'(n2)f'(n;) I'(n1 +n2 +n3 ) 

(n-1) f(l+l) lJ~x)f(n_:::l~l-x) 
f (rn-1 Ll)= )·------

x ' '. \ X f(l)f(I) f(n-l+l+l) 

_(n-1¡. f(2) f(x+l)f(n-x) 

-\ X ) f(l)f(l) f(n + 1) 

_ ( n-1] 
-( X ) 

1 
x!(n-x-I)! 

i. --------~-

(n-1)' 

(n-x-l)!x 1 

1 

n 

que corresponde a ia f.d p. rectangular (n). 

n! 

x 1 (n-x-1)'. 

n(n-1)' 

:c.=0,1, ••. ,n-~ 

• 
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RELACIONES CON LA DISTRIBUCIÓN NORMAL 

• Relaciones de la distribución normal con ella misma 

[3.15] 

a [Normal (tw- 2
)] + b - Normal (la)µ+ b,(ao-J') ' 

"Una transformación lineal de una v.a.. X normal(µ.,CY 1
), Y= aX + b, 

también se distribuye normal (aµ+ b,(ad)2
)" 

Demostración. Sea X una V.a. Normal cu,'.7 1
) Definase y= aX + b con u,b E 91, a* o 

Como -oo < x < oo, observe que -x < _1 <ro_ Aplicando la Técnica de la transformación mediante 

el Resuffado 1.6. 

-oo<y<o'.) 

l l 

=¡;¡ ~" 
r(y:b-µ ri 

expl 2cr' j 

¡
e-ba-aµJ'1 

exp , J 2cr-

' 
-CO<y<co 

• 
que corresponde a una densidad nonnal con media faju +by varianza (acrf-
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INormal(µ,cr') -Normal (nµ, nO' 2
) 

"La suma de n v.a.li.d. normal (µ,Cí
1

) también se distribuye normal (nµ, nu 2)'' 

(La distribución normal satisface la propiedad reproductiva) 

Demostración. Sean Xi. X2, ••• , ):'n v a.Ll.d. norma! (µ,a 2
) Definase Y= ¿x,. Observe que 

1=1 

-oo <y< CTJ. Aplicando la Técnica de la función generadora de momentos vía el Resultado 118· 

M, (t) = f1 M X, (t) 
1~1 

= n exp[µt+(cr 212 /2)] 
/=] 

r ,, i 

=cxpl~[µt+(cr 21 2 /2)]f 

= expin[µ t+ ( o- 212 /2)J} (ya que la expresión [µ t + (a' 12 12)] no depende de i) 

= expknµ)t + (ne5 2
)/

2 /2JJ} -ro< y< w 

que corresponde a la f.g m de una distribución normal con parámetros nµ y na2
. 

La relación [3 161 puede generalizarse al caso en que Jos parárnetros de la distribución nonna! de 

las X, no fueran !os valores comunes µ y a 2
, sino que X 1, XJ, .... Xn fueran v.a.1.1 d 

Normal (µ,, e;,'). Esto se expresa en [3 16bis], la cual puede demostrarse también mediante la 

Técnica de la función generadora de momentos. 
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[3.16 bis] 

¡ 
1 f,1'ormal(u,.o-,2

) -Normal( f,µ,Í,o-;) 
\ l \.. 1 ' 
. 

"La suma de tt v.a.i.i.d. normal con mediaµ, y varianza o¡ 2, i= !, 2, ... , n, 

se distribuye también normal con media la suma de lasµ, y varianza la suma de las a 1 
2

" 

De·nostrac1ón Sean X,, X,, ... , X" v.a.i.1.d. normal (µ,,o-,2
). Definase Y= f,x, . Observe que 

1~1 

-oo <y < oo. Acudiendo a la Técnica de la función generadora de momentos (Resuftado 1.18): 

" 
M, (!) = f1 M.,, (t) 

1~1 

= rr exp[µ,1+(0-,2
1

2 /2)] 

r " 1 
=expl~¡µ 1~co-,2r 2 12)JS 

= exp{1 t.u, +1
2
t,co-; 12n}. -oo<y<oo 

que corresponde a /a función generadora de momentos de una variable aleatoria 

("• " ) 
normal l; µ, • ; o-,

2 

• 
La sigurente relación se refiere a la distribución de cualquier combinación lmeal de v.a.i.i.d. normales, 

siendo una generalización de los resultados [3.15] y [3.16bis]. 
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[3.17] 

i:k * Normal(µ,.0-,2
)}- Norma1(f a,µ,,i;a,'u, 2 J) 

1 ' , 

"La combinación lineal de n v.a.í.i.d normal (µ,,O"¡ 2), Y= f a,X, , 
'ftl 

también se distribuye normal ( ta 1 µ 1 , ta; a,2 )" 

Demostración Sean X,, X, . .. ., X,, v.a 1.1.d normal (µ,,a,2
). Definase Y= i;a,X, Observe que 

-oo <y< ro. Se hará uso de las relaciones [3.15] y [316bis]. 

Por hipótesis se tiene que 

i=I,2, ... ,n. 

Entonces de [3.15] 

i = 1, 2, .. , n, 

y de [3 16b1s] 

A su vez, la relación [3.17] permite veriiícar el resultado siguiente en tomo a las distribución con¡unta 

de la suma y la diferencia de dos v.a.i.i.d normal, que involucra además un dato curioso acerca de la 

distnbución nonmal. 
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[3.18] 

i' 
1 1 ¡ [Normal i (µ.o 2)] - [Normal 2 (µ.o 2)] - ¡,¡om1a!(0.2CT2

) ¡ 
1 

"La diferencia de dos v.a.i. normal (µ,if) también es normal (0,2o-2
), 

y además las funciones X 1 + X2 y X 1 -X2 son independientes" 

Demostración. Sean X1 y X2 v.a.i.i.d. nonnal con parámetrosµ y o 2
. Defínanse Y1 ~ X1 + X2 y 

Y2 =Xi - X2 Observe que -oo <y¡, .v~ < oo 

Por el resultado [3.17] se sabe que: 

Y¡~ X1 -ex, -N(2µ, 2a2
) 

y 
Y,~ X1 -X2 - N(0.2o2

) 

Ahora. la 1 d.p. conjunta de Y1 y Y, puede calcularse recurriendo al Teorema 1 8: 

ya que X1 y X2 son independientes 

Se tiene que 

De donde: 

~'=..X¡_.... X2 

~2.:::. ..:e:.,~ X..:z 

J ~ ! ! -! 1 ~ 

':.1, -+ :¡2 

2 

).J"l~-'-
2. 

-oO< Y:-.V~ <e() 
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Así, 
-X< I ¡, \,'.' <X 

,:- ( \ 2 
, 1 1 V¡.,...} 2 1 

¡ ,i l 1 ~-µ¡ 
=- ~-- exp-: \ J 

2 ¡-fi;;a ' 2a 2 

4n-a 2 

Desarrollando e! exponente-

rr~,+~2 1-2r1~ + C<y,-;2 1- Zf'J' 

o:: 2[(Y1 -4py1 + 4;J2)+ 'Y~1 

= 2[ (y) -2~)1 + :J~ J 

Sustituyendo la expresión anterior en f,,.y,l >,,,,l, 

IY,,Y~ ('}, ,y2. J - 1 [2[(y,-2µ)
2

+yiJ} - -- exp- < ~~-'--'----'-""-
4trcr 2 l 80 2 

_ l J(y1 -2µ) 2 +>·JI 
---, exp- i ., 1 

4Jfo-- L Aa- ,i 

1 Jr5 , -2µ12 1 1 r , 1 
~ --- exp- · ~ · ---exp- ~ 2.L ~ 

-fi;(2a) l 4a 2 
) {i;(2a) °[ 40'2 J 

Y
1

,,...; N(:Z.f'l,ZcTi.) y
2

,,.._, N(o,27 2 ) 

de donde no sólo se verifica que Y, es normal (2µ,20'2), (como ya se sabia por [3,1711 y que Y, 

es normal (0.2o-2) , sino también se observa que son independientes 

Ross [1988] comenta que es· posible demostrar que s1 x, y X2 son v a.i con función de 

distribución común F.1. entonces X1 + X2 sera lndependrente de X
1 
-X2 si y sólo si Fx es una 

función de distribución normal. 

La siguiente relación establece el procedímienío a seguir para estandarízar cua!qrner variable 

aleatona nonnal (µ,cr 2), es una relación recíproca que permite regresar al punto de partida. 
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[3.19} 

[Nonnal(u.o-1 )]-µ . 
----'--'--- -Normal(O.l) 

u 

"Una v.a. norniaf (µ,cr1
), X, puede estandarizarse 

mediante la transformación definida por Z = (X - µ)!a" 

Demostración. Sea X una v.a. nonnal (u. o-2
). Definase Z = x_=jl Observe que -X> < = < ""· El 

u 
resultado [3.19] se obtiene dtrectarnente aplicando la relación [3.151 con a= l/o- y b = -µ o-

Corno ya se mencionó en la presentación de la distribución nonmal, el cálculo de la integral 

Le'•-[ <x.~;/ }" es complejo. Así, la 1mportanc1a de la relación [3. 19] radica en que pennite 

calcular la probabilidad acumulada de cualquier variable aleatona normal con media µ y varianza 

' a-·, ya que 

Fx(x) = P[X $ x] = P[(X - µ)lo-o> (x - µ)!u] = <l'>((x - ,u)/o-) = <!J(z) 

Los valores de <!J(z) pueden encontrarse en tablas dentro de la literatura estadística. 

• 
De manera recíproca, si se aphca !a transformación inversa a una variable aleatona normal estandar, 

se obtendrá nuevamente una variable aleatoria nonnal con parámetrosµ y o- 2
, como se veriñcará 

en la relación [3.20]. 
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µ[Normal (0.J)] +a - 'iormal (µ.a') 

''ú'na v.a. norntal estándar, Z, bajo la traneforn1ación definida por 

X=µ+ aZ se distribuye norn1al (µ,CT
1
)" 

Demostración. Sea Z una v.a normal (O, l ). Definase X~ µ + oZ Nuevamente, como X es una 

iransfonmación lineal de Z, la conclusión se obtiene sin problema aplicando directamente la relación 

[315]con a~a y b~µ. 

Q La distribución normal como distribución límite 

[3.21] 

µ="np 

0"2"'np(!-p) 

Binomial (n.p) -~"~~'-..,Normal (np.np(l -p)) 

''La distribución binomial (n,p) puede ser aproximada por la distribución normal (µ,a- 2
) 

cuando n es suficientemente grande, siendo µ y a-: la media y la varianza de la 

distribución binomial(µ= np y a-1 = np(l - p))" 

Demostración· 

Sean Xr, X2, •• , X., va i.i.d. Bemoum (p) La media y la varianza de cada X, son µ· = p y 

o' 2 ~ p(l - p), respectivamente 
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Definase r = f X Entonces Y es una v.a binomial (n.p) (véase relación [3.2j), y= OJ.1 . ... n. 

cuya media y vananza están dadas por .u= n.u' = np y cr2 = ncr'2 = np(I - p). 

Por el Teorema de Límffe Central (véase Teorema 2.16.1 en la sección sobre la d1stnbuc1ón normal 

en el Capitulo 2) se sabe que 

X l__~ :~___;_ =~__: -~>!_'}_ --.!!!!' ~~-:__~1f' 
a' ,n a'- n 

tiende a la normal estándar cuando n --> a:: lo que equivale a decir (por la relación [3.19]) que Y se 

distn: e normal con media nµ' = np = µ y varianza (o-•-.,;) = na'2 = np(1 -p) = a 2, cuando 

n E:s suficientemente grande. 

En la Figura 3.1 se presenta una sene de 1lustrac1ones de la aproximación binomial-normal 

o~~ J bmom1al (10. O 7) 

~ ,',:¡I µ•7.cr'·21 

'"' "' 
00~ • 

o • • 

i'; 

"' 
o" 

bmom1a\ (20, O 7) 

µ= 14,d'-=4.2 

"' 
""' 

• • 
• • 

• • 
• • 
" " 
r 

• 

"'-. ------------- º" ~------------
bmom1al (30. O 7) º i: binomial (50. 0.7) 

• 

,,..... 0~ µ=35,o~:o lO:í 

~~:~ ~ ººº • 
• 

• 
"'"· • 

• • 
• • 
• • • • 003 • • 

•!~··~·~·~·~·~·~·~··~·~·~·~·!·::=:::;;:::;;:::;;;:'.~ 
~02 l 

,.i.. .. ~----... ~---"-""" 
., .. 

-002 ¡,_ 10 20 ;o " 
r 

º'~------------º"' binomial (100, O 7) ~ 
gg~ µ=70.~/-=21 •• 

- 0()6 •• 
~ D05 • e 
~g~ ; ~ 

"' 1 \_ ººJl..------~L-~-....,¡ 
100 

FIGURA 3. í Aproximaciones binomial-normal 

• 
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[3.22] 

µ=(r=/, 

Po1sson ().) -~'~~-"-+ :"rormal (Je,),) 

•'La distribución Poisson {A) puede ser aproximada por la distribución normal (Ji,a:) 

cuando A es suficientemente grande, siendo µy u 1 la media y la varianza de la 

distribución Poisson (µ = 2 y a 2 =A)" 

Demostración· 

Sean X" X,, ., X;. v a.1.i.d Po1sson (\),para algún entero positivo? •. Entonces para cada X la 

media y la varianza son µ' ~ 1 y d 2 ~ 1, respectivamente 

Definase Y~ i:x, Entonces Y es una v.a Poisson (J.) (véase relación [3 6]), y~ O. L 2 •. 
id 

cuya media y varianza están dadas por µ ~ J.µ' ~ l. y o-2 ~ J.o' 2 ~ .Z. 

Por el Teorema de Límite Central (véase Teorema 2.16.1 en la sección sobre la distribución normal 

en el Capitulo 2) se sabe que 

X, +X2 + .. +X, -J.µ' Y-J.µ' 
-- -- -;;:Ji ~ o-·Ji 

tiende a la normal estándar cuando ;, ~ w; lo que equivale a decir (por la relación [3 19]) que Y se 

distribuye nonmal con media J.µ'~ J.~µ y varianza (u·Ji)' ~ J,o-'2 ~ ;¡ ~ o- 2
. cuando ;, es 

suficientemente grande. 

En Ja Fígura 3.2 se presenta una serie de ilustraciones de la aproximación Po1sson-normal. 
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POlsson llO, 

µ=ro. e",,, JO 

Poisson (JO 1 

µ=30.c',,,30 

Po1sson (20) 

u=20,o:!=20 

,",ir¡ ---.-:,.,e:-,,---¡ 

; i~j .· . ·. 1 '--.. ª"" • • 
ggi, •••·•••••••• ••••••o•c•_' ' _______ '_•_.,o•••••••,.l 

X 

POlsson (50) 

µ=50:o-2 =50 

~il l _..,.. .. 
_am : ~ 

¿ ¡~ ,l ___ .,. .. #"1!::c00
_

0

_

0 

____ ·._.,_..._-""""l 

Potsson ( lOO) 

µ=lOO:ifi,,,100 

X 

F!GURA 3.2. Aproximaciones Pmsson--normal 

X 
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[3.23] 

Gamma (a,JJ) --'ª~-~"~_, Normal (ajJ,aj3 2
) 

"La distribución gamma (a,PJ puede ser aproximada por la distribución normal (µ,a1
) 

cuando a es suficientemente grande, siendo µ y a-2 la media y la varianza de la 

distribución gamma(µ= af3 y a-2 
= aj31

)" 

Demostración 

Sean X,. X,, ... ,Xª va i i.d. gamma (L,ll), para algún entero positivo a. Así, para cada X, la 

media y la vananza son µ' ~ j3 y o'2 ~ j32
, respectivamente. 

Definase Y~ f x, Entonces Y es una v.a gamma (a,,ll) (véase relación [3.26]), y> O, cuya 
1~1 

media y varianza estan dadas por µ~aµ' ~ a/3 y oc2 ~ ao' 2 ~ aj3 2
. 

Por el Teorema de Límite Central (véase Teorema 2.16.1 en la sección sobre la distnbuc1ón nonmal 

en el Capítulo 2) se sabe que 

tiende a la normal estandar cuando a--> oc, lo que equivale a decir (por la relación [3.19]) que Y se 

distribuye normal con media aµ·~ ajJ~ ,u y varianza (a·.-J(";) ~ ao'2 ~ aj3 2 ~a'. cuando a 

es suficientemente grande 

En la Figura 3.3 se presenta una sene de ilustraciones de la aproximación gamma-nonmal. 
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[3.24] 

Beta (/!.y) ( l l '1 J\Tormal -
,2 8JJ:;4J 

"la distribución heta (/3,r'J puede se; ap;oximada por ia distribución normal (µ,o- 2
) 

cuando ambos parámetros (j3 y y) son iguales y suficientemente grandes, siendo µ y a 2 

la media y la varianza de la distribución beta cuando fJ= Y' 

Demostración 

Nota: El Teorema de Límite Central avala la validez de la relación [3.24] Sin embargo, para la 

distribución beta resulta poco practico detallar la aplicación de ese teorema ( como se hizo para las 

relaciones [321] a [3.23] ) debido a la comple11daa de las expresiones para la media y la varianza de 

la d1stnbución, así como de la función generadora de momentos que se requerirla para determlnar !a 

d1stnbución de la suma de v.a i.i d. beta. Por ello, se prefinó presentar una breve discusión acerca de 

la aproximación beta-normal. 

A diferencia de la relación [3 23), la aproximación beta-normal opera bajo condiciones sobre los dos 

parámetros de la distnbuc1ón Esto se justifica porque sólo cuando /J ~ y la densidad beta es 

simétrica (véanse Propiedades y Figura 2.9 en la sección sobre la distribución beta en el Capitulo 2) 

y recuerde que- \a simetría es una caracter\s\\ca de la densidad normal Esta simetría se da con 

respecto al valor Y,, es decir, cuando fJ ~ r la media de la distribución es Y,; esto se verifica 

fácilmente sustituyendo /J ~ y en la expresión general de la media de la distribución beta· 

/3 /J 1 p=-;;::-=;-
/J+r 2/J 2 

Por otra parte, la varianza de \a chstnbución beta (/3 ,y) es a2 "' • __ /Jr --~---,de tal manera 
(/J + r)' (/3 + 1 + l) 

que cuando f3 = y esta expresión se reduce a g¡}~-4 . Así, cuando /3---+ oo ocurre que v 2 ~ O, 

lo que md1ca que se trata de una normal muy estrecha, como puede apreciarse en la Figura 3 4 
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1 de Student (n) ~ Nonnal (0.1) 

"'Una v.a. t de Student (n) puede ser aproximada por la distribución normal estándar 

cuando el paránietro n es suficientemente grande" 

Demostración 

Nuevamente, el Teorema de Limite Central permitirá verificar la validez de la relación [3.25]. Cabe 

senalar que para la distribución 1 es un poco más "delicado" detallar la aplicación del teorema, en el 

sentido de que se requiere acudir a la relación entre la distribución 1 y la Cauchy, la cual se 

verificará en la sección correspondiente a esta últrma distribución 

Observe que en este caso, en el diagrama de Leem1s, la relación se está estableciendo directamente 

entre la distribución t y la normal estándar. Una 1ustificación para ello es que la media de una 

variable aleatoria 11"1 es cero para toda n > l. Además, el valor de la varianza está dado por el 

cociente nl(n - 2) (véanse Propiedades en la sección sobre la distnbución t de Student en el 

Capitulo 2), y asi cuando el parámetro n es suficientemente grande el valor de la varianza tiende a 

uno Con estos elementos en consrderac1ón se procederá a la aplicación del Teorema de Límite 

Central. 

Sean X,, X2, ••• ,X,, va Li.d. Cauchy (OJln) Definase Y= f x, Observe que como, para cada 
,,.¡ 

X,, -ro < x, < oo entonces -"' <y < w. Ahora, la distribución Cauchy (al igual que la t de 

Student] no tiene media ni varianza, ni, en generai, función generadora de momentos. Por ello se 

recurrirá a la relación [3.56] que establece que la suma de v.a.i i.d. Cauchy (a, a) se distribuye 

Cauchy (na, na) Entonces Y es una v.a Cauchy (O, 1) 

Definase Y= f x, . Entonces Y es una v.a. binomial (n,p)(véase relación [3 2]), y~ 0.1.2 ... . n, 
1~1 

cuyamed1ayvananzaestándadaspor µ=nµ' =np y <r'=nd2 =np(l-p) 



168 Ca itulo 3 

Por el Teorema del Limite Central (véase Teorema 2.161 en la sección sobre la distribución nonnal 

en el Capítulo 2) se sabe aue 

tiende a la nonnal estandar cuando n--> ro, lo que equivale a decir (por la relación [3.19]) que Y se 

distnbuye nonnal con medía nµ' = np = µ y varianza (a' ~ r =no''= np(l -p) = a 1
, cuando 

n es suficientemente grande. 

En la Figura 2.19 (Capítulo 2) se presenta una gráfica que compara densidades 1 de Student con la 

densidad nonnal estandar 

• Otras relaciones con la distribución normal 

Véase [3.30] en la sección Relaciones con fa distribución gamma. 

Véase j3.46] en la sección Relaciones con fa distnbución Ji-cuadrada. 

Véase j3.57] en la sección Relaciones con fa distribución Cauchy. 

Véanse [3.64] y [3.65] en Otras relaciones entre distnbuciones univariadas continuas 
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RELACIONES CON LA DISTRIBUCIÓN GAMMA 

º Relaciones de la distribución gamma con eíla misma 

[3.26] 

L: Gamma(a,,B) - Gamma (naJJ) 
1 

"La suma de n v.a.ild. gamma (a,/J) también se distribuye gamma (na,/l)" 

(La distribución gamma satisface la propiedad reproductiva) 

Demostración Sean X,, X,, ... ,X, v.a 1.i d. gamma (a,/JJ. Definase Y= f x,. Observe que 

y> O. Aplicando \a Técnica áe la función generadora de momentos vía el Resultado 1.18· 

1=l 

para 1 < --
,B 

(ya que la expresión (-
1 

- \a no depende de i) 
1-Bt J 

, ' ' 
que corresponde a la f.g m de una distribución gamma con parámetros na y /J. 

La relación [3.26) puede generalizarse al caso en que uno de los parámetros de la distribución 

gamma de las x; no fuera el valor común a, sino que X 1, X2, ••• ,Xn fueran v.a.i.i.d. Gamma 

(a,,/JJ Esto se expresa en [3.26bis], la cual puede demostrarse también mediante la Técnica de la 

función generadora de momentos. 
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[3.26 bis] 

I;Gamma(a,,¡5') - Gamma '[.a,,p 1 " ( " \ 

' ' ) 

"La suma de n ·v.a.i.i.d. gammQ (a;,/J), i= 1, 2 • ... ,n, 
( " 1 

se disúibaye también gamma con parámetros 1 La,, P j" ' ' ) 

Demostración. Sean X 1, X2, . , ., Xn v.a.i.i.d. gamma ( a,/J). Definase Y = f.x
1 

• Observe que 
1~1 

y> O. Acudiendo a la Técnica de la función generadora de momentos (Resuftado 1.18): 

" 
M,(t)=ITMx,U) 

" ( l )"' =n -- -
•=l 1- /Jt 

para 

( " ' que corresponde a la función generadora de momentos de una vanable aleatoria gamma 1 ¿a, ,/J) 
l ' 

• 
A continuación se presentan los casos especiales de la distribución gamma; a saber: las 

distribuciones Erlang (relación [3.27]), exponencial ([3.28]) y Ji-cuadrada ([3.29]). 
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0 Casos especiales de la distribución gamma 

[3.27] 

Gamma (n,/J) "' Erlang (n./J) 

"La distribución Erlang (n,/J) es un caso especial de la 

distribución gamma (a,jl) cuando a es un entero positivo" 

Demostración. Sea X una \1.a con distnbuc1ón gamma (n,/3), con n un entero pos11ivo El resultado 

se obtiene fácilmente sustituyendo el valor a ~ n en la expresión de la densidad gamma 

r l a-1 -<ifi 
_ 1 (x,a,jJ)"' -- -- x e 

r(a)/l" 
y considerando el hecho de que f (n) ~ (n- l )' 

f . ¡ 
\(x,n,f3)= -- x"- 1e-'"'fi x>O 

f(n)/3' 

que corresponde a la f.d.p Erlang (n,/J) 

La distribución Erlang es poco común en la literatura, es dec;r, cuando el parámetro a de la 

distribución gamma es un entero positivo no se enfatiza que se está tratando con la distribución 

Ertang. Es as\ que genera!mente se plantea que la suma de va.\ id exponencial se distribuye 

gamma y no Erlang. 
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[3.28] 

Gamma ( l ,/JJ = Exponencial (/JJ 

"La distribución exponencial (/3) es un caso especial de fa 

distribución gamma (a,PJ cuando a== 1" 

Demostración. Sea X una v.a. con distribución gamma (l ,/JJ. El resultado se obtiene sin 

problema sustituyendo el valor a = 1 en la expresión de la densidad gamma 

f ( (J) ] a-I _,¡ P t d t r(J) 1 ·' x:a, = [{_7;)p; x e y ornan o en cuen a que; = . 

f (x;l (J) = _J_ x•-•e-''' 
' ' f(l)(J' 

1 -;;;ip =--e 
/J 

que corresponde a la f d.p. de una v a. exponencial (/JJ 

x>O 

• 



Relaciones entre las drstnbuc1ones 173 

[3.29] 

Gamma (n/2,2)" Ji-cuadrada (n) 

"La distribución Ji-cuadrada (n) es un caso especial de la 

distribución gamma (a,fJJ cuando a= n/2 y P= 2" 

Demostración Sea X una v.a con d1stnbución gamma (n/2,2) El íesultado se obtiene 

directamente sustituyendo los valores a = n/2 y fJ = 2 en la expresión de la densidad gamma 

f ( . {J) _ l a-1 -xi p \ x,a, - x e 
. (Jª["(a) 

1 IJ -1 

f, (x:n/2,2) = -x' e-• 2 

r(n/2)2°' 2 x>O 

La relación [3.29] será fundamental para la verificación de algunas relaciones con la distribución Ji

cuadrada Si bren es posible Justificarlas de manera directa, se prefirió hacerlo apelando a! hecho de 

que la distribución Ji-cuadrada es un forma especial de la distnbución gamma y como tal -en este 

caso- "hereda" las propiedades de ésta (véase Relaciones con la distribución Ji-cuadrada) 
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• Relaciones de la distribución gamma con otras distribuciones mediante transformaciones 

[3.30] 

[Normal (O.l)J' -Gamma (Yo.2) 

"El cuadrado de una v.a. normal estándar, Z, se distribuye gamma (!/2.2)" 

Demostración. Sea Z una v.a. normal (0-1 ). Definase Y= z'. Como_,,< z < oo, observe que 

y> o. Aplicando la Técnica de la transformación mediante el Resultado 11 y tomado en cuenta el 

hecho de que f(\/,) ~ ,fo· 

1 _.-
= $J,, :¡; e 

1 -1 ~ -, ~ ~ 

''''rU-1 
y e 

- \2) 

' 1 
__ , 

- \ ¡ 2 

2'"r{.!.I 
y2 ·e 

,2) 

que corresponde a Ja f.d.p Gamma C6-2) (que a su vez, apelando a [3.29], es una Ji-cuadrada (1)). 

+ 
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o Otras relaciones con ia distribución gamma 

Véase también [3 23] en la sección Relaciones con la d1stnbución normal. 

Véase también [3.60] en la sección Relaciones con la distnbuc1ón beta 

RELACIONES CON LA DISTRIBUCIÓN EXPONENCIAL 

• Relaciones que exhiben el paralelismo entre tas distribuciones exponencial y geométricas 

[3.31] 

mín {Exponencial (a)} - Exponencial (nla) 
l:Sr:Sn 

"La mínima estadística de orden de una distribución exponencial (a:) 

es también exponencial (a'), con a'= ~" 

DernostracJón 

Sean X,, X,, .. , X,, v.a.1.i.d exponencial (a). Definase Y~ mín{ X,, X,, ... , Xnl· Observe que 

como x, >O, para cada X,, entonces y> O Para determinar la d1stribuc1ón de Y se recurnrá a la 

Técnica de fa función de distribución vía el Resultado 1.17: 

o y>O 

Calculando Fx(y) 

o 

o 
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Entonces 

f,,(y)=n[l-F,(y)r 1 fx(Y) , y>O 

[] (1 -"ª)]"-! ] -.<a = n - -e ·-e 
a 

- [e-~la]n-1 1 -Jlc:: -n ·-e 
a 

que puede identificarse como la i.d.p. de una v.a. exponencial con parametro " . 
a 

• 
Recuerde que la propiedad de que la mínima estadística de un conjunto de v.a.i.i.d. tenga -aunque 

con un parametro alterno- la misma distribución que las variables "originales" es también aplicable a 

la distnbuc1ón geométnca (véase [3.12]), como puede verificarse en la sección correspondiente, lo 

que exhibe el paralelismo entre este par de distribuciones discreta y continua, respectivamente. La 

relación [3.32] que se presenta enseguida da cuenta también de ese paralelismo (en la sección 

Relaciones con la distribución geométrica puede consultarse el sim1l discreto). 

•• 

s Recuerde que tanto la distribuaón geométrica como la exponencial registran tiempos de espera y cumplen 
tambten la propiedad de la "pérdida de memoria~. 
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[3.32] 

Demostración. 

Weibull (a.I) ~Exponencial (a) 

••una v.a. con distribución Weibull (a, 1) es una exponencial (a)" 

(la distribución exponencial (a) es un caso especial 
de la distribución Weibutl (a, j3) cuando }3= 1) 

Sea X una v.a. Y./eibuli (a, 1) La ¡elación se orueba sin oroblema con sólo sustitwr el valor jJ::::: 1 

1 P 1 r 1 "] enlaexpres1óndelaf.d.p Weibull fx(x,a,jJ)~~·/Jx - exp-l~·x", x>O 

f( . J) j H [) J x x,a, ::::;·I·x -exp- ~-x 1 
, X>O 

- - . e-x,c: 

a 

que corresponde a la l d p. exponencial (e<). 

• 
Et resultado p .321 es e! análogo continuo de !a re!ación [3.13J que involucra a !as distnbuc1ones 

geométrica y Weibull discreta (véase Relaciones con la distribución geométrica). Más adelante se 

presentarán otros vincules entre las d1stnbuc1ones exponencial y Weibull a través de 

transformaciones 
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• Casos especiales de los que surge la distribución exponencial 

Recuerde que la distribución exponencial es un caso especial de la distribución gamma (véase 
[3.28]), así cerno de la distribución Weibull (véase !3 32]). Asimismo, en la sección de Relaciones 
con la distribución Ji-cuadrada, se verificará que es también un caso especial de esa distribución 
(véase [3 45l) Resta por venficar entonces Ja relación [3.33] 

[3.33] 

Er!ang ( 1,/)) = Exponencial (/)) 

''La distribución exponencial (p, es un caso especial de la 

distrihuci.ón Erlang (n,/JJ cuando n = l" 

Demostración. Sea X una v.a. ccn distribución Erlang (!,/)).El resultado se obtiene fácilmente 

sustituyendo el valor n = J en la expresión de la densidad Erlang: f ,ex: n, fJ) = --
1
----;; x"·1 

,-• P 
(n-1)!,6 

x>O 

1 -;¡/ f3 ==-·e 
fJ 

que ccrresponde a la f.d.p. exponencial (/)). 

• 
Otra forma de venficar la relación ¡3.33] {que acude a otros resultados) es apoyandose en [3.27] y 

[3.28] {véase Relaciones con la distribución gamma) y aplicando la propiedad transitiva: al ser X 

una v.a Erlang (l,f/'J es también una gamma (l,/J'J y como una v.a. exponenCJal (/))es también 

gamma ( l ,/J'J entonces las distribuciones Erlang ( l ,/J'J y exponencial (/)) son equivalentes. 

•• 

X 
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El vinculo entre las distribuciones Eriang y exponencial es bilateral, pues a partrr de la segunda se 

puede obtener la primera como se expone a continuac1ór. 

[3.34] 

f Exponencial(Ji) - Erlang (n,Ji) 

' 

"La suma de n v.a.i.ld. exponencial (jJ, se distribuye Erlang (n,(J']'' 

Demostración. Sean X,, X,, .... X" v.a.r.i.d. exponencial (/3). Definase Y = f X, Observe 

que y:> O. Aplicando la Técnica de la función generadora de momentos via el Resultado 118. 

1~1 

=n ---" ( 1 J 
'º' 1-/31 

para 
l 

! < ~. 
/3 

(ya que la expresión (l -1 J no depende de 1) 
1- /3 t 

que corresponde a \a f.g.m. de una distribución gamma con parámetros n y f3, que (poi \a relación 

[3 27]) es lo mismo que decir una distribución Erlang con parámetros n y Ji. 

Como ya se ha advertido, la distribución Erlang es poco común en la literatura. Generalmente se 

plantea que la suma de v.a.i.r.d. exponencial tiene distribución gamma 
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• Casos especia/es de Ja distribución exponencial 

[3.35] 

Exponencial (2) =Ji-cuadrada (2) 

""La distribución ji-cuadrada (2) es un caso especial de la 

distribución exponencial (a) cuando a= 2" 

Demostración Sea X una v.a. exponencial (2). El resultado se puede obtener directamente 

sustituyendo el valor a= 2 en la expresión de la densidad exponencial f,-(x;a) = 1-e-''ª, x >O 
a 

y manipulando adecuadamente un l para ccmpletar la densidad ji-cuadrada ccn parametro 2. 

Por otra parte, el resultado también puede verificarse acudiendo a otras relaciones y a la propiedad 

transitiva De la relación [3.28] (véase Relaciones con la distribución gamma) se infiere que X. que 

es exponencial (2), puede verse también como una v.a. gamma (1,2), que es lo mismo que decir 

gamma ( ¡ .2). Ahora, de la relación [3.29] se obtiene que una gamma ( ~ ,2) es también una ¡i

cuadrada (2). Por lo tanto, X puede verse como una ji-cuadrada (2). 

• 
El razonamiento antenor ¡ustificara a su vez la nelación [3.45], que es otra fonma de enunciar [3.35] 

(véase Relaciones con la distribución ji-cuadrada). 

A continuación se verifican los vinculas entre la distribución exponencial ccn otras distribuciones a 

través de transformaciones. 
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e Relaciones de fa distribución exponenciaf con otras distribuciones 
mediante transformaciones 

[3.36] 

.}Exponencial(a) - Rayleigh (a) 

"la raíz cuadrada de una v.a. exponencial (a) se distribuye Rayleigh (a)" 

Demostración Sea X una v.a. con distribución exponencial (a). Definase 

Observe que la transformación tiene sentido en tanto que x > O, siendo y> O. Se recurrirá a la 

Técnica de la transformación, mediante el Resultado 1.2, para determinar la l.d.p. de Y. 

f,(y)~ly f,(y 2
). y>O 

l - ''- . ., 
=2y· e -

a 

que corresponde a la f.d.p. Rayleigh (a) 

El resultado siguiente establece que a través de la transformación inversa puede pasarse de la 

distribución Rayleigh a la distribución exponencial. 
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[3.37] 

[Ra)leigh (a)J' - Exponencial (a) 

"El cuadrado de una v.a. Rayleígh (a) se distribuye exponencial (a)" 

Demostración. Sea X una v.a. con distribución Rayleigh (a). Definase 

Observe que y > O. Y es una función monótona creciente ya que X es positiva. Entonces, se 

recunrirá a la Técnica de la transformación, mediante el Resuftado 1.1. para determinar la f.d.p de Y. 

f. (y)~ ;;1c [/,. c.JYJ+ f«-..fYJJ. Y> o 
4!Y 

1 [2-!Y -(.Ji"J'<a o] r o == 
2
.JY --¡;--e + , pues --v y < 

1 _,,a- y>O :::::: ·e . 
a 

que corresponde a la l.d.p. exponencial (a) 

• 
Aunqué no son fáciles de verificar a primera vista, las relaciones [3.36] y [3.37] son casos 

particulares de los resultados [3.38] y [3.39], respectivamente, los cuales se presentan a 

continuación. La justificación de esto es que la distribución Rayleigh es un especial de de la 

distribución Weibul/, lo cual se verifica dentro de la sección Otras relaciones entre distribuciones 

umvariadas continuas, al final del capitulo. 

•• 
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Relaciones entre las d1stnbuc1ones '\83 

[Exponencial (a)]11' -Weibull (a,/]) 

"La transformación de una v.a. exponencial {a), X, 

definida por X 11 P se distribuye Weibull ( a,/J)" 

Demostración Sea X una v.a. con distribución exponencial (a). Definase 

Y=Xt!P 

Observe que y> O Se recurrirá a la Técnica de la transformación, mediante el Resultado 1.4, para 

determinar la f.d.p. de Y. 

l 
r~ -

/3 

f,(y)=/3 Y'-'fx(Y') y>O 

=f3y''{~ e•"'"} 
y>O 

que corresponde a la f.d.p. Weibull ( a,/J'J 

E\ siguiente resultado muestra cómo a través de \a transformación inversa puede pasarse de una 

01stribucion Weibull a una distribución exponencial. 
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[3.39] 

[Weibull (a.p¡]P- Exponencial (a) 

"La transformación de una v.a. Weibull (a,PJ,X, 

definida por X/J se distribuye exponencial (a)" 

Demostración. Sea X una v.a. con distribución Weibull ( a,/JJ. Definase 

Y=x'. 

Observe que y > O Además, Y es una función monótona creciente ya que X y fJ sólo toman 

valores positivos. Entonces, se recurrirá a la Técnica de Ja transformación, nuevamente mediante el 

Resuffado1.4, para determinar la f.d.p. de Y. 

r=f3>0 , 

1 1 ~-1 1-~ r 1 l 
/!· yP ·y Pexp-1-.vl 

a fJ lª J 

y>O 

que corresponde a la f.d.p. exponencial (a). 

• 
El resultado [3.39] es la relación reciproca de [3.38] y es además una forma alternativa de vincular la 

distribución Weibull con la distribución exponencial, pues recuerde que en [3.32] se había verificado 

que la segunda es un caso espacial de la pnrnera. 

•• 
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[3.40] 

{Exponencial, (a)-Exponencial, (a)} - Laplace (a,a) 

"La diferencia de dos v.a.i. exponencial (a) se distribuye Laplace (a ,a)" 

Demostración. Sean X 1 y X2 v a.i. con distribución exponencial (a). Definase 

Observe que como xi. x2 > O entonces ----aJ <y <ro. Como Y es una transformación bivanada, se 

recumrá a la Técnica de Ja transformación, via el Teorema1.8, para determinar la f d.p. de Y Para 

ello se requiere elegir otra función conveniente para construir una densidad coniunta y a partir de ella 

calcular la densidad marginal de la transformación de interés. Así. considere 

y 

Calculando las funciones mversas: 

i ;-, 
de donde el Jacobíano resulta como. 

D 1 1 

, 

:X:.¡ :. '52 = 3;' ( :J 1 , ~:z. J 

x._.2 = '='2- - '=' 1 = s~1 
( ~. , ;r:z.) 

¡= D-\-1) = 1 PI 
-1 

'j;l ) o 
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Entonces aplicando el Teorema 1.8· /,,_,. (y,,y,) ~ J fr, (g;' (y, .y,))f,., (g;' (y, ,y,)) 

_f¡11,(Y1-Yi)= 1 e->:la. l_ e-t.>:-->il'a ~ 
- - a a 

l _2Y:_h 

= 'e a a 
a· 

2.'.:21:_: 

=--e ª 
a' 

- <O< ~l <<>O ~ ~2) o 

A partir de la densidad conjunta antenor, calculando la función de densidad marginal de Y1 

ro 

f~ (Y1) ~ f fv, (y,, Y2 )dy, -00 <y¡ <CJ:'J 

o 

que corresponde a la f.d.p. Laplace (a,a). 

+ 
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[3.41] 

1 Lap!ace (a.a)¡ - Exponencial (a) 

"El valor absoluto de uno v.a. Laplace (a ,a) se distribuye exponencial (a)" 

Demostración. Sea X una v.a. con d1stribuc1ón Laplace ( a,a). Definase 

Y= ixi 

Observe que y 2: O. Se recurrirá a la Técnica de la transfonnación, vía el Resultado 1.5, para 

detennmar la l.d.p. de Y. Recuerde que este resultado aplica porque Y es una transformación 

monótona decreciente para -<X) < x::;; O y monótona creciente x > O. Entonces: 

Puesto que 

r -'- e-x/d,, 

1 
Za< X-'/ O 

f (x.) :::. 
1 x,/tJ. X. 

X(0 
2 .. e 

Entonces 

Yaque---co <-y ::;;O <=> O ,;y< ro, entonces I,_,_,1(-y) = I1,_,1(y) 
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Por lo tanto. 

j ·/ l } la J ( ) 
f (")= e--' a ·f¡o~i(y)+--e . <-~.oi y 

' _, 2a -- 2a 

( l -y/a ¡ ( lJ :::2 --e - [Ooo) Y 
~2a 

l -\lo: >O :::- e - , Y-
a 

que corresponde a la f.d.p. exponencial (a) 

• 
Esta última conclusión requiere de algunas precisiones. Recuerde que la definición de la densidad 

exponencial considera que y> O (que y sea mayor estrictamente que cero). Sin embargo, en este 

caso, al trabajar sobre la transformación Y= 1 xi se tiene que y~ O, puesto que el rango de la 

v.a. X incluye al cero. Mas observe que esto no afecta de manera alguna la densidad exponencial, 

en tanto que fr(y) continúa siendo función de densidad; su gráfica difiere de aquélla definida para 

y> O solamente en un punto (el punto que corresponde a y= O). 

De hecho, esto justifica que Gasella y Berger [1990] hayan delínido Ja densidad exponencial (al igual 

que la densidad gamma) de una v.a., digamos Y, para y~ O, pero que en su tabla recopilatoria que 

se presenta al final del libro a dicha densidad se le asocie la condición y> O. 

•• 
Hasta aquí se han verificado relaciones bilaterales de la distribución exponencial con otras 

distribuciones. Las últimas dos relaciones a presentar dentro de esta sección, si bien se dan a través 

de una transformación, a diferencia de las anteriores no son bilaterales. 
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- alog [Uniforme (0,1)] - Exponencial (a) 

"La transformación de una v,a. uniforme estándar, X, 

definida por -a lag X se distribuye exponencial ( at' 10 

Demostración Sea X una v.a con distribución uniforme estándar Definase 

Observe que O < x < 1 => -<X>< log x <O => y= -a lag x > O, ya que a> O. 

Para deteímmar la distribución de Y se recurrirá \a Técnica de la transformación mediante 

Resultado 1 8 con e= -a< O. 

/,(y)=¡};¡ e-; fx(e-;;} y>O 

a e-~/,(e-;J 
1 

=-·eª ·l yaquecomoy>OentoncesO<e ª <1 
a 

y>O 
a 

que corresponde a la f d.p exponencial (a). 

10 La transformación está definida para el /ogantmo natural 
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[3.43] 

-lag [Beta (/J. l )] - Exponencial (/JJ 

"El menos logaritmo natural de una v.a. beta (}3, 1) se distribuye exponencial (/3)" 

Demostración. Sea X una v.a. con distribución beta (/J, 1 ). Definase 

Y0 ==-logX 

Observe que O <X< 1 :::::> --OJ < logx <O ::::::> Ye= -logx >O. 

Al igual que en la relación anterior, para determinar la distribución de r se recurrirá la Técmca de la 

transformación a través del Resuftado 1.8 con e= -1 <O. 

J;,CY)=[~lje''l-1 1 ·/,(e''t-1 1 ), y>O 

=e-• fx(e-') 

=e-'-{f(,B+l) k'Y-'o-e-')'-'f 
í(,B)f(l) J 

=e-• . {ji í(,8) (e-' Je' f 
í(,B) J 

=,Be-P-.•, y>O 

que corresponde a la f.d.p. exponencial (/JJ. 

• 
Observe que la transformación Y0 es un caso particular de la transformación Y definida en [3.42]. 

Como se verificará más adelante, la distribución uniforme estándar (utilizada en j3.42]) es un caso 

especial de la dis!Jibución beta (utilizada en [3 43];. véase Relaciones con la dist¡j[Jución beta) 

•• 
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0 Otras relaciones con la distribución exponenciaí 

Véase también [3.28] en la sección Relaciones con la distnbución gamma 

Véase también [3 45] en la sección Relaciones con la distribución ji-cuadrada 

RELACIONES CON LA DISTRIBUCIÓN JI-CUADRADA 

• Relaciones de la distribución ji-cuadrada con ella misma 

[3.44] 

f ¡Ji-cuadrada(n)] - Ji-cuadrada(rn) 
1 

"La suma de r v.a.i.i.d. ji-cuadrada (n) se distribuye ji--cuadrada (r n)" 

, 
Demostración. Sean X,, X,, ... ,X, v a.i.i.d. 11-cuadrada (n) Definase Y~ ¿x, . Observe que 

1~1 

y> O Al igual que se ha hecho anteriormente cuando se tiene la suma de v.a.i.1 d., en este caso es 

posible aplicar la Técnica de la función generadora de momentos via el Resultado 1 18 para 

demostrar la relación. Sin embargo, existe otra lorma alternativa de hacerlo que hace uso de 

resultados ya venficados previamente y que permiten insistir en el vinculo que existo entre las 

distribuciones ji-cuadrada y gamma. 

De la relación [3.2S] se sabe que la distribución ji-cuadrada con parámetro n es un caso especial 

de la distribución gamma con parámetros " y 2. Ahora, de la relación [3.26] se obtiene que la 
2 

suma de v.a.i.i.d gamma también tiene d1stribuc1ón gamma, en este caso Y es una gamma con 

parámetros r· !!_"" r n y 2 Por lo tanto, al mismo tiempo, Y es una va. ji-cuadrada con parámetro 
2 2 

rn. 



192 Caoítulo 3 

En otras palabras al ser la distribución ji-cuadrada (n) un caso especial de la distribución gamma 

(". 2), la primera 'hereda" todas las propiedades de la segunda. Así, es también válido plantear el 
2 

resultado [3 44bis] que se desprende de [3.26bis]. Sólo hay que tener cuidado con la aseveración de 

la 'herencia", pues esto no siempre sucede. El ejemplo más claro de esto es que la distribución 

exponencial es también un caso especial de la distribución gamma, sin embargo la suma de v.a.i.i.d. 

exponencial no se distribuye exponencial, sino Er1ang (que a su vez es una gamma). 

•• 

[3.44bis] 

f¡Ji-cuadrada(n,)] - Ji-cuadrada(:Ln,) 

' 

"La suma de r v.a.i.ji-cuaárada (n;)se distri6uyeji-cuadraáa (Éin 1 J" 

Demostración. Basta aplicar Ja relaciones [3.29] y [3.26bis) [véase demostración de [3.44]). 

• 
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º Casos especiales de fa distribución ji~cuadrada 

[3.45] 

Ji-cuadrada (2) =Exponencial (2) 

"La distribución exponencial (2) es un caso especial de la 

distribución ji-cuadrada (11) cuandi.J n = 2" 

Demostración. Sea X una v.a. ji-cuadrada (2). El resultado se puede obtener directamente 
n/2-1 -:r:/2 

sustituyendo el valor n = 2 en la expresión de la densidad ji-cuadrada fx(x;n) = x 
2
, 12;(!,') , 

x >O y aplicar el hecho de que í(l) = !, con lo que se obtiene la densidad exponencial con 

parámetro 2. 

Por otra parte, el resultado también puede verificarse acudiendo al hecho de que una v.a gamma 

(1.2) puede verse también ya sea como una v.a. exponencial (2), (véase [3.28] dentro de 

Relaciones con la distnbución gamma) o como una v.a. ji-cuadrada (2) (ya que una v.a. gamma 

(1.2) es lo mismo que decir una v.a. gamma ( f ,2); véase [3.29] también dentro de Relaciones con 

la distribución gamma). Por ende, las distribución de una v.a exponencial (2) coincide con la de una 

v.a. ji-cuadrada (2). 

Observe que [3.45] es otra fonma de enunciar [3.35] (véase Relaciones con la distribución 

exponencia~ 
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• Relaciones de la distribución ji-cuadrada con otras distribuciones 
mediante transformaciones 

[3.46] 

:t[Normal (0,J)] 2 - Ji-cuadrada (n) 
1 

"La suma de los cuadrados de n v.a. 's normal. estándar se distribuye ji-cuadrada (n)" 

Demostración. Sean Z., Z,, ... , Z" v.a.i.i.d. normal estándar. Definase Y = i: Z,' . Observe que 
1~1 

y<: O. Hay que tener cuidado con que Y es la suma de los cuadrados de las vanables aleatonas 

Z,, por lo cual no es aplicable la Técnica de la función generadora de momentos de manera directa 

vía el Resuftado 1.18. 

La demostración se desprende fácilmente de las relaciones [3.29] y [3.30] verificadas dentro de la 

sección de Relaciones con la disúibución gamma. De [3.30] se sabe que el cuadrado de una v.a. 

normal estándar se distribuye gamma ( ± , 2). De [3.29] se tiene que una v.a. gamma (): , 2) es a su 

vez una ji-cuadrada (J ). Finalmente, de [3.44] se deduce que Y se distribuye ji-cuadrada (n). 

• 
De no haber contado con los resultados [3.29], [3.30] y [3.44] una alternativa para demostrar la 

relación [3.46] sena utilizando la Técnica función generadora de momentos, previo cálculo de la 

función generadora de momentos de Y. Para hacerte se requiere hacer un desarrollo algebraico que 

si bien no es complicado si requiere de cierto ingenio, pues en el camino se debera identificar una 

densidad normal (O,¡¡ .J¡ -2t) _ 11 

11 E! desarro!!o por este camino puede consultarse en Mood et al. [1974}, pp. 242-243. 
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Por otra parte, aunque aquí se ha supuesto directamente que las Z1 son va. normal estándar, tiene 

sentido suponer que estas Z, sean va. normales estandarizadas (Z, = (X, - µ)!aj a partir de va 

normal (µ,a2), digamos ..tY¡. para i = 1, . . ,n, respectivamente (o incluso, siendo el caso más general 

provenientes de va. normales (µ,,cr, 2
) ) En dicho caso, el resultado quedaría enunciado como 

sigue: 

Sea X1, X2, .. . , X" una m a. de una distnbuc1ón normal (µ,el). entonces Y= ¿:;~, (X, - µ)'!a2 

tiene distribución Ji-cuadrada con n grados de libertad. Este resultado se aplica ampliamente en 

estadística para determinar cantidades p1votales para el cálculo de intervalos de confianza 

Observación final. Aplicando los resultados [3.18] y [3 46] puede verificarse que si 21 y 22 son v.a.i. 

norma\ estándar entonces !a distribución de z? es la rnisrna que !a de (Z¡ - Z2)
2/2; a saber, 

ambas son ji-cuadrada (1), que es lo mismo que decir gamma ( t, 2). 

[3.47] 

Ji - cuadrada (n,) 

n, 
-F(n1 ,n,) 

Ji - cuadrada (n2 ) 

n, 

"El cociente de dos v.a.i con distribución ji-cuadrada 

divididas entre sus respectivos grados de libertad 

tiene distribución F' 

Demostración. Sean X, y X2 v.a i con distribución ji-cuadrada con n, y ni grados de liber1ad, 

respectivamente. Considere Y una función bivariada g(X1,X2) definida como 
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Aquí el orden que se da a los grados de libertad es imponante. En este caso, se busca mostrar que 

Y tiene distribución F con parámetros (n1,n2); los grados de libertad de la variable que aparece en 

el numerador se citan en primer lugar. 

Se recurrirá a la Técnica de la transformación para determinar la distribución de Y, mediante el 

Teorema 1.8: 

!,,_,, (Y1 ,y,)= fJf fx, (g;'(y,,y,))fx, (g;'(y,,y,))I~(y.,y,) 

donde 1' = {(y,,y,J para los cuales existe (x,,x2) ES, tal que (y,,y,) = (g,(x,,x,),g,(x,,x,)). 

Para ello se elegirá X2 oomo la segunda función. Así: 

Observe que como x1. x2 >O y n1, n2 son enteros positivos el recorrido de Y1 es y 1 >O. 

Calculando primero las funciones inversas (expresando a x 1, x2 oomo funcio"es de yi,y,)· 

Calculando el jacobiano: 

-Y n, 2 
:r = 

) 

o, 

o 

Entonces 

-? 
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Sean "'-=~(~"· -1-1)"12 ) do.e:::. -i(~.._-, 1 + ~)d'i2 
Multiplicando y divid1ecdo el integrando de la última expresión de .h, (y1) por 

1. r !?_¡_ y 1 + lj\ y 2 se Obtiene. 
2 \ n~ 

1 \ \ 1 \"' (n,•n,)/2 -1¡ { (°' \ 
j~(~'l,+1)12'""~...,)12 º'-J2 ~2 2 ni_'Y1 +1)1 exp-j-'-(°'v +i)y }cJ 

2 ".z ¡ :l.. y,2. 

. u e-"" du 

Sustituyendo ahora el valor de ( n 
2
" \ 

--..Ly¡+li n, ) 
que ha sido despejado de la expresión de u 

[ 

1 1{n,+nz)/2 [ (n,+
2

n2 ) 

.:2.:. '1, ..¡-- 1 
L "z 

Sustituyendo este último resultado en (') 

{ 
"'~ + ') n ... 1 u e - u d.u. 

2u 

I'(n,;n2 ) 

(
n, \n,/2 n,¡2-1 r l(n,•n,>/2 . 

r --;;-... l 'l 
f.y,{Y,) o · ¡ 

r('i-)r(';) L*,Y,+< 

- ¡n,+ni\ 
L -2-) 

fl 1 ~,(~\"'·'~ "l.,,,2 -1 

J...\2.J\"2} ·1 
~ 

r \ ~ )f ( 'f) [ ';;;~. + 'J'0

"

0

''

12 

que es la f d.p. de una v.a. F(n1 , n2) . 
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• La distribución ji-cuadrada como distribución limite 

[3.48] 

Ji-<:uadrada (n1) 

"La transformación de una v.a. F(n1 ,n2),X, 

definida por Y= n1X se distri/J«ye ji-cuadrada (n¡) 

cuando n~ es suficientemente grande" 

Observación. La demostración que aqui se presenta requiere considerar el supuesto adicional de 

que n1 y n2 sean enteros pos1t1vos pares. Esto es particulanmente importante para n1, ya que 

dicho parámetro penmanece en la expresión final; en cambio, es posible hacer tender n2 a infinito 

por los enteros positivos pares, haciéndolo "desaparece( finalmente en la expresión final. 

Demoslreción. Sea X una v.a. aleatoria con distribución F con parámetros (n1,n2). Deiinase 

Aunque lo que interesa es la distribución Hmite de I~ es necesario deteílllinar primero la densidad de 

Y. Para ello, se utilizará la Técnica de la transfonnación, vía el Resultado1.6 con e~ n1 y d ~O. 

= 
r ('2?) 

.q;:.)r(;) 



= ----
r (~) 

f r(?J 
1 r (;) 
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(3.48.1) 

Desarrollando el primer !actor del producto entre llaves, haciendo uso de que, como n1 y n2 son 

enteros positivos pares entonces n1 +n2 

2 
y " 2 también lo son. 

2 

r(~) 

r(';,1) 
= 

[(i-•)+'i]I 
.-.,¡-:;. 

~ 1] [ {'.f-1)~ ;j (i-•)' 
( 

h2 ) ' --1' 2 ,. ( :·-·) 1 

Sustituyendo este último resultado en la expresión (3.48.1 ): 

Calculando ahora lím f 1 (y) . 
n2---i>X 

'lr1,12_-I ~'l,)Z-1 

r('2f:) r(~) 

\i"1 

'l,/2. 

n:·"TI(~+ 
¿=.\ 

( 
1 Jn,12 I' ,,,¡z 

- . irn n2 
2 .,,,....,c0 

('f-1 )' 

( 
1 (1-•1 -+ -2 n, 

... (3 %.2) 

... (o 4U) 
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\im 
lím (1 +y)-¿ jn 4 /2. 

t14...,."° "'i./2 ) 

1 - ')/2. 

eY/" ~e 
1 

: .""':"'-~(-1-_,_-V~/ ,_~)"'"">'°'fz· -
-y ... '° Yl-z./":i. 

Reuniendo los resultados (3.48.2) y (3.48.4): 

y.,,,1- l 

r ( %: ) 
Corno 

/im ( 
n 2 \"'12 = 

'Y+ nt. } 

Por lo tanto: 

!im f (y)~ 
"h""""' y 

"i ... ,12-'. e-"Y/2 

2"1
' r (!f l 

que corresponde a la f.d.p Ji-cuadrada (n1). 

• Otras relaciones con la distribución ji-cuadrada 

Véase también [3.29] en la sección Relaciones con la distribución gamma. 

Véase también [3.35] en la sección Relaciones con la distribución exponencial. 

(3.48.4) 

• 
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RELACIONES CON LA DISTRIBUCIÓN t DE STUDENT 

º Casos especiales de la distribución t de Student 

[3.49] 

t de Student (1) = Cauchy (O, J) 

"'la distribución Cauchy estándar es un caso especial 

de la distribución tín/ cuan.do n = 1" 

Demostración. Sea X una v.a. con dis\ribuci6n 1/nl Basta sus\i\u1r el valor del parámetro n ~ i en 

la f.d.p. de X y considerar el hecho de que f(Yz) = >ln 

-oo<x<oo 

r(•+1) 
fx(x;1)~ (n-)'1,'r(}) [i+;;¡11~12 -co<x<oc: 

1 
7r l/27r 1/2 . f~-;-;y 

1 

[1 + x'] 

En el Capítulo 2 se menciono que la función generadora de momentos correspondiente a !a 

distribución Cauchy no existe. Precisamente, como consecuencia de su vínculo) la función 

generadora de momentos para ia distribucion t de SrJdent tampoco existe, aunque ésta si tiene 

media y vananza finitas y es posible calcular E[X1 
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• Relaciones de la distribución t con otras distribuciones mediante transformaciones 

[3.50] 

[1 de Student (n)J' - F (I.n) 

"El cuadrado de una v.a. l¡,.,¡ se distribuye Fo.n>" 

Demostración. Sea X una v a. con distribución f(n)· Deñnase 

Y=X2 

Utilizando la Técmca de la transformación mediante el Resuffado 1.1 se encontrara la f.d.p de Y. 

Recordando que !('/,) = -Vrc se obtiene: 

que corresponde a la f.d.p. de una v.a. F con parámetros 1 y n. 

• 
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e Otras reíaciones con ia distribución t de Student 

Véase también [3.25] en Relaciones con la d1stribuc1ón normal. 

RELACIONES CON LA DISTRIBUCIÓN CAUCHY 

"' Reiaciones de ia distribución Cauchy con ella misma 

{3.51] 

a+ <X·[Cauchy (0,1)] - Cauchy (a,u) 

"Una v.a. Cauchy estándar, X. puede llevarse a la forma general 

mediante la transformación definida por Y= a + o:X" 

Demostración. Sea X una v.a. Cauchy (0,1). Definase 

r~a+aX. 

Para determinar la distribución de Y se recurnrá a la Técnica de la transformación mediante el 

Resultado 1.6 con e~ a y d ~a. 

fy(y)~l-·fx(y-aj 
a a / 

(ya que a> O) -00 <y < 00 

1 1 

a. ~[1+(Y::rJ 
l 
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La relación inversa de [3 51] se presenta a continuación 

[3.52} 

3.=Ú 

Cauchy (a,u) ~ Cauchy (0,1) 

"'A la distribución Cauchy con parámetros a = O y a: = l 

se le Uama distrihución Cauchy estcírrdar"' 

Demostración Esta relación se verifica prácticamente por definición de la distnbución Cauchy 

estilndar; basta sustituir los valores a~ O y a~ 1 en la f.d.p. Cauchy (a,a). 

• 
Una generalización de la relación [3.51] se presenta en seguida y alude a c,a\quier transformación 

lineal de una v.a. Cauchy. 



[3.53j 

Re!ac1ones emre las distnbuc,'ones 205 

i 
1 e+ d [Cauchy (a,a)] - Cauchy (ac +d. al e 1) 

1 

"Una transformación lineal, cX + d, de una v.a. Cauchy (a,a),X, 

también se distribuye Cauchy con parámetros 2c -r d y a 1 e ) " 

OemostraC1ón Sea X una v.a. Cauchy (a,a) Definase 

Para determinar la distribución de Y se recurrirá a la Técnica de la transformación mediante el 

Resultado 1 6. 

fr(Y)~ l~I rx( ,".:d) , -<:0<y<<:0 

1 1 

l<I "l['~;f 

an:[I + (~ _:-d~-:~0!]. 
a-c2 

1 

[aj cj],,.[l-r (y-[ac+~D' 1¡ 
(a e ]' J 
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[3.54] 

1 1 
. -Cauchy(a(a

2
+a

2r 1
,a(a

2
+a

2r1J' 
Cauchy(a,a) 

'"El inverso multiplicativo de una v.a. Cauchy (a,a.) 

también se distribuye Cauchy (a',a') con a'= a(a:?.+ a2
)-

1 y a'= a(a1 + a2r1
" 

Demostración. Sea X una v.a Cauchy (a,a). Definase 

1 
Y=-. 

X 

Puesto que Y es una transformación de X: a primera vista parece conveniente recurrir a la 

Técnica de la transformación via el Resuffado1.3. Sin embargo, no es asi. P~r un lado, la aplicación 

del Resuffado1.3 conlleva a expresiones algebraicas complicadas de simplificar para llegar a una 

distribución Cauchy (esto como consecuencia de la complejidad de los parámetros de la v.a. Y). 

Por otro lado, el aplicarlo de manera mecánica conduce a pasar por alto cuál es el comportamiento 

de la transformación (recuerde que la función .1 define una hipérbola de dos hojas): no puede 
X 

decirse que es monótona decreciente para todo el rango de X: ~ < x < oo, es monótona 

decreciente en los intervalos (--w.O) y (O.oo), pero está indefinida para x =O. Entonces, el 

resultado obtenido sólo seria válido para todos los valores de y, exceptuando cuando x =O. 

Por lo anterior, se recunrió a un procedimiento alternativo para demostrar la relación [3.54]. En dicho 

procedimiento se hace uso de otros resultados: [3.15] y [3.18], verificados en la sección de 

Relaciones con la distribución normal; [3.51] y [3.53] verificados arriba; y [3.57] por verificar al final 

dentro de esta misma sección. Así, se irán hilando propiedades de transformaciones de dos v.a.1.i.d. 

normal estandar cuyo cociente da lugar a una v.a. Cauchy estandar que bien puede /levarse a la 

forma general Cauchy (a.a). 
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Se tiene que 
X -Cauchy (a.a.) 

Considere 
U - Normal (0. l) y V - Normal (0.1) 

y as'r definase 

Entonces 
X' - Cauchy (O,!) ... de ;3 57] 

Y así X puede expresarse en térmmos de X'. 

Ahora, observe que 

donde 

" . í uT' 
Es uec1r 1 a+ a j 

'- v...J 
estándar. Considerando 

y aplicando [3 53] 

u 
X=a+aX'=a+a--

V 
.. de;351]. 

[ u1-' 2 • _1 (aU - a V) • 2 _, 
a+a- =a(a +a•) · ·- · +a(a· +a)· 

V J (a[/ +aV) 

2 2 -1 (al/ -aV)(a2 +a2)-112 2 2 -1 
= a(a +a ) · ------ - - ---- ? T a(a +a ) 

(aU +aV)(a 2 +a 2
)-

11
-

(aU-aV)(a 2 +a 2r 1
•
2 

- Normal(O,l) 

(aU +aV)(a 2 +a 2 r 112 
- Normal(O,l) 

(*"*) 

1 
puede expresarse como una transformación lineal de una v.a Cauchy 

X 

y d =a(a2 -'-a2)-J 

1 
_:__,._Cauchy(a(a 2 +a 2 )-1,a(a 2 +a2 )-1) 
X 

("') Igualdad encontrada en Jonhson y Kotz [1970]-1, p 160, quienes refieren que fue utilizada por Savage[1966] 
(**) Más adelante se verificaran estos resultados paso a paso. 
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Verificación de(") 

Corno U - Nonnal (O, 1) =:> 

Corno V - Nonnal (O, 1) =:> 

(a[/ - a V) - Normal (0, a 2 + a2
) 

aU - Normal (O,a2
) 

a V - Nonnal (O,a2
) 

(a2 + a2)- '(aU - aV)- Nonnal (0,1) 

ya que [(a2 
+ a2)-Y'] 2 (a2 + a2) = (a2 + a2)-1 (a2 + a2) = 1 

Analogamente, 

[J - Normal (0,1) 

V - Normal (0,1) 

aU - Normal (O,a2
) 

a V - Nonnal (O,a2
) 

=> (aU - a V) - Normal (O, a 2 + a2
) 

=> (a2 + a2
) _y, (aU + aV) - Normal (0,1) 

... de [3.15] 

... de[315] 

... de [3.18) 

... de [3.15) 

•• 
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[3.55] 

1 -------- -Cauchy (0,1) 
Cauchy(0,1) 

4'El inverso 1nultiplicativo de una v.a.. Cauchy estándar 

también se distribuye Cauchy estándar" 

Demost;ación. La reiadón i3.55] es un caso particu!ar de [3.54] ya demostrada Lo que es 

interesante rescatar es que en el caso de una va. Cauchy estándar la comple¡ídad de los 

parámetros a' y o:' de _1_ se diluye ya que a' = 0(1 2 + 02r 1 = o y o:' = l (1 2 + o'r' = 1, de 
X 

tal suerte que se obtiene también una v_a Cauchy estándar. 

La relación [3.55] también genera sentido sí se piensa que la d1stnbucíón Cauchy estandar puede 

verse como la distribución del cociente U/V, donde U y V son variables normal estandar 

independientes Como U y V tienen la misma distribución, entonces la distribución de U/V y 

V/U debe ser también la misma; de aquí que s1 X es Cauchy estandar entonces 1/Xtambíén lo 

es. 

'"' 
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[3.56] 

" L Cauchy(aa) -Cauchy (na. na) 

·•La suma de n v.a.LLd Cauchy (a,a:) también se distribuye Cauchp (na, na)" 

(La distribución Cauclzy satisface la propiedad reproductiva) 

Demostración Sean X. X, . .... X, v a.i.i.d Cauchy (a, a). Definase Y= f X Observe que ;í # 

como cada ---XJ < x; < co entonces --ce <y< ctJ. Ahora, dada la inexistencia de !a función 

generadora de momentos no es posible rewmr a ella para detemJmar la distnbución de Y (de lo 

contrano dicha distlibuc1ón se podría detemJinar aplicando el Resuffado 1.18) En casos como éste, 

la función característica resulta de gran utilidad. Sólo a manera de ejemplo se introduce aqui para 

demostrar [3 56j. 

La función característica de una distlibución Cauchy (a. a) es 

Entonces 

E(e" 1 )=exp[üa- ta] 

= !] exp[ita-1 t laJ = exp[ti[ita-1 t la!] 

= exp[il(na)-1 t [(na)] 

que corresponde a la función característica de una distnbución Cauchy (na,na). 

+ 
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[3.57J 

N_onnalJOJ) 

'ionnal,(0.1) 
- Cauchy (0,1) 

"El cociente de dos v.a.i. normal estándar se distribuye Cauchy estándar" 

Demostración. Sean z, y Z2 v.a.i id. normal (0,1). Definase Y~ Z1/Z2• Como Y es función 

bivariada g(Z1,Z2) y ya que se conoce la distribución de la suma de dos v.a.1 normales esiándar 

(véase resultado [3.16]) se aplicará la técnica de las transformación para funciones b1variadas para 

determinar la distnbución de Y, vía el Teorema 1.8, considerando. 

y 

Observe que -ro< y,, y,< oo. Enionces, del Teorema 1.8: 

Haciendo los cálculos: 

o 

~' ~ :z, + z, ( 
\)2 ::. t., /Zz 

Así, 

o \ .. o 1 + Y2 

o .]" = j 

o 1 + ')2. 
o 

-e¡ 

-Y,">1 
z ~---

\ 1 ...¡... \),_ 

Y, 
Z2:::: 1 + 'i2 

(1+Y:i.)
2 

::::. . \ 
- _Y_,_ 

(1+Y:z.) 2 

Sustituyendo en el Teorema 1.8 

'), 'i..,_ 

(í+'J2)3 

·-cO< '),) '11 ¿ oCl 

___!_e___ Y, 
~ --

(1-+-'J-.._)':, ( 1-t:'>11 )
2 

.{ ( J-J; (zlf lzl /51 , J 
lvr, Y,,l, - !~, ' z,' { O,Y,l 2 

\ , Í J, 

= 1-__!__,_
2

\· ~e•p- 2(1+Y
2
l 2

] 'Viií e"P-[ z(r+J,l' 

o 

o 

( 1..-'91 J 2 
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Por lo tanto: 

_l~_,I_ 

(1+'}2)2-

Calculando ahora la f d.p. marginal de ¡ ;· 

Sea 

U::;::. (1+Y:)'J,
2 

2(1+)' ... 'l;;: 

Multiplicando y dividiendo la última expresión de f 1Jy, l oor (1 + Y=,1' para completar el 
. (l + ;¡) 

- 1 ¡° ~ \~ - - ) e.- dL<. + ---- ~-U d1..(. 
zn( 1+'i~) -o0 2n(1+y~) 0 

= 2 1 e.-<.t du [ ~ j 
2TI ( {+ ':Jf) l"° 

1 

que corresponde a la f.d.p. Cauchy estándar. 

• 
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º Otras reiaciones con la distribución Cauchy 

Véase [3 49] en Relaciones con la distribución t de Student. 

RELACIONES CON LA DISTRIBUCIÓN BETA 

º Casos especiales de la distribución beta 

[3.58] 

Beta (1/z,Vi) = Arcoseno 

"La distribución arrcoseno es un caso especial de la 

distribución beta (jJ,j) cuando fJ= r= Yi" 

Demostración Sea X una v.a. con distribución beta (V:i,Y2). Basta sustituir \os valores de \os 

parametros /3= y, y y= y, en la f.d.p. beta y considerar el hecho de que f(Y,) = ~n 

/·¡¡-¡ I /3 J 1(/J+r) ,_, _, rX-1X-,Y=-····------·x (1-x)/ si O<x<l 
rcJJlr\rl 

f re-+l) '1 ' 
x(x)=fx(x;t,1l= 2 2 .. x'-(l-x)'-1 si Ü<x<l 

I'Cj)r(jJ 

= _I'.Q2_ __ x-112(l-x)-112 
rc;ircJJ 

__ L _ ·x-112(1-x)-u2 _¡;;_¡;; 
l 

ff[x(l-x)] 112 

que corresponde a la f.d.p arcoseno. 

En la Figura 2.9 presentada en el Capítulo 2 se puede apreciar la gráfica de la densidad arcoseno. 
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[3.59] 

Beta(!,!)= Uniforme (0,1) 

"La distribución uniforme estándar es un caso especial de la 

distribución beta ([J,'/J cuando p = r= 1" 

Demostración. Sea X una v.a. con distribución beta (1,1). Nuevamente, basta sustituir los valores 

de los parámetros j3 ~ 1 y y= 1 en la !.d.p beta y considerar el hecho de que I'( 1) = l. 

( (x:Ll)= I'(l_+_l)_ __ x1-'(1-x)1-1 si 
\ I'(l)I'(l) 

O<x<l 

l1 o o =-- -x (1-x) 
O!OJ 

=l 

que corresponde a la !.d.p. uniforme estándar. 

• 
También en la Figura 2.9 que se presentó en el Capitulo 2 se puede apreciar la grálica de la 

densidad uniforme estándar. 
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= Relaciones de fa distribución beta con otras distribuciones mediante transformacíones 

[3.60] 

-Beta (a1.a2) 
Gamma( a, ,jJ) + Gamma(a2 ,jJ) 

"El cociente de una v.a. gamma (a i./J) entre la suma de dos v.a.i. gamma, (a ¡,jJ) y (a 21jl), 

se distribuye beta (a 1,a2)" 

Demostración. Sean Xi y X2 v.a.'s gamma (a1,/J), i = 1, 2. Defínase 

Como Y es una función bivariada g(X1 X 2) puede aplicarse el método de la transformación para 

determinar su distribución. Para ello, es necesario elegtr otra función conveniente para obtener una 

f d.p. con¡unta a partir de la cual se extraerá la densidad marginal de Y. Como ya se conoce la 

distribución de la suma de dos v.a.1 gamma (a.f!), (véase [3.26bis]) definase 

X¡ Y¡ = - ------- -
X 1 +X2 

y 

En cuanto a los recorridos de Y1 y Y,, observe que: 

X¡, xz. > Ü 

}':;=X¡+ X2 > Ü 

0 <X¡ <X¡ ~X2 
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Calculando la funciones inversas se obtiene que: 

X.2. = ;¡~ { f- )'I) =... i-;\ ( '), J 'J2) 

De aquí que: 

,,~, 

~\ ~2 ':í 
<Jy2 

, 
¡)y 

J~ 
~ 0- - =- ')2 (!-Y,)+Yi 'Y2::::::. \l -"Y 'J +'y y :::. '). 

-y2 ( l-Y,) 2 1 1 , :<.. ;;:. 

"'· o Y~ 

pues )1
2 

)'o 

Así 

( 
\i+(<>!,-i)+(d.1-1) d.1-l( .,1. -1 D-'lz)f 

Y-:.J ~' ~-)\):i. \..... 

Considerando que 

B(a¡,a,)= l(a,)_f(a,) a f(o:, +a,) 
f(o:1 +a2 ) f(o:1)f(o:2 ) B(a1,a2 ) 

es posible separar la densidad de Y,, que es gamma (a1 + a2,/J), en la última expresión de la 

densidad con•unta fv, (y, ,y2): 

De este producto no sólo se observa que tiene Y, distribución beta (a,,a2), sino también que iY: y 

Y2 son independientes! 

• 
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'° Otras relaciones con fa áistribución beta 

Véase [3 24] en Relaciones con la distnbución normal. 

RELACIONES CON LA DISTRIBUCIÓN UNIFORME 

e Relaciones de ia d;stribución uniforme con ella misma 

[3.61J 

a+ (b-a)·[Uniforme (0,1)] - Uniforme (a,b) 

"Una v.a. uniforme estándar, X, puede lleva;se a la forma general 

mediante la transformación definida por Y= a + (b - a)X'' 

Demostración. Sea X una v.a uniforme (O.!). Definase 

Y=a+(b-a)X 

Para determinar la distribución de Y se recurnrá a la Técnica de fa transformación mediante el 

Resultado1.6 con c=b-a y d=a,donde c>O yaque b>a 

Respecto al recorrido de y = a + ( b - a) x, observe que a <y < b ya que: 

O <x < 1 

= O< (b-a)x < (b-a) 

= a<0-ajx+a<~-0+a 

~ a<y<b. 
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Entonces. 

• 1 (y-a) (,(y)=¡;_afx -¡;~¡, a<y<b 

• 
1 . ¡ 

b-a • ya que 
y-a 

Ü<--- <l 
b-a 

que corresponde a la densidad uniforme (a.b ). 

La relación inversa de [3.61] se presenta a continuación. 

[3.62} 

ª""º 
Uniforme (a,b) ~Uniforme (0.1) 

"A la distribución uniforme con parámetros a == O y b = 1 

se le llama distribución uniforme estándar"' 

• 

Demostración. Esta relación se verifica practicamente por definición de la distribución uniforme 

estandar; basta sustituir los valores a= O y b = 1 en la f.d.p. unrlorrne (O, 1 ). 

• 
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º Relaciones de la distribución uniforme can otras distribuciones 
mediante transformaciones 

¡3.63] 

{Unifonne1(O,1) - Unifonne2 (0,1)} - Tnangular 

"La diferencia de dos v.a.i. uniforme estándar se distribuye triangular1
' 

Demostración Sean X1 y X2 v.a.i Ld uniforme (O, l ). Definase 

Observe que como O <x1,x2 < 1 entonces -1 <y ='°X1-x2<1, 

Aunque Y es una transformación b1vanada, en lugar de recurrir a la Técnica de la transformación, 

via el Teorema1.8, para determinar la l d p de Y se acud¡¡á a la Técnica de la función de 

distribución mediante el Resultado1.11. Con la aplicación de la Técnica de la transformación se 

complican los cálculos pese a que la densidad original, uniforme (O, l ), parece sencilla 

~ 

.fv(y) = j.fx~ (x¡ - y)J~t', (x1) dx1 

X 

= J110.1)(x1 - y)f¡o,l)(x,)dx, 

(*) 00 

= f {1(-1.0) (y) J10,,.1J (x1) + I¡o,I) (y)Jl;.ll (x1) }dx1 
-~ 

y+l l 

= f(-1.0)(y) f dx¡ + f¡O,I)(y) f dx¡ 
o y 
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La descomposición de las funciones indicadoras desarrollada de la segunda a la tercera igualdad 

(paso señalado con ( •) ) resulta de la visualización geométrica del conjunto 

A= {O<x1 <l}x (O<xi-y< l} 

Como ya se ha observado X1,X2 E (0,l) ~ 

Ahora y=xi -x1 X1=x¡-y 0<x1 -y<l 

A es un subconjunto de R2 en el sistema fonmado por los ejes coordenados X1 y Y, El rango de 

las abscisas está dado de manera directa (valores entre O y 1 ), Ahora, para determinar el rango de 

las ordenadas basta observar qué es lo que pasa en las fronteras, es decir, en los limites 1níenor y 

superiordelcon1unto {O <xi-Y<!}: 

xi-y=O :::::> y=x1 

X¡-y=! ~ y=x,-1 

El conjunto A se ilustra en la iigura siguiente 

~ 
2 • 

1 -

~~~~-'1;1""'""""·-"',..Y'~~~~~-~, 
·1 2 

. 2. 

• 
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o Otras relaciones con Ja distribución uniforme 

Véase también [3.42] en Relaciones con la distribución exponencial 

Véase también [3 59] en Relaciones con la d1stnbución beta. 

OTRAS RELACIONES ENTRE DISTRIBUCIONES UNIVARIADAS CONTINUAS 

[3.64] 

log[Lognormal (µ,e; 2
)] - Normal (µ,c; 2

) 

"El logaritmo natural de una v.a lognormal (µ,a 2) se distribuye normal (µ,a 2
)" 

Demostración Sea X una v.a. lognormal (µ,e; 2
). Definase la transformación 

Y= !ogX 

Observe que la función logaritmo tiene sentido puesto que x > O. Asi, -oo <y < oo. Aplicando la 

Técnica de ta Transformación mediante el Resultado 1.8, con e= 1, para determinar la d1stribuc1ón 

de Y 

f, (y)~[ e>'[· fx(e') -oo <y <oc 

~e". ____ l . _ exp-{[log(e>'l,::."l~ 1 
eY-.[2;c; 2c;· j 

= -i;c; exp-{ (y2~)'} 
' , 

que corresponde a una densidad normal con media µ y varianza a 2 
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Como se expuso en el Capítulo 2, lo que caractenza a una v.a. lognonmal, y de ahí su nombre, es el 

hecho de que su logaritmo natural se distribuye nonmal. Aún más, la relación [3.64] tiene su inverso 

como se enuncia a continuación. 

[3.65] 

exp[Normal (µ,a2
)] - Lognormal (µ,a 2 ) 

"La exponencial de una v.a normal (µ,rr 2
) se distribuye lognormal (µ,a2

)" 

Demostración. Sea X una v.a. nonmal (µ,a'). Definase la transfonmación 

Observe que y> O. Aplicando la Técnica de la Transfonmación mediante el Resuftado 1. 7 para 

detenminar la distribución de r: 

/y(y)=I ;¡ j,(logy) y>O 

1 1 {[logy-µJ'l =-y·sa exp- 2a2 J 
1 r(logy-µ)'} 

=-=-exp-\ 
y,¡ 2í! Cf l 2a-2 

que corresponde a una densidad lognonmal (µ,a'l. 

• 
Las relaciones [3.64] y [3.65] penmitirán demostrar fácilmente la relación siguiente. 
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·1 i 
. I' 1 TI[Lognannal (µ.0" 2

)] - Lognarmal (nµ,na 2
) 1 

1

1 i 

' 

1 
1 

"El producto de n v.a.i.id. lognormal (µ,if) también se distribuye lognormal (nµ, na- 2
)" 

(Observe la analogía con la propiedad reproductiva) 

Demostración. Sean X., X2, •••• X,, v.a.i.1.d lognormal (µ,a2
). Definase 

Observe que y > O. La relación se demostrará haciendo uso de los resultados [3 16] (véase 

RelaC1ones con Ja d1stríbuc1ón norma.0, [3.64] y [3.65] (recién demostrados) y de las propiedades 

siguientes: 

" 
o lag Y= log (X, ·X, · ... ·X,,)= 2)ogX, 

,,,,¡ 

Q eiogY =y 

Ahora, 

X, - lognorma1(µ,u 2
), para i = 1, 2, ... , n poí hipótesis 

lag X, - normal (µ,<5 2
), para i=l,2, .. .,n aplicando [3.64) 

i:1ogX, - normal (nµ,nO" 2
) aplicando [3.16] 

!=) 

Como i1agX, =lag Y entonces lag Y- normal (nµ,na 2
). 

t=l 

e log Y ....... lognormal (nµ,ncr 2) aplicando [3.65] 

Como e 1º' 1 = Y entonces Y - lagnarmal (nµ,na 2
). 
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La relación [3.56] puede generalizarse al caso en que los parámetros de la distribución normal de 

las X no fueran los valores comunes µ y u 2
, sino que X,. X, . ... , X" fueran v a.i.1.d. 

lognormal (µ ,. o, 2
). Para demostrarlo se podria seguir el razonamiento anterior, haciendo uso de 

[3.16bis], en lugar de [3.16] 

++ 

Las dos relaciones s1gu1entes son resultados 'sueltos" deducidos de lo expuesto por Leem1s en su 

esquema. 

[3.67] 

Weibul\ (a,2)"' Rayleigh (a) 

""La distribución Rayleigh (a) es un caso especia! 

de la distribución Weibull (a, /J) cuando f3= 2"' 

Demostración. Sea X una v.a. Weibull (a, 2). La relación se prueba sin problema sustituyendo el 

valor [3=2 anlaexpresióndelaf.d.p.Weibu!I f;.,(x)=f\-(x;a.fJ)~;-fJxP- 1 .exp-[~xPJ si x>O 

1 2-1 [ 1 'l fx(x:a.2)= --·2x ·exp- --x 
a a J 

SI X>Ü 

2 -x1 ta =- ·xe 
a 

que corresponde a la f.d.p. Rayleigh (a). 

• 
Como la distribución exponencial es también un caso especial de la distribución Weibull, con la 

relación [3.67] queda "cerrado" el vinculo Weibul1-exponencial-Rayle1gh conformado también por las 

relaciones [3.36] a [3.39], expuestas en la sección de Relaciones con /a distnbución exponencial. 

++ 
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[3.68] 

1 --- -- - -F(ni,n;) 
F(n,.n2 ) 

"El inverso multiplicativo de una v.a. F (n1,n2) también se distribuye F (n2,n1)" 

Demostración. Sea X una v.a. con distribución F (ni,n2) Definase 

V _ _l_ 
• - X. 

Observe que la transformación está bien definida puesto que x >O Así. y> O Además, Y es una 

transformación monótona decreciente. Entonces puede aplicarse la Técnica de la Transformación 

mediante el Resultado 1.3 para determinar la distribución de Y. Puesto que el manejo de una 

densidad F es laborioso no se presenta el desarrollo de la aplicación de la técnica. En su lugar, se 

acude a un procedimiento alternativo para demostrar la relación haciendo uso de un resultado 

verificado previamente. 

Del resultado [3.47] se sabe que X puede verse como el cociente de dos v.a.1. con distribución 

11-cuadrada, digamos X1 y X2, divididas entre sus respectivos grados de libertad n1 y n2, es decir, 

X~ (X1/n 1)/(X2/n,) En consecuencia, el cociente CX21n2)/(X1ln1) ~ l!X tiene distribución F 

(ni,n1) 

Con la relación [3.68] se cierra el conjunto de relaciones incluidas en el Diagrama final anexo, que es 

una modificación del diagrama original de Leemis. Al margen de ello, a continuación se presentan 

dos relaciones adicionales que se encontraron durante el desarrollo de este trabajo, pero cuya 

verificación requiere de algunas consideraciones adicionales. 
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• Otras relaciones propuestas 

[A.1] 

·'La transformación de una v.a .. X, con distribución F (n~. n2) 

d .d y n1X1 In, d. .b b rn, n, ' ... ,2 eji111 a por = -------- se zstn uye eta --' - --
1-'- [n1X2 ! n2] ,2 :, 

Demostración Esta demostración está pendiente. Sea X una va con d1slnoución F(n 1.n2). Definase 

Y= _!'_!1~!!;._ = -ª-. Recumendo la Técmca de fa transformación (preVIB ap/1cac1ón de fa Técnica de 
l+[n1X 2 /r.12 ] l+a 

fa función de distribución) se obtiene que: 

O<y<l 

donde el recorrido de Y está entre O y J porque O < a < l + a 

f.d.p. de X evaluada en [n2y/n1 (1 -y)] y simplificando se obtiene 

O < -ª- < 1. Sustrtuyendo la 
l+a 

[
n¡ +n, ,~-• r--' 

2 l 
fy(y) = ¡{ ) ~ ) • H" n

1 
n, "\ _,_, 

\.. __ . -~ ---·r y l , 
2 2 (1-y):2 -~+11 

L1-y ! 

de cuyo segundo factor no fue posible recuperar el término (1 - y) ("i 1
2

l-
1 

[A.2] 

"La mínima estadística de orden de una distribución Wezbul! (a,/3,7) 
es también Weibull (a',j3, r), donde a'= a n- irp,,,3 

Demostración. Esta relación es válida si se define a la densidad Vieíbull como 

f 1 (x) =(pi a)· [(x - y)J aJl'-1 
• exp-[(x-y)/ a]P , r< x, que difiere de fa expresión [2.19] aun cuando y= O 

(véase sección sobre La distnbución Welhulf en el Gapítufo 2). Sin embargo, es este un resultado interesante 

en tanto que la distribución exponencial cumple una relación análoga a /A.2] (véase [3.31]) y es un caso 

especial de la distribución Weibull (véase [3.32]); bajo esta nueva expresión de la densidad Weibull esto se 

cumple cuando r~ O y p~ l. 

12 Presen·.ada por Casella y Berger [1990], p. 228. 
n Presentada por Johnson y Kotz [1970]-1, p. 254. 

• 



Aportaciones de este trabajo 

CONSIDERACIONES FINALES 

Y CONCLUSIONES 

El esquema que presenta Leem1s en su artículo publicado en 1986 ha sido el eje para el desarrollo 

de este trabajo. Como lo explicó el propio Leem1s, el propósito del artículo era presentar una figura 

que ilustrara algunas de las relaciones entre distribuciones univanadas comunes que generalmente 

se discuten por separado en los textos introductorios de probabilidad, lo cual dificulta a los 

estudiantes comprender las relaciones entres esas distribuciones. Este trabajo se adhiere al objetivo 

integrador de Leem1s, al recoger una buena cantidad de mformación acerca de diferentes 

distribuciones de probabilidad en el Capitulo 2 e 1ns1stir en las relaciones que guardan unas con 

otras desde la última parte de la presentación de cada distribución, para después ahondar en ellas 

en el Capitulo 3 

En este trabajo se incluyen las graficas de todas y cada una de las densidades que participan en el 

diagrama de Leemis, para algunos parametros, vanas de ellas fueron encontradas en la literatura, 

mas elaborar aquellas que hacían falta ennquec1ó el conocimiento acerca del comportamiento de las 

distribuciones Ademas, es de llamar la atención que Leemis mcluyó algunas distnbuciones poco 

comunes, como la Weibull discreta, la arcoseno y la triangular. Se espera que este referente gráfico 

en su conjunto sea para el lector un medio de sensibihzac1ón con las distribuciones, pues siempre 

ver dibujos es más grato que tratar con '·frias" formas algebraicas (pensando en las densidades). 

Centrando ahora !a atención en ias reiaciones entre !as distribuciones, e! Diagrama Final con el que 

se cierra esta sección representa una ccnclusión global de este trabajo. Este diagrama es una 

adaptación del diagrama de Leemis. En él están señaladas cada una de las relaciones con un 

número entre paréntesis, según el orden seguido en el Capítulo 3 (así, por ejemplo, el número (1) 
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corresponde a la relación [3.1] ). As1m1smo, incluye las 12 relaciones adicionales encontradas a lo 

largo del desarrollo del trabaJO, dando un total de 67 relaciones en el diagrama. 

Es así que, por lo que toca a las relaciones entre !as distribuciones, este trabajo contribuye de tres 

formas· 

1. Presentando ejemplos de aplicación de! Teorema del Límite Central, así como de tres técnicas 

para determinar las distribuciones de funciones de una o más variables aleatorias.1 Así al 

veriiicar todas y cada una de la relaciones se adquiere al mismo tiempo soltura en el manejo de 

esos mstrumentos, cuyo sustento teórico suele revisarse en los cursos de probabilidad y 

estadística y que de manera breve fue abordado en el Capítulo 1. 

2. Determinando explícftamente los parámetros de todas y cada una de las distribuciones 

resultantes. Esto es importante sobre todo para aquellas relaciones en las que una distribución 

se vincula consigo misma, pues s1 bien en el esquema de Leemis se seña!a(n) con precisión el 

(los) parámetro(s) de la distnbución "ongen", en todos los casos el (los) parámetros de la 

d1stribuc1ón "destino" (distribución resultante) cambian. 

Por ejemplo, para aquellas distribuciones que satisfacen la llamada propiedad reproductiva, la 

suma de variables aleatorias independientes con distnbución D se distribuye también D 

teniendo como parámetro(s) la suma de alguno(s) de los parámetros de las variables aleatonas 

originales (relaciones (3), (6), (11), (16), (17), (26), (44) y (56), que, salvo la última, tienen una 

versión "bis", como puede verse en el Capítulo 3). Cabe resaltar que fue particularmente 

interesante el hallazgo de los parámetros resultantes de las relaciones (12), (31) y (54) 

3. Incorporando relaciones adicionales a las presentadas por Leemis, con lo cual se cuenta ahora 

con un esquema todavia más completo. Las relaciones agregadas fueron: (3), (11), (15), (17), 

(18), (26), (30), (39), (43), (53), (67) y (68). Salvo la (43) y la (67) que se encontraron en la 

literatura revisada, las demás sur]Jieron de manera intuitiva una vez que se tuvo cierta 

familiaridad con las distintas distribuciones. Hay que aclarar que para (30) se entiende que ésta 

pudo no haber sido incluida por Leemis porque queda contemplada implicitamente a través de 

1 Cabe resaltar que en e! caso de dos o mas variables aleatonas la mdependencia entre ellas fue una cond1c1on 
sumamente vahosa. 
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(46) y de (29). En ese sentido, con (30) no se está agregando información nueva, pero se optó 

por incluirla a manera de referencia rápida De hecho, es muy posible que vanas de las 

relacrones entre dos distribuciones no incluidas actualmente en el diagrama se puedan obtener a 

través de dos (o más) pasos con las relaciones que sí se registran 

Bajo la visión integradora de las d1stnbuciones que se propuso Leemis, para verificar vanas de 

las relaciones mostradas se hizo uso a su vez de otras relaciones En particular, las relaciones 

(15), (17) y (18) relativas a la d1stnbuc1ón normal y (29) re!af.tva al vtncu!o garri.ma - Jt-cuadrada 

representaron resultados de gran utilidad Precisamente, el que una vanable a/eatona j1-

cuadrada sea al mismo tiempo gamma es hecho que se pasa por alto con frecuencia y fue uno 

de los aspectos en los que se insistió recurrentemente en este trabajo. 

Aclaraciones sobre otras modificaciones hechas al diagrama de Leem1s. Es necesario puntualizar 

tres de las modificaciones hechas al diagrama de Leemis y vertidas en el Diagrama Final (1) los 

parámetros de la d1stnbuc1ón lognormal sonµ y cr 2
, en lugar de a y jJ, con lo cual resulta más 

inmediata la verificación del vínculo de ésta con la distribución normal (que tiene también parámetros 

µ y cr 2
); (ii) la línea continua que une a la distribución F con la ji-cuadrada (relación (48)) fue 

cambiada por una línea punteada, ya que esa relación se verifica cuando n es suf1c1entemente 

grande (n-> ro); y, ( iii) al adoptar para la densidad gamma la expresión [2.14 ], en lugar de la que 

presenta Leem1s (en la que se 1ntercamb1an las posiciones de a y /J) se modificaron las condiciones 

que avalan los vínculos (28) y (29), de tal manera que en lugar de pedir jJ~ 1 (en (28)) o a~ 2 y 

f3 ~ n 12 (en (29)) se pide que a~ 1 y que a~ n 12 y f3 ~ 2, respectivamente Esto ultimo tiene 

un costo sobie (28), ya que en iuga¡ de que la distribúción resultante sea una exponencial con 

parámetro a como lo indica el diagrama, se obtiene una exponencial con parámetro /J. Sin 

embargo, se prefirió esto a cambio de homogeneizar este trabajo con la literatura consultada, pues 

en toda ella se define a la distribución gamma a través de la expresión [2.14]. 

Por ende, s1 bien se considera que la aportación práctica principal de este trabajo puede ser el 

Diagrama Fina!, se tiene confianza en que de cada uno de !os capítulos de esta tesis pueden 

extraerse elementos vahases para los cursos de probabilidad y estadística. elementos que van 

desde aspectos teóricos hasta el conoc1m1ento y mane10 de interrelaciones entre varias de las 
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distribuciones de variables aleatonas comunes, pasando por infoITTlación de muy diversa índo!e 

sobre tales distribuciones 

Aspectos por mejorar 

Todo trabajo de investigación es pertectible en función de ia d<Spornbil1dad de tiempo y de 

información que se tenga para continuar su desarrollo. Ahondar mas en las características de cada 

una de las distribuciones no sólo enriquecería el contenido del Capitulo 2, sino también es muy 

posible que contribuya al hallazgo de otras relaciones que pudieran incorporarse al diagrama. Por 

otro lado, valdría la pena abordar la función característica en el Capitulo 1 como una herramienta 

adicional para detemiinar la distribución de una función de una o más vanables aleatorias 

(particulamiente de su suma), pues mientras que la función generadora de momentos no existe para 

todas las distribuciones, la función característica sí. Esto pemiitiría comprender plenamente la 

verificación de la relación (56) y hubiera sido útil para corroborar la (57) 

Horizontes futuros 

Como una lamia de enriquecer este trabajo y darte un enfoque más practico se vislumbra la 

posibilidad de incorporar ejemplos de aplicación de las distribuciones que resulten más tangibles 

para los lectores, así como ejemplos de a¡iilcación práctica de las distintas relaciones verificadas. 

Asimismo, las puertas para el hallazgo de nuevas relaciones entre las distintas distnbuciones, que 

atiendan a criterios similares a !os que ap!ican sobre aquéllas encontradas hasta ahora, quedan 

abiertas. Una posible veta en este sentido podría incluir las relaciones que aquí quedaron 

pendientes: [3.5], dentro de la sección dedicada a las relaciones entre d1stnbuciones discretas en el 

tercer capitulo, y [A.1] y [A.2], propuestas al final del mismo capitulo 

Así, toda colaboración que derive en la mejora de este trabajo será gratamente recibida, bajo la 

consigna de que el material que aquí se presenta busca ser de utilidad para quienes estén 

vinculados con la probabilidad y la estadística, empezando, por supuesto, por los alumnos y 

profesores de estos cursos en la Facultad de Ciencias.' 

2 Un forma para hacer !legar propuestas puede ser a través de la maestra Marganta Chavez Cano, directora de esta 
tesis. 
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Diagrama Final: Relaciones entre las d1strlbuc1ones* 

etbull O!screta 
X=O,l, ... 

p,~ 

(54) (56) 
l/X X1+ •• +Xn, ,,------.. 

Coochy 

-OO<X<OO 

(51) (52) 

a+aX a=O {57) 
a =l :>:iix2 

Coochy 
Estándar 

-CO<X<CO / 

"" (55) 

' , 
' 
' ' {49) / 

n=] I 

' ' ¡ (50) 
/ x2 

' ' 

-CO<x<CO 

n 

{19) 

Normal 
Estórdar 

Rectangular 
X=0,1, .. .,n-1 

n 
'~---1'.n¡=n-l (14) 

n:rl 

[11] 
X¡+ ... +X¡¡ 

n -1 

Beta-B1norrnal 

X1-X2 (18) 

.... ........... .... {3 =7-00 (24) 

X1+ ... +Xn 

Beta 
Ü<X<l 
p,7 

X1 í60J 

Gamma X1+X2 

X>Ü 

a,~ 
(27) 

Eóang 
<>0 
n,p 

r::::;;::\ 
~ 

(2) 

l!emOOh 
x=0,1 

p 

"'°"""" Ü<X<l 

P~Fl 

(59) 

[61) 
a+{b-O)X 

Unifo<me 
a<x<b 

a,b 

7=1,-JogX {43) 

""' Adciptoc<ó.t ele: dicigi'amG ae L6G.-r~ (1986). Rerutado del tabajo de ies<:s 
•Algunos reloc!ones entre dlst!!b...ciones. de vo!lob!es a.leatorlos LrWOílados discretos y contiNJOS'" {2000). 
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ESPACIO DE PROBABILIDAD 

ANEXO 1 

&V Definición A.1.1 
Espacio muestra! 

Se llama espacio muestra/ de un experimento al conjunto, Q, de todos los posibles resultados de 
ese experimento 

• 
Una vez definido un espacio muestra!, se está en condición de considerar conjuntos de los 
resultados posibles de un expenmento. 

&V Definición A.1.2 
Evento y espacio de eventos 

Un evento es cualquier colección, E, de posibles resultados de un experimento, es decir, cualquier 
subconjunto de Q. La clase de todos los eventos asociados con un expenmento detenminado se 
detine como el espacio de eventos. 

• 
A cada evento E en el espacio muestra! Q se quiere asociar un número entre cero y uno, el cual se 
denominará la probabilidad de ocurrencia de E (o, simplemente, probabilidad de E) denotada como 
P[E]. Para ello, se requiere definir el dominio de la función P[·] como todos los subconjuntos de n 
Es decir, para cada E e Q se define P[E] como la probabilidad de que E ocurra. Pero esto no es 
tan simple Hay algunas dificultades técnicas que hay que superar, mismas que suelen ser más de 
interés para los probabilistas que para los estadísticos (Casella y Berger [1990], p. 6). Aqui se 
expondrán algunos de estos "tecnicismos·, considerados como necesarios para cimentar 
teóricamente la detinic1ón de variable aleatoria. 

&V Definición A.1.3 
Sigma-álgebra 

Una colección de subcon¡untos de Q se llama sigma-álgebra (o campo de BoreD. denotada como 
($,si satisface las tres propiedades siguientes: 

1. ~ECI!. 
2. Si A e cg entonces A' e ce. 
3. SiA 1,A2, ... e cgentonces U::,A, E ce. 

Haciendo uso del concepto de sigma-álgebra se puede definir una función de probabilidad. 

• 
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W' Definición A.1.4 
Función de probabilidad 

Dado un espacio muestra! Q y una sigma.álgebra ú'f, una función de probabilidad es una función 
P['] con dom1n10 ogque satisiace, 

1. P[A] 2 O para todo A E ú'f. 

2. P[Q] = 1 

3. SiAi,A2,. .. E og y A 1 nA2 =~paratodoi;:jentonces P(LJ:,A,)=I:,P(A,) 

• 
A las tres propiedades dadas en la Denn1C1ón A 1 4 se les llama usualmente Axiomas de la 
Probabilidad o Axiomas de Kolmogorov 1 

Para cualquier espacio muestra! pueden definirse varias funciones de probabilidad diferentes. Cuál 
de ellas refleja lo que es factible de observar en un experimento particular es algo que debe 
discutirse. La realidad física del experimento puede dictar la asignación de probabilidad 1 y otras 
veces esa asignación puede ser más bien 1ntu1tiva 

Las Definiciones A.1.1, A 1.3 y A 1 4 convergen en la definición de "espacio de probabilidad" que se 
presenÍa a continuación 

W' Definición A.1.5 
Espacio de probabilidad 

Un espacio de probabilidad es la terna (Q, ú'f', P[·]), donde Q es un espacio muestra!, oges una 
sigma·álgebra de eventos y P[·] es una función de probabilidad con dom1n10 og 

• 
Definir un espacio de probabilidad no es una mera cuestión de formalidad. Es un término único que 
proporciona una forma expedita de suponer la existencia de los tres componentes en su notación 
Estos tres componentes están relacionados oges una colección de subconjuntos de Q, y P(·} es 
una función que tiene a og como su dominio El uso principal del espacio de probabilidad es proveer 
un método conveniente para establecer supuestos previos para establecer definiciones y teoremas 

1 Puesto que más adeiame se ca1cu1arán probabilidades, recuerde que P[·J cumple tres propiedades Suponiendo un 
espacio muestra!, Q, y una sigma-álgebra, ú8', dados de tal manera que P[·l es una func1on de probabilidad con 
domm·10 0.:1 

(1) 

{íi) 

{iii) 

P[$]~O. 

S1 A¡, .. , An son eventos mutuamente excluyentes en ú8'entonces P( U7=1 A,)= I~=l P(A,). 

S1 A es un evento en o.:rentonces P[Ac] = 1- P[A] 
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ANEXO 2 

CÁLCULO DE PROBABILIDADES PARA EL EJEMPLO 1.2 

Como ya se había dicho en el Capítulo 1, el valor de una variable aleatoria puede estar detenminado 
por el resultado de un expenmento y por ende pueden asignarse probabilidades a los posibles 
valores de la variable aleatona P[X (w) = x] donde P[X= x], donde "'E Q y x E '1lx' No sólo 
eso, pueden calcularse también probabilidades de eventos como {X(ú!) :;; x} = (X:;; x} o {X= x}. 
para cualquier número rea! x Así, retomando el E1emplo 1 2. 

P[X= O]= P[(S, S, S)] = i 
P[X= !] = P[(A,S,S) o (S,A,S) o (A,S,A)] = 
P[X= 2] = P[(A, A, S) o (A, S, A) o (S, A, A)]= 

P[X= 3] = P[(A,A,A)] = Í, 

Como X puede tomar los valores O a 3, debe cumplirse que 

que, por supuesto, se corresponde con las probabilidades calculadas arriba. 

Ahora, obsérvese también que: 

y, en general, 

Asimismo, 

P[X = 0.5] = O, 
P[X=4] =O, 
P[X = -38] =O, 
P[X = x] =O para todo x ¡; >Rx. 

P[X:;; 6.4] =P[X5 6] = !, 
P[X <3] =P[X52] =;, 

P[X> 2] = P[X2' 3] =t. 
P[X50] =}, 
P[X5-2] =O, 

y, en general, 
así como, 

P[X 5x] =O para todox <O (o P[X <x] =O, para todox <O. 
P[X>x] = 1 para todox > 3 (o P[X2'x] =!,para todo x > 3. 

• 

2 De hecho, Tsokos [1972] en la definición que presenta de variable aleatona establece como supuesto que pueden 
calcularse las probabilidades de {X(w) = x} y de {X(o0) :s: x}, dDnde x es cualquier número real en 5l:x. 



ANEXO 3 

PROPIEDADES DE LA FUNCIÓN DE DISTRIBUCIÓN ACUMULATIVA 
Y DE LA FUWCIÓN DE DENSIDAD [MASA] DE PROBABILIDAD 

Caso univaríado: 
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X Teorema A.3.1 
Propiedades de la f.d.a. 

Una función F xO es una función de distribución acumulativa si y sólo s1 cumple las tres oond1ciones 
s1gu1entes: 

1. Fx(-ro) = llm Fx(x) ~O Y Fx(+ oo) = llm Fx(x) ~l. 
X~-~ X~+~ 

2 ,,_kx(·) es monótona no decreciente. Es decir, si as b entonces Fx(a) s Fx(b). 

3. Fx(-) es continua por la derecha. Es dec1r, lim Fx(x .;- h) ~ Fx(x), h >O. 
"~o 

• 
X Teorema A.3.2 

Propiedades de una f.m.p. y de una f.d.p. 

Una función fx(x) es una función de densidad de probabilidad [o función de masa de probabilidad] 
de una variable aleatoria X s1 y sólo si 

1. fx(x) ¿O para todo x 

2. LJx (x) ~ 1. en el caso discreto, o Qx (x)dx ~ 1, en el caso oontinuo. 

• 

Caso multivariado: 

V "' Teorema A.3.3 
Propiedades de Fx.r(·,-) 

(i) Fx.r(-oo,y) = /im Fx_y(x,y) ~O para toda y, F;{x,-oo) = /im Fx.r(x,y) ~O para 

toda x, y hm Fx,r(x,y) ~ Fxr(oo,ro) ~l. 
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(ii) Si x, < x2 y Y1 < y2, entonces 

= Fx.y(x2, y,)- Fx.r(x,, y1) - Fx.r(x,,y,) + Fx.r(x1,Y1) <':O. 

(iii) F xO es continua por la derecha en cada argumento; es decir, 

lím Fxi,x+h,y)= lím Fx<,x,y~h)=FXY(x,y). 
O<h->0 O<h---+0 

• 
X Teorema A.3.4 

Propiedades de una f.m.p. y de una f.d.p. conjunta 

2. Si (X1, ... , X<) es un vector aleatorio discreto Ifx, .. x, (x,, ... ,x,) = l, donde la suma es 

sobre todos los posibles valores de (X1, ••• ,X,); y s1 (X1, ... , Xk) es un vector aleatorio 

continuo r .... [!x, ... x, (x,, ... ,x,)cb:, ... cb:, =l. 

DEMOSTRACIÓN DEL TEOREMA 1.6 

• 

X Teorema 1.6 
Independencia de funciones de v.a.i.'s 

Si X1,. • ., x, son variables aleatonas independientes y g1(·),. . ., g, (·) son k funciones tales que 

lj = ZJ (X;) ,j = 1,. . ., k son vanables aleatonas, entonces Y1, .... y, también son independientes. 

Demostración. Definase z;' (B) = {z: gJ(z) E B,}. 

Entonces los eventos {Y, E B,} y {X, E z;'CB)) son equivalentes; y por lo tanto, 

k k 

P[Y, EB,, .. .,Y, EB,]=P[X, Eg,-'(B,),. . .,X, Eg~'(B,)]=f1P[X, Eg;'CB,)]=f1P[Y, E 
¡=I ,,_¡ 

• 
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AMEXO 4 

MUESTRA ALEATORIA 

De manera breve se explicará en qué consiste el procedimiento de muestreo aleatorio para la 
obtención de una muestra aleatoria de n observaciones. Sean N y n el número de elementos en la 
población y en la muestra, respectivamente Si se hace el muestreo de tal manera que cada una de 

las (:) muestras tiene la misma probabilidad de ser elegida, el muestreo se denomina aleatorio y 

el resultado es una muestra aleatoria, A su vez, la selección de cada uno de los elementos de la 
muestra puede realizarse con o sin reemplazo. El método de selección con reemplazo consiste en 
extraer los n elementos de tal manera que todos los N elementos de la población tengan la misma 
probabilidad ( yN) de ser extraidos; es decir, una vez elegido el primer elemento éste "se devuelve' a 
la población para asi elegir el segundo, y así sucesivamente, En el método de selección sin 
reemplazo la probabilidad de extracción del 1-ésimo elemento es mayor que aquélla del elemento 
previo, i = 1,2,, .. ,n, pues cada elemento seleccionado se va descartando y con ello el denominador 
(casos totales) se reduce, siendo ", .. y 's-.--

1 
las probabilidades de selección del pnmer y del último 

elementos de la mues1ra 

ESTADÍSTICAS DE ORDEN 

Las observaciones más pequeña, más grande o media son valores de una muestra aleatoria que 
pueden proporcionar información sintética acerca de la muestra. Por ejemplo, la mas baja 
temperatura invernal o el más alto nivel de precipitación registrados en los años recientes 
determinado pueden ser de interés para la el diseño de aCC1ones para atender emergencias en el 
futuro. El precio mediano de las casas vendidas en el mes previo pueden ser de utilidad para estimar 
el costo de la vida Todos estos son ejemplos de estadísticas de orden 

&V' Definición A.4.1 
Estadísticas de o;den 

Las estadísticas de orden de una muestra aleatoria Xi, X2,. . ., X" son los valores muestrales 
colocados en orden ascendente, y se denotan como X(I¡, x 121,. . ., .Y("1. Así, las estadisticas de 
orden son variables aleatorias que satisfacen X(ll;; ... ;; X("l• de tal forma que 

X(') =mín[X1, ••• ,Xn] 

X< 1J =segunda más pequeña X, 

A X(11 se le llama la mínima estadística de orden y a X("I la máxima estadística de orden. 
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Por ser vanables aleatorias, tiene sentido discutir las probabilidades de que las estadísticas de orden 
tomen diversos valores. Para calcular estas probabilidades se requiere de sus funciones de densidad 
[o de masa] de probabilidad. Ahora bien, es importante notar que las estadísticas de orden son 
funciones de las variables aleatorias en la muestra, por lo cual sus probabilidades pueden ser 
calculadas en ténminos de las probabilidades de la muestra Para el caso en que X 1, X2,. . ., Xn 
sean variables aleatorias (independientes e idénticamente distribuidas) discretas el cálculo de 
probabilidades para las estadisucas de orden wnsiste en esencia en una tarea de conteo. 

A wntinuación se presentan las funciones de distribución y de densidad [masa] de probabilidad de la 
j-ésima estadistica de orden, tanto para el caso discreto como continuo. En el Capitulo 1 se 
partJculariza el resultado ccntinuo para la mínima y la máxima estadísticas de orden wmo ilustración 
de la técnica de la función de distribución. 

X Teorema A.4.1 
Distribución de laj-ésima estadística de orden 

de una m.a. para el caso discreto 

Sea X1, X2,. . ., X" una muestra aleatoria de una distribución discreta con función de masa de 
probabilidad fx (x¡) ~ p, donde x1 < x2 < ... son los posibles valores de X en orden ascendente. 
Definase 

Po~o 

p,~p, 

P2=p1 +p2 

P1 = P1 + P2 + ... + p, 

Sean X(!¡,. .. , X¡n) las estadist1cas de orden de la muestra. Entonces 

y 

[A.4.1.1] 

[A4.1.2]. 

• 
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X Teorema A.4.2 
Distribución de la j-ésima estadística de orden 

de una m.a. para el caso continuo 

Sean X(J),···, X(n) las estadísticas de orden de una muestra aleatoria, X1, .. , Xn. de una 
población continua con función de distribución Fx(x) y función de densidad de probabilidad fv(x). 
Entonces 

Fx (x) = i:(n \Fx (x)]' [l- Fx (x)r' 
(JI k=¡ k) [A42.1] 

y 

fx"' (x) = (j- l)~~n- j)l fx (x)[Fx (x)Y-
1 
[l -Fx (x)r-' [A42.2] 

o Observación: El resultado [A.4.2.1] no se restringe a distribuciones discretas; en ese sentido, 
[A.4.1.1] es un corolario de [A.4.2.1]. 
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ANEXO 5 

ESPERANZAS Y MOMENTOS 

El concepto de esperanza de una variable aleatoria es uno de los más importantes en la teoría de la 
probabilidad. A la esperanza de una vanable aleatoria X se le llama también valor esperado o 
media de X. Una de sus propiedades más importantes es la de ser una buena aproximación 
precisamente para un valor de X. Como se vera más adelante. la esperanza corresponde al primer 
momento de una variable aleatoria. Además, es posible determinar los drferentes momentos de 
algunas variables aleatorias mediante la "función generadora de momentos", misma que es una 
herramienta sumamente poderosa en la determinación de la distribución de una función de una (o 
varias) variable(s) aleatoria(s); en particular, de la suma de variables aleatorias. 

GV' Definición A.5.1 
Esperanza de una v.a. discreta 

Si X es una vanable aleatoria discreta con función de masa de probabilidad fx{). entonces la 
esperanza, el valor esperado o la media de X. denotada por E[X]. se define como 

E[X]= L xfx(x) 

• 
Así, para el caso discreto, el valor esperado de X puede entenderse como un promedio ponderado 
de los posibles valores que puede tomar X, donde el peso (ponderador) asignado a cada valor es 
justamente su probabilidad de ocurrencia.s 

GV' Definición A.5.2 
Esperanza de una v .a. continua 

Si Xes una variable aleatoria continua con función de densidad de probabilidadfx(·), entonces la 
esperanza, el valor esperado o la media de X, denotada por E[X], se define como 

E[X] = [ xfx(x)dx 

• 
3 Ross menciona que otra motivación de !a defimaón de esperanza está dada por la interpretación frecuentista de 

las probabilidades oustificada en parte por la ley fuerte de los grandes números). Suponga que X debe tomar valores X¡, 

.r2, ... , Xn con probabilidades fx(x 1),fx(x2), ... ,f:l..xn). respectivamente; y considere a X corno la gananC1a en un solo 
juego de azar. Es decir, con probabihdad fx(xi) se ganan x, unidades, i = 1,2, ... ,n. Ahora, por la interpretación 
frecuentista se sigue que de jugarse continuamente este JUego, entonces !a proporción de tiempo que se gana x, sera 
fx(x,). Como esto es cierto para todo i, i ""' 1,2, ... ,n, se sigue que la ganancia promedio por juego será 

i; x.fx (x,) = E[XJ. 
1=! 



Anexos 245 

• Nota- Es posible que para algunas variables aleatorias la esperanza no exista, en el sentido de 
que no sea finita 4 

Puesto que para definir la media de una variable aleatoria X se recurre a la función de densidad de 
probabilidad de X se puede decir también que E[X] es la media de la densidad de X Además, E[X] 
es el centro de gravedad de .a unidad de masa determinada por la función de densidad de X Asi, la 
medra de X es una medida de dónde están "centrados" los valores de X 

Frecuentemente se tiene una variable aleatona dada y su distribución de probabilidad, pero se está 
lnteresadc no en e\ valoí esperado de X sino en el valor esperado de alguna función de X, 
digamos g(X). Como g(X) es también una variable aleatoria, una fomna de obtener su valor 
esperado es calculando su distribución de probabilidad (a partir del conocimiento de la distribución 
de X) y con ella calcular E(g(X)] vía la definición de esperanza. Pero -afortunadamente-- existe 
una fomna mucho más senciFa de hacerlo, que suprime la necesidad del cálculo de la d1stílbuc1ón de 
probabilidad de g(X) que en ocasiones puede ser engorroso o complejo Esta forma se expone en 
el teorema siguiente. 

X Teorema A.5. 15 
Esperanza de una función de una v.a. 

(a) Sr X es una variable aleatoria discreta con función de masa de probabilidad /x(x), entonces 
para cualquier función g con valores reales 

E(g(X)] = Lg(x)fx(x). 

(b) Si X es una vanable aleatoria continua con función de densidad de probabilidad fx(x), 
entonces para cualquier función g con valores reales 

E[g(X)] = [ g(x)fx(x)dx. 

Además, el operador esperanza cumple varias propiedades que facilitan el cálculo de los valores 
esperados. 

A una clase importante de esperanzas se les llama "momentos". A continuación se introducen las 
definiciones de momentos y de función generadora de momentos. 

~ Una variable aleatoria con distnbuc1ón Cauchy, que se presenta en el Capitulo 2, es un e¡emplo de esta situación 
s Versión tomada de Ross [1988], op clf, p 255. De manera muy elocuente, Ross llama a este resultado Ley del 

estadístico mconsc1ente, pensando en !a idea de que un estadístico tiene un enfoque más práctico que un probabilista, y 
en ese sentido corre el "riesgo" de no darse cuenta de que -por definición- fo que requiere esfy (y), si Y= g (X), en 
lugar defx(x) Lo sorprendente es que tal "omisión" no conduce a un resultado incorrecto 
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G/' Definición A.5.3 
Momento y momento central 

Si X es una variable aleatoria, el r-és1mo momento de X (o F x). ¡i,, se define como 

y el r-ésimo momento central de X, µ,, se define como 

µ,~E[(X-µ)1. 

dondeµ~ ¡i 1 ~ E[X]. 

• 
Esta es la definición del r-€simo momento central alrededor de la media, pero que puede definirse el 
r-€simo momento central alrededor de cualquier número real a cerno E[(X - a)1. 

Un momento tan importante como la media de una variable aleatoria es el segundo momento central, 
más comúnmente conocido como la varianza. 
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ANEXO 6 

PROPIEDADES DE LA FUNCIÓN GAMMA 

La función gamma f( a) aparece no sólo en la expresión de la densidad del mismo nombre, sino 
también de las densidades t de Student, F, ji-cuadrada y beta (véase Capitulo 2) Está definida 
como: 

El valor de esta integral es finito como consecuencia de que a es una constante positiva. Si además 
se considera que a es un entero positivo la integral puede expresarse en forma cerrada, es decir, 
en témninos de funciones elementales (de otra fonma no es posible). 

A continuación se presentan algunas de las propiedades que satisface la función gamma, las cuales 
son muy útiles en la verificación de varias de las relaciones expuestas en el Capítulo 3. 

(1) f(a+l)=af(a), si a>O 

(ii) f(n) = (n-1 )! , si n es un entero positivo 

(iii) 

(zv) 

(
ni_ (n-1)1",;; r -) --- ----
2 -

2 
__ ,( n~l}' 

si n es un entero positivo impar 

( lj' 1-3·5 ... ·(2n-l) , . f n-+- = ---~-- \.1n , Sl n es Ull entero 
\. 2 2" 

La propiedad (i) puede demostrarse mediante integración por partes, (ii) puede demostrarse 
combinando (i) con el hecho fácHmente verificabie de que 1(1) = I; (i) y (ii) proporcionan 
relaciones recursivas que facilitan el cálculo complejo de valores de la función gamma. La 
demostración de las propiedades (íii) y (iv) requiere de un desarrollo algebraico cuidadoso. 

Casos particulares de uso recurrente en el Capítulo 3 son: 

o f(l) = l (aplicando la propiedad (ii) con n = 1) 

o f'(Y2) =•.In (aplicando la propiedad (lii) can n = 1)6 

Finalmente, la función beta puede expresarse en témnincs de funciones gamma como 

B(/J ) = f(/J) f(y) . 
,y f(/3 +y) 

6 Aplicando la propiedad (zv) para n = l se puede verificar que f(l/2) = 2f(3/2) = iri: 
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ANEXO 7 

ALGUNAS FUNCIONES GENERADORAS DE MOMENTOS 

Distribución Función generadora de Momentos 

Discretas 

1"~"""' 
q +pe: 

(q+pe')" 

1 Binomial negativa (r,p) 

1 

' J' ' p l 1-qe' 

(_.!'.,) 
\)-qe 

1 

1 Geométrica (p) 

l\o es útil 

Poisson {j1) exp[u(e'-1)] 

1 Rectangular (uniforme discreta) (n) 

1 



Distribución 
1 

¡Continuas 

' Beta ( a,/3) 

1 Cauchy (a, a) 

1 Exponencial (a) 

1 F (n 1, n2) 

1 Gamma ( a,/3) 

I, , . ( ) l JI-cuaarada n 

1 

' 
1 Lognorma! (µ ,a2

) 

1 

1 Nonnal (µ ,o-
2

) 

1 t de Student (n) 

Uniforme ( a,b) 
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Función generadora de Momentos 

No es útil 

No existe 

l 
-- ,para t< lia 
1-at 

No existe 

( 1 '/ 

l--1 ,para 1< 1/a 
)-0'1) 

lr_1_J";2, para 1 <V, 
1-21 

No es útil 

No existe 

(b-a)t 



251 

ANEXO 8 

ARTÍCULO DE LAWRENCE LEEMIS 

Relationships Among Common Univariate Distdbutions 
LA WRENCE M. LEEMIS' 

Common univariate distributíons are usually discussed sep
arately in introductory probability textbooks, which makes 
it difficult for students to understand the relationships among 
these distrlbutions. The purpose of this article is to present 
a figure that illustrates some of these relationships. 

KEY WORDS: Limiting dístributions; Transfonnations of 
random variables. 

l. li'i'TRODUCTION 

Students in a first course ir, probabthty usually study 
cornmon univariate distributions. Most introductory text~ 
books discuss each of the distributions in separa te sections, 
One of the drawbacks of thl.s approach is that students often 
do not grasp ali of the interrelatiooshlps among the distñ~ 

"Lawrence M. I.eemi5 is Ass!Stant Professor, Schoo! of lnduo¡mal En· 
gmecnng, Uruvers1ty of Oltlahoma.. 202 West Boyd, Room 124, Non:nail. 
OK 73Di9 The aui:hor expresse:s grac1t<ldi0 to Br .. ce 5':hIT".e:set fer h1.s 
he\pful adv1ce on the diagram, ami to the rcferees and editor for thetr 
careful rcading and helpfu! suggesnoru. 

© 1986 Amedcan Swtistical Associarion 

butions. The purpose of this article is to present and discuss 
a figure that overcomes this shortfall. 

There are severa! excellent sources for studying univariate 
distribunons. Hasongs and Peacock's (1975) handbook shows 
graphs of densíties and variate relationships for severa! dis
tribunons. Hirano, Kubol<i, Aki, and Kuribayashl (19S3) 
gave graphs of univariate distributions for many combina
tions of parameter values. For more detail, Johnson and 
Kotz (1970) have done a four-volume series covering un1-
variate and multivariate distriburions. Recently, Patil, Bos
well, Joshi, and Ratnaparkhi ( 1985) and Patii, Bosweli, and 
Ratnaparkhi ( 1985) ha ve also completed volumes on dis
crete and contmuous distribut1ons. Other books on distri
butions and modeling include Ord {1972), Patel, Kapadia, 
and Owen (1976), and Shapiro and Gross (1981). Diagrams 
that relate these distrlbutions to one another may be found 
m Nakagawa and Yoda (1977). Taha (1982), and Marshall 
and Olkin (1985). 

2. DISCUSS!O"I 

The diagram in Figure 1 shows sorne relationships among 
comrnon umvariate distributions that might be presented in 

The Amencan Staristicran. M.ay 1986. Vol. 40. No. 2 143 
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m introductory probab1hty course. There are 9 discrete dis
ributions, shown on the upper part of the diagram, and 19 
:ontinuous distnbutions. The first line of each entry is the 
wne oí the distribution. The next line contains the region 
::tf support for the distnbution_ The last line contains ti.le 
iistribution's parameters. The parameters must satisfy the 
ºollowing: n is an integer, O < p < l; a: and u are positive 
;cale parameters; f3 and y are positive shape parameters; 
md µ., a, and ó are location parameters. Wben µ. or u are 
.ised as parameters, they denote the mean and standard 
ieviation of tbe distribution, respectively. 

There are three types of relationships among distributions: 
limiting distributlons, transformatioos, and special cases. 
Limiting distributions are mdicated with a dashed arrow. 
Transformations (which assume rndependent random vari
ables) and special cases are indicated by a so lid arrow. One
tc-om; trat:sfurmations ha.ve a.11 a.rrow poi11ting .in bo!h d!
rections. The random variable X is used for all distributions. 
Thus the arrow from the t dístribution to the F distribution 
indicates that the square of a t tan.dom variable has an F 
distribution. 

The normal and exponential distributions play a central 
role in Figure 1. This fact is pamally due to their natural 
genesis via the central limit theorem and superpos1tioning 
principie. In addihon, sorne distributions generalize the ex
ponential distribution (such as the Weibull), since it ts often 
used in reliability to model component lifetimes. 

The transformation relationships in Figure l car.1 be com
bined to form otber relationships. A path from the standard 
normal to the ch1-square to the exponential to the Rayleigh, 
for example, tndicates that the random variable (Xi + 
X1_)112 has the Rayleigh distribution if X1 andX2 are standard 
normal random variables. 

The relationship between the uniform (0, 1) distributi.on 
and the exponential distribution is valid by the probability 
integral transforma.non. Since the probability integral trans
formation states that the cumulative distribution function for 
a random variable is uniformly distti.buted between O and 
l, an arrow could be drawn from the uniform (0, 1) chstri
bution to every other distribution showo in the figure, al
though not all of these relationships are closed form. This 
relationship is known in the simulation literature as the 
invecse-cdf technique for tan.dom varia.te generation. A sur
vey article of general methods for random variate generation 
is given by Schmeiser {1980). 

The probabtlity mass functions and probability density 
functions for the distribuuons in Figure 1 are listed in the 
Appendix. Ali continuous lifetime distributions [i.e., those 
with support on (0. :x)] may be generahzed to have support 
on (a, a;) by replacmg..r with x - a in the density funcuon. 
In addition, the parameterizations chosen for the distribu
tions in Figure 1 are not unique. 

There are many relationships that Figure 1 does not in
dicate. First, because of space constraints, there are reia
tionships (e.g .. between the exponential and Poisson 
distnbutions) that are not included. Second, combining two 
random variables wrth different distributions is not included. 
For example, the defining fonnula for rhe Student-t distri
bution, Z(X21n)112 , where Z is standard nonnal and x_2 has · 
the chi-square distnbution with n df. is not shown. Third, 

analogies between discrete and continuous distributions (e.g., 
the geometric and exponential) are not shown. Fmally, the 
d1stributions included are oriented toward the classical dis
tnbutions, and families of distribÜtions (e.g., the Pearson 
system) are not included. 

3. CONCLUSIONS 

There are two applications for this diagram. First, after 
presenting common univariate distributions in an introduc
tory course in probability, it can be used to indicate how 
dístributions relate to one another. Second, in an advanced 
course (e.g., simulation or reliability), Figure l provides a 
quick rev1ew of important univariate distributions. 

APPENDIX: DISTRIBUTION 
PARA!dETERIZATIONS 

Discrete Distributions 

Bemoulli: 
f(x) = ¡;'(! - p)' -•, 

Beta-Binomial: 

/(x) = (n2 +; - i) 

Binomial: 

X (n' + n; - X - !)/ 
n¡ - X 

{n1 +n2 +n3 -l\ 
\ n, )' 

f(x) = (:) p'(l - p'r'. 

Oiscrete Weibull: 
fCx> = o - PT - o - p)l,,r+l)f., 

Geometric: 
f(x) = p(l - p)', 

Hypergeometric: 
,, . (n,\ (n, - n,\ ( 

J\XJ = \x) \n,- x}/ 

X= O, 1 

X = Ü, l, . - ., 11¡ 

X = 0, l, - ..• n 

X= O, l, ... 

X= Ü, l, .. 

(~:)• x =O, 1, ... , min(n1, n2) 

Pascal (negative binomial): 

f(x) = (n- ! + x)p"(l - p)', X= 0, l, ... 

Poisson: 
f(x) = µ.:•e-IL/x!, 

Rectangular: 
f(x) = l!n, 

Continuous Distn.Outiom 

Arcsin: 
j(x) = l17r[..r{l - x)]1n. 

:x = O, l, _ . 

x=0,1, . . ,n-1 

O<x<l 

Tht: American Stattstician. May 1986. Vol. 40. No 2 i.45 



Beta: 
ftx) 

Cauchy: 

[f(/l + y)/f(/l)f(y)J 

X ztl-1(1 - x)"r-1, 

f(x) = l/a7r[l + ((x - a)/a)2], 

Chi-square· 
f(x) = (l/21112f(n/2)] xnfl-te-.<12, 

Erlang: 
f(x) = (l/a"(n - l)!] x"-ie-nª, 

Exponen tia!: 
f(x) = (l/a) e-na, 

Fo 
f(x) = f((n 1 + n2)/2) 

f(n1n) f{n2/2) 

O<x<l 

-oo<x<oo 

x>O 

x>O 

x>O 

X [(n1/n2) x + 1] ((m ~ m.)12>, x > O 

Gamma. 
f(x) = [l/a.Sf{/3)] xft- 1e-nª, x >O 

LaPlace: 
f(x) = [ii(a1 + a2)1e-.<1"'. x 2:: O 

= [l/(a1 + a2)]e.<1"'1, x <O 

Lognormal: 
f(x) = [l/(271") 112 x¡3]exp( - V2(log(:d 

a)f~2j, X> Ü 

Normal: 
f(x) = (l!(21T)112u] exp[ -V2((x -

µ.)! IT) 2], - 00 < X < :e 

Rayleigh: 
f(x) = (2x/a) e-.ilic., x >O 

r. 
ftx) ~ f((n + lli2)/(nrr)'nrcn12) 

X [x2/n + l] (n+l)l2, -00 <X< :C 
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Triangular: 
f(x)=l+x, 

1 - X, 

Uniform: 
f(x) ~ ll(b - a), 

Weibull: 
f(x) ~ (lla) flx'-' exp[-(l/a)x'J, 

-l<x<O 
O:::sx<l 

a<x<b 

x>O 

[Reuiv~ February 1985. RevLSed September 1985.] 
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