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INTRODUCCIONW

1.4 IDEA PRINCIPAL DE ESTE TRABAJO,RADICA EN ZSTABLECER LA RELACION QUE
£XISTE ENTRE LOS NUMEROS REALES Y UNA BECTA ORIENTADA. PARA ESY0,BE CONS
PRUYE UN EJE DIRIGIDO,CONSTRUYENDOSE POSTERIORMENTE A LOS NUMEROS REALES.

TAL RELACION ESTA ENCAMINADA,PENSANDO EN QUE LA RECTA NC TIENE "HUECOS"
Y QUE I0S NUMEROS REALES (FORMADOS POR LA UNION DE LOS RACIONALES CON TO
pOS LOS NUMEROS IRRACIONALES) PUEDEN PONERSE EN CORRESPONDENCIA BIUNIVOCA
CON %L.0OS PUNTOS DE UNA RECTA.

£N EL DESARROLLC DE ESTA TESIS,SE CONSIDERAN: LAS RELACIONES,PROPIEDADES
Y TEOREMAS CORRESPONDIENTES A LOS NUMEROS REALES Y AL FINAL SE HACE UN A
NALISIS DEL NUMERO e,DEMOSTRANDO A LA VEZ,LA IRRACIONATIDAD DF ESTE.

CONSIDERO QUE ESTE TRABAJO,ES BASTANTE UTIL PARA UNA BUENA FORMACION IE
UN ESTUDIANTE DE ANALISIS MATEMATICO.
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SNTIENDASE POR SEGIENTO RECTILIHEO, A LA PARTE DE UNA RECTA COMPRENDIDA
ZLTRE DOS PUNTOS DE ELLA. A ZST03 PUNTOS SE L&S LLAMAN EXTREMOS DiEL SEG -

MENTO. ASI PUE5, EN LA FIGURA 1, PG =5 U SEGMENTO RECTILINEC DE EXTREMOS

P ; Q.

FIG. 1

L4 LONGITUD DEL SEGHMENTO PQ, SE REPRESENTA MEDIANTE {PQl.

CUANDO DOS SEGMENTOS TIENZN Li MISHA LONGITUD,SE DIRA QUE SON CONGRUEN-
TES.

=4 SENTIDO GEOMETRICO,DIREMOS QUE DOS SEGMENTOS SON CONGRUEZNTES,CUANDO
PUEDEN COLOCARSE Lio PUNTAS DE UM COMPAS EN LOS ZXTREMOS DE AMBOS SEGMEN
705,5IN VARIAR Li ABERTURA DE ESTE.

PARA NUESTROS PROPOSITOS,INTRODUCIRENOS EL GONCEPTO DE SEGMENTO DIRIGL
5O DICIENDO QUE EL SEGMENTO PQ DE UNA RECTA L, ESTA DIRIGIDO DE P A Q,CUAK
LO ESTA GENERADO POR UN"PUNTO QUE S& MUEVE" A LO LARGO DE TAL RECTA DESIE
P, HASTA Q. A ESTE SEGMENTO LO DENOTARENOS POR PQ.

LT PUNTO P, SE I: LIAMARA ZXTRENO INICIAL Y AL PUNTO Q, EXTREMO FINAL.

POR LO TANTO,SI SE TIENEH SEGMENTOS AB Y BA, ESTOS TENDRAN IGUAL LONGI-
TUD,SIN EMBARGO 51 ACORDAMOS QUE AB TENG: SIGNO POSITIVO,ENTONCES DIREMOS
QUE BA TIENE SIGHO NZGATIVO.

DEFINICION I~1. DIREMOS QUE DOS SEGMENTOS ESTAN IGUALMENTE ORIENTADOS,
CUANDO SEAN PARALELOS Y TAL QUE,SI MEDIANTE UNA TRASLACION,HACEMOS COIN-
CIDIR LOS EXTREMOS INICIALES DE AMBOS SEGMENTOS EN LA RECTA QUE CONTIENE
A UNO DE ELLOS,SUS EXTREMOS PINALES SE LOCALIZARAN DEL MISMO LADO DEL EX

THREMO INICIAL SOBREZ LA RECTA MENCIONADA.
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ENTENDERENMOS QUS DOS SEGMENTOS DIRIGIDOS SON IGUALES,SI SON CONGRUENTES
Y ESTAN IGUALMENTE ORIENTADOS.

5I EN LA FIGURA 2, LAS RECTAS: L, , L, , I, SOH PARALELAS Y IEBl = ICD
IEF} = IGH . s o o
. g - ‘\\\ !
B p .~

A /////////; ////////, G

.”’ .” E > \“\
. g L, g e l L4 |

L L, L,
FIG. 2

g

OBSERVA QUE LOS SEGMENTOS:

ib - 8D (Ya QUZ,SON CONGRUENTES E IGUALIENTE ORIENTADOS)

5B 4 75 (SON CO.GRUENTES,PARALELOS PERO TIENEN ORIENTACIONZS CONTRARIAS)

i 4 EF (80N PARALELOS,CON LA MISHA ORIENTACION,SIN EMBARGO WO SON CON-
GRUENTES)

iB 2 G (WO SOi COMPARABLES,YA QUE: NO SON CONGRUENTES KI SON IGUALMEN-
PE ORIENTADOS)

NODAL. LOS SEGIEZNTOS: AB Y - D, SON IGUALES.

PARA Lk CONSTEUSCIOK DE Ui EJE DIRIGIDO,CONSIDEREMOS UNA RECTA CUALQUIZ
R Y ESCOTANOCS ARSITRARIAMENTE DOS PUNTOS Di ELLA. A UNO DE ELLOS SE TE
ILAMARA ORTGEN T A5 OTRC EXTREMO DE TAL MANZRA QUE,FORMEN EL SEGHZIITO DI-

RICIDO ORIGEN-&£x_ REMQ. A ESTZ SZGHENTO 15 ASIGNARENMGS L& ORIENTACIOH POST
TIVA Y LE LLAMARENOS EL SEGMENTO UNTDAD.

ASIGRENOSLE 4 @I RECTA,LA ORTENTACION DEL SEGMHENTO UNIDAD. A4 La R=CTA
AST COWSIDERLDA. SE LE LLAMARA EJE DIRIGIDO.

AHORL BIEW, SI CUALQUIER SEGMEITTO DEL LJL DIRIGIDU,TIENEZ LA IISiia ORIER



TACION DEL SEGMENTC UNIDAD, SE DIRA QUE ES POSITIVO Y SERA NEGATIVQ 8I
TIENE ORIENTACION CONTRARIA,

COKSIDEREMOS UN EJE HORIZONTAL ORIENTADO POSITIVAMENTE HACIA LA DERE
OHA Y SEA P, UN PUNTO DE TAL EJE. SE LE LLAMARA ABSCISA DE P, A LA LON
GITUD DEL SEGMENTO 6?, CON LA CONDICION QUE DICHA LONGITUD SERA MEDIDA
ESTRICTAMENTE DESDE EL ORIGEN HASTA EL PUNTO P, EN EL ENTENDIMIENTO QUE
TAL LONGITUD ES POSITIVA SI OP ES POSITIVA Y ES NEGATIVA SI OF AST ES.

AL EJE ASI CONSIDERADO, SE LE LLAMARA EJE DE ABSCISAS.

LLAMAREMOS SENMI-EJE POSITIVO,A Li COLECCION DE TODOS LOS FUNTOS P DEL
EJE,TALES QUE 0P TIENE ORIENTACION POSITIVA Y SEMI-EJE NEGATIVO,A LA CQO
LECCION DE TODOS LOS PUNTOS § DEL ZJE,TALES QUE 0¢ TIENE ORIENTACION NE
GATIVA.

COMENTARIO. SI oI DENOTA AL SEGMENTO UNIDAD, AT EXTREMO I LE ASIGNARE
1M0S ABSCISA IGUAL A UNO Y AL ORIGEN O, ABSCISA IGUAL A CERO.

SEGMENTO UNIDAD
!

ORIGEN ¢ I EXTREMO

-ty
T

SEMI-EZJ= NEGATIVO SEMI~EJ= POSITIVO

oy

F1G. 3

COMC T.A RECTA N¥O Z2 UNA SUGESION DE PUNTOS,PUES SE CONSIDERA GENERADA
POR UN "PUNTO EN MOVIMIENTO" RECORRIZWDO TODA UNA TRAYECTORIA ESPECTIFICA
POR 1O TANTO, PARA CUALQUIER SEGMZNTO kB, EXISTEN PUNTOS UNICOS P ; Q EN
165 SEMI-EJES POSITIVO Y NESGATIVO RESPECTIVAMENTE, TALES QUE:

| o=t ABI=10&1.



PARA HACER VER ESTO, TRACESE UNA CIRCUNFERENCIA CON CENTRO EN EL ORIGEN
Y DE RADIO IGUAL A IAB| . ESTA CIRCUNFERENCIA CORTARA AL EJE DE LAS ABSCL

8AS EN LOS PUNTOS BUSCADOS ( FIG. 4 De

—————a

------

_ MAS AUN, SI SE TIENEN: UN SEGMENTO DIRIGIDO AB Y UN PUNTO P ARBITRARTA=-
MENTE ESCOGIDO, PODEMOS TRAZAR UN SEGMENTO DIRIGIDO IGUAL A AB QUE TENGA
COMO EXTREMC INICIAL AL PUNTO P.

PARA LOGRAR LO ANTERIOR, PROCEDAMOS ASI: POE EL PUNTO P, TRACESE UNA
PARALELA AL SEGMENTO AB { FIG. 5 ). TRACESE UNA CIRCUNFERENCIA CON CENTRO
EN P Y DE RADIO IAB] . ESTA CIRCUNFERENCIA, CORTARA A LA PARALELA EN DOS
PUNTOS A* Y B’ UNO A CADA LADO DE P SOBRE TAT, PARALELA. SABEMOS QUE:

——

|PA|= LB = |PB*|
, FB'

Y SAEEMOS TAMBIEN QUE UNO SOLAMENTE DE LOS SEGMENTOS DIRIGIDOS PA*
coN EL MISMO ORIGEN P ES IGUAL A AB, SIENDO ESIE PB’.




SEAN: P , BS DOS SEGMENTOS DIRTGIDOS Y SEA O CUALQUIER PUNTO. CONSIDE
gmios G Y if, LOS CUALES SON LOS UNICOS SEGMENTOS DIRIGIDOS CON ORIGENES
0 Y A RESPECTIVAMENTE, TALES QUE: Ok = F§, i = RS. SI A PARTIR DEL EX-
THEMO A, TRAZAMOS EL SEGMENTO KB, ENTONCES DEFINANOS DE ESTE MODO: EL BER
MENTO OB, SERA IGUAL A LA SUMA DE PQ Y BS, ES DECIR:

o8 - B0 + A5 , SIENDO OB UNICO

Q/\
R

FIG. ©

COMO CABO PARTICULAR, SI S8 DESEA SUMAR DOS SEGMENTOS DIRIGIDOS P§ Y BB
QUE SEAN HORIZONTALES, SE PROCEDERA ASI:

POR CONVENIENGIA, TOMEMOS AL ORIGEN O DEL EJE DE ABSCISAS ( PUEDE SER
CUALQUIER OTRO PUNTO DE TAL EJE ) Y CONSTRUTAMOS LOS SEGHENTOS DIRIGIDOS
Oi « P3 , AB = ES. ENTONCES POR DEFINICION SE TENDRA: 0B = PQ + BS

£S DECIR ( FIG. 6 ), TOMEMOS EL PRIMER SUMANDC CON ORIGEN O Y EL SEGUN
DO SUMANDO CON ORIGEN EN EL EXTREMO A DEL PRDMER SUMANDO Y TENDRA SU EX-
PREMO EN ALGUN FUNTO B. POR LO TANTO, L4 SUMA SERA EL SEGMENTO DIRIGIDO
QUE TIENE POR ORIGEN, EL ORIGEN DEL PRDMER SUMANDO Y POR EXTREMO, EL EX-
TREMO DEL SEGUNDO SUMANDO.

P . Q

2 R
EIG. 7



SIENDO; A,B,C,D CUATRO PUNTOS EN EL EJE DE ABSCISAS TALES QUE:
i - If + G, ENTONCES SE DEBERA CUMPLIR:

5b i ; CD = AB

DEMOSTRACION. POR DEFINICION,SABEMOS:

AD = &5 + BD.

POR 1O QUE: AB + BD = AB + AC.

RESTANDO AB A AMBOS LADOS,SE TENDRA:

if + 5D - AB = 4B + AC - iB.

DE 10 QUE SE TIENE:

BD = iC.

TAMBIEN POR DEFINICION,SE SAEE:

iD = AC + CD.

POR TANTO: AC + CD = AB + ic.

RESTANDO AG A AMBOS LADOS,SE TENDRA:

i+ &b - iC = iB + i€ - iC.

OBTENIENDOSE:

oD = AB. L.Q.Q.D.

UTILIZANDO LO ANTES MENCIONADO QUE DICE:

#DADOS DOS PUNTOS P ; Q DEL EJE DE LAS ABSCISAS,DIREMOS QUE BG TIENE
ORIENTACION POSITIVA,SI TIENE LA ORIENTACION DEL EJE DE LAS ABSCISAS ¥
ENDEA ORTENTACION NEGATIVA,SI SU ORIENTACION ES CONTRARIA A LA DE TAL
EJE".

PODEMOS ESTAELECER UN ORDENAMIENTO PARA LOS PUNTOS DE DICHO EJE,FRO-
CEDIENDO ASI: _

P<Q, SI PG TIENE ORTENTACION POSITIVA. EN DONDE EL SIMBOLO < SIGNIFL
CA "ANTERTOR A" O BIEN "MENOR QUE". ANALOGAMENTE P >, SI PQ TIENE ORIEN
mACTON NEGATIVA. EL SIMBOLO > SIGNIFICA "POSTERIOR A" O BIEN "MAYOR QUE".

EN BASE A ESTO,DEPINAMOS A UN ORDEN, COMO UNA RELAGION GON DETERMINADAS

PROPIEDADES, QUE RIGEN ENTRE 10S ELEMENTOS DE UN CONJUNTO Y QUE SE EXFRE



SAN DEL SIGUIENTE MODO:

SI; 4,B,C SON PUNTOS DEL EJE DE LAS ABSCISAS, LAS PROPIEDADES QUE DAN
AL SIGNO < SU CARACTER DE RELACION DE ORDEN, SON LAS SIGUIENTES:

i). SI; A<B ; B<C, ENTONCES: A<C. (PROPIEDAD TRANSITIVA).

ii). SE CUMPLE EXACTAMENTE UNA Y SOLO UNA DE LAS SIGUIENTES CONDICIONES:

A<B 3 A=B ; B<A. (PROPLEDAD DE TRICOTOMIA).

A LA RELACION QUE RIGE ENTRE LOS PUNTOS DEL EJE DE LAS ABSCISAS ¥ QUE
TIENE LAS PROPIEDADES i) ; ii), SE LE CONOCE CON EL NOMBRE DE ORDEN TOTAL.

LA EXPRESION: B> A SIGNIFICA, A<B.

ESCRIBIREMOS; 4< B<C, SI SE CUMPLEN AMBAS: A<B ; B<C.

LA RELACTON; A €B (A MENOR O IGUAL A B) SE CUMPLE, SIEMPRE QUE SE CUM
PLA AL MENOS UNA DE LAS SIGUIENTES RELACIONES: A<B ; A = B.

TOMANDO EN CONSIDERACION ESTA NOTACION, SE OBSERVA LA SIGUIENTE CONSE
CUENCIA:

SI; A<B Y Bs 4, ENTONCES: 4 = B.

PARA HACER VER ESTO, SUPONGAMOS QUE A # B. ENTONCES POR ii), SE DEBE
CUMPLIR EXYACTAMENTE UNA SOLA DE LAS CONDICIONES: A<B ; B<A. SI SE OU
PLE: A< B, ENTONCES B<A ES PALSA Y EN CONSECUENCIA, LA HIPOTESIS A< B
Y B$A (AMBAS A LA VEZ) ES FALSA.

AHORA BIEN, SI SE CUMPLE B<A, ENTONCES 4 € B ES FALSA Y POR LO TANTO
LA HIPOTESIS A$B Y BsA (AMBAS A TA VEZ), ES FALSA.

POR TANTO EN GUALESQUIER DE LOS DOS CASOS, UNA PARTE DE LA HIPOTESIS
SE CONTRADICE, POR TAL MOTIVO, LA AFIRMACION ES CIERTA. ES DECIR:

SI; ASBY BS A, ENTONCES: A = B.
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SEA: 2 = {-,...,—10,-9,-8,...,-3,-2,—1,0,1,2,3,...} EL CONJUNTO DE LOS
NUMEROS ENTEROS.

DEFINTGION II-1. LIAMASE NUMERO RACIONAL, A TODO NUMERO QUE PUEDE EX-
PRESARSE COMO UNA DIVISION ENTRE DOS NUMEROS ENTEROS, CON LA UNIGA CONDL
CION, QUE EL DENOMINADOR SEA DISTINTO DE CERO (YA QUE LA DIVISION ENTRE
CERO, NO ESTA DEFINIDA).

Emmsnzmnosmcxonm&i,-g,'p,—8,0.

£L NUMERO 2 ES RACIONAL, PUESTO QUE, ESTA EXPRESADO COMO UNA DIVISION
DEL ENTERO 3? ENTRE EL ENTERO 4 # O.

- g ES UN NUMERO RACIONAL, YA QUE: = § = 3 - 8. ES DECIR, QUE EL NU-
MERO - 3, SE PUEDE EXPRESAR CONO UNA DIVISION DEL ENTERO -5 ENTRE EL EN-
TERO 2. O BIEN, COMO LA DIVISION DEL ENTERO 5 ENTRE EL ENTERO -2 # O.
AUNQUE POR CONVENIENCIA, SIEMPRE TOMAREMOS DE SIGNO POSITIVO EL DENOMINA
DOR.

CON RESPECTO AL 7, ESTE PUEDE EXPRESARSE COMO UNA DIVISION DEL ENTERO
14, ENTEE EL ENTERO 2 # O, O BIEN, SIMPLEMENTE COMO DIVISION DEL PROPIO
ENTERO 7, ENTRE EL ENTEEO 1 # O.

ANALOGAMENTE, SE PROCEDE PARA LOS NUMEROS RESTANTES.

DE ACUERDO A LA ANTERTOR DEFINICION, SE OBSERVA QUE LOS NUMEROS RACIO-
NALES SE PUEDEN CLASIFICAR EN ENTEROS Y FRACCIONES.

ENTEROS
FRACCIONES
STENDO ENTEROS, 1OS RACIONALES QUE PUEDEN REPRESENTARSE COMO 7, EN DON

NUMEROS RACIONALES

JE a ES UN KUMERO ENTERO. Y FRACCIONES, LOS RACIONALES QUE NO ADHITEN
PAL REPRESENTACION.

10S NUMEROS RACIONALES, PUEDEN EXPRESARSE EN NOTAGION DECIMAL, EFEC-
TUANDO LA DIVISION CORRESPONDIENTE. POR EJEMPLO: g %}.

4 g.%EOOO--

20
00
00



1.85714285714 2 ===
7 ng

1O CUAL NOS INDICA QUE:
% = 0.75000-—- = 0.750 Y QUE

2}- 1.857142857142857142~—= = 1.557142

EN DONDE LA BARRA, INDICA QUE EL NUMERC SOBRE EL QUE SE MARCA, SE REFE-
TIRA SUCESIVAMENTE Y DE MANERA INDEFIRIDA.

NOTAMOS, QUE APARECE UNA COLECCION DE DIGITOS EN LA FRACCION DECIMAL,
QUE FORMA UN MODELO QUE SE REPITE INDEFINIDAMENTE, A ESTE MODELO SE LE
LLAMARA PERIODO.

ESTO ES DE ESPERARSE, YA QUE, POR EL ALGORITMO DE I4 DIVISION, TODOS
108 RESIDUOS ESTAN SUPEDITADOS 4 TOMAR VALOEES ENTEROS COMPRENDIDOS ENTRE
CERO Y EL ENTERO INMEDIATO ANTERIOR AL DIVISOR Y POR TAL MOTIVO, ALGUN BE
SIDUO SE REPETIRA EN CIERTA ETAPA DEL PROCEDIMIENTO, TRAYENDO CONSIGO, La
REPETICION DE TAL MODELO.

INVERSAMENTE, TODO NUMERO QUE EN SU NOTACION DECIMAL ADMITE UN PERIODO
REPETITIVO, REPRESENTARA A UN NUMERO RACIONAL. ESTO PUEDE PROBARSE DEL

SIGUIENTE MODO:
Y4 QUE, TODO NUMERO DECIMAL FERIODICO TIENE LA PORMA:
3 n

x+y(‘l+r+r2+r ¥ e e et T + o 0 s )

EN DONDE x, y, r© SON NUMERCS RACIONALES Y

’1+r+r2+r3+...+rn+... ES LA SUMA DE LOS TERMINOS DE UNA
1

PROGRESION GEOMETRICA INFINITA CUYA RAZON r ES UNA POTENCIA DE 20
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ESTQ, PODEMOS HACERLO VER DEL SIGUIENTE MODO: CONSIDEREMOS CUALQUIER
DECIMAL PERIODICO, DIGAMOS; a.bed CON a,b,c,d DIGITOS ENTRE CERO Y 9.

&°ba‘a+%+ﬁ%+w%+wda%w+----

b cd cd
S AT AT

+

a+:1%+cd(—13-)+cd(-15)+cd(-—:)7)+-—-

10 10 1
-a+%+cd(;%;)(1+£—z+-#+ )
gjﬁ;l'c")—b- p ‘1+;%2-+-;§-E+ Je

PUES BIEN, LLAMANDO r = ;%5 , SE TIEHE:
a.bﬁn:‘o—a-"'—12 -——5(1+r+r2+ Yo

Y COMO L& SUMA Y EL PRODUCTO DE ENTEROS ES OTRO NUMERO ENTERO, ENTONCES:

108 +b 5 43 5 . -15 SON NUMEROS RACIONALES.

0 103 10
POR Lo TANTO, EL NUMERO a.bod,EN EFECTO TIENE LA FORMA:
x+3(1+z+12 +2> 4 === ), SIENDO X,7,r FUMEROS RACIONALES. MAS

AUN, TAL DECIMAL QUEDA EXPRESADO ASI: x + WEF EL CUAL ES UN NUMERO RACIONAL

{YA QUE, LA SUMA, DIFERENCIA Y COCIENTE ENTRE DOS NUMEROS RACIONALES, ES

OTRO RACIONAL).
NOTA. PARA HACER NOTAR ESTO ULTIMO, BASTARA PROBAR QUE:
Aep+r2 a2t eaesr™ 4.0, =qi Y EST0 SE LOGRA, APLICANDO

LA FORI'IULA DE §b SUMA DE UNA PROGRESION GEOMETRICA DE RAZON r.
I

o LS Y COMO: 1, BE :
Sn m —— ey =, SULTA:
S = 1( ‘1-r ) 4~ o
n 1-T -1 °

GOMO r ES UNA POTENCIA DE -,;-15 ’ SI HACEMOS QUE n SEA TAN GRANDE COMO SE
DESEE (DENOTANDOLO n—»oo) ENTONCES, 2 TENDERA A VALER CERC Y EN CONSECUEN

CIA:



11

S.1---:[":"_ 1
n T-r ~T-1r°

POR 10 TANTO:

SI n —» oo

x+3’(‘1+r+r2+r3+...+rn+..-)“x*'y(T_i-f")'

ES DECIR:
3

x+3('1+r+r2+r +...+rn+...).x+,l_.§_'—5.

L.Q.Q.D.

CABE MENCIONAR QUE AL ESCOGER r, EL EXPONENTE DE LA POTENCIA DE %,SE
TOMARA IGUAL AL NUMERO DE DIGITOS QUE CONTENGA LA PARTE PERIODICA DE LA
EXPRESION DECIMAL CORRESPONDIENRTE.

EJEMPLO. CONSIDEREMOS: 2.147 = 2.1474747 —w==

TAL DECIMAL SE EXPRESA ASI:

2.41?7-2.4474747—---=2+,,%+%+,,—5‘5§m+7(%gw5+.. .
1y 4 4

= 2 + *« = =

.2+,|%+47(1o'3)+47( 072y + 47( 1077 Y + o o .

-2, o=t

.2+,|%+47(4o"3)(1+1o + 107 4 o)

CUYA RAZON ES r = 10~2. Y POR LO TANTO QUEDA:
2 + 7 + 47( 107 )(?_1»1_072)

i
-2+ g5+ 47( 1073 W)

. 1

.2+ 735+ 4%( 1073 )(—%—)

» 47¢ 1072 ) 1G5

3> 3l

. 2
+ 420 9072)( 3§ )
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-1
-2+ oap ﬂf&gag--l
-2+ %U + §%§ = 1229_i§gg_:_22 = 2%%% - 1%8; .
ES DECIR: 2.1%7 = 1&%& EL CUAL ES UN NUMERO RACIONAL.

POR 1O TANTO, PODEMOS CARACTERIZAR A LOS NUMEROS RACIONALES, DICIENDO
QUE SON AQUELLOS QUE EN SU NOTACION DECIMAL, ADMITEN UN PERIODO QUE SE
REPITE INDEFINIDAMENTE.

DEFINICION II-2. LLAMASE NUMERO IRRACIONAL, A TODO NUMERO QUE NO ES
RACIONAL.ES DECIR, A TODO NUMERO QUE NOPUEDE EXPRESARSE MEDIANTE UNA DI
VISION ENTRE DOS NUMEROS ENTEROS.

ESTOS SE CARACTERTZAN, PORQUE EN SU NOTACTION DECIMAL NO EXISTE PERIODO
ALGUNO QUE SE REPITE, TAL COMO SUCEDE CON LOS SIGUIENTES NUMEROS:

V2 = 1.41421356mman=
M « 3.14159265-——— {(RAZON DE LA LONGITUD DE UNA CIRCUNFERENCIA A

SU DIAMETRO).

8 = 2.7182818285~==—= (BASE DEL SISTEMA DE LOS LOGARITMOS NEPERTANOS)
¢ u 0.577215664=~~=~ (LA CONSTANTE DE EULER)
1.10100100010000=====, ETC.

CONSIDERANDO LO ANTERIOR, CABE HECERNOS LA SIGUIENTE PREGUNTA. SES RA

CIONAL EL NUMERO {2 ?

PARA DAR RESPUESTA A ESTO, PRIMERAMENTE DEMOSTRAREMOS LAS SIGUIENTES
AFIRMACIONES:

i). SI a ES UN NUMERO PAR, ENTONCES a® ES PAR.

ii). SI b ES UN NUMERO IMPAR, ENTONCES b° ES IMPAR.

DEMOSTRACION DE i). SI & ES UN NUMERO PAR, ENTONCES a ES UN MULTIPLO
DE 2, ES DECIR:

a = 2n, CON n ENTERO.

POR TANTO: a° = ( 2n )2 = 4n° = 2( 20° ).

LUEGO: &2 = 2( 2n° ).
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Y COMO SABEMOS QUE EL PRODUCTO DE ENTEROS ES ENTERO, ENTONCES:

2n° . 2nn ES ENTERO.EN CONSEGUENGIA, a> ES PAR.

DEMOSTRACION DE ii). SI b ES UN NUMERO IMPAR, ENTONCES b TIENE LA FORMA:

b= 2n + 1, CON n ENTERO.

POR TANTO: be = { 2n + 1 )2 = 4n2 +4n + 1 = 2( 2n2 +2n ) + 1

LUEGO: b2 = 2( 28° + 20 ) + 1.

COMO SE SABE QUE LA SUMA Y EL PRODUCTO DE ENTEROS ES ENTERO, POR IO TAN
70: 20° + 20 = 2nn + 2n ES ENTERO. EN CONSEGUENCIA, b° ES IMPAR.

SON CIERTAS TAMBIEN LAS AFIRMACTONES:

iii). SI EL CUADRADO DE UN ENTERO ES PAR, ENTONCES TAT ENTERO ES PAR.

1v). SI EL CUADRADO DE UN ENTERO ES IMPAR, ENTONCES TAL ENTERO ES IMPAR.

PARA i). SEA & UN ENTERO. SUPONGAMOS QUE a® ES PAR, ENTONCES, s NO PUEDE
SER IMPAR, PORQUE SI IO FUERA, UTILIZANDO 1i), SE TENDRIA QUE s> SERTA TAM
BIEN IMPAR. CONTRADIGIENDO LA SUPOSICION.

ANALOGAMENTE PARA iv). SEA b UN ENTERO. SUPONGAMOS QUE b2 ES IMPAR, EN-
TONCES, b NO PUEDE SER PAR, PORQUE SI 1O PUERA, ENTONCES POR 1), b2 SERTA
PAR. CONTRADICIENDO LA SUPOSICION.

CON TODO ESTO, YA ESTAMOS EN CONDICIONES DE RESPONDER A LA PREGUNTA AN~

TES HECHA.
SUPONGAMOS QUE Y2 'ES UN NUMERO RACIONAL, ES DECIR QUE: V2 = %-EN DONDE

%ES UN BRACIONAL SIMPLIFICADO (DE NO SERLO, LO SIMPLIFICARIAMOS).

POR 1O TANTO: a =VZ2 b,

DE DONDE: 8° = 2b° = = = = = (1)

LUEGO: 3.2 ES UN NUMERO PAR (PCR SER UN MULTIPLO DE 2). LO CUAL IMPLICA
QUE: a ES PAR (POR iii).

POR 1O TANTO, a DEBE SER MULTIFLO DE 2, ES DECIR: a = 2n, CON n ENTERO.

DE LO QUE SE INFIERE: 8° = 4p°

Y POR (I), 4n° = 2b°.

2
O BIEN, b2+ 2n
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LUEGO: b2 ES PAR (POR SER UN MULTIPLO DE 2).

POR LO QUE b ES PAR (POR iii).

AHORA BIEN, SE TIENE QUE AMBOS, a ¥ b SON PARES Y POR TAL MOTIVO,SERAN
DE 1A FORMA: a = 2x ; b = 2y CON x, y ENTEROS.

POR 10 QUE: § = §§ .

ESTO SIGNIFICA QUE %-ES SIMPLIFICABLE, PUESTO QUE: a Y b TIENEN COMO
FACTOR COMUN AL NUMERO 2, 10 CUAL ES UNA CONTRADICCION, YA QUE, a ¥ b RO
QIENEN FACTOR COMUN DIFERENTE DE 1 ¥ DE ~1 ( £ ERA POR HIPOTESIS UN NUME
RO RACIONAL SIMPLIFICADO). EN CONCLUSION, Y2'NO ES UN NUMERO RACIONAL,
SINO IRRACIONAL. EN GENERAL, TODA BATZ INEXACTA REPRESENTA A UN NUMERO
IRRACIONAL.

POR DEFINICION, DIREMOS QUE EL CONJUNTC DE LOS NUMEROS REALES ES LA
UNION DEL CONJUNTO DE LOS NUMEROS RACIONALES CON EL CONJUNTO DE LOS NUME
ROS IRRACIONALES.

EN TANTO, CONSIDEREMOS COMO SIGUIENTE OBJETIVO, EL PODER ASOCIAR A CADA
NUMERO REAL, UN PUNTO EN EL EJE DE LAS ABSCISAS, PARA 10 CUAL, COMENZARE-
MOS CON LOS NUMEROS RACIONALES Y ESTO SE HARA DEL SIGUIENTE MODO:

SEA § UN NUMERO RACIONAL (SIMPLIFICADO) Y OI EL SEGMENTO UNIDAD. SUPON-
GAMOS QUE §<1 CON a Y b ENTEROS POSITIVOS.

4 PARTIR DEL ORIGEN O, TRACEMOS UNA SEMI-RECTA AUXTLIAR L ( FIG. II-1 )

CON UNA ABERTURA CUALQUIERA DE UN COMPAS, CONSIDEREMOS SOBRE ESTA SEMI-
RECTA, b SEGMENTOS CONSECUTIVOS IGUALES, TALES QUE, EL ORIGEN DEL PRIMERO
DE ELLOS SEA O Y QUE SU EXTREMO COINCIDA CON EL ORIGEN DEL SEGUNDO. T ASI
SUCESIVAMENTE, CON Li CONDICION GENERAL QUE EL OBIGEN DE CUALQUIER DE ELLOS,
COINCIDA CON EL EXTREMO DEL SEGMENTO INMEDIATO ANTERIOR A EL. DE ESTE MODO,
SE OBTIENEN LOS PUNTOS DE DIVISION: B, 4 By s By s o = = 1 By

TRACEMOS EL SEGMENTO B I Y TRACENOS TAMBIEN, PARALELAS & BT POR CADA

UNC DE IOS PUNTOS: B1 ’ B2 3 33 y o = + 3 Bb-‘1 . ESTAS PARALELAS, CORTAN
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AL SEGMENTO O EN LOS PUNTOS: Aq , A2 s Ag s o = o s &y g -

ASEGURAMOS QUE LOS SEGMENTOS:

TSK,I s 1:&'2 , 1?3 , '.E:;,I4 s v o8 1.']:_'I_1 . SON DE IGUAL LONGITUD. PARA
HACER VER ESTCO (FIG. II-2), TRACEMOS PARALELAS A DI POR CADA UNO DE LOS
PUNTOS: B, » By » By s By s o o ¢ B,_, s LAS CUALES CORTAN A LAS PARA-
LELAS ANTES TRAZADAS (LAS PARALELAS A ‘gl’) EN LOS PURTOS: C; , G5 » 03 ’
Gy s o= o Cpn FORMANDOSE EL SIGUIENTE CONJUNTO DE TRIANGULOS:

AO0MBy, ABC,By + AByCoBy 3 o o o 3 ABy 40y By -
AHORA BIEN, SI TOMAMOS DOS CUALESQUIER DE ELLOS (POR EJEMPLO: ~ B,C4B,
I o B,0,B,), OBSERVANOS QUE ESTOS TRIANGULOS SON IGUALES, YA QUE, POR

CONSTRUCCION, TIENEN UN LADO IGUAL ( BB, = BB, ) Y LOS ANGULOS ADYACEN
7ES A ESTOS, SON RESPECTIVAMENTE IGUALES (< C;B,B, = ¥ C,ByBy ¥ TAMBIEN

5,80, = c)knezxgcz Y

ESTO ULTIMO SE DEBE A QUE LOS ANGULOS: ( ‘;: C4B,B, » ‘}1023233 ) Y ADEMAS
( «#B,,Bac,, . <}I}3\2133c:2 ) CONSTITUYEN PAREJAS DE ANGULOS CORRESPONDIENTES,
QUE SE FORMAN CUANDO LAS PARALELAS A TI Y LAS PARALELAS A QI SON CORTADAS
POR LA MISMA TRANSVERSAL OL.
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¥IiG, II-2
PUESTO QUE, 1OS TRIANGULOS & B1G1B2 3 ABQG2B3 SON IGUALES, ENTONCES
SE TIENE QUE: E E! = E2U2

T COMO: rxa F"G 1?13 (YA QUE, SON SEGMENTOS PARALELOS COM
PRENDIDOS ENTRE SEGMENTOS PABAIELOS).
POR 10 TANTO: L K, =1;K3 .
HACIENDO IO MISMO PARA TODA OTRA PAREJA EN ESTE CONJUNTO DE TRIANGULOS,
SE OBTENDEA:
.ﬂ -'?3=....=g:f.
Y EN CONSECUENCIA: O, = K &, ggsh i

POR ULTIMO, SI A PARTIR DE O, SUMAMOS a VECES CUALQUIER SEGMENTO DE ES-
705, DIREMOS QUE EL SEGMENTO SUMA OBTIENIDO, REPRESENTA AL NUMERC RACIONAL

& Yy QUE EL EXTRENO DE TAL SEGHMENTO SUMA, ES EL PUNTO ASOCIADO AL RACIONAL
8]
E -
& Vesas
C —"
o A A A, A _% -
1 f2 "3 Y = B 1
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a
AHORA BIEN, SI 4, ES EL PUNTO ASOCIADO AT RACIONATL POSITIVO 51 Y A,

a
EL PUNTO ASOCIADO AL RACIONAL POSITIVO Fg (CON b POSITIVO), ES CLARO

QUE 81 a, < &5 » ENTONCES A,1 < Aa . PUESTO QUE, PARA EL PUNTO A2 HAY

NECESIDAD DE CONSIDERAR MAYOR CANTIDAD DE SEGMENTOS QUE PARA A q EN

a a
GENEBAL, SIERDO: gl , 52 CUALQUIER PAREJA DE NUMEROS RACIONALES TAL

a &
QE gt< gt »

TRARA EN EL EJE, SITUADO MAS A LA DERECHA QUE EL PUNTO A,‘ ASQCIADC A

a
SE OBSERVARA QUE EL PUNTO A2 ASOCIADO A '5'% y SE ENCON=-

a,
1
Y POR TAL MOTIVO, A,‘ < 4; .

EN EL CASO QUE EL NUMERO RACIONAL ESTUVIERA EXPRESADO EN NOTACION DE-
CIMAL, CON UNA TRANSFORMACION A LA FORMA DE DIVISION ENTRE DOS ENTEROS,
£L PROBLEMA DE ASOCIARLE UN PUNTO ESTARTA RESUELTO. PARA HACER TAL TRANS
PORMACION, DE LAS SIGUIENTES MANERAS PODEMOS PROGEDER:

1), I EL NUMERO RACIONAL EN SU EXPRESION DECIMAL, ADMITE PERIODO IGUAL
A CERO, ES DECIR, SI A PARTIR DE DETERMINADO INDICE k, TODOS LOS DIGITOS
DE 5U FRACCION DECIMAL SON CEROS, SE CONVIENE EN EXPRESAR AL DECIMAL HAS
PA EL INDICE k-1. EJEMPLO: 4.6970Q0mmm— = 4,697, ESTE NUMERO PUEDE EXPRE
SARSE COMO UNA DIVISION EN LA CUAL, SU DENOMINADOR SEA UNA POTENCIA DE 10.
ES DECIR: 4.697 = 304 , DE IGUAL MODO: 0.75 = Z--2.

2). EF EL CASO QUE EL RACIONAL EN SU EXPRESION DECIMAL ADMITA PERTIODO
DISTINTO DE CERO, EL PROCEDIMIENTO A SEGUIR SERA ABI:

i). LLAMANDO r A TAL NUMERC RACIONAL, SE RECORRERA EL PINTO DECIMAL,
HASTA DONDE TERMINE EL PRIMER PERIODO. ESTO SE LOGRA, MULTIPLICANDO POR
UNA POTENCIA DE 10 ESPECIFICA (CUYO EXPONENTE SERA IGUAL AL NUMEROC DE CL
FRAS QUE HABRA DE RECORRERSE EL PUNTO DECIMAL), POR TAL IMOTIVO, LO QUE
OBTENEMOS, ES DICHA POTENCIA DE 10 MULTIPLICADA POR EL MENCIONADO r.

ii). SE MULTIPLICA EL NUMERO RACIONAL r POR OTRA POTENCIA DE 10, DE

TAT, MANERA QUE AL HACERLO, EL PUNTO DECIMAL SE REGCORRA HASTA DONDE COMIEN
CE EL MISMO FPRIMER PERIODO.
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iii), SE RESTAN MIEMBRO A MIEMBRO LAS EXPRESIONES OBTENIDAS.
iv). SE DESPEJA r, OBTENIENDOSE ASI EL RACTONAL BUSCADO, EL CUAL YA SE
ENCUENTRA EXPRESADO COMO DIVISION ENTRE DOS NUMEROS ENTEROS.
EJEMPIO 1). EXPRESAR EN FORMA DE DIVISION ENTRE DOS ENTEROS EL RACIONAL
0,258 = 2,56666===m
1). LLAMAKNDO: 0,256666m=m= =T o+ o« « o « « (I)
MULTIFLICANDO AMBOS MIEMBROS DE (I) POR 1000 ( = 10° ), SE TIENE:
256.666=cm= = 1000F + « o » o o (IL)
ii), DE MANERA ANALOGA, MULTIPLICANDO AMBOS MIEMBROS DE (I) POR 100
( =~ 10° ), SE TENDRA:
25.666———— = 100 « + » « « « (III)
iii). RESTANDO MIEMBRO A MIEMBRO (III) DE (II):
256 4666—=== = 1000r
- 25.,666=2== == 100r
231.000-—~ = 900r
iv). PUESTO QUE: 231.000===- = 231
POR 10 TANTO, DESPEJANDO r DE La EXPRESION 231 = 900r , SE OBTENDRA:
- 5
EJEMFIO 2). EXPRESAR EN FOBMA DE DIVISION ENTRE DOS NUMEROS ENTEROS EL
BACIONAL: 23,547 = 23.547474747————
i). LLAMANDO: 23,547474747amm= = T o « o o » o (1)
MULTIPLICANDO PRIMERAMENTE AMBOS MIEMBROS BE (I) POR 1000 ( = 10> ),

SE TIENE:
23547 AU 7memmm = 1000F o+ o+ o o . o (II)
ii). NULTIPLICANDO AHORA AMBOS MIEMBROS DE (I) FOR 10 ( = 107 ), SE
TEDRA:
235474747 = 10F o o » o o o (III)
4ii). RESTANDO MIEMBRO A MIEMBRO (III) DE (II):
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23547 47449 = 1000r
- 235.474747--=- = - Wr

23312.000000=~—= =  990r

FUESTO QUE: 23312,0000——~ = 23312

POR 1O TANTO, DESPEJANDO r DELA EXPRESION 23312 = 990r, SE OBTENDRA:

- - 23302

E£JEMPLO 3). EXPRESAR EN FORMA DE DIVISION ENTRE ENTEROS EL RACIONAL:

6.28 & 6.28282828m=
1). LLAMANDO: 6.28282828~w—== = T o o » o o « (I)
MULTIPLICANDO AMBOS MIEMBROS DE (I) POR 100 ( = 10° ), SE TIENE:
628,282828~—= = 100T » o o o o o (II)
i1). AHORA BIEN, MULTIPLICANDO AMBOS MIEMEROS DE (I) POR 1 ( = 10° ),

SE TENDRA: ‘
5.0B2828=—m~ = T o & o » » o (III)
iii). RESTANDO MIEMBRO A MIEMBRO (III) DE (I1):
628.282828 ~=== = 100r

- 6.282828 w—m= = - T
622,000000 ~mm= =  99r

iv). PUESTO QUE: 622.000000 ---- = 622
POR LO TANTO, DESPEJANDO r DE LA EXPRESION 622 = 99r, SE OBTENDRA:
- 522

CON EL APAN DE COMPROBACION, EFECTUEMOS LAS DIVISIONES CORRESPONDIENTES
A 10S RESULTADOS OBTENIDGS:

Op2 — 2%-84%42——- 6. 2828~
900 [231.0000=—— 930 — 99 [622.0000===
51 00

3512 28 ©
& 000 542 0 8 20
6000 47 00 280
— 7 400 820
w—— 4700 —
— 2400 —

4700 —

—————

ot
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ESTO MUESTRA QUE LOS RESULTADOS ANTERIORMENTE OBTENIDOS SON CORRECTOS.

CABE OBSERVAR, QUE ESTE PROCEDIMIENTO TAMBIEK ES APLICABLE 4 1OS DECI-
MALES CUYOS PERIODOS SON IGUALES A CERO, CON LO CUAL, SE LOGRA UNA GENE-
RALIZACION DE LA VALIDEZ DEL METODO HACIA CUALQUIER DECIMAL PERIODICO,
COMO SE OBSERVARA EN EL SIGUIENTE EJEMFLO.

COMO SE SABE, EL NUMERO DECIMAL:

4,760 = 4.760000mm—— = 4.76 = ;gg = 1%2

PUES BIEN, APLICANDO EL PROCEDIMIENTO ANTES DESCRITO, SE TIENE QUE:
4,76 = 4.760000~=—

i)e LLAMANDO: 4.760000==== = T o« « o o » » (I)

MULTIFLICANDO ABOS MIEMBROS DE (I) POR 1000 ( = 10° ), SE TIENE:

4?60.000’-— = '10001' s o e e & @ (II)
ii). DE MANERA ANALQOGA, MULTIFLICANDO AMBOS MIEMBROS DE (I) POR 100

(=10° ), SE TENDRA:
4?6.000__ = 1001‘ e & & e & » (III)
4ii). RESTANDO MIEMBRO A MIEMBRO (III) DE (II):

4760, 000=w— = 1000T
= 476,000=—w= = - 100
4284 4 C00m—wm= = 900r

iv). PUESTO QUE: 4284.000-=—~ = 4284
POR 1O TANTO, DESFEJANDO r DE LA EXPRESION 42384 = 900r, SE OBTENDRA:

T = 5%%% - 22 | EL CUAL COINOIDE CON EL RESULTADO OBTENIDO ANTERTORMENTE.

A CONTINUACION, CONSIDEREMOS EL CASO EN QUE EL DECIMAL TENGA COMO PE-
RIODO AL NUMERO 9, COMO VEREMOS EN EL SIGUIENTE EJERCICIO.

EJERCICIO. EXPREGAR EN FORMA DE DIVISION ENTRE BOS NUMEROS ENTEROS
10S DECIMALES: 0.TF , 2.349

APLICANDC EL MISHMO PROCEDIMIENTO.

PARA: 0,T = 0.9999=m=-
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i)e LLAMANDO: 0e999%==== =T & + & o « » (1)

MULPIPLICANDO AMBOS MIEMBROS DE (I) POR 10 (= 107 )}, SE TIENE:

9,0999——= = 10F « s + = o » (1D

ii), AHORA BIEN, MULTIPLICANDO AMBOS MIEMBROS DE (I) POR 1 ( = 10° Y,
BE TENDRA:

0.9990wmme = I 4 s o » + » (I11)

iii), EESTANDO MIEMBRO A MIEMBRO (III) DE (II):

9,999=m== = 10T

=0,999www= me T

9.000w=m= = Or

iv). PUESTO QUE: 9.000-=== = 9

SE TENDRA: O = Or

DESPEJANDO r, SE OBTENDRA:

.3

POR LO TANTO:

r =
ANALOGAMENTE PARA 2.34T = 2.349999~==-
LLAMEMOS: T = 2,349999—=== (D

MULTIPLICANDO AMBOS MIEMBROS DE (I) POR 1000 ( = 100 ), SE TENDRA:
1000r = 2349,999-~—-
MULTIPLICANDO AMBOS MIEMBROS DE (I) POR 100 ( = 10° ), SE TENDRA:

1007 = 234,999——m=
RESTANDO MIEMBRO A MIEMBRO LAS DOS ULTIMAS IGUALDADES OBTENIDAS:

10000 = 2349.999----
- 100r = = 234.999=-—-
900r = 2115,000-=—
LA CUAL, NOS CORDUCE A LA IGUALDAD: 900r = 2115,TA QUE 2115.000=m=— =

2115.
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DESPEJANDO, SE OBTIENE: T = 3%%%
SIMPLIFICANDO: r = %%

EL CUAL EXPRESADO EN NOTACION DECIMAL:
2.35000~——

20 |47.00000=w—
07 O

1 00
000
000
000
Q00

———

ANALIZANDO LOS RESULTADOS OBTENIDOS,SE OBSERVA QUE:

0.T = 0099Gmmme = % =1 = 1,000=mm=

2,345 = 2.34999-—- = 2% = 2.35000---=

LUEGO:

0.999==== = 1,000=—-

2434999 = 2,35000m—

LO CUAL INDICA QUE SI UN NUMERO DECIMAL TIENE POR PERIODO AL NUMERO 9,
PAL DEGIMAL SE TDENTIFICARA CON EL DECIMAL QUE SE OBTIENE AUMENTANDO UNO
AL DIGITO INMEDIATO ANTERIOR AL PRIMER PERIODO (AL ULTINMO DIGITO DIFEREN
TE DE 9 QUE SE ENCUEBNTRA AT, DIRIGIRSE DE IZQUIERDA A DERECHA) Y SUSTITU-
YENDO TODA LA "COLA DE NUEVES" POR UNA "COLA DE CEROS". ACEPTANDO POR TAL
HOTIVO A 0,9999-=== = 0.9 CcOMO OTRA EXPRESION EQUIVALENTE DEL NUMERO
1.0000==== = 1 T AT, NUMERO 2.349999me=" = 2.349 COMO OTRA EXFRESION EQUI
VALENTE DE 2.35, ES DECIR:

0.9 =1 Y 2.34T = 2.35

ESTO S& HACE VER, TAMBIEN DEL SIGUIENTE MODO:

COMO SAREMOS, TODO NUMERC REAL SE EXPRESA EN NOTACION DECIMAL ASI:

a

+
=-N. 31 3-28.3 '
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EN DONDE N, ES UN NUMERO ENTERO NO-NEGATIVO Y s, 8,y 845 «ee s 8jseee
SON DIGITOS COMPRENDIDOS ENTRE CERO Y 9.

L4 NOTACION N.aa,8==-= &,--- ES EN SI, UNA ABREVIATURA DE LA SUMA
INFINITA,LA CUAL TIENE LA FORMA:

F + 8,(107") 4 a,(1072) + a3(4o'3) b e+ 8 (10 4 ——ee

SI CONSIDERAMOS:

————— = 0 I ——— -

NwOjasa, =8 =8;~
OBTENDREMOS,LA SUMA DE LOS TERMINOS DE LA PROGRESION GEOMETRICA INFI-

NITA SIGUIENTE:
a(10™1) + a(10™2) + a(10™>) + —— + 2(10™®) + -—- CUYA BAZON ES r = x5
APLICANDO LA FORMULA QUE A CONTINUACION ENUNGIAREMOS Y QUE REPRESENTA

A L& SUMA DE LOS PRIMEROS n TERMINOS DE UNA PROGRESION GEOMETRICA:

aq(‘l-rn)
58 =
n I—I‘
-1 1 ,
=a(10" ) ;T =97 SE OBTIENE:

COMO: 8,

a(10™M( 1 - )
1 1
- 15
S5I HACEMOS QUE n SEA TAN GRANDE GOMO SE DESEE (NOTACICN: n —-oo), ENTOL\T_

5h

CES (-;I%)n TTENDE A VALER CERQO Y POR LO TANTO TENDREMNOS:

-1
a(10)~71 + a('10)-2 + 8(10)73 + = + a(10)™R 4 —mm = s, = a(10 )(’Il = 0)
n— 00 1-715

1 1
l‘l
i a(352 (1) . a(rp) _ 2 30 =.% EN CONCLUSION:

a(10-1) + a(10~%) + a(10™3) + === + &(1072) 4 === = %

AHORA BIEN, SI a = 9, SE OBSERVARA 1O SIGUIENTE:

09999 = 9(10~1) + 9(10-2) + 9(1073) 4 —mm + I(AOD) 4 wem = % =
= 1 = 1,0000we——

ES DECIE: 04999=-— = 1.000-—-
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Y GENERALIZANDO, SE TENDRA TAMBIEN:

2349999~ = 2.350000-~—= = 2.35

ASI PUES, REDEFINIENDO: EL CONJUNTO DE LOS WUMEROS REALES, ESTARA FOR
MADO POR LA UNION DE TODOS LOS NUMEROS QUE NO ADMITEN PERIODO EN SU No-
TAGION DEGCIMAL (NUMEROS IRRACTONALES), CON TODOS LOS NUMEROS QUE SI AD-
MITEN PERTODO EN SU NOTACION DECIMAL (NUMEROS RACIONALES),SUSTITUYENDO
AQUELLAS EXPRESIONES DECIMALES QUE TIENEN COLAS INFINITAS DE NUEVES, POR
SUS CORRESPONDIENTES EXPRESIONES DECIMALES EQUIVALENTES, LAS GUALES TIE
NEN COLAS INFINITAS DE CEROS.

NUMEROS | NUMEROS RACTONALES (SI SDMITEN PERIODO)

BEALES | yygRoS IRRACIONALES (NO ADMITEN PERIODO)

NOTA. DEBIDO A QUE, UN NUMERO DECIMAL CON PERIODO DISTINTO DE CERO,PRE
SENTA DIFICULTAD AL REPRESENTARLO EN EL EJE DE LAS ABSCISAS Y ASIMISMO
EN SU NANEJO OPERACIONAL, OPTAREMOS POR EXPRESARLO EN L FORMA ¥, STENDO
%, y NUMEROS ENTEROS, TAL FORMA SE LOGRARA CON EL PROGEDIMIENTO ANTES DES
CRITO Y CON ESTO, SALVAREMOS LAS DIFICULTADES YA MENCIONADAS.

CABE OBSERVAR QUE ESTE PROCEDIMIENTO, SE APLICA A TODOS LOS NUMEROS DE
CIMALES PERIODICOS, SIN EMBARGO, SI FENSAMOS EN LOS NUMEROS GUE NO ADMI-
TEN PERTODO ALGUNO (NUMEROS IRRACIONALES), TAL PROCESO FALLARIA POR NO
PODER CONSIDERARSE A LA TOTALIDAD DE 1OS DIGITOS EN LA FRACCION DECIMAL
CORRESPONDIENTE.,

PARA LOGRAR ASOCIARLES PUNTOS EN EL EJE DE LAS ABSCISAS A TALES EXPRE-
SIONES DECIMALES, SE REQUERIBAN LOS SIGUIENTES CONCEPTOS: EL POSTULADO DE
ARQUIMEDES, COTAS Y FRONTERAS DE UN CONJUNTO Y ADEMAS, EL AXIOMA DE CONIL
NUIDAD, LOS CUALES SE ENUNCIARAN A CONTINUACION.

POSTULADO DE ARQUIMEDES.

SI P ES CUALQUIER PUNTO FIJO EN EL SEMI-EJE POSITIVO DE LAS ABSCISAS.
PARA GADA PUNTO P DEL MISMO SEMI-EJE, EXISTE UN NUMERO NATURAL n TAL QUE

SE CUMPLE 1.0 SIGUIENTE:
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P <L Fn -
EN DONDE F, ES EbL EXTREMO DEL SEGMENTC OBTENIDO AL SUMAR p VECES OF, A

PARTIR DEL ORIGEN. ES DECIR: |OF~| <[nOF | .

5|
* g

o

1 2 3 4 n=] n

FIG. II-4

SIENDO: OF, =m=r;;=55f;=--..=m=m‘.

1 nUF'=OF,T+F,"F5+F£F;+F;F:+ e oo o+ F_Fo .

EN OTRAS PATABRAS, ESTO SIGNIFICA QUE CUALQUIER LONGITUD, ES SUPERADA
POR UN DETERMINADO MULTIPLO DE UNA LONGITUD DADA.

EN ALGUNAS OCASIONES, SE CONSIDERA I (EXTREMO DEL SEGMENTO UNIDAD) COMO
PUNTO FIJO. QUEDANDO L& CONCLUSION ASI: P<I_ .

EN DONDE I, ES EL EXTREMO DEL SEGMERTO oY .

UNA CONSECUENCIA IMPORTANTE DEL POSTULADO DE ARQUIMEDES, ES LA SIGULENTE:

SI ¥ ES CUALQUIER PUNTO FIJO EN EL SEMI-EJE POSITIVO DE LAS ABSCISAS.
PARA CADA PUNTO P DEL MISMO SEMI-EJE, SE CUMPLE ESTO: SI EL NUMERC NATURAL
n ES SUFICTENTEMENTE GRANDE, EXISTE UN PUNTO Q PERTENECIENTE AL SEGMENTO
OF, TAL QUE P = Q_ , EN DONDE Q ES EL EXTRENO DEL SEGMENTO OBTENIDO AL 5U
MAR n VECES 3G , A PARTIR DEL ORIGEN O. ES DECIR: 0P| = [0 | .

qQ F P
e et — ' ' -— -
o Q@ 9 Y a1
FIG. II-5

srE0o: O = GG = O = G - - - oy = O -
1 nW:UQ;'+Q';QE+@;+'Q;Q;+. . ...+m.
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COTAS. SEA @ UN CONJUNTO DE PUNTOS DEL EJE DE LAS ABSCIBAS.
GE DIRA QUE UN FUNTO C_ DEL EJE DE LAS ABSCISAS, ES
SI: X$C, ES VALIDA PARA TODOS LOS PUNTOS X QUE PER

DEFINICION II-3.
COTA SUPERIOR IE #,
TENECEN AL CONJUNTO @. ESTO SE DENOTA ASI: €C, -

EJEMFIOS.

1). CUALQUIER FUNTO DEL
PERIOR DEL SEMI-EJE NEGATIVO.

SEMI-EJE POSITIVO DE LAS ABSCISAS, ES COTA SU

COTAS SUPERIORES TE &,

FIG. II-6

2). EL ORIGEN O, ES COTA SUPERIOR DEL SEMI-EJE NEGATIVO.

¢, 0
—_———
'

COTA SUPERIOR DE ¢2

y

FI1G, Ii-~7

3), EL ORIGEN O, ES COTA SUPERIOR DEL CONJUNTO DE TODOS LOS PUNTOS X

DEL EJE DE LAS ABSCISAS QUE CUMFLEN: X€0.
2, o
——————————— —

COTA SUPERIOR DE @y

FIG. II-8

4), TODO PUNTO X DEL EJE DE LAS ABSCISAS QUE CUMPLE: X3I (SIENDO I,EL

EXTREMO DEL SEGMENTO UNIDAD), ES COTA SUFERICR DEL CONJUNTO DE LOS FUNTCS

DEL EJE DE LAS ABSCISAS QUE SATISFACEN DE MANERA CONJUNTA: 20 Y ZLI

(ESTO SE DENOTA ASI: 0LXLKI).
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o ¢q_ 1
i
COTAS SUPERTORES DE ¢ 4

\

FIG., 1I-9

NOTA. EL SEMI-EJE POSITIVO, NO TIENE COTA SUPERIOR ALGUNA,

0 2

e ——
£5 WO TIENE COTAS SUPERIORES

SEA ¢ UN GONJUNTC DE PUNTOS DEL EJE DE LAS ABSCISAS.
DEFINICION II-%4. SE DICE QUE Fs ES FRONTERA SUPERIOR DEL CONJUNTO @, SI

DTENE LAS SIGUIENTES CARACTERISTICAS:

i). Fs ES COTA SUPERICR IE .

ii). Fg ES LA MAS FEQUENA DE LAS COTAS SUPERIORES ( F. < CB EN DONDE Cs

5 ES UNA COTA SUPERIOR CUALQUIERA DE 2 ).

COMENTARIO. CUARDO &% ES UN CONJUNTO DE NUMEROS REALES, SE ACOSTUMBRA LLA
MABLE SUPREMO DE % A LA FRONTERA SUPERIOR DE ¢ Y SE DENOTA: SUP #.

DE LA DEFINICION ANTERIOR, SE DESPRENDE QUE UN CONJUNTO DEL EJE DE LAS
ABSCISAS, NO PUEDE TENER MAS DE UNA FRONTERL SUPERIOR.

DEMOSTRACION. SUPORGAMOS QUE: FS X Fs SON DOS DIFERENTES FRONTERAS SU
1 2

PERTORES DE UN MISMO CONJUNTC DE ABSCISAS.

DE ACUERDO CON EL INCISO i) DE LA DEFINICION, AMBAS: Fs Y Fs DEBEN BER
1 2

COTAS SUPERIQRES DEL CONJUNTO.
PUESTO QUE, Fs ES UNA FRONTERA SUPERIOR DEL CONJUNTO T ¥ g ES COTA SU-
1 2
PERTOR DEL MISMO CORJUNTO, ENTONCES Db ACUERDO CON EL INCISO ii), SE TIE-

RE: F_ £ F .
54 8o
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ANALOGAMERTE, PUESTO QUE F 5, ES TAMBIEN UNA FRONTERA SUPERIOR DEL CON-

JUNTO ¥ F_ ES COTA SUPERIOR DEL MISMO CONJUNTO, ENTONCES POR i), SE
1
TIENE QUE: F_ < F_ .
52 S,-l
APOYANDONOS EN LOS DOS RESULTADOS ANTES OBTENIDOS, SE CONCLUYE:

PB wFg o POR 1O TANTO, SE HABLARA DE LA FRONTERA SUPERIOR DE UN CON
1 2
JUNTO DE ABSCIBAS.

NOTESE QUE LA FRONTERA SUPERIOR LE UN CONJUNTO DE ABSCISAS, NO NECESA-
RTAMENTE PERTENECE A DICHO CONJUNTO, AUNQUE EN CIERTOS CASOS PUEDE SER UN
ELEMENTO DE EL, COMO VEREMOS EN ILOS EJEMFLOG:

1). EN EL CONJUNTO C, DE TODOS 10S PUNTOS X DEL EJE DE LAS ABSCISAS TA
LES QUE: X £ Q. {( 0 ES LA FRONTERA SUFERIOR IE C,‘ Y SI PERTENECE A 01 N
01 0

—— ————————_ o —
t FRONTERA SUPERIOR IE C,
(SI PERTENECE AL CONJUNTO Cq)

FIG., II-11
2y. FN EL CONJUNIO O, DE TODOS 1OS PUNTOS X DEL EJE DE LAS ABSCISAS TA
LES QUE CUMPLEN LA CONDICION: O < X < I, COMO VEMOS, EL EXTREMO I, ES LA
FRONTERA SUPERIOR DE G, ( I,NO PERTENECE AL CONJUNTO Cj ).
o I

— &
C -
2 t FRONTERA SUPERIOR DE C,

.NO PERPENECE AL CONJUNTO 02)

FI1G, II-12
3). EN EL CONJUNTO G, DE TODOS I0S PUNTOS X DEL EJE DE LAS ABSCISAS QUE
SATISPACEN LA CONDICION: O € X & I, EL EXTREMO I, ES LA FRONTERA SUPERIOR
DE Cy ( I, PERTENECE AL CORJUNTO 03 ).
o . I

— a—— -
3 |  TRONTERA SUPERIOR DE C,

PERTENZCE AL CO
FIG. I1-13 (SI PERTEN CONJUNTO 03)
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SIMILARMENTE, DEFLUIREMOS LOS CONCEPTOS; COTA INFERIOR ¥ FRONTERA INFE
RIOR DEL SIGUIENTE IODO:

SI ¢ ES UN CORJUNTO DZ PUNTOS DEL EJE DE LAS ABSCISAS.

DEFINICION II-5. LLAMASE COTA INFERIOR DEL CONJUNTO %, A UN PUNTO Ci DEL
MISMO EJE, QUE SATISFACE Ciéix,PARA TODOS LOS PUNTOS X PERTENECIENTES A @
ESTO SE DENCTA: ﬂ;Ci.

DEFINICION II-6, SZ LE LLAMA FRONTERA INFERIOR DEL CONJUNTO @, A U8 PUN
TO F QUE CUMFLE Li4S SIGUIENTES CONDICIONES:

i). F ES COTA INFERIOR DE #.
ii). F; ES L4 MAS GRANDZ DE LAS COTAS INFERIORES DE Z. ( Fi2Cq o EN DON

DE Ci ES GCUALQUIER COTA INFERIOR DE 2.

g{ggglsgg ; FRONTERA
DE ? SUPERIOR DI 3
comas INPERIORES \ COTAS SUPERIORES
IE & DE &
FIG. II-14

£ GENERAL, DIRENOS QUz Uil CONJUKTO ¢ DE PUNTOS DEL =JL DE LAS ABSCISAS,
Z5T4 ACOTADO,SI LO ESTA SUPERIORMENTE E INFERIORMENTE, ES DECIR, SI EXTSTEN
PURTOS Cs T Ci TALES QUE: CiSﬁKSCE PLARA TODCS LOS PURTOS X QUE PERTENECEN
A e

AXIOMA DE CONTIRUIDAD. TODO CONJUNTO HO-VACIO D= PUNTOS DEL EJS DE L4B
ABSCISAS, QUE EST= ACOTADO SUPERTORMENTE, TIENS FRONIERA SUPERIOR.

COMENTARIO. CUANDO SE TRATA DE UN CONJUNTO D= NUMEROS REALES, AL LXTOMA
D= CONTINUIDAD SE LE COHOCZ COMUNMENTE COMO EL PRINCIFIO DSk SUPREMO.

COMO UNA CONSECUEWCIA DeL AXICIiA DZ CONTINUIDAD, S& PUEDE ENUNCIAR LO
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SIGUIERTE: TODO CONJUNTO NO-VACIO IE PUNTOS DEL EJE DE LAS ABSCISAS QUE
ESTE ACOTADO INFERIORMENTE, TIENE FRONTERA INFERIOR.

COMENTARIO. SI g ES UN CONJUNIO D% NUMEROS REALES, A LA FRONTERA INFE
RIOR DE & BE LE LIAMA, IRFIMO DE ¢ ¥ SE LE DENOTA: INF @

CON TODO LO VISTO ANTERIORMENTE, I4 ESTAMOS EN CONDICIONES DE PODER ASQ
CIAR PUNTOS A NUMEROS REALEB CUALESQUIER Y PARA ELLO, PROCEDEREMOS ASI:

TOMEMOS UN NUMERO REAL POBITIVO EYPRESADO EN NOTACION DECIMAL, DIGAMOS:

lio..n,‘xz,zn3 ——= == EX DONDE:

No, n s Bo n3, ceea Dpy evee gON DIGITOS, ES DECIR, SON ENTEROS GOM=
PHENDIDOS ENTRE O T 9.

PARA CADA ENTERO NO-NEGATIVO k, CONSIDEEEMOS EL PUNTO Pk DEL EJE DE LAS
ABSCISAS ASOCIADD AL DECIMAL ﬁo.n1n2n3 === Bpe

LLAMAEEMOS # A LA COLECCION DE TODOS ES0S PUNTOS Pk’ FOR LO QUE:

g = {Poy Pqy Pps Pys sece Pps ecee. PARA TODA k.

ES CLARO QUE EI PUNTO ASOCIADO A:Neo + 1 ES COTA SUPERIOR DE ¢, POR LO
QUE, EL CONJURTO £ EB ACOTADO SUPERIORMENTE. DE ACUERDO AL AXTCMA DE CON
TINUIDAD, £ TIENE FRONTERA SUPERTOR LLAMADA FRONT SUP &.

ES DE OBSERVARSE,QUE MIENTRAS MAS CIFRAS SE CONSIDEREN EN LA PRACCION
DECIMAL, MAS NOS APROXIMAREMOS AL NUMEROC: Ho.n,lnanB——- —— Y ASIMISMO
LA SUCESION DE PUNTOB:

Yo, P,‘, Pz, PB,- o st' e o« » o MAS SE APRCXIMARA A: FRONT SUP g.

ASI QUE, AL DECIMAL No.nqnzns-—-nk—-- SE 1E ASOCIARA EL PUNTO:
FRONT SUP £.
IIO.n,]neanq_
Yo NoRe2 {J /ERONT SUP ¢
O I NO'n'I /\f >ﬁaio.151,11:1211:,’nq»-----nk--»--
No.nqnan

FIi, II-15
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ROTA, EN EL CASO QUE EL NUMEEO SEA: -No.nqnpng=em—my~--= A ESTE LE ASQ
CIAREMOS EL SIMETRICO RESFECTO AL ORIGEN DEL PUNTO ASOGIADO AL NUMERO

Ho.n1n2n3--—nk--

EJEMPLO. ANALICEMOS LOS NUMEROS BEALES:

8 = 0.999—— (CON COLA INFINITA DE NUEVES)

D = 1.000——= (COS COLA INPIRITA DE CEROS)

PARA ESTO, CONSIDEREMOS LAS SIGUIENTES COLECGIONES DE PUNTOS:
Noe{No, Bqs oo Nys v o o e s o ¢ = o }

Ma{To, Tys Tps Igs o o o o Ips v = -}

EN
No

DONDE:

ES EL PURTO ASCCIADO 4

n

H

it

"

n

0.

0.9 (WNa VEZ)
0.99 (DOS VECES)
0.999 {(TRES VECES)

0.9999-—-9 (x VECES)

1.

1.0 (UNA VEZ)
1.00 (DOS VECES)
4,000 (TRES VECES)
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I ES EL PUNTO ASOCIADO A 1.000~-==0 (k VECES)

- s e - - -

- = W - - -

OBSERVAMOS QUE EL PUNTO DEL EJE DE LAS ABSCISAS ASOCIADO AL DECIMAL
0 = 1,000-=— SERA LA FRONTERA SUFERIOR DE M.
COMO: 1 = 1.0 = 1.00 = 1,000 & === = 44000=w==0 (k VECES)= ---=1.000-—-

ENTONCES: IDuI,'=12-I3n——-BIKS———-=I.SIEHDOI,ELEXTBEuO

DEL SEGMENTO UNIDAD,
PORLOQUE:H-{I,,I, SR .}={1}
LUEGO: FRONT SUP M = FRome sup {I} - I.
DEMOSTRAREMOS QUE TAMBIEN SE CUMPLE:

FRONT BUFP § = I.
NOTAMOS CLARAMENTE QUE I ES COTA SUPERIOR DE N. SOLAMENTE KOS FALTA DE-

MOSTRAR QUE CUALQUIERA OTRA COTA SUPERIOR DE N, SERA MAYOR QUE I, ES DECIR
QUE I ES LA MAS PEQUENA DE TAS COTAS SUPERIORES DE K.

PARA ESTO, CONSIDEREMOS CUALQUIER PUNTOwANTERIOR 4 I EN EL EJE DE LAS
ABSCISAS Y DEMOSTRAREMOS QUE WNO PUEDE SER COTA SUPERIOR DE N. PUES SI
TOMAMOS ()< I, DIVIDIENDO OI EN 10X SEGMENTOS IGUALES, CON k SUFICIENTEMEN
TE GRANDE DE TAL MANERA QUE EL ULTIMO DE ESOS SEGMENTOS QUEDE TOTALITENTE

CONTENIDO EN (W1.
SI LLAMAMOS S AL EXTREMO IZQUIERDO DEL ULTIMC DE ESTOS SEGMENTOS, ENTONCES

S TENTDRA LAS SIGULENTES CARACTERTSTICAS:
18). B ES EL PUNTO ABOCIADO AL DECIMAL 0.9999-w==Q (k VECES). LO CUAL NOS

ASEGURA QUE S PERTENECE A K.
2a).W<sS. ESTO NOS INDICA QUE @ NO ES COTA SUPERIOR DE N.
POR LO QUE: FRONT SUP N = 1. L.8.Q.D.
DE LO ANTERIOR SE TIENE QUE: FRONT SUP 1 = 1 = FRONT SUP K.
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PERO COMO:

PRONT SUP M ES EL PUNTO ASOCIADC A: 1.0000-—--

1:

PRONT SUFP K ES EL PUNTO ASOCIADO A: 0.9999-=—-

EN CONCLUSION, A TOS NUMEROS REALES 1.0000~——— Y 0.9999--—-, SE LES ASQ
CIA EL MISMO PUNTO I EN EL EJE DE LAS ABSCISAS. POR LO CUAL, ENTENDEREMOB
A 0.9999——= COMO OTRA REPRESENTACION DEL NUMERO 1.0000-=-== = 1.

EN GENERAL, SE TENDRA A: N.9999——=- COMO OTRA REPRESENTACION DEL NUMERO
N+ 1.

ASI COMO PUDIMOS ASOCIARLE A CADA NUMERO RACIONAL, UN PUNTQ EN EL EJE DE
LAS ABSCISAS, DE MANERA ANALOGA, EMPLEANDO ARGUMENTOS PURAMENTE GEOMETRICOS
LES ASOCIABEMOS PUNTOS EN EL EJE DE 145 ABSCISAS A ALGUNOS NUMEROS IRBACIO-
NALES, POR EJEMPLO, AL NUMERO \2. PARA ELLO, PROCEDEREMOS DEL SIGUIENTE MODO:

CONSIDERANDO AL EJE DE LAS ABSCISAS SUMERGIDO EN UN PLANO, PODEMOS CONS-
TRUIR UN TRIANGULO ISOSCELES, RECTANGULO TAL QUE SUS CATETOS SEAN CONGRUEN-
TES CON EL SEGMENTO URIDAD Y ADEMAS, QUE SU HIPOTENUSA SE ENCUENTRE SITUADA
EN EL EJE DE LAS ABSCISAS DE TAL MANERA QUE URO DE LOS EXTREMOS DE ELL& COIN
CIDA CON EL ORIGEN. ESTO, SE LOGRA ABI:

10). LEVANTEMOS POR EL ORIGEN, UNA RECTA PERPENDICULAR AL EJE DE LAS ABSCI
SAB.

FIG. II-16
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20). TRACEMOS LA BISECTRIZ DEL ANGULO DE 90° MEDIDO DEL SEMI-EJE POSITIVO
DE LAS ABSCISAS BACIA LA PERPENDICULAR ( ESTA FORMARA GON EL EJE POSITIVO
UN ANGULO DE 45° ) Y EN LA BISECTRIZ CONSIDERESE UN SEGMENTO OP CONGRUENTE
CON EL SEGMENTO UNIDAD A PARTIR DEL ORIGEN.

t

b -

FIG. 1I-17

30). CON CENTRO EN EL EXTREMO P, TRACESE UN ARCO DE CIRCUNFERENCIA DE RADIO
|0, EL CUAL CORT4 AL EJE DE LAS ABSCISAS EN UN PUNTO Q.

coMO: 1PQl = |0B| , POR SER DOS RADIOS DE LA IISHMA CIRCUNFERENCIA, ENTON-
CES EL TRTANGULO OPQ ES ISOSCELES, POR LO QUE LOS ANGULOS EN LA BASE SON IGUA

LES E IGUALES A 45° EN CONSECUENCIA, EL ANGULO 674 ES RECTO, ES DECIR, QUE
EL TRIANGULO OPQ ES RECPANGULO.

” P
H E
' i
eieen > 90
o . - .
-\ . W
’ LY . v
. \\ : . 9‘\ Y
. 1
I: \‘,.lﬁq's “ /r
|‘ < H s
{
* 0 A ;g I (,
LY - -
3, e -
. e R
- s
S
FiG. II-18

YA QUE: {oP| = |PQIl = I0%} = 1.
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POR EL TEOREMA DE PITAGORAS, SE TIENE:

10]] = J;E +1° = J; + 1 T (NUMERO IRRACIONAL)

ASI PUES, MEDIANTE ARGUMENTOS PURAMENTE GEOMETRICOS, SE LOCALIZO EL PUN
70 Q (EL CUAL BE ENCUENTRA EN EL EJE DE LAS ABSCISAS), QUE RESULTO BER EL

ASOCIADO AL NUMERO IRBACIONAL + Y2 = 1.4142135--—-

ESTA MANERA DE ASOCIAR PUNTOS DEL EJE DE LAS ABSCISAS A LOS NUMEROS IRBA
CIONALES (DECIMALES NO PERTODICOS), PUEDE SUSTITUIRSE POR UNA SEMEJANTE A
L& UTILIZADA PARA LOS DECIMALES CUTA FRACCION DECIMAL DISTINTA DE GERO SEA
FINITA, CON Li UNICA DIFERENCIA, QUE TENDRIA QUE EMPLEARSE TN NUMERO NO~RI
NITO DE PASOS. NO OBSTANTE, EL POSTULADO DE ARQUIMEDES Y EL AXTOMA DE CON-
PINUIDAD, ASEGURAN LA EXISTENCIA DE ESTE PUNTO ASOCIADO.

ADEMAS, DESPUES DE UN NUMERO FINITO DE PASOS, SE PUEDE LOGRAR QUE EL PUN
70 AEOCIADO SE ENCUENTRE TAN GERCANO COMO SE QUIERA AL PUNTO QUE CORRESFON
DE AL NUMERO IRRACIONAL QUE SE TRATE.

INVERSAMENTE, SE CUMPLE TAMBISN LO SIGUIENTE: 4 TODO PUNTO DEL EJ% DE LAS
ABSCISAS, SE LE HACE CORRESPONDER UN NUMERO REAL. ESTE, ES EL QUE LE CORRES
PONDE AL MEDIR EL SEGMENTO QUE VA DEL ORIGEN HACIA DICHO PUNIO, CON UNA EB-
CALA DE UNIDAD Of. ESTA IDEA SOMERA, SE LLEVARA A CABO DEL SIGUIENTE MODO:

10). POR EL POSTULADO DE ARQUIMEDES, EL PUNTO PROPUESTO, SE ENCUENTRA EN
UN SEGMENTO I , I, , PARA ALGUNA n,

I EL PUNTO COINCIDE CON UNO DE LOS EYTREMOS DE TaL SEGMENTO, ENTONCES EL
NUMERO REAL QUE CORRESPONDE A DICHO EXTREMO, ES EL NUMERO REAL BUSCADO.

AHORA BIEN, SI EL PUNTO ES INTERIOR A ESE SEGMENTO, LA PARTS ENTERA DEL
HUMERO REAL CORRESPONDIENIE A ESE PUNTO, SERA IGUAL & LA PARTE ENTERA DEL
NUMERO BEAL QUE CORRESPONDE AL PUNTO I _,. PROSIGUIENDO:

—_—

20). DIVIDAMOS AL SEGMENFO I, I EN 10 PARTES IGUALES. OBSERVEMOS EN
CUAL DE ESAS PARTES SE LOCALIZA EL PUNTO EN CUESTION. SI ESE PUNTO GOINGIDE
CON UNO DE LOS EXTREMOS DE ALGUNA DE ESAS PARTES (LIAMEMNOSLA 1;_4 I;), ENTON
CES, YA ENCONTRAMOS EL NUMERO REAL BUSCADO, QUE ES EL NUMERO REAL QUE LE GO
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RRESPONDE A TAL EXTREMO.

5I EL PUNTO ES INTERIOR A ESA PARTZ, ENTONCES LA PRIMERA CIFRA DE LA
FRACCION DECIMAL (RECORRIENDO DE IZQUIERDA A DERECHA), SERA IGUAL A LA
PRIMERA CIFRA DEL NUMERO REAL QUE CORRESPONDE A: I;_1 » CONTINUANDO:

30). DIVIDAMOS & L4 VEZ, A ESA PARTE EN 10 SEGMENTOS IGUALES E INVESTIL
GUEMOS, EN CUAL DE ESOS SEGMENTOB ESTA SITUADO EL PUNTO CONSIDERADO. SI
AL, PUNTO COINCIDE CON UNO DE LOS EXTREMOS DE ESE SEGMENTO (LLAMEMOBLO
b I;' }, ENTONCES YA ENCONTRAMOS EL NUMERC REAL BUSCADO, TAL NUMERO
REAL, ES EL QUE LE GORRESFONDE 4 DICHO EXTREMO.

s8I EIL PUNTO ES INTERIOR A ESE SEGMENTO, ENTONCES LA SEGUNDA GIFEA DE LA

PRACCION DECIMAL (RECORRIENDO DE IZQUIERDA A DERECHA), SERA IGUAL A LA SE

GUNDA CIPRA DEL NUMERO REAL QUE CORRESPONDZ A: I;l_'_,‘ . Y ASI SUCESIVAMENTE.

NATURALMENTE, QUE MEDIANTE ESTE PROCESC, ES IMPOSIBLE OBTENER TODAS LAS
CIPRAS DECIMALES DEL NUMERC BEAL CORRESPONDIZNTE. NO OBSTANTE, BASTENOS
CON DECIR QUE UN NUMERC REAL ESTA DETERMINADO, CUANDO ESTEMOS EX POSIBILI
DAD DE DETERMINAR CUALESQUIERA DE SUS CIFRAS DECIMALES ¥ MEDIANTE ESTE PRO
CEDIMIENTO, ES POSIBLE HACERLO.

YA QUE A CADA NUMERO REAL LE CORRESPONDE UN PUNTO EN EL EJE DE LAS ABSCL
SA6.Y QUE, CADA PUNTO EN EL EJE DE LaS ABSCISAS, ES EL ASOCIADO DE UN NU-
MERO REAL, ENTONCES PODEMOS DEFINIR UN ORDEN EN £L CONJUNTO DE NUMEROS REA
LES, INDUCIDO POR EL ORDEN DEFINIDO ER EL CONJUNTC DE LOS PUNTOS DEL EJE
DE LAS ABSCISAS. ESTO LO HAREMOS DzL SIGUIENTE MODO:

BEAN: T, » Tp DOS NUMEROS REALES Y SEAN:

P, EL PUNTO ASOCIADO A:r,

P, EL PUNTO ASOCIADO A:r,

DIRENOS QUE r, < T, SI P, < P, (BI P, ¥, TIENE ORIENTACION POSITIVA)

EN VISTA DE ESTO, TANTO EL POSTULADO DE ARQUIMEDES COMO EL AXIOMA DE CON
PINUIDAD QUE INICIALMENTE SE ENUNCIARON PARA PUNTOS DEL EJE DE LAS ABSCISAS,

AHORA SE TRANSFORMARAN EN ENUNCIADGS REFEHENTES A NUMEROS REALES.
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DE MANERA CONVENCIONAL, & LOS PUNTOS QUE SE ENCUENTRAN EN EL SEMI-EJE
POSITIVO DE LAS ABSCISAS (PUNTOS SITUADOS A Li DERECHA DEL ORIGEN), LES
ASOCIARENMOS NUMEROS BEALES POSITIVOS, A LOS PUNTOS QUE SE ENCUENTREN LOGA
LIZADOS EN EL SEMI-EJE NEGATIVO (PUNTOS SITUADOS A LA IZQUIERDA DEL ORIGEN)
LES ASOCIAREMOS NUMEROS EEALES NEGATIVOS Y AL PUNTO ORIGEN LE ASOCIARENOS
EL NUMERO REAL CERO.

DE LO ANTERIOR, SE OBSERVA QUE TODO NUMERC REAL TIENE ESIRICTAMENTE UNA DE
LAS SIGUIENTES CARACTERISTICAS: ES POSITIVO, NEGATIVO O CERO. ESTA PROFIE-
DAD SE CONOCE CON =L NOMBRE DE TRICOTONMIA.

ADEMAS, SE TIENE QUE SI UN NUMERO REATL X ES POSITIVO, SU INVERSO ADITIVO
(SIMETRICO), SERA NEGATIVO. EJEMPLO. SI EL NUMERO REAL ES 5, SU SIMETRICO
ES ~5. SI UN NUMERO REAL ES NEGATIVO, SU SIMETRICO SERA POSITIVO., EJEMPLO.
SI EL NUMERO REAL ES =4, SU SIMETRICO ES ~(~4) = +4 (POSITIVO).

AUNQUE EL ORDEN EN LOS NUMEROS REALES, QUEDA PERFECTAMENTE DEFINIDO POR
EL ORDEN INDUCIDO EN ELLOS POR EL CONJUNTO DE LOS PUNTOS DEL EJE DE LAS
ABSCISAS, TAL ORDEN SE PUEDE ZSTABLECER MEDIANTE EL ANALISIS DELAD CIFRAS
DECIMALES DE LOS NUMEROS REALES, COMO A CONTINUACION LO HAREMOS. SEAN:

I‘,i = xo . x1x213x4 —— xjx;j*"l — v

Ty, = Jo ¢ TqT2Vq0y =777 Y'jyj+1 m———

DOS NUMEROS REALES POSITIVOS, DE TAL MANERA QUE:

Xg =Yg+ ¥ =Fq 5 Ep = Tp 3 Xy =Ty 3 7mmm 8 Ky 2Ty 0 X501 # Tgun *

sx&mmmam;%m>y$1,mmmw=%>r2.

PARA PODER DEMOSTRAR ESTO, PROCEDERENOS ASI. CONSIDEREMCS A LOS CONJUNTOS
DE PUNTOS:

By= {Tp X X0 X0 e e s -}
32={IO,11,12,¥3,....}
PALES QUE, PARA TODA k = O, 1, 2, 35 = = = »
xk ES EL PUNTO ASOCIADO A: x0‘24x2x3""xk'

I

" ES EL PUNTO ASOCIADO A: y0°y1y2y3——-—yk.
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X X X XaFa KK, =
1 2 X s (oS = O
XX X =m=mwX, = X +—~—+—-—+ d m— =
0°¥1%2%3T Tk T 0 T 401 T 402 102 10% 10%
b Fo Jb I SEL LY
. 0x1%2%3 i
LUEGO,PARA TODA kj  XgeX,X X, %, = o~ (1)
AHORA BIEN,ST k> j SE TIENE:
k-(3j+1) DIGITOS
x 000 0 x x
b I FETEE —— X
10123 Ei'm =x0+*i1+—22+-l3+----+—‘1-+—;’3—1+
10 10 10 10 109 10
=0
r —4 ! X, XX, ==X
R T - S B f e 441
109*2 109t 108 109*"
k-(3+1) DIGITOS
X X X X, —w——X_.X 000-—-—-0 b4 K, ———
POR LO TANTO: 0T 273 nk:]+'1 0X1%2 3j+ i+ ___ (II)
10 10
FreTaToTa . TaTaToTa=—==T s, 4====7
DE MANERA STMILAR SE TIENE: O 123 =70123 hEX k
10
XX XpEy ==X 4,1
OBSERVANDO QUE: =5 A ES EL NUMERO REAL QUE CORRESPONDE AL
)

T T 4T T 3====F 4 ,9====7
y que; 2001727377047 7 Tk gg EL NUMERO REAL QUE CORRES
10

PURTC xd”

PONDE AL PUNTO T,. COMO X 4 3 ¥j,q » ENIONCES SE CUMPLE Li SIGULENTE RE
k-(3+1) DIGITOS
CION ENTRE 10S ENTEROS: '000-——-0'
LA s P XX XXy ==X 4000====0 > F5¥q¥pI 3Ty

k~(j+1) DIGITOS

XX aKXAE 000 0 b P P
—_——— —— —— =7
10 10
oF ————,
AHORA BIEK: 17273 hE (POR 1)

B e N P 409+
k~(j+1) DIGITOS
* XOXqXpK 5mmeeX 5, 1000--==0

10k

(POR II)
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To¥¥ 23 ===~V 37 341~""Tk (POR III)
> 3
10
= TgTqT¥ 37 " 51Tk (POR )

EN CORCLUSION SE TIENE:
X e TgZpRy====Xy q > To-T1T2V37 """ T 3,477 Tk
POR 1O TANTO,SI LOCALIZAMOS IOS PUNTOS ASOCIADOS A ESTOS NUMEROS REALES,

SE OBSERVA QUE CONSERVAN EL MISMO ORDEN,ES DECIR: Xy 4 >Y, o ,SIENFRE ¥
CUANDO k > §.

Y COMO: Y & Y, & ¥p €73 - - - -

ENTONCES: X, , SERA COTA SUFERIOR DEL CONJUNTO R, ,POR 1O TANTO TENDRE-
MOS LAS RELACIONES:

FRONT SUP R, X, 4 § FRONT SUP R,

Y PUESTO QUE A LOS NUMEROS REALES DIFERENTES:

X e Xy TpXym=—Xy====Ey == £ TorTqTp¥5m =TTy
SE LES ASOCTAN PUNTOS DIFERBNTES ,ENTONCES SE TENDRA:

PRONT SUP R, # FRONT SUP R,
DE DONDE: FRONT SUP R, « FRONT SUP R,
— —————’
r2 rl‘
EN CONCLUSION: r, £ P4- L.9.3.D.



CAPITULO TII
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NOTAGION. CON LA LETRA N, DENOTARENMOS AL CONJUNTO DE LOS NUMEROS NATURE
LES £ CUAL ESTA FORMADO POR T0DOS LOS NUMEROS ENTEROS NO-NEGATIVOS,ES DE
CIR: N = {0,1,2,3,. Ce 10,1, 12 o e s}

4 GONTINUACION ,ENUNCIARENOS CIERTAS PROPTEDADES,OPERACIONES Y RELACIONES
£ EL CONJUNTO DE LOS SUMEROS RACIONALES TALES COMO: Li IGUALDAD.

PARA HAELAR DE L4 IGUALDAD ENTRE DOS NUMEROS RACIONALES,PRINMERAMENTE DL
SEMOS QUE La IGUALDAD EN GENERAL,TIENE DOS ACEPCIONES: LA IGUALDAD CONSIDE
BADA COMO IDENTIDAD LOGICA Y LA IGUALDAD EN SENTIDO DE EQUIVALENCIA.

LA IDENTIDAD LOGIGA,ES UNA RELACTON DE IGUALDAD QUE SE DEFINE EN GENERAL
PARA TODAS LAS COSAS,EN ESPECTAL PARA LOS NUNEROS NATURALES,LA CUAL,SE EX
PRESA DE LA SIGUIENTE MANERA:

505 COSAS 50N TGUALES(COMO IDENTIDAD LOGICA), CUANDO CADA UNA DE ELLAS,
CIENE TODAS LAS PROPIEDADES Y CARACTERISTICAS QUE TIENE LA OTRA Y UNICAMEN
TE EN ESE CASO.

SUESTC QUE LAS COSAS SE RECONOGEN POR SUS PBOPIEDADES Y CARACTERISTICAS,
EHTONGES DIREMOS: DOS COSAS IGUALES EN EL SENTIDO DE IDENTIDAD LOGICA,SON
UNA MISMA COSA. EN ESTE CASO SE DIRA QUE ESTAS SON IDENTICAS.

POR LO ANTERIOR,SE TIENE QUE DOS COSAS SON IDENTICAS,CUANDO SON IGUALES
EN TODOS LOS SENTIDOS EN QUE SE LES ANALICE.

CABE HACER NOTAR,QUE Li IGUALDAD EN LOS RUMEROB NATURALES,ES POR DEFINL
CION CONSIDERADA COMO IDENTIDAD LOGICAES DECIE, DOS NUMEROS NATURALES I-
GUALES,SON UN MISMO NUMERO.

ES COSTUMBRE UTILIZAR DIFERENTES DESIGNACICNES PARA UN MISMO NUMERO NATU
RAL,COMO POR EJENMFLO. EE NUMERO OCEO: SE DESIGNA MEDIANTS EL SIMBOLO “87,

0 BIEN,CON LAS NOTACIONES; "5 + 3" 5 "2(#)" ; ETC.
ZN EL LENGUAJE MATEMATICO,LLAMAREMOS IGUALDAD 4 UNA EXFRESION COMPUESTA
POR DOS DESIGNACIONES DE UN MISMO NUMERO,SEPARADAS POR EL SIGNO " = ". 4

LA DESIGNACION QUE SE ENCUENTRA AL LADO IZQUIERDC DEL SIGNO " = ", SE LE
I14MA PRIMER MIEMBRO Y A L& DEL LADO DERECHO,SEGUNDO MIEMBRO.
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ASI PUES,LA IGUALDAD: 5 + 3 = 8 ES UNA IDERTIDAD LOGICA,YA QUE,TANTO
5 4 3 COMO 8 SON DOS DZSIGNACIONES DEL MISMO NUMERO NATURAL OCHO.

AHORA BIEN,EN EL CONJUNTO DE LOS NUMEROS RACEONALES,LA IGUALDAD SE
DEFINE DEL SIGUIENTE MODO:

SEAN: % , % DOS NUMEROS RACIONALES.

DEFINICION III~1). % =S 5I: ad = bo.

EJEMFLO. £ = § YA QUE: 3(8) = 4(6)

COMO EL PRODUCTO DE DOS NUMEROS ENTEROS ES OTRO NUMERO ENTERO,ES DE
OBSERVARSE QUE T4 TGUALDAD ENTRE NUMEROS RACIONALES,SE DEFINE APOYANDOSE
EN LA IGUALDAD ENTRE NUMEROS ENTEROS.

DEFINIDA ASI LA IGUALDAD ENTRE NUMEROS RACIONALES,ESTA NO RESULTA SER
UNA IDENTIDAD LOGICA,PUESTO QUE,DOS NUMEROS RACIONALES PUEDEN SER IGUA-
LES SIN LLEGAR A SER IDENTICOS.

EJEMPLO. LA IGUALDAD: % - & SE VERIFICA PORQUE: 2(6) = 3(4). SIN E

BARGO,ESTA NO ES UNA IDENTIDAD LOGICA,Ya QUE % SE IDENTIFICA CON LA

PAREJA (2,3) ; & OON Li PAREJA (4,6) Y SE TIENE (2,3) £ (4,6).

POR TAL MOTIVO,DECIMOS QUE LA IGUALDAD ENTRE NUMEROS RACTONALES ES UNA
IGUALDAD EN SENTIDO DE EQUIVALENCIA., EN ESTE CASO,ENTENDERENMOS QUE TALES
RACTONALES SON EQUIVALENTES.

DE LA DEFINICION DE IGUALDAD ENTRE DOS NUMEROS RACTONALES,SE DESPRENDEN
LAS PROPIEDADES QUE A CONTINUACION MENCIONAREMOS Y QUE JUNTAS SE CONOCEN
CON EL NOMBRE DE: "TEOREMA FUNDAMENTAL DE LAS FRACCIONES".

4). SI AMBAS PARTES (WUMERADOR Y DENOMINADOR) DE UN NUMERO RACIONAL SE
MULTIPLICAR POR UN MISMO NUMERO ENTERO,SE OBPIENE UN NUMERO RACIONAL EQUI

VALENTE,
ii). SI SE SUPRIMEN LOS FACTORES COMUNES A AMBAS PARTES (NUMERADOR Y DE

1;OMINADOR) DE UN RUMERO RACIONAL,SE OBTIENE UN NUMERC RACIONAL EQUIVALEN-

TE’
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i)s A PARTIR DE LA IGUALDAD ENTRE LOS NUMEROS ENTEROS: a(kb) = b(ka),

S5 OBTIENE LA IGUALDAD:
I ka

b kb
ii). A PARTIR DE LA IGUALDAD ENTRE LOS NUMEROS ENTEROS: (ka)b = (kb)s,

SE OBTIENE:
ke _a
L
X b

DEFINICION III-2). SE LE LLAMA RELACION DE EQUIVALENCIA,A UNA RELACION
ENTRE LOS ELEMENTOS DE UN CONJUNTO,LA CUAL TIENE LAS SIGUIENTES TRES PRO-
PIEDADES LLAMADAS: BEFLEXIVA,SIMETRICA Y TRANSITIVA,LAS QUE SE EXPRESAN
DEL SIGUIENTE MODO:

SI; 8, b, ¢ SON TRES ELEMENTOS DE UN CONJUWTO C, DIREMOS QUE R ES UNA RE
LACION DE EQUIVALENCIA EN €,SI CUMPLE:

1). PROPIEDAD REFLEXIVA. aRa. ES DECIR, T0DO ELEMENTO DEBE ESTAR RELACIQ
NADO CON EL MISMO.

2). PROPIEDAD SIMETRICA, SI; aRb, ENTONCES: bRa. ESTO INDICA QUE,SI UN
ELEMERTO ESTA RELACIONADO CON OTRO,ENTONCES EL SEGUNDO ESTARA RELACIONADO
DEL MISMO MODO CON EL PRIMERO DE ELLOS.

3). PROPIEDAD TRANSITIVA. SI; aRb Y bRe, ENTONCES SE TENDRA QUE: aRc.
ENTENDIERDOSE,QUE SI UN ELEMENTO ESTA RELACIONADO CON OTRO Y BSTE A L& VEZ
ESTA RELACIONADO CON UN TERCERO,ENTONCES: EL PRIMERO DE ELLOS DEBERA ESTAR
RELAGIGNADO CON EL TERCEEO.

COMO US EJEMPLO DE RELACION DE EQUIVALERCIA,SE TIENE LA RELACTON: "SER
HERMARO DE", EN EL ENTENDIMIENTO QUE: UN INDIVIDUO ES HERMANO DE OTRO,CUAN
DO AMBOS S0 HIJOS DE LOS MISMOS PROGENITORES. ESTA RELACION CUMFLE L4S
TRES PROPIEDADES MENCIONADAS,A SABER:

4). PROPTEDAD REFLEZIVA. TODO INDIVIDUO ES HERMANC DE SI MISMO.

2). PROPIEDAD SIMETRICA. SI UN INDIVIDUO ES HERMANO DE OTRO,ENTONCES EL
SEGURDO DE ELLOS ES HERMANO DEL PRIMERO.
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3). PROPIEDAD TRANSITIVA. BI UN INDIVIDUO ES HERMAKOC DE OTRO Y ESTE 4 LA
VEZ ES HERMAKO DE UN TERCERO,ENTONCES EL PRIMERO DE ELLOS ES TAMBIEN HERMA

KO DEL TERCERO.

ES DE OBSERVARSE QUE LA IGUALDAD ENTRE NUMEROS RACIONALES (IGUALDAD ER
SENTIDO DE EQUIVALERCIA),RESULTA SER UNA RELACION DE EQUIVALENCIA,PORQUE
SATPISFACE LAS TRES PROPIEDADES ANTES CITADAS. ES DECIR:

SI; §» % . -I?,- SON TRES NUMEROS RACIONALES,ENTONCES SE CUMPLEN:

I). PROPIEDAD REFLEXIVA. % ° % . (TODO NUMERO RACIONAL ES IGUAL 4 SI
MISMO).

II). PROPIEDAD SIMETRICA. SI; ¢ = £ , ENTONCES: $ =3 . (SI UN NUMERO
BACIONAL ES IGUAL A OTRO,ENTONCES EL SEGUNDO ES IGUAL AL PRIMERO DE ELLOS)

II1). PROPIEDAD TRANSITIVA. SI; § =3 T § - § » ENTONCES: g = ¥-
(SI UN FUMERO RACIONAL ES IGUAL A OTRO Y ESTE A LA VEZ ES IGUAL 4 UN TER-
CERO,ENTONCES EL PRIMERO ES IGUAL AL TERCERO).

LA PRIMERA PROPIEDAD ES RAZOFABLE. YA QUE,DE LA IGUALDAD &b = ba (PRO~
DUGTO DE ENTEROS), SE TIENE POR DEPINICION ¢ = 2 .

LA SEGUNDA PROPIEDAD. SI; % = & 1 ENTONCES: $-= T -

POR DEFINICIOK: % = % B8I: ad = bc (PRODUCTO DE ENTEROS). COMO: be = cb

Y ad = da , ENTONCES SE OBTIENE LA IGUALDAD ¢b = da Y POR DEFINICION SE TIE

: £ .8
NE.d b.
. e_¢e oo, & 8
L4 TERCERA PROPIEDAD. 813 Y =7 ENTONCES: T*F"

SI: ad = be Y cf = de RESPECTIVAMENTE.

o ofp
n
o PG

POR DEFINICION: % = {‘i Y

MULTIPLICANDO AMBOS MIEMBROS DE LA IGUALDAD ed = be,POR £ Y AMBOS MIEM

BROS BE LA IGUALDAD cf = de, POR b, SE OBTIENEN: adf = bof ; bef = bde RES
PECTIVAMENTE (IGUALDAD ERTRE ENTEROS),POR LO QUE: adf = bde.

SE TIENE: DE Li IGUALDAD adf = bde, POR DEFINICION; £ = % .

Y cono: & » § (TEOREMA FUNDAMENTAL DE LAS PRACCIONES i1).

a _ ¢
FOR LO TANTO SE TENDBA: .I: = ; . L.Q.Q.D.
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E£S DE OBSERVARSE QUE LA IDENTIDAD LOGICA TIENE LAS PROPIEDADES:REFLEXIVA,
GIMETRICA Y TRANSITIVA,POR TAL MOTIVO,LA IDENTIDAD LOGICA ES UNA RELACION
DE EQUIVALENCIA,

LA TDENTIDAD LOGICA,APARTE DE TENER LAS TRES PROPIEDADES ANTES CITADAS,
PIENE TAMBIEN LA PROPTEDAD CONOCIDA CON EL NOMBRE DE "PRINCIPIO DE SUSTI-
PUCION", EL CUAL SE EXPRESA DEL SIGUIENTE MODO.

PRINCIPIO DE SUSTITUCION. "EN CUALQUIER ENUNCIADO,SE PUEDE REBMPLAZAR
USA DESIGNACION DE UN OBJETO POR CUALQUIERA OTRA DESIGNACION DEL MISHO OB
JETO,SIN QUE CAMBIE EL SIGNIFICADO DE TAL ENUNCIADO'.

EJEMPLOS.

4). 8I; 8 + 4 =7 Y 8 = b, ENTONGES: b + 4 = 7.
2)e SI; B+ X =15 I goro 8 = 5 + 3, ERTONCES: (5 + 3) + x = 15,
3). sx;§+2=351 Yeono%={‘3-+§,mmoncms:(%+%)+2=553-.

EL PRINCIPIO DE SUSTITUCION ES INHERENTE A LA IDENTIDAD LOGICA Y NO ES
NECESARIO DEMOSTRAELO EN EL CASO DE RZEMPLAZAR UNA DESIGNACION DE UN NUME
RO NATURAL POR OTRA DESIGNAGIGN DEL MISMO NUMERO. SIN EMBARGO,CUANDO SE
TRATA GON LOS NUMEROS RACIONALES,EN LOS QUE LA IGUALDAD SE DEFIFE CONO UNA
EQUIVALENCIANO COMO UNA IDENTIDAD LOGICA), SI ES FORZOSO DENOSTEAR LA VA
LIDEZ DE ESTE PRINCIPIO AL HACER LOS REEMPLAZOS NECESARIOS EN LA ADICION,
MULTIPLICACION ,ETC.

POR EJEMPLO.
PROPOSICION III-1). SEAN; & 4 T » $ TRES NUMEROS RACIONALES CUALESQUIER.

5I; ¢ = $ » ENTONCES: g+ £a=%+

o ro

DEMOSTRACION. FPOR DEFINICION % =% 8I: ad = be .

MULTIFLICANDO AMBOS MIEMBROS POR ff, SE OBTIENE: adff = beff.

SUMANDO bedf BN AMBOS MIEMBROS,OBTENEMOS:

adf? + bedf = boff + bedf

afdf + bedf = cfbf + debf (PROPIEDAD CONMUTATIVA DE LA MULTIPLICACION)

AFLICANDO LA PROPIEDAD DISTRIBUTIVA DE LA MULTIPLICACION RESPECTO A LA
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ADICION,SE TIENER LAS SIGUIENTES IGUALDADES:
afdf + bedf = ( af + be )af , cfbt + debf = { cf + de )bf.
POR LO QUE:  af + be )3f = ( ef + de )bt

1O CUAL SIGNIFICA POR DEFINICION:

af+ba=cf+de
bf ar

UTILIZANDO LA FPROFPIEDAD DISTRIBUTIVA,SE TIERE:

aftbe 8 by, Sfzde .G de Y APLICANDO EL PEORSHA FUNDAMEN

DAL, DE LAS PRACCIONES ii), SE TIENE:

g.f-243% g.f-%+%.

POR LO CUAL SE CONCLUYE:

-3 & [+ e

v +¥y =3 + T TeQe Qe De

PROPOSICGION III-2). SEAN} % s & , § TRES NUMEROS BACIONALES CUALESQUIER.
SI; & - § + ENTONCES: BoF = $F .

DEMOSTRACION. POR DEFINICION ¢ = 3 SIs ad = be.

MULTIPLICARDO AMBOS MIEMBROS FOR ef, SE OBTIENE:
adef = becef
eedf = cebf (PROPIEDAD CONMUTATIVA DE Ia MOLTIPLICACION)

LO CUAL SIGNIFICA POR DEFINICION:
| 5]

bF - &

DE LO QUE BE CONCLUXE:

g-§-%-F D02

EN EL COHJUNTO DE LOS KUMEROS RACIORALES,SE CUMPLE TAMBIEN LAS PROPIEDA
DES QUE A CONTTHUACION MENCTORAREMOS , TALES COMO:

1IV). PROPIEDAD ADITIVA. SEAN; % . -g- . % . E CUATRO NUMEROS RACIONALES.

w

Ho ofp

1

=3 Y %-.—.E-,EHTOHGES:
C
d

+ § (SI RAGCIONALES IGUALES &F SUMAN 4 RACIONALES IGUALES,LAS

ot
+
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SUMAS OBTENIDAS SON IGUALES)
POR DERINICION: % = .& ; % - E SI: ad = be ;3 eh « fg RESPECTIVAMENTE.

MULTIPLICANDO POR fh A AMBOS MIEMBROS DE L& IGUALDAD ad = be Y POR bd A
AMBOS MIEMBROS DE LA SEGUNDA IGUALDAD eh = g, SE OBTIENEN:

adfh = befh ; bdeh = bdfg

SUMANDO bdeb EN AMBOS MIEMBROS DE LA PRIMERA IGUALDAD Y adfh EN AMBOS
MIEMBEROS DE LA SEGUNDA IGUALDAD,SE OBTENDRAN:

adfh + bdeh = befh + bdeb

pdeh + adfh = bdfg + adfh

APLICANDO LA PROPIEDAD SIMETRICGA EN LA SEGUNDA IGUALDAD,SE TIENE:

#dfh + bdsh = befh + bdeh ===~ (1)

bdfg + edfh = bdeh + adfh ——w= (I1)

ERSTANDO MIEMBRO A MIEMBRO (1) - (II):

adfs + bdeh ~ bdfg - adfh = befh + basgh - bdgh - adfh

bdeh - bdfg » befh = adfh

SUMARDO bdfg + adfh A AMBOS MIEMBROS:

baeh - bdfg + bdfg + adfh = befh ~ adfh + bALE + adfh

bdeh + adfh = beth + bdfg

FACTORIZANDO:

ah( be + af ) = bf( ch + dg )

LO CUAL,SIGNIFICA POR DEFINICION:
be + &f _ ch + dg
bf dh

LUEGO:
g;,- ’ % - % . ﬁ (TEORSMA FUNDAMENTAL DE LAS FRACCIONES ii).

e a o
$+2-5+8
Y EN CONCLUSION:

% + % - % + g’ L-QOQ'D‘
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IV). PROPIEDADA MULTIPLICATIVA. SEAN; % . -3 , 2, £ CUATRO NUMEROS RACIQ
£ h -
NALES.
gr; £ -2, & . E, Entonops: 2.2 =2, £ (SI RACTONALES IGUALES
b 4 [ &k » £ 4 n

SE MULTIFLICAN POR RACIONALES IGUALES, LOS PRODUCTOS OBTENIDOS SON IGUALES)

POR DEPINICION: 2 = £ ; 2 < & 5I; ad = be , eh = fg.
b &

£ b
MULTIFLICANDO AMBOS MIEMBROS DE LA PRIMERA IGUALDAD POR eh Y AMBOS MIEM
BROS DE LA SEGUNDA IGUALDAD POR be, SE OBTIENEN:
adeh = bceh ; beeb = befg
APLICARDO LA PROPIEDAD TRANSITIVA, SE TIENE:
adeh = befg
10 CUAL SIGNIFICA POR DEFINICION: &2 . SE
bf dh
ES DECIR: 2 .2 -2.8  L.Q.Q.D.
b £ & h
CLARAMENTE SE OBSERVA, QUE LAS PROPOSICIONES (III-1) Y (III-2), RESUL~
DAN SER CASOS PARTPICULARES DE LAS PROPIEDADES ADITIVA Y MULTIPLICATIVA RED
PECTIVAMENTE SI ER LUGAR DE TOMAR 2 = & , CONSIDERAMOS EN Li RIPOTESIS

f 1
& . £ | ES DECIE:
£ £
i). 5I; 2 =% T & - &, ENeoNCES: 2+ 2. S+ 2
b & £ f P £ d £
11).51;-“--31Plu-e-,mvmoncras:&.-°-=2.’
b & t £ b £ 4 f
MEDIANTE EL TEOREMA FUNDAMENTAL DE LAS FRAGCLONES (INCISO i), SE SABE:
s _38d . ¢ _be
?r
b bd a ba
POR LO QUE:
a, e _at Dbe (PROPIEDAD ADITIVA)

b d bd Dbd

= 2“—‘;’;-1"-"- (PROPIEDAD DISTRIBUTIVA)
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RAZON POR LA CUAL, PODEMOS JUSTIFICAR LA ADICION DE DOS NUMEROS RACLO-

NALES DICIENDO:
SEAN: & , & DOS NUMEROS RACIONALES.

b d
DEFINICION. BE,C. ad + be
1]

a bé
QUEDANDO DEFINIDA LA MULTIFLICACION DE DOS NUMEROS RACIONALES ASI:
sEAN: & , & DOS NUMEROS RACIONALES.

» 4

DEFINICION. & . £ - &%
» a4 b

CON HESPECTO & LA DESIGUALDAD ERTRE NUMEROS RACIONAIES, EXPRESAREMOS LO

SIGUIENRTE:

gEAN & , £ DOB NUMEROS RACIONALES.

» 4
8 DICE QUE; 2 < £, SI: ad < be.
b é

DEFIRICION. SE DICE QUE UN CONJUNTO ¢, ES CAMPO, SI EBXISTEN DOS OPERA
CIONES EN C (DENOTADAS POR + , «)} LLAMADAS RESPECTIVAMENTE ADICION Y MUL
TIFLICACION, QUE TIENEN LAS SIGUIENTE PROPIEDADES:

1}). PROPIEDAD DE CERRADURA.

g8I3 x , y SON DOS ELEMENTOS IE C , ENTONCES: X + ¥ 3 X « ¥y TANBIEN DE
BERAN SER ELEMENTOS DE €.

2). PROPIEDAD CONMUTATIVA DE L& ADICION Y DE 1A MULTIPLICACION.

SI: x , y SON ELEMENTOS CUALESQUIER DE C, ENTONCES SE TENDRAN :

T+ Y2 +X;XeTET X%

3), PROFIEDAD ASICTATIVA DE L4 ADICION Y DE LA MULTIPLICACION.

8I; x, ¥, » SON ELEMENTOS CUALESQUIER DE G, ERTONCES SE TENDRAN:

z+y+z-x+(y+z)=(x+y)+z

XaYozZ 5 Eo(Foz) =(XeT)e2z

4}, EXISTEN ELEMENTOB UNICOS © ; i EN C, LLAMADOS RESPECTIVAMENTE;

IDENTICO ADITIVO E IDENTICO MULTIFLICATIVO TALES QUE:
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g+ X=X+ 0 =X

i .X=%Xel=X

5). PARA GADLA ELEMENTO x QUE PERTENECE A ¢, EXISTE UN ELEMENTO UNICO
4 ¢, DENOTADO POR % LLAMADO INVERSO ADITIVO TLL QUE:

T+ T =X +x=6
PABA CADA ELEMENTO x £ 8 qUB PERTENECE A C, EXTSTE UN ELEMENTO UNIGO

EN C, DEROTADO POR x' LLAMADO INVERSO MULTIPLICATIVO, TAL QUE:

Al |

T J X' =m X' . x =i

6). PROPIEDAD DISTRIBUTIVA DE LA MULTIPLICACION, RESFPECTO A LA ADICION
5I; x, ¥y & SOK ELEMENTOS CUALESQUIER DE C, L TONCES SE TENDRA:

. (T + B) = XY + XeZ (POR LA IZQUIERDA)
Y ADEMAS:
(y + 2)eX = JuXx + Z.X (POR L4 DERECHA)

RECORDANDO LAS DEFINICIONES DE ADICTION Y MULTIPLICACION Db WUMERCS RA-

CIOHALES:
DEFINICION. & + £ = ad + oe
v 4 bd.
DEFIRICION. 2 . &£ =22
b 4 bd

OBSERVAMOS QUE EL CONJUNEO DE LOS FUMEROS RACIONALES CON LAS OPERACIO
NES ADICION Y MULTIPLICACION FORMA CAIPO, PUZSTO QUE SE CUMPLEN LAS SI-
GUIENTES PROPIEDADES:

1). PROPIEDAD DE CERRADURA.

c [+

51, & , < SON DO NUMEROS RACIONALES, ENTONCES: £, ;2,2
voo4 b 4 b 4

PAMBIEN SON HUMERCS RACIONALES. ESTO SE DEBE A QUE LA SUMA X EL PRODUCTO

DE ENTEROS, SON ENTEROS, ES DECIR:
& _ 2d + be , ENTERO _ paoToWAL
a  va ENTERO

¢ .8e , ESIERO _ proronan

& ©ba  ENTERO

+

o Ip o o
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2. PROPIZDAD CONMUTATIVA DE LA ADICION Y DE LA MULTIPLICACION.

51 2, &  SON D03 NUMEROS RACIONALES, ENTONCES:
P 4

B,c_L,. &

b 4 4 D

a_¢t._.¢c &

b 4 4 b

i QUE, LA ADICION Y LA MULTIPLICACION TIEMEN LA PROPIEDAD CONMUTATIVA

EN EL CONJUNTO DE LOS WUMEROS ENTEROS, POR 1O TANTO SE TENDRA:

a ., &, ad + be _ cb +.da _ & 2 7;

o d bd 4av 4 b

a_ c_s8ec_gc_¢c 2

b 4 bd db 4 b

3), PROPIEDAD ASOCIATIVA DE LA ADICION Y DE LA MULTIFLICACION.

si; &, &, 2 goON TRES NUMEROS RACIONALES CUALESQUIER, ENTONCES:
b & ¢

.%.+(E.+2.)—_-(-a-+9_)+.e..

b d £ ] a bi

2o ,8)=-(2,8)2

b 4 £ » d £

ESTO SE EXPLIG:, YA QUE:

-+

- &, of + de y _ adf + b( cf + de ) _ 3L + bef + bde
a 7 b at basf bdf

{AFLICANDO LA PROPIEDAD DISTRIBUTIVA DE L& MULTIPLICACION RESPECTO A LA

ADICION EN EL CONJUNTO DE LOS WUMEROS EWTEEROS).

£574 ULTIM: EXPRESION OBIENIDA, RESULTA IGUAL A:

(ad + be)f + bde (FACTORIZANDO £)
baf
.ad+bc & (POR DEFINICION DE ADIGION)
bd £
= (&4 Sy « e
v a £ (POR DEFINICIOR DS ADICION)
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Y PUESTO QUE:
B &, By B 28 (POR DERINICICN DE HULTIPLICACION)
b a f b daf
ace
baf
.(C‘-i_c.l-’- (APLICANDO L& FROPTEDAD ASOCIATIVA DE L4 MUL
bd)f
PIPLICAGION EN EL CONJUNTO DE LOS ENTEROS)
(2,258
D d b4

4). EXISTENCIA DE LOS ELEMENTOS UNICOS 9,1 que s08 DOS NUMEROS RA-
17

CIONALES LLAMADOS RESPECTIVAMENTEj; EL IDENTICO ADITIVC Y EL IDENTICO MUL
PIFPLICATIVO, TALES QUE CUMPLEN 1O SIGUIENTE: PARA CUALQUIER NUMERC RACIO

KiL & , BE TIENE:

b
¢ 8 0Q.b+ 1.8 _0O+8 a .
-—-+-—= = = - I.
1 b 1.b b b
5+_C_)_a.'1+b.0=a+0=5
b 4 be1 b b
PAMBIEN SE TIENE:
4,202 _ 8
1 b Tl b
£, 02,80 _ 2
b 1 b.1 b

£570 DEBIDO i LAS PROPIEDADES DEL CERO Y DEL 41 EN EL CONJUNTO DE OB

NUMEROS ENTZROS.

5). SE4A; & UN NUMERO RACIONAL CUALQUIER, EXISTE UN UNICO NUMERC RACIQ
b

HAL — & LLAMADO EL INVERSO ADITIVO, TAL QUE:
b

L. (-2)y.0a.8
o b
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SIy ® g5 UN NUMERO RACIONAL DISTINTO DE CERO, EXISTE UN UNICO NUMERO

b
RACIONAD Y LIAMADO EL INVERSO MULTIPLICATIVO, PAL QUE:
&
2y -] } = 1
b 'y 1
2 cby.2 (DEPINICION DE MULTIPLICACION DE N§ RACTONALES)
b a pa
e 32 (PROP. CONMUTATIVA EN LOS NUMEROS ENTEROS)
ab
=1 (DIVISION DE UN ENTERO ENTHE SI MISMO)
-
1

UTILIZARDO LA PROPIEDAD TRANSITIVA, SE TIENE:

& b ) = i L.Q.Q.D.

b & 1

6). PROPIEDAD DISTRIBUTIVA DE LA MULTIPLICACION RESPECTO A LA ADICION.

61, &, &, & SON TRES NUMEROS RACIONALES CUALESQUIER, ENTONCES:
b d r

L ( L + L2 ) = .?‘- - E + !‘- -

b d £ b d b

DEMOSTRACION. APLICANDO LA DEFINICIOK DE ADICION EN EL CONJUNTO DE LOS

by |

NUMEROS RACIONALES, SE TIENE:

B o, 8ty asfrde,
b 4 f b ar
.2 (ef +de ) (MULTIPLICACION DE Ng RACIONALES)
vat
. acf + ade (PROP. DISTRIBUTIVA DE LA MULTIFLI-
baf CAGION EN LOS NUMEROS ENTEROS)
. acf , ade ( ADICION DE FRACGIONES HOMOGENEAS)
bdf  baf
. Bof , ade (TEOREMA FUNDAMENTAL DE LAS FRACGCIO-

bdf  bdf NES INCISO ii)
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. B, 2
vd  bf

2. R,E (DEFINICION DE MULTIPLICACION DE NQ RACTONALES)
»p 4 b £

MEDIANTE LA PROPIEDAD TRANSITIVA, SE CONCLUYE:

L&,y 2.8,2,2 L.Q.Q.D.

b 4 £ P 4 v 2



CAPITULO IV
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Yi QUE, EIL CONJURTC D= LOS NUMEZROS RACIONALES ( Q ), RESULEA SER UN SUB
CONJUNTO Dzl CONJUNTO DE LOS NUMEROS REALES { R ), DESBAMOS QUE ESTE ULTI
MO, TENGA LAS [IISIAD CARACTERISTICAS QUE PIENEN LOS NUMEROS RACIONALES.
ES DECIR, DESEANMOS QUE LOS AXICHMAS, PEOREMAS Y EN GENERAL TODAS LAS FPRO-
PIEDADES QUE HEMOS MeNCIONADC DE IOS NUMEROS RACIONALES, SE HAGAN EXTEN-
SIVAS & LOS KUMEROS REALES Y POR TANTO, SEAN APLICABLES 4 ESTE NUEVO COR
JUNTC, TALES COMO LAS SIGUIENTES Y4 ANTES ENUNCIADAS:

Iy. 51 Ty s Tp SON DCS NUMEROS RACIONALES POSITIVOS, ENTOCES:

i). T, + Iy 5 UN NUMERC RACIONAL POSITIVO.

ii). R E5 UN NUMERQ RACIONAL POSITIVO.

iii). UN HUMERC RACIONAL, CUMPLE EXCLUSIVAMENTE UNA DE LAS SIGUIENTES
CONMDICIONES: &5 FOSITIVG, CERO O HEGATIVO.

ESTAS PROPIEDADES SON VALIDAS EN EL COWJUNTC DE LOS RUMEROCS RACIORALES
Y DESZANOS, SE EXTIENDAN HACIA LOS FUMERCS REALES, ES DECIR:

I'y. 85I Ry R, SON DOS NUMEROS REALES POSITIVOS, ENTONCES:

i), R1 + By £S5 U7 WUMERO REAL POSITIVO.

iit). By - B ES UN NUMERC REAL POSITIVO.

iii'y. U¥ NUMERO REAL, CUMFLE EXCLUSIVAMENTE UNA DE LAS SIGUIENTES CON
DICIONES: ES FOSITIVO, CERO O NEGATIVO.

—_ =3 =g =1

FIG. IV-1

SIENDC 4BI, AHOR» TENDREMOS LA SIGUIENTE ESTRUCTURA ¢
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g). EL CONJSUHTO DE LCS NUMEROS REALES.

b). DOS OPERACIONES BASICAS (ADICION Y MULTIFLICACION), DEFINIDAS PARA
L0S ELEMENTOS D& ESTE COHJUNTO.

¢). CIERTAS SUFOSICICNES RELACIONADAS CON LOS ELEMENTOS DE ESIE CONJUN
T0, HECHAS ENFLEANDO TALES OPERACIONES, ASI COMC: LAS PROPIEDADES DE CE-
RRADURA DE LA ADICION Y MOULTIPLICACION; ASOCIATIVA D LA ADICION Y MULTI
PLICACION; CONMUTATIVA DE LA ADICION Y MULTIPLICACICN; DISTRIBUTIVA DE LA
MULTTIFLICACION RESPECTO A LA ADICION; PROPIEDAD DE IDENTIDAD PARA L&A ADT
CION YT MULTIPLICACICN; PROPIEDAD DEL INVERSO PARA LA ADICION Y MULTTFLI-
CACION; PROPIEDADES: REFLEXIVA, SIMETRICA, TRANSITIVA, ADITIVA, MULTIFLL
CATIVA; ETIC.

£5TAS PROPIEDADZS KOS DICEN QUE EL CONJUNTO DE LOS NUMEROS REALES, CON
LAS OPERACIONES DE ADICION Y MULTIPLICACION USUALES DEFINIDAS EX EL, FOR
MA CAMPO, COMO MAS LADELANTE VEREMOS.

d). ALGUNAS CONSECUENCIAS LOGICAS (TEOREMAS), COMO RESULTADOS DE LAB
SUPCLICIONES (AXTOMAS) PREVIAMENTE HECHAS, LAS CUALES SE ENUNCIARAN TAH
BIEN MAS ADELANTE.

PROPIEDADES DE CAMPO DE LOS NUMERQS REATES.

¢1). PROFIEDADES DE CERRADURA.

PARA CUALESQUIER a€R, bER S2 TIENEN:

e + bER; & . bER

c2). PROPIEDADES ©C HMUTATIVAS.,

PAKA CUALESQUIER a €By, DER S TIENER:

a+beb+as; ae.bs=Db.a

C3). PROPIEDADES ASQCTIATIVAS.

PARA CUALESQUIEZ a€R 3 DPER ;3 ©€R S TIENEN:

(e +b) +c=a+(b=+e) 3 (a « B)e = a(b - o)

C4). PROPIEDAD DISTRIBUTIVA.

PARA CUALESQUIER a€R , bER , CER SE TIENE:
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a(b + ¢) = 80 + ac

C5). BAISTENCIA DE LOS ELEHENTOS DE IDENTIDAD.

EXISTE UM NUMERO REAL LLAMADO "GERO" (DENOTADO POR O) TAL QUE, PARA
CUALQUIER & &R, SE TIENE:

0O+a=8a+0=a2a

EYXISTE UN HUMERO REAL DISTINTC DE CERO, LLAMADO "UNQ" ( DENQTADO POR 1)
TAL QUE, PAR: CUALQUIER a € R, BE TIENE:

1eamwae+lnms

NOTA. AL NUMERO CERO (0), SE LE CONOCE COMO IDENTICO ADITIVO Y AL NRME
RO UKO (1), COMO IDENTICO MULTIFLICATIVO,

C6). EXISTENCIA DE LO3 ELEMENTCS INVERSOS.

PARA CUALQUIER a €R, EXISTE UN NUMERO REAL (DENOTADO POR ~a) TAL QUE:

wg + A= 8+ (=a) =0

PARA CUALQUIER KUMERO REAL DISTINTC DE CERO a, EXISTE UN NOMERO REAL

(DSHOTADO POR 2 ) TAL QUE:
a

a (g) = 3 » 1 =
a a

OBSERVACION. EL NUMERO REAL =-a, ES ZL INVERSO ADITIVO (SIMEERICO) DE &.

EL NUMERO REAL 1 gs ZL INVERSO MULTIPLICATIVO (RECIPROCC) TE a.
a

ALHORA BIEN, POR Lid PROPIEDADES CORITUTATIVAS, SE TIBNEN (COMO ANTES LO

ACRESAMGS) LiS SIGUIENTES IGUALDADES:

8 + (~a) = {=2) + 2 =0 3 a.1=j—.a='1
a &
370 ULTING, NCS ACLARA EL HECHC QUE a ES5 EL INVERSO ADITIVO DE -~ Y

I

QUE a # 0 ES EL INVERSO MULTIPLIGATIVO DE 2.,
a

COMO CONSECUENCIA DE LAS PROPIEDADES QUE DEFINEN 4 UN CAMPC, SE OBTEN
DRAN LOS TEORENMAS QUE 4 CONTINUACION MENCIONARENOS, LOS CUALES, REPRESEN
PAN EN SI, OTRAS PROPIEDADES MAS DEL CONJUNTO DE LOS NUMEROS REALES.
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TZOREMA IV - 1). DL IDENTICO ADITIVO ES URICO.

DENOSTRACION. SUPCHGANOS QUE EXISTE OTRO IDENTICO ADITIVO, LLAMEMOSLO s.
POR LO TANTO, SE TENDRA:

O0=0+m8 =28

APLICANDO LA PROPIEDAD TRANSITIVA, OBTEREMNOE:

0 = 8. LeGeQeDe

TEOREMA IV -~ 2). EL IDEFTICO MULTIFLICATIVO ES UNICO.

DEMOSTRACION, SUPONGAMOS QUE EXISTE OTRO IDENTICO MULTIPLICAYIVO, LLA
IENOSLO t. POR LO TANTO SE TENDEA:

1 =29t =1t

POR LA PROPIEDAD TRANSITIVA, OBTENEMNOS:

1 = te L.R.Q+D.

TEOREMA IV - 3). EL INVERSO ADITIVO IE CUALQUIER NUMERO REAL a, ES UNICOC.

DEMOSTRACION. SUPONGAMOS QUE EXISTE OTRO INVERSO ADITIVO DEL NUMERO REAL
s, LLAMEMO3LO p. POR LO TANTO 52 TENDRA:

O =8+ P

ARORA BIEN, SUMANDO -a EN AMBOS LADOS DE ESTA IGUALDAD, TENEMOS:

~a + 0= =a + (a+p)

PERQ: -a + O = =& {PROP. C5)

$OR LC TANTO SE TENDRA:

-a = =8+ 0=-2+ (a+0p)

= (=8 + &) + D (PROP. C3)
<0+ D (PROP. C6)
= p (PROF. C5)

VEDIANTE L4 PROPIEDAD TRAWSITIVA, OBTENEMOS:

-a =P L.Q.8.D0.

TEOREMA IV - 4). EL INVERSO MULTIPLICATIVO DE CUALQUIER LRUMERC REAL b
DISTTHTO DE CEHO, B5 UNICO.

DEMCSTRAGCION, SUPONGAMOS QUE EXISTE OTRO INVERSO MULTIPLICATIVO DEL jugi)
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MERC REAL b, LLAMEMOSLO q. POR TAL HOTIVC, SE TENDRA:

b.q=1
ATIORA BIEH, WULTIPLICANDO POR 3 AMBOS MIEMBROS DE ESTA IGUALDAD, IE
b
WENMCS:
b.O2eq.2
b b
1 1
lmeq ==.1 (PROP. C2)
b b
4 1 .
(2 .b)q=~— (PROPS, C3 3 C5)
b b
1.q=2 (PROP. C6)
b
a1 (PROP. C5)
b
LUQ.Q.D.

TEORSMA IV - 5). PARA CUALQUIER NUMERO REAL e, SE TENDRA:

~{(~a) = &

DENMOSTRACION.

(-2) + { ~(-8) ) =0 (PROP. CG)
Y TAMBIEN SE TIENE:

(-8) +a =0 (PROP. €6)

ESTAS DOS IGUALDADES, NOS DICEN QUE AMBOS; -(~a) YT a, SON INVERSOS ADL
PIVOS DE =-a. POR EL TEOREMA IV -3, BB CONCLUYE QUE: -(~a) = a.

LoQoQ-D-
TEORENA IV - 6)., PARA CUALQUIER WUMERO REAL a, SE PERDRA: a . 0 =0

DEMOSTRACION .

a,0=28.0+0 {PROP. C5)
=a .0+ a.o+[-(a.o)] (PROP. C5)
=(a s+ 0+8e60)+ [:-(a . O)] (PROP. C3)

2(0 + 0) + [ ~(a. 0} ] (PROFP. C4)
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ca. 0+ [=(a.0)] (PROP. C5)
= 0 (RO, 06)
APLICANDO LA PROPIEDAD TRANSITIVA, OBTENEMOS:

B e 0= 4] LoQoQ-D.
TEOREMA IV - 7). SI a ES UN NUMERO REAL, TAL QUE & # O, ENTONCES SE

TZHDRA QUE: 1 ¥ 0.
a

1

DEMOSTRACTON. SUPONGAMO3 QUE: <+ = O, PUESTO QUE:
8
1-8.2 (PROP. 08)
-8
=a.0 (POR SUPOSICION: & = 0)

&
-0 (TEOR, IV =~ 6)
UTILIZANDO LA PROPIEDAD TRANSITIVA, SE TIENE:
4 « 0. 1O CUAL ES UNA CONTRADICCION, YA QUE, EX VIRTUD DE LA PROPIEDAD
05, SC SABE QUE: 1 # O.
POR LO TARTC, SE TENDRA QUE:

I o, L.QsQeD.
1§

TEOREMA IV - 8). SIENDO; m, b DOS NUMEROS REALES, TALES QUE: sb = C,
TITONCES: & = G, O BIEN, b = Q.
2500 5I EXPRESA DICIENDO, QUE NO EXISTEN DIVISORES DE CERO.

DEMOSTRACION. SI; a = 0, EL TEOREMA OLARAMENTE SE VERIFICA. AHORA BIEN,
1

QUPONGANOS QUE: a # 0, POR TANTO L §S UN NUMERO REAL Y COMO:
a
4 1 R
L(aby=2.0 ({4 QUE: &b = O)
& a
= 0. (TEOR. IV = 6)
PERo: 1 (ab) = (L. &) D (PROP. C3)
a a
=1 . b (PROP. 06)

= b (PROP. €5)
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(sb) T 3 (ab) = O, APLICANDO LA PROPIE
8

CON ESTAS IGUALDADES: b

1]
P 1

DAD TRANSITIVA, SE TENDRA: b = O L.QeRQsDa
TEOREMAL IV - 9). SIENDO; &, b DOS NUMERQS REALES CUALESRUIER, SE TENDEA:

(~a)b = =(ab)

DENMOSTRACION.
ab + (-a)b = ba + b(-a) (PROP. €2)
= bl &+ (-a) ) (PROP. C4)
= b« 0O {PROP. CB)
-0 (TEOR. IV = 6)

POR TAlL MOTIVO (-s)b ES INVERSO ADITIVO DE abv Y PUESTO QUE -(ab) EB
TAMBIEN INVERSO ADITIVO DE ab. APLICANDO EL TEOREMA IV - 3), SE TIERE QUE:

(~a)b = -(ab} L.Q.Q-D.

COROLARIO IV = 1). (~a)b = a(-b)

DEFMOSTRACION.

{(=a)b = ={&b) {TEOR. IV -~ 9)
= ~(ba) (PROP. €2)
- (~b)a (TEOR. IV ~ 9)
= a(~b) (PROP. C2)

APLICANDO LA PROPIEDAD TRANSITIVA, SBE TIENE:
{-a)b = a(=b) L.Q.Q.D.
COROLARIO IV - 2). (~1)b = =b
DENOSTRACION,
(=)o = ~(1 . b) (TEOR. IV - 9)
= -b PROF. C5)
MEDIANTE La PROPIEDAD TRANSITIVA, OBTENEMOS:
{(-1)b = -b LeQ.Q.Ds
TEOREMA IV - 10). SIENDO; a, b DOS NUMEROS REALES CUALESQUIER, SE TIENE:
(=a)(-b) = ab

DEMOSTRACION.
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(=a)(=b) = = [a(=D)] (TEOR. IV - 9}
s = {(=a)p] (COROL. IV = 1)
= -[-(ab)] {TEOR IV - 9)
= @b (TECE. IV = 5)

APLICANDO LA PROPIEDAD TRANSITIVa, OBTEHEMOS:

{ -2 ){ b ) = ab L.Q.QaD.

COMENTARIC. LOS TEOREMAS IV - 9, IV - 10 Y =L COROLARIO IV - 1, NOS DE-~
CLARAY LO SIGUIENTE: CUANDO TN SIGNO AFECTA 4 UNA MULTIPLICACION DE DOS FAC
TORES, TAL SIGHO SE LE PULDE ASOCIAR L CUALESQUIER DE TALBS FACTORES, PERO
CXCLUSIVAMENTE . UNC DE ELLOS, ES DZCIR:

(=a)b

~(ab) = a(-b)

et

SIENDO; 8, b DOS TUMEROS REALZS CUALESQUIER.

DEFINICION IV - 1), La OPERACIOH SUSTIACCION, SE DZFINE COMO UNA ADICION
MEDIARTE L~ IGUALDAD:

a-bea+ (=b)e

TEORAMA IV - 11). SIENDO; a, by ¢ TRES HUMEROS REALES CUALESQUIER, SE
TENDRA:

a(b = ¢) = ab = ac.

DErOSTRACICH.

a(d - ¢) = a[b+ (=¢)] (DEF. IV = 1)
= ab + a{=c) (PROP. C4)
= ab + (~a)c (CORQL. IV = 1)
= &b + [ ~(ac) ] (TEOZ. IV - 9)
- ab - ac (DEF. IV = 1)

LTLICANDO LA PROPIEDAD TRAWSITIV., OBPENEMOS:

a(o - ¢) = b — BC L.Q.Q.D.
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SIZNDO; a, b DOS HUMEROS REALES CUALESQUIER, TiL QUE: b # 0.
SEFDNICICH IV - 2). LA CPEZRACION DIVISIOR, SE DEFINZ CONO UNA MULPIPLI~
CACLON IMEDIANTE Li IGUALDAD:

al 1 Je
b

o (p

PEOREMA IV - 12). SIENDC; b UN NUMERO REAL CUALQUIER TAL QUE, b # O,5E
TIEHE:
11

1
-b b
DENUSTRACION.

2Ly - (PROFP. C6)
PERO COMO:
b -2y =) (TEOR. IV - 10)
b b
=1 (PROP. C6)

AHOR. BIEY, EN LAS IGUALDADES:

o Ly 3 (- % ) = 1

s OBSERVA QUE TaNTO L COMO - 2 | soy IWVERSCS MULIIPLICATIVOS DE b
= b
A PLICANDO Il TEOREMA IV = 4, SE CONCLUYE QUE ESTOS DEBEN SER IGUALES, ES

D=CIR: 1 = - '1 L.Q.Q.D.
~b b
PTORENA IV - 13),. SIENDO; a, b DOS NUMEZROS REALES CUALESQUIER, TAL QUE
b 4 0, 53 TIENE:

= -2

2 .
b b
DEMOSTRAGION. UTILIZANDO La DEFIXICION IV - 2, SE TIENE:

E‘.ga(i)
-b -b
- a( -4 (TEOR, IV ~ 12)
b
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. (=a)( % ) (COROL. IV - 1)
- —(a %) TEOR. IV - 9)
(DEF. IV - 2)

o |®

MEDIANTE L& PROPIEDAD TRANSITIVA, SE TIENE:

4. .8 L.Q.9.D.
-b b
TEOREFA IV - 14). SIENDO; &, b DOS NUMEROS REALES CUALESQUIER, TAL QUE

b # 0,SE TIENE:

=a &

—_— = . =

b b
SENMOSTRACION. DE AGUERDC A LA DEFINICICN IV - 2, S TIENE:

=2 _ (ea)( 1)
b

b
- -(a (TEOR. IV - 9)
b
- =2 (DEF. IV =~ 2)
b

USILIZANDO LA PROPIEDAD TRANSITIVA, SE TIENE:

L.Q.G.D.

TEOREMA IV - 15). SIEHDO; a, b D05 NUMEROL REALES CUALESQUIER, TAL QUE

b £ G, SE TIENE:

DENOSTRACLON.ASI PUES,SE TIEWE:

~& . o—a( 1) (DEF. IV - 2)
~b -t
. —a( - % ) (TEOR. IV - 12)
- a(d) (TZ0R. IV ~ 10)
= & (DEF. IV - 2)
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MEDIAKTE LA PROPIEDAD TRANSITIVA, SE TIERE:

=2 .k L.QR.D.
-b b

COMEITARTIO. LOS TEOREMAS IV -~ 13; IV - t4; IV - 15 NOS DICEN LO SIGUIEN
TE: CUANDC Ui SIGNOC AFECTA A UNA DIVISION, TAL SIGNO SE LE PUEDE ASOCIAR
AL MUMIRADOR O BIEN AL DENOMINADOR, PERQ EXCLUSIVAMENTE A UNO DE ELLOS. ES

DECIR:

T

o e

h
TLOHENS IV - 16). SIERDO; 2, b DGE WUMZRCS REALES CUALESQUIER, TALES

QUi & £ G, b # 0, ENTONCES sz TENDRA:

S R
& b ab
DelOSTRACION.
ab(l,i)sab.i.l (PROP. €3}
& b a b
cal.p X (PROP. C2)
a b
1 4 - \
= (a * 2)(b + = (PROF. C3)
-1 b
= (M) (PROP. C6)
. 1 (PROF. C5)

EDIALTE L. PROFIEDAD TRAFSITIV., SE TIENE:

ab( 2.1y =1
a b .
POR LO TAITO: 1 s INVERSC MULTIPLICATIVO DE gb Y PUESTO QUE, —
b ab

o
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ES SAMBIEN INVERSO MULTIPLICATIVO DE ab, APLICANDO EL TEQREMA IV - 4, SE

PELDRAL: - 32 Le0Q.Q.D.
a b ab

TEOREMA IV - 17), SIENDC; &, by ¢, d CUATRC NUMEROS REALES CUALESQUIER
#4LES QUE, b £ 0, 4 # 0, ENTCRCES SE TENDRA:

v 4 bd
DENOSTRACTON. UTILIZANDO LA DEFINICION IV - 2, SE TIENE:

E.E=a(1).c(l)
b a b d
cacC Xy (PROP. C2)
v 4
Y SN (PROP. €3)
b d
- ac( =) (TEOR. IV - 16)
vd
= 8¢ (DEF. IV - 2)
bd

LPLICAHNDC Li PROPIEDAD TRANSITIVA, OBTENEMOS :

= 2'9' LQQ.Q.D.

o i
1 )

o o

o

o

L. APLICACION REPETIDA DE ESTE TEORENA, NOS MUESTRA QUE, EL PRODUCTO DE
CUMERCS DD La FORME &, B3 IGUAL AL PRODUCTO DE TODOS LOS NUMERADORES, DI
7
v Dipu ENTRE L FRODUCTO DE TODOS LOS DENOMINADORIES.
mSORENA TV - 48). SIZNDO; 2, b, ¢ TRES NUNEROS REALES CUALESQUIER TALES
QUL, b # Oy ¢ # O ENTONCES SE TERDRA:

ac a

be b
DEMOSTRACION. MEDIAKTE La APLICACION DEL TECREN~ IV - 17, SE TIENE:

"
o |m

L]
o lo
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2.0y (DEF. IV - 2)
b <

v &1 (FPROP. C6)
b

S (PROF. C5)
b

MEDIANTE Li PROPIEDAD TRANSITIVA, SE OBTIENE:

ac ., & L.G.Q.D.
be b
2575 TSORSHA DECLARA IO SIGUIENTE: UN WUMERO D LA FORMA £ | NO Si ALIE

M

R: , 5I S2 DIVIDE TANTCG Bl NUMZRADOR COMO ZL DENCHINADOR ENTRE UN MISMG
LHUMERC REAL DISTINTO DE CERC, O BIEN, CUANDO SE MULTIPLICAN AMBOS POR UN
MISiO LUWMERC REAL DISTINTO D2 CERO.

TEORENA IV - 19). SIENDO; a, b, ¢ TRES HUMEROS REALES CUALESQUIER, TAL
QUE ¢ # 0, EWTONCES SE TENDRA:

a,b_az+D

c ¢ ¢ |

DELCSTRACION. EMFLEANDO LA DEFINICION IV - 2, SE TIENE:

AR L RN LD
z C C <

- (Lya s 2 {PROP. £2)

[+ &)
=3 a8 v (FROP. C4)
C
={(a+b)— (PROF. C2)
c
_ax+Db (DEF, IV = 2)

UDILIZANDO Le PROPIEDAD TRANSITIVE, OBTENENOS:

a,b _a+Dd L.Q.Q.D.
a4 c C
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{STFE TECZSMs PUEDE EXTENDERSE A MAS DE DOS NUMEROS REALES DE La FORMA £
¥

v DECIR QUE, L. SUMs DE NUMEROS DE La PORMA ¥ QUE TENGAR EL MISMO DENOME
J

NADOR, ES IGUAL AL NUMERO REAL QUE PTENE COMO NUMERADOR, A LA SUMA DE LOS
MINIERADORES ¥ COMO DENOHINADOR, Al DENOMINADOR COMUN.
TSOREMA IV -~ 20), SIENDO; a, b, ¢, 4 CUATEC NUMEROS REALES CUALESQUIER,
TALES QUE D # 0 , d £ 0, ENTONCES SE TENDRA:
e _ad + bec
bd
DEMOSTRACION. APLICANDO EL TEORENA IV - 48, SE TIENE:

&

o |»

a,c 84, ¢cb
b 4 bd db
_ 8¢ , ke (PROP. C2)
bd  ba
. ad ¥ bo (TEOR. IV - 19)
va

MEDIANTE LA PROPIZDAD TRANSITIVA, SE TIENE:

2, ¢ _Bd=+Dc TsQuQaDe

b d ba

70WEMA IV - 21). SIENDO; &, b, G, 4 CUATRO FUMEROS REALES CUALESQUIER,
pAlis> QUE b £ O , & # O, ENTONCES SE TENDRA:

ad - bc

ba
JSMOSTRAGTION. UTILIZANDO Lé DEFIRICION IV - 1, SE TIENE:

[e i fol

- L
o

E_s_ 8, (=%
1 3 4

€] b
S By (28 (TEQR. IV - 14)
b a
_ad + { -be (TEOR. IV -~ 20)
bd
- ad=be (DEF. IV - 1)
bd

UTILIZANDO LA PROPIEDAD TRANSITIVA, SE TIENE.
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NOTACIOR. La DIVISION ENTRE DOE HUMEROS REALES 2 ;, £, SE DENOTARA ASI:
b

o

TEOREMA IV - 22). SEA:; & UN WUMERO REAL CUATQUIER, ENTONCES SE TENDRA:
b

a
oL dy
1 4
S (TZ0R. IV - 17)
b
- B (PROP. C5)
b

APLICAWDC LA PROPIEDAD TRANSITIVA, OBTENEMOS:

&
£ . B LeGQe@e D

CEOREIA IV - 23). SEA; 2 UN WUMERO REAL ThD QUE, £ # 0 ENTONCES &L
b b

NEMOSTRACICK. MEDIANTG Li APLICACION DEL TEORENMA iv - 1Y, SE TIENE:

(ky- 2

' e

& ba
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. 8b (PROP. C2)
ab
. ab( L) (DEF. IV - 2)
ab
e 1 (PROP. C6&)

UTILIZANDO L4 PROPIEDAD TRANSITIVA, SE TIENE:
2 ¢ b Y s 1 .

o) &

ESTAS ULTIMAS EXPRESICNES ACLARAN QUE:

b oy 2 SCON AMBOS INVERSQOS NMULTIPLICATIVOS DE 2 Y POR EL TEOREMA IV-4
a 2 b

b
SE SABE QUE, EL IHVERSO NULTIPLIGATIVO Do CUALQUIER NUMERO REAL DISTINTO

BE CERC ES TWICO, POR LO TARTC SE TENDRA:

L.Q.Q.D.

o | I._\
|

mz0RZL TV - 24). SIENDO; &, b, ¢, 4 CUATRO NUMSROS REALES, TALES QUE,
b £ 0, c 0,d#0 ENTONCES SE TENDRA:

a . ¢ ! 51
2L z2.=

b el b o)
DEVMQETRACION, UTILIZANDG LA HOTACION CORRESPONDIENTE, SE TIENE:

|
o2 [o]
i

[=aBL b
I
1) k:ld[p

NULOIELICAIDO TL HUMERADCR Y EL DENOHINADOR POR 4 ¥ 0 , OBIENENOS:
c

o i
-
o In

rmlold]m
fi

(=7 (e}
L 3
o [



FHTONCES: a = b.

ad
be (TEOR. IV - 17)
cd
dc
ad
be (PROP. C2)
cd
cd
ad
bo (DEF, IV - 2)
cd
ad
bg (PROP. C6)
/I
ad (PEOR. IV ~ 22)
be
a,4d (TEOR. IV ~ 17)
b c

VEDIANTE L: PROPIEDAD TRANSITIVA, S5 TIENE:

a . i3 = :R_ - Q L.Q.Q.Dt
b 4 b ¢

70

OBSERVACSION. SSTE TCORENMA NOS CORDUCE A ZSTABLECER LA SIGUIENTE REGLA:

PARA DIVIDIR DOS WUMEROS REALES D LA FORMA £ , MULTIPFLICAMOS EL NUME

J
RADOR POR =L INVERSO MULTIPLICATIVO DL DENOMINADOR.

PSOREML TV - 25). SEAN; a, b, ¢ TRES NUMEROS REALZS. S5I; a + ¢ = D + ©

(ESTE TOOREMA £3 CONOCIDO TAMBIEN CCMO "LEY DE CANCELACION)

DEMOSIEACICH. SI TEFENMOS; a + ¢ = b + © SUMANDO =¢ EF AMBOS LADOS DE

ESTA IGUALDAD, OBTENENMOS:

a+ct {=c)ab+c+ (=¢ ),
a+ Q0 =Db4+0 (PROP. C6)
a =5 (FROP. C5)
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0iOREIA IV - 265. SEAN; &, b, ¢ TRES NUMEROS REALES TAL QUE c # O .
SI ac = be , SNTONCES: a = b .(ESCE TEOREMA SE CONOCE CONO nSIMPLIFICACION")

DEMOSTRACION. SI TZHEMNOS; ac = bo , MULTIFLICANDC POR 1 EN AMBOS LADOS
C

DE £STa IGUALDAD, SE TIENE:

ac( 1y < ve( 5

c c
1 1
a{ cex ) = b( com ) (PROP. C3)
[o] <
ael = bel (PROP. C5)
a =b (PROP. C5)
LeGeQeDe

Li LEY DE CANCELACICH, PUEDE APLICARSE EN LA DENMOSTRACION DEL YA EXPUESTO
TEOREMA IV - 53, EL CUAL, SE ENUNCIO GOMO SIGUE:

pDOREMA IV - 27). ST 5 a LS UR HUMERO REAL CUALQUIER, ENTONCES SE TENDEA:

-( -8 ) =&

DENOSTRACION. POX Ln PROPIZDAD C6, SE SABE QUE:

a4+ (= ) =0 Y TANBIZN QUE: O = ( ~a ) + [~ { -8 )]s PERO:

0= =( =a) +( -a) (PROP. €2)

[EDLANTS L. PROPIEDAD TRANSIPIVA, SE TIENZ:

a+ (-a)= =(=-a) +{~-a)

LFLICAKDO L. "LEY DE CANCELACION" , OBTENZMOS:

a = = ( =& ) L.Qeq.D.

ADSHAS, 5% TIENE QUE TAMBIEN ES VERDADERO LO QUS 4 CONTINUACION 52 DICE:

PEOREN: TV - 28). SZAN; a, b DOS NUMERCS REALSS CUALESQUIER, ENTONCES
SE PLiTDRA:

~-(a+b ) =-a=b

DENOSTRACION. Y4 QUE:

(g +b) + [~ a+1)]=0 (PROP. C6)




T COLi0:
(a + b)Y +

{(~a=b) = ( & + D=a ) =b
(a - + b) =D
{0 +Db) -0

-0

n
le)

YA QUE AMBOS:
(a +b) + [-—( 8 + b)J ; (a + b) + (-a-b) RESULTAN SER IGUALES A CERO,

ETOHCES Sk

TENDRA:

(& + D) + [»(a + b)J = (a + b) + (=a=b)
APLICANDO L& "LEY DE CANCELACION" , OBIENEMNOS:

-{a + b) =
LJEMFLOS:

1:0D0:
-(2 - b)

n

207 LO TaK

- LoQ-Q-D-

4 = =( =4 )

=(5 + 2 + 8) = =5=2-8 = ~15

- [a + (-—'b)]
-a ~(=b)
-a + [-(—b)]

-8 + b

3

(4 4 7) = =lwu? = w1

210Rs BIEN, BI DESEAMOS CALCULAR,

TO0: =-{(a - b) = —a + D

£ETZ GALCULO PUEDE GENERALIZARSLE

LoDo:

2 -(bt+¢c=-4d) =a=-Db=-c+d

ZoRIPLOS:

4~ (5 -7

-6 =(=3 + 2)
(=t -7 + 5
2 w(=3 + 4 =

4 -5
-5 +
=4
+ 6)

+

3

i3

7

(PROP. C3); (DEF. IV-1)
(PROP. C2)
{PROP. 06)
(PROP. C5)
(PROP. C6)

-(a& =~ b), PROCEDEREMOS DEL SIGUIENTE

HAS

-

WA
+

1=717
-4 +5=5a0

(DEF, IV - 1)
(TEOR. IV = 28)
(DEF. IV = 1)
(TEOR. IV - 5)

DE DOS TERMINOS, DEL SIGUIENTE




CAPITULO V




73

DE ACUERDO CON LA COMPLECION, EXISBTE UNA CORRESPONDENCIA UNO A UNO,EN-
TRE EI CONJUNTO DE LOS NUMEROS REALES Y EL CONJUNTO DE LOS FUNTOS DE UNA
RECTA ORIENTADA, TAL ES EL CASO EN QUE, CADA KNUMERO REAL SE PUEDE REPRE~
SENTAR COMO UN PUNTO DEL EJE DE ABSCISAS Y RECIPROCAMENTE, A CADA FUNTO
DEL EJE DE ABSCISAS, SE LE PUEDE ASOCIAR UN NUMERQ REAL, EL CUAL, ES LA
DISTANCIA DIRIGIDA DEL ORIGEN HAGCIA ESE PURTO (SU ABSCISA). PCR ESTE MO~
PIVO, DECIMOS QUE TAL RECTA ESTA COMPLETAMENTE SLLEXA" CON LAS REPRESEN-
TACIONES GRAFICAS DE TODOS LOS NUMEROS REALES. A4 LA RECTA ASI CONSTRUIDA,
S5E LE CONOGE COMO: EJE REAL ¢ REGTA NUMERICA.

[ ——

s, RZALes

FIG. IV-1
EN BASE A ESTO ULTIMO, PUDIMOS OBTIENER UN ORDEN EN EL CAMPO DE LOS NUME
ROS REALES, INDUCIDO POR EL ORDEN QUE GUARDAN LOS PUNTOS DEL EJE DE ABSCL
SAS. ESTO SE LOGRO, EXPRESANDOLO DEL SIGUIENTE MODO:
SEAN; r4 5 Ty DOS NUMEROS REALES Y SEAN:

P, EL PUNTO ASQCIADO A: T,

1

P, EL PUNTO ASQCIADO A: T,

2
DIREMOS QUE} =z, < T, SIt P, < P, . (ES DECIR: SI, pqFp TIENE ORLIEN-

TACION POSITIVA).

EN VISTA DE ESTO, SE OBSERVA LO SIGUIERTE: SI SE TIENEN DOS NUMEROS REALES

DISTINTOS, EL PUNTO ASOCIADO AL MENOR DE ELLOS, ESTARA SITUADO EN LA RECTA
KUMERICA A LA IZQUIERDA DEL PUNTO QUE L& CORRESPONDE AL NUMERO MAYOR Y Vi~
CEVERSA, SI SE TIESEN DOS PUNTOS EN LA RECTA NUMERICA, EL NUMERO BREAL ASO-
CIADO AL PUNTO QUE SE ENCUENTRA A L4 IZQUIERDA, SERA MEROR QUE EL NUMERO
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REAL ASCCIADO AL PUNTO QUE SE LOCALIZA A LA DERECHA.

CUANDO SE CUMPLEN ESTAS CONDICIOHES, SE DPIRA, QUE LA CORRESPONDENCIA EN
PRE LOS PUNTOS DE UNA RECTA DIRIGIDA Y LOS NUMEROS REALES, PRESERVA EL OR
DEN ASI ESTABLECIDO.

——

PiPs

R |

W

T, < Ty

FIG. V=2

AHORA BIEN, A CONTINUACION TRATAREMOS DE ESTABLECER UN CONCEPTO GENE-
RiL DE ORDEN EN UN CAMPO, DE MANERA QUE NO DEPENDA DIRECTAMENTE DE LOS PUN
OB ASOCIADOS EN EL EJE DE ABSCISAS, PARA TAL FIN, INTRODUCIREMOS LA SI-
GULENTE DEFINICION.

SEA G, CAIMPO.

DEFINICION V = 1)« SE LE LLAMA CLASE POSITIVA (CONJUNTO DE ELEMENTOS PO
SITIVOS) EN G, A UN SUBCONJUNTO NO-VAGIO Gp DE ELEMERTOS DEL CAMPO C, QUE
SATISFACE LAS SIGUIENTES PROPIEDADES:

i). SI; %, b PERTENECEN A Cp , ENTONCES: 8 + b TANBIEN PERTENECE A Cp.
48TO SIGNIFICA, QUE LA ADICION TIENE LA PROPIEDAD DE CERRADURA EN EL CON-
JUNTO Cp.

i1). SI; @, b PERTENECEN A Cp , ENTONCES asb TANBIEN PERTENECE A Cp.
£5 DECIR, LA MULTIFLICACION TIENE LA PROPIEDAD DE CERRADURA EN EL CONJUNTO

[ 9]

o
iii), 8I; x PERTENECE &4 ¢, ENTONCES SE CUMPLE ESTRICTAMENTE UNA SOLA

DE LAB SIGUIENTES YERSIONES:
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x PERTENECE & Cp ; X = O ; -x FPERTENECE 4 Cp.

COMENTARIC. ESTA ULTIMA PROPIEDAD, SE COROCE CON EL NOMBRE DE TRICOTOMIA

x 6 -x

FIG. V=3

5I; Cp
CLASE KEGATIVA EN C (CORRESPONDIENTE A Cp ), AL CONJUNTO:

ES UNA CLASE POSITIVA BN UN CAMPO C , ENTONCES, DEFINAMOS COoMo

GN-{-xGC,TALQ,UE:zGCP}

CLARAMENTE, SE OBSERVA QUE Cy NO TTENE ELEMENTOS EN COMUN CON Cp I
ADEMAS SE OBSERVA TAMBIEN QUE: C = Cp U {0} Y -

513 CP ES UNA CLASE POSITIVA DE ELEMENTOS DE UN CAMPO C , ENTONCES SE
DIRA QUE ¢ ESTA ORDENADO POR Cp Y QUE ¢ ES UN CAMPO ORDENADO.

HOTACICNES.

DEHOTAREMOS FPOR x>0 , SI: =x FERTENECE & Cp »

Ef ESTE CAS0,SE DIRA QUE x ES UN ELEMENTC POSITIVC DE. C.

x >0 , 8I: x PERTENECE A CP 0 BIEN x = O, PARA LO CUAL, SE DIRA QUE
r ES UW ELEMENTO NO-NEGATIVO.

UNA DE LAS PROPIEDADES DE UN CAMPO ORDENADO, ES QUE ROS PERMITE DECIDIR
CUANDO UN ELEMENTO DE EL, ES ANTERIOR & OTRO I ESTO SE LOGRA MEDIANTE LA

SIGUIERTE DEFINICICN.
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DEFINICION V - 2). SIENDO; &, b DOS ELEMENTOS DEL CAMPO C. EXPEESARE
SAREMOS, w < b S8I: b - & FERIERECE &4 Cp -

ESCRIBIREMOS:

a b, 5I: b -« FERTENECE A CP,OBIEN,b-a-O.
a<b<c,SIAI'lBAS:a<b;b<c,SECUHPLEH.
aébsc,SIAms:agb;bgc,ﬂcm.

NOTACION. DENOTAREMOS POR; & > b , S8I: b < a.

AHORA BIEN, SI TOMAMOS: C = R ; Cp = Rp » SIENDO:

B, = {:xGER, TAL QUE: x ES Posxmzvo}. BAREMOS VER QUE, R, RESULTA SER
CLASE POSITIVA EN R, PARA ELLO, COMO YA SE VIO ANTERTORMENTE, SE SARE QUE,
LA ADICION Y L4 MULTIPLICACION, AMBAS TIENEN LA PROPIEDAD DE CERRADURA EN
ZL CONJUNIO Ry. ES DECIR:

Vig). 8T; &, b SON DOS NUNEROS EEALES POSITIVOS, ENTONCES: a + b AN~
BIEN ES POSITIVO.

Viig)e SI; , b SON DOS NUMEROS REALES POSITIVOS, ENTONCES: a * b ZAH-
BIEN ES POSITIVO.

AULADA & ESTAS PROPTEDADES, SE TIENE LA SIGUIENTE:

Viiig). STENDO; = UN NUMERO REAL CUALQUIER. COMO HICINOS VER ANTERTOR-
WENTE, SE TIENE QUE SE CUMPLE ESTRICTAMENTE UNA SOLA DE LAS SIGUIENTES RE
LACIONES:

£ ES POSITIVO; X = O3 -x ES POSITIVO.

x 6 -x
——
TRy
i ¢ et
“‘ : =% b
\‘k e hYJ o Av 3 AL o
;{—— + + fal fal Ll
D a+b a*h

FIG. V-4
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EN VIRTUD DE ESTO, SABENOS QUE Rp ORDENA A R Y QUE R ES UN CAMPO ORDEFNADO.
ESTO NOS PERMITE EWUNCIAR L& SIGUIENTE DEFINICION, LA CUAL RESULTA EQUIVA
LENTE A LA DEFINICION V - 2, EXPRESANDOSE ASI:

DEFINICION V - 3). SIENDO; &, b DOS WUMEROS REALES CUALESQUIER. DIREMOB
QUE a ES MENOR QUE b, SI: b - a ES UN NUMERO POSITIVO (O BIEN QUE: b - &
PERTENECE & Rp).

NOTACION, LA EXPRESION; & EBS MENOR QUE b, SE DENOTARA ASI: a < b .

EJEMFLOS.

4 < 7. PUESTO QUE: 7 - 4 = 3, EL CUAL ES UN NUMERC POSITIVO.
-5 < =2, PUESTO QUE: =2 = (-5) = =2 + 5 = 3, ES POSITIVO.

1 1 1a quE: ] 1 11 1 Es posITIVO,

——c—- N T

a 3 3 2 3 2 6
-4 < 0. YA QUE: 0 - (=4} = O + 4 = 4, ES POSITIVO,
0 4. Yi QUE: 4 - O = 4,EL CUAL, ES5 TN NUMERO POSITIVO.
DIREMOS QUE, EL NUMERO b ES MAYOR QUE EL NUMERO & (DENOTADO POR; b > 2),
5I: & < b.
EJEMFLOB.
7 >4, TA QUE, COMO VINOS: 4 < 7.
-2 > -5, PUESTO QUE: =5 < =Z.

1 1, TA QUE: _1 . _ 1

B -

3 2 2 3
0 > 4, DEBIDO 4 QUE: -4 < O.

4 » 0, PUESTO QUE: O < 4.

DIREMOS QUE; & ES MENOR O IGUAL QUE b (DENQTADO POR a £ b), SI SE CUMPLE
AL MEHOS UNA DE ESTAS AFIRMACIONES: b = a ES POSITIVO (a < b), O BIEN:
b-& =90 (a«=h)

ANALOGAMENTE, DIREMOS QUE: b EB MAYOR O IGUAL QUE & (DENOTADO POR b 2,a)
SI SE CUMPLE AL MENOS UNA DE ESTAS RELACIONES: a < b, O BIEN: a = b.

EJEMPLOS.
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4 £ 7, Y& QUE BE CUMPLE: &4 < Y.
7 £ 7, TA QUE SE CUMPLE: 7 = 7.
40 > 3, DEBIDO A QUE SE CUMPLE: 10 > 3.
10 > 10, PORQUE SE CUMPLE: 10=10.
-8< -8 Y -8 » -8, SE CUMPLEN ABAS, DEBIDO A QUE: =8 = =8.
COMENTEARTO.
7 §é£+, YA QUE: 7 %:4 Y 7 £ 4 (NINGUNL DE LAS DGS RELACIONES SE CUMPLEN)
AHORA BIEN, LA RELACION < , DESCRITA EN LA DEFINICION V - 3, ES EFECTIVA
MENTE UNA RELACION DE ORDEN, YA QUE, CUITFLE LA PROPIEDAD TRANSITIVA Y CUM-
FLE TAMBIEN LA TRICOTOMIA, COMO A CONTINUACION 1O PROBAREMOS.
PROPIEDAD TRANSITIVA,
8I; &, by ¢ SON TRES NUMEROS BEALES CUALESQUIER, TALES QUE, a<b ¥
b < ¢, ENTOHNCES POE LA DEFINICION V - 3, SE TIERE QUE AMBOS KUMEROZS: b - a
Y ¢ - b, SON POSITIVOS8 Y EN VIRIUD DE LA PROPIEDAD ViR s SE SABE QUE:
(b - a) + (¢ - b) ES TAMBIEN UN NUMERQ POSITIVO, PERO:
(b-2)+ (c=D0) =¢c = &
FOR 1O CUAL SE TIENE QUE:
¢ - & ES UN NUMERC POSITIVO Y MEDIANTE LA DEFINICION V - 3, SE CONCLUYE:
a < Ca L.Q.Q.D.
PROPIEDAD DE TRICOTCMIA.
SI; &y b 30N DOS HUMEROS REALES CUALESQUIER, ENTONCES, S8E CUMPLIRA ES-
TRICTAMENTE, UNA SOLA DE LAS SIGUIENTES ERELACIONES:
2<bja=0b3a>b.

LEMOSTRACION.
CONSIDERANDO EL NUMERC REAL b - a I APLICANDO LA PROPIEDAD ViiiR y SE

OBSERVA QUE SE GUMEFLE ZSTRICTAMENTE UNA SOLA DE LAS SIGUIENTES RELACIONES:
L - & ES FOSITIVO; b - @ ES EL WUMERO CERO; -(b = a) ES FOSITIVO.
DE ESTO, SE INFIERE EL CUMPLIMIENTO DE UNA SOLA DE LAS SIGUIENTES CONDI~

CICHES:
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12), 8I; b = & ES POSITIVO, APLICARDO LA DEFIRICION V - 3, SE TENDRA:
2 < b,

2¢). 58Iy b = & ES EL NUMERC CERO, ES DECIR, 8I: b - & = O, ERTONCES:
a = Db.

32). SI; ~(b - &) EB POSITIVO, PUESTO QUE:
(b ~a) ==b + a

=8 =D (PROP. C2)

ENTONCES; & - b ES UN NUMERC POSITIVO Y APLICANDO LA DEFINICTON V - 3,
SE TENDRA QUE:

b < &, LO CUAL NOS DICE QUE:

& > b. L.QeQeDe

TEQREMA V -~ 1). UN KUMERO REAL & , ES POSITIVO, SI Y SCLO SI: a > O.

DEMOSTRACION.

SEA; a UN NUMERC REAL POSITIVO,

YA QUE: a =0 =8

POR MANTO: a -~ O ES UN NUMERO POSITIVQO Y FOR LA DEFINICION V - 3, SE
TIERE QUE: 0 < &, POR LO TANTO: & > Q.

ALHORA BIEN, S8I a > O, ENTONCES: 0 < & Y APLICANDO LA DEFINICION V -~ 3,
SE TENDRA QUE: & - O ES UN NUMERO POSITIVO, FERO:

s =a-0

POR LO TANTO: s ES UN NUMERO REAL POSITIVO. L.QeQ. D0

CON ESTE ULTIMO TECREMA, PODEMOS CONCLUIR LO SIGUIENTE:

8 € RP S5I Y S0LO SI: a > Q.

TEOREMA V - 2). UN NUMERO REAL a , ES NEGATIVO, 5I Y SOLO S8I: a < O.
DEMOSTRACION,

SEA; & UN NUMERO REAL NEGATIVC, ENTONCES: ~-a ES POSITIVO.

YA QUE: O = a = =2

POR TANTO: O = @ EBS UN NUMERO POSITIVO Y POR LA DEFINICION V - 3, BE
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TIENE QUE: & < O
AHORA BIEN, SI: a < 0, APLICANDC LA DEFINICION V - 3, SE TIENE QUE:
O - s ES WM HUMERO POSITIVC, FERO:
- =0 - &
POR 1O TANTO, -a ES UN NUMERO POSITIVO, LO CUAL HOS DICE QUE:
-(-2) ES UN NUMERO NEGATIVO, FERO:

—(~2) = a (TEOR. IV - 5)
POR TAL MOTIVO CONCLUIMOS QUE:
a ES UN NUMERO NEGATIVO. L.Q.Q.D.

TEOREMA V - 3). SI; & ES UN NUMERO REAL TAL QUE, a £ 0 ENTONGES: 2 > Os

DEHOSTRACION.

YA QUE; & £ O, POR LA PROPIEDAD DE TRICOTOMIA, SE OBSERVA QUE SE CUIPLE
SYCLUSIVAMENTE UNA DE ESTAS RELACIONES: & >0 O =& > O.

SUPONGAMOS QUE; & > O, ENTONCES SE TIENE:

asa >0 (PROP. Viip)

Y COMO POR WOTACION; a° = asa

POR LO TANTO SE TENDRA:

5% = asa = (-a)(=a) > 0. (TZ0R., IV - 10); (PROP. V.. )

25 DECIR: &°>0. L.Q.QuDs .

©OMO EN VIETUD DEL TEOREMA IV - 6, SE SABE QUE: SI; a = O. ENTONCES:
ae = nex = O,

POR 10 TANTO, PODEMOS GENSRALIZAR EL TEOREMA V - 3, ENUNCIANDO:

2 2 Q.

TEOREMA V - 4). SI; & ES US NUMERO REAL, ENTONCES: &

COMENTARIO. ESTE TEORENA, NOS APORTA UNA CARACTERIZACION PRIMORDIAL DE LOS
NUMEROS REALES, YA QUE: SI UN NUMERO x BS TAL QUE; ¥° < O, ENTONCES SE
TESDRA QUE x HNO ES UN NUMERO REAL (SE DIRA QUE x ES UN NUMERO IMAGI-
HARIO).

SJEMPLOS.

YA QUE; V-1 ES TAL QUE, ()FfT" ¥ o -1 < 0, ENTONCES: J-1" ES UN KU~
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MERC INMAGINHARIO. A ESTE NUMERO SE Lt LLAMA i.

(if§“)7 - -9 ¢ 0, POR LO TANTO, {-§  ES UN NUMERO IMAGINARLO,EN DONDE
5: PENDRA: (=9 = J(9)(=1) = ¥o'¥-1'= T 31

1OTA. POR DEFLIICION SE SABE: 1 # O.
2 > 0. (TEOR. V = 3)

POR LO TAUTO: 1

PERO: 12 = (1)(1) = 1. (PROP. C5)

LO CUAL KOS DICE QUE: 1 > Q.

TZOREMA V - 5). SEAN; a , b DO KUMERCS REALES CUALESQUIER. SI a g b ¥
» £ & , ENTOLCES: a = ».

COMENTARIO. LA HIPOTESIS a g b ¥ b g a, EXPRESA EL CUMPLIMIENTO DE
AMBAS CONDICIONES DE MANERA CONJUNTA.

DEMOSTRACICK . SUPONGAMOS 1O CONTRARIO,ES DECIR QUE a Ab (a= v,FALSC).
DE L4 PROPIEDAD DZ TRICOTOMIA EN L4 DEFINICION V - 3 , SE SABE QUE SE CUH
PLE ESTRICTAMENTE URa SOLA DE LAS SIGUIENT:LS CONDICIONES: a — b E3 FOSITI
VO C BIEN -(a - b) = b - a ES POSITIVO.

AHORA BIEW, UTILIZANDC LA MISM: DEFDICION V - 3 , SE OBSERVA QUE SE
CUMPIE: a< ® C BIEN » < a {VERITICANDOBE EZYCLUSIVAMANTE UNA SOLA DE
S5TAS IOS CONDICICHES).

ol BFE CHIPLE a < ¢ , ENTONCES: b £ a £5 FAL3i. POR TANTO,EN CUALESQUIE
-i UE LAS DOS CONDICICNES: a< b C BIZi b < a , 5E OBSERVA QUL ULs PARTE
05 LA HIPOTE5IS: a &b ¥ bg oa 0 3% CUNPLZ,POR LO TANTO TAL HIPOTESIS
75 PALSA. DET0 ESTABLECE LA DEMOSTRACIOL DEL TREOREMA EXPUESTO, ES DECIR:

5I; ag<b ¥ bga , ENTONCES: a = b, L.Q.Q0D.

TEOREMA V - 6). SEA; a, o, x TReS UHEROS REALES CUALESQUIER. 51 a < B
ZTCICES 5% TEKDRA: a + = b + X.

DEMOSTRACIGH. SI a < b , EHTOHCES 207 LA DEFIGICION V - 3,8E TILEWE QUE;
b - & =5 W IUMERO POSITIVC Y COMO:

Yo% =%+ (=%) (DEF. IV = 1)

SIELDO: % + (=x) = 0 {PROZ. C6)
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ENTORCES: x=-x=0

AHORA BIEN, SUMANDO b - & CON x -~ x T APLICANDC PROP, (5, SE TIENE:

(b ~2) + (x=x) « (b=a) +0=Db=~a, EL CUAL ES UK NUMERO POSITIVO,
FERO, POR LAS PROPIEDADES; PROP. C2, PROF. C3 I TEOR. IV - 23, SE TENDRA:

(b -a) + (x=x)=(d+x)=(2+x)

POR TAL MOTIVO:

(b + x) - (& + x) ES UN NUMERO POSITIVO.

APLICANDD LA DEFINICION V - 3, SE CONCLUYE:

2+ X< D+ X L.9.Q.D.

EJEMNFLO.

coMO; =3 < 7, 5I; x = 4, ENTONCES POR EL TEOREMA V - 6, SE TENDRA:

=3 + 4 7+ 4

ES DECIR:

1 < M.

TEOREMA V - 7). BEAN; a, b, x TRES NUMEROS REALES CUALESQUIER.

£I; » > b, ENTONCES SE TENDRA: a + x> b + X

DEMOSTRAGION.

5I; & > b, ENTCHCES: b < & (POR DEPINICION)

POR LO TANTO:

b+ xz< o+ X (TEOR. V - 6)

Y EN CONSECUERCIA, CONCLUINOS:

a4+ X >b+X (POR DERINICION)

L.Q.Q.D.

EJEMFPLO.

COMO; =2 > =5, SI; x = 3, ENTONCES POR EL TEOREMA V - 7, SE TENDRA:

-2 + 3 > =5+ 3, EB DECIR:

1> =2.

TEOREMA V - 8). SEAN; a, b, * TRES NUMEROS REALES CUALESQUIER.

SI; a< b, ENTONCES SE TENDRA: & + X £ b+ X
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DENMOSTRACION, PUESIO QUE; & < b, SIGNIFICA: a < b O BIEN; & = b.

SI; & < b, UTILIZANDO EL TEOREMA V - 6, SE TIENE: a + x< b + X.

POR 10 TANTO SE TENDEA:

a+x<b+x. T4 QUE, BASTA QUE SE CUMPLA AL MENOS UNA DE LAS RELACTIO
NES; < O = (EN ESTE CASO, SE CUMPLE < ).

AHORA BIEN, SI; & = b, AFLICANDO L& FROPIEDAD ADITIVA EXTENDIDA DE LOS
NUMEROS RACIONALES HACIA LOS NUMERCS REALES, SE TENDRA: & + X = b + %, LUEGO

2+ X&Db + X (Y4 QUE, SE CUMPLE L& IGUALDAD)

L.Q.Q.D.

TZOREMA V - O). SEAN; a, b, x TRES NUMEROS REALES CUALESQUIER. SI; & > Dy
ENTONCES S& TENDRA: a + X > b + X.

DEMOSTRACION. SI SE TIENE; & » b, ESTO SIGNIFICA: a >b © BIEN; a = b.

5I; = > b, ERTONCES:

A +X >0+ X (TEQR. V = 7)

POR LO TANTO SE TENDRA QUE:

a+X>Db+x. (BASTA QUE SE CUMPLA LA RELACION: > )

AHORA BIENW, SI; & = b, ENTONCES:

& +4X=md+x (POR EXTENSION DE LA PROPIEDAD ADPITIVA HACIA EL CONJUN
TO DE LOS NUMEROS REALES).

Y POR LO TANTO SE TENDRA QUE:

a+x>b+x (BABTA QUE SE CUMPLA LA RELACION:=).

L.Q.Q.D.

TEQOREMA V - 10). SEAN; a, b, ¢, d CUATRO NUMEROS REALES CUALESQUIER.

SI; m< b Y ¢ < &, ENTONCES SE TENDRA: a + ¢ < b + d.

DEMOSTRACICH.

2< b Y ¢ < d, SIGNIFICAN RESPECTIVAMENTE QUE: b - a ¥y d - ¢ SON AN~
BOS POSITIVOS.

POR LO QUE TAMBIEN:

b - a+ d-c ES POSITIVO (PROP. Vip)
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PERO: b -8 +d-Cc=b+d-a=2¢C (PROF. C2)

YCOMO: b+d=-a-¢c=(b+d) = (a+c) (TEOR. IV- 28, FROP. C3)

POR LO TANTO: (b + &) - (a + ¢} ES POSITIVO,

POR LO CUAL SE TENDRA QUE:

2+ ¢c< b+ 4. (DEF. V - 3)

LeQsQeDe

COMENTARIO. EN La APLICACION DE LA EXTENSION DE LA PROPIEDAD MULTIPLICA
TIVA HACIL EL CONRJUNTC DE LOS NUMEROS REALES, NOTAMCS QUE EN EL CABSO DE
TENER TRES NUMEROS REALES CUALESQUIER; a, by X TALES QUE & = b, ENTONCES
SE CUMFLE: a*X = beX

SIN EMBARGO, EN EL CASO DE TENER; a& < b, NO FODEMOS ASEGURAR QUE sex SEA
MENOR QUE bex . YA QUE, SI x ES UN KUMERO NEGATIVO, EN TONCES LA DESIGUAL
DAD SE INVIERTE.

ESTA DESIGUALDAD PERMANECERA INALPERABLE, EN EL CASO EN QUE x SEA UN
HUMERO POSITIVO COMO LO HAREMOS NOTAR EN LOS SIGUIENTES EJEMPLOS,

EJEMPLO. 5I; #< 7 Y x = =3, ENTONCES:

4(=3) & =12 > =21 = 7(=3)

ES DECIR: 4(-3) > 7(~3).

OBSERVANOS QUE LA DESIGUALDAD "MENOR QUE" CAMBIO A "MAYOE QUE" DESPUES

DE MULTIPLICAR POR UN NUMERC NEGATIVO AMBOS LADOS DE TAL DESIGUALDAD.
EJEMPLO. SI; 4#< 7 Y x = 5, ENTONCES SE TENDRA: 4(5) = 20 < 35 = 7(5).
NOTAMOS QUE LA DESIGUALDAD "MENOR QUE", NO SE ALTERO. (SIGUE SIENDO

MENOR QUE"), DESPUES DE MULTIFLICAR POR UN MISMO NUMERO POSITIVO, A AIMBOS

LADOS DE ELLA.

EJEMFLO. SI; 4< 7 Y x = 0, ENTONCES SE TENDRA: 4(0) = O = 7(0).
HOTAMOS QUE LA DESIGUALDAD "MENOR QUE", CAMBIO A "IGUAL QUE", DESPUES

DE MULTIPFLICAR POR CERO, A AMBOS LADOS DE TAL DESIGUALDAD.

TOMANDO EN CONSIDERACION ESTOS ULITIMOS EJEMPLOS, OBSERVAMOS QUE Al MUL-

PIPLICAR A AMBOS LADOS DE UNA DESIGUALDAD POR UN MISMC NUMERO BEAL, EL COL
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PORTAMIENTO DE LA DESIGUALDAD DESPUES DE HECHA TAL MULPIFLICACION, DEFPEN
DERA DIRECTAMENTE DEL FACZOR EMPLEADO, ESTO NOS CONDUGE A CONSIDERAR TRES
CASOS:

i). SI EL FACTOR ES UN NUMERC POSITIVO, ENTONCES, SE CONSERVA LA DESI-
GUALDAD.

ii). SI EL FACTOR ES UN NUMERO NEGATIVO, ENTONCES, LA DESIGUALDAD SE IN
YVIERTE.

iii). SI EL FACTOR ES EL NUMERO CERO, ENTONCES, LA DESIGUALDAD CAMREIA A
SER UNA IGUALDAD.

ROT4. DE MANERA SIMILAR SE COMPORTARA LA DESIGUALDAD BAJO LA OPERACLON
DIVISICOH.

ESTOS CASOS SERAN ANALIZADOS DE MAKERA FORMAL, EN LOS TEOREMAS QUE A COR,

PINUACION ENUNCIAREMOS.
TEOREMA V - 11). SEAN; a, b, x TRES NUMEROS REALES TALES QUE; a <b I

x > 0, ENTONCES SE TENDRA: 8x < bX.
DEMOSTRACION. SI; & < b, ENTONCES POR LA DEFINICION V - 3, SE TIENE QUE:
b - & ES UN NUMERO POSITIVO Y COMO x > O, SE TIENE QUE:

x ES POSITIVO (PEOR. ¥ = 1)
POR LO QUE: (b - a)x ES FOSITIVO (PROP. Viip)
PERO: (b = &)X = bX = &x (TEOR. IV = 11 ; PROP. C2)

POR 1O TANTO: bx = ax ES POSITIVO

10 CUAL SIGNIFICA QUE:

ax < bx. 1.Q.Q.D.

CEOREMA V - 42). SEAN; a, b, x TRES NUMEROS REALES TALES QUE; a <b I
x < 0, ENTONCES SE TENDRA: ax > bx.

DEMOSTRACION. & < b, SIGNIFICA QUE: b - & ES POSITIVO Y COMO x <O,
ENTONCES SE TENDRA: x ES NEGATIVO. (TEOR, V = 2)

Y POR LO TANTO: ~-x ES POSITIVO

POR LO QUE: (b - a)( -x ) ES POSITIVO (PROP. Viip)



86

PERO:
(b = 8)(=x) = «bx + ax
= ax - bX (TEOR. IV = 11 ; PROP. C2)

POE 1O TAET(: ax = bx ES POSITIVO.

ES DECIR: bx ¢ ax (DEF. V - 3)

LO CUAL SIGHIFICA QUE:

ax > bx LeQeQ.De

TEQREMA V ~ 13). SEAN; a, b, x TRES NUMEROS REALES TALES QUE, & > » Y
x >0, ENTONCES SE TENDRA: ax > bX.

DEMOSTRACION. a >b SIGHIFICA; b < & Y COMO x > 0, ENTONCES:

bxr < &x (TEOR. V ~ 11)

DE LO CUAL SE INFIERE QUE:

ax > bx LeQuQeDe

TEOREMA V - 14). SEAN; a, b, x TRES NUMERCS REALES TALES QUE, a > b Y

x < 0, SNTONCES SE TENDRA: ax < bX.
DEOSTRACION. & > p SIGNIFICA; b < a T COMO x < O ENPONGES:

bx > ex (TEOR. V = 12)

DE LO QUE SE INFIERE:

ax < bx LeQeQ.De

COMEZNTARIO. COMO RECORDAREMOS: & £ b SIGNIFICA QUE SE CUMPLE AL MENOS
UNA DE ESTAS DOS RELACIONES: a < b O BIEN & = b,

TEOREMA V - 45). SEAN; a, b, x TRES NUMEROS REALES TALES QUE, a< b X
z > 0, ENTONCES SE TENDRA: 8% & bX.

DEMOSTRACION. & < b SIGNIFICA; a < b O BIEN a = b.

SI; a < b, COMO x > 0, ENTONCES:

ax < bx (TEOR. ¥V - 11)

¥ POR LO TANTO SE TENDRA QUE:

ax < bx (YA QUE AL MENOS SE CUMPLE LA RELACION: < )

ARORA BIEN, SI a = b, ENTONCES POR EXTENSION DE LA PROPIEDAD MULTIFLICA
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DIVA HACIA EL CONJUNTO DE LOS NUMEROS REALES, SE TIENE QUE:

ex = bx

POR LO QUE SE TENDEA:

sx < bx (Y4 QUE AL MENOS SE CUIPLE LA RELACION: =). L.Q.Q.De

DE MODO SIMILAE, SE DEMOSTRARA EL SIGUIENTE TEOREIA.

TEOREMA V - 16). SEAN; a, b, © TRES NUMEROS REALES TALES QUE, a< b ¥
x < 0, ENTONCES SE TENDRA: ax 3 bX.

DEMOSTRACION. & € b SIGNIFICA; a< b O BIEN a = b.

SI; & < b, COMO = < O, ENTONCES:

X > bxX (TEOR. V = 12)

POR LO QUE SE TENDRA:

ax » bx (YA QUE AL MENOS SE CUMPLE LA RELACION: > ).

AHORA BIEH, SIa =« b T x <0, ENTONGES POR LA EXTENSION DE LA PROPIEDAD
MULTIPLICATIVA BACIA EL CONJUNTO DE LOS KUMEROS REALES, SE TENDRA QUE PARA
TODO HUMERQ REAL x:

ax = bx

POR LO QUE:

ax > bx (Y4 QUE AL MENOS SE CUIMFLE LA RELACION: =). L.Q.Q.D.

TEOREMA V - 17). SEAN; a, b, x TRES NUMEROS REALES TALES QUE, a 2 b X
x > 0, ENTONCES SE TENDRA: ax 3 bx.

DEMOSTRACION. COMO RECORDAREMOS; a » b, SIGNIFICA: 2 > b O BIEN a = ba

5I; & > b COMO x > O, ENTORCES:

ax > dbx (TEOR. V - 13)

POR LO CUAL SE TENDRA:

sax >Dbx (YA QUE AL MENOS BE CUMFLE L& RELACION: > ).

AHORL BIEN, SI a = b, ENTONCES PARA TODO NUMERO REAL =X

(EXTENSION DE LA PROPIEDAD MUL-

Bax = bx
TIPLICATIVA)

POR LO QUE SE TENDRA:
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sx » bx (YA QUE AL MEROS SE CUMFLE LA RELAGICON: =). L.QeQsDe

TEOREMA V - 18). SEAN; &, b, = TEES WUMEROS REALES TALES QUE, & 2 b X
x < 0, ENTQORCES SE TENDRA: ax £ DX.

DEMOSTRACION. a > b BSIGNIFICA; & > Db O BIEN & = Db.

5I; # > b COMC x < 0, ENTONCES:

ax < bx (TEOR. ¥V - 14)

Y POR LO TANTO SE TENDRA QUE:

ex < bx (YA QUE AL MENOS SE CUMPLE LA RELACION: < ).

AHORA BIEN, SI a = b, ENTONCES, PARA TODO NUMERC REAL x SE TIERE:

ax = bx (EXTENSION DE LA PROPIEDAD MUL
TIPLICATIVA)

Y POR LO TANTO SE TENDRA:
ax ¢ bx (YA QUE AL MENOS SE CUMFLE La RELACION: =). LeQeQ.De
EJEMPLOS.
£J. 1). 8I; 6 < 8 Y 3 > O, ENTONCES:
6(3) = 18 < 24 = 8(3)
ES DECIR: 6(3) < 8(3)
EJ. 2). SI; 6 <8 Y =3 < 0, ENTONCES:
6(=3) = =18 > =24 = 8(=3)
ES DECIR: 6(=3) > 8(-3)
EJ. 3). BI; 9> 4 Y 5 > 0, ENTONCES:
9(5) = 45 > 20 = 4(5)
ES DECIR: 9(5) > 4(5)
EJ. 4). 5I3 9> & Y -5 < O, ENTONCES:
9(=5) = ~45 < =20 = 4(=5)
ES DECIR: 9(=5) < #(~5)
DE ACUERDO CON EL TEOREMA IV - 7, SE TIENE 10 SIGUIERTE: 8I; m £ 0, EN

TONCES =+ f O.
a

PUES BIEN, CON LOS TEORENAS QUE A CONTINUACION ENUNCIAREMOS, AFIRMAREw
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PEQREMA V - 19). SI; a ES UN NUIMERC REAL TAL QUE a > O,

DRA QUE: %>o.

89

ENTONCES SE TEN

DEMOSTRACION. SIENDO; a > O, POR LA PROPIEDAD DE TRICOPOMNIA, SE TIERE

QUE: a # O.
POR TANTO EXISTE % Y ADEMAS: % £ 0 (TEOR.

RUEVAMENTE POR LA PROPIEDAD DE TRICOTOMIA, SE TIENE QUE:

1 .
1<o, 0BIEN: £ >0.

v - 7)

81 SUPONENOS QUE: % < 0, ENTONCES SE TENDRAN AMBAS DESIGUALDADES:

2
&

APLICANDO EL TEOREMA V - 44, SE TENDRIA: a( % ) < of -} )

g >0 < Qs

Y COKO: O % Y a0 (TEOR. IV - 6)

POR LO TANTO: a % )< 0
PERO: a( % } = 1, POR TANTO SE TENDRIA QUE:

1< 0. LO CUAL ES UNA CONTRADICCIOF.

FOR Til MOTIVO, SE CONCLUIE: = > O L.QeQsDs
TEORENMA V ~ 20). SI; a ES UN NUMERO REAL TAL QUE & < O,
ll

Dik QUE: &< O
51; a < O, ENTONCES: & ES NEGATIVO (LECR.
DE DONDE, —a ES POBITIVO Y POR LO TANTO: -a > O
DE 10 CUAL SE TENDRA QUE: _x > O (‘TEOR.
PERO: & = — (TEOCR.
POR 1O QUE: — & >O. Y POR L0 TANTO:

_% ES POSITIVO (TECR.

ENTONCES SE TEN

7 -2)
(TEOR. V ~ 1)
v - 19)

IV - 12)

V-1
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DE DONDE: ~ ( - + ) ES NEGATIVO.
&

1 1
Y COMO: = (= 4 ) = = (TEOR. IV = 5)

- a
ENTONCES: 1 ES NEGATIVO Y FOR TAL MOTIVO:

a

1co. (TEOR. V - 2)
3
L.Q.Q.D.

TEOREMA V - 21). SEAN; a, b, ¢, 4 CUATRO RUMEROS REALES TALES QUE:

0< a<b ¥ O« &< &, ENTONCES SE TENDRA: ae < bd.

DEMOSTRACION. EL ENUNCIADO DE ESTE TEOREMA, NOS APORTA LAS SIGUIENTES
RELACIONES: a< b je<d;b>03¢>0.

APLICANDO EL TEQOREMA V - 11, SE SABE QUE:

aec <bc Y cb < db .

FPERO: ¢cb < db —>be < bd . (PROP. C2)

EN 5I,SE TIENEN:

sc < be Y be < bd , QUE MEDIANTE LA FROPIEDAD TRANSITIVA DE LA RELA-
CION < , OBTENDREMOS:

ac < bd . L.QeQ.Ds

TEOREMA ¥V - 22). SIENDO; a, b DOS NUMEROS REATES TALES QUE: ab > 0
ENTPORCES, SE VERIFICA EXCLUSIVAIENTE U4 DE ESTAS ATIRMACTIONES:

a>0 Y >0, OBIES: a <O Y Db< O,

COMENTARIO. ESTE TEOREMA DECLARA: SI EL PRODUCTO DE DOS FACTORES ES PO
SITIVO, ENTONCES AMBOS FACTORES BON POSITIVOS O AMBOS SON NEGATIVOS.

DEMOSTRACION. SI; ab > 0 , ENTONCES, NI a NI b PUEDEN SER IGUALES A CE
RO. YA QUE, SI ALGUNO DE ELLOS ES CERO, ENTONCEB:

ab = O (TEQR. IV - 6)

L0 CUAL CONTRADIRIA La HIPOTESIS. POR mAL MOTIVQ, SI SUPONEMOS QUE:

a >0, SE TENDRA:



91

i >0 (TEQR. V - 19)
Y POR TANTO:

J¢ab) >0 (PROP. V,. )
® B
PERO:%(&b)-(%-:)b (PROF. C3)

Y COMO: 3&- .8 =1 (PROP, 06)

EIHTOHGES:%(ab)s‘!ob

Y PUESTC QUE: 1 « b = b (PROP. C5)
POR IO TANTO SE TENDRA:

} (&b ) =D

1O CUAL NOS DICE QUE:

b >0
AHOEA BIEN, SI SUFONEMOS QUE: a < O , ENTONCES: &< O. (TEOR. V - 20)
Y POR TANTO:
%(ab)<%(0)=0 (TEOR. ¥ -- 14 ; TEOR. IV -= 6)
ES DECIR: + ( &b ) < O
o1 4
PERO: 2 (b ) = (g -a)b (PROP. C3)
T COMO: -g- o a=1 (PROP. C6)
ENTONCES: — € ab ) =1+ b
Y PUESTO QUE: 1 ¢ b = b (PROP. C5)

POR LO TANTQ SE TENDRA:
1
:(lb)wb

LO CUAL NGS DICE QUE:

b <O L.Q.Q.D.
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TEORENA V - 23). SIENDO; a,b DOS NUMEROS REALES TALES QUE: ab < O, EN-
TONCES SE TIENEN; a <0 Y b >0, OBIEN a >0 Y b<O.

DElOSTRACION. SI3 ab < O, ENTONCES: -ab > O .

POR FL COMENTARIO A LOS TECREMAS IV - 9, IV - 10 Y EL COROQLARIO IV - 1
SE SABE QUE:

(=a)b
—ab =

a{=b)

EN EL 12 CASO.

EI; -ab = (-a)b >0

APLICANDO EL TEOREIL V » 22, SE TENDRA:

-2 >0 Y p>0C. OBIEI, ~a< CYT®<O

LO CUAL WQS IIiDICA QUE:

a <0 Y b>0.0BIEN, a >0 Y ®<O

E. BL 22 CASC.

Si; -ab = a(~®) > 0,

LAPLICANDO EL MISMC TEOREMA V - 22, SE TENDRA*

a >0 YT-b >0 . 0BIEN, a< 0 ¥ -2< O

L= LC QUE SE INFIZERE:

&« >0 T W< O.OBIEN, 2< 0 Y ®>0

3Z OBS3IRVA QUE EN AMBOS CASOS 55 CUMPLE £L TroOREMA.

5aBeQeDs

TEGRENA V - 24). SI a ES CUALQUIER NUMERC NATURAL, ENTONCES: » > 0.

DEMOSTRACICN. ESTE TZOREMA SE DEMOSTRARA POR INDUCCIOHN MATEMATICA DEL
SIGUIENTE MODC.

-7 TEOREHA ES CIERTO PARA = = 1, YA QUE:
> C (NOTA DEL TEQREMA V - 4)

—_

COMO SE DESIGNA: 2 = 1 + 1
Y PUESTO QUE: 1 + 1 > O (DEF. V - 2, Vi)
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ERTONCES: 2 > O.

LU CUAL INDICA QUE EL TEOREMA VALE PARA - = 2.

SUPONGAMOS QUE EL TEOREMA ES CIERTO PARA n = k, ES DECIR: k > 0.

COMO SE TIZNG QUE: 1 > O.

ERTONCES: k + 1 > 0 (DEF. V - 1, Vig)

LUEGO, EL TEOREMA ES VALIDO PARA CUALQUIER NUMBERO NATURAL.

ES DECIR: m > O PARA TODOS LOS NUMEROS NATURALES.

L.Q.Q.D.

EL TEOREN: QUE 4 CONTINUACION SE ENUNCIAR:, NOS APORTA UNA PROFIEDAD IN
PORTANTE DE LOS NUMEROS REALES, LA CUAL SE EXPRESARA DEL SIGUIENTE MODO:
s1 SE TIENEN DOS NUMEROS REALES DISTINTOS, SIEMPRE EXISTIRA UN TERCER NU
MERC HEAL ENTRE ELLOS". ESTE HECHO, NOS CONDUCZ AL SIGUIENTE RESULTADO:

"NO EXTSTEN NUMEROS REALES CONSECUTIVOS®,

TEOREMA V - 25). SIENDO; a, b DOS NUMEROS REALES TALES QUE, a < b, EN-
TONCES EXISTE UN NUMERO REAL ¢, QUE CUMPLE LO SIGUIENTE: a < ¢ < b.

DEMOSTRACION.
SE SABE QUE: 2 > O (TECR. V - 24)
POR LO QUE: % 5 0 (TECR. V = 19)

PUES BIEN, SI; a < b, ENTONCES POR LA DEFIRICION V ~ 3, SE TIENE QUE:
b - a ES TN NUMERO POSITIVO.
CONSIDEREMCS EIL NUMERO 5-549

a+b - 28

YA QUE: &—542- 8 =

b - 2
2=

=%(b-a).

o4
PERO: % (b ~ &) > 0 (PROP. ViiR

)

HmLommm:&%l>a



3 DECIR: a < (DEF. V = 3)
Ta+b

Y PUESTO QUE:
a+b=2b-a—'b

b= =7
b -8
-bse
=% (b - 2).
PERO: b - ) > 0 (PROP. V3 )
FOR LO TANTO: b — :‘—3-39- >0
ES DECIR: 3—5—13 < b (DEF. ¥V - 3)

1 COMO SE SABIA QUE: a< 232

COMBINANDO ESTOS DOS RESULTADOS, SE TENDEA:

FOR ULTIMO, LLAMANDO ¢ 4L NUMERO 3% b, OBTENDREMOS:

& < ¢< b. LeQeQuDas

a b

+ 9O

a+»

2

FIG. V - 5

COMENTARIC. ST TOMAMOS 2 = O, ESTE TEOREMA IMPLICA LO SIGUIENTE: DADO
UL NUMERO REAL ESTRICTAMENTE PCSITIVO (b > 0), EXISTE OTRO NUMERO REAL
[.NOR ¥ SSTRICTAMENTZ POSITIVO (LLAMADO: %b) P43, QUE, HO EXISTE NUMERO
kil ESTRICTAMENTE POSITIVO QUE SEA MINIMO.



CAPITULO VI
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VALOR ABSCLUTC.
5I; % ES Ud MERO REAL TAL QUE: x 4 O. LA PROPIEDAD DE TRICOTOMIA ASE
GURA QUE UC DE LO3S WUMEROS x 0 BIEN -x £S ESTRICTAMENTE POSITIVO.

CCLHSIDERAIDO E8T0 ULTIMC, SE DaNOTA AT, VALOR ABSOLUTO DE x MEDIANTI EL
SIMBCLO {x| Y SZ DEFINE ASI:

x BI: x >0
|x | = O S5I: x =0
-x 8I: x<0

Z8T0 SIGWIFICA LO SIGUIENTIZ: EL VALOR ABSOLUTC DE UN NUMERO REAL ES
IGUAL AL MISHO RUFERQ,SI TAL HUIERO £S POSITIVO;IGUAL AL SIMETRICC DEL
LUMEROQ,SI DICHO NUMERC ES WEGATIVO = IGUAL &4 CERO,8I EL NUMERQ ES CERO.

POR Pal MOTIVO SI x # 0, ENTONCES &L VALOR ABSOLUTO DE x Sz DEFINE
COMO EL TUMERO ESTRICTAMENTE POSITIVO D LA PAREJA: (x , ~x)e B3I % = O,
SMITONCES =L VALOR ABSOLUTO DE x 53 DEFINE COMO CERO.

Ta ANPZRICE DEFLNICION,TIZNE EL STGUIENTE COMPORTAMIENTO: A CADA HUMERO
RTAL,5Z Lz ASIGHA COMO VALOR ABSOLUTO UM KUMERO HO-HNEGATIVO,DE TAL HMANERA
SUZ A LOS NUFEROS = Y =X Sk LES ASIGHA EL NISHO VALOR ABSOLUTO.

PROELA VI - 1), BI; x =5 UH NUKERG REAL,=HTONCEZS: |x| = [=x|
[0} = f=x1] .

DEMOSTIaAlICh, SIy x = 0, EHTPONCES &2 TENDRA: [x]| = lO]

1

5I = £ 0, La PROFIEDAD In TRICOTCMIA ASZGURA: % < 0, O BIEN x > Oe

£i CONSIDORANOS z < C, ZNTORCES: Iz} = =x 3 COMO -x > 0, &I TIENE
wlot |=x| = -x o POR LG QU=, [x] = =x = |[=-%] .

(HOx. BT, 81 % > O, ENTOMCES: |x| = x ; COMG -x < 0, 82 TIEGZ QUE:

{ex | = =(=x) = x . FOR LO QUi, (x| = & = |=%X| .

55 OBSTRVA QUZ il LOS TRES CABOS 84 SUIPLE ZL TEORE!MA. L.Q.Q.D.

TECHENA VI - 2). BI; x, ¥ B0 DOS TUMERGS REALES CUALESQUIZR,ENTONCES:
lzy b= 1x17]

DZI0STRAGICH. PaR4 EST0,CCHSIDIREIIO0S CUATRC CABOS.

19 ZASC). 8I: x >0 3 ¥ >0 .
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FOR LA PROPIGDAD viiR y SE TIENE QUE:

xy > 0.

POR TaL MOTIVO: |[x|j=x 3 ¥l =7 5 |9l =%
LUEGO: Ixy] = xy = [x]||7]

POR LO TANTO: |x¥| = 1XH7F]

22 CaSQ). 8I: x <0 ;3 ¥y >0.

ENTONCES: xy < © (TEOR. V - 11)
POR LO OUAL: [x| = -z 3 |¥l=7 3 l@i=-(G)
COMO: =(x¥) = (~x)¥ (TEOR. IV - 9)
ENTONCES SE TENDEA: |xy| = ~(xy) = (-x)¥ = |x||¥]
POR 1O TARTO: |x¥y| = |x]||7|

32 CASO). B8I: x >0 5 7 < 0.

I& ESTO SE TIENE QUE: xy < © (TEQR. V - 14)
DOR LO QUE: (x| =x ; (¥l ==y 3 |x] =-(x7)
COMO: ~(xy) = x(-7) (TECR. IV ~ O 3 COROL. IV - 1)
ERTONCES: |xy| = =(xy) = x(=y) = Ixll¥}

POR LO TARTO: |xy| = |x}|¥|

42 CASQ). 8I: x < 0 ;3 7 < 0.

SE TIENE QUE: xy > 0 (TEOR, V = 12)
LUEGO: (x| = =x ; [Fl ==y 3 |l =%

Coro: (=x)(-y) = x¥ {TEQR., IV-10)

ENTONCES SE TENDHA: |xy| = xy = (-x)(=¥) = Ix|{¥]
POR LO TANTC: |=y| = Ix||7]
5S¢ OBSERVA QUE EN LOS CUATRO CASOS SE CUMPLE EL TEOREMA.

LvQeQ.De

PEOREMA VI - 3). SEA k UN NUMERC KEAL, TAL QUE k > 0. [x]|Lk

S0L0 SI: =k g x £ k.

5T Y

96
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POR DEDINICICQL 5. SABE,QUE EL VALOR ABSOLUTO

o Uhr HUMERO RSALL,EB 04 BURIRICR TAIDC DEL PROPIQO NUIER0,C0MO DEL SIME
TPEIZC D2 ESTE. =5 DECIR:

v lxl 3 =x g %]

SO0 Ix|gk

ITOHCES: xgk 3 -xg k

Y. QUE; -x £ k, FMULTIFLICANDO 4 oMROS LADCS DE ESTL DESIGUATDAD POR -1

ST OBTIENE:
=x(=1) % k(=)
LUZG0:

DzCl

x oz =k

')

2%

Y 2000 SZ SiBZ QUI: x &
COHBLANTG ESTOS ULTINMOS

ZIEE,SI
SIPONCES: -k g x 3 %
LULTIFLICALLG POR -1 A

~x(=1) 3 n(-1)
Sl L0 QUE: ko o-x

S SNTR
PN 8

ATBOS LaD05

(FZOR. V - 12)

k
RASULTADOS , OBTETELICS:

D5 1A DEZSIGUALDAD -k g ¥, CBTENEMOS:

(2ECx. ¥ - 12)

J0n LC DAIMO SE TENDRE: x g k3 -x < K

- L CUAL 2= DZBZRNDE:

f= | € k. Logeaelie

STORENS VI - 4. SIy ® 25 CULLLUILS TTERQ RELL, AT2ONCED

-l=ig welx]

_TUC3TEAZICH. 2510 SI CUMPLE,AL -—LICLARE ZL TO0RENa VI - 3 TOIIAN DO
= {x]. COMO BZ BABS QUz: |xj3C T |xlgix) , ZNTONCLE 5. TIHNEN:
Lo =20 Y ixiglxl =k, DsS SUsLDS 3010 LaS CONDICIONIS NACESARIAD
L DLEOREL. VI - 3, PCR DO TANTC SI CUIFLIRA:

~lx]jg=xglx] , Lavgawasa
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TEOREMA VI = 5). SI3 x, y SON DOS NUMEROS REALES CUALESQUIER, ENTONCES
SE CUMPLE:

[1z) = 191] ¢ |xc7)g =1+ 17l

DEMOSTRACION.

POR EL TECREMA VI = 4, SE SABE QUE:

Sxls x< 1%l s =¥l g vy 19 s=l= Tl s -v

YA QUE: |~y | = |7 (BEOR. VI =~ 1)

ENTONCES: ~]ylg =¥ g |7

POR LO CUAL S& OBTIENE: -{y|g ¥ < |17

Y PUESTO QUE: -|x| & X £ x|

ERTONCES:
Az - |TI€ X2 T & IX]+ [T (TEOR. V -~ 10)
PERO: -|x| - {¥i= ~( [X| + 7] )

LUEGO: =( |x| + |7] )< =+ T & I} + |7}

DE ESTC SE INFIERE:

Ix + 7l ¢ 1=l + 171 {TEQR. VI - 3)

L0 CUAL DEMUESTRA LA DESIGUALDAD DE LA DERECHA EN EL TEORENMA.
AHORA BIEL, UTILIZANDO ESTA DESIGUALDAD,SE TIENE:

2] =[x -7+ Tl = x=-3) +F g lx=7]+ 7]

ES DECIR: x|l & |Z =9l + |7

RESTANDO |y | A AMBOS LADOS DE ESTA DESIGUALDAD:

x| =~ |7]g 1% =73)+ 1l - Lol

POR LO TANTO: |x| - |¥jg |% = F)

PROCEDIENDO DE MANERA AWALOGA, SE TIENE:

(7] =17 =~x+ x| =1y -2 +x|<|y-x~+Ixl

ES DECIR: |7} - |X|g |T = x|

PERO: |§| - Ix] = =C [x| = |7 ) 5 |¥y-*I= j=(x -3 = Ix -7

POR LO QUE SE TIENE:

- Iz - IF} )& 1x -7}
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MOLTIFLICANDO POR -1, A ANBOS LADOS DE Z3TA DESIGUALDAD,SE OBTIENE:
{x] - |7l >~lx - 7| (TEOR. ¥ - 16)

E5S DECIR: -|z - ¥ < Ix] - |7}

Y COMO SE SABE QUE: |x|- |¥|< 1% = 7|

COMBINANDO ESTAS DOS DESIGUALDADES, SE OBTIERE:

-lx -yl 1=z - 17 < [x -7
POR 10 TANTO:
llx] - 171] € t= =7l (TEOR. VI - 3)

ESTO DEMUESTRA LA DESIGUALDAD DE L4 IZQUIERDA CON EL SIGHO MENOS.
PUES BIEk, SI REEMPLAZAMOS -y POR ¥y EN ESTA DESIGUALDAD,SE OBTIENE:

f1x) - 1=31] ¢ 1= =(=3i
[lxt = 1=71l g |+ 7T
coMO: |=7| = | 7| {TEOR. VI - 1)

ENTONCES SE OBTENIDRA:

[1x] - t17l] € [x+ 7]
CON 1O CUAL, SE DEMUESTRA: LA DESIGUALDAD DE LA IZQUIERDA CON FL SIGNO

MAS.

LUEGO, TAL DZSIGUALDAD VALE PARA LOS SIGNOS MAS Y IMENOS.

POR LO TARTO S% TENDRA:

flx] = 171l € Ix £ 7}

COM ESTC, SE DEIU=SGTRA L DESIGUALDAD DE L IZQUIERDA DEL TEOREMA.

EN CONCLUSION, SE TIENE QUE:

il = {71] ¢ Ix 27l < (2] + 17| LeQeQ.Ds

COMENTARIO. EL TEOREMA VI - 5, SE COROCE COMO LA DESIGUALDAD DEL TRIAR
GULO Y SE PUEDE GENERALIZAR HACIA UNA CANTIDAD FIKITA DE NUMEROS REALES,
COMQ SE OBSERVA A CCHTINUACION.

TEQREMA VI - 6). Bl Xys Xy x3, tesey Xy SCN n  CUALESQUIER NUMEROS
REALES, ENTCONCES SBE CUMPLE:

PXq + %p + %3 + aeee + X[ < [sqf+ | %o |+ [y |+ eoee + [ Fp |
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DEMOSTRACIOH. ESTE TEOREMA SE DEMOSTRARA POR INDUCCION MATEMATICA DEL
SIGUIENTE MODO.
£1, TEOREMA ES CIERTC PARA m = 2, YA QUE:

|x,l+x2|5|x1|+lx2\ (TEOR. VI = 5)
PUESTO QUE:
| X5 + X5+ 2:31- ](z,1+x2)+x31
X v X Y%y (TEOR. VI =5)
< 1xq] *+ [Z] * %] (TEOR. VI = 5)

POR LO TANTO:

]ﬂx,1+12+x3!~§§x,1|+|x2|+;x3]

LO CUAL INDICA QUE EL TEQOREMA VALE PARA n = 3.

SUPONGAMOS QUE =L TEOREMA ES CIERTO PARA n = k, EB DECIR:

!x,«l""x.e'l'oo'o'f'xkl‘(‘li]["'ixel"‘ --..+]'Xk|
CONO:
|x1+x2+....+xk+xk+,ii=|(x,|+x2+....+xk)+xk+,1l

£ [ %+ Fptoeees v X+ [ % pq (TE0R.VI-5)
P E T Y LRI L E Y

POR 1O TANTOC:

lx,] t Xy v oeses + X 4 :ck+1|\<|x1]+|x2|+ cowe +|xk]+ Txk+’i|

LUEGO, EL TEORE!NA ES VALIDO PARL CUALQUIER NUMERC NATURAL, ES DECIR: EL

PEOREMA E5 CIERT0O PARA TODOS 1,05 LUHMEROS NATURALES.

Lo Qo Q-Dn

INTERVALOS.

SE ESTABLECIO EL HECEC DE QUE T0DO NUIERO REAL PUEDE REPRESENTARSE POR
Ui PUNTO EX LA RECTA NUIERICA Y RECTIPROCAMENTE, DE TAL MANERA QUE, POLE-
MOS HABLARK INDISTIWTAMENTE DE NUMERO REAL ¢ BIEN, DE PUNTO REAL. T0DO ES
70, NOS GONDUCE A REPRESENTAR EN LA RECTA NUMERICA A CONJUNTOS DE NUMEROS
REALES MEDIANTE CONJUNTOS PUNTUALES Y VICEVERSA.
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OTERTOS CONJUNTOS DE RUMEROS REALES,SE REPRESENTAN EN LA RECTA NUMERL
C4 MEDIANTE ESTRUCTURAS LLAMADAS INTERVALCS,LOS CUALES SE DEFINEN DEL
SIGUIENTZ 1020,

DEPINICION VI - 2). EN LA BECTA NUMERICA,SE LE LLAIA INTERVALO,A UN
CONJUNTO DE PUNTOS QUE ADMITE ALGURA DE LAS SIGUIENTES FORIMAS:

i). EL CONJUNTO VAGIC: g ; 1A RECTA NUMERICA: R

ii). {x€B=z<a} 3 {xéR:x)a} H {xeR:xs__a}

{xER:xza} a € R.

iii). {xER:a<x<b_} 3 {xeR:a>x>b}
{xER:ansa} 2 €ERy b ERy 8 <D

iv). {x€RrR:a<zgb} ;{xER:an<b} a€R, PER.

CON RESPECTO AL INCISO ii). A ESTOS IKTERVALOS SE LES LLAMAN RADIOS.
AL PUNTO a (EL QUE DETERMINA A ESTOS INTERVALCS) SE LE LLAMA EXTREMO.

sI EN ESTL TIFO D INTERVALO SE EXCLUYE AL EXZTREMO,SE LE LLAMA RADIO
ABIERTO,COQN0O SOH LOS CASQS:

{xeR:x<a};{x€R:x>a} a € R

GRAFICANMENTE SE EXPRESAN RESPECTIVAMENTE AST:

|
T —————— -
X

PiG. Vi,

£ COHDE La EXCLUSIOL DE &, SE HACE VER GRAFICAMENTE MEDIANTE EL CIR
CULO VACIADO DEL DATRENMC.

A TALES INTERVALOS SE LS ASIGNAN LaS NOTACIONES:

{xeR:x<a}=(-M,a) ;{xeR:x>a}=(a,oo)

NOPA.o0 , = oo SO0OH STMPLEMENTE SIMBCLO:S,LLAMADOS RESPECTIVAMENTE: IN
FONITO Y lENOS INFINITO,LOS CUALES NO DEBEN BER CONSIDERADOS COMO ELE-

MENTOS DE k.
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51 Ei ESTE MODELO DL IWTERVALO SE INCLUYE AL EXTREMO,SE LE LLAMA RADIO
CERRADU. COMO S0H LOS CABOS:

{xeR:xga};{xeR:xza} a € R

GRAFICAMENTE SE EXPRESAN RESPECTIVAMERTE DEL SIGUIENTE MODO:

a a
—— - — -
Xz X

FIG. VI-2

iN DONDE LA INCLUSION DE &, SE HACE VER LLEWANDO EL CIRCULO DEL ZXTRE
MO,

ESTUS THTERVALOS SE DENOTAN ABI:

{xER : xga}ra(-oo, a] {xeR:x;v,a}= [a 400 )

CON REFERENCIA AL INCISO iii). EBTOS INTERVALOS RECIBEN EL NCMBRE D
CELPAS,LOS CUALES ESTAF CONSITITUIDOS POR TODOS LOS PUNTOS DE La RECTA NU
MERICA COMPRENDIDOS ENTRE DOS PUNTOS FIJOS DE ELLA. 4 TALES PUNTOS FLJOS
SC LES LLAMAN EXTREMOS.

CUANDC ESTE INTERVALO EXCLUYE 4 AMBOS EXTREMOS,SE LE LLaAfA CELDA ABIER
P4, TAL ES EL CASO SIGUIENTE:

{xeR:a<x<b} a€eR,beR,a<h

GRAPICAMENTE SE EXPRESA ASI:

HOTACION. (z €R:ac X< b} = (a,b)
OBSERVACION. % € R : x € (o0 e0)= R
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HOTACIUN, R = (—o00 400)

CUALDO ESTE TTr0 DE INTERVALO INCLUYE 4 AMBOS BYTREMOS,SE LE LLAMA CEL
Di CERRADA,CONO ES EL CASO:

{xER:asxsb} a€ER,bER,a<D

GRAFICAMENTE SE EXPRESA DEL MODO SIGUIENTE:

2} b
- —

FIG. VI-4

HOTACION. {z ER:Bag XL D} = {25

2 =L CASO EN QUE b = & , SE TIENE BL INTERVALO: {x € R : ag x¢ 8]
EL CUAL DEGENERA EF EL PUNTO a, ES DECIR:

{xeR rag XL a}={a}

CON REFERENGIA AL IBCISO iv). A LOS INTERVALOS QUE cXCLUYEN 4 UNO DE
LOS EXOREMOS £ IHCLUYel AL OTRO,5Z LES LLAMAN CHLDAS SEMI-ABISRTAS O BIEN
CELDAS SEMI-CERRADAS. TALES SON LOS CASOS:

{xeR:a<x5b};{xeR:asx<b} a€R,beER, a<h

DE MANERA GRAFICA,SE EXPREBAN RESPECTIVAMENTE:

a b a b

—_— e R ——————— = —_— ) ———————%
X £

FIG, Vi-5
HOTACION. COH 2 € R , bER, a< b
{xeR:a<xsb}=(a,b]; {xel’.:agx<b}=[a,b)

PiR4 HABLAR DE Li LONGITUD Db Uk INTERVALC,PRIMERAMENTE DIRENOS QUE LA
LOAGITUD ES UN WWIERD KO-NEGATIVO,ESTABLECIDA DEL NODO SIGUIENTE:
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L. LONGITUD DE CALa UNC DE LOS INTERVALOS (a,b) ; [a,b] (a,b]; [&y0)
SE DEFINE CONMO: b - &, SIEMPRE Y CUANDO a < b.

L4 LONGITUD DE CiDA UNO DE LOS INTERVALOS (ayo0) 3 [a,a:) 3 (=00, a) 3
(~e0, & ,SE DEFINE COHO: eo-

L LONGITUD DEL INTERVALC {x € R: ag X g 8} -{a}, SE DEFINE COMO CERO.

N CONSECUENCIA,EYISTEN INTERVALOS FINITOS (LOS DE LONGITUD FINITA) E
ILTERVALOS INFINITOS (LOS D& LONGITUD: o).

TOMANDO EN CUENTA ESTAS DEFINICIONES,SURGE La PREGUNTA:

s POSIELE QUE UN INTERVALO ABIERTO SE PUEDA HACER COINCIDIR CON UN IN
TERVALO CERRADO?

\2i OTRAS PADABRAS,SIENDO (a,b) UN INTZRVALO ABIERTO. GEXISTIRAN NUME-
ROS> REALES ¢ , 4 TALES QUE: [e,d] = (e,0) ?

SIN PERDIDA DE GERERALIDAD,SE PUEDE CONSIDERAR EL CASO =N UL a = -1,
b = 2 Y HnCERSE La PREGUNTA DEL SIGUIENTE MODO:

LPYISTEN LUMEROS REALES o , & TALES QUE: [e,d] = (-1,2) 7

PiEa PODER DAR HELSPUESTA,SUPONGAMOS QUE EN SFECTO SE CUMPLE LA IGUALDAD
[¢,a} = (-1,2) PhRs ALGUN PAR DE HUMEROS REALES c,d. POR TAL MOTIVO SE DE
Bo TENER: (=1,2) ¢ fe,d] ¥ CTAMBILIN [c,d] € (~1,2)

COKSIDERANDO PRINERAMENTE ¢ = -1 3 & = 2 SE OBSERVA FACILMENTE:

(-1,2) ¢ [=1,2] = [esd]

POR LO TANTO: (=1,2) C [¢»d]

AL MISHO TIENHPO SE OBSERVA TAMBIEN,PUESTC QUE:

(cyd) = (=1,2}

ENTONCES: (e,d) € (=1,2)

LULGG,EL PROBLEIA SE REDUCE A DEMOSTRAR QUE LOS EXIREMOS c,d DL INTER
VALO [c,d] TAMBIEX PERTENECEN A (=1,2).

PUES BIEN,DE ACUERDO A Li SUPOSICION [e,a] = (~1,2)

gonG: ¢ € [e,d], ENTONCES SE QIENE QUE: ¢ € (=1,2)
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ES DECIR: ¢ € ¢ £ 4 , IMPLICA: =1 < ¢ < &

LUEGO: ¢ > =1
SOMO: ¢+ 1 > =1 + 1 (Ts0k. V = 7)
EHDONCES: ¢ + 1> O

CONSIDERANDO EL NUMERQ: —S—=-]

SE OBBERVA QUE:

E_:_'i,.(_»i)gz_'_".J,q=°""“’2=°*1=1(c+1)
2 2 2 2 2

PUESTO QUE: 4 >0 3¢c+1>0
2

ENTONCES: 4 (¢ + 1) > © (PROP. Viip )
2

£0% LO TANTO: 2—;—”l - (~1) >0

Eif TANTC QUE SE TIENE:
c -1 _20-c+1 &+ 1.2 (¢ + 1)
2 2 2 2

Q-

OO SE TENIA: * (¢ + 1) > O
2

c =1

INIPONCES: ¢ - > 0

c =1

POR 1O QUE: ¢ >

LUEGO: &—— < ¢

[a%]
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COLBLIANDO RESULTADOS,SE OBTIEND:

...1<2..—_1.<¢,

2

PUESTO QUE: ¢ < 2

ENTONCES: Sl < 2
2

POR LO CUAL,SE TIENE: =1< =2 < 2
2

ES DECIR: S——0 € (=1,2)
2

PUES BIEN,COMO SE SABE QUE: St <

L. PROPIEDAD DE TRICOTOILA ASEGURA QUE £=T 3o , ES FALSO.
2 ]

DE ESTC,55 INFIERE QUE & =71 KO0 PUEDE PERTENECER AL INTERVALO CERRADO
2

[c,d] .

POR LO TANTO,EXISTE UW ELEHENTO { 9-?1 ) QUE PERTENECE 4L INTERVALO A~

BIERTO (=1,2), QUE {O PERIENECE AL INTERVALO CERRADO [c,d] PARA CUALQUIER
PAR DE NUMEROS RSALES c,d.

56 hi DENMUSTRADG QUE NO EXISTE UM NUMERO REAL MAYOk QUE -1, QUE SEA IMi-
0 QUE TODCS LOS WURERCs LNAYORES QUE -1.

IE IARERs ANALOGA SO PROCEDERIA,SI & LUGAR DE TRAT#R CON I EXTREMO ¢,
SF SxOCSDISKa CON EZL SXTREHG d, COHO A CONTINUACIOK LO HAREMNOS:

S5 PREGUNTa: & [¢,d] = (<1,2) PARA LLGUN PAR DE NUMEROS REALES ¢ , d ?

SUPURGANICo:  [Cya] = (=1,2)

colo: d € [e,d], ENTONCES SE TIENE QUE: d € (-1,2)

ES DECIR: cgdgo HPLICA: ~144< 2
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ABI: 4 < 2
LUEGU: 2 = 4 > 0
SUNSIDERESE EL NUMERO REAL: =2
2
FOR TANDO: o2 2*d 4=2-4d_ 224 _1(5.4q) BL CUAL E5 POSI
2 2 2 2
©IVO,YA QUE:
150 53 2-4d>0 (PROP. Vi )
2 R

EN CONSECUENCIA: 2 - 3_%_i >0

55 ponoE: 24 <2 (D
2

UE MANERA SIMILAR,CONSIDEHESE:

g_t_g_d=2+d-2d=2—d=l(2_d)
> 2 2 o
PUSITIVO,
Lugcu: =t4d . a0
2
2 L0 PAWLO: @ < 9% . (II)

2
COMBTNANDO (I) T (II), SE OBTIENE:
a¢&rtd o

2

v BN TANTO QUE: -1 < d

pr TIENE: -1 ¢ ==*4 < 2
2

£e DECIR: &-*98 € (-1,2)

Pl

-

2 + &
2

AHORA BIEN,Y4 QUE: 4 <

7. PRCGPIEDAD DE TRICOTCMIA ASEGURA QUE:

22 d ¢4 ES FALSO
2

EL CUAL COMO YA SE DIJOQ,ES

S0KO TANBIZN SE TIENE: o < & < &-—% ENTONCES,SE AFIRNA LO SIGUIENTE:

£
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EXISTE UN ELEMENTO ( & ; d y QUE PERTENECE AL INTERVALO ABIERTO (-1,2)

QJUE NO PERTENECE AL LDNTERVALO CERRBADO [c,d] PARA CUALQUIER PAR DE NUMEROS

REALES ¢ , d.
HEMOS DEMOSTRADO QUE NO EXISTE UN NUMERO REAL MENOR QUE 2, QUE SEA MAYOR

QUE TODOS LOS HUMEROCS REALES MENORES QUE 2.
COMBINANDO LAS DOS ULTIMAS DEMOSTRACIONES,SE CONCLUYE LO SIGUIEKNTE:

[c,d] # (=1,2) PARA CUALQUIER PAR DE NUMEROS REALES ¢ da

L.QuQ.D0
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