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Introduccién

Parece ser que Ferruccio Bussoni -el gran pianista, compositor y visionaric italiano- fue el primer
misico occidental que sugiri6, en 1911, el empleo de escalas microtonales, en una época en la
que Arnold Schonberg recién comenzaba su revolucién dodecafénica. Después, a lo largo del
siglo que termina, se hicieron varios esfuerzos en este sentido, entre los cuales tiene un lugar
muy destacado el sistema del “sonido 13", del célebre compositor mexicano Julidn Carrillo.
Desafortunadamente, el sistema del muisico mexicane ha ido quedando olvidado.

De esta manera, €l concepto de escalas microtonales no le resulta ya tan extrafio a una
persona con mediana cultura musical. Sin embargo, la combinacién de las palabras diatdnica y
microtonal sf puede sonar muy rara, y hasta contradictoria. ;jAcaso lo diaténico no se refiere
tnica y exclusivamente a la escala occidental de siete sonidos, mientras que lo microtonal se
refiere a la divisién de la octava en intervalos mds finos, resultando sonidos que en nada se
parecen a los intervalos diaténicos? Bien, la respuesta al acertijo la encontraremos al afladir a
la combinacién otra palabra: Matemdticas.

En este trabajo estudiaremos la escala mayor diaténica, caracterizandola como un conjunto
de 7 notas (la escala mayor) contenido en otro de 12 notas {la escala cromética), y que cumple
con ciertas propiedades; después intentaremos generalizer dichas propiedades, para averiguar
si existe alguna o algunas escalas microtonales que las presenten también. Obviamente, tales
propiedades deberdn ser independientes del nimero de notas que contenga la escala.

Las escalas microtonales que estudiaremos serdn de la siguiente forma: una division de la
octava en ¢ partes iguales (¢ > 12, para mayor interés), a la cual llamaremos escala cromdtica
(generalizada). De las ¢ notas resultantes, tomaremos un subconjunto de d notas (d < ¢}, las
cuales forman una escala inmersa en la escala cromética de ¢ notas. Si esta pareja de escalas
cumple con las propiedades que propondremos como especificamente diaténicas, entonces -lla.—
maremos escala diaténica (generalizada} al conjunto de d notas (con su correspondiente escala
.cromdtica}, en virtud de las similitudes que -esperamos- tendr4 dicha escala con la usual escala
mayor inmersa en la escala cromdtica de 12 notas.

Al decir que dividiremos la octava en ¢ partes iguales, en realidad queremos decir que los
intervalos resultantes son logartimicamente iguales, en ¢l siguiente sentido: es sabido que al

comparar el nimero de vibraciones por segundo de una misma nota, por decir La, que es



repetida a la distancia de una octava superior, resulta que tal frecuencia es duplicada. Ahpra,
el objetivo es que al dividir 1a octava en ¢ intervalos, Ia razén entre las frecuencias de dos notas
consecutivas sea constante. Si le llamamos p & tal razén, debemos tener que p° =2, 0p= 2%,
Si ahora tomamos los logaritmos -en base 2- de las frecuencias, obtenemos que la diferencia
entre los logaritmos de las frecuencias de dos notas consecutivas cualesquiera es :f.

Otra forma de medir intervalos es por céntimos. Un céntimo es la centésima parte del
semitono temperado, por lo que la octava mide en total 1200 céntimos. Asf, si la octava es
dividida en c intervalos iguales, entonces cada uno de estos intervalos mide 122 céntimos.

Ahora bien, jcusl ¢s el papel de la Matemdtica en este’ proceso? Pues sucede que la
Matemética es la ciencia de la abstraccion y la generalidad por excelencia. Ciertamente, esta
ciencia ha aleanzado niveles asombrosos de abstraccidn. Pero la abstraccién en Matemé4ticas
1o es un fin por sf misma. En Mateméticas se absiraen las propiedades fundamentales de un
objeto o fenémeno para poder llegar a resultados y teorfas generales que abarquen muchos casos
particulares. Entre m4s abstracta una teorfa, mds general puede resultar (si es que estd basada
en el estudio de fenémenos observados). Estarfa uno tentado a decir que Ia Matemdtica consiste
en abstraer y generalizar,

Asf, por muy extrafio que pueda parecer ¢l concepto de una escala diaténica microtonal, lo
cierto es que en matemdticas estd uno acostumbrado a generalizar conceptos que, despuss de
la transformacién, poca similitud tienen con el significado que originalmente les da la intuicién
comiin.

Por ejemplo, el concepto de espacio parte originalmente del espacio concreto, tridimensional,
en que sé desarrolla nuestra existencia material y la de los objetos que vemos y tocamos. En
Matemiticas, se comienza por extender este concepto a espacios de 4, 5, o mds dimensiones,
para continuar después con espacios de cualquier mimero de dimensiones, hasta llegar a espacios
de dimensién infinita. Yendo més alls, se puede hablar de espacios de medida o espacios
topoldgicos, a los que no se puede asignar una dimensién en general, y que pueden Llegar a ser
objetos tan “extranos” que -para la intuicién normal- dificilmente tendran ano‘ en comin con
el modesto espacio de tres dimensiones que habitamos. 7

De manera andloga, generalizaremos conceptos que en su origen se refieren solamente a la

divisién por igual temperamento de la octava en doce partes. Ya se mencioné que llamaremos
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escala diatdnica microtonal a la escala que cumpla con ciertas propiedades caracterfsticas de Ia
egcala mayor usual, y también hablaremos de su correspondiente escals cromdtica. En tal escala,
Namaremos semitono generalizado al intervalo entre doe notas crométicas consecutivas, y al
intervalo formado por dos notas consecutivas de Ia escala diaténica generalizada, le llamaremos
una segunda generalizada, Més ain, hablaremos de intervalos diaténicos que jugardn, en las
huevas escalas, el importante papel de las quintas de la escala mayor, razén por la cual tales
Intervalos serdn llamados quintas generalizadas. Hablaremos también de terceras generalizadas,
¥ con ellas, de acordes, etc, '

Ante este panorama, ;qué mejor apoyo en nuestro intento de generalizar el concepto de
escale diatdnica, que el de las ciencias matemdticas? Asf pues, uno de los objetivos de este
trabajo, ser4 demostrar que el métode matemético de observar, abstraer y generalizar, puede
ser aplicado con cierto &xito a algunos aspectos de la Teorfa, Musical. .

Desde luego que las propiedades que manejaremos como ped(ﬁcamente diaténicas, debersn
ser tales que sea posible expresarlas en términos de fndole matematica. Esto puede ser resuelto.

Por otra parte, surge la pregunta de qué tan relevantes, musicalmente, son tales propiedades
de la escala diaténica. Es esta una cuestion musicslogica y artistica que cae més alls {y por
mucho) de los alcances de este trabajo. A un nivel practico, se podrfa intentar componer con
los medios aquf descritos, para determinar si los resuttado que obtenemos en este trabajo tienen
algdn interés musical. También esto cae fuera de las posibilidades de quien esto escribe, que no
eg compositor.

En Ja primera parte se presenta un primer enfoque, escogiendo ciertas propiedades de la
escala mayor usual, para ser generalizadas a escalas microtonales, Aunque estas prapiedades
-al parecer- no tienen mucha relevancia musical, desde el punto de vista de la teorfa cldsica,
resultard que son equivalentes a la existencia de un ctrewdo de quintas generalizado, lo cual tiene
una importancia musical evidente. Como el tftulo lo indica, en esta parte se hace uso de la
Teoria de Niimeros.

En el primer capftulo se analiza ¢l caso de la escala mayor, para -en el segundo capftulo-
generalizar a escalas microtonales los resultados obtenidos. Aquf, la aportacién original del
autor de la presente tesis es el Teorema 28 con su consecuencia, ¢l Corolario 29, ¥ la observacién

que sigue a éste. También es aportada la seccién de Conclusiones, 2.5, incluyendo el ejemplo de
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1a subseccidén 2.5.1. El principal resultado que se obtiene es la construccion de escalas diaténicas

_ microtonales, dotadas de un cfrculo de quintas generalizado.

La segunda parte presenta otro enfoque, centrado en la Teorfa de Grupos, para estudiar

- escalas. Aquf son otras las propiedades de la escala mayor que se destacan, si bien existe

una conexién entre las partes I y II (de esto se habla en el Apéndice A). En esta ocasién, las
propiedades estudiadas tienen una importancia musical mds evidente.

De manera andloga a la Parte I, en el capftulo 3 se analiza la escala mayor, para generalizar

los conceptos en ¢l capftulo 4. En esta parte es més diffcil delimitar las aportaciones, pues se

incluyen muchos comentarios y observaciones. La seccién 4.2 es original del autor de la presente
tesis, asf como la segunda mitad de la seccién 4.4, donde se analiza 1a divisién de la octava en 20
partes: es original la observacién de que el modo mayor debe ser el que comienza en la nota 0,
¥ €l desarrollo, a partir de alli, de la escala diaténica, con su estructura arménica (acordes) y su
si_stema. de tonalidades, relacionadas entre sf por el cfrculo de séptimas (quintas generalizadas).
En la tercera parte se desarrolla una teorfa de la modulacién, la cual, ademds, arroja luz
sobre ciertas dificultadés que no fueron resueltas en la segunda parte. El capftule 5 construye un
modelo de modulacién para la escala mayor, modek.) que en ¢! capitulo 6 (el cual es enteramente
original) es adaptado para la escala que fue desarrollada en la seccién 4.4. Se proporcionan
tablas con informacién completa de c6mo modular a la mayoria de los grados de dicha escala.
Por altimo, en ¢l Apéndice A se dan las pruebas de ciertos resultados, las cuales no fueron
inclzidas en el cuerpo del texto para no interrumpir la fluidez de la lectura. También este

Apéndice es enteramente original, asf como, en general, todas las notas de pie de pagina.



Part I

La Teoria de Niimeros en la
construccién de escalas diaténicas

microtonales



En esta primera parte estudiaremos el artfculo de John Clough y Gerald Myerson Variety
and Multiplicity in Diatonic Systems (La Variedad y la Multiplicidad en los Sistemas Diatoni-
cos). Los conceptos que estudiaremos, nos proporcionaran el primero de los puntos de vista que
adoptaremos para desarrollar este trabajo.

Es posible formular dog maneras de clasificar los acordes de la escala mayor, dependiendo
del “universo” de notas a partir del cual estamos formando el acorde. Si nuestro conjunto de
refereﬁcia es la escala cromdtica completa, es una clasificacion espectfica; si tal conjunto de
referencia se restringe a la escala diaténica, se trata de una clasificacitn genérica.

Como sjemplo, consideremos al acorde {B, D, F'} . Desde el punto de vista diaténico {clasi-
ficaci6n genérica), decimos que se trata de una triada, un acorde por terceras (sus notas estan
separadas por intervalos de tercera), por lo que pertenece al género disténico llamado “trfada”.
En otras palabras, dicho género contiene a todo acorde formado por tres notes, las cuales estén
separadas por intervalos diaténicos de tercera, ya sea un acorde mayor, menor, o disminuido.
Por otra parte, desde el punto de vista cromatico (clasificacién espectfica), las notas de {B, D, F'}
estdn separadas por dos terceras menores, por lo ¢ue pertenece a la especie cromdtica llamada
“triada disminuida” (de hecho, este acorde es el tnico elemento de tal especie, si nos restringi-
mos a la escala de do mayor); esta especie es, por supuesto, un subconjunto del género irade.
Los otros subconjuntos de este género son las especies “trfada mayor” y “triada menor™.

Otro ejernplo: la clase que incluye a {C, D, E}, {F,G, A} y {G, A4, B} (perono a {D,E, F})
es una especie (dos tonos entercs consecutives); pero la clase que incluye a cualquier conjunto
de tres notas consecutivas en la escala mayor, es el género al que pertenecen los cuatro conjuntos
mencionados, entre otros,

Dicho de otra forma, Ia clasificacién genérica constituye una particién del conjunto potencia
de ia escala diaténica, mientras que la clasificacién especifica es otra particién en especies
cromdticas, la cual refina a la particién en géneros.

Demostraremos gue -bajo una apropiada relacién de equivalencia- existen conexiones funda-
mentales entre ambas clasificaciones (genérica y especffica), conexiones que se aplican tanto a
lfneas melddicas como a acordes. Explicaremos tales relaciones, mostrando que la usual escala
diaténica de siete notas, inmersa en la escala cromética de doce notas, ¢s un caso particular

dentro de un tipo especial de inmersiones tedricas, las cuales comparten ciertas propiedades



generales, propiedades que se manifiestan en las mencionadas relaciones entre acordes y entre
lineas melédicas. 7
En ] primer capftulo, y de una maners heurfstica, mostraremos las siguientes relaciones

para el caso de la escala diaténica usual, Ia escala mayor (una inmersién de “siete en doce”):

1. La Cardinalidad es igual a la Variedad (CV). Para acordes con cardi-
nalidad de 1 a 6, cada género contiene un ntimero de especies igual a la cardinalidad
del acorde. Aquif la palabra variedad es usada como sindnimo de diversidod. Es
decir, la cardinalidad de un acorde es igual a la diversidad de especies contenidas
en cada género de dicho acorde.

2. La Estructura determina la Multiplicidad (EM). Por multiplicidad nos -
referimos al mimero de elementos que contiene cada especie del acorde. Para acordes
con cardinalidad de 1 a 6, y dentro de un género especifico, el mimero de acordes que

contiene cada especie es directamente inferible de la estructiira genérica del acorde.

En el segundo capftulo, procediendo con mayor formalidad , desarrollaremos los siguientes

resultados para escalas diaténicas inmersas en universos cromdticos de tamafio arbitrario:

3. La Propiedad de Myhill. Diremos que una escala tiene la propiedad de Myhill
si cada intervalo diaténice {es decir, cada género de cardinalidad dos) aparece ex-
actamente en dos tamafios crométicos (el género contiene dos especies). Tal escala
exhibird CV y EM para lineas melédicas , y tamnbién -bajo ciertas condiciones- para
acordes. La demostsacion de este hecho involucra el concepto de un “cfreulo de

quintas generalizado”.

4. Existencia y Unicidad. Dados c y d coprimos {esto es, (¢,d) = 1), donde
¢ es la cardinalidad de la escala “cromitica” y d es la cardinalidad de la escala
“diaténica”, existe una escala con la propiedad de Myhill, y tal escala es vnica
(bajo ciertas condiciones).

5. Construecién. Existen una férmula y un algoritmo sencillos para la con-

struccién de tal escala.




Chapter 1

La escala mayor como modelo de

escalas diatonicas

1.1 Clasificacién de acordes: géneros y especies. Notacién.

Para nuestro estudio, requeriremos clasificar los acordes de la escala mayor desde los puntos
de vista diaténico y cromatico, o segyin la terminologia que hemos venido usando, clasificacién
genérica y clasificacién especifica. Conviene hacer algunas precisiones al respecto:

Considérese ¢l conjunto de los sonidos representados en el teclado de un piano. Estamos
hablando de mds de 80 sonidos distintos. Ahora, la definicién de cierta relacion de equivalencia
inducird una particién sobre este conjunto, de la siguiente manera: consideraremos como equiv-
alentes a todos los sonidos del mismo nombre -por ejemplo, a todas los sonides ‘do’, o a todos
los sonidos ‘la bernol’- sin importar la octava en que se encuentren. A cada una de las clases de
equivalencia generadas de esta manera, le lamaremos nota, y al conjunto de tales notas (que
resultan ser doce), le llamaremos escala cromdtica. Esta escala cromética serd nuestro universo
de referencia para la clasificacién especfica de los acordes. Si de la escala cromética tomamos
¢l subconjunte de notas representadas por las teclas blancas del piano, obtendremos la lamada
escala diatonica. Para evitar ambigitedad, llamaremos notas diatdnicas a los elementos de [a
escala diaténica, y notas cromaticas a los elementos de la escala cromética; pero la distincién
sers obvia casi siempre, ya sea que estemos hablando de la escala cromdtica o de la escala

diatdnica.

10



A continuacitn, considérese al conjunta de los intervalos existentes entre las notas de la escala
cromitica, a los cuales llamaremos intervalos cromdticos. Tales intervalos son, por ejemplo,
la segunda meror, representada por una distancia de 1 nota cromética; la segunda mayor,
representada por una distancia de 2; la tercera menor, una dista.nci'a'de 3, ete. Utilizaremos
estos intervalos en la clasificacién especfica {cromética) de los acoides. Pero si en el conjunto de
tales intervalos cromaticos introducimos una relacién de “equivalencia diaténica”, obtendremos
los que Nlamaremos intervalos diaténicos. Por ejemplo, incluiremos a las segundas menores y
mayores en la denominacién general de “segundas diaténicas”, que representan una distancia
de 1 nota diaténica, pero pueden corresponder a una longitud de una o dos notas cromaéticas.
Por supuesto, estos intervalos diatdnicos son los mismos que existen entre las notas de la escala
diaténica, y son los que utilizaremos en la clasificacién genérica (diatonica) de los acordes. En
ambos niveles de clasificacion, se reconoce también una equivalencia bajo transposicién; en
términos musicales esto significa -par ejemplo- que el acorde de subdominante tiene siempre la
misma clasificacién, genérica y espectfica, sin importar si estamos hsblando de la escala de do
mayor o de la _esca.la de la bemol mayor (o de cualquier otra escala mayor, por supuesto).

Representaremos la estructura especifica y genérica de los acordes en notacién intervilica

normal, tal como la define Clough en un articulo anterior.!

Example 1 Considérese {C, E,G}, tomado come subconjunto de cualquier escala diatdnica
que contenga a esas tres notas. Su estructura genérice se denota (223), lo cual indica las
longitudes diaténicas de los intervalos ascendentes C-E, E-G y G-C. La estructura espectfica de
este acorde estd dada por (435), notacidn gue muestra las longitudes cromdticas de los mismos

intervalos.

Formas rotadas no se consideran como distintes, de manera que {223), {232} y (322) son
representaciones equivalentes,? de entre las cuales (223) es llamada la forma normal, en virtud
de que la distancia mayor ocupa la dltima posicién en la sucéién de intervalos. Los enteros
0°,11' y *12° van precedidos por espacios en blanco, como en (2 10), para distinguir “diez” de

“uno, cero”.

! John Clough, “Aspects of Diatonic Sets™, Journa! of Music Theory 23 (1979), pp. 46-47.

?Tales formas rotadas, para el caso de acordes por terceras, corresponden a lo gue en miisica se conoce como
1as distintas inversiones de un mismo acorde. Por ejemplo, mientrag que (223) corresponderia a C-E-G, {232)
correzponderfa a E-G-C, y (322) a G-C-E.
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Cuadrol CV
1 2 3 4 5 5
__genero especie acorde acorde espeacie nere
B
E FGABCD  (2221293)
J A BCDEFG  (122124)
M (12) . EFGABC  (122214)
LG ABCDEF  (212214)  (111112)
I G - { DEFGAB  (212223)
__F GABCDE —
CDEFGA __—(221223)
7~ BC
(111) L _FEF GABCD —
™ AB CDEFG _i- (22125)
(16) DE FGABC {22215) {(11113)
(210) GA BCDEF {12216)
cD EFGAB (12225)
FG ABCDE
DEFGA j— (21225)
—BD
EG ABCOF (21234)
(39) AC BDEFG (32124)
(25) |_DF EGABC
[~ GB AGCDEF j— (32214) (11122)
(48) 4 CE FGABD (22233)
[_FA BCOEG —
EFGAC ._— (12234)
™ BE
| EA BCDFG (12324)
(57) -~ AD EFGEBG (12414)
(34) . DG ABCEF (21414)
| GC DEFAB (21423) {11212)
__CF GABDE —
(66) FB CDEGA  — (22323)
FGACD _|
12
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Cuadro 1 (continuagion)
1 2 3 4 5 ]
|__género especie acorde acorde especie genero
— BCD _
(129 -L_EFG ABCD —
' i~ ABC DEFG _— {2127)
(115) {219) +__DEF GABC —
— GAB CDEF __— (2217) (1114)
@228 - cDE FGAB (2226)
L_FGA BCDE —
EFGA ___ I~ (1227)
- “BCE
(147y  ~__EFA GBCO —
— ABD CEFG _i (4125)
(124) | DEG FABC (4215}
(237 GAC BDEF {3218) {(2113)
i__CDF EGAB
(246) FGB ACDE _1- {3225)
DFGA .|
" BDE
(327) — EGA BCDF (1236)
k ACD EFGB (1245)
(214) | DFG ABCE ]—
—GBC DEFA {2145)
@17) -L_CEF GABD | (1123)
(426) FAB CDEG -~ (2235)
FGAC
ABDE — ‘
{156) BCF DEGA |
(165) EFB GACD |- (2325)
[ ABE CDFG J— (1213)
(133) i DEA FGBC (2415)
{255) - GAD BCEF (1416)
CcDG EFAB (1425)
—FGC _
BDEG
{336) BDF EGAC L (3234)
r—EGB ACOF _|
(345) ACE BDFG (3324) (1222)
(223) i DFA BCEG —j
—GEBD EFAC . - (1434)
(435) - CEG ABDF {2334)
iL_FAG
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En el Cuadro 1 han sido ordenados -en clases de equivalenéia— todos los subconjuntos propios,
no vacios, de un conjuntc disténico en particular ( la escala de do mayor). Los 126 conjuntos
de notas aparecen enlistados en la columnas 3 y 4; la columna 3 contiene a los conjuntos de
cardinalidad 1, 2 y 3, mientras que la columna 4 contiene a los conjuntos de cardinalidad 4,
5y 6. (Aquf, como en todo este trabajo, denotamos por‘ yuxtaposicién a los conjuntos no
ordenados de notas, como en “CDE”, en vez de escribirlos entre llaves.) Los conjuntos de
notas de la columna 3 aparecen agrupados por género {columna 1} y por especie {columna 2).
Los conjuntos de notas de la columna 4 aparecen agrupados de manera similar; éus géneros y
especies se muestran en las columnas 6 y 5, respectivamente. En total, hay 18 géneros y 63
especies. En las columnas 3 y 4, los corchet:ei agrupan a acordes pertenecientes a una misma
especie; donde no hay corchetes, un sélo acorde representa a una especie. En la mayorfa de
los casos, un conjunto que aparece en la columna 3, aparece horizontalmente alineado con su
complemento (como subconjunto de la escala diatdnica), el cml aparece en la columna 4, y
viceversa. Sin embargo, tal alineacién no pudo ser mantenida de manera consistente, pues en
muchos casos, acordes de una misma especie tienen complementos pertenecientes a especies

distintas.

1.2 La cardinalidad es igual a la variedad (CV).

Como se menciond, aquf variedad debe ser entendido como sinénimo de diversidad. Esto es,
la afirmacién significa: “la cardinalidad de un acorde es igual a la diversidad (al nimero) de
especies contenidas en cada género de dicho acorde”.

Enla e:sca.la. mayor diaténica, cada intervalo (segunda, tercera, etc.) aparece en dos tamafios
cromdtices; existen tres tipos de trfadas; y el tetracorde diaténico (cuatro notas consecutivas)
aparece exactamente en cuatro especies, representadas por CDEF, DEFG, EFGA y FGAB. De
manera que,-pa.ra acordes de dos notas, cada género consta de dos especies; y dos conocidos
géneros de acordes de 3 y 4 notas, se presentan en tres y cuatro especies, respectivamente.
Bien, pues resulta que para acordes con k notas -donde k puede tomar cualguier valor de 1 a
6- jcada género diatonico contiene exactamente k especies cromdticas! Esto se puede verificar
muy facilmente en el Cuadro 1.
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1.3 La estructura determina la multiplicidad (EM).

Hemos realizado la clasificacién de los acordes de la escala mayor de acuerdo a su estructura
intervdlica, es decir, midiendo la distancia -diaténica y cromética- entre sus notas. Al hacer
esta medicién de distancias, nos hemos basadoe en la adopcién -m4s o menos obvia- del intervalo
de segunda como unidad (el intervalo existente entre dos notas adyacentes de la escala), y esto
equivale a decir que las distancias las hemos medido sobre la escala ascendente. Esta suposicién
subyace al procedimiento que produjo el Cuadro 1. Sin embargo, es posible adoptar otro
intervalo como unidad, y aun asf, ordenar los acordes en exactamente las mismas clases. Nos
referimos al intervalo de quinta, y al tomar como unidad & este intervalo, estaremos midiendo las
distancias sobre el cfrcule de quinies {también se puede usar la cuarta, dando como resultado

los mismos géneros y especies). Un ejemplo ayudaré a entender mejor este nuevo planteamiento.

Example 2 La estructura espectfica {cromdtica) de CEG es (188): I quinta de C a G, § quintas
de G a E, y 8 quintas de E a C. La estructure genérica {diatdnica) de CEG es {135), pues en

este caso, se cuentan 3 quintas de E o C.

El Cuadro 2 ordena de manera distinta Jos datos del Cuadro 1, perc ambos producen
la misma divisién en géneros y especies. No se muestran los acordes individuales, pero la
columna 4 muestra el mimero de acordes contenidos en cada especie. Lo nuevo -con respecto
al Cuadro 1- es la estructura intervdlica de los géneros, medida en quintas de la manera como
se describe en el pérrafo anterior, la cual se muestra en la columna 2; la columna 1 muestra
tal estructura medida en segundas. De acuerdo con la afirmacién hecha en el sentido de que
ambos procedimientos de medicién producen idéntica divisién en géneros y especies, se puede
apreciar una correspondencia biyectiva entre las columnas 1 y 2.

Ya se menciond que por multiplicidad de una especie entendemos el nimero de elemen-
tos que tal especie contiene. En el Cuadro 2 podemos observar que la estructura en quintas
de cada género (columna 2) es una lista de nimeros idéntica a la lista de multiplicidades -
convenientemente ordenadas- de las distintas especies contenidas en ese mismo género (columna
4). De %fa maners, “la estructura -de un género- determina la multiplicidad -de las especies

pertenecientes a ese género-". La razén de ser de este notable hecho, la estudiaremos més

" adelante.
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Cuadro 2. Estructura y Multiplicidad de los  Acordes Diaténicos
T Y 3. 4,
g ¢ ne r o especie no. de -
(por segundas) (por quintas) (por semitonos) conjuntos

N (7)

(12)

(16) (25)

(111)
(2 10)

(25) (34)

(48)
(39)

34 (16)

(66)
(57)

(115) (223)

(129)
(219)
(228)

(124) (124)

(246)
(147)
(237)

(214) (214)

(417)
(426)
(327)

(133) (115)

(156)
(165)
(255)

(223) (133)

(336)
(345)
(435)

LB B o SR S T - - R o BT R X (- S T Y-SR B R LR | e
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Cuadro 2. {contimia)

1. 2. 3. 4.
€ €6 ne r o - especie | _ mo.de

(segundas) (quintas)|(semitopos){conjuntos

(11149) (1222) (2226)

| a2en
(2127)
(2217)

(2113) (2113) (4125)
(4215)
(3216)
(3225)

(1123) (1123) (1236)
(1245)
(2145)
(2235)

(1213) (1114) {2415)
1416}
(1425
(2325

(1222) (1213) (3324
(1434
(2334)
(3234)

)
)
)
)

mHNH&HI—'HWMI—‘H‘WI—‘HMMNNH'
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Cuadro 2.

{termina}

1.

2.

g € n e r o

(segundas) (quintas)

3.
especie

(semitonos)

4,
no. de

conjuntos

(11113)

{11122)

(22215)
(12216)
(12225)
(21225)
(22125)

(11122)

(11212)

(21234)
(32124)
(32214)
22233)
(12234)

{11212)

(11113)

(12324)
(12414)
(21414)
(21423)
(22323)

L S I T I I T - T R B = R L R R

(111112)

(111112)

(222123)
(122124)
(122214)
(212214)
(212223)
(221223)

[ S S
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1.4 Lineas melédicas diaténicas.

Ahora, consideraremos lineas diaténicas de notas, desde la perspectiva de las propiedades que

acabamos de describir para los acordes.

Definition 3 Definimos una lfnea como una sucesidn finita de notas, las cuales pueden estar

repetidas. Una linen diatonica seri ung ifnea cuyas notas pertenecen ¢ ung escala diatdnica.

A partir de un conjunto cualquiera de notas, se puede generar un niimero infinito de lineas.
Diremos que una linea se colapsa a un acorde, si tal linea contiene s6lo notas de ese acorde, y

a todas las notas de ese acorde.
Example 4 Cada una de las siguientes ifneas se colapsa a CDE:

C-D-E
D-C-E
E-E-C-E-D-D-C
Puesto qué la transposicién diaténica preserva (por definicién) las longitudes diaténicas de
los intervalos, las siete transposiciones diaténicas de una linea tendrén todas la misma sucesién

de intervalos diatdnicos dirigidos.

Example § La sucesion de intervalos diatdnicos de la lnea G-B-C- G - G, es 2-1-4-6, y

es la misma para todas sus transposiciones dietdnicas, como se puede aprecior en el Cuedro 9.

En cuanto al patrén especifico de intervalos crométicos dirigidos, uno esperarfa, de manera
intuitiva, que las especies de una ltnea deberfan corresponder a las especies del acorde al cual

se colapsa tal Hnea; en efecto, asf sucede, como queda ilustrado en las dos colurmnas centrales
del Cuadro 3. -

19



E.
g
F

Cuadro 3.  lneas basadas en la sucesidn 2-1-4-6

elem ento espe cte gEén ero
linea acorde de lineas de acordes || de Hfneas | de acordes

G-B-C-GF | {F.G,B,C} || 41-7-10 (2415)

CEF-CB | {B,C,E,F} 4-1-7-11 (1416)

F-A-BF-E | {E,F,A, B} 4-2-6-11 (1425)

BD-EB-A| {4,B,D,E} 2-1-4-6 (1213)
E-G-A-E-D | {D,E,G, A} 3-2-7-10 (2325)

A-C-D-A-G | {G,A,C,D}

D-F-G-D-C | {C,D,FG}

De manera que CV se aplica también a lineas diaténicas, en el sentido de que, si definimos
la cardinatidad de una linea como la cardinalidad del acorde al cual se colapsa, tal cardinalidad

nos indica el mimero de especies (especies de lineas) que surgen bajo transposicién diaténica de

. la linea en cuestién. También EM se cumple para lineas, si nos basamos de nuevo en el acorde

correspondiente a una linea dada. La estructura genérica de tal acorde -medida en quintas- nos
da la multiplicidad de las distintas especies de lineas que surgen bajo transposicion diaténica
de la linea. (Para el ejemplo del Cuadro 3, la estructura del acorde, por quintas, es (1114).)
Ahora bien, dada una sucesién de intervalos especificos, podemos inmediatamente obtener
la correspondiente sucesién de intervalos genéricos dirigidos; esto significa que la propiedad de
particién se extiende también 2 lineas. Sin embargo, hay una excepcién a lo anterior: si una
linea estd compuesta solamente por intervalos de longitud especifica 6 (0 6 ¥ ), su clasifi-
cacién genérica es ambigua. Por supuesto, estamos hablando del conocido e importante caso
del tritono, ¥ un ejemplo mostrard claramente Ia situacién: la linea que tiene como intervalos
especfficos 6-6, corresponde a dos posibles estructuras genéricas, que son 3-4 y 4-3. Esta am-
bigiiedad est4 latente aun en el caso de acordes, como lo muestra el siguiente caso: sabemos que
el acorde cuya estructura especifica es {66) -dos tritonos- tiene una estructura genérica dada
por (34); sin embargo, no sabemos cusl 6 corresponde al 3 (la cuarta) ni cuél corresponde al 4
(la quinta). A diferencia de lo que sucede con los acordes, las propiedades CV y EM también
se cumplen para lineas de cardinalidad 7. Un ejemplo muy claro de este hecho, lo constituye la

existencia de los siete distintos modos diaténicos.
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1.5 Lineas diaténicas y el circulo de quintas.

En esta seccién estudiaremos de una manera més formal los hechos presentados en la seccion
anterior sobre lfneas diaténicas. De hecho, llegaremos a una explicacion de la razén de ser de
las propiedades CV y EM. Todo esto serd desarrollado -por lo pronto- en el marco familiar de
Ta escala mayor, la inmersién diatdnica de “siete en doce”.

Por lo pronto, consideraremos sc;lamente lineas sin notas repetidas, y es en este sentido
restringido, que usaremos e} término lfnea; mas adelante lo usaremos en el sentido m4s amplic

que permite repeticiones, pero esto no serd fuente de confusién, pues los resultados se aplican

a ambos casos.

Definition 6 Llamamos clase de lfneas, o simplemente clase (cuando por el contexto ses clare
que se trata de una clase de lineas), o un conjunto de siete lineas que son equivalentes bajo

transposicicn diatdnica.

Como se habrd dado cuenta el lector, la clase de lineas es el término correspondiente a lo que,
en el caso de acordes, hemos {lamado génerc. Dentro de una clase de lineas, encontraremos sub-
conjuntos cuyos elementos (lineas) tienen la misma estructura cromética de intervalos; a estos
subconjuntos les llamaremos especies, y esta vez hay coincidencia de concepto y de terminologfa

con el caso de acordes.

Example T Considérese la lfnea C-D-F. A la clase que contiene a esta linea, la denofaremos
por (C — D — F), de manera gque
C-D~-F, D-E-G E-F-A F-G-B,

G-A-C, A-B-D, B-C-E
FEsta clase contiene tres especies cromdticas:

{C-D-F, D-E-G,G-A-C, A-B-D},

{(E-F-A B-C-E}y

{F-G-B}

Las lineas de la primer especie, tienen todas intervalos de lonéitudes cromdticas 2 y 3; las

(C-D-F)=

de la segunda especie, longitudes 1 y 4; ¥ la tinica lfnea perteneciente a la tercer especie, £ y 4.

La clase del ejemplo anterior contiene lineas de tres notas, y se divide en tres especies. Esto

no es una mera. coincidencia, como lo muestra el siguiente
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Theorem 8 La cardinalidad es igual ¢ la variedad (CV). Para la escala diaténica usual, § para
cualguier linea distdnica de k notas, donde 1<k<7, la clase que contiene a dicha linea se divide
en ezactamente k especies.

Podrfa darse una prueba muy poco crestiva de este hecho, examinando las 13,699 lineas,
agrupandolas en 1,957 (=13,699/7) clases, y contando las especies contenidas en cada clase
{en ¢l caso de acordes, podemos reducir estos mimeros a 126 acordes y 18 géneros, como se

puede observar en el Cuadro 1, pero debe excluirse k=7). Basandonos en el circulo de quintas,

‘podemos dar una prueba m4s elegante, 1a cual nos conduciré a importantes generalizaciones:

Proof. En la figura 1 {el circulo de quintas), los ntmeros que se encuentran dentro del semi-
efrculo superior representan longitudes diaténicas; todos los demds nimeros representan lon-
gitudes cromaticas. Las longitudes se miden en el sentido de las manecillas del reloj {en el
sentido contrario, estarfamos midiendo cuartas, en vez de qu{ntas). Como motivacion para el
aTgumento que a continuacién daremos, considérese de nuevo a la. lfnea C-D-F. Las otras lineas
pertenecientes a <C-D-F>, se pueden obtener rotando las tres posiciones iniciales alrededor
del semicfreulo superior, puesto que las distancias diatdnicas en ese semicireulo -quintas- son
constantes (ver Figura 2). Las tres especies contenidas en esta clase, surgen de las tres posibles
posiciones de la quinta "corta" (B-F) con repecto a los dos intervalos que forman la lfnea: esta
quinta disminuida puede aparecer dentro del segundo intervalo de la linea (como en la Figura
2, a-d), o dentro del primer intervalo de la linea (Figura 2, e y £}, o en ninguno de estos (Figura
2, g).

Ahora en general, para cualquier k, 1<k<7, y para cualquier lfnea de k notas, podemos
obtener todas las lineas de la misma clase por el mismo procedimiento anterior: rotando las
poéiciones correspondientes a las k notas, alrededor del semicfreule superior de la Figura 1.
Las distintas especies crométicas, se distinguirén entre sf por la posicién que ocupe la quinta

disminuida (B-F) con respecto a los k-1 intervalos que formen la linea; para esto, existen

precisamente k distintas posibilidades. Esto demuestra el teorema. B
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Figura 1 - Circulo de quintas.

G, In" A G,C:L.__MT‘,A G‘:—. . \“\A G‘/_T\\ ‘A
i {/‘/_ : i S f \
ce fE 1 c “e ¢k Je
F A SN " F\\*_/\g

a b. c

fongitud cromdtica 2y 4

tongitud cromatica 1y 4

Figura2 - CV y EM.
La quinta disminuida es indicada pos un asterisco.
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Corollary 9 La esiructurs determina la multiplicidad (EM). Dada una clase de lneas en la
escaln disténica, las multiplicidades de las distintas especies pertenecientes a dicha clase corve-
sponden a las distancias distdnicas -medidas en quintas- existenies entre las notas de la linea.

Proof. De nuevo usaremos a la clase <C-D-F> como motivacién para el a_rgmnénto. Se puede
observar en la Figura 2 que si la quinta disminuida se encuentra en ¢l segundo intervalo de la
lfnea, existen cuatro lineas distintas, porque la longitud diaténica de esi:e segundo intervalo es
de cuatro quintas. Si la quinta disminuida se encuentra en €l primer intervalo, hay dos lineas
posibles, porque la longitud diaténica del primer intervalo es de dos quintas. Finalmente, si
la quinta disminuida no estd incluida en ninguno de los dos intervalos anteriores, entonces hay
sélo una posibilided, porque el intervalo extra que "clerra el ciclo” de la dltima nota de la lfnea
a la primera, tiene una loﬁgitud diaténica de una quinta.

En general, para cualquier linea de k notas, cada uno de los intervalos de la linea en que
puede estar ubicada la quinta disminuida (incluyendo al intervalo extra que "cierra el ciclo"),
determina un mimero de Mneas igual a la longitud diatonica del intervalo en cuestién, medida

en quintas. Ast pues, la escala diaténica efectivamente tiene la propiedad EM. B



Chapter 2

Escalas diatéonicas generalizadas

En este capftulo desarrollaremos una serie de resultados, los cuales generalizan -a escalas “di-
atémicas” inmersas en universos cromaticos de tamadio arbitrario- aguellos que hemos obtenido
para la escala mayor. De manera analoga al capitulo sobre la escala mayor, los resultados de
este capltulo serdn obtenidos, en primer lugar, para lineas sin notas repetidas; en seguida, serdn

permitidas las lineas con repeticiones, para considerar -por Gltimo- el caso de los acordes,

2.1 FEl contexto general.

En vez del conjunto usual de doce notas cromaticas, consideraremos un conjuntoe abstracto
-finito- de ¢ notas, al cual llamaremos escala cromdtica. De esta escala cromética, tomaremos
un subconjunto d_e d notas, ¢l cual serd nuestra escals disténica. A las notas cromaticas, les
llamaremos Cy, Cy, Ca, ... ,Co_1, mientras gue a las notas diaténicas, las etiguetaremos Dg,
Dy, ... ,Da-y. Para cada caso particular, las C; y las D representan elementos del grupo ciclico
Z,. Para aclarar esta notacién, la aplicaremos al caso de la escals mayor en e] signiente cuado,
donde a la nota DO la etiquetamos como Cy = 0, y proseguimos en orden ascendente. Nétese
que, a cada nota, como elemento de la escala cromatica, le corresponde un nvimero C; fijo, pero
su notacién como elemento D; de la escala diaténica varfa, pues dependiendo de qué escala
diaténica se trate, una nota puede ocupar distintas posiciones dentro de tal escala, o ni sigquicra
pertenecer a ella. Por ejemplo, Dy corresponde siempre & la ténica de la escala en cuestion,

etc. En el cuadro, en la columna correspondiente a la escala de DO Mayor, Dy corresponde 2
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la nota DO; pero en la columna de la escala de SOL. Mayor, Dy corresponde a la nota SOL.

Como elemento de | Como elemento de la escala | Como elemento de la escala
Nota ia escala cromsitica diaténica de Do Mayor diaténica de Sol Mayor
Do Co=0 Dg=0 Da=0
DO#* C=1
RE Cp=2 D=2 Dy=2
RE# C3=3
MI Cyi=4 D=4 Ds=4
FA Cs=5 D3=5
FA# Ce=6 Dg=6
SOL Cr=7 Dy=7 Dyg=7
SOL# Cg=8
LA Co=9 Ds =9 D=9
LA# Cip=10
SI Cu=11 Dg=11 Dy=11

Por otra parte, debe ser claro cémo definir, en este nuevo contexto, los conceptos de intervalo,
acorde, linea melédica, longitud cromaética y longitud diaténica, género de acordes, especie de

acordes, clase de lineas, y especie de lfmeas.

Definition 10 Decimos que una escala tiene la propiedad CV (cardinalidad = variedad) si para
cualguier ltnea de k notes diatonicas, donde I < k < d, la cluse gue contiene a esa lnea se

divide ezactamente en k especies.

El teorema 8 afirma que la escala mayor usual presenta CV. Ahora, nuestro objetivo serd
determinar bajo qué condiciones una escala arbitraria presenta CV.
2.2 La propiedad de Myhill y el circulo de quintas generalizado.

Como se hia mencionado, en toda esta seccién se considerard solo a lineas sin notas repetidas.
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Definition 11 Definimos el espectro de un intervalo I, como el conjunio de todas las longitudes
crométicas de los intervalos pertenecientes a (I) (wer el ejemplo 7). Dado que {I) es la clase
de UWneas a lo cusl pertenece I, lo cardinalidad del espectro de I es igual al nimere de especies

contenidas en la clese & la cual pertenece I

Example 12 Consideremos en la escala de do mayor, un intervale I particular, digamos C-E.
Tal intervalo es una linea con dos notas, perteneciente a la clase de las terceras:

(C-E)={C~-E,D-FE-GF-AG-BA-C,B-D}.

Esto clase comprende dos especies:

{C - E,F — A,G — B} (terceras mayores), cuyos elementos tienen una longitud cromdtica
de 4 semitonos, y

{D-F,E-G,A-C,B—D} (terceras menores), cuyos elementos tenen una longitud
cromética de & semifonos.

Por lo tanto, el espectro de C-E es {3,4}, un espectro con dos elementos.

Si una escala cumple con CV, entonces, en particular, cada intervalo (lfnea de dos elementos)
tiene un espectro con dos elementos. Es originalmente de John Myhill la conjetura de que la

afirmacién inversa es también cierta.

Definition 13 Decimos que una escala presents la propiedad de Myhill (PM), si todo interualo

tiene un espectro de dos elementos.

Demostraremos la conjetura de Myhill: PM implica CV. El método que seguiremos, serd
construir un “circulo de quintas generalizado™ para cualquier escala que presente PM. Pero antes
de proeeder a demostrar este hecho, introduciremos un par de conceptas, los cuales simplificardn
el mimero de escalas que trataré la teorfa, |

Si una escala presenta PM, en particular el intervalo Dy- Dy (el intervalo de “segunda”)

tiene un espectro de dos elementos.

Definition 14 Considérese una escala que presenta PM. Divemos que fal escala es:
a} semirreducida, st el intervalo Dy- D, tiene un espectro consistente en dos enteros con-

{ secutivos.




s

b) reducida, si el espectro del intervalo Do- Di, es el conjunto {1,2}. Esto significa que
entre dos notas distonicas conseculivas, sélo puede haber una o ningunae nota cromdtica.

Evidentemente, una escala reducida es semirreducida.

Dada una escala cualqnﬁéra. no semirreducida que presenta PM, es posible obtener de ella al
menos una escala semirreducida, eliminando notas crométicas “s&brant@”. (de hecho, se puede
obtener una escala reducida); tal procedimiento de “eliminacién” es ilustrado en la figura 3.
Esta escala semirreducida tendri dos caracterfsticas clave. para nosotros: presentard también
PM, y presentard CV si y s6lo si la escala original presenta CV (no probaremos aqui este hecho,
que el lector puede verificar heuristicamente, mediante un ejemplo). Por esta razon, en lo que

resta del capfiulo consideraremos solamente escalas semirreducidas.

Definition 15 Decimos que una escala tiene la propiedad de consecutividad (PC), si el espectro

de cualguier intervalo consiste sslo de enteros consecutivos.
Lemma 16 Toda escala semirveducida presenta PC.

Proof. Sea h un entero tal que 0 < h < d, y considérese el intervalo Dy - Dy, . Nétese que la

- propiedad de ser semirreducida fue definida sélo para escalas que presentan PM, por lo que, en

particular, el espectro del intervalo en consideracién consta de dos elementos; demostraremos
que se trata de dos enteros consecutivos.! Dado que estos elementos del espectro son dos enferos
distintos, existe un entero i tal que, si hacemos j =i+ h, entonces |D; — D;| # | Dy — Dy,
donde los signos de valor ‘absoluto denotan longitud cromdtica, y los subindices deben ser lefdos
{mod d}, si es necesario, para que pertenezcan al conjunto {0,1,...,d — 1}. Pero entonces

{Disr — Dl - |Di = D] = |Dj — Djaa| - |Di — Digg| = %1,

pues la escala es semirreducida (es decir, el intervalo Dg- I)4, tiene un espectro consistente
en dos enteros consecutivos).

De esta manera, en la sucesion de distancias cromaticas definida de la siguiente manera:

|Do~ Dxl, D1 = Dsal s - - -, [Dac1 = Dl _

no hay dos elementos consecutivos que difieran en més de 1, por lo que los dos elementos

del espectro de cualquier intervalo, son enteros consecutivos. B

!Clough y Myerson consideran en si articulo el caso de que el espectro del intervalo contenga un sélo elemento.
Como acabamos de ver, tal caso -por definicidn- no puede darse.
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Lemma 17 Considérese a los d intervalos de longitud diatonica b, donde O<h<d. La suma de
las longitudes cromaticas de tales intervalos, es ch.

Proof. Por definicion, 1a escala cromética contiene c semitonos. Pensemos en uno cualquiera de
dichos semitonos, jen cudntos intervalos de longitud diat6nica h esta contenido? La respuesta:
precisamente en h intervalos. M

Un gjemplo aclarard la situacion:

.Example 18 En la escala mayor usuel, consideremos el caso del intervalo de cuarta, esto es,

=8, mientras que c=12 y d=7. Enionces la suma de las longitudes cromdticas de las siete
cuartas estd dada por:
Do — Fa] + [Re ~ Sol] + [Mi — La] + [Fa — §i] + {Sol — Do| + [La — Re| + [Si — Mi]
Seis de estas cuartas miden § semitonos, mientras que lo otra mide § semitonos, por lo que

la suma anterior es igual a 36 = 12 x 3 = ch.

El siguiente lema de la Tearfa de Nimeros es fundamental para la construccisn del cireulo

de quintas generalizado.

Lemma 19 Sean ¢ y d dos enteros tales que (¢,d) = 1 (esto es, ¢ y d son coprimos). Entonces,

erisie un unico entero no negative ¢’, ¢'<d, tal que cc’ = -1 (mod d).
 Tieg qu

La demostracién de este lema, la damos en el Apéndice A.
Obsérvese que el hecho de que ¢’<d, significa que un intervalo cuya longitud diaténica sea

¢’, no sobrepasa la “octava”,

Lemma 20 Considérese una escala que presenta PM, con (¢,d) = 1. Sea ¢’ como en el lema
anterior. Entonces, todos los intervalos de longitud diatdnica ¢’ (excepto uno sélo) tienen
longitud cromética d’ = (cc’ + 1) / d ; el intervalo de ezcepcion, tiene longitud cromdtica
d’ - 1.2

INdtese que, para lo escals dintonica usual {ls escals mayor), ¢ = 12 (doce notas cromdticas); d = 7 (siste
notas distonicas); ¢' = { (longitud diatgnica de la quinta); d’ = 7 {longitud cromdtica de la quinta justa); y d-1
= 6 (longitud cromética de la quinta disminuids, el intervalo “de excepcidn®).
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semi-reducida reduckia reducida

Fig.3 Reduccion de una escala

Fig. 4 Circulo generalizado de 5tas.
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Proof. Hay d intervalos de longiiud diatonica ¢’. Segtin el Lema 17, la suma de las longitudes
crométicas de estos d intervalos es cc’. Por otra parte, existe un entero d’ tal que

ec’ =dd’-1; (1)

esto tltimo se deduce de la forma en que se define a ¢’ en el Lema 19: cc’ E,-l'(mod_ d).

De manera que tenemos d enteros (las d longitudes crométicas de los intervalos de longitud
diaténica c') que suman dd’ - 1. Por PM, estos d enteros s6lo toman dés valores distintos, los
cuales son consecutivos {por el Lema 16). Entonces, de estos d enteros, d-1 toman el valor d’,
¥ el otro toma el valor d' - 1. De la ecuacidn (1), es ficil obtener el valor de d”.

Ahora podemos proceder a la anunciada construccién de un cfrculo de quintas generalizado,
bajo las mismas hipétesis del lema anterior. (Como habrd notado el lector, el mimero ¢’ es
la longitud diaténica de la “quinta” generalizada, mientras que d' es la longitud cromdtica de
la “quinta” justa, y d’ - 1 &5 la longitud cromética de la “quinta® disminuida.) Simplemente,
etiquetemos las notas diaténicas de tal manera que

|Do = D| = |De —~ Dgor| = . . . = |Dig_gpe — Dig—tje] ="y

|Dg-1e = Dae| = a1,

donde todos los subindices se leen (mod d). Ordenadas de este modo, las notas forman
el cfrculo de quintas generalizado que estamos buscando, el cual es ilustrado en la Figura 4.
Nétese que la nota Dy es equivalente a la nota Dy bajo transposicién a la “octava”, i, e. son |
la misma nota, pero en “octavas” distintas (est4n separadas exactamente por ¢’ octavas, segin

el Lema 17).

Lemma 21 Considérese uno escala construida con ¢ y d coprimos, Is cual presenta PM. En-

tonces, tal escala presenta CV.

Proof. El argumento que demuestra el Teorema 8, basado en el circulo de quintas, se aplica
de manera idéntica al cfrculo de quintas generalizado. ¥

A continuacién, demostraremos que es innecesaria la hipdtesis de que ¢ y d sean coprimos:
Theorem 22 PM implica CV.

Proof. Por supuesto, es suficiente demostrar que PM implica (c,d} = 1. Supéngase que una

escala presenta PM pero {¢,d) = r > 1. Considérese la clase de lineas (Dq —Dg ) Esta clase
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esté compuesta por d intervalos, cuyas longitudes crométicas surnan, por el lema 17, cd. De
esta manera, tenemos d enteros que suman £d, donde £ es un entero. Por PM, estos d enteros
toman dos valores distintos (¢l espectro de Dy — Dg ), por lo que no pﬁeden ser todos § ; asf que
al menos uno de elios debe ser mayor que £ | y al menos uno menor que £ . Pero para satisfacer
PC, £ también deberfa estar en el espectro del intervale, con lo que tal espectro tendrfa al

menos tres elementos, violando PM. B
Corollary 23 PM implica EM.

Proof, El argumento dado para el Corolario 9 se aplica igualmente al lema 21 y al tecrema
2.m
Como se ve, CV y EM van juntas siempre que se presenta PM, razén por la cusl, de aquf -

en adelante, evitaremos mencionar explicitamente a EM.

2.3 Lineas con repeticiones y acordes.

Hemos establecide en la seccién anterior, ciertos resultados sobre lfneas sin repeticidn de notas,
resultados que nos gustarfa ahora extender para lineas con repeticiones y para acordes.

Redefinamos ahora una lfnea como una sucesion finita de elementos del conjunto diaténico,
permitiendo repeticiones, y definamos la cardinalidad de una Ifaea como el ntimero de elementos
distintos en la sucesidn (de manera que, por ejemplo, Ia cardinalidad de C-D - F - D-Des
3). Sila escala admite un cfrculo de quintas generalizado, entonces presenta CV, pues las
repeticiones no introducen una nueva, posible localizacién del intervalo corto d’ - 1 dentro de la
linea. Por lo tanto, una ifnea de cardinalidad k, da lugar a k especies, por lo que e} Teorema
22 se curnple para lneas en general.

Mayor cuidado necesitamos al tratar con los acordes. En este caso, la escala diatémica
usual presenta CV excepto para el caso k = 7, pues hay un tnico acorde de siete notas. En
general, encontraremos problemas cuando la cardinalidad del acorde no sea coprima con d, la

cardinalidad de la escala diaténica. Otro ejemplo ilustrara esta afinmacisn:

Example 24 La Figure 5 ilustra la escala con pardmetros ¢ = 17, d = 9. Esta escala presenta
PM, por lo que admife un cfreulo de quintas generalizado. Sin embargo, el género de acordes
(833), cuya cordinalidad es 3, no presenta CV, pues su tnica especie es (566). '
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d=9, c=17

Escala diatdnica: 0,2,4,6,8,10,12,14,16
Acordes {0,8,12},{2,8,14} y {4,10,16)
todas tisnen la estructura (568).

Fig. 5 Caso en que CV se cumple para lineas pero no para acordes
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Al parecer, lo mejor que podemos decir es que si una escala presenta PM entonces también

presenta CV, excepto para ciertos acordes cuya cardinalidad sea no coprima con d.

2.4 Existencia y unicidad de escalas que presentan CV y EM.

Construccion de escalas.

En esta seccién mostraremos que para cualesquiera parametros ¢ ¥ d, con (c,d) = 1, existe
una escala con estos pardmetros, tal que presenta la propiedad de CV. Mi4s aiin, tal escala es

-esencialmente- tinica. Demostraremos !a unicidad en primer lugar.

Theorem 25 Sean § = {Cy,C4,...,Corz} y § = {C{_,,C;, ...,C;_l} dos escalas cromdéticas de
¢ notas, cada una de ellas conteniendo ung escale diatdnica de d notas, la cual presenta CV.
Entonces existe un entero j tal que C, pertenece a la escala diatonics inmersa en 8§ sty sdlo si

C, +; pertenece a la escale diatdnica inmersa en § . (Aqut los subfndices deben ser interpretados

+

(mod ¢). P

Proof. Puesto que ambas escalas comparten los pardmetros ¢ y d, también comparten los

pardmetros ¢’ y &', por lo que, al construir los correspondientes cfreulos de quintas generalizados,

existen notas C en S y C), en S’ tales que Ia escala diaténica de S es {Ck,Criar, Cryaa, ... Ci -1}

y la escala diaténica de §' es {C’ +Chiar Chpaars ""qn+(d—1)d'} . Ahora, simplemente hégase j
=h-k.N
En cuanto a Ia existencia de escalas con CV, dados los pardmetros ¢ y d, ofreceremos una
demostracién constructiva, la cual motivaremos mostrando primero cémo construir la escala
diaténica usual; en este caso, ¢ = 12 y d = 7. Primero, escribanse los muiltiplos de 172 cOmMo
parte entera més parte fraccionaria:
0,1+3.3+3,5+2,6+8,8+4,10+2,12,...,
En seguida, témese sdlo la parte entera de cada mimero, obteniéndose asf la sucesitn
0,1,3,5,6,8,10,12,.. .

3Como ol lector observard, este teorema significa, musicalmente, gue ambas escalas son equivalentes bajo
“transposicidn diatdnica generalizada”: la escala diaténica inmersq en 5’ se puede obtener desplazando la escala
diatdnica inmersa en S, una distancia cromdtica igusl a j. En otras palabras, la escals es dnica saluo transposicion
{eomo era, ciertamente, de espararses).
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Ahora, interprétese esta sucesién de enteros como las posiciones de las notas diat6nicas,
¥ los enteros omitidos, como las posiciones de las notas cromséticas. De esta marnera, s¢ ha
obtenido una escala con CV. Si identificamos la posicién 0 con la nota Si, Ja escala obtenida se
identifica con la familiar escala de Do mayor, de la siguiente manera:

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12
B C ¢ D D¥ E F F¥ G G*¥ A A* B

Antes de demostrar que el procedimiento anterior fupciona para el caso general, recordare-

mos otro conocido lema proveniente de la Teorfa de Niitneros, cuya demostracién encontrard en

¢l Apéndice B el lector interesado.
Lemma 26 Sir, s, ¢ son enteros tales que r divide a st y {r,s) = 1, entonces r divide o t.

Theorern 27 Sean ¢ y d enteros tales que (e,d) = 1; deftnase ay, = [%] , donde’k = 6, X1, +8,
- - .. Entonces, los enteros gy son las posiciones -en la correspondiente escala cromdtica- de

las notas pertenecientes a la escala diatonica que presenta CV y tiene a ¢ y d como pardmeiros,

Proof. Es suficiente demostrar que la escala construida presenta PM y es semirreducida; es
decir, que el espectro de cualquier intervalo es un conjunto de dos enteros, los cuales, en el casa
del intervalo de segunda, son consecutivos. Mis en general, demostraremos que los dos enteros
que forman el espectro de cualquier intervalo, son consecutivos, Considérese el intervalo de
tamaio diaténico j , 1 < j < d , cuyo espectro es el conjunto {aksj —ar: k= 0,:|:1,7:|:2.‘,} ;
obsérvese que el entero ag,; — ax es la distancia cromatica eatre las notas Gk ¥ agyj . Ahora
bien, puesto que para toda x se cumple que x - 1 < [#] € %, podemos escribir las siguientes
desigualdades para toda k:

e 1 < [leige] < e

F-1<[¥] <% .

Al restar la segunda desigualdad de la primera, y puesto que Qpij — Ok = [‘-’ﬂ})—“] - [%‘-] ,

obtenemos
) ks
!k%&c-%—c-l‘(a“.j-ak(-(jzr-%c-i-l.“

*Esta desigualdad se puede simplificar &
-'?-l(m-g—a‘.( ¥+l

lo que demuestra que el intervalo (matematico} que contiene al eapectro es independiente de la k.
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Lo anterior significa que el espectro del intervalo (musical)} de longitud diaténica j estd
contenido en un intervalo (matemético) abierto de longitud 2. Este intervalo abierto contiene a
lo més dos enteros, por lo que el espectro del intervalo musical consta a lo mas de dos elementos.

Ahora, supdngase que el espectro del intervalo consta sélo de un elemento.® _

= Entonces existe un entero ¢ tal que, para toda k, ax+; — ok = e, de manera que podemos
escribir

ed = ;l(ﬂkmj = Gk efn-1)7)

= (k+dj = Or(d-1)5) + (Ohi(d-1)j ~ Okt(d=2)5) + - + (Bht25 = Oias) + (Bhtj — k)

=0y — Gk = [y%'ﬂf] - [¥l=q

La dltima igualdad es cierta por la siguiente razén: si x es un entero, entonces [z] = x , y
ademss fx + y] = z + [y]. Por lo tanto,

[E42] = (8 + i) =[] +s. =

De lo anterior se deduce que d divide a ¢j. Pero (¢, d) = 1, asf que -aplicando el Lema 26-
d divide a j. Sin embargo, habfames supuesto que 1 < j < d , por lo que hemos generado una
contradiccién. Por lo tanto, el espectro del intervalo contiene dos elementos, y la escala presenta
PM; evidente:hente, estos dos elementos son dos enteros consecutivos, pues est4n contenidos en
un intervalo abierto de longitud 2, asi que la escala es semirreducida. W

El Teorema anterior nos asegura que hemos construido una escala que presenta PM y adem4s
es semirreducida. ;Es posible saber bajo qué condiciones el método generars una escala re-
ducida? El siguiente resultado responde esta pregunte; pero mds aun, nos dice con exactitud

cudles son los dos posibles tamafios crométicos en que se presentars el intervalo de segunda.

Theorem 28 Bajo las mismas condiciones del teorema anterior, y para la escala construida

mediante el procedimiento allf descrito, el intervalo de segunda tiene como espectro al conjunto
{[5]. (8] +1}-

Proof. Por el teorema anterior, dicha escala presenta PM y es semirreducida. En particular,

el intervalo de segunda se presenta en dos tamafios crométicos, los cuales son dos enteros

9El argumento marcado entre flechas dobles es el que aparece originalmente en ¢! artfculo de Clough y Myerson.
Sin embargo, se puede sustituir por eate otro, més directo:

La dnica manera de que el intervalo abierto (4 — 1,5 + 1) contenga un sélo entero, serfa que el centro del
intervalo, 5} , sea tal entero; es decir, %l = e. De aqui, se sigue que d divide a cj.
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consecutivos; sdlo resta averiguar-de qué enteros se trata. Para ello, tomemos como “primer”
nota de la escala a la generada con k=0, es decir, ag = 0; asf, la “Gltima” nota de la escala serd
&d-1 - ;Cudl es la distancia crom4tica entre ag y a,? Evidentemente, [5] .

Considérese ahora la distancia cromstica entre ag ¥ a-1. Tal distancia queda representada
por ag ~ a_; .Utilizando el hecho de que {—z] = — ({a] + 1) para cualquier x > 0, podemos
escribir

%-a4=0-[-§) =0~ {~ (5] +1)} = [5]+1.m

- Corollary 29 Considérese una escala construide mediante el procedimiento gue se describe en

el Teorema £7. Para que tal escala resulte ser reducida, es condicidn necesaria y suficiente que
d<c<2d

Proof. Este resultado se sigue de manera inmediata del teorema anterior. Evidentemente, el
caso ¢ < d no tiene sentido, y si ¢ = d, no es posible tener PM. B

Par supuesto, una escala reducida resulta ser lo més parecido que hemos obtenido s la escala
diaténica usual, en el sentido de que entre dos notas diaténicas consecutivas sélo hay una o

ninguna nota cromitica.

Remark 1 Ndtese que, por la manera como fue construida la escala, resulta que entre las notas
8o Yy &y siempre encontraremos lo menor de los longitudes crométicas del intervalo de segunda,
t.e. serd una “segunda menor” generalizada. Esto concuerda con el hecho de que, al aplicar el
mélodo a la escala mayor, ag resulta ser la sensible (la nota si, en ln escala de do mayor). Sin
embargo, hay que reconocer que podria haberse tratado de lo mediante (la nota mi). iSiempre
resultard ser ag lo “sensible” de la escala construida, si es gue esto tiene glgtin significado?

2.5 Conclusiones del capitulo.

Hemos generado un método mediante el cual podemos construir escalas microtonales, las cuales
resultan exhibir ciertas propiedades que originaimente habfamos descubierto en la escala mayoi
usual. En virtud de este hecho, a tales escalas micratonales les hemos llamado escalas diatdnicas
gex'xeralizadas. Cada una de estas escalas estd inmersa en otra escala microtonal que la contiene,

a la cual nos hemos referide como la correspondiente escala cromatica, Las propiedades de la
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escala mayor usual qﬁe hemos generalizado son las de CV y EM. La Propiedad de Myhill
resulté también de suma importancia, pues es mds facil de expresar (“todo intervalo diaténico
se presenta en dos tamafios cromdticos”) y es aparentemente més débil, pero -segin se demostré-
implica EM y es equivalente con CV. La principal herramienta teérica usada para demostrar
estos hechos, fue la construccién de un circulo de quintas generalizado para cualquier escala
que presente la Propiedad de Myhil); la existencia de este circulo de quintas depende, en dltima
instancia, de cierto resultado proveniente de la Teoria de Niimeros. ]

Una escala que presenta la Propiedad de Myhill, necesariamente cumple con la relacién (c,d)
= 1, es decir, ¢ y d son primos relatives. Por otra parte, para ¢ y ¢ dados, tales que (c.d) = 1,
siempre es posible construir una escala semirreducida que, teniendo a ¢ y d como pardmetros,
presente la Propiedad de Myhill; ademss dicha escala es vnica Basta transposicién diaténica
generalizada. Todo esto se demuestra en ¢l Teorema 27. Si también queremos que la escala sea

reducida, basta con que se cumpla la relacién ¢ < 2d, segun el Corolario 29.

2.5.1 Un ejemplo.

Tlustraremos con un ejemplo los resultados obtenidos en este capitulo. Tomemosc =20y d =
11, es decir, construiremos una escala diaténica de 11 notas, inmersa en una escala cromética
de 20 notas. Estos enteros son primos relativos, por lo que podemos aplicar el método descrito
en el Tecrema 27 para construir uns esgala diaténica semirreducida que presente la Propiedad
de Myhill (y con ella, las propiedades de CV y EM}. M4s avin, la escala resultard ser reducida
{entre dos notas diaténicas consecutivas habrd sélo una o ninguna nota cromatica). Procedamos
a su construccidn.

Siguiendo el procedimiento ya mencionado, y dando valores para k entre 0 y 11, obtenemos

los siguientes valores para los %— :
20 40 60 80 100 120 140 360 180

eIl 11 11 ’F'T'%'%u'

Al tomar la parte entera de cada uno de estos niimeros se obtiene la siguiente sucesién:

0,1,3,57,9,10, 12, 14, 16, 18, 20. |

Esios mimercs representan las posiciones de las nota.é diaténicas dentro de la escala cromética
de 20 notas. El lector observador habré notado qué son 12 mimeros y no 11; esto es porque

deliberadamente hemos tomado 12 valores de k, para ilustrar c6mo es que los nimeros deben
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ser tomados (mdédulo 20) ((médlilo ¢), en general). En este caso, en la lista de ndmeros aparecen
el 0 y el 20, pero 0 = 20 {mod 20), por lo que la escala debe escribirse asf:

0,1,3,5 79,10, 12, 14, 16, 18, 0.

El que la nota 0 aparezca dos veces significa que la estamos repitiendo duplicada a la
“octava” superior. En analegia con la escala mayor, es como si escribiéramos la escald. de “si” a
“si”, 'Y digo de si a si, por la siguiente razén: recordando lo dicho en la Observaciéa 1, podria
pensarse que la nota 0 vendrfa a ser como la “sensible” de la escala, por lo que para escribir la
escala de “do” a ‘;do”, habr4 que renombrar las notas: la nota 1 serd la primera de la escala,
por lo que le [lamaremos 0, y en general restaremos 1 a todos los nimeros, por lo que ls escala
queda de la siguiente manera:

0,2,4,6,8,9,11, 13, 15,17, 19, 0.

Obsérvese que ~escrita de esta manera- la estructura de la escala, expregada en términos de
“tonos” y “semitonos” (entendiendo aqui por semitono una distancia de una nota cromdtica, y
por tono una distancia de dos notas crométicas), results ser

TTTTS TITTTS,

la cual es muy parecida a la estructura de la escala mayor usual:

ITSTTTS,

en el sentido de que ambas escalas estdn formadas por una estructura que se repite a una
distancia de un tono; tal estructura es, en el caso de la escala mayor usual, €l tetracorde mayor T
T S, y para la otra escala, lo que vendrfa a ser un “tetracorde mayor generalizado” -hexacorde,
en este caso-, TTT T S.

La estructura en tetracordes de la escala mayoer usual es como sigue:

0,2,4,5,7,9,11,0.

N S, e

La estructura de la otra escala, en hexacordes, serfa:

0,2,4,6,8,9, 11,13,15,17,19,0.

NCha R ge il A

Hasta' aquf, hemos visto gue esta escala guarda un gran parecido con la escala mayor,

tanto en apatiencia como en que presenta las mismas propiedades estructurales (al menos,
las propiedades que hemos estudiado hasta ahora). Seguiremes discutiendo esta escala en los
capftulos siguientes, y serd demostrado que tiene afin mds caracterfsticas en comiin (y otras en

desacuerdo) con la escala mayor.
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Part II

La Teorfa de Grupos en la estructura
armoénica y tonal de ciertas escalas

diaténicas microtonales
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En la primera parte hemos obtenido un algoritmo para la construccién de escalas diaténi-
cas microtonales. Tales escalas han sido llamadas “diaténicas” en virtud de que -como fue
demostrado- presentan ciertas propiedades en comun con la escala mayor usual, propiedades
que se refieren de una manera muy general a ciertas refaciones entre notas y entre conjuntes de
notas, 1as cuales po necesariamente tienen mucha importancia en la teorfa musical tradicional.
Sin embargo, como se vio, tales propiedades estdn profundamente relacionadas con la existencia
del cfrculo de quintas, el cual sf tiene una importancia central en la Armenfa tradicional,

En esta segunda parte intentaremos obtener una descripcitn de la estructura: arménica y
tonal de la escala mayor, en términos de la Teorfa de Grupos, de manera que tal estructura pueda
ser generalizada a ciertas escalas microtonales.® Es necesario, desde luego, encontrar ciertas
propiedades estructurales de la escala mayor que sean expresables en términos matemdticos, y
que sean de utilidad a nuestros objetivos. Adelantamos que, en esta ocasién, tales propiedades
tendrén una interpretacién ms clara en términos de la teorfa musical tradicional. De manera
andloga a lo hecho en la primera parte, llamaremos escalas microtonales “diaténicas” a aquellas
escalas microtonales que presenten estas mismas propiedades.

En este punto conviene hacer una aclaracién: las propiedades consideradas relevantes en
esta parte, son distintas a aquellas discutidas en la primera parte, por lo que, estrictamente
hablande, la definicién de “escala microtonal diaténica” implicita en los argumentos usados
en los dos préximos capftulos, es distinta de aquella usada en los capi’tulos anteriores. Esto
es parte de un problema fundamental: no existe un acuerdo definitivo, entre los autores que
han estudiado estos temas, sobre cuales deben ser las propiedades de la escala mayor que
determinen una posible definicién de su calidad diaténica, lo cual permita su generalizacién a
otras escalas mds generales. En este trabajo presentamos sélo dos de varios enfoques que han
sido estudiados por diversos autores, El lector interesado en conocer otros enfoques, puede
consultar los artfculos incluidos en la Bibliograffa Complementaria, al final de este trabajo, y

referencias citadas en los mismos.

$Por estructura arménica de la escala mayor, me refiero a su estructura en acordes y las relaciones entre ellos;
por supuesto, aqui el concepto de acorde serd usado en el sentido de la teorfa musical tradicional, a diferencia de
los capitulos anteriofes, donde acorde significaba cualquier subconjunto de la escala diaténica.

Por estructura tonal de la escala mayor, entiendo Ia existencia de las distintas tonalidades (es decir, las
trastaciones de la escale. mayor & distintas alturas) y las relaciones entre elias. El problema de c6mo modular de
una tonalidad a otra, en una escala microtopal, serd tratado en la tercera parte.
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Nosotros adoptaremos la actitud conciliatoria de buscar qué escalas cumplen con ambas
“definiciones” de escala diatdnica; tarea que, por otra parte, no es nada diffcil, pues ambos
enfoques establecen ciertas condiciones muy especificas que deben cumplir las escalas para
aspirar a presentar las mismas propiedades estructurales que tiene la escala mayor tradicional.
Como se recordard de la primera parte, basta con que los parametros ¢ y d sean coprimos, para
que podamos aplicar el método de construccién descrito por el Teorema. 27, y obtengamos una
escala que presenta las propiedades de CV y EM. Por otra parte, y adelantando un poco los
resultados del préximo capitulo, la condicién para que una escala presente las propiedades que
estudiaremos enseguida, ser que el parametro c sea de la forma k(k+1), donde k es un entero,
yd=2k+16d=c- (2k+l).

Sin embargo, en esta segunda parte, una vez que se tienen establecidos los parametros ¢ ¥
d, el algoritmo para la construccion de la escala es distinto al empleado en la primera parte,
por lo que la pregunta obligada es jobtendremos la misma escala, de manera que ésta presente
las propiedades estudiadas por ambos enfoques? Como se insinué al final de la primera parte,
un case importante a considerar serd la escala diaténica de 11 notas inmersa en una escala
cromética de 20 notas, la cual (al igual que la usual escala mayor) satisface ambos conjuntos
de condiciones. _

Esta segunda parte est4 basada en el articulo Generalized Distonic and Pentatonic Scales:
A Group Theoretic Approach (Escalas Diaténicas y Pentaténicas Generalizadas: Un Enfoque
con Teorfa de Grupos), escrito por Paul F. Zweifel, quien a su vez toma come punto de partida
los métodos desarrollados por Gerald J. Balzano en su artfculo The Group Theoretic Description
of 12-fold and Microtonal Pitch Systems (Descripcion, con Teorfa de Grupos, de Sistemas de
Afinacién de 12 notas y Microtonales).

Presentaremos un breve resumen del artfeulo de Gerald Balzano, y enseguida analizamos
los argumentos de Paul Zweifel. No vamos a estudiar a fondo dichos artfculos, porque queremoé
Hegar répidamente a los resultados que en ellos se obtienen; sobre todo, discutiremos las con-
clusiones de Paul Zweifel, y propondrenios una alternativa, presentando algunos argumentos a
nuestro favor (la otra parte de tales argumentos, empero, no podré ser discutida sino hasta que
hayamos desarrollado las herramientas correspondientes a la tercera parte de este trabajo). La

otra buena razén pars no estudiar a fondo, al mencs el artfculo de Balzano, es que esto ya fue
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hecho por alguien mds, como se refiere en el siguiente pérrafo.

Al lector que desee profundizar en este tema, y que.tenga algunos conocimientos de Teorfa
de Grupos, se le recomienda leer los artfculos originales, sobre todo €l de Balzano. Dado que
no es muy fécil conseguir diche artfculo, una buena alternativa consiste en leer la excelente
resefia -en espafiol- que de &l hace la M. en C. Ma;riana Mentiel en el capftulo IV ( pp. 45-58)
de su Tesis de Licenciatura [Montiel]. Ademds, dicha tesis contiene muchos otros temas muy

interesantes, todos relacionados con las Matem4ticas en la Musica.
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Chapter 3

La escala mayor y el grupo ciclico

YA

3.1 Escalas musicales y grupos ciclicos.

Llamaremos escala de N notas a la division de la octava en N intervalos logarftmic;unente'
iguales, de manera que la razén entre dos frecuencias sucesivas es 2% o % céntimos (esto fue
explicado con detalle en la Introduccitn.). De manera andloga a lo hecho en la primera parte, los
sonidos que Ilevan el mismo nombre, pero en distintas octavas, son considerados dentro de una
misma clase de equivalencia, y a tales clases les llamamos notas. Si estas notas scn etiquetadas
en orden de 0 a N-1, y si definimos entre ellas la operacién de suma (mod N}, entonces, con
esta operacién, forman el grupo cfclico Zy.

"Por ejemplo, en el caso de la familiar escala mayor, N = 12, Ia distancia entre dos notas
sucesivas es [lamade. “semitono”, mide 100 céntimoe y es denotada por 8. Las notas son etique-
tadas en orden ascendente as: Do = 0, Do¥ =1, Re = 2, . . . , Si = 11. De esta manera, la

escala mayor puede ser representada en el grupo Zjs.!

"Yeanse las dos primeras columnas del cuadro gue aparece en b seccién 2.1
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3.2 Los elementos generadores de un grupo ciclico.

Los grupos ciclicos Zy se caracterizan por la existencia de elementos primitivos o generadores:
decimos que un elemento n genera a Zy si nk # 0 (med N), 0 < k < N. Dicho de otra forma, en
la sucesién 0, n, 2n, . . . , (N-1)n (med N), cada elemento del grupo Zy :_apareée exactamente
una vez. Por supuesto, basta con que N y n sean primos relativos, para que n genere a Zy (esta

afirmacién es demostrada en el Apéndice A).

~

Example 30 Bl grupe Zi; tiene cuatro generadores: 1 § su tnverso 11; 5 y su inverso 7.2
La sucesion generada por 1 es sencillotnente la escala cromatice ascendente, y la generadg por
11, la escala cromdtica descendente, mientras que 7 genera al cfreulo de quintas, y 5 genera al

cireulo de ctartas (o al cfreulo de guintas en orden ascendente y descendente, respectivamente).

Cuando hablemos de los grupos Zy con N > 12, en este mismo capftulo, identificaremos a
ciertos de sus elementos generadores como cuartas y quintas generalizadas. Sin embargo, debe
notarse que este concepto de quinta generalizada es distinto det que fue manejado en el capftulo
anterior. Aquf la pregunta interesante es jbajo qué condiciones coinciden ambos conceplos, st

es que lo llegan a hacer? (véase el Apéndice A.)

3.3 Subgrupos y grupos cociente.

En general, Zx es un subgrupo de Zy si y solo si k divide a N. Una implicacién se sigue del
Teorema de Lagrange, y la otra es resultado del hecho de que estamos tratando con grupos

ciclicos.
Example 31 2)3 contiene como subgrupos a 2y, 73, Z4 y Z.

Es muy interesante la interpretacién que hace Balzano de los subgrupos de Zyz. Zp =
{0,6) representa al tritono do-fa*, y cada una de sus clases laterales representan a los otros
tritonos de la escala cromética, por lo que el grupo cociente Z12/Z; representa al conjunto

de los seis tritonos. El subgrupo 23 = (0, 4, 8) representa al acorde aumentado do-mi-sol¥,

! Dado un elemento g de un grupo aditive G, se define su inverso (-g) tal gue g + (-g) = 0. Todo elemento de
un grupo tiene un dnico inverso. Ademds, #i g genera a G, tambidn (-g) genera a G.
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sus clases laterales representan a los otros acordes aumentados, y el grupo cociente Z10/23 "
representa al conjunto de los cuatro acordes sumentados de la escala cromatica. El subgrupo
2. = (0, 3, 6, 9) representa al acorde de séptima disminuida do-mit-sol- 1a®, y el grupo cociente
2Zy2/Z, representa al conjunto de los tres acordes de séptima disminuida que existen en la escala
cromdtica. Por dltimo, el subgrupo Zg = (0, 2, 4, 6, 8, 10) representa a la escala de tonos enteros
do-re-mi-fa#-sol*-1a¥, y el conjunto de las dos escalas de tonos enteros queda representado eri
¢l grupo cociente Z1p/Zg.

El hecho de que el grupo cociente Zy/Z; tenga % elementos, permite calcular facilmente
cudntos acordes o escalas de los tipos mencionados anteriormente existen en Ja escala Zy. Esto
no nos dice nada nuevo en el caso N == 12, pues cualquiera sabe de inmediato la respuesta, pero
nos serd de utilidad cuando trabajemos en sistemas de afinacién con més de 12 notas.

Y ahora, dejando de lado a los subgrupos de Z;, pasemos a Ia parte mds importante del
trabajo de Balzano, donde propone que la escala cromética Zy2 puede ser representada en tres

grupos isomorfos.

3.4 El grupo de semitonos (estructura melédica).

En efecto, la primera de tales representaciones se basa en el semitono, o segunda menor {2m},
como generador del grupo, y es ilustrads en la Figura 1. Dos puntos adyacentes en esta
representacisn, est4n Sepa.rados por una distancia de un semitono. Doce iteraciones del semitono
resultan en una actava, equivalente a la identidad: (2m)™? = I. Para recorrer el ciclo en orden
inverso, se utiliza al inverso del semitono, la séptima mayor: (M) = L. Esto refieja el hecho de
que 1y 11, inversos uno del otro, generan el mismo grupo. En esta representacion de Z,9, la
cercanfa entre dos notas est4 dada porel nimero de semitonos que las separa, o sea el mimero
de iteraciones de la transformacién dada por el elemento 1 (traslacién por un semitono) que
50N necesarias para ir de una nota a la otra. Es precisamente a esta nocidn de “distancia”
entre las notas a la que se hace referencia cuando se habla de que un movimiento melédico es
grande o pequefio. Podria decirse que esta representacion de Zyz, la cual sers Namada grupo de

semitonos, subyace a la estructura melédica de la escala.
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Fig. 2 Grupo de 5tas.
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En la Figura 1 se puede observar que Z)2 contiene elementos de distintos periodos, hecho
que esti directamente relacionado con la existencia de los varios subgrupos de Z; discutidos
anteriormente: los elementos 2 (segunda mayor ¢ 2M) y 10 (séptima menor 6 Tm), inversos uno
del otro, son ambos de perfodo 6, es decir, {(2M)® = (7m)® = 1. Cualquiera de ellos genera a
la escala de tonos enteros, el subgrupo Zs = (0, 2, 4, 6, 8, 10). De manera similar, 3 (3m) ¥
9 (6M) son ambos de perfodo 4 y generan al acorde de séptima disminuida. Los elementos 4
(3M) y 8 (6m) son de perfodo 3 y generan a la triada aumentada. Por vltimo, el elemento 6, el

diabélico tritono, sélo se genera a s{ mismo y a la identidad.

. ¢Qus hay con los elementos 5 y 7, inverso uno del otro? Bueno, estos elementos corresponden

a la cuarta y quinta perfectas, respectivamente, y no generan a ningun subgrupo propio de Z;3.

' De hecho, no pertenecen s ninguno de los subgrupos mencionados anteriormente. Pero sf

generé.n a la escala enters, y este hecho motiva la segunda representacién de Z;,, la cual es
ilustrada en la Figura 2. Se trata precisamente del grupo generado por el elemento 7, al cual

Hamaremos grupe de quintas.

3.5 El grupo de quintas (estructura tonal).

Se puede observar que la transformacién de la Figura 1 en la Figura 2 dada por la multiplicacién
por 7, i. &, 00, 17, 214 (mod 12) = 2, etc.,, es un isomorfismo de Z;3 en si mismo. Las
otras transformaciones de Zy; en sf mismo son: multiplicacién por 11, que produce la misma
Figura 1, pero en sentido inverso; multiplicacién por 5, que produce la Figura 2, Pero en
sentido inverso (cfrculo de cuartas); y multiplicacién por 1, que no es otra que la identidad.
Todas estas transformaciones son los elementos del grupo de automerfismos de Z12, Aut (2)2)3.
Si representamos a estastransformaciones por los elementos que las generan, es decir, 7, 11, 5
¥ 1, respectivamente, podemos escribir Aut (Z2) = {7,11,5,1}. Se puede demostrar que Aut
(Z12) es isomorfo al grupo producto Zz x Z2. Pero, por el momento, lo que deseamos resaltar es
que todos estos isororfismos producen no méé que las dos estructuras mostradas en las Figuras
1y 2, ya sea tal como aparecen allf, o invertidas (es decir, reflejadas con respecto al eje 0-6,

unisono-tritona).

3E] grupo de automorfismos Aut (G) de un grupo G, se define como el conjunto de isomorfismos de G en sf
mismo, con |a composicidn como operacién de grupo.
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El lector que reconozca en la Figura 2 al familiar ¢frculo de quintas, podrd darse cuenta de
que &ste representa mucho més que una mnemotecnia para recordar el orden en que aparecen los
sostenidos y los bemoles: desde el punto de vista de la Teorfa de Grupos, es la tinica estructura
ciclica isomorfa al circulo de semitonos, el cual es més familiar e intuitivo. En otras palabras,
el circulo de quintas estd profunda y esencialmente integrado eri nuestro sistema de afinacién,
la escala cromética de doce sonidos.

Por supuesto, el cfrculo de quintas tambiéﬁ sirve como una mnemotecnia para recordar e}
orden de los sostenidos y los bemoles, y las relaciones entre las tonalidades; peré este hecho
tiene su razén de ser, y es lo que vamos a estudiar enseguida. Cuando una %cal.a mayor es
transportads una quinta hacia arriba, digamos que transportamos de do mayor a sol mayor,
ambas escalas tienen en comin todas la notas excepto una, la cual es alterada por un semitono:
fa cambia a fa*. Més ain, la distancia en quintas (medida en el cfrculo de quintas) entre dos
tonalidades cualesquiera es un indicativo de cusntas notas tendrdn en comiin dichas escalas, y
cudntas notas habrdn cambiado un semitono hacia arriba ¢ hacia abajo. Esto parece indicar
que ¢l sistem:_:x de tonalidades y de armaduras fue desarrollado especificamente para describir
las distintas traslaciones de la escala mayor.

La razén de estos hechos es la siguiente: lo que lamamos escalas diaténicas, son subcon-
juntos muy especiales de Z;9, si lo vemos en su representacién en el grupo de quintas, Como
lo muestra la Figura 3, una escala diaténica es un subconjunto de puntos adyacentes o “conec-
tados” en el cfrculo de quintas. De hecho, cualquier conjunto de siete puntos adyacentes en
este grupo es una escala diatdnica, y las doce escalas diatémicas son de esta forma. En la
Figura 3 la escala de do mayor se muestra conectada por lfneas continuas, y la escala de sol
mayor, conectada por lfneas discontinuas. Se puede observar que el hecho de que, al pasar de do
mayor a sol mayor, se conserven todas las notas excepto fa -que cambia a fa¥-, es consecuencia
directa de la “conexidad” de las esealas, y de que cada escala tiene precisamente 7 notas. A
esta propiedad de las escalas diaténicas la denominaremos como “la propiedad F—F#*, Esto
equivale a afirmar que si ascendemos un intervalo de quinta perfects, y repetimos esta operacin
siete veces, es lo mismo que ascender un semitono (con equivalencia entre octavas). Es decir,
77 =1 (mod 12).
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Fig. 3 Grupo de "5ias”. Escala de puntos conectados
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Por supuesto, también podrfa tomarse subconjuntos conectados de 4, 5, 6, etc. notas en
el circulo de quintas, y todos ellos exhibirfan la propiedad de que, al ser transportados una
quinta ascendente, conservarian en comﬁn todas las notas menos una. Sin embargo, los tinicos
conjuntos conectados en el circulo de quintas, que tienen la propiedad F—F#, son los de 7
¥ 5 notas. Es por demds interesante que un conjunto de 5 notas adyacentes en el grupo de
quintas, no es otra cosa que una escala pentaténica; de hecho, una vez elegido un conjunto de
7 notas adyacentes (una escala diaténica), su complemento en Z;; es precisamente una escala
pentaténica. Sin embargo, debe observarse un detalle sutil: al ser transportada una quinta
ascendente, la eéca.la pentaténica no presenta la propiedad F—F#, sino F¥ —F. Si se qui_ere
que la escala pentaténica presente F—F#, debe ser transportada en sentido contrario al de las
manecillas del reloj en la Figura 3, es decir, en la direccion de las cuartss, no de las quintas.

JY cudl es la importancia de la propiedad F—F#7? Piénsese en cualquier “escala”, es decir,
cualquier subconjunto de Z13. Tal vez la manera mds sencilla e intuitiva de formar una tal escala
arbitraria, digamos de 7 elementos, sea escoger 7 notas adyacentes en el cfrcuio de semitonos,
digamos las notas (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6). ;Puede el lector imaginar alguna manera logica de
deducir, de esfa sucesién de notas, la existencia de! circulo de quintas? Tratemos ahora de usar
€l cfrculo de quintas para formar nuestra escala: podrfamos tomar 6 notas adyacentes en este
grupo, digamos (5, 0,7, 2, 9, 4) = (0, 2, 4, 5, 7, 9) ;Tiene esta escala alguna propiedad que la
relacione con el grupe de semitonos, de una manera tan transparente como lo hace la propiedad
F—F# para las escalas mayor y pentatdnica? _

Quiz4 la escala de tonos enteros tenga alguna posibilidad, pues su construccion es muy
sencilla: basta tomar una nota sf y otra no en el cfrculo de semitonos, por ejemplo, las notas
{0, 2, 4, 6, 8, 10). Es notable el hecho de que se construye exactamente de la nﬂsma manera
en el grupo de quintas: cada tercer nota. Como se ve, tiene una simetria muy especial, que
relaciona a las dos representaciones isomorfas de Z;5. Sin embargo, es tan simétrica, gue resulta
terriblemente mondtona: todas las notas est4n a la misma distancia, y slo hay dos escalas de
tonos enteros distintas. Esto no significa que no sea usada por los muisicos, por ejemplo, por
los impresionistas. Pero, desde luego, no tiene la riqueza de posibilidades y recursos que tiene
la escala diaténica.

Aungue todo miisico sabe que la cercania entre tonalidades se mide en quintas, hay que hacer
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notar lo que el andlisis anterior, hecho en términos de la Teorfa de Grupos, nos ha revelado:
que [as escalas diaténica y pentatonica son las wnicas que revelan, en su estructura, los dog
grupos en que Zjy puede ser representado. Estas escalas constituyen una regién conexa en el
grupo de quintas, de manera que, al transportar una quinta ascendente o descendente, es decir,

al efectuarse un movimiento minimo entre dos escalas {mfnimo segiin la nocién de distancia en

el grupo de quintas), se conservan todas las notas excepto una sola, y el cambio de esta nota

es mfnimo (minimo segvin la forma de medir distancias en el grupo de semitonos).

De las dos representaciones isomorfas de Zy2 que hemos estudiado, el grupo de semitonos

reficja relaciones melddicas, con su nocién de cercanfa entre notas individuales. La otra, el

grupo de quintas, contiene relaciones tonales, es decir que refleja una nocidn de cercania entre

tonalidades.

* Me parece conveniente hacer aquf una reflexion: en el desarrollo histérico de la teorfa
musical, el aspecto melédico es desde luege muy anterior al desarrollo del sistema de
tonalidades, y ambos precedieron por siglos al desarrolio de Ia Teorfa de Grupos. jSerfa
muy descabellado pensar que la evolucién de la escala diaténica iba dirigida a “hacer sur-
gir” en el sistema de afinacién una estructura de grupe, estructura que hemos encontrado

en la escala cromatica de 12 notas varios siglos después?

Bien, pi¢nsese en lo siguiente: antes del siglo XVII era impensable poder usar la escala
mayor transportada a las doce notas crométicas, y no fue sino hasta después de una larga
buisqueda, que culminé en la invencién del temperamento igual, que fue posible utilizar en
la practica las doce tonalidades mayores, hecho que marcé la posibilidad de un desarrollo
que va desde Bach hasta nuestros dias, con la destruccién (o, si se prefiere, disolucitn),
a principjos de este siglo (ain), de la tonalidad, a manos de tan despiadada “igualdad”
entre las doce notas. ;Qué propiedad se pretendfa hacer surgir en el sistema de afinacion,
que sélo se logré con el temperamento (es decir, con grandes muestras de caricter)?
Pues precisamente la propiedad de que la escala diaténica, con todos sus intervalos, fuera
invariante ante las doce traslaciones; es decir, se querfa dotar al sistems de afinacién de
una perfecta simetria. Y jcudl s la principal propiedad (hablando a un nivel perceptivo)

que estudia y presenta la Teorfa de Grupos, si no la simetrfa?
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A medio camino entre la nota individual {estructura melédica)} y la escala (estructura tonal),
se encuentra otra entidad de fundamental importancia en el desarrollo de la myisica desde el
siglo XVII: el acorde, que conforma la estructura arménica de la escala diaténica. La tercera

representacién de Z)q refleja este otro nivel estructural.

3.6 El grupo de terceras (estructura armdénica).

Hasta ahora, hemos estudiado el grupo de semitonos y el de quintas. Ambos son unidimension-
ales, en el sentido de que pueden ser descritos en términos de un sélo generador. Z;7 también
puede set representado como un grupo, por asf decirlo, bidimensional. Es lo que Se COnoce como
un producto directo de grupos. _

En efecto, se puede demostrar que Z;3 es isomorfo al producto de dos de sus subgrupos: Zg
¥ Z4, lo cual se escribe Zyp =Z3xZy. Esto significa que cualquier elemento de Z;3 puede ser
representado como una pareja (a,b), con acZ; y beZ,. El isomorfismo particular entre estas

dos representaciones de Z;9 es el siguiente:

(a,b) «— (4a + 3b)(mod 12)

Recuérdese que Zj representa a la triada aumentada C-E-G#, con intervalos de iercera
mayor (3M) entre sus notas, mientras que Z, representa al acorde de séptima disminuida C-E?-
G*-A, con intervalos de tercera menor (3m) entre sus notas. Con esto en mente, el isomorfismo
dado puede interpretarse de la siguiente manera:

En la Figura 4 est4 representado el producto directo Z3xZ4, con Z3 en el eje X (generado
por terceras mayores) y Z4 en el eje Y (generado por terceras menores). Pero sus elementos,
en vez de estar escritos en la forma (a,b), estdn escritos como elementos de Zy2, de manera que
a cada punto (a,b) le corresponde su imagen bajo el isomorfismo mencionado. Por ejemplo, la
imagen del punto {0,0) es Op3, ¥ la imagen de (1,1} es 7yz. Musica.lmente, esto significa que
todos los intervalos de la escala cromitica pueden ser expresados como la combinacién de cero
2 dos terceras mayores y de cero a tres terceras menores, y toda combinacién de esta forma
corresponde a un y sélo 2 un intervalo. 7)2 corresponde a una quinta perfecta, la cual, en efecto,

puede ser descompuesta en una 3M y una 3m.
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Otzo ejemplo: el punto (2,1) corresponde a 119, s séptima mayor, la cual, ciertamente, se
descompone en dos terceras mayores y una menor. Obsérvese que este grupo deberfa propia-
mente ser representado como un toro (o como puntos scbre un toro, para ser m4s precisos); en
la Figura 4 este toro ha sido “desenrollado”, y varias copias han sido “pegadas” con la finalidad
de mostrar todas las relaciones de adyacencia. Pero debe recordarse que todas las repeticiones
de un elemento dado, por ejemplo el 2, representan el mismo punto sobre el toro.

Notemos ahora algunos hechos. En primer lugar, las estructuras conectadas maximalmente
compactas que pueden construirse, son las trfadas bésicas, los acordes mayor y menor, repre-
sentados por tridngulos rectdngulos congruentes, que difieren entre sf por una rotacién de 180
grados. Tarnbién aparecen el acorde aumentado y el disminuido, como tridngulos “degenerados”
en una sola de las dos dimensiones del grupo. Més notable aun es la estructura que representa
a la escala diaténica. Asf como los triangulos de los acordes se construyen uniendo serceras, de
forma andloga la escala diaténica se copstruye uniendo trigngulos de acordes, de una manera tal
que resulta una estructura conectada y convexa, la cual abarca una distancia méxima a o largo
de ambos ejes. Esto ltimo puede verse en que, en ls Figura 4, la escala contiene dos mimeros 2;
©omo &stos representan el mismo punto, se ve que la escala, al recorrer desde la esquina inferior
izquierda del grupo hasta la esquina superior derecha, pasa por todos los valores posibles en los
dos ej-es. De las otras escalas que se pueden construir como conjuntos de notas adyacentes en el
grupo de quintas (con cardinalidad distinta de 7), ninguna presenta estas propiedades, de ser
una estructura de terceras/triadas conectada, convexa, “abarcande”™ todo el grupo. Por otra
parte, no existe otro producto directo de grupos que sea isomorfo a Zs.

Gracias a que la Figura 4 muestra varias copias unidas de Z3xZy, es posible ohservar que
este grupo contiene a las otras dos representaciones de Zqz. Las lineas diagonales andlogas a
Z =Yy + ¢, son cireulos de quintas desenrollados, Las lfneas de la forma x = —y+¢, son circulos
de semitonos. Estos largos circulos, al desenrollarse, se “salen” de la region que contiene a
todas las notas de la escala. Esto significa que, si representamos a este grupo de terceras como
un toro, el circulo de quintas y el de semitonos dan varias vueltas 2l toro antes de completar

un ciclo.
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Este grupo de terceras es el adecuado para definir otro concepto de “cercanfa™; jen qué
sentido afirmamos esto? Estamos hablando de cercanfa arménica. Ciertamente, puede decirse
que las dos notas que forman un intervale de tercera, son armdnicamente cercanas: pertenecen
a un mismo acorde (de hecho, a dos); ademds, el tnico movimiento paralelo de notas que se
permite en la armonfa y el contrapunto clésicos, es precisamente el de las terceras (o su inversién,
las sextas). Pero también podemos hablar de una cercanfa entre acordes: por ejemplo, en la
Figura 4, los conjuntos {2,5,9} ¥ {5,9,0} son dos tridngulos que estsn unidos, compartiendo
une de sus lados. Es sabide que, en ocasiones el acorde de segundo grado puede ser sustituido
por el de cuarto grado; estos acordes son precisamente los que representan los dos tridngulos
mencionados. ' _

Hay otro hecho sobresaliente en esta represeniacion de la escals diaténica. A partir del siglo
XVIIL, y en cercana relacién con el desarrolle del sistema de tonalidades, la armonfa basada
en los acordes mayores y menores cobré una importancia central. Al mismno tiempe que. el
conjunto diaténico se resumis en sélo dos de sus siete modos (la escala mayor y la escala menor
natural), cobré importancia el concepto de la ténica; pero como algunos tedricos han sefalado,
el concepto uﬁndo importante no es tanto el de una nota ténica, sino el del acorde de ténica.

Este dltime concepto queda reflejado en el grupo de terceras. Como se ve en la Figura 4,
la escala diatdnica esta formada por tres tridngulos “mayores” y tres tridngulos “menores”. El
triéngl;lo mayor ubicado en el centro de la estructura diaténica, es 0, 4, 7, y el tridngulo menor
central, es 9, 0, 4. Estos dos tridngulos corresponden a los acordes de ténica de los modos mayor
y menor. Sin embarge, ninguno de estos acordes, ni sus notas fundamentales 0 y 9, tierien una
posicion privilegiada en el grupo de quintas ni en el grupo de semitonos. Es en este grupo de

terceras donde cobra fuerza la estructura armdénica. del conjunto diaténico.



Chépter 4

Escalas diaténicas generalizadas

segin la Teoria de Grupos

En el capftulo anterior vimos ¢6mo el sistema de afinacién occidental, la escala cromética de 12
notas conteniendo a la escala diaténica de 7, puede ser representado en tres grupos iscmorfos
a 219, y vimos cdmo las notables caracterfsticas del conjunte diaténico, en el contexto de cada
uno de los tres grupos, reflejan sus propiedades melddicas, armdénicas y tonales.

Ahora generalizaremos los coniceptos que hemos estudiado, sefialando la existencia de otros
grupos Zy que comparten -en su mayorfs- las mencionadas propiedades de Z,3. Esto nos
permitird definir, para escalas microtonales, estructuras andlogas a la escala diatdnica, los

acordes y el circulo de tonalidades.

4.1 Generalizacién a escalas microtonales.

En seguida enunciamos, sin demostraciones, los principales resultados obtenidos por Balzano
respecto a la posible generalizacion de los conceptos estudiados en el capftulo anterior,

Desde luego, cualquier grupe Z, presenta una analogfa can el grupo de semitonos, simple-
mente tomadoe como generador al elemento 1,. La pregunta importante es jcudles de estos
grupos tienen otros dos grupos isomorfos que presenten las siguientes caracteristicas?

1. Uno de ellos, al que podemeos Hamar “circulo -0 grupo- de quintas”, es generado por un

elemento distinto de 1.
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2. El otro es un producto directo de dos subgrupos de Zy,.

3. Cierto subconjunto “conexo” {cuyocs puntos son adyacentes) en el grupo de quintas -
conjunto al cual lamaremos escala diaténica- resulta ser una estructura conexa y convexa en
el grupo producto, donde adem4s abarca una distancia méxima a lo largo de ambos gjes.

Resulta que los grupos Z, que presentan los anteriores recursos estructurales son aquellos
para los ciales n = k(k+1) para algin entero k. De hecho, es esta una condicién necesaria y
suficiente. Bajo esta condicién, el grupo producto estd dado por Zn =25 xZyy). El-elemelito
a.milogolé. la quinta perfecta es kn + (k + 1}n = (2k + 1)y, el cual es generador del grupo
de quintas o de tonalidades. Un subconjunto de 2k + 1 notas adyacentes en este grupo de
quintas presenta las propiedades deseadas, y es llamado por Balzano escala diaténica. Tales
propiedades son:

a) la propiedad F—F#, de que dos escalas adyacentes (en el grupo de quintas), difieren en
una sola nota, la cual cambia mfnimamente (por un “semitono”). Dicho de otra forma, {2k +
1) =1 (mod k(k + 1)). o

b) los elementos ks y (k + 1) se comportan estructuralmente como las terceras menor y
mayor, respeétimmente, en el sentido de que el intervalo diaténico de tercera tiene las longi-
tudes crométicas k y (k + 1}. Esto trae como consecuencia que los acordes por terceras estdn
representados por tridngulos rectdngulos en el grupo producto, lo cual significa que tales acordes
contienen una tercera mayor y una menor.!

Ahora bien, para k < 3, el Z,, resultante (Zg) no tiene una estructura suficientemente rica:
su tinico generador es lg, asf que no hay cfrculo de quintas posible. El caso k = 3 es Zy, y ya
hemos visto que 72 (0 su inverso 5;3) es el dnico generador, aparte de 1;2. Cuando k > 3, hay
aparentemente in4s generadores para escoger, pero de todos ellos, el elemento (2k + 1), es'el
finice que, como se menciond, presenta las propiedades buscadas.

La Figura 5 presenta el grupo de terceras para Zyp, el caso k = 4. Los andlogos al efrculo
de quintas y al efrculo de semitonos, pueden identificarse en las Ifneas diagonales de pendiente
positiva y negativa, respectivamente, de Ia misma manera como lo vimos en Zi. La escala

diaténica es generada por el elemento (2k + 1), = 9, (el andlogo de la quinta perfecta).

'Con excepcidn de los acordes disminuido y aumentado, que son tridngulos “degenerados” -en una sola
dimensidn- y contienen sélo terceras menores o sélo terceras maycres, respectivamente.
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Fig.7 Grupode "Terceras” Z; X Z; =2y,

61

5l 25 1 B3 19 25 1 13 19 25 1 13 19
4| 20 28 14 20 26 14 20 26 8 14
3 15 21 27 L I g 15 2% 27 3 9
21w 16 22 282 4 10 18 1 t6 22 28
11§ 11 17 23 29 § I—/1|77‘.': 29 1 17 23 29
Ho 6 12 /o —$7 122 138 24 6 12 18 24
5| 28 1 1 /19—25 1 7T 43 15 25 1 7 %3 19
a2 2 2 . s g 2% 2 14 20 26 8 14
ds 21 22 3 8 158 m o=z 3 15 20 2 3
ol 10 1 2 28 4 w0 16 22 28 4 10 16 22 28
1 11 17 23 28 5 11 17T 23 29 M 17 23 29
ol o & 12 18 24 0 6 12 18 24 0 6 12 18 24
8 25 1 3 19 25 1 13 19 25 1 7 13 19
4 20 26 14 20 28 2 14 20 26 2 8 14
315 24 27 3 9 15 20 22 3 5 21 27 3
2l 10 16 22 28 10 16 22 28 10 16 22 28 4
11 5§ 41 17 23 29 11 17 23 29 1 17 23 29
oo 0 & 12 18 24 6 12 18 24 6 12 18 24
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
Zs



B ool it

S

Esta escals diatéuica consiste en nueve notas conectadas en el circulo de “quintas”:

{2,11,0,9,18,7,16,5,14} = {0,2,5,7,9,11,14,16, 18}.

Respecto a la propiedad F—F*, nétese en la Figura 6 que cuando la escala es transportada
¢ semitonos hacia arriba, obtenemos las mismas notas, excepto por €l 2, que es reemplazado
por el 3, resultando en la escala {9,11,14,16,18,0,3,5,7}. ‘

Las estructuras anslogas a los acordes mayor y menor son, respectivamente, {0,5,9} y
{0,4,9}. Obsérvese que esta escala prede ser vista como un conjunto de notas adyacentes en el
efrculo de “quintas”, pero también como un conjunto de nueve triadas adyacentes en €l grupo
producto, cuatro de las cuales son mayores, cuatro menores y una disminuida. De hecho, todas
estas escalas con 2k + 1 notas tienen k acordes mayores, k acordes menores y uno disminuido.
También es de notarse el hecho de que las triadas estdn construidas por “terceras”, i. e. cada
tercer nota de la escala “diaténica”. -

Digamos algo ahora sobre Zs, el caso siguiente. La Figura 7 muestra el grupo productc
isomorfo a Zag, ZsxZg. Las triadas mayor y menor son {0,6,11} y {0,5, 11}, respectivamente.
El elemento generador del circulo de tonalidades es 1130, y la escala diaténica de 11 notas adya-
centes en dicho circulo es: {8,19,0, 11,22,3,14,25,6,17,28} = {0,3,6,8,11,14,17,19, 22, 25, 28}

Esta escala, por supuesto, presenta la propiedad F—F#, y los acordes que tienen una
localizacién central en el grupo producto son: el acorde “mayor” {0, 6,11} y su “relativo menor”
{25,0,6}. 7

Tode lo que se ha dicho en esta seccién son resultados que Gerald Balzano presenta en su
articulo, en el que, después de lo anterior, menciona algunos hechos mds sobre Z2p y Zso, €
incluso sobre los sistemas correspondientes & otros valores de k: 242, Zsg, Z12 Y Zop. Nosotros,
en vez de abundar en ello, pasaremos a estudiar més a fondo a Zgp en las préximas secciones,

basdndonos para ello en las observaciones hechas por Paul Zweifel en su articulo, ya citado.

4.2 Un problema en el modelo.

Antes de comenzar a citar a Zweifel, quiero hacer una observacién sobre las conclusiones de
Balzano. Recuérdese que las escalas de Balzano son escalas de n elementos, con n = k{k+1),

donde k y k+1 son los tamaiios crométicos de la tercera menor y mayor, respectivamente (véase
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Ia propiedad b de estas escalas, descrita en la seccién anterior). Nétese que n es igual a K+ k,
es decir que cuando crece el nimero de divisiones de la octava, el incremento en n es del orden
del cuadrado del incremento en k. Esto significa que, a medida que se incremente el mimero
de notas en la octava, 1a tercera diaténica serd proporcionalmente més corta, en relacién conla
octava. Si queremos que en estas escalas microtonales los acordes sigan estando formados por
terceras diaténicas {cada tercer nota de la respectiva escala diatGnica), es inevitable que serdn
cada vez més “estrechos”, a medida que dividamos m4s y més la octava. Esto estd en relacién
directa también con el tamafio de Ia quinta, que est4 definida como la suma de una tercera
mayor y una menor: k + (k + 1) = 2k + 1. Por gjemplo, para la eséa]a diaténica contenida en
742, la quinta de Balzano mide 371.4 céntimos: es m4s pequeiia que la tercera mayor teraperada
de 1a escala usual. Para el caso de Tgg la situacion ya es mucho peor, pues [a quinta de Balzano

mide 253.3 céntimos: casi exactamente una segunda mayor mis un cuarto de tono (de la escala

. usual). ;Se imagina el lector cémo sonaria un “acorde” de tres notas apifiadas en tan pequefio

espacio? Ademés, la diferencia entre la tercera menor y la mayor serfa también cada vez menor.
Evidentemente, habr4 muy pocas posibilidades para una armonia interesante 2 medida que el
ndmero de divisiones de la octava sea mds grande,

Ante este problema, podemos adoptar dos posturas. La primera consiste en tratar de con-
servar todas las propiedades enunciadas por Balzano, en especial, la propiedad b de las escalas
diaténicas por &l descritas. Al hacer esto, deberemos aceptar las consecuencias analizadas en el
pérrafo anterior.

La postura alternativa consiste en flexibilizar las condiciones impuestas sobre las escalas
construidas; en particular, la que se refiere a la mencionada propiedad b, permitiendo que los
acordes se formen por intervalos mayores que las terceras diaténicas (por ejemplo, por cuartas)
para, de esta manera, contrarrestar el “empequeiiecimiento” proporcional de los intervalos. Esto
implica renunciar a los acordes por terceras; sin embargo, resuelve el mencionado problema,
proporcionando -tal vez- acordes que suenen “bien”, y abarquen un mayor rango de la escala.
Sin embargo, es cierto que surgen otros problemas: ;Cémo podifa definirse a la “quinta™?
iTambién como la suma de una “tercera” mayor (o el intervalo que sustituya a la tercera)
més una “tercera” menor? La “quinta” definida de esta manera, claramente serfa distinta del

elemento 2k + 1 propuesto por Balzano. Esta nueva quinta jcoincidirfa con algiin generador de
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2y, que pueda ser identificado con ur “circulo de quintas™? Sorprendentemente, estas cuestiones
pueden ser resueltas de manera satisfactoria, al menos para el caso de Zy. Asf lo hace Zweifel
con su propuesta, aunque él no identifics este problema (o al menos no lo menciona), y sus

_motivaciones son otras. Primero veamos c¢dino se resuelve el problema de las quintas.

4.3 Cuartas y quintas generalizadas. Escalas diaténicas y pen-

taténicas.

En el capftulo anterior, entre las propiedades de Z;2, se mencioné que no sélo el correspondiente
elemento {2k + 1);3, que en este caso es 712, genera al grupo de quintas, pues &ste también es
generado por 512, ¢l inverso de 712. Bueno, para ser exactos, 512 genera al circulo de cuartas,
es decir, al cfrculo de quintas, pero recorrido en sentido inverso. Ademds, se sefial6 el notable
hecho de que, asf como 7 notas adyacentes en el circulo de quintas forman una escala diaténica,
de manera andloga 5 notas adyacentes forman una escala pentatdnica, la cual, al igual que la
escala diaténica, presenta la propiedad F—F#. Bueno, para ser fieles a la verdad, la escala
pentatonica presenta la propiedad F# —F en el circulo de quintas. Pero si observamos a esta
escala pentaténica en el cfrculo de euartas (que podeiamos decir que es su “espacio natural”},
resulta que presenta ni més ni menos que la propiedad F—F#.

Esta dualidad entre las escalas diaténica y pentaténica en Z;2 fue observada por Balzano,
pero no le presté importancia al momento de generalizar los resultados a otras escalas. Resulta
que, en general, si j es un elemento generador del grupo Z,, también lo es su inverso, n-j. Esta
es la observacién fundamental de Zweifel: en las otras escalas, donde Balzano considera como
generador s6lo al elemento (2k+1}, (aparte, claro estd, de 1,,), deberiamos también considerar
a su inverso, (n-(2k+1}), (recuérdese que n=k({k+1)), de manera que uno de ellos sers la quinta
generalizada, y el otro, la cuarta generalizada.

Pero ,qué criterio usaremos para decidir cudl serd la “quinta”, y cudl la “cuarta”? Segu-
ramente que lo m4s Idgico serfa asignar el papel de quinta al intervalo de mayor longitud, y el
papel de cuarts, al de menor longitud. Aqui sucede un fenémeno curioso: mientras que para el
caso de Zyg, es decir k=3, tenemos que (2k+1) es mayor que su inverso, para todos los valores

de k mayores a 3 sucede lo contrario, pues (n-(2k+1))>2k+1 (esta afirmacién es demostrada
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en el apéndice A). Esto sugiere que para k>3, el e}eménto {2k+1)n, al cual Balzano asigna el
papel de la quinta, en realidad vendria a ser como la cuaria, dejando el papel de quinta a su
inverso, el elemento {n-(2k+1)),. Ademds, ambos elementos generan el mismo grupo de quintas
(aunque en sentidos inversos); en este grupo, de acuerdo con lo anterior, un conjunto de 2k+1
notas adyacentes formarfa el andlogo de la escala pentat6nica, mientras que un conjunto de
n-{2k+1) notas adyacentes, seria el verdadero ansloge de la escala diatdnica.

Balzano demostré que la escala de 2k+1 notas tiene la propiedad F—F# probando que
{2k+1)(2k-+1)=1 (mod k(k+1)), lo cual significa que, en el grupo de quintas, si recorremos 2k+1
notas en el sentido de las cuartas generalizadas, equivale a movernos un semitono aécendente
desde la nota inicial. Ahora, la pregunta importante es jqué hay con la escala de n-(2k+1)
notas? ;presenta la propiedad F—F#? Esto equivale a preguntarnos si, en el mismo grﬁpo
de quintas, el recorrer n-(Zk+1) notas en el sentido de las quintas generalizadas, equivale a
movernos un semitono ascendente desde la nota inicial, es decir, si {n-(2k+1))2 = 1(mod n)..

La respuesta es afirmativa, y es muy fdcil demostrarlo, ya que

{n-(2k+1))? (mod n) = [n? - 2n(2k + 1) + (2k + 1)?] (mod n).

Los dos primeros ténminvs sui, evideniemente, igualss a cero {mod nj; en cuanto al dltimo,
(2k+1)? =1{mod n} es precisamente lo que ya habfa demostrado Balzane. Por lo tanto, la escala
de n-(2k+1) notas, generada por el elemento {n-(2k+1))y; (la quinta generalizada), efectivamente
presenta también la propiedad F—F#.

Considérese la accidn de transportar la escala “diaténica” de n-(2k+1) notas, a una quinta
descendente (o, lo que es lo mismo, una cuarta ascendente); o de transportar la escala “pen-
tatdnica” de 2k+1 notas, a una cuarta descendente (o una quinta ascendente). Es f4cil demostrar
que ambas trastaciones resultan en que una sola de las notas de la escala desciende un semitone;
esta es la propiedad F# —F para ambas escalas, y es -en ambos casos- equivalente a demostrar
que (2k+1)(n-(2k+1))= —1 {mod n). Pero

(2k+1)(n-(2k+1)) (mod n) = [r(2k + 1) - (2% +1)?] (mod n)

Claramente, n{2k+1)=0 (mod n), por lo que €l resultado es inmediato.

Asf pues, tanto las escalas diaténicas de n-(2k+1) notas, como las escalas pentat6nicas de
2k-+1 notas, presentan la propiedad F—F#, Queda por resolver el problema, planteado en la

seccisn anterior, de la relacién entre la nueva “quinta” y las terceras; o més awn, de definir un
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sustituto conveniente para las terceras. Como se menciond, la propuesta de Zweifel resuelve tal

problema para el caso de Zg. A continuacion se describe como sucede esto.

4.4 Un caso interesante: Zg.

En Zog, llamaremos escala diatdnica a la escala de n-(2k+1) = 11 notas adyacentes en el grupo
de quintas, generado por el elemento 1139. Esto se mugstra en la pagina 73. Ordenando las
notas, la escala queda asi:

{0,2,4,6,8,9,11,13,15,17,19}. (1)

Puesto que en esta seccién nos referiremos continuamente a esta escala diaténica inmersa
en la escala cromdtica de 20 notas, tendremos que acostumbrarnos a su particular terminclogia.
As{ pues, la “cuarta generalizada” es ahora una sexta diaténica (de longitud cromatica 9),
y la “quinta generalizada” es una séptima diatonica (de longitud cromdtica 11). El efreulo
de tonalidades serd llamado “circulo de séptimas”. Cuando haya posibilidad de confusidn,
aplicaremos €l subfndice g a todos los conceptos que lo necesiten.

Ahora que la “quinta generalizada® es una séptima, surge la pregunta ;cémo construire-
mos acordes? Al intervalo de longitud crom4tica 6, l4mesele cuarta mayor, y al de longitud
cromética 5, lldmesele cuarta menor. Nétese en la escala (1) que, con estas definiciones, la
séptima perfecta es igual a una cuarta mayor mds una cuarta menor. Asf pues, podemos
construir acordes por cuartas. Por ejemplo, el acorde {0, 6,11} serfa un acorde “mayor”, mien-
tras que {6,11,17} serfa un acorde “menor”. Esto resuelve el problema de definir “terceras
generalizadas” (y acordes) que sean congruentes con la “quinta generalizada”.

$in embargo, nuestra solucién tiene el problema descrito en la seccién 4.2, de no cumplir
con la propiedad b} de la seccién 4.1; es decir, nuestras “terceras generalizadas”, que son la
cuarta mayor y menor (elementos 629 y 520), no coinciden con los elementos k y k+1, que son
los generadores del grupo producte. Obsérvese la Figura 8, donde el conjunto de notas unidas
por lfne;s dobles representa a nuestra escala diaténica (1). El problema sefialado se refleja en el
hecho de que los trisngulos rectdngulos que forman la estructura no coinciden con los acordes

por cuartas que hemos definido para esta escala.
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Ahora, en la misma Figura 8, obsérvese el conjunto de notas unidas por lineas sencillas. Paul
Zweifel hallé esta estructura, que representa igualmente a la escala (1), pero cuyos tridngulos
sf coinciden con los acordes por cuartas de la escala. Por supuesto, era imposible que esto
sucediera con trisngulos rectangulos, asf que hubo que “inclinarlos”. ;Por qué es posible esta
notable “distorsién”? Eso lo discutiremos algunos pdrrafos mds adelante. Por el momento,
béstenos con saber que tal distorsién permite que nuestra escala, con su estructura de acordes
por cuartas, pueda ser representada como una estructura de tridngulos (acordes) conexa y
convexa, en el grupo producto ZyxZs.

Continuando con la adaptacién de la terminologfa usual a esta escala, llamaremos semitono
al intervalo existente entre las notas Oz ¥ 139, €l cual mide 60 céntimos (= %’9), anglogamente,
un tono seré el intervalo que hay entre las notas Ozp y 220, que tiene una longitud de 120 céntimos.
Analicemos a los subgrupos de Zg.

Zap tiene como subgrupos a Z1g, Zs, Z4, y Zz2. El primero, Zyp = {0,2,4,6,8,10,12,14,16,18}
es una de las dos escalas de tonos enteros en Zog- Zs = {0,4, 8,12, 16} no es interpretable como
acorde, pues el intervalo de longitud cromaética 4 es una tercers diaténica, y hemos decidido
que los acordes los construirernos por cuartas.

74 es muy interesante; como se recordard, también es subgrupo de Z12. Evidentemente, al
medir sus intervalos en céntimos, es idéntico como acorde de una escala o de la otra; es decir,
suena igual. Pero en Zag sus notas son {0,5,10,15}. Analicemos esto con cuidado: en la escala
(1) inmersa en Z&o; la cuartagg menor tiene uﬁa longitud de 5 semitonoszs, que equivale a 300
céntimos; pero esta longitud es idéntica a la longitud de la tgroerau menor temperada de Zy2: 3
semitonos;; = 300 céntimos. Resultado: la cuartasy menor suena igual que la tercera,s menor,
por lo que el acorde {0gp, 520, 1020, 1520} suena igual que el acorde {012, 312,632,912}

;Qué nombre sers conveniente, en Zzo, pata este acorde? Es un acorde de decena disminuida;
he aquf la explicacién: al construir por cuartas los acordes, se sigue que un acorde de tres notas
en la escala (1) contiene a las notas que estdn a intervalos de una cuarta y una séptima sobre la
fundamental. Consecuentemente, un acorde de cuatro notas contiene, ademas de las anteriores,
una decena sobre la fundamental. Ahora bien, la nota 19 puede ser considerada como la sensible
de esta escala, por lo que {19,4,9, 15} serfa el acorde de decena de sensible (anslogo del acorde

de séptima de sensible de la escala mayor de Z;2).
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Finalmente, disminuyamos en un semitono la decena de este acorde, obteniendo {19,4,9,14}.
Es evidente que este acorde, que tiene la misma estructura intervalica que {0,5,10,15}, es el
andlogo exacto del acorde de séptima disminuida de Z;2, por lo que debe llamatse acorde de
decena disminuida; contiene, sobre ja fundamental, una cuarta menor (intervalo andlogo de la
tercera menor de 232), una séptima disminuida {intervalo anslogo de la quinta disminuida de
Zy2), y una decena disminuida (intervalo analogo de la séptima disminuida de Zy2). Ahora debe
ser claro que llamar a {0,5, 10,15} “acorde de novena” en Zgp -como lo propone Zweifel- sélo
porque la nota 15 es la novena de la escala diatonica (1), serfa tan erréneo como llamar “acorde
de sexta” a {Do, Mi®, Sol®, La}, sélo porque La es la sexta de la escala de Do Mayor.

Por wltimo, el subgrupe Zz = {0,10} es uno de los diez tritonos que contiene Zgy. 5i la
primera nota de la escala es Oag, entonces su tritono es la nota 102. Nétese que esta nota se
encuentra entre los generadores 9y y 1lap, de la misma manera que en Zg el tritono 6;2 se
encuentra entre los generadores 5;3 y 712.

Ya hemos observado que el acorde de decenagg disminuida suena igual que el de séptima;y
disminuida, al cual vendria a sustituir (tal vez incluso en funciones); esto es asf, por supuesto,
porque la cuartagp menor suena igual que la tercera;y menor, ya que ambas miden 300 céntimos
(recuérdese que el semitonoan mide 60 céntimos, y que la cuartagy menor y mayor mide, respec-
tivamente, 5 y 6 semitonoszg). Ahora, notemos que la cuartagy mayor (360 céntimos), aunque
esté relativamente alejada de la terceraya mayor temperada (400 céntimos), no lo estd tanto de
Ia tercera;; mayor justa (386 céntimos). La séptimagg justa (que sustituye a la quintayg justa,
de 700 céntimas -la temperada-) mide 11 semitonoss y 660 céntimos. Como resultade, podria
esperarse que tampoco los otros acordes, construidos por cuartassy, suenen muy distinto de los
acordes de la familiar escala mayor. _

Ahora, volvamos a la Figura 8, Nétese que la estructura en lineas dobles -a 1a que lamaremos
A- y la estructura en lineas sencillas -a la que llamaremos B- son casi idénticas; s6lo cambia la
manera de construir los tridngulos. Ambas estructuras tienen en comin las lfneas de la forma
¥y = % + ¢ (es decir, el cfrculo de séptimasgg) y las lineas horizontales (de una longitud de 5
semitonosyy). Esto significa que los intervalos que miden 11 y 5 semitonosz (a los que hemos
llamado séptimago perfecta y cuartagn menor, respectivamente) forman parte de los acordes en

ambas estructuras. Pero las lineas verticales han sido sustituidas por otras. Véase, por ejemplo,
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el rombo que tiene por vértices a las notas 6, 11, 0, 15; de sus dos diagonales, la estructura A
incluye a Ia vertical, mientras que B incluye a la otra. De igual manera, en todos los rombos
que -en la estructura A- tienen una linea vertical como diagonal, ésta ha sido sustituida -en la
estructura B- por la otra diagonal. Por cierto, las lineas verticales representan una longitud de
4 semitonosgy, misntras que las diagonales que las sustituyen representan 6 semitonosgo, que es
la longitud de la cuartaze mayor.

El lector observador habrd notado que la escala (1) es idéntica a la escala discutida en
la seccién 2.5. En este mormento, tal vez convenga releer dicha subseccién para recordar las
propiedades que, segun se discutid, tiene esta escala en comiin con la escala mayor de Zya; en
particular, los comentarios sobre su estructura de tonos y semitonos. A continuacién recbrda.mas
la escala (1), con una propuesta de nombres (en letras) para sus notas. Las lfneas dobles

verticales, representan una distancia de un tono, y las sencillas, de un semitono.

mimero | O 2| allefg|off1rfi3]15f1719]0
ietra {CIDIE|FlclH|I|IJ|K|A[B]|C

Para una referencia completa, reproducimos la estructura en “hexacordes” y en tonos-
semitonos de esta escale, dadas en la secci6n 2.5:

0,2,4,6,8,9, 11,13,15,17, 19,0.

TTTTST TTTTS

—
En la usual escala diaténica, €l modo mayor determina cudles son los intervalos mayores: los

que se miden desde la ténica Do a cada una de las notas de la escala, y la distancia cromética
de Do a cada nota indica la medida en semitonos de estos intervalos mayores. Si aceptamos
que, en la escala diaténica de Zgp, el modo mayor es el que comienza en la nota 0, entonces los
intervalos mayores son los siguientes (sefialados con una M). También se incluyen los intervalos
perfectos (sefialados con una P): el unfsono y la “octava’ {que en este caso es una docena),
y la “cuarta” y “quinta” generalizadas. Para todos los intervalos se muestra su medida en

semitonossg.

Intervalo || 1P | 2M |3M | 4aM {5M | 6P | 7P | 8M | 9M | 10M | 11M { 12P
Semitonos || 0 2 4 6 8 9 |11]13] 15 17 i9 20

Nétese que al definir los respectivos intervalos menores, quedarén cubiertas todos los elemen-

tos de Zog, a excepcion del tritono 1029, que puede ser lamado sextag aumentada o séptimagy
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disminuida {(de manera similar al tritono 632 de Z;2, que se llama cuarta;; aumentada o quinta)z
disminuida).

A continuacién se muesiran los acordes de tres notas, y se indica, junto con el grado, cudles
son mayores, cusles menores, y cudl es el acorde disminuido (el cual, como serfa deseable, es el
acorde de “seasible”):

Acordes de la escala mayor de C en
Séptima 11| 13|15117p18( 0| 2 4 | 6|89

Cuarta 6f(glofnnfw3fis]1r 19 |0]2]4
Fundamental | 0 | 2[4 |6} 8| 9§11 | 13 {1517} 19

[ e [1lnfa[w]o]vi|vofvinje]|z|s

Los nombres -con letras y alteraciones- para fas 20 notas, quedan entonces de la siguiente

manera:

notal 01 1 |2l 3 |afs |6 7 |8|9]1w|11{12]|13|14|15| 16|17} 18 |19
emlclc* | D/D*|E|E*|F|F¥{G|{H|HB*| 1 |1*|J|# | K|K¥|A|A*|B
D Eb F G* r » Kb Al B?

La siguiente pagina es una propuesta de afinacién de esta escala, con las frecuencias de
cada nota en ciclos por segundo. Se hizo de manera que la nota Czo tenga el mismo nimero
de vibraciones por segundo que la nota Do de la escala usual. Gracias al hecho de que las
cuartasyy menores suenan igual que las terceras;y menores, resulta que también la nota Ky
tiene el mismo nimero de vibraciones que la nota Lay2, ¥ 1a nota Hi#fzg tiene las mismas que la
nota Fa# de la escala usual.

E! rango de frecuencias mostrado corresponde a lo que podrfa lamarse la octava “central”
(incluye a la nota K(5) = 440 Hz). Para caleular las frecuencias correspondientes a otras
octavas, puede procederse como en la escala usual: multiplicando o dividiendo sucesivamente
por 2 la frecuencia de una nota dada, para obtener la misma nota en otra octava.

Por ejemplo, en la escala usual, La(3) = 110 Hz, La({4) = 220 Hz, La{5) = 440 Hz, La(6}
— 880 Hz, La(7) = 1760 Hz, etc. De la misma manera, para Zyp tendrfamos: K(3) = 110 Hz,
K(4) = 220 Hz, K{(5) = 440 Hz, K(6) = 880 Hz, K(7) = 1760 Hz, ete.

7l




Nota frecuencia
nimero | letra ciclos / seg.
0 [o 2616
1 C# 2709
2 D 2804
3 D# 260.3
4 E 300.5
5 E# 311
6 F 3221
7 F# 3335
8 G 3452
9 H 3574
10 H# 370.0
1" | 383.0
12 " 3966
13 J 4105
14 M 4250
15 K 440.0
16 K# 455.5
17 A 4716
18 A 488.2
19 B 505.4
0 C 523.3
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También se muestra cémo podria construirse un teclado para Zay. Las teclas podrfan
construirse un poco més delgadas que las de los teclados normales, para que un pianista pueda
alcanzar por lo menos una “octava” {que en este caso es una docena).

Las distintas tonalidades, al igual que en Zj2, pueden ser ordenadas segiin el circulo de
séptimas (el cual apatece a continuacién) en nimero creciente de alteraciones. En la siguiente
pégina se muestran las 20 tonalidades mayores, con sus respectivas armaduras. Recuérdese que
cada tonalidad difiere de la anterior en solo una nota, la que aparece alterada. Es decir, para
los sostenidos, la nueva nota con sostenido, asciende un semitono; para los bemoles, la nota en
la que desaparece el bemol, asciende un semitono. En la Tercera Parte trataremos el problema

de ¢c6mo modular entre tonalidades.

9 -0 —qq
18 T2
7 13
16 \‘4
5 15
1 o
3 /11/
" 1 1&’/8
10

Circulo de séptimas en Zy, con su escala diaténica.
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'Elalidad A r m a d u r a
C=0

I=11 H#*=10

D=2 H#=10 | C*=1

J=13 H#=10 | C*=1 | #=12

E =4 H#*=10 | C#=1 | #=12 | D¥=3

K=15 H#*=10 | C*=1 | [#=12 | D¥=3 | J¥=14

F =6 H#=10 | C#=1 | I#=12 | D#=3 | J#=14 | E¥=5

A=17 H#=10 | C#=1 | I#=12 | D¥=3 | J#=14 | E¥=5 | K¥=16

G=8 H#=10 | C¥=1 | ¥=12 | D¥=3 | J#=14 | E¥=5 | K¥=16 | F¥=7

B=1¢ H#=10 =1 | #=12 | D¥=3| J#=14 | B#=5 | K¥#=16 | F#=7 | A*=18
H=10 H#=10 | C¥=1 | I#=12 | D#=3 | J#=14 | E¥=5 | K¥=16 | F#=7 | A¥=18 | G¥=9
Db=1 =10 | Db=1 | =12 | E’=3 | K*=14 | F*=5 | Ab=16 | G’=7 | B®=18
P=12 Db=1 | Jb=12 | E*=3 | KP=14 | F’=5 | A’=16 | G*=7 | B’=18
Eb=3 »=12 | E=3 | Kt=14 | F*=5 | A’=16 | Gb=7T | B®=18
K%=14 E'=3 | Kb=14 | F¥=5 | AP=16 | G*=7 | B%=18
Fo=5 Kb=14 | Fb=5 | Ab=16 | Gb=7 | B®=18
Ab=16 Fb=5 | Ab=16 | G®=T7 | B*=1§
Gb=7 Ab=16 | Gb=7 | B*=18
Bb=18 Gb=7 | B¥=18
H=9 : Bb=18

El lector ya debe estar convencido de que esta escala tiene todo el derecho a ser llamada
“escala mayor diatGnica” en Zgp, por las similitudes que guarda con la escala mayor usual
en Z; (similitudes halladas tanto en este capftulo, como en los anteriores). Zweifel pro-
pone que el modo mayor de esta escala .debe gser el que comienza en la nota 11, es decir,
{11,13,15,17,19,0,2,4,6,8,9}. La razén que da para ello, se basa en ia observacién de Balzanc
sobre Zy9: en el grupo producto Z3x Zy, los tridngulos que representan a los acordes de Do mayor
y La menor, se encuentran exactamente en el centro de la estructura que representa a la es-

cala diaténica, ¥ esto explica que los modes de Do y La sean el principal mayor y su relativo
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menor, regpectivamente. Siguiendo este razonamiento, Zweifel encuentra, en €l grupo producto
Z4xZg 2799, que los acordes {6,11,17} y {11,17,2} son los que ocupan una posicién central
en la estructura de la escala, y que, por lo tanto, el modo mayor debe ser el que comienza en
1a nota 1129, mientras que su relativo menor, el que comienza en la nota 6.

Sin embargo, de esta manera se pierden muchas de las similitudes que hemos encontrado
con la escala mayor usual. Por otra parte, el hecho de que, en Z;2, los acordes de Do mayor y,
La menor se encuentren en el centro de la escala, podria apuntar mas hacia una caracterfstica

de simetria de la escala, que al mero hecho de-que se encuentren eractamente en el centro.

- Obsérvese nuevamente la Figura 8; en la estructura B, los acordes {0,6,11} y {17,2,8} ocupan

una posicién simétrica uno del otro, rmpeéto al centro de la eacala, que es el rombo que tiene
por vértices a las notas 17, 2, 6 y 11. Nosotros proponemos a {0,6,11} como el acorde mayor
de t6nica, y o {17,2,8} como su relativo menor, Las razones para escoger a {0,6,11} como
el acorde de ténica, son las similitudes con la escala mayor halladas; sobre todo, la posicién
de los semitonos, la estructura en hexacordes, y la distribucién de los grados de la escala. Las
razones para elegir a {17,2,8} como el relativo menor, seran formalizadas con las herramientas
que desarrollaremos en la Tercera Parte de este trabajo, y estdn relacionadas con el grupo de

simetrfas de Ia escala.
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Recientemente, el concepto de simetrfa ha sido aplicado exitosamente a problemas de teorfa
musical [Mazz0la1990]. Por ejemplo, los fendmenos del contrapunto y la modulacién han sido
abordados por los creadores de la Teoria Matemética de la Musica, quienes, con un lenguaje
andlogo al de la fisica moderna, utilizan simetrias para explicar “fuerzas de transicién”. En
contrapunto, se menciona la existencia de simetrfas locales [Mazz0[al989] mientras que, por
otro lado, se postula la existencia de un cuanto de rﬁodulacién [Mazzola1990]. Lo interesante

23 que, en ambus casos, los resultados obtenidos pueden ser interpretados como generalizaciones

de la teorfa musical clasica.

En [Mazz0la1985), el matematico y compositor suizo Guerino Mazzola desarrolla un modelo
que proporciona una modulacién directa entre dos escalas -cualquiera que sea su grado de
relacion en el circulo de quintas- pertenecientes a una misma clase de traslacion (es decir, dos
escalas equivalentes bajo traslacién, o en términos musicales, transposicién) para las escalas
musicales mds usadas en la afinacién de igual temperamento, con una divisién de la octava en
doce partes. Las modulaciones obtenidas para los grados cldsicos de relacién entre tonalidades,
Merda.n con la teoria cldsica. Un modelo similar fue desasrollado para la afinacién justa

[Mazzola1990], pero aqul nos apegaremos a la afinacién de igual temperamento.?

? Aqui debemos hacer una aciaracién: dado que al momento de realizar este trabajo solo es posible encontrar las
fuentes originales de Mazzola en idioma, alemén, nos basaremos en el artfeulo Musical Moduletion by Symmetries
{Modulacién Musical por Simetrfas), de Daniel Muzzulini, quien extiende el models para incluir escalas arbitrarias
de 7 notas en Zja-
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Chapter S5

Las simetrias de Zj3 en la

modulacién musical

5.1 La interpretacion triddica de una escala.

Definition 32 Una escala de siete notas es un subconjunto s de Zyo formado por stete elemen-
tos.

Si representamos a Zjz en el circulo de semitonos, podemos escoger una nota arbitraria,
digamos Dy, come la ténica de s, y numerar en sentido creciente las notas de s: Dy, D, . . .,

D.

Definition 33 Para » = 1,...,T, definimos el acorde o tréada sobre el enésimo grado como el

conjunto s = {Dn, Din42)mod t» Dint ) mod 7}
por ejemplo, 8y = {D1, D3, D5}, 32 ={D2, D4, Ds}, . . . , 87 = {D1,D2, Dy}

Definition 34 La cubierta {31, 82, 83, 34, 85, 96, 97} de la escala s por sus triadas es llamada la
interpretacion triddica de s, y es denotada por s®.

Es claro que esta definicién de 5} es independiente de la eleccion de la ténica de s.
Se puede dar uns interpretacién geométrica precisa de estos conceptos. Aquf no ahondate-

mos en este temna; sélo mencionaremos, para despertar la curiosidad del lector, que el nervio de
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In interpretacion trisdica 5(®) de una escala 3 de siste notas es una banda de Mébius. El lector
interesado, puede consultar [Mazz0lal990], [Muzzulini] o [Montiel].

5.2 Conjuntos cadenciales.

Definition 35 Detimos que dos escalas r y s pertenecen a la misme clase de traslacion, st

eriste una fraslacion definide en Zip que transformar en s.

Sean x,p € Z12; denotaremos como eP(Z) = T + p a una traslacion de p semitones en Zjg,
para obtener la “ley exponencial” e? -e? = eP*? para dos traslaciones sucesivas. Nétese que una

traslacién corresponde a una rotacién del circulo de semitonos.

Definition 36 Un subconjunto p de triadas de 3 es un conjunto cadencial de s si no eziste
ninguna ofra escala v, en lp misma clase de traslacion de 8, tal que todos los elementos de
& sean también triadas de r@®. El conjunto cadencial v es un congunto cadencial ménimo si

ningin subconjunto propic de p es un confunto cadencial.

La importancia de los conjuntos cadenciales mfnimos es que nos permiten distinguir entre
escalas pertenecientes a la misma clase de traslacién, pero sin tener que enumerar todas sus
notas o triadas{Mazz0lz1990].

Denotaremos de la manera usual a las triadas de una escala diaténica: con nimeros romanos,
aitadiendo un superindice de la tonalidad cuando sea necesario. Por ejemplo, IVC denota la

triada del cuarto grado en la tonalidad de C Mayor (la cual es un acorde mayor).

Example 37 1. Una escala mayor disidnice tiene los siguientes conjuntos cadenciales mini-

cadencial de Do Mayor, por ejemplo, pues ambos acordes pertenecen también a la interpretacion _
triddica de Sol Mayor. El conjunto {I,IV,V} es un conjunio cadencial, pero no es minimo.

2. Para la escala menor armdnica, cualquier pareje de triadas pertenecientes a su inter-
pretacidn triddica es un conjunto cadencial ménimo. Luege, una escala menor armdnica tene
21 (= (%) distintos conjuntos cadenciales minimos.

79




Aquf se puede hacer una obeervacién interesante: uno de'los resultados obhnidos por Muz-
zulini es que, entre todas las posibles escalas de siete potas en Zag, la esca'la m armonica.
es la que tiene el mayor miimero de conjuntoe cadenciales minimos.

5.3 Las simetrias de una interpretacidn triddica.

Considérese el grupo Aut(Zlg) = {1,5,7,11} de automorfismos de 22, donde para x € Zi3,
u,v € Aut(Z3), u(z) = ux(modl?), y uov(z) = uvr(mod12) (o, abusando de la notacién,
uov = uv({mod 12)). '

Definition 38 Una transformacion affn invertible en Zi4 es de la forma, ePu, conp € 23 y
u € Aut{Z12), y se define como ePu(z) = p+uz parax € Z12. A'las {ransformaciones afines

invertibles en Zyy les llamaremos simetrfas de Z19, y también forman un grupo.

Definition 39 Liamaremos simetrias internas de una escala s C Zyg a las simetrfas de Zm

bajo las cuales 8 es invariante, i.e. €Pu(s) = s. Estas forman el grupo de simetrfa de s.
Una escala con grupo de simetrfa trivial serd llamada rigida.

Example 40 1. La escala de Do Mayor = 0, 2, 4, 5, 7, 9, 1] tiene sélo una simetria interne
no trivial: 11, la inversidn en D = 2.
2. Las escalas menores armonicas son rigidas.
3. La escala {0,1,2,4,6,8,10} tiene tres simetrfas internas no triviales: ¢85, 57 y €211.

El concepto de simetrfa interna de una escala puede ser adaptado para su interpretacisn
triddica.

- Definition 41 Una simefria interna [ de una escala 3 es llamade una simelrfn interna de
la interpretacidn triddica s®), si para todo s; € s, f(%) € s, Estas forman el grupo de _
simetria de la interpretacion triddica 5@, ‘

Una interpretacion triddica s es llamada rigida si el grupo de simetria de 56} es trivial.
Tenemos ¢l siguiente resultado, tomado de [MazzolalQQO], el cual no probaremos aquf:
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Lemma 42 (1) Cuslquier inversion perteneciente al grupo de simetrta de una escala s induce
una simetrio. interna en 863,
(2) Las tinicas simetrias internas no triviales de una interpretacidn triddica son las inver-

siones.

En particular, una interpretacion trigdica s(s_) e rigida si y sélo si el grupo de simetrfa de

3 no contiene ninguns inversion. (En Zi2, las inversiones son de la forma. 711.)

'Exarnple 43 1. Para le escalo de Do Mayor s = C, lo dnica simetria interna no trivial es la

inversidn €*11, la cunl opera sobre las trfadas de C® de la manera siguiente:

I « v

o=V

o IV

v, & vig
Obsérvese que transforma los acordes mayores en menores, y solo al acorde disminuide lo

deja invariante.
9. La simetria interna €85 de la escola s = {0,1,2,4,6,8,10} no es una simetria internc
de 83, puesto que la imagen de lo triada sy = {0,2,6} bajo €35 es {8,6,2}, conjunto que no

es una triada perteneciente g &%,

54 Modulacién y simetrias.

Arnold Schinberg ([Schonberg]) define la modulacién como un proceso en tres etapas:
A B C

tonalidad actual tonalidad nueva tonalidad nueva

acordes neutrales | progresién “de pivote” | cadencia
para debilitar la para introducir la para establecer la
tonalidad actual tonalidad nueva tonalidad nueva

Al principio deben aparecer acordes neutrales, en ¢l sentido de que sean comunes a ambas
tonalidades, y asf puedan mediar entre cllas. Enseguida, progresiones arménicas “de pivote”,
que presentan a los acordes modulantes necesarios para introducir la nueva tonalidad. Final-

mente, la cadencia confirma la nueva tonalidad.
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El siguiente modelo desarrolfado por Mazzola formaliza la teorfa de modulacion de Schon-
berg:
Considérense dos escalas r y s pertenecientes a la misma clase de traslacién, i.e. r = &#(s)

conp € Z)g.

Definition 44 Definimos un modulador pare la pareja (s©),+®) como una simeirfa g que
transforma la interpretacion triddica s® en la interpretacidn triddica 73, i.e. r@® = g(s()),

Estos moduladores se pueden escribir de ls forma g = e f, donde f es una simetrfa interna -
de 5. Por el Lema 42, f s6lo puede ser una inversién o la identidad; por lo tanto, los Wnicos

candidatos a moduladores son las traslacionea! y-las inversiones.

Definition 45 Una modulacion para la pareja (s9,r) es una pareja (u,g), donde i es un
confunto cadencial minimo de la escala “objetive” r y g es un modulador para (s, (),

Dados s, r, y , se busca un cuanto de modulacisn Q para alguna modulacién (1, 9).

Definition 46 Un cuanis Q para la mr-xlulacidn (1,9) es un subconjunto de Zyy que cumple
con el sistema de propiedades (£,) (dado mds abajo}.

Mazzola explica su modelo haciendo una analogfa con la electrodindmica cudntica, la cual
también hace uso de simetrias: la simetrfa “oculta” g es la fuerza que transforma una tonalidad
en la otra; esta fuerza se manifiesta en el cuanto de modulacién, que es el medio que transmite
la transformacién entre las tonalidades, de manera andloga a como el fotén es el medio que
transmite la fuerza electromagnética. Sin embargo, este cuanto simétrico no es directamente
det,ectablé, sino a través de !a. “traza” T que deja en la escala objetivo r; esta “traza” son las
trfadas de r® cuyas notas pertenecen a [ Q.

Precisamente estos acordes son los pivotes de la modulacitn, los que deben ser usados en la
etapa B del modelo de Schunberg. Esto, junto con el hecho de que conjunto cadencial poesel
que se usa en la cadencia de la etapa C, resuelve ¢l problema de c6mo realizar 1a modulacién;
de aquf 1z importancia del modelo: para un p dado, basta determinar  para poder encontrar

los acordes pivote de la modulacién.

!Estas trasiaciones, en Musica, son llamadas transposiciones.
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Para un determinade conjunto cadencial mfnimo u de la escala objetivo r, se pide que el
cuanto de modulacion Q C Zj; cumpla con el sistema de propiedades (£,) = {(1),{2),., (3}, (4)},
donde:

{l)=  Existe un modulador g para (s r®), el cual es una simetrfa interna de Q, esto
s g(Q) = Q.

(2),= Todas las trfadas de u son subconjuntos de Q.

3= Ia li.nica simetria interna de r®) que también es una simetria interna de 7 =+ Q
s la identidad, y T es cubierto por triadas de r(3).

{4 = @ es un conjunto minimal con respecto a las propiedades (1) ¥ (2),.

La propiedad (1) requiere que el modulador (la simetria g) se materialice en Q. La propiedad
(% ga.rﬁntiza que @ tenga suficientes notas para formar al conjunto cadencial minimo u y, de
esta rnanera, capturar de manersa inequfvoca a +@). La propiedad (4) expresa nuestro interés en
encontrar la modulacién més econéraica. Por (3}, el modulador de (1) es determinado de manera
tinica por Q y la pareja (s, +)). A la inversa, Q es reconstruible a partir del modulador g y
las trfadas de (¥ cuyas notas pertenecen a T = [ Q, pues T es cubierto por trfadas de r®,

¥ gracias a la minimalidad de Q.

Definition 47 Decimos que le modulacion (u,g) de s o @ estd cuantizada 5, para tal
modulacidn, eriste un cuanto @ que cumple con las propiedades (£,).

En caso de que exista un cuanto @, serd posible encontrar los acordes de transicién o

“pivotes” de la modulacién: las trfadas de %) cuyas notas pertenecen a 7.
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5.5 Aplicacién del modelo.

El mismo G. Mazzola aplicé su modelo y, de una manera algorftmica, demoatré la existencia de
al menos una modulacién directa entre cualesquiera dos traslaciones de la escala mayor; es decir,
existe una modulacién cuantizada entre s@ y @ = e#(s®), para cualquier p € Z13. Después,
el modelo fue aplicado con éxito al andlisis de modulaciones dificiles en Mozart, Beethoven y
Debussy en [Mazzola1990] ¥ a la composicién de una sonata (ver [Mazzola1985]}.

Pero lo més significativo es que los pivotes de la modulacién encontrados por Mazzola
coinciden con los propuestos por Schénberg en [Schinberg], en los casos en los que este ltimo
indica modulaciones directas ([Mazzolal985]). Esta afirmacién se basa en el Cuadro 1, tomado
de [Muzzulini], en el cual se muestran todas las modulaciones cuantizadas de una escala s
(perteneciente a la clase de traslacién de la escala mayor) a su traslacién r = eP(s), para
p=12..,11 '

Para cada valor de p se muesiran los conjuntos cadenciales ;: para los cuales fue encontrado
un modulador ¢ y un cuanto  que cumplen con las propieda.dés (£,). Los acordes de pivote
con las trfadas de r(® formadas con notas pertenecientes & T = Q. Recuérdese que tanto
los acordes de pivote como los acordes de la cadencia p, son trfadas de r3), y como tales, estan
dados como grados de 12 escala “objetivo” r. En la notacidén para @, los asteriscos indican las
posiciones -en Z)2- de las notas pertenecientes a Q. Por ejemplo, para p = 1, ¢l cuanto indicado

s Q= {0,2,3,5,6,7,8,9,10,11}; los ceros indican las posiciones correspondientes 2 1,4 ¢ Q.




? & Q g pivotes
($5,V ) | *OrrOvssreas | 11 | 4, dd, V, vidy
(i, i) | Orwgreveess | 511 {4, 4, V, vid,
2 | {vii,} |0**0**0%000* | €511 | i, IV, vii,
(V) | 0%*0**0*0%0* | €811 | &, IV, V, vii,
(IV, V) | 0%*0**0*0*0* | €%11 | 4 IV, V, vii,
3| (#,V) |*0%00%0**** | €711 | 4, 5, V, vii
(%, 4§ ) | *OM00%0***** | €711 | 4, v, V, vil,
4| (+ip) | 00**0**00*0* | €11 V, vii,
(IV, V) | orsxessagegs | 11 | 4, IV, V, vii,
(5, 65 ) | *eeR0reeRRQr | €211 | 4, i, V, vil,
51 (viip) |00%0%*0%00** | €11 | 4, IV, vii,
B | (i, 45 ) | Oeewemgrenae b 8L gV vl
(IV, V) | %xexriaspr | 1011 1 45, TV, V, vii,
(TV, V) | xeexgearesg | &8 14 TV, V, vii,
(d, 4t ) | FreeOrOrEr | 001 | g, 46V, Vil
7| (vil, )} | ™0*00**00%0* | ellil | i, V, vii,
8 | (wii,) |0*00%0%00** | €®11 | 4, dii, V, viip
(IV, V) | geexssprenas | G0y |45 TV, V, vil,
(6, @i ) | ***0%0%0M* | 11
8 1 (V) | 00rgrerssng* | 11 | 4, IV, V, vii,
{IV, V) | ooxpreeeesgr | gl |4, IV, W, Vil
10| (viip ) | *0**0*000%0* | €11 | i, V, viiy
(V) | *0**0%0%0*0* | €11 | i, i, V, viio
( #, ¥ ) | *0**0*0*0*0* | €11 | i, 4, V, il
11| (V) | oFsgeessr* | o311 | 4 IV, V, vii,
(IV, V) QRRQErrtikkkx | G311

#, IV, V, vii,
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Muzzulini, ademés, calouls las modulaciones cuantizadas para fodas las posibles escalas

(subconjuntos) de siete notas en Zy3, y reporta los siguientes hallazgos interesantisimos:

e En cuanto a la cantidad de conjunfos cadenciales mimmos que contiene una escala, el
mfaimo de 5 se alcanza en tres escalas, una de las cuales es la escala mayor diat6nica. La

cantidad méxima es presentada por la escala menor arménica con 21 conjuntos cadenciales

m{nimos, a la que le siguen una escala con 18 y la escala menor melddica con 15 conjuntos

cadenciales minimos (el mayor mimero, entre las escalas no rigidas).

o Con respecto al mimero de diferentes cuantos encontrados para las escalas, divididas en

escalas rigidas y no rigidas, la situacién es como sigue:

1. escalas rigidas
- m_ﬁximo: 32,7 en la escala menor arménica.
— minimo: 13.

2. escalas no rigidas
~ méximo: 66, en la escala menor melddica.

— mfnimo: 20, en la escala mayer diatdnica.

e Por tltimo, para el ntimero de modulaciones cuantizadas para las distintas escalas, los

valores extremos son los siguientes:

1. escalas rigidas
~ méximo: 226 para la escala menor arménica.
— minimo: 53 modulaciones cuantizadas.
2. escalas no rigidas
- méximo: 114 modulaciones cuantizadas para la escala menor melédica.

— entre las escalas con modulaciones cusatizadas para fodos los valores de p, el

minimo de 26 ocurre para la escala mayor diaténica.

Como se ve, también desde el punto de vista desarroBlado en este capitulo, la escala mayor
presenta caracterfsticas especiales. Pero también para las escalas menores hemos encontrado

resultados interesantes.
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Chapter 6

Simetria y modulacién en la escala

diatdénica de Zyg

En este capitulo, el modelo de modulacién presentado en el capftulo anterior serd adaptado a
12 escala diaténica de 11 notas inmersa en Zgo, la cual fue desarrollada en la secedén 2.5 y en fa
seccién 4.4. Tal escala serd Nlamada s.

Si representamos a Zyg en el circulo de semitonos, escogeremos a Dy =0, como la ténica de

s, y numeraremos en sentido creciente las notas de s: D1, Dy, - . -, Dys.

Definition 48 Paran = 1,...,12, definimos el acorde o triade sobre el enésimo grado como el

congunto sn = { Do, Dnt8ymod 12 Din+8) mod 12 }

" Ahora, la interpretacion triddics s® de la escala s est4 formada por acdrdes construidos por
cuartas, pero los demés conceptos sbn definidos de la misma manera. Los conjuntos cadenciales
minimos de s son los siguientes. ‘

{##, v}

{v, VI}

{##, VIII}

{VI,VIII}

{zio}

Noétense las similitudes con la escala mayor usual: hay cuatre acordes incluides en los

conjuntos cadenciales {dos menores, dos mayores y uno disminuido}; un conjunto u estd formado
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. por dos acordes menores, otro estd formado por dos acordes mayores, dos estan formados por

un acorde menor y uno mayor, y otro contiene sélo al acorde de sensible. Por semejanza con
la escala maycr, 2 los dos grados mayores que aparecen en los conjuntos cadenciales minimos,
les llamaremos subdominante y dominante. Su importancia se comprobard también al ver
que repetidamente apa.l'e(‘)en como pivotes de las modulaciones. En el caso del grado VIII
(dominante), su importancia arménica estd relacionada con el hecho de que contiene en su
scorde a la sensible de la escala.

Se puede comprobar que las iinicas notas que aparecen en todos I_os conjuntos cadenciales
minimos son las que forman el tritono de la escala, 920 y 1929, cotrespondientes a los grados
subdominante y sensible. Esto también sucede en la escala mayor de Z;z.

La tnica simetrfa no trivial de s(*) es la inversién en la nota 4, €819, la cual actda de la

siguiente manera sobre las triadas:

I - b 4

I < iz

o~ VIII
v «— VII
v e« Vi

Ty i,
Gtese el parecido con la simetria de la escala mayor usual: transforma a los acordes mayores

en menores y viceversa, y deja invariante al acorde disminuido. Este parecido entre ambas
escalas nos permitird entender mejor su representacién en ¢l grupo producte de la segunda
parte, Las Figuras 1 y 2 muestran esta representacién para ambas escalas, pero en esta ocasién

no nos ha interesado que la estructura de acordes sea convexa, sino algo -a nuestro parecer-

_ més relevante: que refleje la simetrfa de la escala. En efecto, se puede apreciar de manera

perfectamente clara el efecto de cada simetrfa (€*11 para la escala mayor usual, y €319 para la
escala s de Zoq) sobre la escala correspondiente: se trata de una rotacién de 1802 alrededor del
centro del acorde disminuidoe, que es el centro de la escala (la nota re = 23 en la escala mayor,
y la nota 420 en la escala s de Zgp).

Es como si claviramos un alfiler en dicha nota central, y girdsemos 1802 la hoja, para hacer

coincidir la escala consigo misma, pero intercambiando los acordes como se indic6 anteriormente.
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La escala diaténica y su simetria en Z,,.
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M4s aun, si reescribimos los cuadros de transformacién de acordes de la signiente manera

para Ja escala mayor usual:

I & u

i = IV

V o+~ i

vii, — v,
de [a siguiente manera para la escala s de Zop:
iv - VI

I -~ T

iz +~ Il
Vl «~ v
#H VI

T, & Ti, .
vemos que todos los acordes del lado izquierdo del cuadro pertenecen a la misma “ala” de

la estructura en la figura correspondiente, y bajo la transformacién, son intercambiades con el
correspondiente acorde del lado derecho, que pertenece a la otra ala de la estructura.

Ahora bien, de la misma manera que, en la escala mayor usual, el acorde de Do mayor es
transformado en el de La, su relativo menor, asi también en la escala s de Zyg el acorde del
grado I es transformado por la simetrfa interna en el acorde menor del grado z. Es este nuestro
principal argumento para proponer que la tonalidad menor relativa de la escala s debe ser la
que comienza en el décimo grado, la nota 170.

Esto justifica que et décimo grado sea el relativo menor del primer grado, pero jqué justifica
que el modo mayor de Ja escala comience en la nota 07 Las analogfas que este modo guarda con
¢l modo mayor de la escala diaténica usual. Principalmente, la estructura en hexacordes (tetra-
cordes generalizados) y la posicién de los semitonos, lo que se refleja también en la existencia
de un acorde disminuido, que es el de la “sensible”.

Con esto, ha perdido fuerza el argumento de Balzano de que los acordes de Do y La tienen
una posicién “central” en la escala mayor. Siguen siendo simétricos uno del otro, respecto al
verdatdero centro dela escala, €l acorde disminuido, y esto justifica que La sea el relativo menor
de Do mayor. Pero entonces jpor qué el de Do es el modo principal de la escala diaténica?

Hemos de confesar que, dentro del modelo que estamos estudiando, no se ocutre una razén
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objetiva. Las reflexiones de Balzano, y las que hemos hecho aqui‘ mismo, sugieren que la
estructura de grupo de Zyz, con sus tres grupos isomorfos, influys en el desarrollo de la escala
diaténica como la conocemos, con sus caracteristicas de siﬁetria. Pero Ja causa de que el modo
principal sea el de Do‘ta.l vez deba ser buscada fuera de este modelo: en la proporcién que
guardan entre sf las frecuencias correspondientes a las notas de la escala pitagérica, que son
razones de enteros pequeiios. Para la escala de igual temperamento, el modo de Do es el que
mejor aproxima a la afinracion pitagoérica.

El cuadro 2 resume las modulaciones encontradas para la escala s de Zgg, con notacién
semejante a la usada en el cuadro 1 para la escala mayor de Z12. En las péginas que le siguen,
se muestran de manera més completa loe resultadoe obtenides. En cada pégina se analizan las
modulaciones para un valor de p. -

Los cdlenlos se hicieron de la siguiente manera: para cada modulacién (i, g) de la pareja
(s®,r), con r = eP(s), hay exactamente un subconjunto @ € Zzo que cumple con las
condiciones (1), (2), y (4) de (£)y. (Q es la uni6n de las érbitas de los elementos de g2, bajo el
grupo de transformaciones generado por g, o en otras palabras, Q =, ¢*{1).) Si este candidato
no cumple con la condicién (3), es rechazado como cuanto de modulacion ( A es la dnica simetria
no trivial de r® ). Si no es rechazado, los pivotes de la modulacion, como ya se ha mencionado,
son las triadas de v} cuyas notas pertenecen a 7.

No est4 por de més enfatizar que tanto la cadencia u como los acordes de transicién estin
indicados como grados de r, 1a escala “objetivo™ de la modulacién.

Otra observacion que debe ser tomada en cuenta, sobre todo por quien quisiere hacer uso
préctico de estos resultados, es que las modulaciones estan calculadas con la escala de C mayor
como punto de partida. Para el caso de que se quiera usar otra tonalidad “inicial”, debe hacerse
el transporte necesario para obtener la escala objetivo r en notacién de niimeros. Por supuesto,
aquf se hace patente la ventaja de haber usado los grados de la escala r para seiialar la cadencia
# ¥ los pivotes de la modulacién. 7

Hay un hecho sorprendente que se desprende de estos resultados. En virtud de que el grado
VIII contiene a la sensible como “tercera” de su acorde, y que aparece cumpliendo las funciones
de dominante tanto en los conjuntos cadenciales minimos como en los conjuntos pivote de las

modulaciones, es lo mds légico que este grado sea considerado precisamente como la dominante
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armoénica de la escala.

Sin embargo, el grado VIII no corresponde & la quinta generalizada de la escala, que es la

t
]
E
Ej
f,

séptimang, 0 sea la nota 11 (grado VII). Como se recordars, en el circulo de séptimas se miden
* distancias entre tonalidades. Esto significa que, en Zy, la quinta generalizada ya no redne en
sf los atributos de, por una parte, determinar cudles son las tonalidades més cercanas, y por la
otra, de realizar la funcion arménica de grado dominante. En esta escala, estas dos funcicnes

han sido divididas entre los grados VII y VIII, respectivamente.
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Cuadro 2

p m Q g pivotes
1 (i, v} *B00™000*“00** 00" €19 (i, v, VI, iy )
(i, Vi) Q00000 00%***00" e*19 (il v, Vill, xiy )}
2 (i, v ) *00*0*00***0°0"0*0* 19" (N, #i, v, VI, VIN, x, xiy )
{v, Vi) 0000 **0" 000" e’y (L, iv,v. VI, ix )
Ciii, Vil ) 000"0"00°0"0*0"0"0" es Gl VI, VI, X7, )
(A, vin) 0770"0"0""0"0*0* 00" e”19 (0, i, VA, VI, VL B, xig )
3 (VI, Vil ) 00***00*00**0**0"* @19 (i VI,V B, xig )
4 (xi, ) 000"*000**000"00000* @'“19 (i, VI, xig )
5 (i, v) *00070000"000*00" e°19 (i, v, VL, xi, }
(. Viil) “000*0000*000* 00" e'™19 (i, v, VI, xi, )
6 G, v) “*00**000**00* 000" 19 (i, v, VI, xi, }
{v.Vl} **000**0**000"*000" e''1g (i, v, V1)
) 0000000 0N00*000° 19 { VM, i, )
7 VI, Vilt) *0°0°0=""0"0"0""00" ™19 N, & v, VI, VIIt, ix, x, xi,, )
8 . - "0 -
9 (i, v) *0°0"000-000°00~ eM9 (1. &, v, VI, VI, ix, xi, )
(v, V1) 00000000400 a'’19 (0,8 v, VIV, ix, xig )
(i, VI 00°07000"*000*0*00* e10 i, VI, VN, i, Xig )
v, ViinY 00°0°000"*000%0*00™* e”19 (B, VI, VI, i, xig )
(xi,) 0000*000**000°0000™ e'’19 (i, VI, xig )
10 (i, v) “00***000°000***00** e (i, v, VI, xip )
(VL. Vi) 000°**00"*00"**000" e®19 (i VIV, xig )
(i, v) 000™*CO*"000***00** e™ (i, v, VAL, xi, )
(V1, Vill) *0O***000""00"*"000" e (i, VI, VI, xi, )
1 (i, v) *000*000**00*0*000° e™9 (U, i, v, Vill, Xig )
(v, V) *000*0"0****0*0*000" e™19 {0, v, VIV, X, xiy )
(i, VIl ) *000%0"00**00"0*000° e™9 (W, i, v, VIll, xio )
(V1, Vilt) *000*0"0***0*0*000" ey (I, i, v, VI, VI, X, Xig )
{ Xio) *100%0000**0000*000" e™9 (v, VIIl, Xi )
12 - - 19 -
13 Giil, v) 000" 00*"0"0"0" e'19 (1, 1, i, v, VI, VL, i, X )
14 (v, V1} 0000000 000" e“19 (v, VIix )
(VE, VII} Q000000000 e’1g { iii, VI, VI, xig )
{xi,) G00**0000° 0000000 e’19 (il xig )
15 Ciii, Vill) 0000000 00" 000* e'19 (i, VI, VI, xi, )
(I, Vill) 0000°000"*00"""000° e’y (& W1, VL, X7, )
16 (xiy) *H00*000*00000*000* e*19 (v, VIll, xi,, )
17 (f,v) *00*00"0>"0""00" e19 (W, i, v, VIl xi, )
18 (i, v) *0*0*0""0°0"00°0*0* PUT (W, dii, v, v, VI, VUL, X, Xiy )
(v. V) *00000"*+*0"0 00" e™s (M, v, VILVILx )
(iii, Vit )y . 00°0700°0"0°0°0"0"0" e™9 (i, v, VI, i )
(V1, vin) 00°0*00*0*0°0"0* e*19 {1, v, VIV Ix, XF, )
19 (, VHI) 00000000 *"00" e’19 (&, VI, VIl xi, )
(vi, viit) 00000070000 €19 (i, VI, VI, xi,, )




s TR E TR AR

p=1 r={1,3 5 7 9 10, 12, 14, 16, 18, 0}
g=¢"19 h=e"19
cuanto Q 1=Qnr zmodulacion pivotes
" plf) gl g ) T hit) cuantizada? | acordes grados
(wv) | 5 4 5 0 10 ] (5,10,16) - )
9 0 9 5 5 (9,14,0) v
10 19 10 9 1 (14,0,5) Vil
14 15 14 10 0 (0,5 10) Xi,
16 43 16 14 16
1} 9 0 16 14
(v, V1) 1 8 1 0 10 NO
9 0 9 1 9
10 19 10 9 1
14 15 14 10 0
16 13 16 14 16
4] 9 0 16 14
(if, VILL)] & 4 5 5 5 Sl (5,10, 16) iif
10 19 10 9 1 (9,14,0) v
14 15 14 10 0 {(14,0,5) Vil
16 13 16 14 16 (0,5,10) xi,
0 g 0 16 14
0 10
(Vvi,villy| 1 8 1 0 10 NO
5 4 5 5 5
10 19 10 9 1
14 15 14 10 0
16 13 16 14 16
0 9 0 i6 14
1 9
(xiy ) 5 4 5 0 10 NO
10 19 10 5 5
0 ] 0 9 1
10 4]




p=2 r=(2 4, 6, 8 10, 11, 13, 15, 17, 19, 1)
g=e"19 h=e?19
cuanto Q T=Qnr smoedulacién pivctes
p  fp(0) o g 1 h(x) | cuantizada? |  acordes grados
(v} | 6 4 6 1 11 sl (4,10,15) H
10 0 10 4 8 (6,14, 17) iii
1 19 1 6 6 (10,15, 1) v
15 15 15 10 2 (13,19, 4) il
17 13 17 1 1 (15,1, 6) vin
1 9 - 1 12 19 (19, 4,10) %
15 17 (1.6.11) X,
17 15
19 13
(v.¥) | 2 8 2 1 11 51 (2.8,13) |
10 0 10 2 10 (8,13,19) iv
1 19 11 8. 4 {10,15,1) v
15 15 15 10 2 (11,17,2) vi
17 13 17 1 1 (17,2,8) ix
1 9 1 13 19
15 17
114 15
19 13
L, Vi) 6 4 6 1 1 si (6,11,17) i
1 19 1 4 8 {13,19,4) Vil
15 15 15 6 6 (15,1,6) vill
17 13 17 1 1 (1.811) Xip
1 9 1 13 19
15 17
17 15
19 13
(v, 2 8 2 1 41 sl (2.8,13) ]
6 4 6 2 10 (6,11, 17) iif
1 19 11 4 8 (8,13,18) iv
15 15 15 6 6 (11,17, 2) Vi
17 13 17 8 4 (13,19, 4) Vil
1 9 1 1 1 (15,1,6) Vil
13 19 (17,2,8) ix
15 7 (1.6,11) Xio
17 15
19 13
(xic) | 8 4 6 1 " NO
1 19 1 4 8
1 9 1 5 6
1 1
19 13




p=3 r=(3, 5 7,9, 11, 12, 14, 16, 18, 0, 2]}
g=e"19 h=e"19
cuanto Q t=Qnr £ modutacion pivotes
M wir)  glw a°(w) T h{r) cuantizada? |  acordes grados
(wv) | 7 4 7 0 14 NG
11 0 11 2 12
12 19 12 7 7
16 15 16 11 3
18 13 18 12 2
2 9 2 16 18
18 16
(v. V1) 3 8 3 0 14 NO
1" 0 11 2 12
12 19 12 3 11
16 15 16 8 5
18 13 18 11 3
2 9 2 12 2
16 18
18 16
(i vy 7 4 7 1 7 NO
12 19 12 9 5
16 15 16 12 2
18 13 18 16 18
2 9 2 18 16
2 12
(v, vty 3 8 3 3 1 sl (7.12,18) i
7 4 7 7 7 (12,18, 3) vi
12 19 12 g 5 (16,2, 7} Vil
16 15 16 12 2 {18,3,9) ix
18 13 18 16 18 (2, 7.12) Xig
2 9 2 18 16
2 12
{xis) 7 4 7 7 7 NO
12 18 12 2] 5
2 9 2 12 2
2 12




p=4 r=(4, 6, 8, 10, 12, 13, 15, 17, 18, 1, 3)_
g=e'?19 h=e"18
cuanio Q t=Qnr Lmodulacién pivotes
T T ) T h(t) | cuantizada? | acordes grados
(mv) | 8 4 8 4 12 NO
12 0 12 8 8
13 18 13 12 4
17 15 17 13 3
19 13 19 15 1
3 L 3 17 19
19 17
3 13
(v.vi)| 4 8 4 4 12 NO
12 0 12 8 8
13 19 13 12 4
17 15 17 13 3
19 13 19 15 1
3 -] 3 7 19
19 17
3 13
Cai, vilLy| 8 4 8 4 12 NO
13 19 13 8 8
17 15 17 13 3
18 13 18 15 1
3 9 3 17 19
19 17
3 13
{(VILVII)] 4 8 4 4 12 NO
8 4 8 8 8
13 19 13 13 3
17 15 17 15 1
19 13 19 17 18
3 ] 3 19 17
3 13
{xis) | 8 4 8 4 12 si (8. 13, 19) i
13 19 13 8 8 (13,19, 4) Vi
3 9 3 13 3 (3,8,13) Xio
18 17
3 13




p=5 r=(5 7,9 11, 13, 14,16, 18, 0, 2, 4}
g=e'™9 h=e"™9
cuanto Q t=Qnr Zmodulacién pivotes
" n(r) o g T h{x) cuantizada? | acordes grados
(i, v} 9 4 9 [*] 9 []] (9,14,0) - iif
13 0 13 13 5 (13,18,4) v
14 19 14 14 4 (18,4,9) Vil
18 15 18 18 0 (4,9,14) Xi,
4} 13 0 0 18
4 9 4 4 14
(v. V1) s 8 ) 5 13 NO
13 1] 13 8 2
14 19 14 13 5
18 15 18 14 4
0 13 0 18 0
4 9 4 0 18
4 14
(i, vill)} 9 4 9 ) ) s (9,14,0) i
14 19 14 13 5 (13,18, 4) v
18 15 18 14 4 (18, 4,9) VHI
0 13 0 18 0 (4,9, 14) Xi
4 9 4 0 18
4 14
(VL VIi)l &5 8 5 - 5 13 NO
8 4 9 2] 9
14 19 14 13 5
18 15 18 14 4
0 13 0 18 0
4 9 4 0 18
4 14
(xio) | & 4 9 9 9 NO
14 19 14 14 4
4 9 4 4 14




p=6 r={6, 8 10, 12, 14, 15, 17, 19, 1, 3, 5}
g=e™1s h=e%g
cuanto Q T=Qnr imodulacion pivotes
| ¢ pi(r) giw _gz(p) T h{z) cuantizada? acordes grados
(i v) | 10 4 10 10 10 sl (10, 15, 1) i
14 0 14 14 6 (14,19,5) v
i5 19 15 15 5 (19,5, 10} vill
19 15 19 19 1 (5,10, 15 Xi,
1 13 1 1 19
5 ] 5 5 15
(v,VI}{ 6 8 6 6 14 Sl {8,14,19} 1]
14 0 14 8 12 (14,19,5) v
15 19 15 14 6 (15.1,8) Vi
19 15 19 15 5
1 13 1 19 1
5 9 5 1 19
5 15
{4, Vi) 10 4 10 10 10 NO
15 19 15 15 5
19 15 19 19 1
1 13 1 1 19
5 9 5 5 15
(vIL,vIny| 6 8 6 6 14 .NO
10 4 10 8 12
15 19 15 10 10
19 15 19 15 5
1 13 1 19 1
5 9 - 5 1 19
5 15
{Xig ) 1Q 4 10 10 10 Sl (19,5,10) Vil
15 19 15 15 5 (5, 10,15 Xfo
5 9 5 19 1
5 15




p=7 r=(7, 8, 11, 13, 15, 16, 18, 0, 2, 4, 6)
g=e'™9 h=e?19
cuanto Q t=Qnr & modulacion pivotes
n pl{r) gw g°(u) T h{1) cuantizada? | acordes grados
(i v) | 1 4 R 9 13 NO
15 0 15 1 11
16 19 16 13 g
0 15 0 15 7
2 13 2 16 5]
6 ] 6 0 2
2 0
4 18
6 16
(vw)| 7 8 7 7 15 NO
15 0 15 9 13
16 19 16 13 9
0 15 0 15 7
2 13 2 16 ]
6 *] 6 0 2
2 0
6 16
(i, vun) | 11 4 1" 9 13 NO
16 19 16 11 11
4] 15 0 13 9
2 13 2 15 7
[ 9 -] 16 6
o] 2
2 0
4 18
6 18
(vi.vin)yy 7 8 7 7 15 Sl {9,15,0) 1}
11 4 1 9 13 (11, 16,2) il
16 19 16 11 11 {15,0,6) v
0 15 0 13 9 (16.2,7) Vi
2 13 2 15 7 (0,6,11) Vil
& 9 [ 16 6 ({2,713} ix
0 2 (4,9 15) X
2 0 (6,11, 16) Xiq
4 18
6 16
(Xig ) 11 4 1" 9 13 NO
16 19 16 1 1"
8 9 6 16 6
4 18
6 16




p=8 r=(8, 10, 12, 14, 16, 17, 19, 1, 3, 5, 7)
g= ef1ig h=e*19
cuanto Q T=Qnr £modulacion pivoies
| » u(r) g gl T h{z) cuantizada? | acordes grados
(i, v) 12 4 12 12 12 NO
16 0 16 16 8
17 19 17 17 7
1 15 1 19 5
3 13 3 1 3
7 9 7 3 1
7 17
(v.\1)| 8 8 8 8 16 NO
16 0 16 16 8
17 19 17 17 7
1 15 1 19 5
3 13 3 1 3
7 9 7 3 1
7 17
(@, viny| 142 4 12 12 12 NO
17 19 17 17 7
1 15 1 19 5
3 13 3 1 3
7 9 7 3 1
K 17
(viLvin)t 8 8 8 8 16 NO
12 4 12 12 12
17 18 17 17 7
1 15 1 19 5
3 13 3 1 3
7 9 7 3 1
7 17
{(xig} 12 4 12 12 12 NO
17 19 17 17 7
7 9 7 19 5
7 17




p=9 r={9 11, 13, 15, 17, 18, 0, 2, 4, 6, 8§}
g=e"19 h=e*g
cuanto Q T=Qnr 4 modulacion pivotes
M p(r) gl g-() T h{t) cuantizada? | acordes grados
(v}) ]| 13 4 13 9 17 5] (9,15,0) 1
17 o} 17 13 13 (13,18,4) #i
18 19 18 15 2l (17.2.8) . v
2 15 2 17 9 {18, 4,9) Vi
4 13 4 18 8 {2,8,13) Vil
8 9 8 0 6 {(4,9,15) ix
2 4 (8,13,18) Xi,
4 2
8 18
(v.Vi} g ] 9 g 17 1] {9.15,0) |
17 0 17 13 13 (13,18, 4) i
18 19 18 15 11 (17,2,8) v
2 15 2 17 9 (18,4,9) Vi
4 13 4 18 8 (2,8 13) Vil
8 9 8 0 6 (4,9 15} ix
2 4 (8,13, 18) xi,
4 2
8 18
(i, Iy 13 4 13 9 17 S (13,18,4) i
18 19 18 13 13 (18,4,9) Vi
2 15 2 15 11 (2,8,13) wvilt
4 13 4 18 8 (4.9,15) ix
8 o 8 2 4 (8,13, 18) Xig
4 2
8 18
(v, vim)| ¢ 8 9 g 17 Sl (13,18,4) iif
13 4 13 13 13 (18,4,9) Vi
18 19 18 15 1 (2,8,13) wvilt
2 15 2 18 8 (4,9,15) ix
4 13 4 2 4 (8,13,18) Xig
8 9 8 4 2
8 18
(Xia } 13 4 13 9 17 Sl (13,18,4) I
18 19 18 13 13 (18.4,9) Vi
8 9 8 18 8 (8,13, 18) Xig
4 2
8 18




Lo

p=10 r={10, 12, 14, 16, 18, 19, 1, 3, 5. 7. 9)
g=e"19 h=e%9
cuanto Q 1=Qnr imodulacién pivotes
M w(r) o a°(s) t hit) cuantizada? | acordes qrados
{(H,v) 14 4 14 14 14 Sl (14,19,5) [
18 0 18 18 10 (18,3,9) v
19 19 19 19 9 [ (3,9,14) Vil
3 15 3 3 5 (9,14, 19) Xig
5 13 5 S 3
9 9 9 9 19
(v.Vh) 10 8 10 10 18 NG
18 0 18 18 10
19 18 19 19 9
3 15 3 3 5
5 13 5 5 3
g 9 9 9 19
(i, Vit)] 14 4 14 14 14 NO
19 19 19 19 9
3 15 3 3 5
5 13 5 5 3
9 9 9 9 19
{VLVIII) 10 8 10 10 18 Sl (14,19,5) iii
14 4 14 14 14 {19, 5,10) Vi
19 19 19 19 9 (3,9 14) Vill
3 15 3 3 5 (9,14, 19) Xio
5 13 5 5 3
9 9 9 g 19
{xiz) 14 4 14 14 14 NO
19 19 19 19 9
9 9 9 9 19




p=10 r={10, 12, 14, 16, 18, 19, 1, 3, 5, 7, 9)
g=e' h=e™9
cuanto Q t1=Qnr ¢modulacion pivoles
po fe{r) e 9w T h{z) cuantizada? |  acordes grados

(d,v) | 14 4 14 14 14 5] (14,19,5) iii
18 8 18 18 10 (18,3,9) v
19 9 18 19 § (3,9,14) Vil
3 13 3 3 5 (9,14,19) Xio
5 15 5 5 3
9 19 9 9 19

(v,vi)| 10 0 10 10 18 NO
18 8 18 18 10
19 9 19 19 9
3 13 3 3 5
5 15 5 5 3
9 19 9 9 19

(i, viny| 14 4 14 14 14 NO
19 9 19 19 9
3 13 3 3 5
5 15 5 5 3
9 19 5 9 19

(v, vill)f 10 0 10 10 18 sl (14,19,5) i
14 4 14 14 14 (19,5,10) vi
19 9 19 19 8 (3.9 t4) Vit
3 13 3 3 5 (9,14,19) xio
5 15 5 5 3
8 19 9 9 19

(xi,) | 14 4 14 14 14 NO

19 g 19 19 9
9 19 9 9 19




p=11 r={11, 13, 15, 17, 18, 0, 2 4. 6 8 10)
g=e™9 h=e'""19
] cuanto Q T=Qnr smodutacién pivoles
" wir)  giw) g T h(t) cuantizada? | acordes grados
(% v) 15 4 15 13 17 Sl {(13,19,4) 1]
19 1] 19 15 15 {15,0,6} i
0 19 1] 19 11 (19,.4,10) v
4 15 4 0 10 {4,10,15) Vil
6 13 6 4 6 (10,15,0) Xio
10 9 10 6 4
10 0
(v.v1} | 1 8 11 11 18 st (13,19,4) B
19 0 19 13 17 (15.0,6) iif
0 19 0 15 15 (19,4,10) v
4 15 4 19 1 (0.6, 11) Y|
6 13 6 0 10 (4,10, 15) Vil
10 9 10 4 6 {8,13,19) X
6 4 (10, 15.0) Xig
8 2
10 0
Ciii, Vil )| 15 4 15 13 17 St (13,19, 4) 1l
0 18 0 15 15 (15,0,6) i
4 15 4 19 11 {19,4,10) v
6 13 6 0 10 (4,10,15) Vit
10 9 10 4 8 (10,15,0) Xig
6 4
10 Y
(vioviny| 11 8 11 1 19 si (13,19, 4) I
15 4 15 13 17 {15,0,6) iif
0 19 0 15 15 {19, 4, 10) v
4 15 4 19 11 {0,6,11) vi
6 13 6 ¢ 10 {4, 10, 15) Vil
10 9 10 4 6 (8, 13.19) X
6 4 (10, 15,0) xi,
8 2
10 Q
(xig) | 15 4 15 15 15 sl (18,4, 10) v
a 19 (1] 19 11 {4, 10,15) vill
10 9 10 0 10 (10,15,0) Xig
4 6
10 0

e




X
L
.
1
3

p=12 r={12, 14, 16, 18,0, 1, 3, 5, 7, 9, 11}
g=e™9 h=e"9
cuanto Q 1=QnT ¢ modulacitn] pivotes
u p{r) olw g°(w) T h{t) cuantizada?| _acordes grados
(i, v) 16 4 16 16 16 NO
0 0 0 0 12
1 19 1 1 1"
5 15 5 5 7
7 13 7 7 5
11 9 1" 9 3
11 1
(v.V1) ] 12 8 12 12 0 NO
0 0 0 0 12
1 19 1 1 11
5 15 5 5 7
7 13 7 7 5
1 ] " 9 3
11 1
(i, vilty{ 16 4 16 16 16 NO
1 19 1 1 11
5 15 5 5 7
7 13 7 7 5
1 8 11 9 3
11 1
(VILVHILY] 12 8 12 12 0 NO
16 4 16 16 16
1 19 1 1 11
5 15 5 5 7
7 13 7 7 5
11 9 1" 9 3
" 1
(xig) 16 4 16 16 16 NO
1 19 1 1 11
" 9 11 9 3
11 1




s

p=13 r=(13, 15, 17, 19, 1, 2. 4,6 8 10, 12)
g=e'19 h=e"19
cuanto Q 1=Qnr smodulacién pivotes
m p(r) gt g'(n) 1 h{t) cuantizada? |  acordes grados
(i, v) 17 4 17 13 1 =] {13,19,4) |
1 (1] 1 15 19 {15,1,6} H
2 19 2 17 17 (17.2,8) P
6 15 6 18 15 {1,6.12) v
8 13 8 1 13 (2,813} vi
12 g 12 2 12 {6,12,17) vili
4 10 (8,13.19) ix
] 8 (12, 17,2} xip
8 €
12 2
{v.Vi) | 13 8 13 13 1 NO
1 0 k] 15 19
2 19 2 19 15
6 15 € 1 13
3 13 8 2 12
12 9 12 6 8
8 &
12 2
(i, vinyy 17 4 17 13 1 NO
2 19 2 15 19
6 15 3] 17 17
8 13 8 19 15
12 9 12 2 12
4 10
6 8
8 6
12 2
(V1 Vill}] 13 8 13 13 1 NO
17 4 17 15 19
2 19 2 17 17
6 15 5] 19 15
8 13 8 2 12
12 g 12 4 10
6 8
8 [}
12 2
{xip) 17 4 17 17 17 NO
2 19 2 19 15
12 g 12 2 12
4 10
12 2




p=14 r=(14, 16, 18, 0,2, 3, 5, 7. 8, 1, 13)
g=¢e"19 h=e"™9
cuanio Q t=Qnr imoduiacion pivotes
| i) a(w g'(w) T h(t) cuantizada? | acordes grados
{iii, v} 18 4 18 18 18 NO '
2 0 2 0 16
3 19 3 2 14
7 15 7 3 13
<] 13 9 7 £}
13 9 13 g 7
13 3
(v.Vi) ]| 14 8 14 14 2 | (2,7,13) v
2 ¢ 2 0 16 (3,9 14) vi
3 19 3 2 14 (9,14,0) ix
7 15 7 3 13
] 13 9 7 9
13 9 13 g 7
13 3
Ciii, viny| 18 4 18 18 18 NO
3 19 3 3 13
7 15 7 7 9
9 13 9 9 7
13 g 13 13 3
(v vin| 1 8 14 14 2 sl (18,3.9) fii
18 4 18 18 18 (3,9 14} wi
3 19 3 3 13 (7,13, 18) Vi
7 15 7 7 9 (13,18,3) Xig
9 13 9 g 7
13 9 13 13 3
(xig} | 18 4 18 18 18 sl (18,3,9) i
3 19 3 3 13 (13, 18,3) Xig
13 2] 13 9 7
13 3




152

p=15 r=(15 17. 19, 1, 3, 4, 6, 8, 10, 12, 14}
g=eM19 h=e"g9
cuanto Q T=Qnr s modulacién pivotes
b lu(r) o g (w) t h{z) cuantizada? | acordes grados
{(H,v) 19 4 19 15 3 NO
3 ¢ 3 19 19
4 19 4 3 15
8 15 8 4 14
10 13 10 8 10
14 9 14 10 8
14 4
(v,Vi)| 15 8 15 15 3 NO
3 0 3 19 19
4 18 4 3 i5
8 15 8 4 14
10 13 10 8 10
14 9 14 10 8
14 4
(i, Vi)l 19 4 19 15 3 sl (19,4, 10) iii
4 19 4 19 19 (4,10,15} Vi
8 15 8 4 14 (8,14,19} vill
10 13 10 8 10 (14,19,4) Xi,
14 g 14 10 8
14 4
(VILVIl)] 15 8 15 15 3 Si {19, 4,10) iii
19 4 19 19 19 (4,10, 15) vi
4 19 4 4 14 (8,14, 19) vill
8 15 8 8 10 (14,19 4) Xig
10 13 10 10 8
14 9 14 14 4
(xio) | 19 4 19 19 19 NO
4 19 4 4 14
14 9 14 14 4




p=16 r=(16, 18,0, 2 4,5 7,8, 11, 13, 15)
g=e*19 h=e%9
cuanto G 7=Qnr i modulacién pivotes
k e{r) gw g‘(u) T h(t) cuantizada? acordes grados
C(mv) | C 4 0 0 ) NO
4 0 4 4 16
5 19 5 5 15
g 15 9 9 1
11 13 1" 11 g
15 ] 15 13 . T
15 5
{(v.vi}| 16 8 16 16 4 NO
4 0 4 0 0
5 19 5 4 16
9 15 9 5 15
11 i3 1 9 11
15 9 15 1 9
13 7
15 5
(i, vim)p 0 .4 0 V] 0 " NQ
5 19 5 4 16
9 15 9 5 15
i3 13 11 9 11
15 9 15 1" g
13 7
15 5
(vi,vin)] 16 B8 16 16 4 NO
0 4 4] 0 0
5 19 ] 4 16
9 15 9 5 15
11 13 11 9 11
15 9 15 i g
13 7
15 5
(xig) | © 4 0 0 0 sl (4,9,15) v
5 19 5 4 16 (9,15,0) vill
15 9 15 5 15 (15,0,5) Xig
’ 9 1"
15 5




p=17 r=(17. 19, 1, 3, 5, 6, 8, 10, 12, 14, 16)
g=e*19 n=e’19
cuanto Q 1=Qnr imodulacién pivotes
| u uir) oy ﬂp) T h{1) cuantizada? [  acordes ados
{ #i, v) 1 4 1 19 3 ] {19, 5,10) ]
5 0 5 1 1 (1,6 12) i
3] 19 6 5 17 (5,10, 16) v
10 15 10 6 16 (10,16,1) VIl
12 13 12 10 12 (16,1,.6) Xig
16 9 16 12 10
16 6
(v.Vl) 7 8 17 17 5 NO
5 0 5 19 3
] 19 6 5 17
10 15 10 6 16
12 13 12 8 14
16 <] 16 10 12
12 10
16 8
(i, V) 1 4 1 19 3 NO
& 19 6 1 1
10 15 10 6 16
12 13 12 10 12
16 g 16 12 10
16 6
(Vi vil)| 17 8 17 17 5 NO
1 4 1 19 3
€ 19 6 1 1
10 15 10 6 186
12 13 12 8 14
16 9 16 10 12
12 10
16 6
(xig} | 1 4 1 19 3 NO
6 19 6 1 1
16 9 16 6 1€




p=18 r=(18, 0, 2, 4, 6 7, 9, 11, 13, 15 17}
g:es19 h=e*18
cuanto Q t=Qnr ¢ modulacién pivotes
i w(r) g g(w) T h(t) cuantizada? | acordes rados
(i v) 2 4 2 0 4 ) (0,6,11) I
6 0 ] 2 2 (2,7,13) i
7 18 7 4 0 (4,9 15) v
11 t5 11 53 18 (6. 11,17) v
13 13 13 7 17 {9,15,0) Vi
17 9 17 g 15 (11,17, 2) VI
11 13 (15,0,6) X
13 11 (17.2,7) Xip
15 9
17 7
(v.VI)] 18 8 18 18 6 sl (0,6,11) 1]
] 0 6 o 4 (6,11,17) v
7 19 7 6 18 (7,13, 18) vi
1 15 " 7 17 (9,15,0) v
13 13 13 9 15 (15,0,6) X
17 g 17 11 13
13 1
15 ]
17 7
(A, ViLy] 2 4 2 2 2 =] (2,7,13) if
7 19 7 4 0 (4,9,15) v
11 15 11 7 17 (11,17, 2) Vil
13 13 13 9 15 (17,2, 7) Xig
17 9 17 " 13
13 11
15 9
17 7
(v, vin)| 18 8 18 18 6 St {18,4,9) |
2 4 2 2 2 (2,7,13) i
7 18 7 4 )] (4,9 15) v
1 15 1 7 17 (7,13, 18) Vi
13 13 13 g 15 (11,17,2) Vit
17 9 17 1 13 (13,18, 4) ix
13 11 (17,2, 7) Xio
15 9
17 7
(xi,) | 2 4 2 2 2 NO
7 19 7 4 0
17 9 17 T 17
9 15
17 7




p=19 r={19, 1,3, 5 7, 8 10, 12, 14, 15, 18}
g=e'13 h=e%9
cuanto Q T=Qnvr & modulacion pivotes
i} plr) gip gi(u) T h{T) cuantizada? acordes grados
(#,v) 3 4 3 19 7 NO
7 0 7 3 3
8 19 B 7 18
12 15 12 8 18
14 13 14 12 14
18 ] 18 14 12
18 8
{v.vi){ 19 8 19 18 7 NO
7 0 7 7 19
8 19 8 8 18
12 15 12 12 14
14 13 14 14 12
18 9 18 18 8
(i, viny] 3 4 3 19 7 si (3.8, 14} i
8 19 8 3 3 {8, 14,18} vi
12 15 12 8 18 {(12,18,3) Vil
14 13 14 12 14 {18 3,8) Xi,
18 9 18 14 12
18 8
(vi, vy 19 8 19 19 7 S (3,8, 14) iif
3 4 3 3 3 (8, 14,19) vi
8 19 8 8 18 (12,18, 3) Vill
12 15 12 12 14 (18,3,8) Xig
14 13 14 14 12
18 9 18 18 8
(xio) | 3 4 3 19 7 NO
8 19 8 3 3
18 9 18 8 18
18 8




Apéndice A

Resultados de la Parte 1.

Demostraremos el Lema 18, el cual aparece en la seccién 2.2. Lo haremos usando métodos de la

Teorfa de Grupos aplicados a la Teorfa de Numeros, por lo que primero probaremos la siguiente

Proposition Sean ¢ y d dos enteros tales que (c,d) = 1. Entonces c(mod d) genere al grupo

etelico Zy4-

Proof. Un elemento g genera al grupo ciclico Zy si kg # O(mod N), Vk € Z,0 < k < d.
Evidentemente, dg = 0(modd)}, por lo cusl lo anterior significa que en la sucesién 0, g, 2¢,
., (d = 1)g (modd), cada elemento de Z,; aparece exactamente una vez. Demostraremos la

proposicién por contraposicién: supongamos que c{mod d) no genera a Z;, esto es, que existe
algin entero positivo & < d tal que k¢ = 0 (modd). Sea kg el menor de tales enteros. La
ecuacion

koc = O(mod d)

significa que existe algiin entero j tal que

koc = jd, (1)

pero también significa que ¢ (mod d} genera a Zi, , y que este es un subgrupo propio de Z;.

Si llamamos p al indice de Zy, en Zg, entonces p = £, 0

k=4 @



R

es decir que p divide a d. Al multiplicar por ¢ la ecuacion (2), resulta
koc = % @)
Combinando las ecuaciones (1) y (3) obtenemos

j=¢ |
es decir, p divide también a ¢. Pero como Zj, es un subgrupe propio de Zy, su fndice p es
mayor que 1, por lo que {¢,d) > 1. Luego, si {c,d) = 1, entonces e{mod d) genera a Z;. B

Ahora podemos pasar a demostrar el

Lemma Sean ¢ y d dos enteros tales que (c,d} = 1 (esto es, ¢ y d son coprimos). Entonces
eziste un unico entero no negativo ¢, ¢ < d, tal que e = —1(mod d}.

Proof. Por la proposicién anterior, ¢ (mod d) genera al grupo ciclico Z; esto significa que en
la sucesién 0, ¢, 2¢, ... , (d ~ 1)¢ (modd), en particular el elemento d — 1 = —1(modd) € Z4
aparece exactamente una vez. De aquf se sigue el resultado. B

Por cierto que aquf surge una cuestién en relacién al lema 19: s se demostré que ¢, la
longitud diaténica de la quinta generalizada, es dnico, ;c6mo se explica el caso de la cuarta, en
la que el intervalo de excepcién es aumentadoe, no disrrﬁﬁuido? La respuesta a esta pregunta
constituye la clave de la conexién entre los enfoques de la primera y segunda partes.

En la segunda parte se propone que la quinta y la cuarta generalizadas son elementos inversos
uno del otro en el grupo Zy. Esto se verifica con los métodos de la primera parte, como lo

muestran los siguientes resultados, duales de los Lemas 18 y 19:

Lemma - Sean ¢ y d dos enteros tales que (c,d) = 1, Entonces existe un tnico entero no
negativo ¢’ < d, tal que ¢¢’ = I{mod d).

»~

Proof. Definamos a ¢’ como €l inverso de ¢’ en Zy, esto es, ¢’ =d — ¢’. Entonces
e = ofd - &) = ed - e {modd)
Evidentemente, cd = 0{modd), por lo que, recordando el lema anterior, el resultado es

inmediato.
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Lemma Considérese una escala que presenta PM, con (c,d) = 1. Sea ¢’ como en el lema
anterior. Entonces, todos los intervalos de longitud diatonica o (ezcepto uno solo) tienen
fongitud cromatica d” = (cc’ —1)/d ; el intervalo de excepcion, tiene longitud cromdtica d” +1.

Proof. Apliquese el mismo razonamiento que demuesira el Lema 19, tomando en cuenta que
oc” = 1{modd) significa que existe algin entero ¢ tal que

o =dd’ +1,

ecuacién de la que se obtiene el valor de d' W

En este caso, ¢’ es la longitud diaténica de la cuarta generalizada, mientras que d” es la
longitud cromética de la cuarta geﬁeralizada perfecta, y 4’ + 1 es la longitud cromética de la
cuarta generalizada aumentada.

Obsérvese que, gracias a la unicidad en los resultados anteriores, se puede afirmar que los
elementos que hemos llamado quinta y cuarta generalizada, son los dnicos intervalos diaténicos
que presentan la peculiaridad de que todos sus representantes, excepto uno sélo, tienen la misma

longitud crom4tica.

Resultados de la Parte 2.

Aqui demostraremos la afirmacién de que, para valeres de k > 3, (n ~ (2k+1)) > 2k + 1.
Esto es fdcil de probar por induccién, recordando que se definié n = k(k + 1), con lo que la
desigualdad se escribe asf:

-k~1>2%+1 {1)

Es facil comprobar que (1) se cumple para k = 4, Veamos el paso inductivo. Supongamos
que {1) se cumple para un valor arbitrario k > 3. Entonces

B-k~1>2%+1>k>3

¥ las siguientes implicaciones entre desigualdades son ciertas:

K-k~1>3

=k +k-1>2%+3

>k +2%+1)-k~-2>2+3

2(k+1)2—(k+1)-1>2k+1)+1

Lo que prueba para (& + 1) la desigualdad deseada.

Ya cumplidas las hipétesis para la induccién, aplicamos ésta, y obtenemos el resultado.
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Apéndice B

Tomaremos como ya dado el importante resultado de que todo mimero compuesto (no primo)

tiene una tinica descomposicién en factores primos.

Proposition Si r y s son primos entre of, y cade uno divide a k, entonces su producto 73

divide o k.

Proof. Siel producto rs contiene en su factorizacion prima a la potencia de un primo, digamos
p", entonces p* debe ocurrir en la factorizacién prima de uno de los factores de 1-r-s; supongamos
que acurre en r. Entonces k, que es multiplo de r, debe tener a p™ como factor. De manera
andloga, cualquier otra potencia de un primo contenida en la factorizacién prima de rs debe

ser factor de k. Luego, &k es miltiplo de rs. B
Lemma Sir, 5, t son enteros tales que r divide a st y (r,5) = 1, entonces r divide o t.

Proof. st es divisible por r y por s; por lo tanto, por la proposicién antetior, rs divide a st,

esto es,

2=
-~

es un entero. B
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