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Introduccion

Con mucha [recuencia ocurre que el estudio de fendmenos de los més varnados
campos del conocimiento, desde fendmenos naturales hasta econdmicos o
sociales, conduce a leyes dindmicas que, genéricamente, se agrupan bajo el
nombre de ecuaciones diferenciales (120) no lineales .

I.a no linealidad de las ecuaciones diferenciales, aunada a la cantidad de
parametros con interpretacion “fisica™ precisa en cada contexto, origina una
rica dindmica de relevancia tanto matemdtica como interpretativa. También,
la no linealidad es la responsable de que, por regla general, la bisqueda
de soluciones explicitas para dichas ecuaciones sea més bien un deseo v no
una realidad. En estos casos, el uso de métodos analiticos mediante los
cnales se puedan inferir propiedades cualitativas de las soluciones (andlisis
cualifative), o bien las técnicas numéricas a través de las cuales se puedan
calcular soluciones aproximadas (numéricas), a un problema con condiciones
iniciales, sou especialmente titiles.

Un concepto de fundamental importancia en la teorfa cualitativa de los
sisternas de BD ordinarias (£D0), es cl concepto de la estabilidad de solu-
ciones. Una forma de estudiar la estabtlidad de las solnciones, es hacerlo
directamente después de oblenerlas. Pero como sabermos, el conjunto de las
ecuaciones diferenciales para las que pueden obtenerse las soluciones explici-
tas, es un conjunto de medida cero. Por lo que se han buscado formas alternas
para hacer este estudio sin necesidad de obtener las soluciones. Actualmente
se cuenta con un método de este tipo, que permite estudiar la estabilidad
de las soluciones de los sistemas de FDO a través de las propiedades de una
cierta funcién llamada funcidn de Lyapunov, en honor del matematico ruso
Mijail Aleksandrov Lyapunov quien descubnd el también llamado Método
Directo de Lyapunov.

El concepto de estabilidad de las soluciones de sistemas de DO se fue
puliendo paulatinamente. Desde las ideas mds incipientes, hasta su definicién




precisa introducida por Lyapunov. En este proceso de pulimiento, €l estudio
de la estabilidad del sistema solar jugd un papel fundamental. Por lo ¢ue,
en la medida de las referencias a las que se tuvo acceso, en el Capitulo 1 se
hace un resumen sucinto de los resultados e ideas basicas en esta direccién.

[in el Capitulo 2 se establecen la definicién de funcién de Lyapunov y
los teoremas de estabilidad, inestabilidad, estabilidad asintética v el teorema
de estabilidad asintética global de Barbashin-Krasovskii. Todos ellos forman
parte de! cuerpo del método directo de Lyapunov.

n los Capitulos 3 v 4 se consideran dos familias de sistemas auténomos
no lineales de £D en el plano, y para cada una de ellas se enuncian y de-
muestran cuatro teoremas que garantizan la estabilidad asintética global de
la solucién nula de dichos sistemas. I estudio que se hace de estos sistemas
es importante por su relacién con ¢l problema de Aizerman (véase [4]), que
consiste en estudiar la estabilidad asintética global de sistemas auténomos
no lineales de nn FDO y ¢ue sdlo ha sido resuello completamente para n = 2.




Capitulo 1

La Estabilidad: De Arquimedes
a KAM

En el lenguaje cotidiano la palabra estabilidad se asocia con lo que no cam-
bia. Sin embargo, en diferentes ramas del conocimiento y para distintos
fines, también se untiliza la palabra estabilidad. Pero, ;De qué hablan los
econornistas y gobernantes de un pais, cuando se apresuran a declarar que el
sistema financiero y la situacién politica de dicho pais son estables? ; Acaso
lo hacen para ganarse la confianza de los inversionistas y de los sectores eco-
némicamente privilegiados del mismo? j A qué se refiere un ingeniero cuando
asegura ¢ue un puente, un vehiculo o, en general, una estructura es estable?
;A qué propledad de una molécula se refiere un ingeniero quimico cuando
dice que dicha molécula es estable? ;Qué quieren dar a entender los ecdlogos
cuando hablan de que un ecosistema es estable? ;Fn ¢né caracteristicas de
un material se fijan los gedlogos, para asegurar que ese material tiene la pro-
piedad de ser estable? A esta diversidad de sentidos que se le da a la palabra
estabilidad, agreguemos uno mé4s citertamente conspicno. Cuando un médico,
trata de tranguilizar a los parientes de un enfermo bajo su responsabilidad,
les dice que su paciente se encuentra estable.

Cada una de las personas que habla en términos semejantes a los ante-
riores, ;estard entendiendo lo mismo que entiende un matematico, cuando
éste, con la palabra estable caracteriza a una propiedad que posee la solucidn
de una ccuacion diferencial, o cuando afirma que un sistema de ecnaciones
diferenciales es estructuralmente estable?

En los ejemplos anteriores con la palabra estabilidad lo mismo se carac-
teriza a un estado fisico de la materia que a un estado clinico de un paciente.




En verdad que, aunque diferentes en sus contextos epecificos, ellos com-
parten alguna caracteristica pues se refieren a algo que no cambia o que ofrece
resistencia al cambio, que se mantiene en estado estacionario o permanente.

1.1 El equilibrio Arquimediano

Atin cuando hay indicios de que desde hace muchos siglos, se han estudiado
una serie de problemas donde ya se encuentra inmersa una idea intuitiva
de estabilidad. La formalizacién matemdtica del concepto es relativamente
reciente.

Por gjemplo, Aristételes (384-322), considerd la balanza en equilibrio, y
estudis las fuerzas que podian alterar dicho estado y los diferentes movimien-
tos que podian resultar[17].

Arquimedes (287-212), estudié el problema de la palancal20], donde a
partir de la sola hipétesis:

“Si se cuelgan pesos igquales a iguales distancias del punto de apoyo, la
palanca queda en equilibrio”

Dedujo la siguiente ley de la palanca:

“f21 peso P a la distancia | se equilibra con el peso 28 a la distancia %”

Ley ¢ue es un caso particular de la ley mas general de la palanca: Si
dos pesos Py y Py estidn colocados a la distancia Iy y 1y respectivamende del
fulero, la palanca queda en equilibrio si los momentos (fuerza por distancia)
de ambos pesos son iguales.

Arquimedes también estudid otro problema de fuerzas en equilibrio, el
de los cuerpos flotantes, donde demostrd la importancia de la forma de los
objetos v de las posiciones de sus centros de gravedad[17]. Este estudio de
las leyes de los cuerpos flotantes que convirtié a Arguimecdes en el fundador
de la hidrostdtica, tuvo usos muy importantes. Uno de ellos el de la de-
terminacidn de las densidades de los cuerpos, midiendo su peso en el agua;
este procedimiento debido a que sirvié para probar la pureza de los metales
preciosos, ya no se abandoné una vez fue conocido. Il uso que se le dio para
determinar la capacidad de carga de un barco, era conocido tradicionalmente
por los armadores de barcos, aunque dicha capacidad no vino a determinarse
por medio del cdlculo sino hasta el siglo XVIL

Parece que fue el poeta Lucrecio {94-50), quien primero puso por escrito
la palabra estabilidad. En su poema De Rerum Nature[16], dice:




“Namaque papaueris aure potest suspensa lewisque
cogere ut summo tibi diffluat allus aceruus:
at contra lapidum conlectum spica rumgue
noenu potest. Igiturt parwissima corpora proquam
el leussima sunt, ita mobilitale fruuntur.
At contra queaecumgue magls cum pondere magno
asperaque inueniuntur, eo stabilita magis sun.”™

En el siglo XVII, Simén Stevin (1548-1620) en sus investigaciones sobre
problemas de estética, establecié que en un sistema de poleas en equilibrio,
los productos de cada uno de los pesos por las magnitudes de sus respec-
tivos desplazamientos, son iguales. Galileo nnos anos mds tarde, extiende
este descubrimiento a otra maquinas simples como la palanca, el torno y el
tornillo[21].

1.2 De la astrologia a la astronomia

La bisqueda del origen y posterior desarrollo del concepto de estabilidad,
muy bien se puede hacer siguiendo el desarrollo de dilerentes ramas de la
ciencia. Aqui ese seguimiento se hace a través de ir viendo el camino que
siguié el estudio del movimiento, especificamente el de los cuerpos celestes. El
interés en los cuerpos celestes existia aiin en las sociedades mas primitivas.
La luz y el calor del sol, los espectaculares colores que toman el sol y la
luna siempre han maravillado al hombre. Las brillantes luces de los planetas
que aparecen y desaparecen en varias épocas del ano, la Via dctea con su
miriada de estrellas v los eclipses que causan admiracién, especulacién y, en
algunos casos terror, siempre han atraido su atencién. Desde los tiempos
mds remotos, la humanidad ha observado los cielos y tratado de entender y
desentranar sus mds recénditos secretos y misterios.

L“Pues, de la amapola, puede hacer el aura leve y suspensa * que se esparza, desde lo
sumo, para ti un alto acervo; * mas, al revés, uno de piedra reunido, y de espigas, * no
puede. 15n efecto, cnanto los cuerpos parvisimos * v pulidisimos son, de movilidad tanto
disfrutan.* Mds al revés, cualesquier que con peso mds magno * y dsperos se encuentran,
m&s son estables por eso.”




L.a mayoria de las culturas en su momento han emprendido el estudio
del universo y acumulado gran cantidad de informacién. También han lo-
grado deducir una serie de conocimientos muchas veces empiricos, que les
premite formarse una concepcién de dicho universo. Visidn ¢ue necesaria-
mentc se refleja no sélo en la manera de enfocar los estudios de todos los
fenémenos naturales y sociales de esas culturas, sino que las mismas estruc-
turas organizativas se ven afectadas notablemente, por la influencia de tales
CONCEPCIONES.

Durante siglos vy siglos los hechos siderales habian estado presentes ante
los ojos humanos y, sin embargo, lo que estos hechos le mostraban al hom-
bre, lo que le patentizaban no era una realidad, sino un enigma, un arcano,
un problema ante el que se estremecia de pavor. La astronomia contribu-
v6 a que todo esto quedara atrds, al disipar los temores producidos por los
fenémenos celestes, destruyendo los errores nacidos de la ignorancia de nues-
tras verdaderas relaciones con la naturaleza. [l creciente desarrollo de la
astronomia la llevé a un grado de importancia tal, que en los siglos XV, XVI
y XVII los emperadores, reyes y gobiernos locales de las ciudades empleaban
a matematicos v astrénomos para que se ocuparan de elaborar registros con
prondsticos que than desde las predicciones del clima, de eclipses, de catas-
trofes naturales y plagas, hasta las perspectivas econdmicas ¢ue se abrian por
la creciente produccién de mercancias producto de la novedosa y floreciente
manufactura, asf como de perspectivas politicas. Desde clentos de anos atrds
la astronomia venia satisfaciendo las necesidades de la astrologia, dotdndo-
la de datos astronémicos para la confeccién de hordscopos. La astronomia
da un salto cualitativo superando estas limitaciones, cambiando de rumbo y
atendiendo la nneva necesidad de obtener datos que permitan resolver pro-
blemas como los de los navegantes. Fsta informacion se utilizaba en el diseno
de almanaques y mapas estelares, conteniendo las posiciones de estrellas y
constelaciones. Estos documentos eran esenciales para la orientacién de las
naves lejos de las costas. Dotados de esta ayuda, los marinos de la época es-
taban en mejores posibilidadesde dar mayor seguridad a los viajes maritimos,
aumentando con ello las posibilidades del comercio.

Pero no todo eran tareas “mundanas’ para estos cientificos. Ademds de
lo anterior, les quedaba tiempo para dedicarse a observar y estudiar los cielos
en la bisqueda de respuestas al gran misterio del “funcionamiento y estruc-
tura del cosmos”. lin esa época dicho cosmos se restringfa practicamente al
sisterna solar y a las llamadas estrellas fijas.

Algunas de las investigaciones, invenciones y descubrimientos realizados
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durante estos siglos, fueron claves para el desarrollo posterior tanto de la
cultura en general, como de la ciencia en particular. La curiosidad sin limi-
tes v el ansia de saber que se generd durante el Renacimiento, acompanados
de la agudeza de visidén y el espiritu de aventura, condujeron a las grandes
travesias por los mares. Llevaron a la biisqueda de nuevas rutas comerciales
(que en algunos casos llevaron al descubrimiento de nuevos horizontes). Mu-
chas de estas inquictudes cristalizaron, entre otras, como magnificas obras de
descripcidn, o descubrimientos e invenciones trascendentes; a la vez ¢ue reali-
mentaron dicho interés por los problemas celestes, creando algunos problemas
précticos. Las repercusiones de toda la actividad creativa que se desarrolld
durante esta época, fueron en todos los ferrenos y en todos los ambitos de
la sociedad. En particular en el terreno cientifico, toda una pléyade de ma-
ternélicos, astrénomos y otros estudiosos, pudieron dar rienda suelta a sus
inguictudes. El ambicnte de estudio e investigacidn que se generd alrede-
dor de problemas de todo tipo, propicié el rompimiento no sélo con la fisica
aristotélica, sino con la visién escoldstica del mundo y de la naturaleza, des-
terrando la argumentacién metafisica del 4mbito de la ciencia. Los progresos
de la ciencia abrieron amplias brechas en esa caduca concepcidn de la na-
turaleza. Uno de los tantos frutos que fueron cosechados, incluso entrando
en fuerte conflicto con la iglesia, fue la adopcién del modelo heliocéntrico o
copernicano del cosmos, que no sélo tuvo repercusiones astrondmicas, con
resultados inmediatos como la deduccién de las leves de Kepler, sino que
trascendid a otras ramas del conocimiento. Se destruyé la visidén medieval de
un orden social inmutable, en un universo amurallado, con su jerarquia fija
de valores morales regidos por la iglesia, donde todo cra forma convencio-
nal, estatuida, fija, y todo era ritual infinitamente complicado. La revolucién
cientifica en marcha acabé transformando por entero a la sociedad, la cultura
y las costumbres. Para enfrentar los nuevos retos, la misma iglesia tuvo que
reformarse.

1.3 El experimento como fuente de conoci-
miento

Al liberar a la ciencia de la pesada carga de la escoldstica, se alland el camino
para el advenimiento de la ciencia actual. Se prepard la transicién del mundo
en el que todo era “mds o menos” al “universo de la precisién”, superando




las limitaciones de la metodologia escoldstica. Se le dié forma a un verdade-
ro método experimental, en donde el experimentum tomado como fuente de
conocimiento, consiste en interrogar metddicamente a la naturaleza; interro-
gacién que presupone ¢ implica un lenguaje con el que se puedan formular las
preguntas y que, ante todo, permita descifrar y comprender las respuestas.

Galileo Galilei (1564-1642), el cientifico que, junto con Copérnico, Kepler
v Newton, tuvo una participacién ceniral en esta revolucién cientifica, se
expresa[23] en los siguientes términos:

“La filosofia é scritta in questo grandissimo libro, che conli-
nuamente ci sta aperto innanzi a gli occhi (io dico U'universo),
ma non i puod intendere se prima non §'impara a inlender la
lingua, € conoscer i caratteri, ne quali £ scritto. gl & serillo
in lingua matematica, e i caratieri son iriangoli, cerchi ed allre
figure geometriche, senza i quali mezi é impossibile a intenderme
wmanamente parole; senza questi é un aqggirarsi vanamente per
un oscuro laberinto. ™

Galileo, siendo congruente con sus ideas, al aplicar coherenternente la ma-
temdtica a la fisica y la fisica a la astronomia, las unié por vez primera, de
una forma verdaderamente significativa y [ructifera para cada una de ellas
y para el desarrollo de la ciencia. Lo que lo mueve y anima es la gran idea
arquimediana de la fisica matemdtica, de la reduccién de lo real a lo geo-
métrico. De este modo geometriza el universo, es decir, identifica ¢l espacio
fisico con el de la geometria euclidiana. Esta forma completamente nueva de
concebir el universo es la que le permite formular el concepto de movimiento,
que sirve de base a la dindmica cldsica. En su obra maestra poderosamente
argumentada y bellamente escrita, Didlogo sobre los dos grandes sislemas del
mundo, publicada en 1632, Galileo hace una valoracidn comparativa de las
antiguas y las nuevas teorfas del movimiento celeste y, en consecuencia, de
las dos visiones del mundo. Su aparicién tuvo una repercusién inmediata,

241 a Filosofia estd escrita en ese libro grandioso (yo digo el nniverse), que perimanece
abierto continuamente a nuestra mirada, pero que no puede ser entendido a menos gque
uno, para comprenderlo, primero aprenda el lenguaje en el que estd escrito. Este libro
estd escrito en el lenguaje de las matemdticas, y sus caracteres son tridngulos, circulos v
otras figuras geométricas, sin dicho lenguaje es imposible entender humanamente una sola
palabra de &l; sin éste uno se encuentra errando en un obscuro laberinto.”
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pues las ideas de Copérnico que permanecian sepultadas desde alrededor de
un siglo antes (en la casi olvidada obra del astrénomo polaco, ignoradas fuera
del estrecho circulo de los estudiosos) sibitamente se exponen a la luz de los
debates. Fsto propicia amplias adhesiones a la nueva visién del mundo pero,
al mismo tiempo, los adversarios de Galileo consideraron este ¢l momento
propicio para tratar de abatir al gigante, y lo acusaron ante la Inquisicién.
La denuncia prospers y fue procesado por herejia. Mediante una acusacién
de este tipo, la Inquisicién habia condenado a Giordano Bruno a morir en
la. hoguera; pero en el caso de Galileo existia una diferencia, se trataba de
un cientifico de prestigio con amigos poderosos y de que, salvo en asuntos
cientificos, Galileo no era considerado un revolucionario. Por lo mismo sélo
fue condenado a permanecer prisionero en su casa, durante el resto de su
vida.

1.4 La ciencia se reforma y organiza

[5n esta etapa de gran auge cientifico no sélo la ciencia sufrié cambtos. Tam-
bién la conciencia del hombre fue alterada, en el sentido de sensibilizar a éste
acerca de la existencia de un mundo real exterior a él e independiente de
su conciencia; que puede ser estudiado v entendido a partir de considerar el
tiempo, la velocidad y el movimiento no como cualidades misteriosas sino co-
mo variables medibles y calculables matemiticamente. Algunas de las leyes y
principios fundamentales para el desarrollo de la ciencia fueron descubiertos.
A manera de gjemplo citemos algunas: la ley de la caida de los cnerpos, la
circulacién de la sangre y la ley de la inercia.

Dos principios fundamentales de la nueva metodologia fneron estableci-
dos: 1. las deducciones matemdaticas de una ley cienlifica formulada mate-
mdalicamente tienen la misma validez que la ley y, 2. ésta es la forma de
hacer ciencia tedrica.

Surgieron las primeras sociedades e Instituciones Cientificas: la Royal So-
ciety de Londres v lu Académie des Sciences de Paris, el Royal Observa-
tory de Greenwich y el Observatoric Royal de Paris, respectivamente. La
formacién de las sociedades clentificas fue un factor muy importante en el
establecimiento de la ciencia como parte de la cultura, ¥y por tanto, plena-
mente reconocida. La fundacién de la Royal Sociely estuvo influenciada por
el pensamiento de Francis Bacon, quien junto con Descartes consiguié elevar
la estimacidén por la clencia experimental en los circulos cultos, a un nivel
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comparable al de la literatura. Bacon tenia la conviccidn de que, contando
con un cuerpo de trabajadores cientificos bien organizado y bien equipado, la
actividad cientifica seria altamente fructifera. No se consideraba él mismo,
como hombre de ciencia o inventor, sino como un inspirador de la clencia y
de la invencién (9] Y decfa:

“Solo he tocado lu campana para exhortar a los denuds o que se asocien
para aprender”,

1.5 La maquinaria empieza a funcionar

Una primera gran sintesis en la que culmina esta revolucion cientifica en
curso, es la publicacién en 1687, de la obra cumbre de la dindmica cldsica y
obra maestra de Isaac Newton (1642-1727): Philosophiae Naturals Principia
Mathematica. Aqui, Newlon rompe las barreras aristotélicas que separaban
los cielos de la tierra, pues no importando si el movimiento se efectuaba so-
bre la tierra, hacia ésta o en el cielo, logrd probar que todos, absolutamente
todos los movimientos obedecen una sola y la misma ley: la ley de la gra-
vitacion universal, que se expresa como: cualesquiera dos cuerpos de masas
my vy Ing  $¢ atraen con una fuerza cuye magnibud es directamente proporcio-
nal al producto de las masas e tmversamente proporcional al cuadrado de la
distancia que las separa. Desde ese instante, en el mundo no pueden existir
casualidades de ninguin género. Predomina la causalidad, por lo que todo
estd predeterminado. Es irposible cualquier arbitrariedad. La sinfonfa del
mundo se interpreta como por notas y en la orquesta universal reina la més
perfecta armonfa. Para la formulacién de sus leyes de movimicnto, Newton
tuvo que introducir una matemdtica adecuada. Asf, teniendo como motiva-
cidn la descripcién del movimiento de los cuerpos (de todos), Isaac Newton
inventa el Célculo Diferencial e Integral y es precisamente en sus términos
como expresa sus leyes de movimiento ( Leibniz, con motivaciones de tipo
arométrico, independientermente de Newton también llega a la invencidn del
Calculo Dilerencial ¢ Integral). Con los Principia no solo se realiza ta pri-
mera gran sintesis de la ciencla, sino ue entre otras, abre la posibilidad de
hacer realidad uno de los mds vigjos suenos de la humanidad: eniender el
movimiento de los cuerpos celestes.
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1.6 ;Los cielos permanecen?

[ estudio del movimiento de los cuerpos celestes, tenfa el reto de dar res-
puesta a preguntas como las siguientes:

1. s FEn el futuro, durante miles de millones de anos, los planetas sequirdn
las mismas trayectorias o en algin momento algunos de ellos chocardn
entre st o quizd alguno escapard del sistema solur?

2. zLos efectos de lus interacciones mutuas de todos los cuerpos del siste-
ma solur, no modificardn de manera significativa las trayectorias actua-
les de los planelas y demds cuerpos de dicho sistema o, por el conbrario
las transformardn de una forma radical e irreversible?

A las cuales no se les habia podido dar una respuesta. La bisqueda de
respuesta a éstas y olras preguntas fue una de las motivaciones que guiaron
las investigaciones que se emprendieron sobre el movimiento.

Una formulacién que recoge en esencia lo que plantean las preguntas 1
v 2, v que ademds sintetiza el planteamiento de un problema que ha estado
durante mucho tiempo en la mira de los estudiosos del movimiento del sistema
golar, es la siguiente:

g Iil Sistema Solar es [istable?

Al no estar definido en forma precisa ¢l concepto de estabilidad, el sentido
de la pregunta no necesanamente iba a ser entendido univocamente. Por
principio de cuentas habia que precisar el significado de ser estable. En efecto
una muestra de lo vaga que podria ser la idea de estabilidad que se manegjaba,
nos la proporciona la enciclopedia francesa del siglo XVIII, coordinada por
Denis Diderot y Jean Le Rond D*Alambert, donde se transcribe inmovilidad
por estabilidad[17]. Sin embargo, en la respuesta de quienes abordaron este
problema, va implicito en qué sentido se maneja la idea de ser estable. Sobre
el particular se¢ abunda mds adelante.

Antes de los Principia de Newton, practicamente era mmposible resolver
esta interrogante. s en los Principia donde por primera vez, se plantea el
problemna del rovimiento en términos de ecnaciones diferenciales no flineales
asociadas a la posicién de masas puntuales que se atraen con una fuerza cuya
magnitud estd dada por la ley de lo gravilacion universal.
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1.7 Las perturbaciones meten ruido

De la ley de la gravitacién universal se deduce que si cualquier cuerpo del
sisterna solar fuese atratdo nicamente por el sol, entonces dicho cuerpo se
moverfa alrededor de él exactamente como lo establecen las leyes de Kepler.®
A este tipo de movimiento se le llama movimiento no perturbado. En reali-
dad todos los cuerpos del sistema solar tienen atracciones mutuas. Por esta
razdn, ningin cuerpo del sistemna solar se mueve describiendo exactamente
una trayectoria eliptica, es decir, sus trayectorias reales tienen desviaciones
respecto a esta ley. Por la misma razoén, respecto a las otras dos.

A las desviaciones de los movimientos respecto de las leyes de Kepler se
les llama perturbuciones,y, en consecuencia, al movimiento real de los cuerpos
se le llama movimiento perturbudo. Tas perturbaciones son de dos clases:

L. Movimientos oscilatorios con periodos relutivamente cortos, del orden
de unos cuunios anos.

2. Pequenos cambios en los pardmelros de lo elipse, cambios que pueden
ser oscilatorios con periodos muy largos, quizd del orden de decenas de
miles de millones de anos o pueden ser no oscilatorios.

A las de la primera clase se les llama desiqueldades periddicas, y pueden
concebirse como la respuesta de un cuerpo a las fuerzas periddicas gjercidas
sobre €l por sus vecinos al describir sus drbitas. Las de la segunda clase se
conocen como desiqualdudes seculares, y para el sistema solar lo importante es
saber s1 estas desigualdades a través de los milenios provocardn la destruccién
del sistema[l] y [29].

Muchos matemdticos y astrénomos en el siglo XVIII, dedicaron parie de
sus investigaciones a mostrar que estas perturbaciones de las trayectorias de

YLeyes de Kepler:

1. La ¢érbita de un planeta alrededor del sol es una elipse, con el sol colocado en unoc
de sus focos.

2. El vector de posicién entre el sol y el planeta barre dreas iguales en tiempos iguales,

3. El cuadrado del periodo érbital de un planeta es proporcional al cubo del eje mayor
de su drhita,
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los cuerpos del sisterna solar, es decir, su desviacién respecto a las trayectorias
que se deducfan a partir de las leyes de Kepler, estaban en concordancia con la
ley de la gravitacién. Esto generé importantes trabajos en Mecanica Celeste,

1.8 El problema de los n cuerpos

En el transcurso de los siglos XVIII y XIX casi todos los matemdticos, en
alguna etapa de su labor cientifica se dieron a la tarea de estudiar el pro-
blema de la estabilidad de sistema solar, cuya formulacién matematica en su
forma general, consiste en estudiar cémo se mueven n particulas en ¢l espacio
tridimensional, si la ley que rige el movimiento se obtiene de la gravitacién
universal. Este es el conocido problema de los n cuerpos. Mds de 800 articu-
los relacionados con este problema fueron publicados entre 1750 y principios
del siglo XX.
Aqui sélo mencinamos algunos de los resultados sobre el problema:

Ein 1767 Leonbard Euler (1707-1783), publicé un estudio del problema de
los tres cuerpos. [n él obtuvo una clase completa de soluciones periddicas.
Probé que si tres particulas de masas arbitrarias inicialmente estén colocadas
sobre una linea en los puntos A, B y C respectivamente, si se cumple que 55‘%
tiene un valor dado, v se le asignan velocidades adecuadas a cada una de las
particulas, entonces éstas se mueven en drbitas elfpticas, manteniendo todo
el tiempo su configuracién colineal. A este tipo de soluciones se les conoce
como soluciones eulerianas del problema de los tres cuerpos.

Picrre Simon Taplace (1749-1827), en su “Memoria sobre la Iystabilidad”,
publicada en 1773 enuncid y demostré el siguiente tcorema:

Teorema 1.1 [6/“En la primera aprozimacién de lus series de polencias
de las cxcentricidades, los ejes mayores de los planetas no tienen Lérminos
seculares.”

Los términos seculares dependen de la variable tiempo. Si los términos
seculares no aparecfan, era claro, que por no aparecer el tiempo, los ejes
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mayores de lag drbitas de los planetas permanecian acotados, es decir. son
funciones acotadas del tiempo.

Con este trabajo basado en el método de aproximacién por series de
potencias, Laplace inicié lo que se conoce como teoria de perturbacion. Dicho
a grandes rasgos ésta consiste en lo siguiente. Para resolver un problema,
se toma una solucién conocida para un problema semejante mds simple, y
sucesivamente se modifica para aproximar mejor la solucidn corrvecta, que
no se puede calcular exactamente. Para aplicar este método se requiere
un pequeno pardmetro en términos del cual hacer la expansién en series
de potencias, Laplace usé las excentricidades. Otro aspecto importante es
que también con este trabajo formalmente nacié la Mecdnica Celeste, y fue
precisamente Laplace quien le puso dicho nombre.

En 1772 Joseph Louis Lagrange (1736-1813), encontré otra clase impor-
tante de Srbitas en el problema de los tres cuerpos. Mostré que si, en el
mormento inicial las tres particulas se colocan en los vértices de un tridngulo
equildtero, y tienen velocidades adecuadas, entonces se moverdn periddica-
mente sobre elipses, preservando su configuracién equildtera a pesar de que
el tamano del tridngulo y la orientacién de las érbitas se modifican. A esta
clase de soluciones del problema de los tres cuerpos se les llama soluciones
lagrangianas. Entre 1774 y 1776, Lagrange extendid el resuliado de Laplace
sobre la estabilidad del sistema solar al probar que para todos los érdenes
de aproximacién del seno del dngulo de las inclinaciones mutuas, y para las
perturbaciones de primer orden con respecto a las masas, los términos secu-
lares no aparecen. En 1778 publicé su obra maestra Méchanique Analytigue
donde introduce por primera vez la idea de que la mecdnica es la geometria
de cuatro dimensiones: fres coordenadas cspaciales y una lenporal.

1.9 El paraiso del determinismo

Con Laplace vy Lagrange v, apartir de ellos, la Mecdnica Celeste, que junto
con la Mecdnica de Fluidos y la Teoria de la Llasticidad fueron logros de
la mecdnica newtoniana, alcanzé niveles de perfeccidén hasta ese momento
no alcanzacos en ninguna de las ciencias, como quedé [ehacientemente es-
tablecido con el que se puede considerar el maximo logro de esta magnifica
y precisa “maquinaria’, construida con base en la mecdnica newtomana co-
mo resultado de la abstraccidon matemadtica. Kl acontecimiento al que nos
referimos es el descubrimiento de Neptuno. Fsta hazana del razonamiento

—_
(]




tuvo su concrecién el 23 de septiembre de 1846. Los astrénomos J. Gott-
fried Galle y Heinrich D’Arrest, en esa fecha localizaron un nuevo planeta
(que posterirmente se le llamé Neptuno), en el lugar que habfan determinado
tedricamente los matemdticos John Couch Adams y Urban Joseph Leverrier,
cada uno trabajando independienternente del otro. Fue éste, uno de los mds
brillantes resultados de la ciencia, un descubrimiento “en la punta de la pla-
ma”, y un gran triunfo del razonamiento humano, pero ante todo un punto
a favor del determinismo que permeaba mentes y ecuaciones.

Con este descubrimiento se acabé de convencer a los especialistas, de la
existencia de leves de la naturaleza que podian ser utilizadas para revelar el
pasado y predecir el futuro a partir de informacién del presente, v ademds
con muy buenos resultados.

La formulactén mds clara del determimsmo radical en que se transformé
esta forma de ver el mundo, la hace Laplace en su Fssai Philosophique sur
les Probabilitésf12).

“Nous devons done envisager Uétal présent de Uunivers comme Ueffect de
son état antéricur, el comme la cause de celui qui va suivre. Une intelligen-
ce qui pour un instant donné connailrait toutes les forces dont la nature est
animée et la siluation respective des élres qui lu composent, si d'ailleurs elle
élail assez vasie pour soumetire ces données ¢ Uanalyse, embrasserail dans la
méme formule les mowvements des plus grands corps de Uunivers et ceur du
plur léger atome: rien ne serail incertain pour elle, et l'avenir comme le passé
serait présent ¢ ses yewr. [ espril humain offre, dans la perfection quiil a su
donner & l'Astronomie. une faible esquisse de cetie intelligence. Ses décou-
vertes en Mécanique et Géométrie, jointes 4 celle de la pesunteur universelle,
Uonl mis a portée de compendre dans les mémes expressions analytiques les
ctals passés el fulurs du systéme du monde. ™

4“Debemos, pues, considerar el estado presente del universo como el efecto de su es-
tado anterior ¥ como la causa del que debe seguirlo. Una inteligencia que en un instante
conociera los datos y todas las fuerzas que animan a la naturaleza v la situacidn respectiva
de los seres que la conforman, si ademds, fuera suficientemente vasta para someter estos
datos al Andlisis, podria abarcar en una misma érinula los movimientos de los cuerpos
mds grandes del universo, y los de los dtomos mas ligeros; para clla nada seria incierto, y
tanto el futuro come el pasado estarian presentes ante sus ojos. 2l espiritu humano ofrece,
en la perfeccién que ha sabido dar a la astronomifa, un tenue esbozo de esta inteligencia,
Sus descubrimientos en mecdnica y en geometria, junto con la gravitacion universal lo han
puesto en condiciones de abarcar en las mismas expresiones analiticas los estados pasados
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il determinismo en su méxima expresién!

1.10 Los excesos del determinismo

Habian transcurrido més de 150 anos después de Newton, y la supeordena-
¢ién de la mecdnica newtoniana aiin proporcionaba a los fisicos la méaxima
satisfaccién. Por estos tiempos, los cientificos solamente se sentian satisfe-
chos cuando lograban meter en el marco del mecanicismo, a cualquier parte
nueva del mundo desconocida hasta entonces. Y la intrepretacién de la na-
turaleza, durante cierto tiempo permanecié sometida al capricho de las ideas
newtonianas. Pero esto no podfa continuar indefinidamente, con excesos tales
como el de Spinoza, quien traté de reducir la Etica a principios matemadticos.
Los cientificos nuevamente se tuvieron que convencer de que nada hay menos
solido que los dogmas petrificados. De una forma absolutamente mevita-
ble, se fueron descubriendo fenémenos que ya no fue posible introducir en
el marco del determinismo mecanicista, a pesar de complicar mds y més los
modelos utilizados para ta explicacién de algunos de ellos. A finales del siglo
XIX estalls la crisis de la mecdnica newtoniana y se sintid tambalear este
determinismo del tiempo y el espacio absolutos, que reinaba desde hacia casi
dos siglos. Las investigaciones en Termodindmica revelaron la existencia de
procesos irreversibles para los que la flecha del tiempo tiene un tinico efecto:
avanzan hacia estados de maxima entropia. Estos descubrimienios marcan
nuevos rumbos. Aqui se empezd a gestar una nueva visién del mundo. El
determinismo [racasa en su afdn de abarcarlo todo. Con este [racaso del
determinismo se dan los primeros pasos para disenar el nuevo vocabulario,
los nuevos conceptos que permitirdn afrontar el azar, el tiempo, lo complejo,
el caos, lo vida y la vide humana en ¢l mundo. Asi, conceptos como: sis-
temas fuera del equilibrio, alractor, bifurcacidn, evolucidn, rompimiento de
simetria, eniropia, irreversibilidad, y otros maés, se introdujeron. Todo ello
conducird a un cambio notable en el planteamiento de los problemas y en la
visién del universo. Aqui, el problema de la realidad y la existencia hurnana
son inseparables. En esta forma de ver la naturaleza, la reversibilidad y la
simplicidad cldsicas son sélo casos particulares([25].

y futuros del mundo.”




1.11 Nuevos horizontes

En 1809, Siméon Denis Poisson {1781-1840), obtuvo una mejor aproxima-
cién que la de Lagrange, al probar que los ejes mayores de los planetas no
tienen términos seculares en las perturbaciones de segundo orden respecto a
las masas. Ademds de la demostracidn de que los ejes mayores de las drbitas
permanecian acotados, €l introdnjo una definicién en la que precisa lo que
entiende por estabilidad de un sistema de particulas. Fsta es:

Definicién 1.2 (Poisson [6]) “El movimiento de un sistema de particulas
es estable, st su configuracion regresa a una posicién cercana « la posicion
micial une y olra vez.”

Los dilerentes intentos que se hicieron por mejorar la aproximacién de
Poisson no tuvieron exito, durante mucho tiempo. Fue hasta 1878 cuando se
obtuvo que abria nuevas perspectivas al problema. El matemdtico rumano
Spiru Haretu (1851-1912), demostrd que en la tercera aproximacion de las
series de polencias con respecto o las masas, aparecen Lérminos seculares en
el valor de los ejes mayores de las dorbitas de los planetas. Con este resnltado
se daba la posibilidad de que las érbitas de los planetas no sélo cambiaran
de tamano, sino también de forma, lo cual no necesariamente implica la
inestabilidad del sistema solar, porque las variaciones en el tamano de los ejes
no son necesariamente muy grandes. Pero esto al menos ponia en entredicho
la estabilidad del sisterna solar[6/.

1.12 Poincaré y el caos

El matemdtico y fisico {rancés Henri Poincaré (1854-1912), quien con una
mente universal incursiond en diversos campos de las mateméticas y de la
fisica de su época. Lo mismo: Mecdnica, Astronomia, Mecdnica Celeste,
Fisica Matemdtica y [Ecuaciones Diferenciales que Teoria de los Numeros,
Anélisis Complejo v Teoria del Potencial; € hizo contribuciones en varios de
ellos, ya sea obteniendo nuevos resultados, creando nuevos conceptos o ge-
nerando nuevas Areas de trabajo como la Topologia, la Teoria Ergédica v la
Teoria Cualitativa de los Sistemas Dindmicos. Como era de esperarse, tam-
bién se interess en el problema de los n cuerpos. In el caso particular n = 3,
probé la no existencia en general de integrales uniformes, lo que significaba
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que habia la posibilidad de que éste no pudiera resolverse por métodos cuan-
titativos. Fn el llamado problema restringido de los tres cuerpos (donde el
movimiento es en un plano y una de las masas es muy pequena respecto a
las otras dos), mostré que podfan aparecer drbitas doblemente asintéticas a
las que lamdé drbitas homoclinicas. Usando como modelo ilustrativo de un
sistema conservativo con dos grados de libertad, un péndulo no amortiguado,
pero con la caracteristica de que el peso estd unido por medio de una barra
rigida al pivote, en el cual se le imprimen impulsos periédicos (de manera
semejante como un nifo impulsa sus piernas en un columpio), se percatd de
la existencia no sélo de ¢érbitas homoclinicas, sino de “madejas”™ homoclini-
cas. En relacién con este extrano comportamiento, en su obra, Les Méthodes
Nouwvelles de la Mécanique Céleste, Poincaré escribe[24].

“Que Uon cherche o se représenter la figure formée par ces deur courbes et
leurs intersections en nombre infinit dont chacune correspond & unc solution
doublement asymptotyque, ces imtersections forment une sorte de treilis, de
tissu, de réseau o mailles infiniment serrés; chacune des dewr courbes ne
doit jamais se recouper elle-méme, mais elle doit se replier sur elle-méme
d*une maniére trés complexe pour venir recouper une infinité de fois toutes
les mailles du réseau. On sera frappé de la complexilé de cette figure, que
je ne cherche méme pas & tracer. Rien n'est plus propre & nous donner une
idée de la complication du probléme des trois corps el en général de lous les
problémes de Dynamique ot il n'y a pas d’intégrale uniforme el oi les séries
de Bohlin sonl divergentes. ™

La cita es elocuente. Poincaré tenfa ante sus ojos la primera manifestacién
matemdatica de lo que actualmente se conoce como caos. Ll clentifico francés,
al darse cuenta de que ésta complejidad estd inmersa en el problema de
los n cuerpos v de que, con los métodos conocidos hasta ese momento, era

S4Cuando uno quiere representar la figura formada por las dos curvas y sus infinitas
intersecciones, cada una de las cuales corresponde a una soluctén doblemente asintética,
cstas intersecciones forman una suerte de enrejado, de tejido, de red con mallas infinita-
mente apretadas; cada una de las dos curvas nunea debe autointersectarse, sino que debe
doblarse hacia atrds sobre ella misma de una forma muy compleja a fin de intersectar a
todas las mallas de la red una infinidad de veces. Es tal la complejidad de dicha figura, que
no he intentado trazarla. Nada es més apropiado para hacernos una idea de la complejidad
del problema de los tres cuerpos y en general de todos los problemas de Dindmica que no
tienen una integral uniforme y que las series de Bohlin son divergentes.”
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imposible resolverlo, plantea que se deberia empezar un nuevo enfoque del
mismo, incorporando los aspectos geométricos y cualitativos en el estudio
de dicho problema. Aitin cuando se da cuenta de que los comportamientos
regulares y “cadticos” de las soluciones de este problema, estdn intimamente
relacionados, se resiste a aceptar la idea del caos. ;Cémo podria convencer
a sus contempordneos de que los métodos cuantitativos, efectivamente se
encontraban ante barreras insuperables y que el determinismo no implica
prediccién aproximada? jCémo podria él, convencer al mundo cientifico de
que, a largos intervalos de tiempo, el movimiento gravitacional de tres cuerpos
celestes podria ser impredecible como el clima? jQuién podria aceptar ésto?

1.13 Sin embargo ... funciona

Este entrelazamiento entre el orden y el caos, posteriormente queds contem-
plado en la llamada teoria KAM, nombre debido a que sus iniciadores fue-
ron Andrei Nikolaievich Kolmogorov (1903-1987), Vladimir I. Arnold (1937-
) v Jiirgnen Moser (1928-1999). Los teoremas de KAM tratan con sistemas
hamiltonianos generales (sisiemas que describen procesos de movimientos no
amortiguados), por lo que su importancia va mas alld de su aplicacién tini-
camente en problemas de la [isica. Uno de los principales resultados de esta
teoria garantiza la existencia de érbitas cuasiperiddicas para cierta clase de
ecuaciones diferenciales en las que queda incluido el problema de los n cuer-
pos. Se asegura que bajo ciertas condiciones, una perturbacién muy pequena
en las condiciones iniciales cambia una érbita cuasiperiddica estable en una
inestable[19)].

Lcjos de encontrar la prueba definitiva de la estabilidad del sistema solar,
lo que se vislumbra actualmente como cierto acerca de las érbitas planetarias,
es su incertidumbre; el sistema solar realmente no marcha como un reloj.
La sensibilidad a las condiciones iniciales provocan que el caos aceche por
todas partes. No puede mantenerse mds, como un modelo de perfeccidén y
simbolo de un universo mecdnico predecible. Kl sistema solar ya no se ajusta
a la imagen de una maquina de precisién, pues el caos y la incertidumbre
han invadido €l mecanismo de reloj. Al margen que los matemdticos han
demostrado que los comportamientos regular y cadtico del sistemna solar,
estdn estrechamente ligados en el sentido de que pequenas perturbaciones
de su estado inicial nos pueden llevar a uno u otro; el tiempo que tiene que
pasar para que el caos se manifieste, es muy grande en comparacién con el
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tiempo de existencia del sistema solar. Al respecto, Arnold afirma que en los
préximos 109 anos la parte central del sisterma solar dificilmente cambiard, y
el mecanismo de reloj descrito por Newton seguird funcionando[22].

1.14 Surge la estabilidad

Los grandes esfuerzos encaminados a determinar la estabilidad del sisterna
solar, que se hicieron durante més de dos siglos arrojaron muchos resultados
en torno al problema. Algunos de ellos fueron verdad muy importantes.
Aunque nos pudiera parecer extrano. se desarrollaron sin disponer de una
definicién precisa y acabada del concepto matemético de estabilidad.

Iin el terreno de la ciencia, muy frecuentemente sc¢ dan situaciones parc-
ctdas a la descrita; primero sc trabaja en una determinada direccién con una
idea intuitiva de algin concepto, y cuando se llega a una elapa de madures
adecuada, todo ese trabajo culmina con la correspondiente “formalizacién”.
Durante todo este tiempo nadie se habia dado a la tarea de desarrollar una
teorfa matemadtica completa de la estabilidad.

No obstante, en el caso particular del problema de los n cuerpos, algunos
de los matemdticos definieron lo que debia entenderse por estabilidad de csc
sistema; entre ellos Poisson, y Poincaré. De hecho, Poincaré mtrodujo su
propia definicién que dice:

Definicion 1.3 [24] “Para que haya estabilidad completa en el problema de
los tres cuerpos, son necesarias las tres condiciones siguientes:

L. ninguno de los cuerpos puede alejarse indefinidamente,

2. dos de los cuerpos no pueden chocar uno con ¢l ofro, y la distanciu de
estos dos cuerpos no puede decrecer mds abajo de cierto limile,

3. el sistema regresa un mimero infinito de veces Lan cerca como se quiera
de la posicidn inicial,

Si sdlo la tercerw condicion se cumple y, no subemos si las otras dos se
salisfacen, diremos que el sistema es estable en el senlido de Poisson.”



A finales del siglo XIX, el matemdtico ruso Aleksandr Mijailovich Tiya-
punov en su tests doctoral “fl Problema General de la Estabilidad del Mo-
vimientio” presentada en 1892, ofrecid el primer intento de una teoria ma-
terndtica completa de la estabilidad, donde lo primero que hace es dar una
definicién rigurosa de estabilidad del movimiento. A partir de ese momento
no se podrian dar malos entendidos al respecto.

La formulacién de estabilidad de Lyapunov del problema de la estabilidad
del movimiento [ue en dos direcciones.

1. Por un lado, segiin el método de la primera aproximacién, que es apli-
cable cuando la estabilidad puede determinarse a partir de las ecua-
ciones linealizadas. En este sentido obituvo la solucidn completa para
los llamados movimientos “estacionarios”, en los que las ecuaciones del
movimiento perturbado no dependen explicitamente del ticmpo; tam-
bién presentd soluciones para una gran cantidad de movimientos “no
estacionarios™, asi como un detallado estudio de movimientos “periédi-
cos”

2. Por otro lado estd el llamado sequndo método directo de Lyapunov,
que permite estudwar la estabilidad, sin ningtin conocimiento de las
soluciones de las ecuaciones diferenciales, Basta con que el sistema
en estudio tenga una funcién con caracteristicas apropiadas, la cual,
actualmente se conoce como funcidén de Lyapunov.

La funcién que se menciona, detecta si el flujo cruza a una pequena esfera
alrededor del punto de equilibrio, de adentro hacia afuera o de aluera hacia
adentro.

Iin el primer caso, tenemos inestabilidad mientras que en el segundo, el
equilibrio es estable. Desafortunadamente, esta idea geométrica tan sencilla
no es tan [dcil de realizar, ya que no existe un procedimiento general para
encontrar funciones de Lyapunov.

Is intuiltivamente claro que si cerca de un estado de equilibrio de un siste-
ma fisico, la energia del sisterna es siempre decreciente, entonces el equilibrio
es estable. Las funciones de Lyapunov son una simple extensién del concepto
de energia. Los teoremas del método directo de Lyapunov, son una generali-
zacidn de la idea fisica de equilibrio estable e inestable. Por lo tanto, un caso
particular de la teorfa de Lyapunov { del método directo), lo representa el
teorema de Lagrange { demostrado por Dirichlet), que establece lo siguiente:
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Teorema 1.4 (Lagrange [27]) “Una posicidn donde la energia potencial es
un minimo aislodo, es un equilibrio estable.”

Lyapunov fue el primero que se pregunté:

i Podria uno establecer que si la energéa potencial no tiene un minimo,
entonces el equilibrio es inestable?

Se preguntaba acerca de la invertibilidad del teorema de Lagrange. Para
dar respuesta a este cuestionamiento establecié dos teoremas:

Teorema 1.5 (Lyapunov [18]) Si en una posicion de equilibrio aislada la
energin potencial no tiene un minimo, y, olviddndose de los términos de orden
superior, ésta puede ser expresada como un polinomio de segundo orden,
entonces el equilibrio es inestable.

Teorema 1.6 (Lyapunov [18]) Si en una posicion de cquilibrio aislada la
energiu potencial tiene un mdximo con respecto o las variables de orden mds
pequeno que aparceen en la expansion de esta funcion, cntonces el equilibrio
es iestable.

La tesis doctoral de Lyapunov se convirtis en el punto de partida de la
actual teoria de la estabilidad. El estudio de la estabilidad fue separado del
problema especifico de la estabilidad del sistema solar, y vino a formar parte
de la teorfa de las ecuaciones diferenciales, completamente independiente de
su origen. Sin duda, su trabajo se conslituyé en la piedra angular en los
estudios sobre la teorfa de la estabilidad en sistemas de dimensién finita
(EDOQ), pero también en sistemas de dimensién infinita (EDP).

Después del trabajo de Lyapunov vino una etapa modificacioncs, exten-
siones, reformulaciones y generalizaciones de sus teoremas de estabilidad e
inestabilidad. También se realizaron investigaciones sobre los correspondien-
tes teoremas inversos y las cuestiones relativas a la obiencién de funciones de
Lyapunov, en donde maternsticos de todo el mundo como: N. A. Chetaev,
V. I. Zubov, A. Barbashin, N. N. Krasovskii, W. Hahn, L. S. Pontriaguin,
G. D. Birkhoff, y R. Bellman entre otros, han hecho pequenas o grandes
aportaciones a esta teoria de la que Lyapunov es considerado el iniciador.

Una de las tantas investigaciones que se han hecho y que han sido impor-
tantes en el desarrollo de la teorfa, es la que se refiere al llamado problema
de Aizerman y que consiste en estudiar la estabilidad asintdtica global en
sistemas auténomos no lineales de n ecuaciones diferenciales. Este problema
ha sido completamente resuelto solamente en el caso de n = 2.
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Una primera forma de determinar la establidad serfa encontrar todas las
soluciones de la ecuacién (2.1), lo cual puede resultar muy dificil si no es
que hasta tmposible. Por lo mismo, es muy importante contar con criterios
de estabilidad que no requieran del conocimiento de las soluciones de (2.1).
Lyapunov en su tesis doctoral, presenté un método que nos libera de de
obtener las soluciones. Se trata de una generalizacién de la idea de que
para soluciones con clertos comportamientos, existe una norma en R" tal que
|x () — X|i decrece para las soluciones x (¢) “cercanas” a X. Lyapunov mostré
que podian usarse otro tipo de funciones (ahora llamadas de Lyapunov), en
lugar de la norma para garantizar la estabilidad. Defindmoslas:

Definicién 2.5 A une funcion
V:QCR*—R

con derivadas parciales continuas en la regidn 0 que incluye al origen y que,
para todo x en Q — {0} satisface lo desigucldad V (x) > 0. le llamamos
definida positive. Silo que se cumple es V (x) < 0, entonces decimos que V
es deftnida negabiva. Fn ambos casos decimos que V' es una funcidn de signo

definido en £1.

Si en todo Q se cumple que V (x) > 0, o bien V (x} < 0 a la funcién V
se le llama de signo constante en (2.

Definicién 2.6 Una funcion V : @ C R* — R conlinua con primeras
derinadas parciales continuas, decimos que es una funcidn de Lyapunov para
el sistema (2.1) en el origen, si:

DV (x)<0six#0yV(0)=0,
i) V(x) =4V (9 () oo = 3 25 (x) f; (x) €0, donde ¢ es solucion
i=1
de.(2.1) y ¢ (0) = x.

La finalidad de introducir las funciones de Lyapunov, es que a partir del
estudio del comportamiento de dicha funcidn a lo largo de las trayectorias del
sistema (2.1) sin necesidad de conocerlas, se deduzca el comportamiento de
las mismas. Hasta ahora no existe un método general para encontrar funcio-
nes de Lyapunov. [l determinarlas se convierte en un juego de “ingenio” o de

“ensayo v error”. Auln asi, si estamos trabajando con sistemas mecdnicos y
eléctricos, existen funciones “naturales” como la energfa con las que se puede
probar, y resultan ser funciones de Lyapunov.[2§)

27




2.2 Teoremas de Estabilidad

Establezcamos algunos criterios suficientes sobre estabilidad con base en las
funciones de Lyapunov.
Consideremos de nuevo el sistema de ecuaciones diferenciales

x = f(x)

donde las componentes del vector f, son funciones continuas que satisfacen
una condicién de Lipschitz en cierta regién ,que incluye a una vecindad del
origen de coordenadas.

Teorema 2.7 Si para el sistema (2.1), en una region Q conteniendo al ori-
gen existe una funcidn de Lyapunov V : Q C R — R, enfonces la posicién
de equilibrio x = 0 es estable en el sentido de Lyapunov.

Demostracién. Supongamos que existe una funcién de Lyapunov para
(2.1) en el origen. Por ser Q una regién abierta, existe una bola de radio
R con centro en el origen By (0) C §. Mosraremos que existe una bola de
radio r, Br (0) totalmente contenida en By (0), que satisfaga que para cual-
quier xo € Br (0), la solucién x (¢, %o) no abandona By (0). Consideremos
Vin =min V (x) y tomemos r > 0 tal que Br (0) C V-1 {=V,,V,u)N B (0).

x€ frBr(0)})
Si xo € Br(0), y tomamos la solucién x (t,%p), entonces como V' decrece
sobre las travectorias del sistema, se tiene V (x (£,%g)) < V (xq), es decir,
V (x(L,%g)) < Vip. ntonces dicha solucién para £ > 0, no se sale de la bola
Bg (0) ya que para hacerlo tendria que cruzar frBy (0), pero donde la cruce
tendriamos V (x (£,%p)) 2 Vi, lo cual no es posible. Por lo tanto el origen
es estable.

Teorema 2.8 Si para el sistema (2.1), en una region 0 conteniendo al ori-
gen existe una funcion V : 0 C R" — R definida posiliva, Lol que V oes
definida negativa, entonces lu posicion de equilibrio x = 0 es asinldticamente
estable.

Demostracion. Como se cumplen las condiciones del teorema de esta-
hilidad, entonces el origen es estable. Sea X (t) la solucién de (2.1) tal que
en t = by vale x3 entonces

V(X (t)) < cop=V (Xo) para todo t > tp,
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va que V es decreciente a lo largo de las trayectorias. Luego

t—oo

lim V (X (t)) = 0

pero como V es continua, entonces lim V(X (t)) =V (rlim 55(15)) = 0, por
f— 00 00

lo que lim X (t) = 0.
t—00
Por lo tanto, el origen es asintdticamente estable.ll
[n los dos teoremas que siguen se establecen condiciones bajo las cuales
existe inestabilidad.

Teorema 2.9 Si existe una funcion V : Q C R* — R en una regidn
conteniendo al origen, con V(0) = 0, y V es definida positiva o definida
negativa, tal que en loda vecindad U que conticne al origen U C Q, ewiste al
menos un punto x donde V' liene el mismo signo que V', entonces el origen
es tnestable.

Demostracién. Supongamos que V es definida positiva en Q, y sea
|x|| £ 7 una esfera de radio r completamente contenida en §2 para algin
r > 0. Entonces V siendo continna en £2, lo es en cualquier conjunto cerrado y
acotado en Q y en particular existe una constante M > 0 tal que [V (x)] < M
para ||x|| € r. Para cualquier solucién x () de (2.1), V definida positiva
implica

/0. Vix(s))ds =V (x(£))~V (x(0)) > 0 asf que V (x (1)) > V (x(0)) parat > 0.

Ahora sea ¢ > 0 dado. TEntonces por hipétesis existe un punto xy # 0,
%ol < min{e,»} tal que V (xo) > 0. Sea x (¢,%p) la solucién del sistema
que satisface la condicién inicial x (0,%) = Xo. Puesto que V (x) es continua
sobre Q vy V (0) = 0, existe un § > 0 tal que |V (x)| < V (xo) para {|x|| < 6.
Por el teorema de existencia y unicidad, la solucién x (f,xg) existe en algin
intervalo [0,1), donde suponemos -si existe- que ¢y es el primer punto donde
|x (¢,%0)|| = 7; si no existe ¢, , sea t; = +co. Mostremos que t; = +00 no
es posible. Consideremos la solucién x (¢,Xg) en el intervalo [0,£). Puesto
que V (x(t,x0)) = V(xq) > 0, V (x(¢, %)) es no decreciente en § < ¢ <
t1. Pero ||x|| < & implica |V (x)} < V (x0) ¥, por lo tanto, debemos tener
% (4, %0)|| = 6 para 0 <t < £;. Definamos

= ' 1%
H Zocilier U0
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Puesto que V es continua sobre la regién cerrada entre las dos esferas
concéntricas, este minimo existe y es alcanzado en algin punto X , 0 < & <
IX[| <7, y puesto que V es definida positiva, 4 > 0. Por lo tanto tenemos
Vi(x(f,x0)) = o> 0 para 0 < ¢ < &y. Intonces V' (x (£, x9)) > V (x0) + it y
por lo tanto también tliIJ:'l V (x(t,%0)) = +o0. Pero como |V (x)| < M para

- oo
|lx|| < r, debe existir un primer ¢, 0 < ¢; < 400, tal que ||x (t1,%o)| = 7
Por lo tanto, no importa que tan pequefio tomemos ¢ > 0 (es decir, no
importa que tan pequeno sea ||Xol|), la solucidén x (¢, xo} alcanzard la frontera
|x|| = r en un tiempo finito + = ¢; y en consecuencia la solucién cero no
puede ser estable.ll

Teorema 2.10 Si eviste una funcién V : @ C R* — R en una region Q
conteniendo al origen, tal que V (0) =0, y

V=AV+W

donde A > 0 es una consiante y W no negativa o no posilive, tal que en
todu vecindad U que contiene al origen existe al menos un x para el que
V (x) W (x) > 0, enfonces el origen es inestable.

Demostracion. Sabemos que W es de signo definido o es 1dénticamente
cero, por lo que en el caso de W de signo definido, del hecho de que toda
vecindad del origen contiene al menos un x tal que V (x) W (x) > 0, se
dednce que V' y W tienen el mismo signo. Luego V' ¥ V = AV + W, tienen
el mismo signo, ya que A > 0. Por lo tanto, a partir del teorema anterior se
tiene que el origen es inestable. M

2.3 La geometria de las funciones de Lyapu-
nov

La imagen méds comin que se maneja para funciones de Lyapunov asociadas
a un sistema auténomo plano con equilibrio en el origen, es la de una vasija
como la que se ilnstra en la figura sigulente:




Figura 2.4. Esta es la imagen mds popular de una funcién de Lya-
punov.,

A pesar de que la imagen mds popular de las funciones de Lyapunov es
como la ilustrada en la figura, hay funciones que tienen un aspecto dilerente.
Para mostrarlo, consideremnos la funcisn.[9]

H(x) = Z i (se'n.i + 2) six# 0y H (0)=0,
i=1

Ty

cuyas derivadas parciales existen y son continuas en el origen, es positiva
definida en D = {x||z;| < 1}, no tiene un minimo aislado en el origen y
para todo punto x € D se cumple que

0< H(x) <3|x|*.
De hecho H (x) es una funcién de Lyapunov del sistema
X = —gradH (x)
ya que su derivada a lo largo de las trayectorias del sistema es
H=—|gradf (x)]* < 0.

Por lo tanto el equilibrio es estable.

[La imagen de H no es como la de una vasija lisa con un minimo aislado
en el origen, sino como la de una vasija “ondulada™ que no tiene un minimo
local aislado en el origen.
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2.4 Construccién de algunas funciones de Lya-
punov

Como habfamos dicho, no existe un procedimiento general para determinar
funciones de Lyapunov, pero en algin tipo de sistemas se pueden determi-
nar funciones de Lyapunov en forma general, por gjemplo, consideremos el
sistema

x = Ax + f (x)
f
con f tal que"hHm ﬂﬂ%,L 0, ¥ Anxn una matriz diagonal cuyos valores
x[}—0
proptos Ay, Ag, -« -, A, son reales y negativos.

™
Si tomamos V (x) = 5 z?, esta funcién es positiva definida. Mds atin, su
. N =]
derivada orhital, ¢s

V:Qi.’l)ii‘ —OZ’\" +‘?sz,sz :22,1:’\@:’:?+2i$?@
o,

i==] i=1] 11 i—1
Si tomamos 0 < & < min {|A1] . |Az] .-« - |Aa]}, entonces existe § > 0 tal

que si [[x]] < 6, se tiene H—f—l < g para cada @; v f; (x), por lo que

Z.}\’L —l—‘)z zfz <2Z,\’L —i—‘?eLq, <0

=1

ya que todos los valores propios A; son negativos. listo significa que 1
es definida negativa en una vecindad del origen. Por lo tanto V' es una
funcién de Lyapunov para el sistema (2.1), y en consecuencia el origen es
asintéticamente estable. '

Hasta aqui, en las definiciones y teoremas de este capitulo, se considera la
estabilidad de las soluciones como una propiedad local. De aqui en adelante
la trataremos globalmente.

Definicion 2.11 La solucion nula del sistema (2.1), decimos que es global-
mente asinidlicamente estable (o estable bajo cualquier condicion inicial), s
es estable en el sentido de Lyapunov y si cualquier otra solucidn x (t) dei
sistema posee la propiedad de que
lim {[x (£)[} = 0.

t—o0




Teorema 2.12 Bl conjunto de los puntos o y w— limite de un punto dado p
del espacio fase, es un conjunto cerrado formado por trayectorias completas
del sistema (2.1).

Teorema 2.13 (Sobre la Fstabilidad Global). Si exisie una funcion definida
positiva e infinilamente grande V., la cuol posee derivada definida negativa
en Lodo el espacio, entonces la solucion nula del sistema (2.1) es globalmenle
asintdticamente estable.

liste teorerna es nn caso particular del siguiente teorema:

Teorema 2.14 (Barbashin-Krasovskiil) Si existe una funcion definida po-
sitiva V, tal que
lim V (x) = oo,

[ ates]

y lal que V' salisfaga las siguicntes dos condiciones:

7) V <0 fuera de M,

1) V = 0 sobre M, donde M no conlicne lrayectorias completas del
sistema (o excepeidn de la nula). Entonces lo solucion wula del sistema (2.1)
es globalmente asintdticamenta estable. (4]

Deinostracion. Sea xp un punto arbitrario del espacio fase. Conside-
remos la semitrayectoria X (¢, %) (£ > 0), tal que savisface x (¢, xp) = xo.
Como V < 0, entonces V (x (£, %)) < V (xg) para ¢t > 0. Lin consecuencia el
conjunto V (x) < V (xg) es acotado, entonces la semitrayectoria x (£, xp) se
encuentra en una region acotada y en consecuencia posee puntos w— lmile.

Dernostremos que el conjunto de los punios w— {fmile de la semitra-
yectoria x (1, Xp) estd sobre una misma superficic de nivel de la funcién V.
Notemos ¢ue la funcién V' no crece pues vV <0, y es acotada inferiormente
dado que V' > 0. [in consecuencia existe ¢l limite

Vo= lm V(x(t x0)).
t—+oo

Sea X un punto de la semitrayectoria X (¢, Xg), es decir, X = lim x (£,, xp).
n—uo0

Como V' es continua, tenemos
lim V (x (ta, xo)) = V (lim x(tmxo)) V(&) =Y.
=00 n—o0
Luego, cualquier punio w— lmite X de la semitrayectoria x (¢, Xo) estd sobre
la superficie de nivel V (x) = W,.
ixisten dos posibilidades: V5 =00 V5 # 0.




1.

Vo = 0. En este caso la superficie de nivel V (x) = 0 es el origen
de coordenadas ya que V es definida positiva. Por lo que el conjun-
to w— limite de la semitrayectoria x (¢, xp) coincide con el origen de
coordenadas, y entonces

lim x(¢ %) =0,

f— o0
es decir,

lim |lx(¢)]] =0.

i (1)
Vo # 0. Entoces el conjunto w— lfmite de la semitrayectoria x (¢, Xg)
estd corpuesto por trayectorias completas del sistema (2.1). A lo largo
de estas trayectorias tenemos que V = 0. Entonces si V) # 0, el
conjunto Af contiene trayectorias pero por hipétesis esio no es posible.
En consecuencia ¥V = 0. Por lo tanto

lim x(t,x0) =0,

t—-3oa
es decir,

im ||x(¢)]] =0.

—+co

Por lo tanto ¢l origen es globalmente asintéticamente estable. R

En el siguiente capitulo se considerardn sistemas auténomos no lineales,
y se analizard la estabilidad asintética global del origen utilizando €l teorema

de Barbashin-Krasovskil.
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Capitulo 2
Estabilidad

En este capitulo se enuncian y demuestran los teoremas sobre estabilidad e
inestabilidad en el sentido Lyapunov. Para lo cual requerimos de algunas
definiciones previas.

2.1 Definiciones

Sea W un conjunto abierto de R™. Consideremos la ecnacién diferencial
auténoma
x =f(x) (2.1)

donde,

f:QCRn—?R”,fecﬂ-

Definicion 2.1 Decimos que X € Q es un punto de cquilibrio de lu ecuacion

(2.1), si

Evidentemente si X es un punto de equilibrio de (2.1), entonces la funcién
constante x(t) = X es una solucién de (2.1).

Si W es un espacio de “estados” de alguin sistema [isico, bioldgico, eco-
némico, quimico, ecolégico, etc., concreto cuyo modelo es (2.1), entonces X
se interpreta como un “estado de equilibrio”, esto significa que si el sistema
estd en X, siempre ha permanecido y siempre estard en X.

Por conveniencia podemnos suponer que X = 0, va que de no ser asf
hastaria con introducir nuevas coordenadas en R" : y = x — X, en las cuales
f tiene como punto de equilibrio al origen de coordenadas.
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s fundamental para el estudio de las ecuaciones diferenciales ordinarias
y sus aplicaciones, el estudio de los puntos de equilibrio, sin embargo para
gque un punto de equilibrio sea relevante en cuanto su contenido material
neto, debe satisfacer algin “criterio de estabilidad”. La estabilidad es una
proptedad rara entre las soluciones de las ecuaciones diferenciales y, si se
presenta, su existencia es dificil de probar.

La nocién de estabilidad mds comiin, por haberse aprobado con los crite-
rios de verdad de la “préictica social y cientifica” més rigurosos, es la nocién
asociada al hecho de que un punto de equilibrio es estable, si las soluclones
que son cercanas permanecen cercanas en todo tiempo, esta es la nocién de
estabilidad en el sentido de Lyapunov. La estabilidad en el sentido de Lya-
punov implica la robustez del fendmeno fisico descrito por la correspondiente
solucidn.

Definicién 2.2 fen el sentido de Lyapunou) Supongamos que X € 0 es un
punto de equilibrio de la ecuncion (2.1). FEnlonces decimos que X es un punto
de equilibrio estuble, si para todu vecindad U de X € Q, ewiste otra vecindad
U del mismo X tal que toda solucidn x (L) con punto de inicio x{lg) en U
estd definida y permanecerd en U para todo & > 0. La forma usual de decir
lo anterior, es la siguienie: X es estable si puru lodo € > 0 ewiste § > 0 tal
que ||x (to) — X < & implica ||x (L) = X|| < e, para lodo L > L.

Figura 2.1. El punto de equilibrio X es estable.

Definicién 2.3 57 bajo las condiciones de la definicion anterior, la vecindad
U puede elegirse de forma tal que, ademds de ser X estable se satisfaga que:

| AN
(1]




lim x(t) = X, entonces decimos que X es un punto de equilibrio asintdtica-

mente estable.
U
# y

Figura 2.2. Il equilibrio X es asintéticamente estable.
La inestabilidad del equilibrio se obtiene negando la estabilidad, preci-
sémoslo.

Definicién 2.4 A todo punto de equilibrio X que no es estable le lumamos
mmestable, es decir, lu negacion de la definicion de ser estable: X € Q es
inestable, si exisle al menos una vecindad U de X en §Q, tal que para toda
vecindad U de X haya ol menos una solucion x () que empezando en X (ly) €
U abandona U ( no permanece completamente en U ).

()

Figura 2.3. El equilibrio X es inestable.

26




Capitulo 3

Sistemas autonomos

En las familias de sistemas de ecuaciones diferenciales que consideraremos
en los Capitulos 3 y 4, se demostrardn algunos teoremas ue establecen con-
diciones bajo las cuales la solucién nula de dichos sistemas, es globalmente
asintdticamente estable [Vesse la definicién 2.11].

Las demostraciones se hardn utilizando el teorema (2.14) de Barbashin-
Krasovskii (BK), enunciado y demostrado en el Capitulo 2.

3.1 Primera familia
Consideremos el sistermna

T = azr+by (3.1)
y = [lzy),

donde %‘[ es continua en R?, f(0,0) = 0, a,b son constantes y ademds b # 0.
ay T o )
[in el siguiente teorema se establecen condiciones para que el origen sea
globalmente asintdticamente estable (gae).

Teorema 3.1 i se cumplen las condiciones
L f(z,—ablz) #0 para x #0,
2. F(z,y) <0 para z# 0,
3.0 [ () fy a_ﬁy' [f (s,9) — [(0,y)]ds > 0,
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4. @ (y) > 0,

5 lim F(z,y) = —oo,
1z, 4{|— oo
donde:;

Flzy) = b_f:: [f (s,9) = F(0,9) + [(0,—ab1s)]ds,
P (y) = —f(0.y) —ay,

entonces, la solucion nula del sistema (8.1) es gae.

Demostracion. Para la demostracién, consideremos la signiente funcién

V = —(az+by)—b /01 [f(s.9) = FO9)+ f (0, —ab~'s)] ds

| = D] =

= —(az+by) = Flzy).

N

L

Probaremos que V es funcién de Lyapunov para (3.1) en el origen. Vea-
mos.

De la condicién 2) deducimos que V es una funcién definida positiva, y
de 5), se tiene que  Hm  V (x,y) = co.

T4yt —o0
Ahora, la derivada de V a lo largo de las soluciones del sisterna (3.1) es:
. OV av
V=—-—&4—1y
dz hy ¥
como
oV

Fra (@ +by) — b [f (zy) = F0.y)+ f (0, —ab"lrr:)] ,
"W ® G .
%—?}- = b (ax + by) — b]ﬂ By [f (s,3) — f(0,9)]ds,

entonces,

Vo= {alaz+by) - b[f(zy) = [(0.y) + F(0,—ab 'z)]} (aw + by) +

- {b(a-’f:+b:u) b [ 26 -1 o) d} I ()

= —p [~—f (0,y) —ay+ f (O, —ab_l.'::) - (L?'b_laz} (az + by) +
a g
“bf(y) | U ) = F O] ds
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o bien, al usar la definicién de ©, se obtiene

V= —b(as +by) [0 () = @ (—at~'2) |- 00) [ 5 U (si) = S (00D} s

De la condicidn 3), sabemos que

T
bf () / SV (5.0 = O] ds <0,

entonces para que V < 0, es suficiente con que
—b (ax + by) [<I> (y) — @ (—(Lb_lfl,')] <0.
Dependiendo del signo de b, y de (az + by) se tienen los siguientes casos:
1. 6> 0.
e az + by > 0, entonces y > —ab~lz, y como de 4) sabemos que
® (y) es creciente, se tiene ® (y) — @ (—ab™'z) > 0. Por lo tanto

—b (ax +by) [P (y) — @ (—ab~'z)] <O

o av + by < 0, luego y < —ab™ 'z, y de 4) sabemos que o (y) es
creciente, entonces @ (y) — @ (—ab™'z) < 0. Por lo tanto

~b(az + by) [® (y) — ¢ (—ab~'x)] < 0.
2. b <.

e az + by > 0, es decir, y < —ab '@, luego ® (y) — P (—ab™'2) < 0.
Por lo tanto

—b(ax + by) [P (y) — @ (—ab™'z)] <.

e az + by < 0, entonces y > —ab™ 'z, luego ¢ (y) — ¢ (—ab~1z) > 0.
Por lo tanto

~b (ax + by) [(1) (y) — @ (—ab“lm)] < 0.
Ademads en ambos casos si ax 4+ by =0,
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_b (am + b:fj) [(1) (y) — (I) (_ab_l;’l;)] = 0.
Por lo tanto
vV <0.

Para terminar la demostracién, necesitamos demostrar que el conjun-

to M = {(:E,y)
tema que la posicién de equilibrio O (0,0).Para el sistema (3.1), M C
{{x,y)|ax+ by =0}. Enefecto, siz =z (t),y = ¥ (1) es una solucién del sis-
tema totalmente contenida en M, entonces tendremos que ax (1) + by (£) = 0.
De esto y de la primera ecuacién del sistema (3.1), se desprende que

V = O}, no contiene més trayectorias completas del sis-

x (L) = zg, ©o = cte.
y (L) = —ab'ag.
Sustituyendo en la segunda ecuacién del sistema (3.1), obtenemos
! (.’::0,—(.113']3:0) =0,

lo cual por la condicién 1) del teorema, sélo es posible si zp = 0 y en conse-
cuencia
z () =0,y y (L) =0, para todo ¢t > 0.

[is decir, la dnica posicién de cquilibrio del sistema (3.1) es O (0,0).
Como se cumplen las condiciones del teorema (2.14) de BK, entonces la
solucién nula del sistema (3.1) es gac.l

Teorema 3.2 S5i se cumplen las condiciones:

1. 2[f(2,0) = f(0,—ab™'x)] <0, para z #0

&

2. a4+ —t=f(z,y) = J(£,0)+ [0, —ab 'z)] <0 pare ax + by # 0,

ar-+by

3. b_]:too [f(z,0) + f(0, —ab'z)]dz = —cx,
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entonces la solucidn nula del sistema (3.1) es gae.

Demostracion. La haremos de forma semejante a la demostracién del
teorema anterior. Para ello consideremos la funcién

At

1
V(z,y) = 5 (ax + by)® — b/ [f (5,0) + f (0, —ab 's)] ds.

0
Probaremos que es de Lyapunov para (3.1) en el origen. Veamos.

De la condicién 3) se desprende que Jim V (z,y) = co. Verifiquernos
by —00

que V es definida positiva. Dado que el primer sumando de V es definido
positivo, entonces el que la funcién V sea definida positiva, depende de como
sea ¢l término

" / £ (,0) + 1 (0,—ab™'s)] ds.

Analicérmoslo por casos:

L. 2> 0. A partir de la condicién 1) del teorema, tenemos que el inte-
grando b[f (x,0) + f (0, —ab~'z)], es negativo por lo que se tiene

—b/w [/ (s.0) + f (0,—ab's)] ds > 0,

0

2. z < 0.También de la condicién 1}, resnlta que ¢l integrando es posi-
tivo, pero como ¢l limite de intcgracién = es menor que el limite de
integracién 0, tenemos que

T 4]
b/ [f(s,0) + [ (0. —ab"'s)] ds = —b/ [/ (s,0)+ f (0, —ab™'s)] ds < 0,
entonces, .
—-b/ [f (5,0)+ f (0,—ab™"'s)] ds > 0.

Ademas, siz =0

—~b /:r [/ (8,0} + f (0,—ab~'s)] ds = 0.

0
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Por lo tanto, V' > 0; es decir, V es definida posttiva.
Ahora determinemos la derivada de V a lo largo del sistema (3.1):

= ¢ 7 7.
Como
1% _ B
D =a(ax -+ by) — b [f (,0)+ [ (0, —ab 3;)] ,
y
,
% = b(ax + by),

entonces, sustituyéndolas en V, tenemos
V= {a(az +by) ~ b [f (z,0) + f (0,—ab™'2)] } a (az + by)+b (ax + by) [ (2, y),
es decir,
V = alaz + by)* + b (ax + by) [/ (2, 9) = [ (x,0) + f (0, —ab'2)],

que de la condicién 2) del teorema, inmediatamente se deduce que V oes
negativa si ax + by # 0. Ademds V =0 si y sélo si ez + by = 0.

Ya tenemos que V < 0.

Para la demostacién de que la 1inica solucién del sistema totalmente con-

tenidaen M = {(z,y)|ax + by = 0}, es el origen O (0,0}, primero mostremos
que las dos primeras condiciones juntas, nos conducen a que

J(0,—ab™'a) # 0 si 2 #£0. (3.2)
En electo, si tenemos que ax + by > 0, entonces de 2) obtenernos
alar+by)+b [f (z,y) — [ (2,0) = £ (0,—ab™'2)] < 0. (3.3)

Si ahora tomamos zg > 0 arbitrario y pasamos al limite en (3.3) cuando
y — —ab~ 'z, entonces

bf (.1:0, —ab_lmg) <b [f (20,0) + f (0: —ab_la:o)] . (3.4)
Dividiendo ambos lados de la desigualdad (3.4) por z¢ > 0, obtenemos
b b
;—f (20, —ab™zp) < — [f (0.0) + f (0, —ab~'p)] < O,
Ay A0
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usando la condicién 1).
Por lo tanto f (g, ~ab™1x:p) # 0 st zg > 0.
Si tenemos que az 4+ by < 0, entonces nuevamente de 77}, obtenemos

a(az +by) +b [[(z.y)— f(z,0)—f (0, —ab_la:)] > 0. (3.5)

Tomemos ahora @ < 0 arbitrario v pasemos al limite en (3.5) cuando
y — —ab~lxg, entonces

bf (3:0, —ab‘la:o) >b [f (20,0) + f (0; -'(Lb_l.?}o)] . {(3.6)
Si en (3.6), dividimos ambes lados por zy < 0, obtenemnos

%)-_/' (mg, —a,b_lazo) < -E [f (£0,0) + f (O, —ab_lfﬁg)] < 0,
g 0
a partir de 1).

Por lo tanto [ {wy, —ab™2) # 051 2 < 0.

Con lo cual queda demostrada la expresién (3.2).

Ahora si, mostremos que el origen es la inica posicién de equilibrio del
sisterna (3.1), totalmente contenida en el conjunto M.

Sea z = 1 (t), ¥ = y (L) una solucién del sisterna (3.1) totalmente conte-
nida en M, entonces

ar (t) +by(t) =0, (3.7)

con t en el dominio de definicién de la solucién.

De (3.7) v de la primera ecuacién del sisterma (3.1) obtenemos

x (t) = xq, To = cle.
y(t) = —ab Lz,
Sustituyendo estos valores en la segunda ecuacién de (3.1), obtenemos
f (.’L’Q,—(Ib—l.’llg) = 0.
que usando (3.2), nos lleva a concluir que zp = 0. En consecuencia
z(t)=0,yy(t)=0.

Por lo tanto, la tdnica solucién del sistema (3.1), contenida en el conjunto
M es el origen.

Como hemos visto, se satisfacen las condiciones del teorema (2.14) de
BK, entonces la solucién nula del sistema (3.1) es gac. W
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Teorema 3.3 i se cumplen las condiciones

L 2f(z,—ab~'z) <0 para z # 0,

2. a4+

aﬂ,+by[[(b y) + f (z,—ab™'2)) < 0 para az + by = 0,

3. b./;)imf (w,—ab™lz)dx = —oo,

entonces la solucion nula del sistema (3.1) es gae.

Demostraciéon. Considerermos la funcidn:

T

1 ; . -
V= 5 (azw + by))’ —b / f (s, —ab 13) ds.
Jo
Mostemos que es de Lyapunov para el sistema (3.1) en el origen.

De la condicidn 3) se desprende que _lim  V(z,y) =
u:2+y2—~oo

Para ver que V es definida positiva, basta con mostrar que

—b/ f (.s,—ab'ls) ds > 0.

JO

De la condicic’)n 1) sabemos que = y bf (z, —ab™'z) tienen signos opuestos
por lo que bf; x,—ab~1s)ds < 0 para z # 0, es decir

—D / f (s, —a.b_ls) ds > 0 para x # 0.
Ja
Ademds, siz =0

—b/zf (s, —ab"ls) ds = 0.
Jo

Por lo tanto, V es definida positiva. Determinemos ahora la derivada de
V a lo largo del sistema (3.1)

LoV 9V
Y=ty
donde
7
?;x a{az + by) — bf (z,—ab™ '),




av
dy

Que al sustituirlas en V, ésta toma la forma

= b(az + by).

vV = [a, (aw 4+ by) ~ bf (J; -ab"ﬂ;)] (a2 + by) + b (az +by) [ (z.y)
= alax +by)® + b(az -+ by) [f (z.y)— [ (z, ﬁab‘lm)] :
~ De la condicidn 2) se deduce que V < 0 st az + by # 0; mientras que
V =0s1y sélo si ax + by = 0. Por lo tanto V < 0.

Para que se cumplan todas las condiciones del teorema de (2.14) de BK,
inicamente nos [alta demostrar que la tinica solucién del sistema (3.1} total-
mente contenida en M = {{z,y) l[ax + by =0} , es el origen O (0,0).

Para esto, sea © = 2 (1), y = y (¢t} una solucién del sistema (3.1) total-
mente contenida en M, entonces

ax(t)+by(t) =0, (3.8)

con t en el dominio de definicién de la solucién. A partir de (3.8) v de la
primera ecuacion del sistema (3.1), tenemos

x () = 2o, xo = cle,

y (t) = —ab™ 'z,

Si ahora sustituimos cstos valores en la segunda ecuacién del sistema
(3.1), obtenemos

f (.‘130, —(Lb_]ﬁ‘}()) = 0. (39)

De (3.9) v de 1), concluimos que zy = 0 y, en consecuencia
z(t) =0, yy(t) =0,

es decir, la tinica posicién de equilibrio del sistema (3.1) contenida en A
origen. Por el teorema (2.14) de BK, el origen es gae.ll

Teorema 3.4 5i se cumplen las condiciones

L &f(2,0) <0 pare x #0,
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2. a+ == [f(z,y) — f(2,0)] <0 para az + by # 0,

ax+by

3. bfoioof (z,0)dz = —oc0,

entonces, la solucion nula del sistema (3.1) es gae.

Demostracidn, Tomemos la funcidén
1 , M
Viz,y) = 3 (az + by)* - b/ f(s,0)ds.
0

Demostremos que es de Lyapunov para el sistema (3.1) en el origen. La

condicidn 3), nos llevaa que lim  V (z.y) = oo, ya que el primer surnando
zlty?— oo

de V es definido positivo y, el segundo tiende a infinito cuando x — oo.
Veamos s1 V cs definida positiva. Para que tengamos V > 0, es suficiente
que se cumpla

b / " [ (5,0)ds > 0. (3.10)
J0O

De la condicién 1), sabemos que z y bf (z,0) tienen signos opuestos, por
lo que b [" f (s,0)ds < 0 para x # 0, es decir

wb/ f{s,0)ds > 0 para x # 0.
0
Ademéds, st =0
»
—b/ f(5,0)ds=0.
0

Por lo tanto (3.10) se cumple, y en consecuencia V' es definida positiva.
Obtengamos la derivada de V' a lo largo del sisterna (3.1):

V. oV
Vo= ?-—’L + =
© Ay
donde
;
P = aan+by) -0/ (3,0),
.
w = blax + by)
Ay




entonces
Vo= |a(ax+by) —bf (z,0)] (az + by) + b(az + by) f (x,v)
= a(an +by)? +b(az +by) [f (59) — J (5,0)].

Inmediatamente de la condicién 2), vemos que V < 0siax+by#0.

Por lo tanto ¥V < 0.

Para demostrar que la tnica solucién de (3.1) totalmente contenida en
M = {(z,y) |ax + by = 0}, es el origen O (0,0), necesitamos demostrar pre-
viamente que

J (@, ~ab™z) # 0 para z # 0. (3.11)
Si az -+ by > 0, a partir de la condicién 2) sabemos gue
a{ex +by) +b[f (x,y) = f(2,0)] <0 (3.12)

Si tomamos zp > 0 arbitrario, y tomamos el limite en (3.12) cuando
y — —ab~ 'z, obtencmos

bf (:1;0, —a,b_]:x:g) < bf (10,0). (3.13)

Dividiendo arnbos lados de la designaldad (3.13) por xp, tenemos que

b
if (.’L‘o, —ab'lccg) < —f(%,0) <0,

To T
usando la condicién 1). Es decir
f (:r:n, —ab_la:o) # 0 sl mg > 0.
Si axz + by < 0, entonces de 2) sabemos que
a(az +by) +b[f (z,y) ~ [ (2,0)] > 0. (3.14)

Si tomamos 25 < 0, y pasamos al limite en (3.14) cuando y — —ab™'xy,
obtenemos

bf (o, —ab 'mo) = bf (20,0). (3.15)
Dividiendo en ambos lados de la desigualdad (3.15) por p < 0, tenemos que
b - b
— [ {wo, —ab™'zo) < — f (m0,0) <0,
Lo Ty
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a partir de la condicién 1). Por lo tanto
[ (o, —ab™ ') # 0 si 2o < 0.

Ahora sf, mostrernos que la 1inica solucién del sistema (3.1), totalmente con-
tenida en M = {{x,y)|ax +by =0}, es el origen O (0,0). Para lo cual
tomemos © = x (1), ¥y = y (¢) una solucién de (3.1), totalmente contenida en
M, entonces

az (t) + by (t) =0, (3.16)
con ¢ en el dominio de definicién de la solucidn.

De la primera ecuacién del sistema (3.1) y de (3.16), tenemos que

z(t) = 2o, To = cle.

y (L) = —ab™ ay.

Sustituyendo estos valores en la segunda ecuacidn de (3.1), obtenemos
f (:z:n, H*(Lb_l.’lin) =0,
que de (3.11), sélo se cumnple si kg = 0, y en consecuencia

z(t)=0, yy(t)=0.

Por lo tanto, la unica posicién de equilibrio del sistema (3.11), es el origen.

Hemos visto que la funcién considerada para la demostracidn de este
teorema, es de Lyapunov y satisface las condiciones del teorema 2.14 de BK.
En consecuencia, la solucién nula del sistema (3.11), es gae.l

Se pueden establecer resultados de estabilidad asintética global semejan-
tes a los anteriores, para la familia de sistemas de ecuaciones diferenciales
autdénornas no lineales:

& = [(x,y)
y = ar+by

Ya que son sistemas “simétricos” a los estudiados en este capitulo.

Igual que como se hizo en el Capitulo 3, las demostraciones de los teoremas
que se enunciardn en este capfiulo, se hardn utilizando el teorema (2.14) de
Barbashin-Krasovskii (BK), enunciado y demostrado en el Capitulo 2.
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Capitulo 4

Sistemas autonomos:

4.1 Segunda familia

Aqui consideramos la familia de sistemas auténomos no lineales de ecuaciones

diferenciales:

o = flx)+by (4.1)
v o= gy

donde f (z) es diferenciable en R; —-l es continuaen R?; f(0) =0, ¢(0,0) =0
y b # 0 es una constante.

El siguiente teorema da condiciones sobre f y ¢ para que el origen sea
globalmente asintéticamente estable para el sistema 4.1.

Teorema 4.1 S: se cumplen lus condiciones
L g, —b"'] (2)) # 0 para o £0,
2.0 lg(s,y) —g(0,4)+g (0,07 (s))]ds <0 pura & # 0,
3. bg(z,y) Jy 5 l9(s:y) —9(0.y)]ds 20,
4. @' (y) > 0 para todo y,
5 lim bf] lg(s.y) —g(0,9)+¢(0, =671 f(s))]ds = ~o0,

ilz.yl|— oo




donde: ® (y) = ¢(0,y) —yf (z),

entonces, la solucion nula del sistema (4.1) es gae.

Demostracién. Fsta sigue la misma idea que la demostracién del co-
rrespondiente teorema del capitulo anterior. Consideremos la funcién

Vi(z,y) = l (f (=) + by)? —b/: l9(s,9) — g (0,4) + g (0,—b7" f (s))] ds

S

Demostraremos que ésta satislace las condiciones del teorema 2.14 de BK,
enunciado y demostrado en el Capitulo 2.

Vedmos. V se anula en el origen. Esto se sigue de que f(0) =0y dela
hipdtesis 2) del teorema; de hecho, V es definida positiva para todo (z,%).
Si usamos la condicién 5) y sin importar el comportamiento de f con tal

que cumpla lo anterior, concluimos que hm V{x,y) = co. Probaremos
24y — oo

ahora que la derivada de V a lo largo de las trayectorias del sistema (4.1) es
una [uncidén definida negativa.

Vo= {U @+ @) = @)~ 0.5) +9 0.0 @)} () + by}
W{b(f )+ by) —b/} — [9 (s, %) (O:y)]dé"}g(-’ﬂ,',tj)

lo que usando la definicién de @, se reescribe asi

Vo= =b(f(z)+by) [2(y) - P (=" f(2))] +
(o) [ 5 9 1y (5,9) - 9 (0,9)) ds.

La condicién 3) nos lleva a que
v 5
~bg (z,y) | z-lg(s.y) —g(0.y)]ds 0.
o Oy

Entonces para que V' < 0, es suficiente que se satisfaga

“b(f @)+ ) [@@) - (-0 (2)] <0

Esta designaldad depende de comosean b, (f (z) + by) y (@ () — @ (=b~! f (z))].
Analicémoslo en los diferentes casos:
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1. 5> 0,

, COIMO 4)

y
f=) >

o [(x)+by > 0. Siesto se cumple entoncesy > —b™1 [ (
nos dice que P es creciente, tenemos que O (y)— (—b
Por lo tanto

~5(f (@) +by) [2 ) — @ (-7 (@))] <0

g

que es la condicién que necesitamos para que V' < 0.

e [{z )+bt/ < 0. Entonces se tieney < —b~!f (z) y, en consecuencia,
D(y)— @ (-b"'f(z)) < 0. Por lo tanto

—b(f () + by) [ () = (=b"' ] (2))] <0
obteniendose lo que se queria, es decir, la negatividad de V.
2. b <0,

o [(z) + by > 0. En este caso se tiene y < —b7' [ (), por lo que
P (y) — @ (-b71f(2)) < 0. Por lo tanto

~b(f (z) +by) [P (y) — @ (=b7"f (x))] <O
que es lo que necesitamos.

o f(z)+by<0. Aquiy > —b~ z), y®(y)—® (=711 (x)) >
Por lo tanto

b7 () 4 ) [B (g) — @ (—57 (@))] <0
Ademés, si se tiene f (z) + by = 0, entonces
—b(J (&) + ) [2(y) = D (=071 ()] =

por lo que concluimos

V <0.

Para terminar la demostracién del teorema, mostremos que M C {(z,y) | f (z) + by
no contiene mds trayectorias completas del sistema (4.1) que la posicién de
equilibrio O {0,0).
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Sea = x(t), ¥y = y (t) una solucién del sistema (4.1) totalmente conte-

nida en M, entonces
fla@)+by(t)=0
de aqui v de la primera ecuacién del sistema {4.1), tenemos que si
z(t) = zo, To = cle.
entonces
Ij( ) = b / (’LD) xg € M.

De la condicién 1) y de la segunda ecuacién de (4.1), deducimos que
@9 = 0 y en consecuencia y (t) = —6~'f (0). Pero como f (0) = 0, entonces

z(ty =0, y y(t) =0 para todo .

Por lo que la tinica posicién de equilibrio del sistema (4.1) contenida en

M es el origen.
Por el teorema (2.14) de BK, la solucién nula del sisiema (4.1) es gac.l

Teorema 4.2 Si se cumplen las condiciones

L 2[g(2,0)—g(0,=071f (2))] <0, si & #0,

2. [ (2) + f—(ijlT;[J(l y) — g (2,0) — g (0,-b" f(x))] < O siempre que
[ (z)+by # 0,
")bjUL g(z,0)+g(0,=b7"f ()] du = —occ,

entonces la solucion nula del sistema (4.1) es gae.

Demostracion. Considerermos la [uncidn
1 N & :
Vi =30 @+ =t [ (06,0 +9 0.7 1 ()] ds
Jo

Probemos que es de Lyapunov para 4.1 en el origen.

A partir de la condicién 3) concluimos que lim  V{x,y) = cc.
z24y?—o0

Veamos que V es definida positiva:
El que la funcién ¥V sea no negativa, es decir, V' > 0, depende de que

tengamos

_b/:"[ g (s,0)+g(0,=b7"f(s))] ds > 0.

0

)




De la condicién 1) sabemos que = y blg (%,0) + ¢ (0, =b7' f {z))] tienen
signos opuestos. Por lo tanto

b/m [9(5.0) + ¢ (0.—b7'f(s))] ds < 0 para z # 0.
Ls decir,
——b/.r [9(5,0) + ¢ (0, —b7'f (s))] ds > 0 para = # 0.
0

Ademés, stz =0

-—b/m [g (s,0)+g (0, -bf (:,))] ds = 0.
Por lo tanto
—b /T [9(5,0) + g (0,—67"f (s))] ds > 0.
Jo

Iin consecuencia V es definida positiva.
La derivada de V a lo largo del sisterna 4.1 es

Vo= f (@) (f (@) +by) 0 (f (=) + by) [9(z,y) — 9 (2,0) + g (0,~b7" [ (2))]

De la condicién 2) se deduce que V< 0si f(x)+by #0.
Por oiro lado V = 0 si y sélo si f (z) + by = 0.
Por lo tanto
v <o.
Mostremos que la inica solucién de equilibrio de (4.1) totalmente conte-
nida en M = {(x,y)|f () + by = 0}, es el origen O (0,0).
Pero en la demostracién vamos a requerir que

g (. —b"'J (z)) # 0 para z # 0. (4.2)

Fntonces empecemos demostrando 4.2.
Iio haremos por casos segiin el signo de f (z) + by.
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1. f(x)+ by > 0. Si usamos 2} tenemos que

I

S @) (f () + by) +b[g (z,9) — g (2.0) — g (0, -7 f (2))] < 0. (4.3)

Si tomamos zg > 0 y pasamos al limite en (4.3) cuandoy — —b7" f {%o)
obtenemos

bg (o, —b~ ' f (z0)) < b [g(w0,0)+ ¢ (0, =67 f (o)) . (4.4)

o bien, al dividir ambos lados de (4.4) por zg > 0, y usar la condicidn
1) del teorema ,obtenemos

— g (0, b7/ (20)) < — [g(20.0) + g (0, —67" [ (w0))] < 0.

Ty

L
&g

Por lo tanto
g (:r:o, —b1f (.’I)())) # 0 para zg > 0,

que es lo que queriamos obtener.

2. f(z)+ by < 0. También por 2) obtenemos
J ) (] () +by) +b g (2y) — g (2.0) — g (0,-07" (2))] > 0. (4.5)

Si en este caso tomamos £y < 0 y pasamos al lfmite en (4_5) cuando
y — —b71[ (24), entonces

by (%0, =b~"f (wa)) 2 b [9(0,0) + g (0.~ ' ()] (4.6)

Al dividir ambos lados de (4.6} por xp < 0, obtenemos
b -1 b 1
;‘;g (:r;g, b7 f (11;0)) < 1—0 [g (29,0) + g ( 0, —-b" f(bo))] <0,

como consecnencia de la condicidn 1).

Asi concluimos la demostracién de (4.2).

Ahora consideremos z = x (1), y = vy (t) una solucién del sistema (4.1)
totalmente contenida en M, entonces

flz () +by(t) =0, (4.7)

con t en el dominio de definicién de dicha solucién.
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De (4.7) y de la primera ecnacién del sistema (4.1), si tomamos
@ (L) = o,

obtenemos

. — -l

y(t) = —b"" f (),
que usando estos valores para sustituirlos en la segunda ecuacién del sistema,
nos lleva a

g (0, =07 f (20)) = 0,

y utilizando (4.2), concluimos que 2o = 0, por lo que

y(t)=-b"1f(0)=0,

es decir,

w(t)=0. yy(t) =0,

lo que significa que la tinica posicién de equilibrio del sistema (4.1) es el
origetl.
Como consecuencia del tcorema (2.14) de BK, el origen es gae.l

Teorema 4.3 Si s¢ cumplen las condiciones
L 2g(x,—b""f(x)) <0, para x # 0,
2 1 (@) + 7 9 (.9) — 9 (@, 0711 (2)] < 0 para [ (&) + by # O,
3. b‘];)ioo g (2,0) 4+ ¢ (0, =071 f (1))] d = —o00,

entonces lu solucidn nula del sistema (4.1) es gae.

Demostracién. Esta se hard usando el mismo procedimiento que hemos
venido usando en este trabajo: el Segundo Método de Lyapunov. Para ello
consideremos la funcién:

. 1 : i
Viz,y) = 5 (f(z)+by)* = b / g(s,—b7"f(s)) ds.
Jo
Probaremos que ésta es funcién de Lyapunov para el sistema 4.1 en el
origen. Veamos. Uno se convence que V' se anula en el origen al usar que

{(0) = 0 junto con el hecho de que para b # 0,
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—b-/(;wg (5, =b7'f (s))ds = 0.

A continuacién demostraremos que V (z,y) > 0 para todo (2, y) # (0,0).
Excluyendo el conjunto de puntos {(z,y) 1(f (z) + by)? = 0} la positividad
de V' se garantiza s

—b /:_q (s.=b7'f (s))ds > 0.

A esta desigualdad se llega nsando la hipétesis 1) del teorema, pues si tal
condicién se cumple entonces los términos = y by (z, —b~ ' f (x)) tienen signos
opuestos. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que

x>0y by (w, b f (z)) < 0.

Si integramos desde 0 hasta = en ambos lados de la segunda desigualdad,
llegamos a

—b/:g (5,=b7'f(s))ds >0

que es la condicidén deseada.
Nétese que si [ (z) + by = 0, se sigue la positividad de V. Por lo tanto
V (z,3) > 0 para todo punto (z,y) # (0,0). De la condicién 3) del teorema
se signe que que V' crece mds alld de toda cota si se estd suficientemente
alejado del origen. llormalmente, de 3) se sigue,
lim V (z,¥) = oc.

12+U2_.m

Obtengamos la derivada de V a lo largo del sistema:
V= @) (F () + by) 4 b (@) 4+ b) [o (,9) — g (,-57'1 ()]

De la condicién 2) se deduce que V < 0 para f (z) + by # 0.
Ademds, V =0 si y sélo si f(z) + by = 0.
Por lo tanto
vV <o.
Mostremos que la tinica solucién de equilibrio de (4.1} totalmente conte-
nida en el conjunto M = {(z,vy) |f (x) + by =0}, es el origen O (0,0).
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Seax = z (L), ¥y = y (t) una solucién del sistema (4.1) totalmente conte-
nida en M, entonces
[ () +by(t) =0, (18)
con { en el dominio de definicién de dicha solucién.
De (4.8) v de la primera ecuacién del sistema (4.1), s

z (1) = o,

obtenemos
y(t) = —b""f (ze) -

Sustituyendo estos valores en la segunda ecnacién del sistema, obtenemos

g (.’120, *“b_lf (IE())) =0, (49)

A partir de (4.9) y de la condicién 1) del teorema, concluimos que xo = 0
v () = b1/ (0) =0

Por lo tanto = {t) = 0, y ¥ (£) = 0, para todo ¢ > 0, lo que significa que la
tinica posicién de equilibrio del sistema (4.1} es el origen.

De acuerdo con el teorema (2.14) de BK, la solucién nula del sistema (4.1)
es gac.ll

Teorema 4.4 Si se cumplen las condiciones
1. 2g(2,0) <0, pare 2 # 0,
2 f' () + jaig lo (=,y) — 9(2,0)] <0 para [ (x) + by # 0,
S.bfo g (2,0)dn = —o0, be g (2,0)dr = +oo

entonces lu solucion nula del sistema (4.1) es gae.

Demostracién. Consideremos la funcién

V=30 @+ = [ o(s00ds

Mostremos que es funcién de Lyapunov para (4.1) en el origen.
Para que V sea definida positiva, es suficiente que tengamos

—h/ g(s,0)ds > 0.
S

Do




De la condicién 1) sabemos que 2 v by (z, —b~! f (2)) tienen signos opues-
tos, en consecuencia

x
b/ g(s,0)ds < 0 para 2 % 0.
Jo

ks decir,
—b/ ¢(5,0)ds > 0 para z # 0.
0
Ademds, six =0
—b/ g(s,0)ds = 0.
0
Por lo tanto

—b/ g (3,0)ds > 0.
JO

En consecuencia V' es definida positiva.
La derivada de V a lo largo del sistema (4.1), es decir, a lo largo de las
soluciones de dicho sistema es:

V= (@) (J (@) + )" +0(f () + ) g (=,y) — g (. 0)].

De la condicién 2) de inmediato se deduce que V < 0 para [ (z)+by # 0.
Ademas, V =0 si y sélo si f (z) + by = 0.

Por lo tanto '

vV <0.
A partir de la condicién 3) sc deduce que \ hm V(z,y) =
Te-tyc — o

Antes de probar que la tnica solucién de equilibrio de (4.1) totalmente

contenida en el conjunto M = {{x,y) |/ (&) + by = 0}, es el origen O (0,0),

MOstremos (e
g (m,—b7'f (%)) # 0 para = # 0, (4.10)

que usaremos en dicha prueba.Hagdmoslo por casos, dependiendo del signo

de f (x) + by.

1. f(z) +by > 0. De la condicién 2} sabemos que

Fr@)(f (@) +by) +blg (z,y) —g(=.0)] <0 (4.11)




Si tomamos zo > 0, y pasamos al limite en(4.11) cuando y — —b~' f (zq),
obtenemos

b (w0, ~b™" £ (z0)) < by (30,0). (112)

Dividiendo ambos lados de 4.12 por zg > 0, obtenemos

b b
—4g (.’EO: _b_lf (TO)) < g ($0) 0) <0
Zo Lo

usando la condicién 1) del teorema. Es decir, g (o, —b7'f (20)) # 0
para %o > 0.

2. f{x)+ by < 0. De nuevo de 2) obtenemos

I () (f () + by) + b (,9) — g (2.0) > 0. (4.13)

Sea ahora zp < 0, y pasemos al limite en (4.13) cuando y — —b7' f (o),
entonces
by (o, —bif (o)) > by (20,0) . (4.14)

Si dividimos ambos lados de (4.14) por zo < 0, obtenemos

b b
—g (wo, b1 f (o)) < —g(m0,0) <0,
iy Ly

usando la condicién 1). Por lo tanto g (zo, —b~' f (z0)) # 0 para zo < 0.
Con esto queda demnostrada la expresién (4.10).
Ahora si consideremos = z (1), ¥ = y (¢) una solucién del sistema (4.1)
totalmente contenida en M, entonces

Sz @)y +by(t) =0. (4.15)
Apartir de (4.15) y de la primera ecuacién del sistema (4.1), si
z (L) =y,

obtenemos
-1
y(t)=—b"" f{zg).
Sustituyendo estos valores en la segunda ecnacién del sistema (4.1), obtene-
mos

g (zo, —b7'f (20)) = 0. (4.16)

=1
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De (4.16) v de (4.10) obtenemos zo = 0 y en consecuencia
y(1)=-b"'f(0) =0
Por lo tanto

a(t)=0,yy(t) =0,

lo que significa que la tinica posicién de equilibrio del sistema (4.1) es el
Or1gen.

Del teorema (2.14) de BK, concluimos que la solucién nula del sistema
{(4.1) es gae.

Usando los teoremas que acabamos de demostrar en este capitulo, enun-
ciar vy demostrar teoremas semejantes para la familia de sistemas

o= [(z.y)
g = az+g(y)

es una tarea que se sigue de forma inmediata a partir de los resultados ante-
riores.
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Comentarios finales

En forma parecida a como se establecieron condiciones bajo las cuales la
solucién de equilibrio £ = 0, y = 0, de los sistemas considerados es global-
mente asintéticamente estable. Se pueden escribir las familias de sistemas
no auténomos no lineales equivalentes a las ya estudiadas:

x = ar-+by,

ftwy).

r o= f(tmy),
ax + by.

=
!

= f(tx)+ by,
y = g(t.z.y).

z = f(tz,y),

es decir, aquellos sistemas donde las funciones f y g s{ dependen explicitamen-
te del tiempo, y plantearse bajo qué condiciones existe estabilidad asintética
global. Aunque las dos primeras familias son equivalentes, de la misma for-
ma que lo son las dos iltimas, se escriben todas solamente para que se tenga
presente, que los teoremas que se enunciarfan y demostrarian, involucrarfan
a todos log sistemas de este tipo.
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