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GLOSARIO

CI Condiciones iniciales

CF Condiciones de frontera

div Operador Divergencia

DF Diferencias finitas

EDP Ecuaciones diferenciales parciales
EF Elemento finito

ES Estado del sistema

grad Operador Gradiente

lap Operador Laplaciano

MAF Mallas ajustadas a las fronteras
MLE Métodos Lagrangeanos-Eulerianos
ON Operador numérico

PFM Problemas con fronteras moéviles

RSF Representacidn del sistema fisico




RESUMEN

Se estudid el uso de mallas adaptables aplicadas a la resolucién de problemas de hidrodinamica en
los cuales el dominio fisico sobre el que se resuelven las ecuaciones fundamentales depende del
tiempo; en estos casos, se requiere determinar simultineamente con el campo de velocidades y las
cotas de la superficie libre del agua la forma de volumen de control. Aunque es clara la
dependencia entre la solucién al problema hidrodinamico y el cambio en la forma del dominio
de integracién, el problema aqui descrito no se trata frecuentemente en la literatura. Con el fin
de abordarlo, en este trabajo se desarrolla un modelo numérico de malla adaptable en el cual las
ecuaciones fundamentales se disocian, a partir del método de pasos fraccionados, en cuatro etapas
que representan procesos fisicos fundamentales llamados adveccion, difusion, propagacidn y
dependencia temporal. El sistema resultante de ecuaciones diferenciales por resolver, se escribe en
términos de un sistema curvilineo generalizado de coordenadas con la ventaja de poder
considerar de manera mas adecuada, fronteras irregulares. Los métodos numéricos de solucion en
cada etapa hacen posible describir la solucién en funcién de sistemas lineales con estructura

tridiagonal lo que reditiia en economia de computo.

El modelo adaptable desarrollado a lo largo de este trabajo se verifico y comparé numeérica y
experimentalmente para diferentes casos tanto para malla fija como para malla adaptable. En
términos generales, se encontraron resultados muy alentadores acerca del potencial de aplicacion
prictica de la modelacién adaptable los cuales sugieren la necesidad de profundizar en la
: .y . e e , . ,

investigacién; sobre todo, en aspectos relacionados con dominios fisicos topologicamente mas

complicados que los aqui ensayados.

vil




Tritese de una bestia o de un
nirio, convencer es debilitar.

Cotelle

Capitulo 1
INTRODUCCION

Para el cilculo de la hidrodinimica en flujos a superficie libre, son fundamentales tanto las
condiciones de frontera como la forma del dominio fisico, definida como la proyeccién en planta
de 1a zona inundada. Sin embargo, el problema de cémo obtener la forma del dominio fisico o
volumen de control no se trata con frecuencia en la literatura. De hecho, una buena parte de las
técnicas numéricas actuales suponen conocido el volumen de control o dominio de integracion,
lo cual puede ser falso en flujos no permanentes. En la figura 1.1, por ejemplo, se muestra la
forma de la zona inundada para dos diferentes niveles de superficie libre en un rio que fluye
sobre una planicie. Como se ve, entre los dos estados de flujo, existe un cambio apreciable del
espacio fisico, el cual repercute directamente en la solucién del problema hidrodinimico
mientras que la solucién del problema hidrodinimico estd ligada directamente con la forma del
dominio de integracién. Esta dependencia reciproca se conoce como “problema de fronteras
méviles®. En estos casos, la posicidén de las fronteras no es conocida a priori debiendo ser
determinada como parte integral de la solucién y considerando su dependencia del tiempo y del

espacio.

En lo que resta de este trabajo se presenta una metodologifa para abordar algunos problemas con
fronteras méviles en hidrodinimica usando un modelo matematico de malla adaptable. La
adaptacién de la malla es una funcién de las variaciones del nivel de la superficie libre y se calcula
simultineamente usando un modelo hidrodinimico 2D promediado en la profundidad. Hasta el
momento, el modelo propuesto cuenta con un grado de desarrollo que lo hace aplicable a
situaciones en las que no aparecen configuraciones geomorfolégicas complicadas como brazos,

islas etcétera.




2 Introduccion

Los problemas con fronteras méviles han sido estudiados desde la segunda mitad del siglo XIX
sobre todo en flujos en los que interviene multiples fases. Sin embargo, para el caso del agua las
aplicaciones relacionadas con la Hidriulica y con la Hidrologia son escasas y generalmente

basadas en la técnica del elemento finito (tal como se comenta ampliamente en el capitulo 2).

——— Superficie libre (Q=956 m3/s)
4500 ] ~ © 7 7 Superficie libre (Q=200 m3/s)
E
> 3500
2500
4200 5200 6200 7200 8200

x [m]
Figura 1.1 Variabilidad del volumen de control en un rio para diferentes gastos.

Con esta motivacién, el modelo numerico en diferencias finitas desarrollado a lo largo de estas
paginas considera la variabilidad del espacio fisico con respecto al tiempo con la intencién
fundamental de estudiar el cilculo de la hidrodinamica de flujos en estas condiciones. El modelo
que se describe esta referido a un sistema curvilineo de coordenadas con la finalidad de abordar
de manera adecuada las fronteras fisicas irregulares. Adicionalmente, en la solucién numeérica que
se propone se usa un esquema que considera por separado los procesos fisicos involucrados en el

fenémeno: adveccion, difusion, propagacion y dependencia temporal.

Con la intencién de describir la problemiatica de las fronteras méviles en el calculo

hidrodinamico de flujos a superficie libre, este trabajo se ha dividido de la siguiente manera:
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En el capitulo 2, se presenta el estado del arte en el uso de mallas méviles y de sistemas
adaptables; se inicia describiendo el calculo hidrodinimico bidimensional tradicional, destacando
la conveniencia de los sistemas de referencia ajustados a las fronteras con la intencién de atacar
fronteras fisicas con geometrias topolégicamente complicadas. Se plantea el problema del flujo a
superficie libre con fronteras méviles y se describen los diferentes enfoques usados para abordar

la dificultad de considerar la dependencia del espacio con respecto al tiempo.

En el capitulo 3, se describe el desarrollo tedrico y numérico que sustenta el modelo adaptable

propuesto.

En el capitulo 4, se verifica el modelo para el caso de malla fija encontrando resultados
ampliamente satisfactorios. Se compara el cilculo bidimensional adaptable de la hidrodinamica de
un flujo gradualmente variado en un canal prismatico con los resultados obtenidos con un
modelo 1D. Adicionalmente, se estudia la hidrodinamica de un flujo sobre una curvaa 180° y se

compara contra resultados experimentales reportados en la bibliografia.

En el capitulo 5, se presenta la verificacién del modelo para el caso de una malla que se adapta
automaticamente a su nuevo estado a partir del conocimiento de los valores de las variables
hidrodinimicas y de la topografia de la zona en estudio. Se inicia con un problema en el que la
topografia puede determinarse analiticamente y la adapracién de la malla se realiza,
pricticamente, en una sola direccién curvilinea. Finalmente, se describen las cualidades del
modelo propuesto al comparar sus resultados contra aquellos obtenidos en un modelo fisico que
representa un tramo de un rio. Al igual que en el caso de la verificacion para malla fija, en las

experiencias comentadas en el capitulo 5, los resultados obtenidos se consideran satisfactorios.




El concepto es lo que impide al
pensamiento  ser una simple
opinion, una babladuria.

Gilles Delenze

Capitulo 2

MALLAS ADAPTABLE’S COMO ALTERNATIVA PARA EL CALCULO
HIDRODINAMICO CON FRONTERAS MOVILES

2.1 Calculo hidrodinamico en flujo bidimensional

2.1.1 Enfoque tradicional y la conveniencia de los sistemas ajustados a las fronteras

Se puede obtener informacion acerca del comportamiento hidrodindmico de un campo de flujo a
partir de trabajo experimental y de simulacién numérica. Este Gltimo método cobra especial
relevancia e interés cuando limitaciones técnicas o econdmicas hacen impractica e inclusive
imposible la modelacidén experimental. En los dltimos afios, la simulacion numérica se ha visto
notablemente favorecida al mejorarse las capacidades de cémputo que aunadas a la introduccién
de novedosas técnicas numéricas hacen posible abordar problemas cada vez mas completos y

complicados.

En una primera aproximacién, en los casos en que no resulta relevante la descripcién detallada
del campo de velocidades, algunos problemas hidrodinamicos se resuelven de manera aceptable
con modelos matematicos unidimensionales(gradientes verticales y transversales poco
significativos); sin embargo, en ocasiones esto no es suficiente, por lo cual se recurre a modelos
bidimensionales o tridimensionales. El modelo que se describe a lo largo de este trabajo se
fundamenta en la hipétesis de flujo en aguas someras para las cuales la modelacién bidimenstonal

promediada en la profundidad es adecuada y aceptable.

En genéral, el problema de determinar el campo de velocidades y la cota de la superficie libre del
agua se plantea a partir de la solucion de las ecuaciones hidrodindmicas fundamentales expresadas
como un conjunto acoplado de ecuaciones diferenciales parciales (EDP) que deben resolverse
dentro de un dominio irregular sujetas a condiciones iniciales (CI} y de frontera (CF). En una

buena parte de los trabajos referidos a este tema y que usan la técnica de las diferencias finitas, la
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6 Mallas adaptables como alternativa...

solucién del sistema acoplado de EDP para aguas poco profundas, se basa en esquemas numericos
referidos a sistemas rectilineos rectangulares. Asf, la solucién de las EDP se plantea a partir de
discretizar la zona en estudio con una malla rectangular sobre el plano horizontal. En general, las
fronteras irregulares del problema fisico no coinciden, necesariamente, con la frontera generada a
partir de la malla rectangular, de tal suerte que la pertenencia parcial de las celdas a la superficie
de solucién obliga a tomar la decisién de aproximar las lineas de la frontera fisica hacia las lineas
mis cercanas de la malla, lo cual se traduce en errores de aproximacién cuya magnitud depende

de la resolucidn de la malla.

Se han empleado concepciones més elaboradas con objeto de salvar algunos de los inconvenientes
computacionales surgidos a partir del uso de mallas rectangulares. Por ejemplo el uso de mallas
desigualmente espaciadas que se expanden o se estrechan en las zonas de interés (ver por ejemplo
Anderson, 1995) o la técnica de anidamiento de mallas que permite resolver problemas
hidrodindmicos mediante mallas reticulares cuya magnitud depende de la escala del problema a
tratar {por ejemplo, Benqué et 2/ 1982 b). Asi, con acercamientos sucesivos a las zonas de interés
que requieren refinamientos localizados, se pueden encontrar soluciones satisfactorias a
problemas que requieren gran detalle en zonas especificas. En muchos casos, por depender de la
escala de estudio, un anlisis detallado usando esta técnica necesita un nimero importante de

anidamientos para obtener resultados representativos de la realidad.

A pesar de que en general, las mallas rectangulares han mostrado ser una herramienta poderosa
en diversas aplicaciones, diferentes autores coinciden en que el costo computacional exigido por
esta técnica es excesivo (Nielsen y Skovgaard, 1990; Spaulding, 1984; Oey vy Mellor, 1985;
Haeuser et al, 1985). Piénsese por ejemplo en problemas a gran escala; oceanograficos o
ambientales, especialmente aquellos relacionados con dispersién de contaminantes en agua en los
que se involucran lineas costeras, islas o topografias complejas en los cuales, la densidad de la

malla rectangular crece debido a la necesidad de describir los detalles de las fronteras fisicas. Por
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otra parte, en esta escala de problemas, si la resolucién o densidad de la malla es pobre, la
precisién de las predicciones puede alejarse notablemente de Ia realidad (Nielsen y Skovgaard,

1990).

Por la importancia del tema, diversos autores presentan metodologias alternas con la intencion
de describir de manera mas adecuada la frontera fisica del problema en cuestion. Entre estas se
encuentran: elemento finito, volumen finito y diferencias finitas con mallas ajustadas a las
fronteras (ver por ejemplo, Spaudling, 1984; Mejfa y Berezowsky, 1996). En particular, la técnica
del elemento finito se ha visto favorecida en aplicaciones practicas por su capacidad de describir
geometrias complejas (previo a la aparicion de los sistemas ajustados a las fronteras, véase
apartado 2.1.2). Sin embargo, desde el punto de vista computacional, este método es menos
eficiente. En el calculo de flujos en aguas someras en una malla con elementos desigualmente
espaciados, para la misma precisién, el método de diferencias finitas es aproximadamente un

orden de magnitud més rapido que el del elemento finito (Thacker, 1980).

Con estos argumentos, para este trabajo, resulta natural optar por un esquema y metodologia de
solucién que mantenga la eficiencia computacional de las diferencias finitas y la capacidad para
describir geometrias complejas como lo hace el elemento finito. Lo anterior, como se vera, es
factible a partir de la transformacién curvilinea del sistema de ecuaciones por resolver (Johnson y
Thompson, 1978; Mejia y Berezowsky, 1996). Este método es conocido como el de Mallas
Ajustadas a las Fronteras (MAF).

2.1.2 Mallas ajustadas a las fronteras

El método de MAF consiste en una transformacién del dominio de solucién del sistema de EDP
a un rectingulo en el plano computacional; el sistema curvilineo coordenado se construye al
resolver un sistema diferencial parcial eliptico. Asi, la solucién al sistema de EDP se realiza

totalmente en el plano transformado (Anderson, 1995; Thompson et a/, 1985).
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Las MAF son especialmente ttiles en problemas con geometrias complejas (alrededor de islas u
obstaculos, ondas a superficie libre, fondos méviles, planicies de inundacién, lineas coétera.s, etc).
Como comentan Davies et al (1997 a'y 1997 b), en los tltimos afios las aportaciones a la teoria y
aplicacién de las MAF han sido muchas y muy variadas destacindose los importantes avances en

lo que a modelacién hidrodindmica de mareas se refiere.

Es a partir del concepto de las MAF que, a lo largo del capitulo 3 de este trabajo, se desarrolla y
describe el modelo matematico propuesto. Pero antes y ya que en dicho modelo se desea
considerar la dependencia entre el espacio, el tiempo y el estado del sistema (definido a partir de
las variables hidrodinamicas), el apartado siguiente describe los diferentes enfoques que permitan

afrontar este problema.

2.2 Estado del arte de los problemas con fronteras méviles
El cilculo hidrodindmico se dificulta sobre todo en régimen de flujo no permanente ya que, los
cambios en la cota de la superficie libre del agua implican, en ocasiones, modificaciones

importantes en la forma del volumen de control en funcién de la topografia de la zona.

Lo descrito arriba es conocido como problema de fronteras méviles (PFM) y ha sido
ampliamente estudiado para flujos que involucran miltiples fases (problemas de Stefan;
Zerroukat y Chatwin, 1994). En estos problemas, la posicién de las fronteras no es conocida «
priori debiendo ser determinada como una parte integral de la solucién. En los PFM existe una
dependencia en el tiempo de la frontera fisica de tal suerte que su posicién debe de ser
determinada como una funcién del tiempo y el espacio. Como comentan Zerroukat y Chatwin
(1994), los PFM han sido estudiados desde 1831; sin embargo, no se popularizaron hasta finales

de ese siglo.

La formulacién de los PFM requieren sean conocidas no solamente las condiciones iniciales y de

frontera sino que involucran, adicionalmente, la necesidad de determinar la frontera del
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problema en si misma durante la solucién del sistema de EDP que gobiernan la naturaleza del
proceso en cuestién, Las aplicaciones de los PFM son muchas y muy variadas y de ninguna
manera exclusivas de un 4rea de conocimiento en particular; sin embargo, estas son mas
abundantes en problemas relativos a sistemas multifasicos, flujo de fluidos en medios porosos,
ondas de choque, problemas de difusién, problemas de transferencia de calor que involucran
cambios de fase, etc. Las fronteras méviles también se presentan en muchos procesos asociados
con la industria del metal, plastico y petrdleo, la preservacién de alimentos, la teoria estadistica
de decisiones, el tratamiento térmico de semiconductores, la astrofisica, meteorologia, geofisica y

fisica de plasma por mencionar algunos (Zerroukat y Chatwin, 1994).

2.2.1 Aplicaciones a la hidrdulica del concepto “frontera movil”
Especificamente en las areas de la hidriulica y de la hidrologia, las aplicaciones son escasas y
generalmente enfocadas a problemas como el de la propagacién de avenidas sobre lechos

inicialmente secos, frentes de onda y problemas sobre infiltracién (Choi y Garcia, 1996).

Los trabajos publicados hasta la fecha y que abordan los problemas con fronteras moviles
relacionados de alguna manera con la hidraulica, se basan en la técnica del elemento finito y con
menor frecuencia en diferencias finitas. En la mayor parte de los casos suponen a la superficie
libre como la frontera mévil mientras que el espacio fisico de solucion permanece inalterado.
Entre estos trabajos se destacan los de Katopodes (Akanabi y Kotopodes, 1988) en donde se
plantea el problema de determinar el frente de onda de una avenida sobre un lecho inicialmente
seco; el trabajo de Toro (1998), para la simulacion de la inundacion por falla de presas; el de Choi
y Garcfa (1996), que calcula bidimensionalmente corrientes que arrastran sedimentos; el de Hu y
Kot (1997), de simulacién numérica de mareas en el estuario Pearl River en la parte sur de China;
el trabajo de Grilli y Subramanya (1996), donde se presenta un modelo de simulacién de la rotura
de olas y el de de Chippada et al (1994), para la simulacién numérica del salto hidraulico en

canales rectos horizontales.
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2.3 Diversos enfoques a los problemas con fronteras méviles
2.3.1 Enfoque Euleriano y Lagrangiano
Las metodologias para plantear los PFM pueden dividirse en dos grandes grupos (Chippada et 4/,

1994): Ia Euleriana y la Lagrangiana.

En los PFM, el método Euleriano usa un sistema coordenado que se encuentra fijo en el espacio
{0 se mueve con velocidad constante). La principal ventaja de este enfoque es su capacidad de
describir grandes deformaciones del espacio fluido sin perder precisién. Este método se subdivide

a su vez en los siguientes tipos (Choi y Garcia, 1996):

* Malla fija. Se usa una misma malla regular a lo largo de todo el dominio.

* Transformacion del dominio. Se transforma el dominio irregular del problema en un
dominio regular de calculo. Su dificultad principal radica en que durante la
transformacion las ecuaciones resultantes tienen términos desconocidos que necesitan ser

determinadas como parte del problema.

* Adicién de nodos. El dominio de cdlculo se deforma junto con el espacio fisico. Para
representar la variacién de las fronteras en el tiempo, el tamafio de la malla de cilculo

podria cambiar de acuerdo con la evolucién de las fronteras.

Por otra parte, en el enfoque Lagrangiano, la malla se mueve junto con las particulas fluidas
razdn por la cual no necesita un tratamiento especial para describir la variacién temporal de las
fronteras en el tiempo. Su principal desventaja puede ser cuando se suceden deformaciones
importantes de la malla; por esta razdén, este enfoque suele usarse con mayor frecuencia en
problemas de la mecanica de sélidos en los que las deformaciones de la malla son relativamente

pequefias. Las siguientes lineas describen los subtipos de este método (Choi y Garcla, 1996).
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e Mérodo Lagrangiano estricto. Se usa una malla computacional invariable que se mueve
junto con el fluido. Su empleo esta limitado a problemas en donde las deformaciones que

se presentan son tan pequeiias que no generan cruces entre las lineas de la malla.

e Regeneracién de la malla. En este método, se genera una nueva malla después de que han
transcurrido cierto numero de intervalos de tiempo con el fin de representar la
deformacién del cuerpo de agua. Lo anterior previene los cruces entre lineas de la malla o
distorsiones severas de la misma. Sin embargo la interpolacién de los nuevos valores de la

malla a partir de los anteriores introduce errores numéricos.

2.3.2 Método mixto lagrangiano-euleriano

Los métodos mixtos, Lagrangianos-Eulerianos (MLE), han mostrado mantener las cualidades de
cada enfoque por separado y reducir sus deficiencias. Es precisamente este método el que se ha
preferido aqui para desarrollar el modelo adaptable propuesto. En este enfoque, la malla se ajusta
dinimicamente. Los nodos de la frontera se mueven de manera Lagrangiana, mientras que la
malla en el interior del dominio puede regenerarse para incrementar la precision de la solucién
con la inevitable inversién en tiempo de cémputo el cual crece proporcionalmente con la
densidad de la malla que se trate(Choi y Garcia, 1996). La principal virtud de los MLE es la

precisién de la solucién en puntos cercanos a las fronteras o singularidades.

Los MLE han sido planteados con el enfoque del elemento finito (EF) y con el de las diferencias
finitas(DF). Sin embargo existe una marcada preferencia por los primeros tal vez ligada a que el
EF provela mayores ventajas que las DF en problemas con fronteras irregulares previo a la

aparicion de las MAF.
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2.3.3 MLE en términos de diferencias finitas para el caleulo hidrodindmico bidimensional a
superficie libre

Puesto que el meétodo desarrollado en este trabajo es del tipo Lagrangiano-Fuleriano conviene
abundar al respecto. El método euleriano de malla fija, se usa extensamente en aplicaciones en
donde el dominio fisico del problema se discretiza con una malla rectangular uniforme. Las
aplicaciones en PFM en DF son escasas; sin embargo y por su importancia pueden destacarse
aquellas enfocadas a la modelacién numérica de zonas inundables (e.g. planicies de inundacién) y
el problema de la falla en presas. Este Gltimo, es un problema unidimensional extensamente
estudiado y para el cual se han planteado soluciones adecuadas como la presentada por Toro

(1998) a partir de una generalizacién del problema de Riemann.

En la modelacién de flujos a superficie libre, la variacién de los contornos o fronteras del cuerpo
de agua agregan dificultades adicionales a la solucién numérica de la hidrodinimica. Para
resolver este problema es necesario establecer, en cada paso de tiempo de computo, las
condiciones de contorno que definen el dominio (CI y CF); para ello, las ecuaciones

hidrodinimicas deben de considerar la existencia de zonas someras que se inundan o se secan.

En la literatura existen dos tendencias distintas para abordar numéricamente la movilidad de los
contornos (llamados modelos Inundacién-Secado). Una de ellas, basada en la técnica de las
direcciones alternadas, toma en cuenta la variabilidad del dominio de clculo haciendo un
barrido en las direcciones coordenadas en cada intervalo de tiempo con la finalidad de determinar
qué celdas se encuentran inundadas y cuales secas. Lo anterior permite definir en cada momento
el dominio y, por tanto, cumplir conservacién de masa y cantidad de movimiento. Otro enfoque
alternativo, Tao y Wang (Shaoling y Kot, 1997), es el de asignar valores muy pequefios a las
variables dependientes en las areas secas para evitar singularidades; sin embargo, no se cumple

estrictamente conservacidon de masa.
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En los dos métodos descritos arriba y debido a la naturaleza de la discretizacién, la interfase agua-
tierra no coincide necesariamente con alguna linea de la malla de manera que deben realizarse
. - . = ot /! ~

interpolaciones para localizar la frontera con mayor precision. De aqui que a lo largo de los afios,
diversos autores han propuesto variantes a la forma en la que se enfrenta la modelaciéon numerica
de la inundacién-secado y como se concibe la movilidad de las fronteras; en Balzano (1998), se
describen las cualidades y los inconvenientes de algunas de estas variantes y se menciona a la

modelacidén adaptable como alternativa.

El modelo matematico desarrollado a lo largo de estas paginas es un modelo de malla adaptable
que conjuntamente con el calculo de las variables hidrodinamicas, componentes de velocidad y
cota de la superficie libre, considera la movilidad de las fronteras del volumen de control. Los

detalles de este desarrollo se presentan a continuacion.



Las matemdticas no pueden
borrar ningiin prejuicio.

Goethe
Capitulo 3
DESARRQLLO DEL MODELO

3.1 Ecuaciones hidrodinimicas fundamentales

Las EDP en 2D para aguas poco profundas referidas a un sistema cartesiano de coordenadas que a
continuacién se presentan, se derivan de las hipotesis de Saint-Venant e incluyen términos que
representan la difusién horizontal de cantidad de movimiento. Estas ecuaciones son la base
fundamental sobre la que se desarrolla el modelo curvilineo con malla adaptable aqui propuesto.
La derivacién detallada de estas ecuaciones queda fuera de los objetivos del presente trabajo, pero

la deduccién se puede observar, por ejemplo, en Abbott (1979) o en Chaudhry (1993) :

E b - Lo b Texy + .0 Thy : '
VU i div & gchH Lo FV - g 22X pilap(he) =0
Pl vo) i+ o P p::p:;'p(); (1)
A i P re b oTpy :
by, iel o dn(O) 4 gchH, ;+;FU+—21 ;+;%5-; vlapw) i=0  (2)
P L Ho+div(hU) G P o =0 ()
H IR [ il PV BV
donde:
g aceleracidn de la gravedad
b tirante
H elevacién de la superficie libre
Tha> Ty esfuerzos cortantes en el fondo en las direcciones x y y
Ter Toy esfuerzos cortantes en la superficie en las direcciones x y y
#" componente de velocidad en la direccion x
v componente de velocidad en la direccion y
XY coordenadas cartesianas
p densidad del agua
uv flujos (por unidad de ancho) en las direcciones x y y

15
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F parametro de aceleracién de Coriolis
t tiempo

U vector velocidad

v, viscosidad turbulenta

div divergencia

lap laplaciano

El parametro de aceleracién de Coriolis se expresa como:

F=2asend _ (4)

donde w representa la frecuencia angular de la rotacién de la Tierra y A la latitud. Debido a la
escala de problemas aqui tratados, los componentes de aceleracién de Coriolis no se incluyen en
lo que sigue dentro del desarrollo del modelo; de igual manera, se desprecian los esfuerzos
cortantes en la superficie libre del agua. Los esfuerzos cortantes en el fondo en funcién del

coeficiente de friccién de Chezy, C, se escriben como:

g UNUT 4P 5

TP (3)
VUt 42

K= ©

Thy

Las variables dependientes en las ecuaciones anteriores son U=ub, V=uh y h=H-z donde z

representa la cota de fondo.

Las ecs 1-3 representan la superposicidn de tres procesos fisicos elementales Hamados: adveccion,
difusion y propagacién (ver Benqué et al, 1982). La propia naturaleza de las ecuaciones hace pensar
en la conveniencia de utilizar una metodologia especifica de solucién en cada proceso. El método
de pasos fraccionados desarrollado por Yanenko y colaboradores alrededor de 1967 (Yanenko,
1971) es especialmente aplicable a este tipo de problemas pues aunque los esquemas ordinarios

ofrecen una gran simplicidad en su planteamiento, son menos flexibles al tener que responder a
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los requisitos de estabilidad y consistencia que les son impuestos. Por otra parte, en los esquemas
. . , . .. .
en pasos fraccionados, la transicidn entre un paso de calculo y el siguiente se divide en una serie
de etapas intermedias las cuales no requieren satisfacer las condiciones de estabilidad y
consistencia de las ecuaciones originales (Yanenko, 1971) lo que permite la construccién de
esquemas numéricos computacionalmente econémicos y exactos, mas ricos en sentido fisico,

mas eficientes y ademas capaces de modelar la naturaleza de manera mas cercana a la realidad.

3.1.1 Identificacidn de los procesos fisicos involucrados

Bajo esta perspectiva y con la intencidn de proponer un esquema de solucion de acuerdo con los
preceptos de la metodologia desarrollada por Yanenko y colaboradores, a continuacién se
identifican los términos de las ecs 1-3 involucrados en cada uno de los procesos fisicos ya
mencionados y cuya solucidn sucesiva, segiin el mismo autor, resulta en la solucion del sistema

original:
Adveccién, grupos I y IT de las ecs 1-3.
U, +div{U0)=0 (7)
v, +div(y0)=0 (8)
Difusién, grupos Iy VIde las ecs 1-3.
U=uvlapU @)
V,=uv, lapV¥V (10)
Propagacién, grupos I, Ol 'y V de las ecs 1-3.

H, +div(hU)=0 (11)
U, +gh grad H+r, =0 {12)
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donde grad representa al operador gradiente y U al vector velocidad.

3.1.2 Transformacién curvilinea de las ecuaciones y variacion en el tiempo del espacio fisico

Usando la regla de la cadena, las ecs 7-12 pueden referirse a un sistema curvilineo de coordenadas
(1) el cual permite representar con precisién al espacio fisico del problema. La conveniencia de
esta transformacion ya fue comentada con detalle a lo largo del apartado 2.1 de este documento;
sin embargo, es conveniente agregar que dentro de la bibliografia que aborda los aspectos basicos
de la transformacion de coordenadas (el lector puede revisar los trabajos de Anderson 1995,
Johnson y Thompson 1978, entre otros) existe una amplia variedad de posibilidades, o
versiones, para escribir las ecuaciones hidrodinimicas transformadas dependiendo del tipo de
representacion vectorial que se seleccione (Jiménez y Berezowsky 1996, Jiménez 2000, Haeuser
et al 1985). Con la finalidad de simplificar el proceso de transformacidn, en este trabajo se opté
por usar una version curvilinea de ecuaciones hidrodiniamicas referidas a una base cartesiana {i.3}
~de manera que el vector velocidad permanece inalterado tras la transformacién. Lo anterior
implica que la versi6n curvilinea de las ecuaciones hidrodinamicas, equivalentes a las ecs 1y 2, se
siguen llamando ecuaciones de cantidad de movimiento en la direccién x y ¥, respectivamente.
Los principios basicos de la transformacion curvilinea se presentan en el apéndice A, al final de

este trabajo.

Por otra parte, vale la pena ahondar en la forma en la que las ecuaciones transformadas
consideran el cambio en el tiempo del dominio de integracién o espacio fisico. El elemento
adicional que permite lo anterior, consiste en el hecho de que atin cuando las coordenadas fisicas
{x,3) se vean alteradas en el tiempo debido al cambio en la superficie libre, no implican un cambio
en la configuracién del espacio transformado (£7) (Johnson y Thompson 1978). Es decir, la
topologia del espacio de cilculo permanece inalterada y solamente las coordenadas fisicas y sus

propiedades (velocidad, nivel de superficie libre, etc) son variables dependientes del tiempo
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En términos matematicos y para ilustrar lo anterior, piénsese en la transformacion del espaclo
fisico (x,y) al espacio curvilineo (&) y el operador derivada parcial respecto al tiempo aplicado

sobre cualquier propiedad f = ffx,y.t) :

1
2 )(x‘y) =(/, )(,;,,,) i [(fcxn ~Ja%e XJ’: )(-f,n) - (ffyn ~JoYe er )(mJ] (13)

De esta forma, la variacién en el tiempo de las variables dependientes del sistema (U, y £
formado por las ecs 7-12 referidas al espacio cartesiano se calculan usando esta Gltima ecuacion.
En esta expresién se observa que todas las derivadas espaciales se calculan con respecto a las
variables curvilineas de manera que no hay necesidad de interpolar entre puntos del espacio
fisico. El movimiento de los puntos de la malla en el espacio fisico estd representado por el

cambio en el tiempo de las coordenadas espaciales x y y, esto es: x, ¥ y; .

En general, las razones de variacién anteriores no pueden determinarse analiticamente, de
manera que éstas deberén estimarse numéricamente como parte del problema. Con este fin y con
referencia a los puntos de la malla que definen las fronteras del volumen de control se propone
que las velocidades antes mencionadas sean una funcién del cambio en la cota de la superficie

libre, esto es:

or oH

o _ A 14
A5 (4
donde T =(x, y) representa al vector de posicién de los puntos de la malla por lo que su derrvada
respecto al tiempo define al vector que tiene como componentes las velocidades x; y y,. Es de
hacer notar que la relacién furicional expresada por la ec 14 no es facil de determinar pues
requiere conocer en cada instante y con precision la traza de la superficie libre y la forma en que

cambian las condiciones de frontera. Lo anterior, tal como esta planteado, resulta inviable pues el

determinar el cambio en la forma de la superficie libre del agua es precisamente uno de los
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objetivos del modelo numérico propuesto. En pocas palabras existe una dependencia reciproca

entre la forma del espacio fisico y el valor de las variables hidrodinimicas.

Para visualizar el concepto descrito por la ec 14, en la fig 3.1 se representan los niveles de
superficie libre para los instantes nAt y (n+1)At. El cambio en la cota de la superficie libre entre
ambos instantes, denotado por AH obliga a que los puntos que definen la frontera de la zona
inundada se reubiquen desplazindose una distancia AF hasta intersecar con la malla que define la

topografia.

—>

r

Figura 3.1 Cambio de la cota del agua durante el proceso de cilculo

En resumen, como alternativa de solucién al problema planteado aqui, se propone abordar la

adaptacién de malla de la siguiente manera:

1. Se calcula la hidrodinimica considerando que la malla que define el espacio fisico no
cambia en el tiempo (x: = 3 =0).

2. Se desplazan los puntos en las fronteras de la malla a sus nuevas posiciones las cuales se
ubican en la interseccién entre las mallas que describen la superficie libre y la topografia
del cauce. Como se puede comprobar(Alarcén et 4/, 1998), la adecuada descripcién de la
nueva configuracion del espacio fisico depende tanto del algoritmo de interpolacién
como del grado de refinamiento, tanto de la malla topogrifica como de la malla que
representa a la superficie libre del agua. En lo que respecta a este trabajo, la determinacién
de la nueva traza de la superficie libre no se realiza, necesariamente, cada intervalo de
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tiempo At pues en los casos analizados, se consider que el desplazamiento de las
fronteras ocurre lentamente.

3. Se redistribuyen los puntos interiores de la malla, es decir, se regenera la malla a partir de
la nueva forma del dominio fisico.

4. Se calculan numéricamente las velocidades x, y y, a partir del cambio de la posicién de

-|-_-rr . Fn—l

Af =(x::.V:)'

. Ar
cada punto de la malla respecto al tiempo; esto es, v

5. Se calcula nuevamente la hidrodinamica.

Como puede verse de lo anterior, el procedimiento propuesto para la adaptacién corresponde al
enfoque mixto Lagrangiano-Euleriano (apartado 2.3) el cual, como se coment6, mantiene las

cualidades de cada enfoque por separado y reduce sus deficiencias.

Asi, aplicando las ideas y los conceptos descritos a lo largo de este apartado, las ecuaciones
fundamentales transformadas al espacio curvilineo y que consideran la variabilidad de las

fronteras del volumen de control como una funcién del tiempo se escriben :

Adveccidn (ecs 7 v 8, detalles sobre la transformacién en el apéndice B) :

(24, ), + Aug +Bu, =0 : (15)
(v, )g,? +Avg + By, =0 (16)

donde :
(17)

A==y -2+ 3y e =)

B=——‘]]—[x§(y,—v)+y¢(u—x,)] (18)

Como se puede observar, en estas dos ultimas ecuaciones, se consider la variacién de las

velocidades respecto al tiempo de acuerdo a la ecuacion 13.
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Difusion (ecs 9 y 10, detalles sobre la transformacién en el apéndice C) :

(”1)§n=€u§+ﬂun+E | 20
(Va):fn = 9v§ +’8v’7 +F ‘ (20)
donde :
9 = Cx” - DJ/;' (21)
B =Dy; - Cx; o
C= % (g2 — 281077 + 810y .
D= %(gzzxﬁ —281%gy + g“x,,,,) “
k= %(gzz“ﬁ =2ty + gll"mr) =)
F= % (8'22"55 ~ 28129 + gn"w) )
g =% +¥; o8
822 =% + ¥y | -

B12 = XXy + Y ¥

donde g1, g2 y g2 representan los componentes de la matriz métrica de transformacién.
Propagacion

Por lo que se refiere a esta etapa, las ecs 11 y 12 se refieren al espacio curvilineo (& 1) después de
incluir lo expresado en el apartado 3.3.3 con la intencién de integrar ambas ecuaciones en una

sola.

3.2 Algoritmo adaptable de solucién
Suponiendo que el valor de las variables hidrodindmicas se conoce al tiempo 74t, el nuevo estado

al instante (n+1)At se calcula tras la aplicacién sucesiva de las etapas convectiva, difusiva y de
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propagacién. El algoritmo de solucién considera, como se vera en el siguiente apartado, cada

uno de los procesos fisicos involucrados de manera independiente.

El esquema aqui desarrollado es llamado adaptable. El término adaptable es usado ampliamente y
sin embargo no es sencillo definirlo; de hecho, se confunde usualmente con las MAF. La

adaptabilidad no tiene que ver necesariamente con una transformacion de coordenadas.

La adaptacién se hace generalmente a través de una funcién de realimentacion que, en este caso,

esta representada por el cambio en la cota de la superficie libre del agua, AH.

Para entender el concepto del modelo con malla adaptable, se parte de reconocer que el dominio
de solucién de un problema hidrodinamico esti compuesto por el espacio fisico y por el tiempo.
Si se olvida por un momento la dimension tiempo, entonces, para el caso bidimensional se tiene
un dominio formado por puntos en el plano. En cada uno de los puntos del dominio se pueden
tener, sin embargo, una o mas variables dependientes y que en conjunto se nombran
representacién del sistema fisico (RSF). Los valores de las variables pueden llamarse estados de las
variables y el conjunto de todos ellos se considera el estado de la representacién del sistema fisico

o estado del sistema, ES (Ashby, 1973).

Considérese ahora al tiempo. A partir del esquema numérico, la representacion del sistema fisico
toma otro estado. Este cambio de estado es una transformacién en la cual el esquema numérico
actia como un operador (operador numerico, ON) mientras que la representacién del sistema
fisico corresponde al operando. En conjunto, el ON y RSF definen al sistema dinamico que se
modela; son, en una palabra, la representacion de la solucién numérica del problema
hidrodinimico. Los cambios en el estado del sistema activan la adaptacién (figura 3.2). El criterio
de adaptacidn se divide en dos grupos principales: aquellos basados en la valoracion del error en

la solucién de las ecuaciones hidrodinamicas y los basados en criterios fisicos (como en el caso
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discutido en este trabajo) que tienen en cuenta caracteristicas especificas del campo de flujo

(Kutija, 1996).

Hablando en los términos arriba descritos, la variabilidad del volumen de integracién se
considera en este trabajo como una funcién de la cota de la superficie libre. Esta es pues, la
variable de realimentacién que permite adaptar la malla que describe el dominio fisico a su

nuevo estado transcurrido cierto intervalo de tiempo.

Siu, v representan los componentes x y y del vector velocidad respectivamente mientras que AH
representa el cambio en la cota de la superficie libre del agua, el esquema de bloques del modelo

numérico de solucion propuesto al PFM para el calculo hidrodinamico tiene la forma siguiente:

Adaptacién AH

1 al nuevo ES
d  iInterruptor
R de control
. A 4 RSF
C(;;)ilic;ll(;:les » ON 4”—"’T u,v, AH » Nuevo ES

Figura 3.2 Modelo numérico de solucién

De la figura se aprecia como la adaptacion al nuevo estado del sistema se controla a partir del
cambio en la cota de la superficie libre; como puede verse, dicha adaptacién puede incluso
omitirse en caso de no ser necesaria. Piénsese, por ejemplo, en el caso de flujos en tios
encafionados en donde la variacién de la cota de la superficie libre no repercute

significativamente en la forma de la zona inundada.
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3.3 Esquema numérico en cada etapa
3.3.1 Proceso de adveccion
El proceso advectivo se trata a su vez separadamente en cada direccién curvilinea. A partir de las
ecs 15y 16 en la direccion &, se obuene :

* _ n 0
L A"ug =0 (30)

M _vn+A"vg=0 1)

Las cuales se resuelven de manera explicita para obtener la primera aproximacion de los
. *® *
componentes de velocidad denotadas por #"y v", y que a su vez se usan para resolver 15 y 16 en

la direccion 7 :

n+|"3_ * L 2

”_mimu,,:o (32)

n+l/3 _* .

V_AV_JFM:O (33)
!

En las ecs 30-33, los coeficientes A y B se calculan a partir de las expresiones 17 y 18,

respectivamente; los superindices n+1/3 son indicativos y denotan los valores de los

componentes de velocidad tras el cilculo del proceso advectivo. Los valores u™"*y v™!"” se usan

como condiciones iniciales para resolver la etapa difusiva en la que se calculan 2™y v™*".

3.3.2 Proceso de difusién

En una primera aproximacién, las ecs 19 y 20 se simplifican considerando, en este trabajo,

exclusivamente los siguientes términos :
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(”u ).g,, = ‘5“’2‘ (822".5.5 +8& lu:m) (34)
0y = 2 lgmvee + £10%n) | (35)

La estructura de las ecs 34 y 35 es similar a la del caso cartesiano. Existen, basicamente, 2 razones

que permiten tal simplificacidn :

* No es proposito del trabajo reproducir la turbulencia. Por tanto, la etapa dispersiva es
poco significativa durante el proceso de calculo, pero puede ayudar a corregir problemas

de estabilidad en el modelo numérico.

* Se considera que la malla de cilculo es aproximadamente ortogonal lo que implica que el
elemento g1z de la matriz métrica de transformacién que interviene en las ecs 19 a 29,

toma valores cercanos a cero.

Las ecs 34 y 35 son independientes entre si y se resuelven usando un método en dos etapas en

direcciones alternadas como el propuesto por Peaceman y Rachford (1955). Para la ecuacién 34 :

* 4+ 1 * n 113
Ry %U,At [g22u¢¢ + &1ty ] (%0)
n+ ’ n_*
u % u = %U:N [gzz"g‘; + 31"1":1';2”] (36)
Mientras que para la ecuacion 35 :
v —vn+% = yz”t At [ggzv;-f +g|"lv3;”3] (37)
v”+% -y = %U:N [g’z’z"gg +g|n1v;;;2,3] (37)

La solucién de las ecs 36 a 37, se reduce a sisternas matriciales tridiagonales los cuales se
resuelven usando una eficiente y econdmica rutina basada en el método de doble barrido

(William et af, 1986).
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3.3.3 Proceso de propagacion
Si se introduce el coeficiente de peso a e[0,/] para afectar las derivadas espaciales, y los esfuerzos

en el fondo se describen con laec 5, las ecs 11 y 12 se escriben como:

(SA_H,) +adivi™ +(1-a)dvT” =0 (38)
! Jxy) '
R+l n+}/ ,,+1 n+}/
UT + {a’ W grad H™ +(1-a) K grad H"]+ g ——55— | ‘ (39)
De la ecuacién 38 si se considera
1
(H, )(x,y) =(H, )(;,r,) + i [(fo,, = Hyxg Xy, )(s‘,n) - (nyﬂ ~ Hypyg Xx, )(-f.n)] (40)
Y se desarrollan los operadores divergencia de U es posible obtener (apéndice D):
AH n+ n+ 1 1 n
() 22 Ho e 827 )
.m)
(1-a) (41)

%(":V;H‘J’fugﬂ)*%("':xr‘xcyr)”n (; Ve = yeUy ) 0

En la cual los flujos Uy V se pueden encontrar a partir de la ecuacion 39 escrita en la forma :

U = U—s—-—g—m[a W grad H™' +(1-a)h grad H"] (42)
G G
donde
C =1+ enfu s (43)

Ch?
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A partir de la ec 42, las derivadas de los flujos unitarios U y V' se pueden expresar en términos

lineales en funcién del cambio en la cota de la superficie libre del agua AH (apéndice D).

La ecuacion 41 se discretiza en cada uno de los centros de la malla de calculo para finalmente

tomar la forma siguiente;

a“jAHl-__] +b[gAHy +C|1-1-AH‘-+!J,- +d1£j = az,;,-AH,j_l ‘|‘b2yA}"1{',I +C2UAHJJ+| +d21} (44)

en donde los coeficientes se definen en el apendice E.

El procedimiento de solucién de esta ecuacidn consiste en aplicar un método iterativo con
retroalimentacién en el que se alternan las direcciones de barrido. Por ejemplo, resolviendo la ec

44 en la direccidn &
a

Ld * - .

donde el superindice “ * ” indica que los valores AH se suponen conocidos de la iteracién previa

(cero para la primera iteracion). Alternando direcciones, se resuelve la ec 44 en la direcctén 7:

* . "
aZJ'jAHU'—I +b2UAH’J' + CZIjAH{f+1 = dlU “dzy' + a]UAHi—U +b]UAH‘J +C|,‘J,‘AH1-+|] (46)

El procedimiento iterativo continua hasta cumplirse la condicién :

|AH,-1 —AH;ISE 3 Vi (47).

con el valor de tolerancia, & expresado en metros. En ambas direcciones de barrido, los sistemas

de ecuaciones resultantes por resolver son del tipo tridiagonal.

! Ver apéndice E deépués de revisar la seccién 3.3.4
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Vale la pena comentar que la necesidad de iterar en esta etapa no perjudica, en general, la

eficiencia y la economia computacional del procedimiento propuesto (Benqué et al 1982).

Como se observa, las cotas de la superficie libre no intervienen durante los pasos de adveccion y
dispersién. Estos pasos se realizan completamente en las caras de las celdas del volumen de

control y modifican tinicamente al valor de los flujos unitarios al final de la etapa dispersiva.

Un+2.f3 - un+2!3 K (48)
sz/s - vn+2l3 h'n (49)
Por su parte, los valores de AH encontrados al resolver la ec 44, se usan en la forma linealizada de
la ecuacién 40 (apéndice D) para calcular los valores de los flujos unitarios en el instante (72+7)Az.
Los cambios en el nivel de la superficie libre (4# ), junto con el conocimiento detallado de la
topografia del terreno, hacen factible la determinacién de la nueva conformacion de las fronteras
del volumen de control y con ello la reestructuractén de la malla antes de iniciar la etapa de
cileulo correspondiente al instante (7+2)At. Este procedimiento ya fue comentado en la seccion

3.1.2.

3.3.4 Malla de cdlculo
Debido a la discretizacién propuesta para cada proceso, las variables dependientes H, Uy V'se

definen en mallas diferentes llamadas aqui malla U y malla H tal como se ilustra en la figura 3.3.

1
j+1 * *— ®
it
P A S i 1" o\ Malla H-e—e
1 l Malla U ~0—0-
ob—f—
j-1 . L —®
1 1 lI »
i-1 i i+1 E
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Mientras que los flujos se definen en las caras de la malla U, los niveles de superficie libre se
definen en los vértices de la malla H. Asi, en la figura 3.3 s¢ puede apreciar que una celda que
tiene en su centro definida la cota de superficie libre Hi, tiene en sus caras derecha e izquierda

definido el flujo U (caras #) mientras que en las caras superior e inferior se define el flujo V (caras

v).

3.4 Condiciones iniciales y de frontera

3.4.1 Condiciones iniciales

Se consideran conocidas las variables dependientes; ya bien, estableciendo un nivel de superficie
libre y un campo de velocidades arbitrario, o partiendo de un estado del sistema (ES)

previamente calculado.

3.4.2 Condiciones de frontera

Aguas arriba y aguas abajo se consideran conocidos, respectivamente, el gasto que ingresa y la
cota de superficie libre para todo instante. Por su parte en las margenes, se establece que el flujo
perpendicular es nulo con la hipétesis de libre deslizamiento en la direccién tangente. En la
figura 3.4 se muestra una celda representativa en el espacio fisico cuya frontera superior

representa la margen izquierda.

Figura 3.4 Celda representativa en el espacio fisico
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Las caras de la celda se alinean con las direcciones curvilineas (£ 7). A las caras perpendiculares a
la direccidn ¢, se les llama caras # pues en ellas se ha definido dicha componente cartesiana de
velocidad (fig 3.3) mientras que las caras perpendiculares a la direccién 7 se les llama caras v por
la misma razén. Por su parte, i y ] representan las direcciones unitarias en las direcciones
cartesianas x y y, respectivamente, mientras que 6 es el angulo formado por la cara v respecto al
eje x. En general para la forma en la que se han discretizado las ecuaciones hidrodinamicas, es
necesario conocer en las caras # y v los valores promedio vm y um, respectivamente, los cuales se
interpolan de los puntos interiores. Sin embargo, en el caso de una celda como la de la figura 3.4,
es necesario tomar en cuenta algunas consideraciones para garantizar que se cumplan las

condiciones de flujo normal nulo y libre deslizamiento en las margenes :
Si @ =0° o @ =180° entonces v=0 (u se asigna de valores interiores)

Si 6 #0° o §#180° entonces, la suma de componentes vectoriales en la direccién perpendicular

de la cara v debe valer cero (figura 3.5) lo que equivale a:

vcos@ + um senf =0 (50}

mientras que en la direccién tangente se debe satisfacer:

umcos@ +vsenl = q, (51)

donde el flujo tangente ala cara, g, es diferente de cero para la condicién de libre deslizamiento y

se asigna de valores interiores.

Las ecuaciones 50 y 51 consideran los casos particulares en los que 8 =90° y & =270° lo que

implica que # =0 (v asignada de valores interiores).
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&_ vector unitario en la direccién 77

>
x

Figura 3.5 Condiciones de frontera en las margenes

El impacto de la aplicacion de las condiciones aqui descritas, es mayor en el caso de la etapa
propagativa. Por esta razon, en el apéndice F se detallan las condiciones de frontera para este

Proceso.

3.5 Generalidades sobre el algoritmo de solucion propuesto
Las figuras 3.6 y 3.7 muestran esquemiticamente el algoritmo general de solucién al problema

propuesto y algunos detalles del médulo hidrodinimico, respectivamente.

El algoritmo consta de cuatro modulos basicos:

1. Generador de malla: a partir de la traza de la superficie libre del agua se genera una malla
curvilinea que define el espacio fisico de solucién. El médulo de generacién es totalmente
independiente y se accesa automaticamente desde el cuerpo principal del programa (para

el trabajo expuesto a lo largo de estas paginas se dispuso de un generador eliptico’). Este

? Se agradece al Dr. Moisés Berezowsky el haber permitido usar y alterar su cédigo para la generacién eliptica de mallas.
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médulo tiene la capacidad de interactuar con una interfase grafica lo que facilita la

visualizacién y correccién interactiva de la malla.

2. Célculo de coeficientes métricos: se realiza el cAlculo numérico de los coeficientes necesarios
para la trasformacién curvilinea de coordenadas ast como las derivadas de las coordenadas
cartesianas respecto a las direcciones curvilineas. La independencia de este médulo
permite optimizar el manejo de memoria y la administracion de archivos durante el
proceso de cilculo. Al igual que el médulo de generacion, este mbdulo se accesa de

[ . .
manera automdatica desde el programa principal.

3. Cdlculo bidrodindmico: El chlculo hidrodinimico se compone de tres bloques principales
que a lo largo de estas paginas se han llamado adveccién, dispersion y propagacion (figura
3.7). Durante la etapa dispersiva se calculan los componentes cartesianos de velocidad
W™ y o7+ | las cuales representan la primera aproximacién al campo de velocidades de
la zona en estudio. Usando esta informacién como condicién inicial se procede a estimar

¥y ¥ durante la etapa dispersiva. Finalmente y como se

los componentes #
describe con mayor detalle en la seccién 3.3.3, durante la etapa propagativa se estiman los
cambios en las cotas de la superficie libre del agua los cuales podrian significar cambios

importantes en la forma de la zona inundada y por tanto de las condiciones de flujo.

4. Cilenlo de la nueva traza de la superficie libre: Este médulo de cilculo se accesa siempre y
cuando el cambio en la cota de la superficie libre del agua sea lo suficientemente
importante como para representar a su vez una variacién significativa de la zona
inundada. En caso contrario, como puede verse en la figura 3.6, se reinicia el calculo
hidrodinimico para el nuevo instante conservando la configuracion de fronteras original.
Como se comentd en el apartado 2.3.1, la regeneracién previene el cruce de lineas de la

malla o severas distorsiones de la misma.
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Figura 3.6 Algoritmo general de solucion
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Figura 3.7 Médulo hidrodinamico

En lo que resta de este trabajo, se presenta la verificacion numeérica y experimental a la que se

someti el modelo numérico propuesto.




No bay duda: el error es la regla;
la verdad es el accidente del

error.

Georges Dubamel

Capitulo 4
VERIFICACION DEL MODELO PARA MALLA FIJA

4.1 Introduccion

El modelo hidrodinimico adaptable desarrollado en este trabajo fue verificado numeérica y
experimentalmente para diferentes casos algunos de los cuales se describen a lo largo del capitulo
4y 5 de este trabajo. En este capitulo en particular, se presenta la verificacién del modelo para

malla fija.

En primer lugar se calcula la hidrodindmica de un flujo gradualmente variado en un canal
rectangular recto y se comparan los resultados contra aquellos valores obtenidos con el método
unidimensional del paso estandar. Posteriormente, se analiza el flujo en un canal curvo y los

resultados numéricos se confrontan con valores experimentales reportados en la literatura.

4.2 Flujo gradualmente variado en un canal rectangular recto

A continuacién, se presenta un ejercicio numérico muy simple que permite verificar el
comportamiento y la estabilidad numérica del modelo para el caso en el que no hay dependencia
en el tiempo de la forma del volumen de control. El problema consiste en calcular un perfil en.
un canal rectangular recto que descarga libremente. Los resultados obtenidos con el modelo

adaptable se comparan con los generados por el método unidimensional del paso estindar

(Chow, 1959).

Es de esperarse que si se desprecian los esfuerzos efectivos, el modelo adaptable y el modelo

unidimensional deben producir perfiles de superficie libre idénticos.

37
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4.2.1 Caracteristicas del canal

Fl canal usado para la simulacién y que describe Molls (1992), tiene un ancho de plantilla de 3 m
v una pendiente de 0.0001. Se usé un coeficiente de friccién de Chezy igual a 60.5 y se considerd
que el gasto por el canal era igual a 10 m*/s. El tirante critico y el tirante normal valen 1.04 m y

5.91 m respectivamente.

4.2.2 Condiciones de frontera

En las paredes, el componente v de velocidad se considerd nulo (no hay flujo perpendicular a la
pared) mientras que el componente u y los tirantes fueron extrapolados de valores internos (libre
deslizamiento en la pared). Entre la frontera aguas arriba y la frontera aguas abajo se considerd
una distancia de 40 m. Aguas abajo, el tirante de agua se fijé en 1.175 m. Para el cileulo se us6

una malla de 41x7 elementos.

4.2.3 Resultados

La figura 4.1 muestra una representacion
tridimensional de la superficie libre obtenida a
partir del modelo adaptable. Como puede

observarse el perfil representado es del tipo M2.

[w] syues L

En la figura 4.2 se comparan los tirantes

obtenidos con el modelo propuesto y aquellos

obtenidos con el método del paso estandar (1D).
. . . * !
Las discrepancias entre ambos casos son Figura 4.1 Representacion
, - . tridimensional de la superficie libre
minimas y mejoran notablemente respecto a los

valores reportados por Molls (1992)

A lo largo del canal se integraron los perfiles de velocidad transversales en diferentes secciones. El

gasto permaneci6 constante en todas ellas. Por tanto, el modelo cumple con la conservacién de
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masa de manera satisfactoria y representa con precisién el perfil de un flujo gradualmente

variado.

E,
2
c
£
- ——— Modeto adaptable
0 Modul'n“:Dp
11F
1 1 FONT B 1 J
] 10 20 30 40
Eje X [m]

Figura 4.2 Tirantes calculados con el modelo

2D vs 1D

4.3 Flujo en un canal curvo

Se presenta una comparacidn entre las mediciones experimentales realizadas por Rozovskii
(1957) para un flujo en un canal horizontal con una curva a 180°, y valores obtenidos a partir del
modelo matemético propuesto. El trabajo experimental de Rozovskii ha sido ampliamente
comentado por diversos investigadores (Leschziner y Rodi, 1979; Molls, 1992; Jiménez, 2000;
Meshele y Sotiropoulos, 2000; entre otros). Dichos experimentos se realizaron en un canal
horizontal rectangular con ancho B = 0.80 m que forma una curva en planta de 180°. Debido a
la naturaleza eminentemente tridimensional del campo de velocidades generado en este caso
(Meshele y Sotiropoulos, 2000), esta prueba resulta especialmente importante para verificar el

modelo hidrodinamico desarrollado a lo largo de este trabajo.
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4.3.1 Valores de las variables usadas en el modelo numérico
De acuerdo con los datos reportados por Rozovskii, los valores de las variables usadas en el
modelo fueron las siguientes: Coeficiente de friccién de Chezy igual a 60 mY%/s, velocidad de

entrada al canal U = 0.265 m/s y tirante de 0.058 m (experimento 1 de Rozovskii).

Se consideré condicién de libre deslizamiento en las paredes del canal. Se usé una malla de
calculo como la que se muestra en la figura 4.3, la cual consta de 140 x 20 elementos. En esta
figura se pueden apreciar las secciones a 37° y 102°, las cuales sirven como referencia para
comparar los valores experimentales reportados en la literatura y aquellos obtenidos a partir del

modelo adaptable. Aguas abajo se consideré un nivel constante con valor 0.058 m.

2
— | 02 fado -
E | RS
> .
1} R
7 Py
; )
SSLID %
0 1] l ! L 1 I__l ] ] L4 l
5 5.5 6 6.5 7 75
X[m]

Figura 4.3 Malla de célculo y secciones de estudio
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4.3.2 Resultados

La figura 4.4 muestra el campo de velocidades para el flujo establecido.

Y[m]

z - .
0 RIS BCSTIPS I E S B ST S N S AR |

6.5 7 7.5

5 55 6 .
X[m]

Figura 4.4 Campo de velocidades

De la figura anterior resulta evidente la aceleracién del flujo en la margen interior de la curva
(margen izquierda) respecto a la margen externa (margen derecha). Esta variacion de velocidad es

tipica en el flujo en curvas tal como confirmé Rozovskii (1957).

En la figura 4.5 se muestran los perfiles medidos y calculados de la distribucion transversal de
velocidad para las secciones estudiadas. En este caso “%” representa el componente & de velocidad

mientras que “b” representa la distancia perpendicular a la pared del canal medida desde la

margen derecha hacia la margen izquierda.
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La comparacién es muy buena para la seccién a 102°. Sin embargo, para la seccién a 37°, hay
cierto error en la prediccién, del mismo orden al obtenido por Molls (1992) o por Jiménez (2000)
al modelar numéricamente el experimento de Rozovskii. De acuerdo a las evidencias con las que
se cuenta previo a la finalizacion de este trabajo, se considera que el error al que se hace mencién
bien pudiera deberse a la forma en la que se ha considerado el efecto de las fronteras sobre el

flujo; tema que sera abordado en futuras discusiones.

1 a 1
0.9¢ ° 09f
08 ° 08
0.7F o 07F
0.6 | 06
B 0.5 n 5 0.5 :—
04| o 0.4F
0.3 o 03f
0.2F a 02F
E X
01 - 01

OE[LllllJ.!llllllllllll 0:||||r|,_|||[||4|||1|l

0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.6 2

uw/U wU
Seccidn a 37° Seccién a 102°

Figura 4.5 Perfiles de velocidad calculados y medidos

En la figura 4.6 se puede observar una comparacién entre los perfiles de superficie libre del agua

medidos y calculados en las paredes de la curva. Es de destacarse el buen ajuste de los resultados
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numéricos con los experimentales especialmente en la margen izquierda. Los resultados

obtenidos en este caso son comparables con los reportados en los trabajos de Jiménez (1999) y

Molls (1992).
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o o 9 medido margen izquierda
O O O medido margen derecha

Figura 4.6 Nivel de superficie libre a lo largo de las margenes en la curva

4.3.3 Comentarios finales

Es claro que debido al grado de curvatura de la seccidn en estudio, el flujo desarrollado es
claramente tridimensional tal como demuestran Meshele y Sotiropoulos (2000). Por lo anterior,
resulta admirable la capacidad del modelo bidimensional propuesto para predecir los datos
experimentales obtenidos por Rozovskii (1957). Con esta experiencia, y tal como menciona
Molls (1992), la modelacidon 2D predice aceptablemente flujos en curvas con un ahorro nada

despreciable en esfuerzo de computo comparados con los modelos 3D.



Comprendemos la naturaleza

resistiendole.
Gaston Bachelard

Capitulo 5
VERIFICACION DEL MODELO PARA MALLA ADAPTABLE

5.1 Introduccion
Continuando con la verificacién del modelo que se inici6 en el capitulo 4 para problemas con
malla fija, ahora se presenta un resumen de la verificacién para malla adaptable, que es una parte

fundamental de este trabajo.

A lo largo de este capitulo se describen un par de problemas hidrodinimicos cuya solucién

requiere considerar la dependencia de la zona inundada respecto al tiempo:
e Flujo en un canal con seccién transversal trapecial (apartado 5.2)

e Flujo en cauces (apartado 5.3)

En ambos casos se describen los pormenores de la instalacién y del protocolo experimental para
finalmente comentar acerca de los resultados obtenidos comparados con los valores calculados

con el modelo adaptable propuesto.

5.2 Flujo en un canal con seccién transversal trapecial

5.2.1 Descripcion de la instalacion experimental

Una verificacién experimental del modelo se realizé, en una primera etapa, en un tramo de un
canal rectangular recto de pendiente variable de 26 m de longitud, 0.9 m de profundidad y 0.78
m de ancho (figura 5.1). Tres gatos hidraulicos soportan al canal a una altura de 3 m sobre el piso
y permiten el cambio de pendiente. El canal cuenta con dos articulaciones en los extremos del
tercio medio del canal lo que posibilita dar diferentes pendientes, de ser necesario, en distintos
tramos. El canal esti construido con estructura metalica, placa en el fondo y paredes de vidrio

que facilitan la visualizacion del flujo.

45
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La instalacidn

usada permite regular el valor

del flujo de descarga gracias a |

un sistema de recirculacién y un
conjunto de dos bombas
centrifugas en paralelo. Estas

bombas alimentan un tanque de

almacenamiento que garantiza Iy

carga constante el cual, a su vez,
descarga a un tanque aguas
arriba del canal de 4.2 m de
largo, 1.48 m de ancho y 27 m

experimental §

Figura 5.1 Canal de pendiente vartable del Instituto de
Ingenieria de la UNAM

de profundidad al final del cual se encuentra un vertedor rectangular de pared delgada sin

contracciones (B = 1.48 m) con el cual se afora el flujo. Posteriormente, el agua vierte en un

tanque disipador de energfa de 1.6 m x 1m x 2.7 m a la salida del cual se cuenta con rejillas

0.4 m

DN

Y

0.9m

%
1K

Y

= X
T
0.50m 0.28m

Figura 5.2 Seccién transversal del canal

disipadoras. Aguas abajo hay una

compuerta metalica con manivela
circular gracias a la cual se puede

controlar el tirante de la superficie libre.

5.2.2 La zona en estudio
Se ubicd en los dltimos 12 metros del
canal; la seccién transversal se modifico

como se muestra en la figura 5.2.

Con esta seccidn, pequefias variaciones

en la elevacién de la superficie libre del
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agua se traducen en un cambio significativo del ancho del flujo, esto es, en la forma del dominio

fisico definido como la proyeccién en planta de la zona inundada.

5.2.3 Equipo de medicion de niveles

Para la medicién de niveles se conté con un equipo (HR Wallingford Wave Probe Monitor, UK)
el cual permite detectar pequeiias y rapidas variaciones en el nivel de la superficie libre gracias a
su alta respuesta dinimica y a su resolucion, la cual depende del sistema de adquisicion usado. El
principio de operacidén del aparato consiste en registrar la corriente electrica que circula por un
sensor el cual estd formado por un par de agujas de acero de 30 cm de largo. La corriente que
circula por las agujas es proporcional a la porcién del sensor que se encuentra sumergida (figura
5.3). La corriente eléctrica se transforma en una seftal de voltaje proporcional al tirante. Este
sistema permite la medicion simultanea de niveles hasta en ocho puntos distintos y de manera
independiente generando una sefial que puede registrarse con ayuda de sistema de adquisicion de

datos.

b)Vista de la seccidn transversal del canal y de los sensores
de nivel.

a) Soporte y sensor de nivel.

Figura 5.3 Vistas de la seccion transversal y de los sensores de nivel
(desde aguas abajo).
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5.2.4 Sistema de adquisicion y procesamiento de datos

Para la adquisicién de datos, se usd una tarjeta (National Instruments- PCI6024E, US) con
capacidad de muestreo de 200kS/s y 12 bits de resolucion en 16 canales. La capacidad de la tarjeta
permite un muestreo, practicamente simultineo y a tiempo real, en los 8 puntos de medicién

(frecuencia de muestreo tan pequefia como cada 32us).

El sistema de adquisicién se complementa con un software de adquisicidon desarrollado en
ambiente LabView el cual controla la tarjeta de adquisicién y permite, simultaneamente, el

procesamiento de la informacion (figura 5.4).

Figura 5.4 Equipo de medicién y adquisicién de datos

5.2.5 Procedimiento experimental

Una vez establecido el flujo en el canal para cierto gasto conocido y constante, a partir de
maniobras sucesivas de apertura y cierre de la compuerta aguas abajo se pueden producir cambios
ciclicos en la cota de la superficie libre del agua, los cuales, debido a la seccion transversal del
canal, provocan modificaciones importantes en la forma de la zona inundada. La relacién entre

cotas de superficie libre y la forma del dominio fisico se establecen a partir del conocimiento de
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la topografia del fondo. La informacién experimental que se recopila durante el experimento,
sirve para comparar con respecto a la informacion generada con el modelo numérico propuesto

cuando se simulan las condiciones iniciales y de frontera aqui descritas.

5.2.6 Casos analizados
En general, para los casos analizados en este apartado, se consideran las siguientes condiciones de

frontera y valores de las variables necesarias para la modelacién numérica:
o Aguas arriba. Gasto conocido y constante

o Aguas abajo. Nivel conocido de acuerdo con la informacion experimental obtenida con

ayuda del sensor mas cercano a la compuerta
o Fronteras laterales. Condicidn de libre deslizamiento y flujo normal nulo
o  Malla de calculo. 5 x 5 elementos
o Coeficiente de friccion de Chezy. C = 40 m"/s
o  No se consideran efectos viscosos

En una primera serie de experimentos se trabajé en un canal con pendiente cero y se fijo un
gasto de entrada al canal de 7.05 I/s. En una segunda serie, la pendiente del canal se fij6 en el
valor 0.0094; la descarga aguas arriba fue de 7.9 1/s. En ambos casos, el tirante aguas abajo se
considerd conocido de acuerdo con la informacion experimental obtenida con ayuda del sensor
mas cercano a la compuerta. Esta condicién de frontera se muestra en las figuras 5.5 y 5.6 para el

canal horizontal y el canal con pendiente, respectivamente.
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Figura 5.5 Cota de la superficie libre Figura 5.6 Cota de la superficie libre
medida aguas abajo, canal horizontal. medida aguas abajo, canal con pendiente.
5.2.7 Resultados

En las figuras 5.7 (canal horizontal) y 5.8 {canal con pendiente) se muestra una representacion
tridimensional de la forma de la superficie libre calculada para diferentes instantes. Es de
destacarse como dicha superficie se adapta a la topografia del canal. Puede apreciarse que en el
caso del canal con pendiente nula, la adaptacién se realiza en la direccion transversal al flujo

mientras que la superficie libre permanece practicamente de forma rectangular.

Obsérvese que en el segundo caso la adaptacién de los puntos de la malla aguas arriba y aguas
abajo resulta radicalmente diferente debido a la nueva forma geométrica de la superficie libre.

Aguas arriba los puntos se mueven menos que aquellos ubicados aguas abajo.

En las figuras 5.9 y 5.10 se compara la variacién de la cota de la superficie libre calculada contra

la medida experimentalmente en una seccidn a 5 metros aguas arriba de la compuerta.
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Figura 5.7 Representacion tridimensional de
la topografia (malla obscura) y de la superficie
libre del agua (malla blanca)en dos instantes

diferentes. canal honzontal.
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Figura 5.9 Cotas de agua experimentales y
calculadas a cinco metros aguas arriba de la
compuerta, canal horizontal.
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Figura 5.8 Representacion tridimensional
de la topografia (malla obscura) y de la
superficie libre del agua (malla blanca)en dos

instantes diferentes. canal con nendiente.
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Figura 5.10 Cotas de agua experimentales y
calculadas a cinco metros aguas arniba de la
compuerta, canal con pendiente.
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Como puede verse, en ambos casos, los resultados del modelo adaptable concuerdan
satisfactoriamente con los obtemdos expenmentalmente De igual manera, si se integran perfiles
de veloc1dad transversales en dlferentes secciones, puede verificarse que la perdida de masa es

1n51gn1ﬁcante en ambos casos: \ o

5.3 Flu;o en cauces

3w
2

N '4’-.,

Otra verificacion del modelo adaptable, se realizd en un modelo f151c0 que representa un tramo
de un rio que ﬂuye “sobre una planicie inundable. Como se comentd en’ el capxtulo 1 de este
trabajo, la consideracién de la variabilidad en el tiempo del volumen de control sobre el que se

integran las EDP fundamentales resulta especialmente importante en este tipo de problemas.

5.3.1 Descripcion de la instalacion experimental

Se dispuso de una mesa de arena de 50 m de largo por 15 m de ancho y de un equipo de bombeo
de 30 HP, con capacidad de hasta 150 I/s. La arena usada en la mesa es de granulometria casi
uniforme, con didmetro Dso = 0.80 mm y una desviacion estandar geométrica de 1.3. El gasto
que ingresa al-modelo se afora con un vertedor rectangular de cresta delgada. El vertedor
descarga sobre un primer tanque de 1.34 m de profundidad, 2.3 m de ancho y 3 m de largo
seguido por otro de 1.34 m de ancho pbr 10.15 m de largo. Estos tanques tienen la intenci(')n.de
garantizar un flujo de entrada al modelo sin agitacion apreciablé. Aguas abajo, se dispone de otro
tanque de 1.5 m de ancho por 9.3 m de lago y 1.5 m de profundidad, en el cual se tiene una
compuerta plana vertical que permite regular el nivel de la superficie libre del agua. La figura
5 11 muestra una vista del modelo fisico que fue considerado como prototipo visto desde aguas

abajo.

5.3.2 La zona en estudio
Para este estudio, se selecciond el tramo aguas abajo delimitado por la cuadricula de referencia

que puede observarse en la figura 5.11 y que equivale, a una zona extremadamente plana (higura

5.12).
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5.3.3 Equipo de medicion de niveles y adguisicion de datos
A lo largo de la zona en estudio se colocaron seis sensores de nivel de acuerdo a lo mostrado en la
figura 5.12. Un sensor mas se colocé midiendo la carga sobre el vertedor y otro se empled para

medir el nivel del agua en el tanque aguas abajo.

Figura 5.11 Aspecto general del modelo visto desde aguas abajo hacia aguas arriba. La cuadricula

delimita la zona en estudio.

@ Sensores de nivel

Cota de terrenc [m]

Figura 5.12 Topograffa de la zona en estudio y ubicacion de los sensores de nivel
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Tanto el equipo de medicién como el de adquisicion de datos ya fueron descritos en los

apartados 5.2.3 y 5.2.4. Adicionalmente, se usd un equipo de video-grabacién para registrar la

forma en fa que las margenes de la zona inundada cambiaban en el tiempo.

5.3.4 Verificacidn del modelo para el estado permanente (malla fija)

En esta etapa se verificd el funcionamiento del modelo para flujo permanente con fronteras

irresulares filas v se compard con resultados experimentales. Lo anterior tiene la finalidad de
gulares fijas y p p

asegurar que el algoritmo de solucidn usado no tiene dificultad para trabajar con la irregularidad

de las fronteras presentes en un cauce natural.

5.3.4.1 Condiciones iniciales y de frontera

La figura 5.13 muestra la malla de calculo usada para el calculo hidrodinamico de este caso.

10
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Figura 5.13 Malla de cilculo (16x13 elementos) usada durante la verificacién del modelo para

flujo permanente

Se hace notar que no se ha tomado ninguna precaucién particular respecto a la ortogonalidad de

la malla. El modelo se hizo trabajar considerando un coeficiente de friccién de Chezy igual a 37
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mientras que la viscosidad turbulenta se considerd practicamente cero. Aguas arriba se fijo un
gasto de 0.066 m>/s mientras que aguas abajo el nivel fue de 0.52 m (medido). En las fronteras

fisicas se aplica condicién de libre deslizamiento y flujo perpendicular nulo.

 5.3.4.2 Resultados
En la figura 5.14 (2) y 5.14 (b), se muestra una perspectiva de la forma de la superficie libre del
agua adaptada a la configuracidn topografica del terreno para la zona en estudio. Existe una muy

buena concordancia entre los perfiles hidraulicos medidos y-calcﬁiﬂados (véase la figura 5.15).

5.3.5 Verificacién del modelo para estado no permanente (malla adaptable)

5.3.5.1 Procedimiento experimental
De manera similar a lo hecho en el canal de pendiente variable (apartado 5.2.5), en este caso, se
fij6 un gasto de entrada constante de 6.6 1/s y un nivel aguas debajo de 0.48 m. Una vez
establecido dicho flujo, con ayuda de la compuerta aguas abajo, se provocaron cambios en la cota
de la superficie libre del agua que a su vez se tradujeran en modificactones importantes de la zona

inundada.

Durante el desarrollo de los experimentos se realizaron mediciones sucesivas de la forma de la
zona inundada conforme se modificaba el nivel aguas abajo auxilidndose tanto con los sensores

de nivel como del video.

5.3.5.2 Modelacion numérica y resultados
Partiendo del flujo establecido descrito en el apartado anterior, se procedié 2 examinar el
funcionamiento del modelo en el caso en el.ciue la malla que describe la superficie libre del agua
se adapta automaticamente a la topografia del cauce. Para la serie de resultados presentados aqui,
se optd por realizar la adaptacion cada 100 intervalos de tiempo del clculo hidrodinamico (At =

0.02 s).
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() (b)

Figura 5.14 (A) Perspectiva de la superficie libre del agua adaptada a la topografia de la zona
en estudio (B) Aspecto de la superficie libre del agua para la verificacién en flujo permanente.
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Figura 5.15 Perfiles hidraulicos medidos y calculados a lo largo de la zona de estudio para la
verificacion del modelo adaptable en flujo permanente.
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Entre el inicio de la prueba experimental (una vez establecido el flujo) y su final transcurrieron
13.5 minutos los cuales se modelaron numéricamente en 3 etapas de poco mas de 4 minutos con
la intencién de revisar entre etapa y etapa la nueva conformacién del espacio fisico. La figura
5.16 muestra la variacién de la cota de la superficie libre con respecto al tiempo medida en el
sensor aguas abajo mas cercano al tanque; dicha variacidn, sirve como condicién de frontera para
la modelacién numérica. La informacién proporcionada por el sensor en el tanque aguas abajo

tuvo que desecharse debido a la turbulencia que se genera en dicha zona.

La figura 5.16 compara las cotas de superficie libre medidas y calculados para el primer sensor

(de aguas arriba hacia aguas abajo) ubicado en la zona de estudio.
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Figura 5.16 Condicién de frontera aguas abajo y cotas de superficie
libre medidas y calculadas aguas arriba
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La figura 5.17 muestra una secuencia de imégenes en las que se comparan las margenes medidas y
calculadas en este caso. Las imagenes corresponden a los tiempos O min, 5 min, 9 min y 13.5 min

respectivamente.

Como se puede apreciar, para el caso presentado aqui, el modelo reproduce satisfactoriamente el
proceso de inundacién descrito experimentalmente. De hecho, las diferencias entre los valores
medidos y calculados no son significativas excepto, posiblemente, en las que se muestran en la
figura 5.17 (a) en la que los errores podrian ser importantes aunque no necesariamente atribuibles

al algoritmo de solucibén propuesto (véase, apartado 5.3.5.3).
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Figura 5.17 Forma de la zona inundada. Margenes calculadas considerando

malla adaptable vs. margenes medidas experimentalmente. (6.6 1/s)
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5.3.5.3 Rango de variacién experimental

Con la finalidad de conocer las fuentes de error que podrian repercutir en las predicciones hechas
con ayuda del modelo adaptable, se analizaron varias posibilidades llegando a la conclusion de
que la méis importante de estas fuentes, se encuentra en lo que aqui se ha llamado rango de
variacion experimental. El origen de este error se encuentra en la imposibilidad de obtener,
exactamente, la misma zona inundada en diferentes sesiones experimentales aiin cuando se
considere que las condiciones de frontera aguas arriba y aguas abajo no se modifiquen en
absoluto. Lo anterior obedece a la susceptibilidad del modelo de fondo mévil a cualquier
alteracién de su topografia por minima que esta sea, maxime tratandose de una zona

. » . ’ - ’
particularmente plana. Asi, entre un experimento y otro, las mirgenes del flujo se podian
. .. )
encontrar en diferentes posiciones pero acotadas en una regién a la que se ha llamado en este

trabajo rango de variacion experimental.

Para determinar la amplitud de dicha regién (para cierto gasto y nivel aguas abajo), fue invaluable
la ayuda proporcionada por el equipo de video-filmaci6n el cual, permitié identificar zonas en las
cuales se presentaban tirantes muy pequefios dando la apariencia de no existir intercambio de
agua con los alrededores. Se noté que dichas zonas cambian de experimento a experimento aun
para las mismas condiciones iniciales y son precisamente las que permiten definir el rango de
variacién experimental. Adicionalmente, debe recalcarse que este error comienza a cobrar
importancia, sobre todo, en el caso de flujos con velocidades “bajas”. Obsérvese por ejemplo la
figura 5.18 donde se muestra la zona en estudio y se delimita el rango de vartacién experimental
para este caso (zona limitada, para cada margen, entre la linea continua y la linea discontinua).A
Note que la superficie correspondiente a la zona de variacion experimental es tan importante

como la zona en la que se considera que siempre hay flujo.
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Figura 5.18 Rango de variacion experimental de la forma de la zona inundada para flujo
permanente

En consecuencia, durante la etapa experimental en la mesa de arena, se buscd no solamente
delimitar el rango de variacién experimental de la zona inundada, sino ademas los experimentos

se desarrollaron bajo condiciones de flujo que mintmizaran estos efectos.

5.4 Comentarios finales

Con los resultados obtenidos en este capitulo, y en general a lo largo de este trabajo, se tiene
plena confianza para asegurar que la modelacion adaptable tiene un potencial de aplicacion
practica muy importante en el calculo hidrodinamico y muy particularmente en el caso de flujos

no permanentes.

A partir de lo anterior, se considera que es momento de recapitular y reflexionar sobre los
objetivos cumplidos hasta este momento de la investigacién, asi como plantear las metas por
alcanzar en proyectos futuros con la finalidad de Profundizar en aquellos aspectos que podrian
enriquecer la discusién alrededor del uso de las mallas adaptables para la solucion de la

hidrodindmica de cuerpos de agua.



CONCLUSIONES

Se desarrollb y verific un modelo hidrodinimico 2D promediado en la profundidad referido a
un sistema curvilineo de coordenadas que es capaz de considerar la dependencia del volumen de

control con respecto al tiempo.

Como se pudo demostrar, la concepcién resulta especialmente importante en le caso de flujos en
cauces en donde pequefias variaciones de la superficie libre pueden significar un cambio

importante en la forma de la zona inundada.

El modelo desarrollado se refirib a un sistema curvilineo generalizado de coordenadas con la
intencidn de ser capaces de atacar problemas con geometrias irregulares sin los inconvenientes de

otras técnicas numeéricas.

El algoritmo de solucion propuesto tiene la intenci6n de garantizar un costo computacional bajo,
alin si se compara con algoritmos que no consideran la dependencia temporal del volumen de
integracién. Lo anterior es posible gracias a que la solucién numérica propuesta disocia los
componentes fisicos involucrados en el fenémeno en estudio, llamados adveccidn, difusion y
propagacion. De manera paralela se considera la dependencia con respecto al tiempo de las
variables hidrodinimicas fundamentales. Con este enfoque, es factible escribir la solucién al

sistena que define al problema en términos de sistemas lineales tridiagonales.

El modelo numérico propuesto se verificé experimentalmente en varios casos. En cada uno de
ellos se buscé analizar cuidadosamente las cualidades y los inconvenientes de la metodologia

propuesta con la intencién de tener elementos suficientes para sugerir adecuaciones a la misma.

En términos generales, la modelacién adaptable provee ventajas que no pueden dejarse de lado;

entre ellas se destaca:

61
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e En primer lugar, la posibilidad de considerar de manera adecuada el problema de la
dependencia en el tiempo del volumen de control sobre el que se integran las ecuaciones

diferenciales parciales que describen a cierto fendémeno de la naturaleza.

e Laldgica de este tipo de modelacién es aplicable a diversas areas del conocimiento y a una

abundante variedad de problemas en los que intervienen fronteras moviles.

e El concepto sobre el que se desarrolla esta metodologia tiene un importante soporte

fisico-matematico el cual la hace confiable.

s Permite identificar el vinculo entre el espacio fisico sobre el que se desarrolla el fenomeno
en estudio y sus variables; lo anterior ayuda a profundizar en el conocimiento sobre el

problema.

En el caso especifico del modelo hidrodinimico propuesto, las ventajas relacionadas con el

concepto de adaptabilidad pueden resumirse en las siguientes:

e El modelo permite considerar la dependencia del espacio fisico con respecto al tiempo y

la repercusién que ésta tiene en la hidrodinamica del problema.

¢ El modelo hace posible calcular la hidrodindmica del flujo de manera simultanea con la

forma y tamafio del volumen de control.
Con relacién al algoritmo de solucidn, se consideran como sus principales contribuciones:

o La disociacién de los procesos fisicos involucrados permite utilizar los esquemas numéricos
de solucién mis convenientes para cada etapa o en su defecto abre la posibilidad de explorar
dentro de una amplia variedad de métodos de solucién con la intencién de proponer mejoras

a la idea expuesta en este trabajo.
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e 1La estructura modular del algoritmo de solucién en general, reditha en economia de

’
computo.

e El modelo propuesto se desarrolla en términos del concepto de adaptabilidad el cual no es
frecuentemente utilizado en la literatura para abordar el tipo de problemas tratados a lo largo
de estas lineas por lo que este estudio y sus resultados, invitan a profundizar en lo aqui

EXPUESIO .

Por supuesto que con lo hecho en este trabajo, no se pretende agotar todos los aspectos
relacionados con la modelacién adaptable. Se est4 consciente de Ja necesidad de proseguir con el

trabajo de investigacién iniciado para lo cual, se sugiere:

e Profundizar en aquellos aspectos que permitan abordar problemas con topologias mas
complejas; en particular, configuraciones geométricas de flujos en los que aparecen islas,

brazos, etc. y que no son considerados dentro de la propuesta desarrollada en este trabajo.

o Investigar otros criterios para considerar el efecto de las fronteras sobre el flujo (condiciones

de frontera).

: .. ;. .
¢ Estudiar la conveniencia de otros esquemas numéricos de solucion.
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PRINCIPIOS BASICOS DE LA TRANSFORMACION DE ECUACIONES

La intencion de este apartado es describir las bases fundamentales de la transformacién curvilinea
de las ecuaciones diferenciales parciales. Para profundizar en el tema, el lector puede revisar los

trabajos de Anderson 1995, Johnson y Thompson 1978, entre otros.

Transformacion de derivadas de primer y segundo orden

Con la intencion de hacer mas sencillo este analisis, se considera un flujo bidimensional no
uniforme cuyas variables independientes son x, y & ¢ (x & y variables de posicién, t el tiempo).
Lo que a continuacion se hace es transformar estas variables, que corresponden al espacio fisico
(x, ¥, #) a un nuevo conjunto de variables en el espacio transformado (& 7, 1), en donde las

ecuaciones de transformacion respectivas son:

E=¢yt) : @1)
=11 (a.2)
7=17(t) . (a.3)

Ahora considérese una EDP escrita en terminos del espacio {x, y, #) y sus derivadas. Para llevar
o : . .

esta ecuacion al espacio transformado (& 7, 17), es necesario remplazar las derivadas con respecto a

las variables x, y & ¢ con las correspondientes con respecto a & 5y . Lo anterior es posible a

partir de las ecuaciones de transformacion (a.1), (a.2) y (a.3) y aplicando la regla de la cadena, asi:

£-{3-(3)
2k (Eh )
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En las ecuaciones (a.4) a (a.6), y en general en lo que sigue, las variables con subindice denotan
derivadas. Los coeficientes de las derivadas con respecto a & 77y 7se llaman coeficientes métricos
y se obtienen a partir de las ecuaciones de transformacién (a.1) a (a.3). De manera similar, al

derivar (a.4), y (a.5) con respecto a x, & y respectivamente se tiene:

& (o % 3 & &

e R PR P e @)

& (o g 7 d* 3’

PR b e A e @8
Por otra parte, la derivada mixta con respecto a x & y:

g (o 3 A 7 6

" [%}:yx + [E}rﬂ + [?Js‘,&y + [ﬁ]rmy + (%J[ﬂx@ + s”xr?y] (a.9)

Vale la pena enfatizar, que las ecuaciones (a.1) a (a.9) se usan para transformar las ecuaciones que
gobiernan el comportamiento de un fluido desde el espacio fisico (x,y,t) al espacio computacional
(& m, 7). El propdsito de la transformacién es, en la mayoria de los casos, el de llevar [a malla no

uniforme del espacio fisico a una malla uniforme en el espacio computacional (Anderson, 1995).

Coeficientes métricos y Jacobiano de la transformacién

En las ecuaciones (a.4) a (a.9) los términos representados por las derivadas de &, y 7 con respecto
a x & y, se llaman coeficientes métricos. Como se puede observar, representan la forma en que
los ejes curvilineos cambian a lo largo de los ejes cartesianos. Asi, los coeficientes métricos se

encuentran intimamente ligados a la geometria de la malla.

En el caso de que las ecuaciones de transformacién (a.1) a (2.3) fueran dadas en forma analitica,

entonces, los coeficientes métricos podrian determinarse por derivacidn directa. Sin embargo, en



Apéndice A A-67

la mayor parte de las aplicaciones las ecuaciones de transformacién se presentan en forma

numérica y por lo tanto los coeficientes métricos deben calcularse a partir de diferencias finitas.

Para la discusién que sigue las ecuaciones de transformacién , ecuaciones (a.1) a (a.3), se presentan

a continuacion en su forma inversa:

x=xEn, (a.10)
J’“J’(E.un,"?) (311)
t=t(r) (a.12)

Con la intencién de obtener los coeficientes métricos a partir de las ecuaciones anteriores
requerimos relacionar las derivadas de £y 77 con respecto a x & y con sus inversas (derivadas de x

8 y con respecto a £y 17)).

Considérese la funcién ffx, ), tal que las variables x & y son funciones de £y 17 (x = x(&§ 1)y =
W& n)). Ast, la diferencial total de fes:

4f=%dx+%dy (a.13)
de donde se sigue que:

g _I& T

E R TP (a.14)
g_9&, 9%

o aom yon (a.15)

Las ecuaciones (a.14) y (a.15) representan un sistema en donde las parciales de f con respecto a x
& y representan las incégnitas. Dicho sistema puede ser resuelto por la regla de Cramer. Asi,

resolviendo por ejemplo la parcial con respecto a x, se tiene:
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RS

(a.16)

SEEERECER
Flole|Pler|e

donde el denominador de la ecuacién (a.16) representa al Jacobuano o Jacobiano de la

transformacidn:
& &
Hey)_|oE o
J= =
Aen)"|E & @17
Z

Resolviendo la ecuacién (a.16) y expresandola como operador:

FECICE

Resolviendo de manera similar para la parcial con respecto ay:

g 1y aY e 7 Nz

S| bl pea B B 19

2-5{&13-E)5) @19
Puede observarse que las ecuaciones (2.18) y (a.19) representan los operadores derivada de una
funcién en el espacio fisico en términos de derivadas con respecto a las variables en el espacio
computacional. Es claro que (2.18) y (a.19) son equivalentes a (a.4) y (a.5) respectivamente,

obtenidas a partir de la transformacién directa, en el primer caso, y a partir de la transformacion

inversa en el segundo.
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Finalmente, considérese la transformacién inversa (x = x(&n), y = (£7) v la transformacion

directa (£ =&x,y) 7 = nfx,y)). A partir de ellas pueden escribirse los diferenciales:

dx = (%dg +%dr; (a.20)
= %d§+%dr] (a21)
a5 =Z o Sy (a.22)
dn= e+ Ty (2.23)

Escribiendo en forma matricial el sistema dado por (2.20) y (2.21):

071

? Bﬂ (a.24)

x& o

Ly
1]
SR

De igual manera, para (2.22) y (2.23):

ik

Resolviendo la ecuacién (a.24) para d&'y dn:

)

x
2 [z] (3.25)
Y

PP ®R

[d"} (a.26)

RO &»
RNy
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Ahora, comparando (a.25) y {(a.26):

1

& &) [a &' [& _a
& &|_ (g o _1| oy &n
n n|7|a ¥ Tila & (@.27)
& & gt on 7 3

A partir de esta tltima se obtienen las relaciones entre los coeficientes métricos inversos y

directos:

a _1a

E;___j% (a.28)
o 1&

& Tx (a.29)
FE 1

5——75‘; (a.30)
on 1 &

E=75£ (a.31)



Apéndice B
TRANSFORMACION CURVILINEA DE LA ETAPA ADVECTIVA

Ecuaciones diferenciales parciales que representan el proceso advectivo referidas a un sistema

cartesiano rectangular:

u +uu, +vu

y =0 (b.1)

Vptuv +vv, =0 (b.2)

Transformando (b.1) usando la regla de la cadena (apéndice A):

(u )nfn -}[(x,,(v—y,)+yn(x, _'“)) e "'(xg()’; —v)+y;(u—x,)) "r;]=0 (b.3)

donde (v-yy), (xr2)(ye-v){a-x) representan velocidades relativas al sistema inercial.

De manera similar la ec. 2 se escribe:

ALY R CRA P ) VY s P ) 4 (b.4)

Las ecuaciones (b.3) y (b.4) se pueden escribir como:

(4. )y, + Aug +Bu, =0 (b.5)

(v, )ﬁ +Avs +Bv, =0 (b.B)
donde :

A== Ly =23y o -] D

3=__}[x¢(y, )+ yelu-x)] (b.8)
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Las ecuaciones (b.5) a (b.8) corresponden a las ecuaciones 15 a 18 del capitulo 3, las cuales se
resuelven trarando por separado cada direccién curvilinea; a partir de las ecs (b.5) y (b.6) en Ia
direccién &, se obtiene :

= g =0 (b.9)

A =0 | (6.10)

u

Las cuales se resuelven de manera explicita para obtener la primera aproximacién de los

componentes de velocidad denotadas por #'y v', y que a su vez se usan para resolver (b.5) y

(b.6) en la direccién 7 :

un+”3_u' . .
LT By =0 (b.11)
v"“”—v‘ L)
Y=o (b.12)

En las ecs (b.9) a (b.12) y que corresponden a las ecs 30-33 del capitulo 3, los coeficientes A y B se
calculan a partir de las expresiones (b.7) y (b.8), respectivamente; los superindices n+1/3 son

indicativos y denotan los valores de los componentes de velocidad tras el calculo del proceso

advectivo. Los valores #™"*y v"*"'> se usan como condiciones iniciales para resolver la etapa

difusiva en la que se calculan u™*?y v™*2".
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TRANSFORMACION CURVILINEA DE LA ETAPA DIFUSIVA

Las ecuaciones diferenciales parciales que representan el proceso difusivo referidas a un sistema

cartesiano rectangular:

ty = i +uyy) (c.1)

v =0, g +v,,) ' (c.2)
Transformando la ec (c.1)

(2, );,, - %[(“;J’n - ”n}’;)(x: )g,, + (“nx.: - “gxn)(”: )-fr;]: {% (”::hz =2 Ye Yy + "rmyfz)+

+ 313“ [0y - 2020760 + 3570 Noe, ~ e )+ 0z = 23300, + 3¢ % g ) |+ (c.3)

bl -2 2o 25y ~ 2520 + 520 )
+ 7 UgpXy — elpnXeXy T+ UnnXs FEAK Vg —LXpXqVen + X Von g Xy —UpXe )+

(xnzxﬁf — 2xpxpXeg + xgzxw)(uqy s 24 ’?) ]} “
Agrupandoz

("r)gq _5[("554: _“nyé)(xr);q + (”r;x-f - "-fxr;)()’t )gq]=

1 1
=y, [}7 (g2025 — 281205, + 8u"rm)+ 3?(8223’54; ~281¥ey t+ gllyrm)("éxrf - “nx¢)+ (c.4)

+ %(822".:5 —2812% t &) lxw)("ny: - “;J’n)}
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De manera similar la ec (c.2):
1
(\r'I )fﬂ - 3 [(ng'l,:r — vqyg)(x, )51? + (an‘: - v;x,? )(}’1 )'5’1'] =
1 i
= '—’:[F (822";.: =281V gu"qn)"' F(gzzJ’;g 2812V + & Iyqq)(vrfxﬂ - ":ﬁ,‘)* (c.5)

+ %(822‘):&5 - 2g12x§q + 8 1&,,,)(%}’; - vqu)}

Si se considera que el movimiento de la malla ya fue considerado durante la etapa convectiva, en

este caso x = o= 0y las ecuaciones (c.4) y (c.5) se pueden agrupar como (ecs 19-29 del cap 3):

(u, )511 =Qu; +fu, +E (c.B6)
(v )y =8 Ve + By, + F (€.7)
donde :
9= Cx,? _ Dyﬂ (08)
B =Dy; —Cx; (c.9)
C= ‘3’;(822)’:; —2812Yen + & 1)’;;;;) (¢.10)
Dz%(gzzx.gg ~2g1%g, +g|lxm3) {c.11)
E= %(gn":g =28yl + gllunq) (c.12)
F= %(322"55 =28V + gllvnn) (c.13)
gn =x§+y§ (0.14)
gn =% +¥; . (c.15)
81y = XXy + Ve Vy (c.16)

donde gu, giz y g= representan los componentes de la matriz métrica de transformacion.

Suponiendo que la malla de cilculo es aproximadamente ortogonal, las ecs (c.6) y (c.7) se

simplifican, respectivamente (ecs 34 y 35 cap 3):
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v
(a )y, =J_'z(822“:¢ + g1ty (c.17)
(v );,, = %(gzzvgg + gllvrm) (c.18)
Las ecs {c.17) y (c.18) son independientes entre si y se resuelven usando un método en dos etapas

en direcciones alternadas como el propuesto por Peaceman y Rachford (1955). Para la ecuacién

(c.17):

¢ n+) . 1/3
u - A=%”rm[g32“¢e+gf1“r’;5 | (c.19)
n+y . . 2/3
W7 = Vo ey + gty (c.20)

que corresponden a las ecs 36 y 36’ del capitulo 3.

Mientras que para la ecuacion 35 :

v v B = Y v ehvie + et ] (c.21)
n+ * L) n_ n+2/3
vy =%U:A’[332"¢¢+3n"n3 | (c.22)

que corresponden a las ecs 37 y 37” del capitulo 3.

La solucién de las ecs (c.19) a (c.22), se reduce a sistemas matriciales tridiagonales los cuales se
resuelven usando una eficiente y econdmica rutina basada en el mérodo de doble barrido

(William et al, 1986).
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LINEALIZACION DE LA ETAPA DE PROPAGACION

Desarrollando en coordenadas curvilineas los operadores divergencia de U que aparecen en la

ecuacién 38 del capitulo 3 se obtiene :

P 24 " n
a divU™! =3Lz,,U¢+‘ —y U g - v (d.1)

" 1- n n n n
(i-a)dvu _{ Ja)[ynU; -y U7 + 0.V —x,,l@] (d.2)

Adicionalmente, la variacién en el tiempo de la cota de la superficie libre del agua, H, se escribe:

(#, )(x,y) =(H, )(.f,q) + "l}'[(Hixu - Hyx, ny )(m) - (H;y,, —Hyye Xx, )(s‘.rf)]

(d.3)
De manera que la ecuacién 38 se escribe (ec 41 cap 3)
AH n+ n+ ] ] - n
(EJ( )+ %(«Vnué L-x I)+7(qur -y,,x,)Hg + ( ~ )(:VvUr,' "anf”)*
& .
(d.4)

%(J‘-:Vr:"+1 - J’;U;H)* 5()’»:": ~xgy, H, + "(I‘_J—a)(x:"n" - J’cUn")= 0

Las derivadas de los flujos unitarios U y V se pueden obtener a partir de la ec 42 del cap 3 en la

cual:

graa'H"+1 =%[()’,,Hg+l —)’gH;H} +(x§H;+l —qugH)}] (d-5)

graatt® = L[, 117 -y ¥+ ooty - 2] (d6)

Considerando las ecs (d.5) y (d.6), separando el componente X de la ec 42 del cap 3:
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—y vt yertr e (s )

_ Un+% gAt |:ahn+l el _
J

n
g YU 7 ghta ght a gAt ﬁ:

O de manera simplificada:

U”+I =a|AH; +ﬂIAH +7l +a2AHq+ﬂ2AH +]’2

~ Similarmente en el componente Y:

V™ = @ AH, + BiAH + 75+ ayAH, + BAH +,

con .
aght .,
o =——2—y.h
T
& g
..-h_n]-jg
Uﬂ+% a] ; U?‘l+% ﬁh”
h= —Hg = +
G « G a
agit "
ay=——yh
2 cJ Ye
_9 n
2 - hn "7
h.l’l
h_ﬂz
o
ay == gAtx":hn
CJ
Q3 ;.0
=2t H;

(i ar, + H7aH )+ —Cl—jy;(”"AHn +Z0AH )+ o (e +y,H3)

(d.7)

(d.8)

(d.9)

(d.10)

(d.11)

(d.12)
(d.13)

(d.14)

(d.15)

(d.16)

(d.17)

(d.18)
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n+;/ n
’s =VT’+%"_ (d.19)
2y = E’C_g,%i y (d.20)

1
Ji2 —% 2 (d.21)
Y= ﬂf (d.22)

La discretizacién de la ec 41 del cap 3, la cual puede desarrollarse linealmente en términos del

cambio en la cota de la superficie libre del agua usando las expresiones (d.9) - (d.22). Tal como se

indicd, esta ecuacién se discretiza alrededor de los nodos de la malla H de la figura 3.3 con la

intencién de resolver la etapa propagativa. Los detalles se presenta en el apéndice E.
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DISCRETIZACION DE LA ETAPA DE PROPAGACION

El proceso de propagacién descrito por la ecuacidn 41 del capitulo 3 representa la parte medular
del modelo propuesto. La solucidn de dicha ecuacién se realiza a partir de un proceso iterativo
con realimentacién alternando las direcciones de barrido (Benqué er al, 1982). La estructura
simétrica de la ecuacién 41 permite separarla con facilidad en las direcciones curvilineas &£y 7.

Auxilidindonos de las ecuaciones (d.9) y (d.10) del apéndice D y discretizando alrededor de los

nodos de la malla H (figura 3.3) denotados por “xC” en la figura e.1,

Malla H —e—@-

7] Fy
L ® ®
Xijtl XEr Xt
T 0
xPj xCy  |xPinj
i T - ———9— -® u
r‘; Malla U
|
Xij xIy  Xistj
j- 1 *— @ @
| | >
i+1

Figura e.1. Celda de calculo
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12 ecuacién 41 del capitulo 3 puede, entonces, escribirse de la siguiente manera (ec 44, cap 3) :

ayAH; +byAH; + 0, AH +dy; = ay A + by OH; +CpAH +dyy (e.1)

donde :

= e =+ )= sl = milsy + ) ©2)

if

by = T [yq amu‘*‘(l M2 A +/32,+1;) @ — (1 m;_ wzxﬂly"‘ﬂzy))

u —xy b @aianj + 0= Mg 2 Wi * Baiiy) - @y = (U =miy Ny + By )] (e.3)
Cuj = % Dol + M2 Bunsy + Boias -, (a4i+l 5+ 412 B + Baie h) (4)
dy; = f—y [0, + 7200y = 705 = 72} 5 Favany + Fasars = 735 = Yai )+
LS8 o, -5}, - ) ©5)
Ay = J% [(azy' - mj—l.’Z(/Bly' + ﬂzy'))J’; - xc(asfj —myy 2(ﬂ3r‘j + ﬁ4y))] (€6)
by =3 bl + 0= mpr By # Boyus)-ay == myai By + Bay)-
—xgle @y + =102 WBgr + Bager)- o~ 1~ mi112 X8y + Bus | (e.7)
€y = J%[y:(“zw t m;‘+uz(ﬁw+t + ﬁzsju))— Xg (“3y+1 - j+uz(ﬁ3y+1 +ﬁ4y+1))] (e:8)
dy; = %, [y; (}'lwl; +¥oiay ~ Yy~ ?'Zy) X (73,»,:, +Yaivrj ~Vay ~Yag fI¥ )]
l 7 = [V¢ (UMHU - UM ) Xg (er -V )] (e.9)

i

En las ecuaciones anteriores, UM y VM representan los flujos unitarios por unidad de ancho

promediados en las caras v y en la cara # respectivamente y [ representa al Jacobiano de la
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transformacion calculado en la celda que tiene como centro xC (figura e.1). Por otra parte, los

coeficientes o, B, y vy tienen la forma general dada en las ecuaciones (d.11)-(d.22) del apéndice D.

Por su parte los factores de peso 72, ponderan las distancias relativas de los puntos de la malla en
el espacio fisico. Para este trabajo, por ejemplo, i+ tiene la forma siguiente para un punto de

la malla que tiene como centro xCi:

o ) R e (e.10)
t+% J(xC,j —xP,-+U)2 + chrj ”J’Enj)z + \/(xPHlj - xcr'+1j)z + (yPHlj - }’Cr'+|j)1

El procedimiento iterativo con realimentacion con el que se resuelve la ecuacién e.l ya fue

comentado en el capitulo 3 (apartado 3.3.3).




Apéndice F

CONDICIONES DE FRONTERA PARA LA ETAPA DE PROPAGACION

Aguas arriba (direccidn &, gasto conocido)

U & vM[*' se asignan directamente y las ecuaciones e.2 a e.5 del apéndice E se escriben:

ay; =0 (f.1)
by = % [yq(_ Xppyy (1 - M fzxﬁlm; + ﬁzm;))" xr](_ Qg + (] - mr‘+I12X.ﬂ31'+lj + Baivij »] (t2)
Cy = ja_ [yr} (ali+1j + M2 ()815”; + ﬂzm; ))" X, (a4i+lj tm,y, 2(ﬂ3i+1j + ﬁ4i+]j ))] (+3)
Y .
duj = %[yqG’mu + ¥y T UEH)' xn(731'+1j +¥ain; )]"‘
+ (l—a)[yn( r"-T*U _U;)_' xn(VMr"lU)] (f‘4)

Jyy

Aguas abajo (direccion &, nivel conocido)
Para este caso las ecuaciones e.2 a e.5 se calculan igual que en el apéndice E. Debe tenerse en

4 * .7 .
cuenta que el término ¢, AH,,;; de la ecuacion e.1 es conoctdo para este caso.

Margen derecha (direccion 1, flujo nulo y libre deslizamiento)
St 9=0°6 6=180° (8 se defini6 en el apartado 3.4.2) entonces ¥;*' =0; UM]*' = UM]}] de manera

que las ecuaciones e.6 a e.9 del apéndice E se escriben:

azi’- =0 (f. 5)

[24

75,
i

[ - -"g(“ Q34541 +(1 "’"j+1121ﬂ3y+1 "'ﬁmjn)‘as:j = (1 = mj—l!ZXﬂSij + ﬂ'iij»] - (f.6)
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‘ f.
€2y = % [‘ xnf(a3{f+| - j+112(ﬂ3ij+l + ﬂdaj+1))] (t7)
y
a .8
dyy = 7 2 xelragn +Vaga) ]+ )[ x:( u+l)] (1-8)
i
De otra forma, a partir de la ecuacidn 50 y 51 del capitulo 3 se propone:
UM!I;HI qr cosd (f.g)
cos 26
Vn+l _ 4 sin @ (fg,)
Al (il
cos 26

En las cuales g representa el flujo tangente asignado a la cara a partir de valores interiores. Con lo

anterior, las ecuaciones .6 a e.9 del apéndice E se escriben:

agy =0 (£.10)
by = s bl g+ 0y + Byl s 0 m kB + By 1)
f[vgu;:.‘ e s ]

€2 = ic; = [l a2lj+1+m1+ll2wly+l+ﬂ2y+l)) xg(a3,_,+1+m1+1,2(ﬂ31+1+ﬂ4y+1))] (f.12)
%2y = JC; o Delrger +ragm)- x;(}'a,,+|+n,,+,)] IC. [V:(UMW UM}’)*&(%’-Z.—V;‘)] (f.13)

)

Margen izquierda (direccion n, flujo nulo y libre deslizamienta)
Si §=0°6 @=180° entonces ¥} =0; UMJ} =UM]*' de manera que las ecuaciones e.6 a e.9 del

apéndice E se escriben:

f.14
Gy =%[“ x&(“a:j - mj—lrz(ﬂw +ﬂ4';f))] o

i
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25‘/':72;[ _xﬁ(_a‘.iy'_(l—mj—IIZXﬂ3y+ﬂ4y))J (f.15)
6y =0 . (f.16)
a (1- a) f.17
oy =~ =l +7a) [‘f( o) *17)
'U
De otra forma, a partir de la ecuacién 50 y 51 del capitulo 3 se propone:
p y P prop
nel _ 4; COSE 7.18
UM””I cos28 ( )
yra 450 (f.18")
gl cos28

En las cuales q: representa el flujo tangente asignado a la cara a partir de valores interiores. Con

lo anterior, las ecuaciones e.6 a €.9 del apéndice E se escriben:

i = ic, 2 [yelaray — my. 2By + By ))- xelay = my112(Bsy + By )] (£.19)
= e 2 [yecaany = 0= mp s aNBiy + Bog - x5l sy = (= s 2 N8y + By )] (f.20)
Cy =0 (f.21)
G =T, L2 SR N S . “)[yg(u n oM 5, - v (f.22)
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