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Introduccién 

Ty sn articulo de Jos afios 1926 y 1927 E Cartan logré una clasificacién completa de los 

éspanios Ricmannianos simétricos globalmente jireducibles. Localmente, el resultado se deter- 

nua nsando Ja clasificacién de todas las Algebras de Lie simples sobre R, un problema que 

Cartan ya habia resuelto en 1914. Eh método que us6 requiere un numero exagerado de calculos 

sobr la signatura de Ja forma de Killing; esta clasificacion es un refinamiento significativo de 

le asiicacién dada por Kalling-Cartén de las Algebras de Lie simples sobre C. 

LE] trabajo que presentamos ofrece una forma de clasificar las algebras de Lie simples reales 

ema manera alternativa a la que dié a conocer E, Cartin El] métode que usamos en este 

trabay es el que presento Victor Kac en 1969 {7]. El método de Kac se recopilo en el libro 

de Helgason '3’ y consiste en el estudio de automorfismos finitos de un algebra de Lic simple 

compleya Como veremos en los capitulos 3, 4, 5, dar la clasificacién de las algebras de Lie 

staples sobre = es equivalente a dar la clasificacién de las formas reales de algebras de Lie 

snuples sobre ©. que a su vez es equivalente a dar la clasificacién de los automorfismos de orden 

Hus “mvoluciones) de wn Algebra de Lie simple sobre C. 

Encl primer capitulo se definen y axiomatizan los conceptos basicos necesarios que se usardin 

dhipaute todo el escrito. 

Ln cl segundo capitulo trataremos la clasificacién clasica de las Algebras de Lie simples sobre 

<) yesultado de Rolling, Cartén. Dynkin y Coxeter. La manera en como se da la clasificacién 

iaasando sistemas de raices El método que consiste en usar los sistemas de raices (seccién 

Grupos Finitos (Coxeter), 

  

213. aparece en muchos contextos del Algebra. Teoria de Carcajes 

Aleebras de dimensién infimta, Algebras Hereditarias, etc (ver. {1}. (21, (6), (9])- De hecho una 

apheacdn muporitante de los sistemas de raices la obtendremos para establecer la clasificacién de 

Jilzcbtas de Lie simples sobre 2. La forma como se obtienc la clasificacién de las algebras de Lie 

sunplcs subre © es estableciendo una biyecezén entre clases de zsomor fismo de dlgebras de Lie 

sunpirs sole Dy las clases de isomor fismo de sistemas de raices indescompombles Esta 

corte spondencia se puede extender a clases de asomor fismo de algebras de Lic semusemples



sobre € y clasos de zsomor fismo de sistemas de reices; ya que un Algebra de Lie senisemple 

es suma directa de samples y un sastema de raices se puede descompone: en una unidn de 

  

sistemas de raices indescomponables (teorema 5 y 6). 

La torcera parte del trabajo consiste en definir parte de mitestro objeto de estudio, las formas 

  

reales de wn Algebra de Lie g soe C. El resultado principal de este capitulo es que hay ma 

biyeecién entre clases de isomarfismo de las formas reales 9 y las clases de conjngacién de 

mvoluciones de g (teorema 13). 

En el capftulo 4 se generalizan los conceptos del capitulo 2; es decir, definimos lo que os un 

sistemas de raices generalizado, La matriz de Cartin generalzada y cl Diagrama de Dynkin 

generalizado (seccién 4.1, 4.2, 4,3): Analogamente se demuestran teoremas generalizados seme- 

Jantes a los del capitulo dos. Es importante hacer notar que el capitulo 4 contiene lo teoremas 

piincipales (14), (15), (16) por media de los crales podemos clasificar los automorfismos de 

oiden 2; la forma como se hace se mnestra on nuestra aplicacién presentada en el capitulo 5. 

Inn sintesis este trabajo reorganiza y completa el artfculo presentado por Victor Kac en 

1969 [7], en Jo referente a los automorfismos de orden dos, De tal modo que toda la teorfa que 

necesitamos esta totalmente contenida en la presente tesis. 

 



Capitulo 1 

Preliminares. 

1.1 Introducci6n. 

kn esta capitulo, se define y axiomatiza los conceptos basicos que utilizamos en todo este 

trabajo Las afirmaciones que se presentan en este capitulo no serén demostradas, pero en 

todas xe dard una referencia. 

1.2 Algebras de Lie. 

Definicién 1.2.1: Un espacio vectorial g sobie un campo X (que en nuestio tiabajo serd en 

os eral 2 6 2} con una operacion g xg —> g denotada por (x. y) > [ y], ala cual Namaremos 

  

rarchete de Lie o conmntador de x. y, es Hamada un élgebra de Lie sobre K 51 los siguientes 

wlothas se Cimplen 

i Eb corehete es una operacién bilineal 

iia y =O para todo r € g. 

yl] = 0 (er. y, 2 € g). ( Identicdad de Jacobi.) 

  

3; es decii, que el    whey 

  

1} Nutemos que el axioma ii} puede ser reemplazado por 

corchete es na operacién anticonmutativa. 

2} Un ejemplo muy natural de digebra de Lie sobre K se obtiene con un espacio vector ial 

} solye % Formando el espacio vectorial sobre % de las tiansformaciones lineales de V en sf



mismo, que denotaremos por gi(V), definimos una estructura de Lie mediante la composicion 

de cualquier par de transformaciones 4), fg como sigue, (11, lg] = olg —loh. 

1.3 Ideales y Homomorfismos. 

Definicién 1.3.1: Sea g wm algebra de Lie sobre K. 

i) Un sthespacio u C g es una subdlgebra si fa, y] € u, donde a, y € u. 

24) Un subespacio vectorial a de un Algebra cle Lie g es un adeal de g siz € 9§, ¥ € a implica 

que [z, y] € a. 

tia) El conjunto Z(g) = {z Gg | [, 2} = 0 para todo x € g} es un ideal, llamado cl centro de 

iv) Un Algebra es abelrana cuando Z(g) = g. 

v) Sea HC g. E) centralizador de H es cl conjunto Zy (H) = {a € 9 | [A,u] = 0,VA € IN}. 

Observaciones: Un ideal es en particular subdlgebra. 

E] centralizador cs una subalgebra, aunque no siempre es un ideal 

Definicién 1.3.2: Scan g y g! algebras de Lic sobre un campo K. Una transformacién lineal 

. : gigrg 

es Hamada un homomor fismo de algebras de Ine si para toda %, y & g tenemos, 

6), OY] = oe, 9) 

A ¢ 50 le Hama mn mononiorfismo si kerd = 0, un epemor fismo si and = g', youn 

asomor fismo si es epimorfismo y monomorfismo a la vez, Un antomor fismo de g cs un 

isomorfismo de g en si miso. 

1.4 Representaciones de Algebras de Lie. 

Dofinicién 1.4.1: Una representacién de un dlgebra de Lae g sobre K en un espacio vectorial 

V sobre el campo K, es nn homomorfismo de Lie ¢ de g en cl Algebta de Lie gh(V) 

6 g-Ql(V} 

6



kn Ja seccion 1.8 se verd el concepto de médulo que no es mas que otra forma equivalente 

ds deft ‘ina representaci6n 

1.5 La Representacién adjunta. 

(no de los ejemplos mas importantes de una representacidén es la llamada representacién 

edjunta definda por, 

ad. g —> gl(a) 

zr (x, ] = ad, 

  

  donde ad, g —*g , esta definida de Ja siguiente forma, edz(y) = {x,y}. Usando la identi- 

dad de Jacobi es facil obtener que: [ad,,ady] (z) = ad ({z, y]) (2), lo que implica que ad es un 

Lomomathsine de Lie 

Observacién: Notemos que ker(ad) esta dado por todos los 2 € g tales que ad, = 0; es 

dear. que +.y; = 0 para toda y € g. Esta nos muestra que ker(ad) = Z(g). 

1.6 Forma de Killing. 

Con aynda de la representacién adyunta podemos definir una forma bilineal y simétrica sobre 

g ilenotada por k gx g —>X, llamada la forma de Kalling. Aplicamos la traza de una 

transformacion lineal. v definimos: 

k(v,y) = Tr{ad, 0 ady) 

Usando la forma de Killing podemos definir los siguientes conceptos de semisimphcidad. 

1.7 Algebras de Lie Simples y Semisimples. 

Definicién 1.7.1: Un algebia de Lie g sobre &% es semasimple. si ja forma de Killing & cs no 

desenorada Un dlgebra g # {0} cs simple si ésta es senusimple y no tiene ideales mas que {0} 

. 8 

Definicién 1.7.2: Sea g un Algebra de Lie sobre K.



a) Denotamos Gi(g) el grupo de Lic asociada a gl(g). Donde G1(g) cs cl grupo de isomor- 

fisinos cle] espacio vectorial g. 

b) Denotamos Int(g) C GI(g) al grupo de Lie asociado a la subalgebra ad(g) C gi{g) A 

Int(g) se le lama el grupo adjunto. Denotamos por Aut(g) al subgrupo dle Lie que consiste de 

los clementos en Gig) que son homomorfismos de Lie. 

Observacién: Un resultado importante es que dada un algebra de Lic semisimple g 

sobre R, el grupo adjunto fnt(g)} es la componente conexa de la identidad de Aut(g) ver 

((3], capitulo IT, cor, 6.5). 

Definicién 1.7.3: Un algebra de Lie g sobre IR es compacta si y sdlo si Int(g) es un grupo 

de Lie compacto. 

Teoorema 1 1) Sea g un dlgebra de Lie semisimple. entonces g es compacta si y sdlo a. la 

forma de Killing de g es negatwa definida, 

24) Toda algebra de Lie compacta g es la suma directa g= 2+ [0,9], conde Z es el 

centro de gy el ideal (g,g] es semisimple y compacto. 

Para una demostracién ver ((3], capitulo II, prop 6.6). Mencionaremos otras relaciones 

que hay entre las algebras de Lie en genoral y la forma de Killing en Ja siguiente proposicién. 

Proposicién 1.1: Sea a un autormorfismo de Lie de g entonces : 

1) k(o(x), o(y)) = k(we,y) a8) hfe, 37] , 2) + Cy, fx, 2}) = 0. 

1.8 Médulos. 

Dofinimos en esta seccién in concepto impoitante. 

Dofinicién 1.8.1: Sea g un Algebra de Lie sobre un campo K y V un espacio vectorial sobre 

K AV sele Hamann g-médulo si hay una operacién pu: gx V — V (denotada por (a, v) +> x.v)que satisfa 

las signientes condiciones: 

2) (aa + by).v = a(x v) + bly.v), 

vi) v.(an + bw) = ale.v) + b(uw), 

ni) (2, y) 0 = a.y.v — yw (para 2,y € 9; u,w € V; a,b ER). 

 



Observacién: Si ¢: 9 —» gl(V) es una representacién de g, entonces V es g-médulo via 

la accion z.v = $,(v) para z € g y v E V. Por otro lado, dado un g-méddulo V con operacién 

p, definimos una representacién # : g — gl(V) mediante #(2,v) = p(x, v) = o,(v) para x € g 

fijayve V. 

Definicién 1.8.2: Sean V y W dos g-médulos un homomorfismo y : V — W entre ellos 

es un homomorfismo lineal tal quae V2 Eg ,VueV 

p(x) = x.p(v) 

y es un isomorfismo cuando y} es un homomofismo de médulas. 

Definicién 1.8.3: Sea V un g-mddulo, entoces : 

i) W C V es un g-submédulo si W es un subespacio vectorial y g.W C W. 

ii) V es un g-méddulo irreducible si V # 0 y no tiene submédulos propios. 

Lema de Schur: Sea ¢ : g — gl(V) un médulo irreducible. Entonces los inicos homo- 

morfismos de V que conmutan con todo ¢(2x) (x € g) son los escalares. 

Para una demostracién ver ((5), Pagina. 26, Lema de Schur ). 

1.9 Representaciones de s{(2,C). 

Definicién 1.9.1: Denotamos como s1(2,C), al conjunto de matrices 2 x 2 con entradas en C 

y base 

01 0 0 10 
X= ,Y= ,H= (1.1) 

00 10 0-1 

es decir las matrices de 2 x 2 con traza cero. Se tiene que s{(2,C) es un algebra de Lie simple 

donde el producto corchete esta definido por [A, B] = AB - BA. 

Podemos entonces calcular los corchetes entre los elementos de la base y obtenemos lo 

siguiente: 

{H, X] = 2X, [H,Y] = ~2Y, [X,Y] =H. 

Resulta que sI(2,C} es la tinica Algebra de Lie simple de dimensidn tres sobre C (salvo 

tsomorfismos). de acuerdo al teorema de clasificacién de Algebras de Lie semisimples sobre C. 

9



La importancia de conocer las 1epresentaciones de s((2,C) sera clara mas adelante en el estudio 

de sistemas de rafces. Se tiene qne cn la descomposicién de toda Algebra de Tae simple en 

espacios de raices, por cada raz podemos formar un Algebra isomorfa a s{(2,C), 

1.9.1 Pesos y Vectores Maximales. 

Sea (V,@) un g-médulo arbitaario, donde g = sl(2,C), y V un espacio vectorial sobre C. Sean XxX, 

1 0 
Y, H. como en (1.1). observemos que como HT = es diagonal, entonces cnalquicr 

0 ~1 
representacién PZ) cs diagonalizable. Esto nos lleva a ina descomposicién de V en suma 

directa de espacios propios V, = {v € V | Ina = Av}, A € K}. Cuando Vy # 0, nosotros 

lamaremos a \ un peso de I y espacio de peso \ a Vs. 

Observacién: Notemos que siv € Vy, entonces X.v € Vasa y Yu € Vy_o Ademias, en caso 

de que la dimensién de V es finita, como la suma V =o. Vy os directa, entonces existe Vv, #0 

tal que V4.2 = 0. Em general un vector distinto de cero on Vj. e8 un vector manimal de peso je 

(a tal js so le Hama peso maxemal). 

1.9.2 Clasificacién de Médulos Irreducibles. 

Teorema: Para cada m € NU {0}, existe un sl(2,C)—mddulo ineducible de dumesiin finita 

Vn) sobre C, que relativo a II satisface, 

a) V(m) es la suma directa de espacios Vx, con k= m, m~2,. —-(m — 2), —m, donde 

m+1=dimV(m) y dimV« = L para cada x. 

b) Vm) tiene un tinico peso maximal im. 

Adeinds, si V es un sI(2, C)—médulo irreducible de dimesrén n sobre C entonces V es .sanior foaVin- 

) 

Para wna demostracién ver ([5], Teorema 7.2, pagina 33). 

1.10 subdlgebras de Cartan. 

Definici6n 1.10.4: Una subslgebra de Cartin de g cs una subalgebra § de g que satasface la 

siguientes condiciones 

1) bes una subalgebra maxinial abeliana de g 

10



1i) Para cada H € 6, el endomorfismo adH de g es semisimple o diagonalizable. 

Teorema 2 Toda élgebra de Lie semisimple g sobre C tiene una subélgebra de Cartin, tinica 

salve conjugactén por Aut(g}. 

Para una demostracién ver ({3], capitulo III, teorema 4.1). 

1.11 Algebras de Lie Nilpotentes y Solubles. 

Definimos una secuencia de ideales de un algebra g de [a siguiente forma: 

3 = 9.9%) = {, 9] 9) = (s®, g)} 4g) = go) = [o@-), g@"Y] . 

ges soluble si g = 0 para alguna i ¢ Zt. 

Definimos una secuencia de ideales de gde la siguiente forma: 

=9,9' = [9,9] =5 , 9? = [5,0°] = [0.45.9] 9° = [9,9°"") = [9,(3.9° 7]. 

g nilpotente si g” = 0 para alguna 7. 

Definicién 1.11.1: Dada un algebra g denotamos Rad(g} al Algebra maximal soluble de 

g. un algebra g es reductive si Rad(g) = Z(g)- 

VW



Capitulo 2 

Sistemas de Raices. 

2.1 Introducci6n. 

El estudio de sistemas de raices aparece en muchos contextos en Algebra; en Teoria de Carcajes, 

en Grupos Finitos (Coxeter), en Algebras de dimensién infinita, Algebras Hereditarias, etc. 

(ver, {1}, (21. {6}, {9]). Una aplicacion importante de los sistemas de raices se encontré para 

establecer la clasificacion de algebras de Lie simples sobre C. Este resultado es interesante para 

nosotros, por lo que se explica en que consiste. Se construye una biyeccién entre clases de 

isomor fismo de algebras de Lie simples sobre C y las clases de isomor fismo de sistemas de 

raices indescomponibles. Esta correspondencia se puede extender a clases de isomor, fismo de 

algebras de Lie semisimples sobre C y clases de isomor fismo de sistema de raices, ya que 

un algebra de Lie semisimple es suma directa de simples y un ststema de raices se puede 

descomponer en una union de sistemas de raices indescomponibles. Este trabajo se basa en 

la aplicacién de sistemas de raices para obtener todas las involuciones de un Algebra de Lie. 

Expliquemos ahora que son los sistemas de rafces y cémo se clasifican. 

2.2 Definiciones. 

Sea V un espacio vectorial sobre R de dimensién n y a € V, con a #0. Una reflexién a lo largo 

de a es una transformacién lineal s de V que satisface dos condiciones: 

i) s(a)=-a 

12



24) Fil conjunito de puntos fijos es mi Inperplano de V. 

Definicién 2.1.1; Sea V un espacio vectorial sobre R de dimensién 7 con producto interno 

  

(,) ¥ RC ¥ — {0} un subconjunto fnito. (V, R) os un sistema de raices si 

2) # genera a V. 

4) Sia ¢ R, entonces Rank = {-a,a}. 

nz) Para cada ev ER, hay una tefloxién Sy que manda a@a—-vy Rak 

w) Para toda a, 8 € R, (a, fi) == Ge e&@. 

8 lo obtenemos como sigue. Formamos con un dlgebra de 

  

Un ejemplo de un sistema de ra: 

Lie semisimple g y una subalgebra de Cartan § al conjunio R = A (g,6), que cousiste de las 

subrepresentaciones irreducibles de ) no triviales (peusadas como elementos del dual h*) que 

aparecen on la descomposicién de g on la representacién adjunta restringida, 

ad |: h — gl(g). 

Kste sistema A (g,) genera nn espacio vectorial real V = bg en b* cuyo producto punto es 

la founa de Killing iestringida. 

Definicién 2.1.2: Sea (V, #2) un sistema de raices. 

a) Llamamos | = dim V cl rango del sistema de 1atces (V, 2). 

b) Dados a y 8 € KR, una a — cuerda por f es un subconjunto de R do la fornia 

{Atma | psn <q}, dcterminado por alginos enteros PYG 

ec) Un subconjunto IC Res nna base de ratees sf 

2) Hees hase de V 

at) Cada raiz 8 6 —8 se puede escribir como nna suma Yo Kaew (a € ID con cada coeficiente 

Ka un entero 

positive 6 coro Una raiz en Tf es Hamada simple. 

d) Sea 1L una base do (V, 2). Si = Skye y toda ky > 0 (respectivamente ky < 0) ditemos 

que 8 os 

una raiz positiva (respectivamente rafz negativa) con respecto a If, A las colecciones de 

rafces positivas 

y hegativas se les denota ustahnente con 2+, R~ vespectivamente 

e) Fl grado de una rats positiva B= Shae es gr = Thy. 

(3



Teorema 3 Todo sistema de raves (V,R) tiene una base. 

Para una demostracién ver ([5], teo.10.1 pag 48). 

Con el resultado anterior, dado un sistema de raices (V, 2) consideramos alguna base Te #. 

Tal conjunto es un conjunto de ratces simples. Este satisface la propiedad siguiente (Z, := 

Nu {0}): 

(Z,JINR) = Rt, y (-Z,IN R)= Fh, 

(Zy TL RU (-Z, TN R) = R. 

Definici6n 2.1.3: 

a) Un sistema de raices (V,R), es descomponible si existen sistemas de raices (Vi, Rijy 

(Vo, Ro) tales que V = Vi + Vo (suma ortogonal) y R= RiU Rp. 

b) Dos sistemas de ratces (Vi, Ri) y (Vo, Re) son isomor fos si existe un isomor fismo 

lineal 

o:N-HV 

tal que 6(fi) = Ray Va, Pe Ry (6(a), 6(8)) = (a, 6). 

c) Un sistema de raices es llamado indescomponible o irreducible si no es descomponible. 

Como un ejemplo se puede demostrar que un sistema de raices de g con respecto a una 

subalgebra de Cartin h , A (9,9), es indescomponible si y sdlo si g es simple. 

2.3 Clasificacién. 

En esta seccién explicaremos cémo se clasifican las clases de isomorfismos de sistemas de raices 

irreducibles. Sea Aut(R) el grupo de automor fismos de (V, R) y W(R) el grupo de Weyl que 

se define como el subgrupo generado por las reflexiones Sy con a € R. Se puede demostrar 

que IV(R) es normal en Aut(R). El siguiente teorema es muy importante para lo que sigue y 

contiene lo antes mencionado. 

Teorema 4 : Sea (V,R) un sistema de raices y Tl una base. 
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a) Si MY 8 otra base de 2, entonces o(1l) = TT para alguna o © W(R). 

b) Si a es nna ralz entonces exisle o € W(R) tal que o {a) ER. 

c) W(R) es gencrado por las S,, (a € I). 

d} Si o(Ml) = TW, con o € W(R), ontonces 0 = C. (sto es que W(R) actia simple y 

transitivamente sobre cl conjunto de todas las bas 

  

Para una demostracién ver ({5}, teorema.J0.3 pag. 52). 

2.3.1 La Matriz, de Cartan. 

Con una hase TT = {e1, a2, - +Qq} de un sistema de raices (V, @) formamos la matrfy A = 

(Qe )ergen? definida por aj = (ey, 9), Hamada la matriz de Cartén. Los @z son llamados 

los enteros de Cartén. Bs importante hacer notar que una matriz de Cartan asociada a R sélo 

depende de la eleccién del orden de la base y no de la base misina Adeomés, la matriz es no 

singular. 

Proposicién 2.1: Sea (V,R) un sistema de raices yT= {e1, 02,..,0n} una base de # 

SiR’ CV" es otro sistema de rafces con hase T! = fei ,ad,.. 04} y si (a,ay) = («4,04 para 

1 <i,9 < J, entonces la biyeceién 

a rts at 

se oxtiende (de manera tinica) a un isomotfismo 

PV y! 

que manda R sobre F’ y satisface ( (a), & (BY) = (a, 8) para todo a, 8 € R. 

Para una demostracién ver ([5], proposicion 11.1, pag 55). 

Fsta propesicién es mny importante pues nos dice que la matiriz de Cartan de F determine 

R bajo isomorfismos. 

2.3.2 Diagramas de Dynkin, 

Finalmente, asgnamos a la matriz de Cartan A el diagrama de Dynbin, D(A), qne es una 

gréfica de 1 vertices dofinida como sigue: dados dos vérlices distintos 4 y 9 los unimos con un 

mimero entero @,@5, de aristas y una fiecha sobre las aristas apuntando del vértice ¢ al vértice j 
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cuando |ay| < aj. Notemos, que un sistema es indescomponible si y sdlo si el correspondiente 

diagrama de Dynkin es conexo. Es facil darse cuenta que esta construccién no depende de la 

matriz de Cartan asociada a sistemas de raices que estan en la misma clase de isomorfismo. Asi 

asignamos diagramas de Dynkin a clases de isomorfismo de sistemas de rafces. 

La clasificacién de los diagramas de Dynkin conexos D{A) es exactamente la clasificacién de 

sistemas de raices indescomponibles. Esto es consecuencia en parte de lo que ya hemos dicho. 

Lo que se tiene es una biyeccidn entre los diagramas de Dynkin y las clases de isomorfismo de 

sistemas de raices. En primer lugar, la inyectividad se tiene por la proposicién 2,1. Veamos 

la suprayectividad. De un diagrama recuperamos @ la matriz A = (ijh<igen , una base II de 

algun espacio vectorial V, con producto punto que cumple que @; = (Bis B,)- Luego, obtenemos 

a R en proceso inductivo mediante cuerdas. El siguiente resultado es el que permite recuperar 

a Ra partir de una base IT. 

Proposici6n 2.2: 

2) Toda raiz 8 en Rt puede ser escrita como B= B,+...+ By con todas las 8;enly toda 

suma parcial 8, +... + B, € R, para j = 1,2, ..., 

ii) Dados a, 6 € FR existen dnicos p,q € Z, tales que {B+na}p<n<g}esun subconjunto 

de R. A este conjunto se le llama una a —cuerda mdxima por B, con la propiedad {c, A) = p-+q. 

Para una demostracién ver ({5], corolario.10.2, pag 50) . 

A continuacién formularemos los resultados que establecen la clasificacién de sistemas de 

raices. Primero se muestra, que sz (V;R) es un sistema indescompomble de ratces de rango 

I, entonces su correspondiente diagrame de Dynkin es uno de la tabla (2-1) y los sistemas de 

raices producidos por los diagramas de Dynkin de la tabla agotan todos los sistemas arreducibles 

de raices. 

Como e! resultado es muy importante lo formularemos como un teorema. 

Teorema 5 : Clasificacién de sistemas de ratces. 

a) Si (V, R) es un sistema de raices indescomponible de rango | entonces su correspondente 

dragrama de Dynkin es uno de los que aparece en la tabla (2 — 1). 

b) Cada diagrama de la tabla es un diagrama de Dynkin para algiin sistema de raices. 
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c) A dos sistemas de races isomorfos corresponde el masmo chagrama. de Dynhan. 

(ver Tabla 2-1), 

L L oo. —ol_oba sy ‘ ° 

  

ey Oz Bay 

1 2 2 2 " O—-O— + O20" by (> 
OO Oa a 

fea oy 
2 2 2 L 
O—-O—— »»} —O0&—0 4 (I >3) 2 3 4 8B |e a 2 Oy ee Ba] oy 

Os Oty Oe Og Oe ay 

U Cy 
L 2 2 

Oo. . a >a) 2 8 4 2 ay cg m2 0 O-—=50 O fa 

Leo a ag 
G29 

t 2 [g 2 2 3 2 
O—-O ey — OS dg Om O83 oy BD Ba 

Tabla 2-L: Diagranis de Dynkin 

Para la clasificacion de las algebras de Lic semisimples sobre C necesitamos dos resultados. 

Primero, que on cada clase de isomorfisino de sistemas de raices existe nn representante de la 

forma A (g,)). Fl segundo os que A (9, 5) es isomorfo a A (g’, 6’) sf y sdlo sf g y g’ son dlgebras 

de lie isomorfas, 

Teoroma 6 . Hay una biyecctén entre las clases de wonorfisme de algebras de Le simples 

  

sobre C y los dhagramas de Dynkin coneros (uer tabla 2-1). 

Para una demostracién ver ((5], Teorema 12.1, pag 57). 

Observemos que en la tabla (2 ~ 1) aparecen unos mimeros en la parte de mriba de los 

vértices, expliquemos por medio de una proposicién lo que representan dichos uttmeros 
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Proposicién 2.3: Sea (V,R), un sistema de raices irreducible, TI = {a1,2,...,n} una 

  

t 
base cle (VR). Entonces existe una tinica rafz 6 => dsc; en (V,R) tal que para una raiz 

i 
i 

a = a,a, tenemos que a) < d...a < d). La rafz 6 es Hamada la rezz altura. 
T 

Para una demostracién ver ({3], proposicién 3.26, pag.475) . 

Con la propsici6n 2.3 podemos formular el siguiente teorema. 

Teorema (de la rafz altura) E) sistema de rafces irreducible (V, R), tiene la siguiente 

taiz altura 6 para cada caso. 

ay. 6 = ay + OQ+,..., FOr + OF. 

by. 6 = 04 + 2094, ..., +2071 + 2ayq 

ty. 6 = 2ay + 2aot,..., +2071 + 

a). 5 = 2ay + 2are+,..., +272 + ay-1 + Oy 

5, 6 = 0) + 2ag + 203 + 304 + 205 + OG 

7, 6 = 2ay + 2a + 303 + dag + 305 + 2axg + 7 

ty, 6 = 2ay + 2aq + dag + bag + Sarg + 405 + 3007 + 20g 

fa, & = 2ay + 3axq + dag + 20%4 

$2, 6 = 3a, + 2a. 

Obsevemos que en la tabla (2 — 1) los ntimeros que aparecen en la parte de arriba de los 

vértices son los coeficientes de la combinacién lineal correspondiente al Algebra y a la altura 6. 

Para un sistema de raices (V,R), el grupo de Weyl W(R) es normal en Aut(g) y W(R) 

achia sample y transitivamente sobre las bases de R. Entonces el grupo Aut (g) /W (IR) es fécil 

de determinar en cada caso analizando cada uno de los diagramas de Dynkin de la tabla (2-1). 

Las posibles simetrfas dan el resultado siguiente : 

Teorema 7 : El grupo Aut (g) /W(R) es tsomorfo al grupo de automorfismos de los diagramas 

dc Dynkin. Tenemos lo siquiente: 

8) Para ay, by, G1, 67, €8, fa, 02 * Zy 

12) Para ay (i > 2), 6) (L > 4),¢6 Zo, 

int) Para 04. G3, 

donde Z,, ¢s el grupo cichco de orden m y Gs es el grupo de permutaciones de tres letras, 

Para una demostracién ver ((3], Teorema 4.15, capitulo X}- 
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Capitulo 3 

Formas Reales. 

3.1 Estructuras Complejas. 

far esta seccidn definimos como nuestro objeto de estudio las formas reales de un algebra de 

Lie gsobie C El resultado principal de este capitulo es que hay una biyeccién entre clases de 

hommorfisino de las formas reales g y las clases de conjugacton de involuciones de g las cuales 

se trataian ene} siguiente capitulo. 

Definicién 3.1.1: Sea V un espacio vectorial sobre R de dimension finita. Una estructura 

comple ya sobre V cs un endomor fismo J de V que cs R—lineal, tal que J? = —I; donde I es 

la adentidad en V. 

Cuespacio vectorial V sobre & con estructura compleja J puede ser pensado como un espacio 

sectiatal Vo sobie S de la siguiente forma. Por un taco, ¥ se obtiene de la multiplicacién de un 

compl jo por nn elemento de V defimda por (a +2)X = ax + bJ(X), para toda X € V y con 

Noremios que si a..3 € Ty usando que J? = —I obtenemos que a (6 (X)) = (af) (X) 

  

pura toda XN @ V. Llamaremos a ¥ el espacio complejo asociado a (V,J) Por otro lado, si 

akora £ es un espacio vectorial sobie © podemos considerar a E como un espacio vectorial sobre 

= al nal Hamaremos % Observemos que la multiphcacién por ¢ sobre & es una estructura 

camploya Psobre E® y entonces es claro que E = (EX) 
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3.2 Estructuras Complejas sobre Algebras de Lie Reales. 

Definicién 3.2.1: Se dice que mn algebra de Lie v sobre R tiene ina estructura compleja J sf 

J cs una estructina compleja sobre el espacio vectorial real definido por vu y aclomas se cumple, 

que para toda x, y Ev 

fx, 1(y)] =F bea (3.1) 
Veamos que la condicién anterior se puede traducir a la siguiente propiedad (adz) of = 

Jo (ade) Wa Cv también de 31 obtenemos que [J(@), J(y)] = 

  

st, y] 

ademas notemos que b es ahora un Algebra de Lie sobre €, donde el coumntador de dos 

elementos del Algebra esta dado de manera natural por: 

[(a + 4b) a, (e+ 2d) y) = [aa + J(ba), ca + J (dy)] = aca, y)-+be7 (2, yl +add (x, y]—bd [x,y] = 

= (ac bd) [x,y] + (be + ad)J [x,y] = (ac—bd) fa, y] + (be +-ad)é [x,y] = (a+12b)(e-+4d) [x, y} - 

Andlogamente dada un Algebra de Lie ¢ sobre C, podemos pensar a e como et espacio 

vectorial e® (que con el producto heredada por e es un Algebra de Lie sobre RR) con estructura 

compleja J, dada por la nnltipheacién por 2. 

3.3 Complejificacién de un Algebra de Lie Real. 

Supongamos ahora que W es un espacio vectorial real de dimensién (inita. Considoremos, ol 

producto W x W {el cnal forma un espacio vectorial sobre R ) y el encdomonfismo J dado por: 

J:WxwW—AwWwxw 
(uh +(- ye) 

Notemos que JoJ = - T, es decir, J es una estinetura complaja sobre W x W . Consideremos 

eutonces el espacio vectoual complejo mdueido sone W x W, el cnal sera denotado por Wo 

Namaclo la conipleyi frcactén de W. 

Obsevacion : Los clementos de W© gon pares (v,y) donde a,y € W . Por este hecho 

podemos denotar (ay) = (%,0) + +(0,y) 0 s( se profiere (wy) =a + ay. Siabe Ry («,y) € 

W x W; Lenemos que . 

(a+ bd) (4,4) — a (ay) + OF (ay) = a (ay) + b(-y, 2) = (ae — by, ay + ba) 

6 también tenemos que : 
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(ua — by) + 1 (ay + bx) 

  

(a + eb) (vr -~ vy) 

Lo que muestra que nuestra notacidn ¢> muy natural 

Observacion : 1~ se define también usando el producto tensorial 

  aWyWeWegk. 
  Aer que defiminos Wwe aWs 

  ncluimos que toda espacio vectorial E sobre Ces isomorfo a WW pata algun espacio 

sectoral Wosobre = Esto es fail de versficar. Para cualqwer base {¢1, ¢2. .-en} de £ definmos 

4 JV come cl espacio generade por todas las combinacrones R-Imeales de los e,, es decir que 

Ww - {x ney {mee 

S ato un algebra de Lie sobre = con las caracteristicas antes mencionadas Definimos el 

tspanio yectouial complejo t = {tg} de todos tos sumbolos « + ty. donde x,y € to, mediante el 

preducte coiciete dado por 

  

Tea ayz 

Ts clare entonces que t= (t9)° es la complejeficaceon del algebra de Lie to. El algebra de 

Lye Hex el digebra de Lie sobre 2 con estructma compleja J derivada por la multiplicacién 

pat sotne t 

3.4 Formas Reales. 

Definicion 3.4.1; Sea g nn algebra de Lie sobre ZT. Una forma teal de g es una subdlgebia go 

de} algebra de Lie teal g* tal que 

    Jo (suma directa de espacios vectoniales 

  

go = go 

Noremios que en este caso cada Z € g puede descomponerse de manera tinica como 

  

Vey X.Y € go 

Pineiios entonces que @ 2 (go). 

Supongames ahora que sdlo tenemos 1 Algebra de Lie sobre fos reales go. Podemos construr 

aleebia g de Lie sobre ZT que fene a gg como forma teal. Esto es mediante la complojificacién 

Se tiene que el Algebra real 9* = sal dlgebia go identificada con la    



3.5 Conjugaciones. 

Veremos on esta seccién ma manera alterna de trabajar con las foumas reales de nn Algebra de 

Lie g sobre C, Para esto claremos unas cuantas definiciones, 

Sea go una forma real de g y J la estructura compleja de g®, Fl mapco @ de gen g dado 

por: 

X+JI¥Yr35X-—JY X,Y €g0 

es llamado la conjugacsin de g con respecto a gg. El mapco o ucne las siguientes propiecades, 

ijao(s(z))=2 

21) o (a) = We (x) 

iia) 0 (w-+y) = 0 (2) boy) 
w) o (2, y] = [o (x), ¢ (y)] paaz,yegyaec 

Observacién: El mapeo ¢ cs un automorfismo del Algebra de Tic real g®, pero no es un 

antomorfisnio del algebra de Lic comploja g. 

Por otro lado, sea @ un endomorfismo de g cn g con las mismas propiedades anteriores 2), 

  

4), #2), 2). Entonces el conjunto de puntos fijos de @ cs una forma 1eal gy deg y o es la 

conjugacién dle g con respecto a go 

Definicién 3.5.1: Sea u una forma real de un Algebra de Lie compleya g. Definimos los 

siguientes conyuntos: 

7) Find (g) ,e8 el conjunto de endomorfismos complejos del Algebra de Lie g y Aut (g), es el 

conjimto de automorfismies complojos del élgchia de Lie g 

v) Bnd (u), 8 el conjunto de endomorfismos reales del algebra de Lie uy Autp (t), ¢8 el 

conjunto de automorfismos reales del élgebra de Lie g. 

Observemos que Aut (t) C Find (u) asf como también Aut (u) C nd (uw) Con las defini- 

ciones dadas constinimos los signicntes conjumtos. 

nt) Tro(g) = {o € Aut (g) | o? = J} Hamade el conjimto de la nvoluciones de g, 

ww) Ing (u) =: {a € Autg (u) | 0? = 7} lamado el conjunto de la involiciones de u. 

v) Conp(g) = {e € [nvp (o®) |o(Zv) = Zv, para cualywer Z% € Cc} Namado el conjunto 

de las conjugaciones de g.



Liatarmos & al conjunto de las formas reales de g Podemos definu una relacién de equiva- 

  

nota ceypu 3 dada por - 

VI,b ES IH, he 18.15 

atin 3 isomorfismo de algebias de Lie reales 

  

pila a 

Pudemos definir una relacién de equivalencia zen Conj(g} dada pot. 

Yo. ge Cong) on~2 9 > 47 € Aut(g) tal que 9 = WY. 

Con estas definiciones tenemos la sigwente proposicion 

Proposicién 3.1: 

a) Tenemos una bryeccidn’ 

Con} (g) 4g (3.2) 

dada por je—+ gis donde gM = {x € 9 | #(2) =x} es el conjunto de puntos fijos de pt. 

in Inducimos de A una bryeccién Xa nivel de clases de equalencias 

Cong (9) [Aut (g) 24 3/~ 

Es deur el signiente diagraina es conmutative 

  Con;{g) A S$ 

my re 

Conj(g)/Aut(g) 

  

Demostracién: 

a) Primeramente hay que demostiar que A es una funcién bien definida. En reahdad, 

pelemos dermostrar que 

0) = 02 97 = 97 

Sia, = 02, es claro que el conjunto de puntos fijos es el inismo 9?! = 97. 

  

<2} Como podemos descomponer g = 97) + 797! = a7? +7972. la conjugacion a, aplicada a 

  

1 ay. cone y yen g@? = 97. resulta ser a(n bay) = 6 = ry Por esta razén a; = 2 Asi A 
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Para demostiar que A es sobie, se go € G. Sabemos que g = go + J go. Definimos entonces 

69 € Con j{g) como ag{e4 Jy) = 4 — Jy. 

b) Tomamos ahora go y 91 formas reales y sus asociados a9 y 1 on Cong (g) 1espectivamente. 

La primera afirmacion que tenemos es que: 

9o~1 G1 992 01 

Observemos que al demostrar esta afirmacién \ induce una biyeceién entre G/ ~ y Cong (g) /Aut (g). 

==+) Tenemos cntonces que go ~y gi <> oxiste ~* 90 --> gi isomorfismo de Lie real. 

Afinmamos que si existe tal y, implica que oxiste sp + § —» g automorfisino de g tal que 

(go) Cg) Esta afirmacion es facil de ver, pues dado y y sabiendo que g = go + 2go definimos 

b= ytip, como Pa +iy) = p(x) +2y(y). Tal automorfismo cumple la propiedad (90) C gn. 

Ademéas y cumple con yo 09 = 01 0 7. Esto pasa por la signiente razén: 

po aol + wy) + Wa — wy) = pla) — wely) = or(p(e) + wply)) = 01 ole + iy); os doar, 

yy? og, 04. Por lo tanto To~2 7). 

  

que a 

<==) 09 ~2 oyinplica que existe wg > g automorfismo de g tal que pou =a, 0%. 

Afirmamos que (go) G gi. Esto se obtiene por que si & € go entonces a) o oz) = po 

ao(e) = px) es decir, (%) € gi. Por lo tanto Age) © gr. Analogamente, ~71(gi) © go 

Definimes y : # |: go — 1 como la restiiccién de %. Notemos que y cs un isomor- 

fismio ya que a lo es. Con esto henios demostrade que A ¢s una. biyeeciéu entre G/ ~ y 

Con (g) /Aut (g) i 

El signiente teorema es de fundamental importancia eu la teoria cde las algebras de Lie 

seanisimples 

Teorema 8 Toda algebra de Lae semisimple g sobre C teene una forma real compacta que es 

dinaca, salvo congugaciin por Aut(g). 

Para una demostracién ver ((3], Capitulo ITT. teorema 6.3. ). 

El teorema anterior se puede reformular por medio de conjugaciones cu lugar de formas 

reales el cual nos daria:   

  

asimple g sobre C etaste ¢ € Conz(g) tal que g? es 

  

Teorema 9 ; Para toda digebra de Lie s 

compacta .



Demostracién. 

Lc deimostracion se obtiene aplicando al teorema 8 la biyecudén de la proposicién 3.1 

‘Trorema 10 : Sea gp una algebra de Lic sermsimple sobre 2, g su complejificacién y u una 

  

farina real compacta de g. Sea 7 y o las conjugaciones de g con respecto a go y Uy respectlva- 

nei — Entonces tenemos qne existe un automorfismo gy de g tal que la forma real compacta 

aor anvatante bajo 7. 

Para una demostracion ver ([3], Teorema 7.1, capitulo IIE). 

Con lo que se inostro en el teorema 9 y la proposicion 3.1 podemos reformular el teorema 

L usamos Ja biyeccion A de la proposicién 3.1. para trabajar mds bien con conjugaciones que 

  

can formas reales directamente 

Teorewna 11 Sea g una Algebra de Lie sobre C, gg una forma real de g con su correspomlente 

ta de g con a € Conj(g) tal que 

  

= Canyig) (Le. tal que go = 9”) y u una forma real compe 

ste un automorfismo y de g tal que la conjugacién gy i ogoy 

  

us g” Entonces tenemos que 

¢. Comparta e mvariante bajo 7: 

  

Proposicién 3.2 : Sea u wna algebra de Lie compacta sobie 8. Sean 1 y $2 dos automor- 

tants nvolutivos de uy sean t].t} fas correspondheutes formas reales de u©. Entonces $1 y s2 

  

sun coniigades con cl grupo de Aut(u) si y sdlo sf ty y 4 son conyugados bajo Aut(ut 

apitulo ¥). 

  

Para una demostracion ver ((3}. proposici6én 2 2. 

Gracias ata hiyeccién dada en la proposicién 3 1 a) y usando el teorema 11 podemos cambiat 

to, por fas conjugaciones cotrespondiente a, 715 sobre u& conjugaciones de t© y- entonces la 

pioposicion nos afirma Or ~1 Oy & 81 $2 68 decir: 

Proposicién 3.3 Sea umna algebra de Lie compacta semisimple sobre R Sean 81 ¥ 52 dos 

amram hsnies mvolutivas de u y sean a1, 72 las correspondientes conjngaciones en Conz (u°) 

th fincas Canto a, = 8; — 88). Emtonces $1 y sz son conjugados con el ginpo de Aur(u) si y sdlo 

  

SEN ay 4 42 son conjugados bajo Aut(u®). 

Definicion 3.5.2: Llamamos Con) (g)* a cl subconjunto de conjugaciones que conmitan 

  

cones den 

wo
 
a



Gonj (g)° = {7 € Cong (g} |or = 70} 

Jin base a nuestra reformulacidn de las proposiciones anteriores tenemos la siguiente proposi- 

cidn, 

Proposicién 3.4: Sea u una forma real de g y ¢ su conjugacion correspondiente. 

a) Hay un epimorfisme f entre Cong (g)” y Con) (g) /Aut(g), el cual induce una 

Inyeccién # entre los conjuntos Cong (9)? /Aut(g) y Conj (g) /Aut(g) 

8) Tay un biyeccién @ entre Cong (g)° y Ino(u). 

¢) & induce una biyecci6n ® entre los conjuntos Con) (g)’ /Aut(g) y Inv (u) /Aut(u). 

Demostracién : 

Para Ja demostiacién de esta proposicién nos valdremos de los teoremas y proposiciones 

anteriores. 

a) Sabemos por cl teoroma 11 que existe y tal que y(u) es invariante bajo 7. Si g(u) es 

Invariante bajo 7 quiere decir que 

(plu) € plu) esto implica que y~'{r(p(u))) Cu. Ahora si lamamos o = y~! rp veamos 

que se cumple go, += o,¢. Para demostrarlo tenemos « € u. Entonces : 

ao s{a) = (x). Como a(x) € wy 01 deja fijo a los elementos de u entonces 0 (0(z)) = a(x). 

Por lo tanto oo, = o,@ conmutan. Lo que demostramos es que dada una clase de equivalencia 

[r] € Cong (g) /Aut (g) encontramos un representante a1 de la clase [7] que conmnta con 0. 

Por lo tanto, esto demuestra que existe el epimotfismo /, Es claro entonces que este epimorfismo 

# nos induce de manera natural una biyeccién B entie 

Con) (g)” /Aut (g) y Gong (g) /Aut (9). 

b) Sea r € Conj(g)” . Como 7 conmuta con o tenemos la restriceién de 7 [yptes T(n) C 

& = 97 esto cs cleito pries al tomar % € 7{u) tenemos que a = 7{y) para alguna y € u, lo ctial 

implica que al evaluar o en w obtenemos lo signicnte: 

a(x) = a(r(y)) = ray) = Ty) = 

Por esta razén 2: = r(y) € u. Por lo tanto 7 |, es una involucién de u. Ahora dada una 

inveluci6n 6: — we pademos formar una conjugacion T que conmute con ¢, dada por : 

T iu att mo eb ate 

ab ays — s(x) ~ as(2) 
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Pare ver que 7 conmnta con a . tomemos  € u Entonces lo siguente es cierto T(a(%)) = 

) ow wr Por otro lado a(7(2)) = o(s(2)) = 3(z). Finalmente 7(o(x)) = (r(x) 

Lu chal demuestia que la biyeccién se da. 

1+) Por la proposicién 3.3 8 1espeta clases de equivalenaa Asf que & os la proyecci6n natural 

De manera natural podemos nducir la biyecién @ para hacer e] sigmente diagrama conmutativo: 

8B 
  Conj(a}? /Aut(g) —2— Gon) (a)/et(o) 

a x 

Inu) /Aut(u) 
(3.3) 

  

Por tiltime emmncemos ef siguiente teorema que es el que permitirad aphcar los resultados 

def capitulo 4 al problema de clasificar las formas reales 

Yeoremma 12 Sea> la funcedn de Inv (u) a Inv (g) que asigna a cada s € Inv (u) la mnvoluczin 

vatnal s-2s sobre u+ iu. Entonces > mduce una dryeccidn { como sigue. 

= Inv (ut) /Aut(u) — Inv (g) /Aut(g) 

Para nna demostracion ver ({3], proposicién 1.4, capitulo X). 

[ste teorema nos dara la iiltima biyeccién que faltaba Definimos w como la funcién que 

hace el sigiente diagrama connnitativo. 

‘Foorema 18 2 Easste una funcién w que hace el sigueente diagrama conmutativo . 

  Conj(g)? /Aut(g) — Con) (g)/Aut(g) 

zon Xx 

Inv \paut(g) 35 aed ~Ofe 

Ademas 2 es una bisecadn 

WwW
 

=I



Demostracién : Fl teorema 12 implica que 7oW es una hiyeccion. Usando el diagrama 

(3.3) implica la cxistencia dew. Es w una biyeceién por definicién. Se tiene que w establese 

una biyeccién entic las clases de isomorfismos de formas reales de gy las clases de conjugacton 

de las involuciones de g por el grupo de automorfismos de g. Por esta razdn estudiar las formas 

reales de nn dlgebia g salvo isomorfismos es lo misino que estudiar las involuciones de g salvo 

conjugacién de autorfismos de g. Lo qe hacemos en adelante os trabajar con las mvoluciones 

para entender mejor a las formas reales 
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Capitulo 4 

Automorfismos de Orden Finito de 

Algebras de Lie Semisimples. 

4.1 Definiciones : 

Sea g un algebra de Lie sobre C . Si A es un grupo abeliano, una A — graduacién de g es por 

dofinicién, una descomposicién en suma directa de la siguiente forma 

9= @ gi tal que [a8] C Bits (4.1) 

Es claro que por (4.1) que go es una subalgebra de g. Ademés, es evidente que para X € go, 

¥; € g,. ady(Y,) = [X, ¥;] es elemento de g,. Tenemos entonces una representacion de go en g2- 

Definicién 4.1.1: Un ideal s C g es llamado un A — ideal graduado si cumple con lo 

siguiente 

s=6 sNg 
1€A 

Ahora supongamos que g tiene dimensién finita y sea o un automorfismo de g dle orden 

m (i.e, queda” = Ty o! £ I para 0 <7? <m). Este automorfismo genera la siguiente 

descomposicion 

9=_08 0% (4.2) 
162m 
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eu la cual g; es cl espacio propio generado por cl valor propio cy cou ¢ una rats primitava de la 

wndad 

Notacién: Definimos Hy, = {(g,2) |g sonsimple, o € Aut(g) de orden my). 

Ksciibirenios ¢ € Hy,, cuando el Algebra se sobreentiende. 

Proposicién 4.1: Consideremos g un Algehia de Lie semisimple y & Ja forma de Killing 

Seaaé Un yg = @® 4; la descomposicién inducida. 
oan 

Entonces 

) (93, 93) = 0 paras, 7 € Zn, contd +9 £0. 

a) Para cada a € gj, existe y € gj tal que k(x, y) 4 0. En particular la restriccién de ka 

90X09 es no degenerada 

Demostracién. 

2) Como o es wn automorfismo de orden m, fenemos que es semisimple es decir diagonaliz- 

able y cada uno de sus valores ploptos es nna mm. —retz de la unidad. Sean ¢ una rafy primitiva 

de la unidad, a € g; y y € 9; con 2-+ 7 #0, por la invariancia de k (Proposicién L.L) bajo o 

  

tencinos lo siguiente: k(, y) = k(o(e), o(y)) = R(ca, dy) = CH K(a,y). 

Como ++; £0 tenemos que e#? #4 1. Por lo tanto h(a, y) = 0. 

2) Como k es no degener ada, puesto que g es sernisimple tenemos que para A, € g;, existe 
m 

Y € 9 tal que k(X,,Y) £0. Pero como Y == =>) yj, lo siguiente se cumple 
1 

m m 
AX, Y) = AX, & Uy) = M(X.,y,) #0. Ahora el inciso 4) implica que k(X3, 43) #0. En 

  

particular, la forma. dle Killing, op no degencrada en 94x95 

Proposicién 4.2: Sea a € Hm. Eutouces existe una forma real conipacta u de g invariante 

hajo a. 

Demostracién : 

La demostracién de esta proposicién esta basacda en la demostracién del teorema 40; 

y se usa la proposicion ( 4.1) ([3], capitulo X, lema 5.2 pagina 491). 

Para a € Ty, ¢8 facil vor que tenemos una Zy — graduaciéa sobre g, ver (4.1). Para wna 

forma real compacta u como en la proposicion 4 2 (i, e., invariante bajo 0), se tiene u = © U,, 

donde uj. cumple que uy =. 2g; yg; = (u,)© Usando et teorema 1 tenemos las siguientes 

descomponiciones diectas en ideates. El prune: snmando es semisimple y cl segundo abeliano 

es decir 
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ug = [49,49] ® Zug 99 = [90,95] ®Z 5 

(las letras Z,,,2Z), denotan los centro de ug y 96 respectivamente). 

Tomando una subdlgebra maximal abeliana t) de (ug, ug] , el algebra tg = + Zug es maximal 

abeliana en ug y su complejificacién bg = (tg)© es una subalgebra de Cartan de gg Con esto 

obtenemos la siguiente proposicién : 

Proposicié6n 4.3: Sea h el centralzzador de hg es decir, 

Z(bo) = {x € 9 | [h, 2] = 0,Vh € ho} = 6 

entonces h es una subalgebra de Cartén de g. Ademds tenemos la descomposicion h = @ 5; 
i€Zm. 

con bj = A g;- 

  

Demostracién : 

Para la primera parte ver ([3], lema 5.3 pg 492). Para la segunda, notemos que h es invari- 

ante bajoa. a 

Definicién 4.1.2: Fijemos o € Hm. Luego consideramos hy yb subdlgebras de Cartan de 

Qo ¥ g. construida en la proposicién 4.3. Entonces Va € 5p y 7 € Zm, asociamos a la pareja 

& = (a, i) el siguiente espacio vectorial: 

o* = 9% = {x € g; | [H,2] = a(A)s, V H € bo}- 

Diremos que @ es una raiz generalizada si g* £ {0}. 

Denotaremos R = {(a,i) € hj x Zm | g% # {0}} al conjunto de raices generalizadas y 

denotaremos por & al conjunto de raices distintas de la rafz (0,0); es decir que A = R- {(0,0)}- 

Definimos ademas el conjunto 

A = {(a,i) € Rl a £0} 

xo : ¢ . . 
y denotaremos por A” al conjunto de rafces generalizadas cuya primera entrada sea igual a 

cero, es decir que: 

0 es 
A = {(a,i) € Rl w= 0} 

Gracias a estas definiciones podemos descomponer a g de la siguiente forma 

o= @ g =hot @ 7 =5+ O 9°. (4.3) 
aca



donde resulta que bo = g), 

Por medio de la identidad de Jacobi nosotros obtenemios facilmente 1a relacién 

(4.4) 

  

para un par de iaices generalizadas @ = (a,7), fi = (8,7). Pista relacién es elar a, presto 

que por (4.1) tenemos (2°, of C 9545 y Ia identidad de Jacobi aplicada a h,x,y en 55.0%, 97 

  

respectivaiente, implica lo siguiente 

(A, fest] = [1,2] ,y] + fe [yl] = oh) foy9] 8 (A) foal 
= (a+ A) (h) [ey]. 

lo cual prueba Ia condicién (4.4). 

Por otro lado, notemos que una consecuencia de (4.3) es la signionte. Si g cs semisimple y 

Xo € ho entonces se cumple: 

si (Xp) = 0 para cada & CA, entonces Xn 0 (4.5) 

Proposicién 4.4: Sean 7 = (a,2), 8 = (8,7) vaices gencralizadas en A, entonces, 

1) dumg® = |, 

2) La restriccién de & a bg x hg es no degenmiada Asf para cada BG bg tenemos que existe 

un tinico elemento ty € hg tal que f(a, fy) = a(2), para toda x € g- 

3) Sean # = (a,x) € Ay fis (8,3) € BR, entouces: 

i) -w=(-a,-NeAy (9°, 9-7} = Cty, con a (fq) A 0. 

vi) RAN R = {a,0, -7}. 

Luego podemos definir el siguiente producto: 

Va,8€ bf, (Ba) = eo 

wt) Bxaste un tance par p, ¢ € Z% con la propiedad -- (3,0) = pt q, tales que 

A+nteRoap<nsaq 
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iv) SiBy 8+ € A entonces existe x € g*, y € a? tales que [x,y] # 0. 

En particular. [9°, I = gat siPia@e A. 

4) Si 9x = Le Rf,, implica hg = bat tha. Ademas k |ygxhg & real positiva y no degenerada. 

Demostracién : 

Mostremos primero, que si & = (a, 2) iB =(B,j)€ A tales que a + & # (0,0), entonces 3° 

y 9° son ortogonales. Tenemos dos casos, 1-+j #067+j =0, con a+ 6 #0 en ambos casos. 

La afirmacién es claramente verdadera en el primer caso puesto que ay ? estén contenidos 

en 9; ¥ 93 respectivamente, podemos utilizar proposicién 4.1 para concluir que la afirmacién es 

verdadera. En el caso dos tomemos cualquier = € 9 y y € a. Entonces, por proposicién 1.1 

para h, x,y en 9,97, e respectivamente, se tiene la siguiente igualdad : 

k([h,z],y) + k(c, [h,y]) = 0 

Luego 

0 = afh)k (x,y) + B(A)  (2,y) = (a+ B) (AE (,Y), 

que con la hipstesis a + 6 # 0, implica que 

k(x,y) =0. (4.6) 

Sabemos del resultado clAsico (ver [5]) que & |),.,es no degenerada. 

Usando lo antes mostrado podemos dar la prueba del inciso (2). Veamos que la forma de Killing 

es no degenerada en hg x hg. Tomamos 0 # x € bg C 99 - Entonces existe Y € h con k(z,Y) #0, 

puesto que k es no degenerada en ). Por la proposicién 4.3 tenemos la siguiente dscomposicién 

Yu x yy por la proposicién 4 1 obtenemos k (2,40) = k(x,Y) # 0. Por lo tanto & es no 

1€ Zin 
degencrada en hg, como k es no degenerada. Podemos inducir un isomorfismo del dual §§ a bo 

de la siguiente forma 

E:b§ — bo (47) 
ar te 

donde ty esta determinado por la condicién h(a, te) = a(&) para toda x € hg; (ver [4], Pag. 

288. Teo 6). Ademés esto define un producto punto en hj, que denotamos también por k, dado 

por K(a, 8) := K(te,tp)- 
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Para proba (3) (7) tomemos W = (a,2) € A. St g°® fnera {8} entonces cada X € g” 

tendria que satasfacer que k(X,¥) = 0 para toda Y € g; esto por (4.6). Pero esto resulta una 

conlzadiccién puesto que g es semisimple Por lo tanto g7* 40 y -a — (=n, ~2) es una tats 

generalizada, 

Para proba que (9°, 9g -) = (Cty , consideremos to siguiente. Sean H, Xz, X..¢ elementos 

arbttrarios en ha, 6%, 977 respectivamente. Entonces {o%,9°*] C ba y lo siguiente se cumple : 

R(LN a, Xa}, H) = ke (XG, (Xz, H,]) = b (Xa, 0 (ID) X_a) = (I) k (Xx, Xz). 

Ahora cscogemos Xq,X 9 tal que k (Ag, X_z) #4 0. Entonces usando (4.7) coneluiinos 

k ( pete) = (IT) = kU, ta) - (Xa Xa    

Otra vex par (4.7) 

[Xa Xa] = ht (Xa, X—a) ta (4.8) 

pad fy € hg, en el isomorfisimo €, Con lo etial se prueba parte de 3(2). Observemos que 

& lam xgrAes nna forma bilineal no degenerada. Luego entonces podemos encontrar elementos 

a   Fa, Fa on g",g7® 1espoctivamente, tales que & (iz, Pg) = 1. Por (4.8) obtenemos 

[Fx, Fa] = te (4.9) 

Dado fp — (8,)) otra ratz generalivada, constr nimos el espacio vectorial gt = » GFF Beto os 
neZ 

no cero de dimensién finita Por (4 4) gf es invariante bajo adta, adig, adFy. Tenomos que 

0 — Tryiadty = Try (ad Rgadl’e - adlxadEx) = 0 

Calculamos, 

= Tryadta =) (B (te) 1 nev (Fa) cam(gt 8%), (4.10) 
ace 

Sia (ty) = 0 entonces 2 (ta) OO dim(g#t")) = 0. Lo que implica que para toda rafz gener- 

alizada 2, 2 (ta) = 0. Pero porn lado (4.5) implica que fy = 0 y por otto tenemos el hecho 

que & # 0. Esto es una a ima contradiccién con el isomorfismo € Con lo que concluimos ta 

demostracién de 3(z). 

Usando 8(4) y el isomotfismo (4.7) tenemos la siguiente definicion: 
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Va,Be bj, (Ba) = ROS. 

Ahora consideremos elementos Xz # 0 en g® y Ya € 973 tales que 

(Xe, Ya) = aca: 

y se define Ha = Beate Luego podemos formar Sg = CXg+CYa+CHe, que por construc- 

cién es un Algebra de Lie isomorfa a si(2,C). Esto se sigue de las siguientes relaciones (ver, 

capitulo 2, seccién 1.9 ): 

[Ha, Xz] = 2Xe, [Hay Xa] = —2¥a, [Xe Ya] = Ha 

Demostremos 1 y 3 (4). Definimos M = §9+ ©. gto"), que como sabemos es un espa- 
cet 

cio vectorial de dimension finita. Observemos que M es un Sg—submddulo de g y Sq cs un 

submédulo irreducible de Mf. Por otro lado descomponemos a hg de la siguiente forma: 

hg = kera + CHg. 

Ademés por el Teorema de Clasificacién del capitulo 1 seccién 1,9.2 tenemos que M se 

descompone en una suma de irreducibles con valores propios enteros. Para Y € gro) tenemos 

que [Hz, Y} = ca(Ha)Y = cgiazy -a(te))Y = 2c, Por esta razén tenemos que 9%") = 0, a 

menos que 2c € Z. También podemos deducir, que si Y esta en algtin submédulo irreducible 

de Af, con respecto a Sq, tal que: 

(Ha, Y] = 0. 

entonces podemos ver que Y € ker a+ Sq, submédulo de valores propios {-2, 0, 2} con respecto 

a Hq. Entonces, 2 € FR implica que existen Y # 0 tal que (Ha, ¥] = 4Y y un submodulo 

irreducible de Af que contiene a Y y cumple con: 

OF VH.4V + lot Vet Viet Vat... 

Como V4 # 0 y V irreducible, V no puede intersectar a ker a+ Sq. Pero 0 # Vo C kera t+ Sg es 

una contradiccién. Por esta razén 2&@ no es una rafz. Similarmente ka no es rafz. (si lo fuera 

entonces 2(42) serfa rafz ). Esto implica que tampoco existe 0 4 Y € M tal que [Ha ¥]=Y¥. 
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Por lo tanto M = bp -+ Sq como consecnencia del Teorema de Clasificacion del capitulo 1. 

  

Coneluimos que damg® =dimg”® = 1, con lo cual queda demostaiado 1) y 3(4% g , i ¥ 

  

Demostiemos 3 vi), Para & & A hemos visto como existen elementos FHg,Xq y Yq tales que 

Se = CXq+ CY¥a-+ CHa 08 un algebra isomorfa a sl(2,C). Sean & € A y BER. Consideremos 

P cl conjunto de parejas (r,s) de enteros tales que para todo entera n que cumple r <n < s, 

B+ ne cs una raiz generalizada. La pareja (0,0) esta en P. Dado (r,s) © P definimos una 

  

@— cuerda por § como {B + ne |r sans s} . Llamamos ina @ — cuerda maximal por B con 

(r,s) € P, cuando B+ n& no es vaiy para n = 7 — 1 ni para n=s-} 1. 
a 

Sea (7,8) € P, tal que la @- cuerda por 8 es maximal. Sea gl => gft"*, Entonces gf 
ner 

es ina. representacién de Sa; ¢s decir, gt es invariante bajo adHa, adXq, ad¥q. Como en () es 

facil ver qne irgtada = = 0; Por lo que obtenemos las sig uientes igualdades: 

O = ingadd Ty = > (BA ne\its = > B(x) +2 x n 

  

ust Rar n= 
st1l~—r)B(Ha) +(s+1 -r\(s+r) 

Ya que r # 8+1, al suponer que tenemos una cuerda maximal, conchumos que (8,0) = 8(H) = 

--(s+r). Ahora afirmaimos que hay sélo wa pareja (r,s) on P que nos da nna 7% — cuerda 

maximal por fi. Para demostrar esto definimos la siguiente pareja (ra, $9) on P 

  

vo=min{zeZ\VneZ, 2n<0, B+nac hk} 

so = max {2 € ZV ne Z, O<naz, B+nwe R} 

  

Como el conjunto de raices F os finite y la paroja (0,0) esta en P, la paroja (19, $9) esta on P, 

nos da una cuerda maximal y ademas (8,e) = —(sy +79). Si (ri, 81) cs una pareja en P que 

nos da una enerda maximal, entonces ry + 8, = sy | to = — (B,) y 71 <n < 8, implica que 

B+nweR. 

< 8p, en caso Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que 44 < 89. Kntonces rp <8; 

contrarlo 4) < 7, gue a su vex implicatia ry < sp y se tendifa ry 4-8; < 89 +79. Como no 

tenemos raty pata ro — 1 ni pata 8; + 1, se sigue que ry, = r9 y 81 = Sp. sto demuestra 3 iar). 

Para demostra 3) (2v) usamos que [2°.0"| fas gre por (4.4) Si snponemos que [0°.0?| =0, 

entonces para (7,8) € P tenemos una cuerda maximal (satisface - B(Ha) = 44-4) y adomis 

  

=> 62!" os un subespacio Sx invariante 
nop 

2 _ 
del espacio andlizado en 372), gf = 37 g#1"*, De nuevo como en (4.10) 

not 
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0 = TryadHy = (1 —7r)6(Hz) +r(1—7) 

es decir, que: r = 6(Ha) = (8,0). Como By B+@ son raices, s > 1 > 0 > r. Luego 

s+r = —G(H,) =r es una contradiccién. Asf que o # (57.0? c o*7. Cuando +a A, 

dim g@*4 = 1 y entonces [07.07 = gitB. 

Por ultimo, demostraremos 4). Por definicién, 

k(H, H’) = Tr(adH oad’) =~ B(H)B (H’) (4.11) 

feR 

por 3)(iv) nosotros sabemos que para @ = (a, 7) y B = (6,7) ratces generalizadas, con a # 0, 

existen enters PD, 514,,, tales que 

26 {ta} = ~« (ta) (Pap + Yep) 

y usando (4.7) y (4.11) tenemos, que: 

a (to) = (torte) =) (ta)? (Pays + 4a)” (4.12) 
BER 

Esto muestra que a (tg) es un mimero real positivo, ya que a(t.) # 0. Consecuentemente, 

para &, 3 raices 8 (tg) es un mimero real . Usando (4.5) y (4.12) demostramos que & lhaxte & 

una forma real y estrictamente positiva. Ademas, lo anterior demuestra que a 12h = {0}. 

Probemos entonces que los espacios 9 y xy Ci, son iguales. Si este hecho no se cumpliera, 

entonces existe una funcional lineal > sobre 5 que no es identicamente cero pero se anula en 

> Ctg. Tenemos ademas, que por (4.7) existe un unico elemento t, € h tal que K(H,t,) = 

aed 

A(H) para toda H € bg. En particular, \(¢g) = 0 para toda a € A, por (4.5) y (4.11) 

tenemos tg = 0 y A = 0. Entonces esta contradiccién prueba 4). Con esto queda demostrada la 

proposicion. a 
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4.2 El Algebra Cubriente. 

Denotames como Clx,2~'] al conjunto de todos los polinomios de Lament en x (es decir, 

todas las sumas }* 
yet 

Consideremos ag y a Cl 

aye, € C, con sdlo un mimero finito de cocficientes distintos de cero). 

    

27!) como espacios vectariales sobre C. Podemos formar ol producto 

tensorial de 

  

—) @g = © 2g 
a 

Este producto tensorial se puede pensar como los polinomios de Laurent con cocficientes en 

el algebra g. Noternos que definiende e} corchete como [eY,2*Z] = at? [X, Z], obtenemos un 

algebra de Lie. 

Definicién 4.2.1: Sea L = L(g;0) la subalgebra SD wg; de Fr. L(g, a) es ol dlgebra 

cubmente de g con respecto de a, Tenemos un homomoifisimo natural definido de la siguiente 

forma : 

pihL—+qg 

YoY (4.13) 

Si pensamos a los clementos del Algebra cnbriente como polinomios con cocficientes en g, cl 

mapco ¢— estarfa dado por : y(P(x)) = PI), donde Pia) = a* ¥, con % € g. Bl mapeo vy 
368, 

  

es llamada el homomorfismo cubriente. 

Lo que signe os defini el conjunto de rafces enbriente de FP que denotaremos A, asf como el 

subespacio asociado a cada nna de las ratces de F. Para esto daremos las siguientes definiciones: 

  

Definici6n 4.2.2: Sea L(gjo) =35 1, donde L, = 
JER 

dofinitemos para cada a ¢ bh ya € Z, el par & = (a,3), la enal seta una raiz cubriente si el 

j- Udentificaremos a Lp con 99 y 

subespacio L4 .= {a € Fi, | (W,2] = a (2D) 2 pata toda I € b} es distinto de coro, Denotaremos 

  

por R= {(a,2) € 6% x Z| E* x {0}} al conjunto de raices cubrientes Andlogamonte al 

caso de las raices generalizadas, denotamos A i= R— {(0,0}}, Avs {(a,2) € R Ja #O}y 

Als {(o,2) € B | a = 0}. Teuemos entonces, que (1%, 1) C LP y Ja descomposicién en 

sua directa L(g,o) = $1 YL. 

eA ; 
Notemos que si @ = (ev, 7) es una rafy cubriente y 7 = j/ (med m), entonces a = (ay, 7") 68 

también ma raf culniente La transformacién 
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& = (a,9) 9 (0,9) = 8 

mapea el conjunto de raices de L(g;a) con respecto a hg en el conjunto de raices de g con 

respecto a 4g. Tenemos ademas que L® = x)g*. Obtenemos entonces una proposicién anéloga 

a la proposicién 4.4, para Ley A. 

Proposicién 4.5 : 

1) Recuerde el isomorfismo lineal € : 6§ —> 4a - 
an ta 

Si & = (a, € A entonces 

-& = (-a, -) € A, dim LF = 1, [L*, L-] = Cta. 

2) Sean & = (a7) € A y B = (6,3) € R,entonces: 

i) Existe un tmico par p,q € Z con — (8, a) =pt+q tales que 

BrnaeResps<nsgq 

ii) RAN R = {&,0, -&} 

3) Si By B+ A entonces existe eg € L*, ee TP tales que lea €g] # 0. Por otro lado, 

si ademas B +GE A, se tiene [L*, Py = (Ate, 

Demostracién: 

Andloga a la proposicién 4.4. a 

Consideremos el siguiente sistema de raices Ao de [Lo, Lo] con respecto a hg (Lo, Lo] ¥ Ag 

denota un conjunto de raices positivas. Si definimos cada a € Ag idénticamente cero sobre el 

centro de Lo, podemos considerarla como una funcién lineal de hg. Identificaremos a con la 

tatz (ex, 0). El conjunto At = Afu{(a,je A | j > 0} lo llamaremos el conjunto de la rafces 

positivas en A, determinado por Ag Una rafa & € A es llamada semple si ésta no es la suma de 

dos elementos de At. Sea Tl = {do = (a0, 80), G1 = (1,51), da = (a2, $2) , .-.} el conjunto de 

las rafces simples y JI = {a0, a1, a,...}, el conjunto de las primeras componentes de las raices 

@,. En las siguientes proposiciones demostraremos que Tl es conjunto finito, llamemos N a la 

cardinalidad de TI. 

Lema 4.2.1: Sea At un conjunto de raices cubrientes positivas. Se tiene: 

a)A=Atu (-a*) yV ae At, &= Tk & con hk, EZ, = NU {0} 
aree 
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By, € TI Ao 
- oes ~ ~ ~ al y 7 € A® tales que & =f; + Ay tut Bt YyVI Sa SkB, + Bit. tht FEA. 

oF ~ 2 aS 
b) Para toda raiz & = (a,i)¢ A = At > A oxisten rafces simples #3), fy, . 

Demostracién: 

Notamos qne el nimero de a € § que son la primera coordenada de nna raiz es menor 0 

ignal que la dimension de g. Es claro que ina rafz simple en Ad es simple en A*. Si {915 Fas Fo} 

es el conjunto de raices simples de Af entonces para cnalquicr rats (ex, 0) vemos que a) y b) se 

cumplen, Afiamamos que para & = (a,1) € At, 4 2 1 oxiste una suma @ = Sky 7%, con las 

k, € Z,. Esto os, & 1a rafz simple 6 una suma de raices (8, k)+-(p, 1) con k,l natin ales menores 

que i. Para ver esto consideremos algunas k, méximales tales que @ ~- 3? ky, 08 una ratz, Si 

&— Y°k,¥, es simple, ya osta. Si no os simple es es suma do raices positivas (8,&) + (p,0). Si 

& # 0 entonces (p,2) os una rafz que es simna con k, mas grandes, lo que es absurdo. Lucgo, 

a->)> kyy, esta on Aj, y aplicando induccién sobre la segunda coordenada, obtenemos a). 

Para demostiar 6), demostraremos primero que si @ € At — A° no os simple entonces 

@ — B eA para alguna B € T— A®. Risto os claro, pues si no existicra tal B tendriamos, por 

la proposicion 4 2), que existen p y q enteros para ima cucrda maximal, con 0 = p <qy 

{a, 8) = —(p-+ g); 08 decir, (a, 6) < 0 para toda B € ff - A® To ental implicaria usando a), 

como siempre se tiene (a, 8) = 0 para toda B € A®, que (a,a@) < 0; que contradice al hecho 

que la forma de Killling & es extrictamente positiva en Ig. Adends como B = (B —a+a, 

& — fos raty positiva, Sea @ = (a,2) € A . Aplicando to dicho de manera recurrente existe mn 

nimero finito de raices simples {,Bo,- By} C T— A® tales que CG = a) ~ fin) .o A;) 

es una raiz positiva para tode 7 < h— 1 y una rafz en Ae para 9 = h. Lo que demnestra 

d} a 

Veamos mas propiedades sobre los conjuntos ii y AS, 

Proposicién 4.6: 

NilcA 

2) 11 os lincalmente dependiente y genera a by 

3) VIA a Qy = (a0) € - Zy 

Demostracién: 

Usando el Lema anterior y la Proposicién 4.5 obtenemos que L(g,0) esta generado por 

EL 3B, LALA con B « tl-A°® ye A®, Beste hecho lo podemeos aplicar en lo que sigue. Afirmamos 
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que si G € A® entonces existe B € Ti — A® tal que @- B € A. En caso contrano, para toda 

raiz B € Th— A®, &- B no es raiz en A y (a, 8) = -(p + q) = 0 para el par de enteros py ¢ 

de la Proposicién 4.4 para a y B. Esto implicaria que para toda Be fi- A® at B ¢ A y por 

lo tanto para toda Be i- A° [23,19] = 0. Ya que siempre se tiene [L917] = 0 para 7 € 

A®. se tendria [Z7, L@,0)] = 0. Esto tiltimo no puede suceder, pues mediante la proyeccién 

de) homomorfismo cubriente, {s*, 3} = 0 contradice que g es simple. 

Vamos a demostrar 1). Si & € Tn A®entonces &— B ¢ Au {0} para toda Be ti- A, 

ya que & es simple ( si @— B es una rafz positiva, @ = ( G- B)+ B y si B - & es una raiz 

positiva. 8 = (B - &)+ & ). Como 0 = (a. B) = —(p +4); para unicos p,q (segtin proposicién 

4.5), entonces p = q = 0. . Se tiene que para toda # € Th A®, at B ¢ A. Como antes, ésto 

nos Hevarfa a que 9 no es simple lo cual seria una contradiccién. Por lo tanto, TEM A? es vacio 

Ahora demostraremos (2). Como (0,7) € A*, tenemos por el inciso (a) del lema anterior 

que (0,m) = ki & “Eh (ai, 5;). Bs decir, queO = 0k, a ym= > ks; con algunas k, # 0. 

ae% en EZ 

Asi que los vectores a, nO, _ son linealmente dependientes. Ademas por la descomposicién 

ho = be + the, {o0,01,@2...} generan a hj. Concideremos G4, d, € Ii con i # j . Como 

fr = (Ge — Gy) + &, (i — &,) no puede ser rafz positiva. Intercambiando Jos indices vemos que 

  

&, —&, no puede ser tanpoco rafz positiva. Asi que &, — &, no puede ser raiz. (a, 8) = —(p+q) 

con 0 < q.o que se afirma en (3) n 

De el inciso (3) de la proposicién anterior tenemos que algulo entre dos elementos en II 

es mayor o igual que 90° y menor que 180°. Es claro que II tiene que set un conjunto finito, 

digamos de cardinalidad N; ya que IT genera el espacio de dimensién finita 5. 

Observemos que para 0 < i < N — 1 podemos encontrar, mediante e! isomorfismo lineal 

E20) > ha, bp = 2 (ai,0,)7! ta, y por la proposicion 4.5 inciso (2) tenemos los vectores e, € 

an te 
L®, fp € L~® tal que [e,, fi] = 2. y tenemos las siguientes relaciones: 

(Ri, hy] = 9, [er Sy] = Sighs his, ey] = ay5ey, [as fy) = —OnSy (4 14) 

La matriz A = (diflocijen-1 es lamada la matriz de Cartan generalizada del algebra de Lie 

(también Hamada matriz de Cartén generalizada de L(g;0)) Si AM denota el grupo abeliano 
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geucrado por {v, 61,02, - ani}, la clos 

  

oniposicion L(g; 0) TO 1° os ma M — graduacon. 

de L(g, 0) donde £5 — boy L8 =Onae MA. 

Proposicién 4.7 : 

1) Los clomenitos &,, fife (0S << N - L) forma un sistema de gencradores de L(g,¢) 

2) El algela de Lie MW — graduada L(g;@) no tiene un ideal J que es M ~ graduadado 

distinto cle coro (ie. £ = wen (£0 £4), para el nal JN Ce =0. 

3) Si o es un automorfismo incdescomponible (ésto es, g ho puede deseomponerse en la sma. 

ditecta de ideales a — invariantes }, entonces II es indescomponible (es decir, I no pnede ser 

la unién de dos subconjuntos ortogonales distintos del vacio) 

Demostracidn ; 

1) Sea L’ la subalgebra de L = 1(g;) generada por e,, Jiu @=6..N ~ 1). Probemos que 
L° CL puma de A. Consideremos solamente @ € At — A®, Si & es no simple, tenemos lo 

sigmmente &—&, € A+ para alga & simple Sia —a, 4 0, podemos expiesar por la proposicién 

anterior a L* como LA = Le, LS), si — a, = 0, se cumple para los enteros que nos dan la 

&,—cuerda maxunal por &, p+ q = -2, es decit, pasa que (a — a) — & € A. Asif obtencmos 

que L® = | e,, fe, L**%)). Este procedimiento Jo hacemos ileradamente y vemos que L* esta 

penerado por e,. Andlogamente si & € (-A*) - A°, tenemos que L® esta generado por fy. 

Fsto pineba que L& cL para & € A ~ A®, En patticular obtenemos [Z4, 1 CL site 

A—A®, Pa otro lado, > LY 
FEA? 

es el cubriente de la subalgebra de Cartan de g, por lo tanto es nna subdlgebia abcliana de 

L.S1¥€ A®, lo signiente so cnmple 

  

[EEC [L°, 1] =0+ [em ROSS OL = 0+ I" OL , 
JeA--Ao ficA—Ko 

pues 

[i » v] =0. 
FEA 

‘Lenemos entonces que 

(A) cies, Sle SS en, 
jieA- Ao BeA-Ao 

A2



es decir. que L’ es un ideal de L(g;@); y de hecho cada uno de los elementos en Z/ son combi- 

naciones lineales de los variados corchetes de fos e;,/;,f,- Por esta razon, L'= @ (14 nL), 
aeM 

es decir que L/ es un ideal M-graduado. 

Definmos ahora la forma bilineal invariante & sobre L(g;0) x L(g;) de la siguiente forma 

ia'Z,27Y) = K(Z,Y) con Y,Z € 9 

Sea L” denota el complemento ortogonal a L’ en L(g; a) con respecto a k. Entonces L’ c DL. 

Por esta raz6n si Z € L(g;a) se puede expresar como la siguiente suma 

Z=24B donde ey Liyve ST YP 
eae Be&~-A° 

Por otro lado tenemos que si Z € L(g;) entonces 

Ww Z)= [2.2 4+24=z10 5 DB 
Bed—A° 

Pero ademdés como L” es un ideal (L”, Z} = 0. Esto implica que L” c Z (L(g; )). Lo cual no 

es posible puesto que Z (L(g;7)) = 0. Ast que el Algebra generada por e;,hy, fe es todo L(g; 0). 

2) Supongamos J un ideal M — graduado distinto de cero del Algebra L(g;a) tal que 7 

Ye, = 0. Como J es un ideal Mf — graduado existe & € A para la cual L®° 1 £0. Es decir 

que [ contiene un vector eg no nulo. Si & € A® entonces para alguna i € {0,1,2...N — 1} el 

corchete [eg,e,] # 06 les, fi] # 0 (si esto no fuera verdadero eg estaria en el centro (por 1 

}: lo cual no puede ser); dando un elemento nocero en IPI con B ec A~A°. Es suficiente 

considerar el caso en donde eg € I con & € A-—A® y eg # 0. Sabemos que por la proposicién 

4.5, Cla C {E5, L-4] C I. Tenemos ademas que existe &; rafz simple que cumple & (ta) # 0. 

Gracias a esto obtenemos que La = [E*:,ta] C I, lo cual es una contradiccién. 

3) Demostraremos inciso por contraposicién. Sea Gi, fi,f las imagenes de los elementos 

cfd, (Q<i< N—1) bajo el mapeo cubriente del algebra L(g,0)} sobre g. Supongamos 

Tl es descomponible es decir Tl = Ty U Th. Obtenemos la correspondiente descomposicion 

ba = 5, © 6, donde si k=162: 

bo, =PCh, 
are, 
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Sia € fh y ay € Ils, entonces a, (h. 

  

0. Adomias, [%,7,] = [f,, Fy| = 0. Si g* (& = 1,2) 
denota la subdlgebra de g generada por @,, f,,/, cuando a, € Ty, entonces por (1) obtenemos 

una descomposicién do g en Ja suma directa de ideales o — invariantes, g! y g?. Con esto queda. 

demostrada la proposicién. i 

En lo que signe @ representa un automorfismo indese omponible de g de orden m > t. Sea 

ies > Ra,, con H = {a,01,...,@N-1} y sen = dim. Tenemos ademas gute el producto 

interior "he , ) sobre h§ es positive definide sobre /, y tenemos las siguientes propiedades : 

TT) @y == eed = (a,44) € —Z! para iF j. 

Ug) If es un sistema de vectores indescomponible 

TI;) TE es un sistema de vectores lincalmente dependiente que genera i, 

En particular, det (a,,) = 0 

Proposicidn 4,8: Sea ¢ un automorfismo indeseomponible de g de orden m > 1. 

1) ‘Lodo subconjunto propio de TL es lincalmente independionteyy Ne=n+h, 

  

2) El sistema IL os independiente sobre Z: ésto os, si > GM = 0 (4 € Z), entonces toda 

c, es 0. 

Demostracién - 

1) Sila primera afirmacién fuera falsa, tendrfamos, que la siguiente relacion sorta cierta 

Mage - Vagh= 0 
aca? Aen” 

donde H’ UI" & Tl ( contencién propia ) y a4 > O,ag > 0. Entonces por (U)) tenemos quel 

producto 

Uta, Eran) « (s Gal, vay) <0 
agn oer een pent 

Fs decir que Vegas Q. Pera si 8 € TI TY’, tonemos que (8,0) = 0 para toda a € TY (por que 
our 

de otro modo 0 = (37 aaa, B) = Ya. (a, 8) <0) Entonces la descomposicion H = (IL -IP)UM 

coutradice (Tz). Aho1a usando (Ta) tenemos que N-= n+ 1. 

Para la parte 2), ohservamos que sim es el orden de a, entonces (0,m) Gc ASM At y 
N-1 N-1 

ademas (0,1) = > @@,, donde a, € Z. De donde, m = > as, y 0 = >* aa, Ast que 
10 10 m=O 

  zl 
no todas las a, son cero. Por Ja parte L) la relacién 0 = SS aa, implica que todas las a, 

0 
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=1 

son diferente de cero. Supongamos ahora que tenemos }° cid; = (0,0) conc € Z y alguna 
1=0 

Nel 
14 # 0. Esto nos lleva a > (Cig - @; — Aig), = 0. Ya que el coeficiente ig—ésimo es cero, por 

i= 
(Iz), para toda i, cj, -@, — ai, = 0; es decir, para toda 7, a, = cc, con (¢ € R). Pero entonces 

N-1 N-1 
a,5,=¢ >> Gs, = 0, que es una contradiccién. a 

=0 

  

Teorema 14 (Principal): Sean L = L(g,a) y L' = L(9',0°) las digebras cubrientes de g y 

9’, con by C g6 ¥ by C % las algebras abehanas maximales consturdas en la proposicién 4.3, 

y f= {46,41,-58n} 9 iv = {8,1 e} correspondientes conjuntos de races sumples, 

dados. Asumimos que n = 1', que la correspondencia 

a — a i =0,1,2,..n 

induce una biyeccién 

ri M =Zil— M' = Zi 

y que las matrices generalizadas de Cartan son iguales (A = A’). Entonces 

1) Existe un isomor fismo 

@: L(o',0') — L(,2) 

que hace corresponder la M-graduacién con la M'-graduacidn: ob: (wv yr) = LF, 

u} Sea t un isomorfismo que satisface(2). Sig yg’ son sumples. Entonces existe un isomor- 

fismo ys: g' —+ 9 y una constante cé C—(0) para el cual el siguente chagrama es conmutativo: 

L(g',0°) > L(g.) “ L(a,2) 

a Le 

s — 3g 
e 

donde 6. 6’ son los homomorfismos cubrientes y pt.(P(x))=(P(cx)). 

Antes de la demostracién del teorema enunciemos y demostremos un lema 

Lema 4.2.2: Sea A un matriz de Cartén generalizada. Existe un Algebra L(A), algebra 

cubriente asociada a A, y un isomorfismo de Algebras Af-graduadas ¢ : L(A) — L(g,¢), para 

cualquier (9,7) cuya matriz de Cartan A(g,0) = (epocig<n es A. 
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Demostracién del lema 

EI fin del teorema es mostrar que con la informaciin que guarda la matrtz de Cartan 

A(g,o) = A= (a,,) se puede recupera el Algebra cubriente L(g,¢). Pma poder hacer O<tgSn 

esto definiemos en varios pasos a L(A). Sea H = {(e9, 80), (01,41) ,-, (Qn, Sn) } el conjunto de 

raices siinples con el que ohtenemos A para (g,7). Recordemos que L(g, 0) tiene generadores 

  

{en fdheo » que satisfacen las relaciones (4.1) Consideremos Incgo un espacio vectorial V 

de dimension 3(n-F1) con hase {#,, f,,/a}.—0, n donde %,, F1,f, sow las imagenes dle los clementos 

Gah, (OS% <n) bajo cl mapeo cubnente del algebra L(g; 0) sobre g. Formamos 7'(V) el 

algebra tensorial de V. Como T(V) es un Algebra asociativa, ontonces T(V) cs un Algebra de 

Lie (El producto corchete es defimdo por [A,B] = A®B—B@A). Ahora definimos £(V) como 

el subespacio vectorial de '(V) generado per todos los productos corehete de {%, Fj} hao » 

por lo tanto E(V) es un subalgebra de Lie de 7'(V) penerada por {8 fy Iahino an. Sea T(V) ol 

ideal de L(V) generado por las relaciones 

[hah] , [@.F,] — yh, [Fis,2] — Anes, (a Fy] 7 Gy f)- 

Luego definimos (A) = E(V)/T(V) y tomamos @,, fi, hy las correspondientes proyeeciones 

de &, fh. Asi que {@,, filuhieo n generan a EA) y satisfacen las relaciones (4.1). Sea 

M = ZIl. Definimos pua & © M, & > 0 ( r0spect. & < 0) si & # Oy & E Zyl ( respect. 

sid ADy AE --2,11) Pua @ > 0 (@ < 0) definiimos 1a cl espacio vectorial generado 

por [@,,,6,..,8,) = [Bs [Pros [os (@,-1.%, | -- | ] ] ( respectivamente [Fass Paroo dn = 

[fur [fa [-- [fw fu] : | } | ) siempre que A = &, + Ay +... +a, ( respeciivamente 

~ 5 Re 
~A= Oy, + Aig tb. Fa, ) Tin otro caso 054 & € M, tomamos Lo = Oy LY = Ch. 

a=0 

Denotamos L4 = )0 14 y Ly = > LS. Afirmamos que cim(£9) = 2. Ademés L(A) = 
aso aK 

Lh +454 59. Para ver esto, usamos ol método clasico de ver a L(A) representado como 

transformaciones lincales Sea W oun espacio vectorial de base (lo, liye ta} y {Aoi Ais An} 

un subconjuto arburario pero fiyo de mimeros complojos, Definimos ina accién £(V) sobre cl 

Algebra tensorial ‘’(W) de Ja sigmiente forma: 

AQ) Bly, A 

RHA, AY, @. OH J=AV~ ay 

BA) =O, (i, O. OL) = by @(Gllrg @.. Wh, ) + by hy lly @ Oh) 

£0. @b, = 06, 8..08, 

nO, iy @- Ot,   

Esto se oxtionde a un homomorfismo de Lac 
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¢: L(V) — Ena(T(w)) 

Notemos que se cumple g(7(V)) = 0. Luego entonces podemos inducir un homomorfismo- 

L(A) — End(T(W)) 

Se tiene que si vehi € T(V), entonces Yad (fa) = 0. Restringiendo a W, 

co 

éstoimplicaque A] : | = 0, ya que para toda j se cumple que 55 a6 (h,) ty = 0G (an) = 

Gn 

0. Pero como los vectores columna de la matriz A forma un conjunto minimo linealmente depen- 

diente, {/,};=1,2.. nn eS un conjunto minimo linealmente dependiente; en particular dim LY=n. 

Definimos funcionales para toda j = 0,1...,n. 

a: Ly € tal que aii(hi) = yi. 

Notemos, que las siguiente relaciones se cumplen : 

fs, [BoB Biel] = (a(R) +. + (h)) [Big Bans Ge] 
fy [Fn Brosnan] = ~ (04,8) +--+ of, (8) [Fi far fi] 

  

[Flea 8iny—vBcl] € LK y [8 [Ba fara fil] € ba- 

Hemos obtenido que L4 + L_ + L% es una subdlgebra de Lie de L(A) que contiene a 

{a falc}. Por lo que L(A) = Lt + Lz -+ 1%. Podemos provar que esta suma es directa, 

inductivamente. Por primer paso tenemos, que si >> cjéj + ch + Son f; € T(V) aplicando oy 

evaluando en 1 obtenemos 

Sorat, + cd(h)(1) = 0 (4.15) 

Se sigue de la condicién (415), que V i, nj = 0 y como podemos escoger las A, tales que 

d(h)(1) # 0: también c = 0. Asi que )>¢,2; = 0, y si evaluamos en a cada t; resulta toda ¢, 

coro, En general , sean 6! = Seine wy [By Sins Gud 6! € EY y tf = Done ss [Parforn he] 
tales que ¢’ + <! +27 = 0. Luego aplicamos ¢ y evaluamos en 1 obteniendo: 
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0 = HCV) + B66VA) + BOY) = BOC DD Parra a, [bars bear ort | 

Ya que la ¢ 08 arbitraria, se signe que ¢/ = 0, Entonces Dobe ts (try tras ot, | = 0, que implica 

af = 0. Finalmente sigue que ¢/ = 0 pot lo cnal L(A) = Li OL, Dd Eo Aplicando cesta misma 

técnica de homomorfismos (que no haremos) podemos ademas demostiar que se tienen smnas 

  

chrectas Et =” Li yla=@ La. Una consccuencia es que podemos escribir L(A) = 0 La. 
a>o . a<0 _ aeM 

Con estas condiciones L(A) resulta ser un Algebra de Lie M-graduada ya que &,8 € M = Z ol 

producto corchete de La econ 1A esta contenido en L°*?, os decir [74 1A © LA+: Jo cual se 

deduce de [E,e,] CIM y [£5 | S LE-%. Notemos también que [i(4),7(4)} = L(A).     D 

Por las propiedades del producto tensorial y el cociente, existe um epimorfismo natural de Lie 

6 : T{A) —+ L(g, o) que ademas respeta las M-graduaciones dado por : 

Tym tn Roh, Goe, 

‘Tenemios entonces el siguiente diagrama: 

lL 4¢ 

1{9,¢) 

Ahora definimos J(A) como el ideal maximal M-graduado de L(A), con ta signiente propiedad 

2 
JAIN Y= C8, = 0 (4.16) 

ind 

HW ideal J(A) también pucde ser definido como la union de todos los ideales M-graduados con 

la propiedad (4 16). Afirmamos que .J{A) es e] micleo de ¢. Pues sabemos que o(J(A)) es un 

ideal propio M-graduado tal que 

MIA)IN YS? Ce, = 0. 
a= 

A8



y por la proposicién 4.7, G(J(A)) = 0. Por otro lado el micleo de @ es un ideal M-graduado 
n ~ 

que no puede intersectar a la suma » Cé;. Asi que ker @ C J(A). Podemos entonces inducir 
1=0 

un isomorfismo 

x: L(A)/J(A) — L(g,¢). 

Definimos entonces a L(A) como: L(A) := E(A)/J(A). 

Con este lema podemos dar la demostracién del teorema. 

Demostracién del Teorema: 

i) Hemos demostrado que existen isomorfismo x : L(A) — Ly x: L(A’) — L' M— 

graduado y M' —graduado respectivamente en base a que A = A’ definimos el siguiente mapeo 

w= xo ((2¢)~") y satisface (4). 

(12) Consideremos el centroide de L, Cent(L) = {A € End(L) | Aoadx = adx o A,Vz € L}. 

Sean Ay, 42 € Cent(L). Afirmamos que [A1, Ag] = 0 , es suficiente mostra que para todo 

1X1, No] € L, (Ai, Ae] (Xi, X2}) = 0, ya que [Z,L] = L. Esto se obtiene de las siguientes 

igualdades 

Aj A2 ([X1, Xa]) = Ai ([X1, A2Xe]) = — [A2Xo, AX] 

¥ 

AgAy ([X1, X2]) = Aor ([(X1, Xa]) = — [Ar%1, A2Xa]. 

Sean my im’ los ordencs de a y a’ respectivamente. Definimos transformaciones A: L —> L 

y Al: L’ —> L! dadas por AY = 2"™Y y AZ = a™ Z respectivamente, que estarén en los 

correspondientes centroides. Por definicién el micleo de ¢! : L' — 9! es el ideal K’ = {z— A’z | 

z € L’}: igualmente A’ = {z — A’z | z € L’} es nitcleo de ¢. Podemos definir el siguiente ideal 

f= ln) entonces I’ = {z—Az|z€ L}, donde A= poAlow | es otro elemento del centroide 

de L. Ya que A y A’ pertenecen al centroide de L , se tiene que A’ (*) c (LYE *¥ con 

3! = (0,m) raiz positiva. Se sigue que para toda &, A (£8) c L®*4 con 3 = (7,¢) € At que 

satisface T(3) = 7 . Por otro lado como g es simple y II es indescomponible y tenemos que 

L = {L: 1]. de lo cual se sigue que A y Aconmutan. Entonces A(K) CK y podemos inducit 

ty automorfisino 

a:L/K — L{K 
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Como £/1 = g es simple, el lema de Schur implica queda C Afirmamos que ¥ = (0,dm) para 

algin d € Z,. Primero escogemos para toda B eA, °% Aden L, ‘Vomamos & = {ev 9) € A y 

aphquemos 

Alea) = Gea + (L = 2)(Py4- y “aaea) (4.17) 

acd 

con Ps on el centro de hg de L. Ademas ACES) © 1&7, por lo cual sia + ¥ <0 entonces 

O= Gea t(L-2™)(> ¢ 

aC, 

  

De
 

Pero esto es imposible pues la suma cs fimta y toda men #0. Por lo tantoa +8 40 

A(ca) = 6447, con ¢ # 0. Observemos que on la ceuacién (4.17), Px — 0. Por esta ravén 

obtenemos la siguiente igualdad 

CCR = Rea + (1 — 2™)( ue “Ane 

aA 

De esta iilima ignaldad oblenemas que j = (0,dm), pues cons = Aves. Por lo tanto, 

Az ag At sobre L* con ay € C. Ya que g es simple podemos ordenar la base TI tal que 

[5,125 ' J FO y [F5,,2_a@,] #0. Usamos que A y A@ estan on ol cent(L) entonces 

Vi, Ga), = OR, =O a, =H (4.18) 

Para mostrar (4.18) notemos que [Aw, y) = 

  

2, Ay] y como A € cent(Z) implica que [Aa y] = 

[a Ay] y también las siguientes ignaldades se cumpten 

ine [@ 8.1] 
Pa) = at (Fe, . 8, 

  

y 

  Te. =e andy ax yl [p. oe ABs, |) = [Pa 500,, Ss, ,] = aay 2" (Fr, ,?5, 11] 

= 5 sl 
entonces aa, = a4, ,, Con esto podemos concluir que A= poA'oi) — = aA" sobre Lean ae C, 

Dela misma forma cbtenemos que Al = a’ A’ de aqui obtencmos que . 

~ tals a sd 
aaA"! =alvpo(M)op \" apolWAM)op =hol(A)op =A 
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Por lo tanto d = d’ = 1, obteniendo asi Az = ax™z y I’ = (1 — ax™)L entonces éé)se obtiene al 

wt 
tomar ¢ = aun 

L(g!,0°) % L(9,0) 2 L(a,0) 
eI /¢ 

— g ¢ g 

consideremos jee(i(P(2)~A'P(2))) = peU(P(2)) PAD" (EP(2))) = (O(P(cx))-ac"2™ (PP(cx))) € 
K 

pues ac™x™ = x™. Con esto se induce w, quedando demostrado el teorema. = 

4.3. Diagramas de Dynkin Generalizados. 

Comenzemos por dar un resumen de lo que hemos hecho. Partimos de una pareja (g,) con 

la cual se construyo el Algebra cubriente L(g,o). Obtenemos para alguna eleccién positiva 

del sistema de raices A(go, 6) el conjunto de raices simple de At. Llamamos I al conjunto 

{a0.01,-..0n} y formamos la matriz A = (aijJocijcn mediante a, = (o%,,) . Como en el 

caso clasico, con It y A podemos recuperar a A luego la pareja (9,7). Esto es consecuencia de 

las proposiciones (4.4 y 4.5). Por otro lado al restringirnos a II perdemos la informacion de la 

segunda cooerdenada. Sin embargo estamos en la posicién de utilizar los diagramas de Dynkin. 

En el caso cldsico, las parejas (V, IT) que consideramos son de la forma, V un espacio vectorial 

con producto punto (,) y 1 = {8), B2,..-8,} base de II tal que (BB) € -Z* paraa #j. En 

nuestro caso definimos 

Definicién 4.3.1: 

a)Una pareja (V; 1) es un conjunto bésico “generalizado” si V es un espacio vectorial con 

producto punto ( ,) y Il = {a0,@1,-..@n} es conjunto minimo linealmente dependiente de V con 

(01,03) € -Z* para i # j. (cualquier subconjunto propio de I es linealmente independiente). 

&) (V, 11) se Hama descomponible si existen subconjuntos propios yy Iz de TI mutuamente 

ortogonales tales que IT = 1l,U Tz . 

A wn conjunto basico gencralzado (V, I) con matriz le asignamos un diagrama de Dynkin 

Generalizado D(A). Al elemento cq, € II le asignamos el vértice i y unimos el vértice 7 y 7 con 

2(a, 05) 
4,4); aristas con direccién de j ai si fag| < fa,| (a, = (a4,0;) = fe). 
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Tonemos Ja sigmente proposicién + 

Proposicién 4.8 : Sea B= {¥),70,- -Y} 1M subconjunto de Tl. Entonces 

  

X (GH) Cyyn))'? st I< 

i 
Demostracion :Sea c, = Ry: Formamos = )) €,. Conio y puede set cero, se signe, que: 

« 

  

0< @y) =x 2m) 41 
A billyl 

Por Jo tanto 

E Cro) Cad) ay ~ Fy st 
Usmemos esta proposicién para la siguiente clasificacion. 

Teorema 15° Ci 

  

alguer conjunto bisico generakzado (V,IL) adescomponible con matriz A 

    hhene como daagrama D(A) uno que pertenece a la tabla (4—1) Los ntimeros que aparecen 

sobre los vértaces son los coeficientes de la combinacion linealmente depenthente mania de los 

renglones de A o dicho de otra forma son los cocficientos enteros a; en (0,m) = > a,@,. Mas 

  

aun, D(A) determina la matriz de Cartan A. 

Demostracién : 

  

Diectamente deducimos que D(A) es un diagrama conexo. Si quitamos a D{A) un vértice 

y las aristas que van a el oblenemos una mnién disconexa de diagramas de Dynkin ademéas 

como det(A) = 0 entonces D(A) no es wn diagrama de Dynkin. Aliova usaremos la proposicién 

anterior pata obtener los siguieutes resultados 

1) D(A) contione un ciclo sii D(A) = af?) =D{A) no contiene un ciclo propio, ya que todo 

diagiama propio cs unién de diagramas de Dynkin. Ef mimero de aristas en D(A) que es un 

ciclo es 7 FL, por la proposicién. 

2) Si D(A) tiene dos vértices mnidos por tres aristas las otras uniones de dos vertices son 

por una atista: 

D(A) no contiene ciclos, D(A) puede ser descrito por un camino de vértices 29,21, yt, COM 
nel 4 

am, > Laristas que men at con %41 Por la proposicion anterior tenemos, que 7 m; sad, 
3-0 
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por fo tanto si hay un mj = 3 y otra mg 2 2, obtenemos oI ma > 324234 (n-2)>n+1, 

lo cual es una contradiccién. m” 

3) D(A) no puede tener mas de dos uniones de aristas 

Si esto fuera cierto ¥ mi > 3(2)2 +(n—3) > 4+ (m — 3) que es una contradiccion. 
j= 

4) Si dremV = 1, entonces D(A) = at? 6 al?) en la tabla. El] nimero m de aristas que 

unen a los dos vértices satisface m2 <2. Ademas como D(A) es conexo y no es de Dynkin 

m # 0,1,2,3 entonces m = 4. Por lo tanto tenemos dos posibilidades 4 = (—1)(—4) = (-2)(-2) 

de la primera obtenemos por definicién un diagrama dirigido a?) y el otro no dirigido af!) 

Supongamos ahora que D(A) no tiene ciclos. Fijamos un vértice 19 en D(A) caminamos 

sobre aristas de D(A) para pasar a otro ij. Luego inductivamente, desputes de estar en el vértice 

ty.) nos movemos al vértice i, sdlo cuando z ¢ (20,41, ---tx-1} y hay una drista que une dy) CON 

4. Con esto Hegamos, despties de un ntimero finito de pasos, a un vértice i, que s6lo se une con 

el 1,_, en D(A) esto es cierto puesto que en D(A) no hay ciclos. Entonces, si D(A) es conexo, 

D(A) — {ir} es conexo. Lo que obtenemos es que D(A) es el diagrama de Dynkin D(A} ~ {¢} 

uniendole un vértice extra a uno slo de sus vértices. 

EI siguiente paso de la clasificacién es mostrar que para todo diagrama de Dynkin gener- 

alizado se puede realizar. Tal objetivo se obtiene mediante la clasificacién de algebras de Lie 

simples sobre los complejos, descrita en el capitulo dos. Un algebra de Lie g simple se hace 

corresponder con un sistema de raices (V, 2) indescomponible. Ahi mismo se determinan los 

cocientes Aut(R)/W(R) que son los automorfismos de Dynkin. Si (V, 2) es el sistema de raices 

asociado a g y & un automorfismo de Dynkin. v puede extenderse a un automorfismo de Lie de 

g. No se demostrara este resultado, sin embargo se diremos como se usan las perejas (g, v) para 

cubrir la tabla (4 — 1). Haciendo variar g sobre todas las posibilidades aj, 61, ¢1, 01, &6,€7, ¢8, fa ¥ 

92.y tomando en cado caso v el corespondiente automorfismo identidad, Jos digramas de Dynkin 

generalizados asociados a las Algebras cubrientes L(g,v) se obtiene la tabla (4-1, Dynkin I). 

Del teorema (13), slo cuando g es del tipo a (/ = 2), 0; (E> 4) y es se consigue un automor- 

fismo de Dynkin v de orden 2. Con las algebras cubrientes L(g, v) se obtienen los diagramas de 

la tabla (4 — 1 — Dynkin //). Finalmente la tnica Algebra de Lie g que tiene un automorfismo 

de Dynkin v de orden 3, es la del tipo 04. Con cualquier pareja (g,v) y uv de orden 3 se obtiene 
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‘Tabla 4-1) Diagramas de Dynkin Generalizados, Diagramas D(A) 

Dynkin | Dynkin [1 

(3 (1 > 1) SN a 

2) L 2 2 3 2 

0 0—o-— 0-90 

    

83) 
| eB 1 (>1)e moe M1 OH 

a L 
» 0==0 

2 L 
3) = 10 @o 

af) 0 ‘So pO 9 2 2 
2 oO (OS F0 L L L 1 (> 2) 2 Oa ‘I a), Oo" oO . —-0-50 a —_— 

er 
(ety “ na “ na L 2 

On @ > S 9: 0 _ d=! L 6 
ce a? 2 2 L 

2 OL 9a Oe a eo 
@ > 2) 

1-7 "1 

L Oag 

L 2 3 2 L @ 60-0 —5-—0 
a Oy i 

Dynkia Jil 

1 2 1 
C= a—o 

ong ay Oo 

Para gl) af? ae? A? «f? 

of of yon t-+-1 vertices   



el diagrama de la tabla (4-1, Dynkin /1J). 

Proposicién 4.9: Sea g un Algebra de Lie simple sobre C, y v un automorfismo de g 

de orden k = 1,2 6 3 inducido por un automorfismo del diagrama de Dynkin. Entonces los 

dtagramas D(A) de las varias L (9, v) realizan todos los diagramas de Dynkin de la tabla (4 — 1). 

Ademéas, en la Z;, — graduacién inducida por v, 9 ® 9g}, 9) es un Algebra de Lie simple sobre 

Cc. u ‘ 

Las Algebras L(g,v) de la proposicién tienen ademés la propiedad de ser base para deter- 

minar todas las algebras L (g,0), con o automorfismo finito. En todos los casos cuando v es un 

automorfismosde Dynkin obtenemos que cualquier conjunto de, raices simples es de la forma 

{Go = (a0, 1), G1 = (1,0), --..Gn = (Qn, 0)} a partir de L(g,v). 

Recordemos que en general un conjunto de rafces simples es de la forma 

{iy = (85,80) By = (81151) -sBn = (Bn 8a) } 000 (50,5815--15n) € (ZY? distinto de 
cero y arbitrario. 

Definimos para L(g,0), con un conjunto de raices simples 

T= {Bo = (Bo, 50) By = (81351) Bn = (Bus 8a)} una M — graduacién; M = ZIl, lo 

que induce la descomposicién de.L(g,¢) =_® IF, Existe otra para graduacién para L (g,0) 
Bem 
a Be ~~ 

natural mediante el grado. Para cada raiz 8 => kf; se define el grado como grB =)° his. 
2=0 . and 

Escribimos para todo j € Z, L{a,0), =@ L(g,0% y entonces L (g,0) = © L(g, o), + Por 
grap 3€ 

la M -— graduacién obtenemos [z (9,0), E(a,0)4| Cc L (8,0) ;54- Esto es M — graduacién. 

En el caso de que v es un automorfismo de Dynkin, E (g.v) tiene varias Z—graduaciones 

artificiales. Si {dio = (a0, 1),@1 = (a1,0),-.-.m = (An,0)} es un conjunto de raices simples 

de £(g,v) entonces para cada (s9,51,---,5n) € (Zt), distinto de cero, obtenemos una 

Z-graduacién. Definimos L(g,v) , como la suma directa de los L(g,v)* para los cuales 

a => aids ¥ > k,3, = j. Esta Z—graduacién se llama de tipo (9, 51, ---; $n) - 

Proposicion 4.10: Sea g un Algebra de Lie simple sobre C y o un automorfismo de orden 

finito. Sea fl = {Bo = (80:50) »B = (6;,51) sea Br = Basu) un conjunto de raices simples 

para L(g,). Entonces existe un Automor fzsmo de Dynkin v de g y un isomorfismo de Lie de 

L(9.0) a L(g,v)- 

Demostracidn * 
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Por la proposicién 4.9 existe v de Dynlan tal que bajo una hbiyeeeidn apropiada de mn 

  

conjunto de raices simples {#%,@1,...,@n.} de L(g, v) con fH las matrices de Cartén son iguales, 

Por el teorema (13), existe im isomorfismo 

Vs £(g,2) — L(9,») 
3 ~ eo mo. n ~ 

que manda /, (g,0V a L(g,v)" cuando f => kB, y & So kyt.Asi Y hace corresponder 
i=0 0 

las Z—graduacioones a 

  

La teorfa de los cliagramas de Dynkin generalizados ha sido usada por Victor Kae para 

resolver varios problemas. Un ejemplo os la clasificacién de todos los automorfismo de orden 

finito de in Algebra de Lie semisimple sobre C. Esto se describe en el teorema siguiente (15). 

Nosotros aplicaremos este resultado para determinar los autommfismos de orden 2; es decir, 

para deter minar las formas reales Antes una proposicion. 

Proposicién 4,11 :Sea g simple sobre los complejos y v de Dynkin de orden k.Sea (89, 81, +5 Sn) € 

(Z')""", Soa {ao, a1, - 

  

nm} UX conjunto de raices simples para L(g,v) y {a9,@1,...;An} 

los ciitcrios que aparccen sobie los diagramas de Dynkin generalizados comespondiente a 

  

las raices simples. Considere ta Z—graduacién de tipo (80,51, -)8n) de L(g,v). Entonces 
a 

kD as. 
af 

  

aT, C Ly 4in,con 1 

Demostracién: 
7 

Notemos que en todos los diagramas de ag = 1 por defimcién x aa, = 0 Tenemos que 

  

220 
~ ~ no a 

2®L® © L8+OA4) para cualquier raf, a. Ya qe (4) = k(O,L) =k Vad y gr (Ok) =k OO 
2=0 =0 

4,5). =m. Lucgo gr (@ + (0,k)) = gra-bm. a 

Sea g un Algebra de Lic simple sobre C tenemos entonces cl siguiente teorema 

Teorema 16 : Clasificacién de Automorfismos de orden finito 

2) Dado v un aitomorfismo de Dynkin de g, k el orden de vu y una sucesidn 

sn) € (Gy ‘con mémano connin dunsor 1, se puede construr wn automofismo 
n 

© >2 a@s,, como en la proposicion anterior. 
=0 

in) En toda clase de conjugacién de un antomorfisimo de orden firalo o hay un representate 

(80,814 +5 

    

@ (, 89,81,-.,8,) de g de orden m 

  

de la forma a (1), 80, 81, +58) 

  
 



tit) (v.80, 81, ---, Sn) eS conjugado a a (v', 59,54, .-,5,) Sty S6lo sfU = vu! y hay automorfis- 

mos del dtagrama de Dynkin generalizado que mania la sucesion (80,814 ---) Sn) @ (v', 89, 845-58) > 

2) En la Zp — graduacién con respecto 7 (¥, 89,81, -- $n) =O, 9 = o oF. Determinamos, 

que gf.es la suma directa del algebra de Lie semisimple correspondicnte a subdzagrama en el 

diagrama de Dynkin de g que consiste de los vértices 4,42, ..-,4 definidos por los elementos 

cero de la sucesiOn 8,, = 5. = 8;, = 0 y su centro que es de dimenstén n — t. 

  

Daremos la demostracién del teorema a escepcién de 1, (i). Explicaremos el contenido de 

1, (di) en nuestra aplicacién m = 2, en el capitulo 5. 

Demostracién : 

Considere los datos (v, 50, $1,---s $n) ¥ Mm = k > a38, que aparecen en el enunciado 1, (2). Para 

Negar a el diagrama de Dynkin se ha utilizado un subdlgebra de Cartén § de g y un conjunto 

= (an, 0)} de L(g, v).Sea g = 2, g5- la 

  

de raices simples {& = (c0,1),@1 = (a1,0), 

Zy — graduacion inducida por v. Por la proposicién anterior gg es un Algebra de Lie Simple con 

subdlgebra de Cartén h§ = § M1 gj. Fijamos generadores candnicos X,,¥;,H, con (1<t< n) 

para g§ que corresponden a las raices simples a;. Fijamos también un vector no nulo Xo en gg 

tal que 2Xq € L(g, v)*. Sea € la rafz primitiva m — ésima de la unidad. Mostramos (2). 

Sea ¢ : L(g,v) —» g el homomorfismo proyeccién de Lie (4.13). Sf P =y igh en- 

tonces ¢(P) = g. Como demostramos en el la proposicién (7) los elementos eg = +Xp,e1 = 

rXj,-.,€n = ©Xy generan la subalgebra L(g,v)* definida como © L(g, vu). Ya que P esta 

contenido en L(g, v)t y o(L(g,v))* = g, los elementos Xo Xn, Xn generan ag. Asi se 

obtiene un tinico automorfismo ¢ de L-(g,v) definido 

# (ea) =e%**eg siempre que & = D> Gi y ea € L(g, v)* 

Con Ja Z-graduacién de tipo (S0, $1, ---1 Sn) definida sobre L(g, v) se tiene la descomposicién 

L(g, v) = & L,. Se tien que x © ZL, pertenece al espacio propio de & de valor propio 7. 

La propesicton anterior nos afirma que 2 KL, = Ly4m, lo cual implica que 2* conserva los 

espacios propios de @. Se sigue, que ker(@) = (i-2' RY L(g,v) esta en el nticleo de G. Inducimos 

un antomorfismo de o (v2, $9, $1, --- Sn) de g determinado por og = 6G. Es 6 de orden m pués 

el maximo comun divisor de so, 5), ---. Sn eS 1. Consecuentemente también es de orden m. 

Para (ii) sea 7 un automorfismo de g de orden m.Con ¢ la m — ésima rafz piimitiva de 
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1,7 produce una Zp, -- graduacrén g =® g.Sea ¢ : Lg,7) — 9 el homomarfismo cubriente, 2 
que sabemos satisface (Eg, 7))) = 9). Consideremos ahora cl Algebra cubrionte L{g,v) y el 
isoniorfismo » > Lg,r) £g,v) dado el teorema (13), con los enteros (80) 815-48) que 
conservan las Z—graduaciones de la proposicién (9), tenemos un chagrama conmutativo con 
He L(g) — @! : L(g,v) que conserva cada L{g,v)* y un anttomorfismo prg—g, 
concretamente wo gb! = ho p1,.0%. Por lo que se cumple 

Hod Llan,) =o ( © U0)*). 
or 

Ast # manda el espacio propio de 7 con valor propio €? al espacio propio del antomorfismo 
de a (¥, 89, 81... p), que se consti ny6 en 1) (i) de valor propio &?. Por lo tanto porop tad 
y el orden de a es m. Si des ol maximo comun divisor de sq, 81, +7 Sn y como sabomos (0,7) 
es una rafz de L(g,7), entonces d divide a m, pero por la definicién deo y &, d tiene que sei 1; 
de otra manera m no seria c} orden. 

Finalmente para ver la segunda parte tomemos la Zn — graduacién § = g, definida por 
c= (UV, 80,815.45 $n). Con el algebra cubriente L(g,v) =o L, establecomos que para toda 
yn Z yb(Ly pm) =o (%T,) = (Ly). Ademas £,9 ( - «*) 1(g,u) = 0. lu consecuencia 

es un automorfismo contre L, §.En particular g% es isomotfa a Lo = © L(g,v)*,pero & a VG; Pp 90 
re=0 t 

~ es de grado cero si y sdlo sf & =P hy, %, . Ahora, de la proposicién 4.7, sabemos que L(g, u)* 301 
esta Benoraco por los conmtacores 

  

Pay Cras» -@),) que cumplen dy, +..4- 4), = & do aqui que 
Lo os un algebra de Lic generada por H,,, fy,,¢, con i= 1,2,.. yr=1,2, .,¢. Definimos 

% 

  

#(f,). Futonces Ny, ¥j,) Con, 7 = 1,2,..,6 generan fa parte semisimple de gf. Tl contro 
Z de g§ es por tanto el coujunto ortogonal, con respecta a la forma de Killing, a todo H,, en 
5, por lo que dim Z = n —+¢ Zz 
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ESTA TESIS NO SALE 

DELA BIBLIOTECA 

Capitulo 5 

Aplicacién: Automofismos de Orden 

Dos y Formas Reales. 

En este capitulo nuestro objetivo es determinar las involuciones de un dlgebra de Lie sobre C, 

que con el teorema (13) determinemos al mismo tiempo sus formas reales. Por el teorema (16) 

es suficiente con determinar las involuciones de g de la forma o{v, 80, $1, --Sn). Es decir si k es el 

orden de v (automorfismo de Dynkin) y {a9, 41, --, a,} es una coleccién de naturales como en 

el teorema 16, tenemos por la proposicién 4.11 2 =m =k Xp 248; esto nos lleva a tres posibles 

situaciones, 

(A) k= ly un indice zg con ai, = 2,y 3. = 1; para i # ip es 5; = 0 

(B) & = 2y un indice ig cona,, = ly %, = 1; para 7 # tp es 55 = 0 

(C) k=} y dos indice %,7, con @,, = 54, = @, = Si = 1; 3 = 0 sit Zio ty 

Por ef teorema 16 parte 2, 9 es un algebra de Lie semisimple en el caso (A) y (B) y en el 

caso (C) es la suma directa de su centro uno dimensional con el algebra semisimple [99 96) - 

Calculamos (A) por medio de Dynkin I de la tabla (4 — y) 

E! caso al) (n > 1, 9 = an) no tiene posibilidades. Para of) (n> 1, g = ba) 

hay (7 — 1) indices ig con a,, = 2 y no hay un automorfismo del diagrama que conmute dos 

de estos indices. El teorema (16) implica, por 1(éi#), que hay exactamente (n — 1) clases de 

witorfismos de orden dos y, por el teorema (16), 2), que del diagrama se tiene 06 = 0, OA 

paa2<i<n. 
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En el caso cf Yn 2 2,9 = tn) como en el caso anterior hay ( - 1) indices sélo que hay nn 

automorfismo de orden 2 de g. Esto nos deja con sdlo [3] posibilidades entonces tomancdo ¢! 

indice de wquierda a derecha del diagyama oblenemos que gf es @ ta (P= 1,2, Ig). 2 
Para ad (1 > 3, g = On) ol analisis 

  

1 . an es cl mismo que para cf pero aqui con (nm — 3) indices. 

Del diagrania obtenemos que (3] — 1 clases y gf cs 0) Q On} (i = 2,3,.., (3]) : 
> 1 sae : 6 . . . lin el caso ef ) hay tres indices gg con a, = 2, sin embargo, por simetria, s6lo abtenemos 

una clase por que hay nn autoniorfismo en ol diagrama que lleva nna posibilidad en la otra El 

algebra g§ es a1 cy 

DO) a i : 
Para af dos automatico, sdlo hay una clase y g% es a) @ ay. En los casos fo), ef ay 

dos postbilidades de toma el indice tg sin simetrias, por lo que hay dos clases de automorfismos 

de orden 2 en cada caso. El cee es que las Algebra g§ son a7,a4 ag para ef! , ay O e708 

para ot ) ¥ a Gay ay Oey para > 

Jalculemos (3B) por medio de Dynkin H de la tabla (4 1). De los cinco chagiamas af 2) af?) 

(n > 1) tienen una sédlo situaciéu donde 4, = Len los cuales gi} son ay y cy respectivamente. 

Con 2 tenemos dos posibilidades sin simetrias, asf que bay dos clases de antomorfismos de 

orden 2 con g§ = cq 4 fq 

En los otros dos casos hay un automorfismo de orden 2 del diagraina que reducen las 

situaciones. Para a (» > 2) hay dos clases cle antomorfismo @ en GUYOS CaSOS JG C8 Jn Y¥ Cn 

respectivamnente 

[3] +1 & bap O0<ps [3] 

Finalmente calenlamos (C) por medio de de Ja tabla (4 — 1 Dynkini}. estan descartados 

of, y a. En los casos af (ay ol) (n> 2), oD) (a> ly ol?) hay una tinica mancia de 

escoger los indices, por Jo que hay una sola clase de antomorfismo de orden 2. Aa: [98,9] ¢s 

cero, para by 1, dn. 1 y¥ ep respectivamente 

oO) ») tienen una sola clase; ol Algebra [9§, 98] que resulta es 35 y Oy Tospec- Por simetria te ¥ af 

q +e . . 1 . 
tivainente, También por simetria a) (1 > 4) tine exactamente dos clases con (08, 98] igual a 

Q) Dn-1 6M, 1. El viltumo caso es ay’ con (7 > L). Ya que el ciagrama tiene attomorfismos que 

  

son simetrias rotacionales 6 axiales, solamente hay [3] + 1 clases de antomotfismos o de orden 

). 

  

dos pata los cuales obtenemos en orden las varias [98.98] como ap Baty 7-1 (=Ol., [ 
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(go Semisimpte) 
  

  

  

kel k=2 

8 20 8 20 

a 
sn Cerclioh terra 
Vn 2y BPn-p Dena (> 2} Sa 

>a Gsvs[ie}} 
Be a Oa Ong bp © bap 

(>) (asps[5]) 

fe ba £6 ta 

fa a; Beg 6 fa 

% 0] © a5 

ay 

7 01 B% 

& a @ ty 

% Os 

(dim{(centr o(go)) = 1) 

  

  

a [eo 20] a {ao. go] 

On My BOn—p—1 On (n> 3) Dn-2 

@2) (ases[i@-a)) 

bp (1 > 2) by-1 Wn (a> 4 n-2 

& (n> 1) O—2 6 05 

Cy & 

Tabla 5-1: 
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