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Introduccion

Lo s articnlo de Jos afios 1926 y 1927 B Cartén logrs una clasificacién completa de los
(=par i Riemannianos simétricos globalmente irreducibles. Localmente, el resultado se deter-
i neando la elasificacion de todas las dlgebras de Lie simples sobre R, un problema que
artan ya habia resuelto en 1914, Ei métado que usé requicre un nimero exagerado de caleulos
<obre la wanatura de la forma de Killing; esta clasificacion es un refinamiento significativo de
Le t Lesfit a6y dada por Killing-Cartén de las dlgebras de Lie simples sobre C.

1 tabago que presentamos ofrece una forma de clasificar las dlgebras de Lie simples reales
e nua manera alternativa a la que dié a conocer E. Cartdn  El método que usamos en cste
trabuggo e ¢l que presento Victor Kic en 1969 [7]. El meétodo de Kic se recopilo en el libro
A Helgason 3 v consiste en ¢l estudio de automorfismos finitos de un dlgebra de Lie simple
complipa Como veremos en les capitulos 3, 4, 5, dar la clasificacién cle las dlgebras de Lie
ample sobre 2 es equivalente a dar la clasificacion de las formas reales de dlgebras de Lie
suples sobre T, que a su vez es equivalente a dar la clasificacaén de los autemorfismos de orden
dus rvehnciones) de un algebra de Lie simple sobre C.

Fu ¢l prumer capitulo se definen y axiomatizan los conceptos bésicos necesarios que se usaran
durante tode el escnto.

L ol ~egnndo capitulo tratarernos la clasificacion clasica de las slgebras de Lie simples sobre
* eenltado de Killing, Cartdn. Dynkn y Coxeter. La manera en como se da la clasificacion
re =il ~refrinas de raices Bl método que consiste en usar los sistemas de rofees {seccion
2 Ui aparece en muchos contextos del Algebra. Teorfa de Carcajes, Grupos Fmitos (Coxeter),
Adeebras de dimension infiata, Algebras Hereditatias, etc (ver. [1]. [2}, (6], [9]}. De hecho una
apli accn nnportante de los sistemas de raices la obtendremos para establecer la clasificacidn de
Alsetinas de Lie sunples sobre 2. La forma como se obtiene la clasificacion de las algebias de Lie
wimples ~subze 2 es estableciendo una biyeccidn entre clases de 1somor fismo de dlgebras de Lie
arnpdes ~obne Oy las celases de tsomor fismo de sistemas de raices indescomponibles Tsta

corre~pondendia se puede extender a clases de tsomor frsmo de dlgebias de Tie senusimples



sobre € y clases de wsomor fismo de sistemas de ratees; ya que un dlgebra de Lie semisumple
es suma directa de simples y un szstema de rafees se puede descomponer cu una nuidn de
sistemas de vaices indescompombles (toorema 5 y 6).

Ta tevcera parle deol trabajo consiste en delinir parte de mitestro objeto de cstndio, las formas
reales de nn dlgebra de Lie g soie €. BF resultado principal de este capftulo es que hay nua
biyeecion entre clases de isomorfismo de las fornas sealea gy s clases de conjngacion de
wnvoluciones de g (teorema 13).

En el capitulo 4 se gencralizan los conceptos del capitulo 2; es deeir, definimos lo que es un
sistemas de raices generalizade, La matriz de Cartén generahzade y o] Dingrama de Dynkan
generalizado (scecion 4.1, 4.2, 4.3): Analogamente se demuestran Leoremas generahzados semoe-
jantes a tos del capftulo dos. Tos importante hacer notar que el eapftulo 4 contiene lo teoremas
pineipales (14}, (15), {16) por medio de lns enales podemos clasificar los antomorfsnios do
ouclen 2; la forma camo se hace se mnestra on nuoestra, aplicacion presentada en ol capitnlo 5.

En sintesis este trabajo reorganiza y completa el atticulo presentado por Victor ICEc en
(969 [7], en lo referente a los automorfismos de orden dos. De tal medo gue toda la tearfa que

necesitamos estd totalmente contenida en b presente tosis.



Capitulo 1

Preliminares.

1.1 Introduccidn.

Fai osta capitule. se define y axjomatiza los conceptos basicos que utilizamos en todo este

trabajo  Las afirmaciones que se presentan en este capitulo no serdn demostradas, pero en

telas <0 dard una referencia.

1.2 Algebras de Lie.

Definicién 1.2.1: Un espacio vectotial g sobie un campe % (que en nuestio tiabajo serd en

woae tal 2 G 7 con una operacion g x g — g denotada por {z. y) — [, ], a la cual Hamaremos

vorchete de Lie o conmitador de .y, cs Hamada un digebra de Lie sobre K sl los siguicntes

salotias se cimplen

1+ 1 corehete os una operacion bilineal

ity 4 1 =0 para todo r € g.

- '
|

. I
Wby .y gy =Y

Obh=servaciones:

z. I

sz eyl = 0 (. y, z € g). ( Identiclad de Jacobi.)

1y Notemwos que el axioma i) puede ser reetplazado por vyl = — [y, 2] ; es decit, que el

cordiete e, una operacién anticanmmutativa,

2% Lin ejemplo muy natural de dlgebra de Lie sobte X se obtine con un espacio vector 12l

Vosobie ¥ Fomando el espacio vectorial sobie % de las tiansformaciones Linecales de Voen sf



mismo, que denotaremos por gl(V), definimos nna cstructura de Lie mediante la composicion

de cualquier par de transformaciones 1, ly como sigue, [, =L oly —lsoly.

1.3  Ideales y Homomorfismos.

Definicién 1.3.1: Sea g wn dlgebra de Lie sobre K.

i) Un snbespacio u C g os una subalachra si [#,9] € u, dowde =, y € u,

#) Un suhespacio vectorial a de un slgebra de Lie gesundeal degsiz € g, v € a implica
que [z,y] € a.

) Bl conjunto Z(g) = {z ¢ g [z, 2] = 0 para todo x € g} es un ideal, lamado ol centro de

i) Un dlgebra es abehana cuando %(g) = g.

v) Sea [I C g. Bl centralizador de H es ol conjunto Z, (H) = {z € g | (R =0,¥he I},
Observaciones: Un ideal es en particular subdlgebra.

El centralizador os una subdlgebra, aunque no siempre s un ideal

Definicién 1.3.2: Sean gy g’ dlgebias de Lic sobre un campo K. Una transformacion lineal
. !
$d:g—yg
es llamada un hamaomor fismo de dlgebras de Ine si para toda w, ¥ € g tenemos,
(), ()] = o [, 9)
A ¢ se e llama wn monomor fismo s kerd = 0, wn epunor frsmo si wng = g, y un
wsomor frsmo sl os ephmorlismo y monomorfismo o la vez, Un antomor frsmo de g es un
isomorfismo de g en i misino.

1.4 Representaciones de dlgebras de Lie.

Definicién 1.4.1: Una representacion de un dlgebra de Lee g sobre K en un espacio veelorial

V sobre el campo K, es nx homomaoilismo de Lie ¢ de g en el dlgebia de Tie ol(V)
¢ g gl(V)

6



T 1 ~eccon 1.8 se verd el concepto de médule que no es mas gue otra forma equivalente

s dedupr nna 1epresentacion

1.5 La Representacion adjunta.

{ Lis ode los ejemplos mds 1mpottantes de una representacion cs la llamadza representacién

adyunta defunda por,

ad . g — gl(g)

x|z, = ad,

. g, estd definida de la siguiente forma, ad,(y) = [z, y] . Usando la identi-

dovde ad, g
duel de Jacoln e Ticil obtener ques fad,,ad,} () = ad ([z,y]) (2), 1o que implica que ad es un
Loimomothsmo de Lie

Observacion: Notemos que ker{ad) esta dado por Lodos los = € g tales que ady = e8

g, gue 1.y =0 para toda y € g. Esto nos muestra que ker(ad) = Z(p).

1.6 Forma de Killing.

Ceqr avida de la representaciin adjunta podemos definir una forma hilineal y simétrica sobre
g Jdenotwds pon kg x g — X%, llamada lo forma de Kiling. Aplicamos la traza de una

tran~formacion lineal. v definmmos:
E(r,y) = Triad, o ady)

estalo 1o fennia de Killing podenmos definiv los siguentes conceptos de sermsimplicidad.

1.7 Algebras de Lie Simples y Semisimples.

[Yelinicion 1.7.1: Un dlgebia de Lie g sobre X cs sennsimple. si la forma de Killing & ¢s no
drvenerads Ui dlgebra g # {0} es simple si ésta cs sennsimple v no tiene ileales mds que {0}

A

Definicion 1.7.2: Sea g un dlgebra de Lie sobre



a) Denotamos Gl(g) el grupo de Lic asociade a gl{g). Donde Gl(g) es ol giupo de isomor-
fisinos del espacio vectorial g.

b} Denotamos Tnt(g) < Gl{g) al grupo de Lie asociado a la subdlgebra ad(g) ¢ gl(g) A
Int{g) s le Nama el grapo adpunto. Denotamos por Aut{g) al subgrupoe de Lic que vonsiste de
los clementos on Glg) que son homomerfismos de Lie,

Observacion: Ur resultado importante es que dada un ilgebra de Lic semisimple g
sobie R, el grupo adjunto Int(g) es la componente conexa de In identidad de Aut(g) vor
(3], capitulo II, cor. 6.5 ).

Definicién 1.7.8: Un dlgebra de Lie g sobre R es compacta si y sélosi Int(g) es un grupo

de Lie compacto.

Teorema 1 1) Sea g un dlgebre de Lie semisimple. entonces g es compacta si y sdlo = la

forma de Killing de g es negatwa definida.

1) Toda dlgebra de Lic compacta g es la suma dirceta g = Z + [p,0], clonde Z es el
centro de gy el ideal [p, g] o5 semisimple y compacto.
Para una demostracién ver ([3], capftulo II, prop 6.6) . Mencionaremos otras relaciones
que hay entro las dlgebras de Lie en genoral ¥ la forma de Killing en la siguiente proposicién.

Proposicidn 1.1: Sea ¢ un antormorfismo de Lie de ¢ enlonces :

D K@), 0() = k(o) ) bey),2) + by, o, 2) = 0.

1.8 Modédulos.

Delinimos en esta seccion nn concoplo impo tante.

Definicion 1.8.1: Sca g un dlgebra de Tie sobre un canpo K y V un espacio vectorial sobre
K AV seleamann g-mddulo si lay una operacién ju: gxV —s V (denotada por (z,v) = z.v)quesatisfa
Iag signientes condiciones:

) (ax + by).v = alz v) + bly.w),

) e (aw +bw) = o) + b,

wi) vyl =ay0—yar (paa e,y € g v,w e V;a,be K).



Observacién: Si ¢ : g — gi(V) es una representacién de g, entonces V es g-mddulo via
la accién x.v = ¢,(v) pata x € g y v € V. Por otro lado, dado un g-mddulo V con operacién
11, definimos una representacion 1 : g — gi(V') mediante (z, v} = plz,v} = ¢, (v) parax € g

fijayve V.

Definicién 1.8.2: Sean V y W dos g-mddulos un homomorfisme ¢ : V ~— W entre ellos

es un homomorfismo lineal tal queVx €9 ,Vv eV

p(z0) = .p(v)

@ es un isomerfismo cuando ! es un homomofismo de mddulos.

Definicién 1.8.3: Sea V un g-mddulo, entoces :

i) W € V es un g-submddulo si W es un subespacio vectorial y g. W C W,

i1) V es un g-mddulo irreducible si V # 0 y no tiene submédules propios.

Lema de Schur: Sea ¢ : g — gl(V) un médulo irreducible. Entonces los éinicos homo-
morfismos de V que conmutan con tode ¢{x) {z € g) son los escalares.

Para una demostracién ver ([5], Pagina. 26, Lema de Schur }.

1.9 Representaciones de si(2,C).

Definicién 1.9.1: Denotamos como si{2,C), al conjunte de matrices 2 x 2 con entradas en €

y base

01 00 10
‘IY: N Y: N H: (1.1)
00 10 0 -1

es decir las matrices de 2 x 2 con traza cero. Se tiene que s{(2,C} es un dlgebra de Lie simple
donde el producto corchete esta definido por [A, B] = AB — BA.
Podemos entonces calcular los corchetes entre los elementos de la base y obtenemos lo

siguiente:
(H X)=2X,[HY]=-2Y, {X,Y]|=H.

Resulta que sI{2,C) es la vinica dlgebra de Lie simple de dimension tres sobre C (salvo

somorfismos). de acuerdo al teorema de clasificacién de dlgebras de Lie semisimples sobre C.

9



La importancia de conoeer las :oprosentaciones de s1(2, €Y serd clara mas adelante en el estudio
de sistemas de rafees. Se tieno gue en la descomposicidn de toda dlgebra de Tae simple en

espacios de rajces, por cada raiy podanos formar nn Algebra wmamorfa a sl(2,C).

1.9.1 [Pesos y Vectores Maximales.

Sea (V, ¢} un g-mddulo arbitiario, donde g = sl(2,C), y V un espacio vectorial sehro €. Sean X,

10
Y, H. como en (1.1). observemos que coma IF = es diagonal, entonces enalgquio
0 -1

representacion @{I6) eos diagonalizable. Tsto nos lleva a nna descomposiadu de Voen suma
directa de cspacios propios Vy = {v € V | o= Au}, A € K}, Cuando W, # 0, nosolros
lzmaremos a A un pese de IT y espacio de peso X a V.

Observacién: Notemos que si o ¢ V3, entonees X € Vairo vy Yw € Viia Ademdis, on caso
de gne Ia dimension de Ves finita, como la suma ¥ :/\(gx Vi s dirceta, entonces existe V, #0
tal que Vg0 = 0. En gencral un vector distinto de cero en Vie es un wector wmanimal de peso

{a tal yu sc le llama peso mazemal).

1.9.2 Clasificacién de Mdédulos Frreducibles.

Teorema: Para cada m € N U{0}, existe un 51(2, C)-médulo ineducible de dumesion Finita
V{m) sobre €, gue relative o 11 satisface,

a) V{m) es la suma directa de espacios Va, con £ = my, m — 2, . —{m—2), —m, donde
mi-1=dimV{m) y dimVx = 1 para cada &.

b) V() tiene un rinico peso maximal .

Ademas, 51 Ves un s{2, C)—mddulo irrednaible de dimesidn n sobve © entonees V os 1samor foaVin -
L)

Para una demosiracién ver ([5], Teorema 7.2, pagina 33).

1.10 subdlgebras de Cartdn.

Definicidn 1.10.0: Una subdilgebra de Caridn de g es una subdlpehra b de g qne salisface la
sipuientes condiciones

1} i es nna subalgebra maximal abeliana de g

10



1) Para cada H € 9. el endomorfismo adH de g es semisimple o diagonalizable.

Teorema 2 Toda dlgebra de Lre semisvmple g sobre C tiene une subslgebra de Cartin, tinico

sulve conpugacién por Aut(g).

Para una demostracién ver ([3], capitulo IIL, teorema 4.1).

1.11 Algebras de Lie Nilpotentes y Solubles.

Definimos una secuencia de ideales de un slgebra g de [a siguiente forma:
¥ = g6t = [g,9] Lol = [9(1),g(1)] gt = 0(1) - [g(rl—l),g(ﬂ—l)] )
g os soluble si g = 0 para alguna i € Z*t.
Defininmos una secuencia de ideales de gde la siguiente forma:
P=g.0"=[oo =0, 0= 8.0' =0, 0.0l , o' = [8,0°"] =[5, [0.0"7%]].
¢ nilpotenie si g" = 0 para alguna n.
Definicién 1.11.1: Dada un dlgebra g denotamos Rad{g) al dlgebra maximal soluble de

9. un dlgebra g es reduciive si Rad(g) = Z(p)-

11



Capitulo 2

Sistemas de Raices.

2.1 Introduccién.

EJ estudio de sisternas de raices aparece en muchos contextos en Algebra; en Teorfa de Carcajes,
en Grupes Finitos {Coxeter), en Algebras de dimensién infinita, Algebias Hereditarias, ete.
(ver, {1], [2]. [6], {9])- Una aplicacién importante de los sistemas de raices se encontré para
establecer Ia clasificacion de algebras de Lie simples sobre C. Este resultado es interesante para
nosotros, por lo que se explica en que consiste. Se construye una biyeccidn entre clases de
isomor fismo de dlgebras de Lie simples sobre C y las clases de isomor fismo de sistemas de
raices indescomponibles. Esta correspondencia se puede extender a clases de isomor fismo de
algebras de Lie semisimples sobre C y clases de isomor fismo de sisteme de raices, ya que
un dlgebra de Lie semisimple es suma directa de simples y un sistema de raices se puede
descomponer en una unién de sistemas de raices indescomponibles. Este trabajo se basa en
la aplicacién de sistemas de raices para obtener todas las involuciones de un slgebra de Lie.

Expliquemos ahora que son los sistemas de raices y cémo se clasifican.

2.2 Definiciones.

Sea V un espacio vectorial sobre R de dimensién n y « € V', con # 0. Una reflexion a lo largo

de a es una transformacién lineal s de V que satisface dos condiciones:

iYs(a) = —o

12



1) ol conjunto de puntos fijos cs nn Lperplano de V,

Definicién 2.1.1: Sea ¥V un cspacio vectorial sobre & de <imension » con producto interno
{(,) v €V — {0} un subconjunto fnito. (V, B) os un sistera de raiees si

1) I genera a V.

1) Bi o ¢ R, emtonces Ranf = {—a, al.

) Para cada o €, hay una teiloxion S, que manda ¢ a —vy R a 12

w) Para toda ev, € R, {o, [ 1== %"% € 7.

Un cjemplo de un sistewsa de rafces lo obtenernos como sigue. Formamos con un dlpcbra de
Lie semisimple g ¥ una subdlgebra de Cartan ) al conjunto 2 = A (9,5), que cousiste de las
subreptesentacienes mreducibles de § no triviales (pensadas como clementos del dual b*) que

aparccen en la descomposicidn de g en la repiesentacion adiunta restringida,
ad [ h — gi(y).

Iiste sistema A (g, ) penera nn espacio vectorial real V = by en h* cuyo praducto punto es
la forina de Killing 1estringida.

Definicién 2.1.2: Sea (V, 1) un sistema de rafees.

a) Llamanios I = dim ¥ ¢l rango del sistema de 1aices (V) R).

b) Dados ev y # & R, una v — ewerda por /2 es un subeanjunte de R de la forma

{4 e | p <n < g}, determinado por algiues enteros 7y q.

¢) Un subeonjunto I C R es nna base de roices st

1) 1 es hase de V

@) Cadn rafz § 6 —f se puede eseribir como nna suma 3 kqee (o0 € 1) con cada cocliciento
b un entero

positivo 6 coro Una raiz en 1 es Hameada simple.

d) Sea 1L una base de (V, ). 51 # = Y ko y toda ky > 0 (respectivamente by < 0} diremos
que 4 eg

una raiz positiva (respecttvamente rafs negativa) con respecto a 11, A las colecciones do
rafces ponitivas

y negativas se les denota nsualmente con B7, B 7 respectivaanente

e} Tl grado de wna vaiz positiva g =3 ke es grfl =3 k.

13



Teorema 3 Todo sistema de razces (V, K) tiene una base.

Para una demostracicn ver (|5}, tco.10.1 pag 48).

Clon el resultado anterior, dado un sistema de rafces (V, K} consideramos alguna base II C R.

Tal conjunto es un conjunto de raices simples. Tste satisface la propiedad siguiente (Z, =

BU{0}):

(Z,TINR) = R*,y (-Z,7INR) = &",

Definicién 2.1.3:

a) Un sistema de raices (V,R), es descomponible si existen sistemas de raices (Vi,R1} ¥
(Va, Ry) tales que V = V| + V; (suma ortogonal) y B = R; U Hy.
b} Dos sistemas de rafces (Vi, B1) ¥ {Va, R2) son isomor fos si existe un isomor fesmo

lineal
¢: VI —— Ve

tal que ¢{R1) = Rz y ¥ o, B € Ry {¢{c), ¢(8)) = (. B).

€) Un sistema de raices es Hlamado indescomponible o irreducible si no es descomponible.
Como un cjemplo se puede demostrar que un sistema de raices de g con respecto a una

subdlgebra de Cartan b, A{g,h), es indescomponible si y s6lo si g es simple.

2.3 Clasificacion.

En csta seecién explicaremos c6mo se clasifican las clases de isomorfismos de sistemas de raices
irreducibles. Sea Aut{R) el grupo de automor fismos de (V, R} y W{R) el grupo de Weyl que
se define como el subgrupe generude por las reflexiones S, con o € R. Se puede demostrar
que W{R) es normal en Aut(R). El siguiente teorema es muy importante para lo que sigue y

contiene lo antes mencionado.

Teorema 4 : Sea (V, R) un sistema de raices y T1 una base.
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) 5111 ey otra base de I, entonces a{ll'y =TI para algnna o € W(R).

b) i v es nna rafz entonces existe o € W(R) tal que o {n) € IR

c) W(R) es gencrado por las S, (nv & U,

d} Si o(fl) = H, con ¢ € W(R), entonces 0 = [. {(Usto cs yne W(R) astta simple v
transitivaniente sobre ol conjunto de todas las hasos).

Para una demostracion ver ([5], teorerna, 10,3 pag. 51).

2.3.1 La Matriz de Cartan.

Con wna hase 1 = {r,c9,. ., 0,} de un sistemn do raices (V, R) formamos la matris A =
(rz,»J)]San, definida por ag, = {m, o), Namada In matriz de Cartin. Los ag; son llamados
los enteros de Clartdn. Bs knportante hacer notar que nna makriz de Cartdn asociada n R solo
depende de Ja eleceidn del oden de la hase y no de Ja base misina Ademds, la matriz es no
gingular,

Proposicién 2.1: Sea (V, R) un sistema de raices v IT = {ey, tg, ... 0y} una base de 53

1 : . T2y oy iy

Si " C V' es otro sistema de rafces con hase TV = {o], oy, .., o)} y si (v, cv;) = <n;,a:,,> para

1 <4,y <1, entonees la biyeeeion
o 2, o
se extiende {do manera tinica) a un 1somo fismo
PV - ¥

que manda R sobre ¥ y satisface (P (0}, ©(8)) = {or, 3} para todo o, f € R.
Para una demostracién ver (|5], proposicion 11.1, pag 55).
Esla propesicion cs nmy importante ptes nos diee que fa matriz de Cartdn de 72 determina

B hajo isomorfismos.

2.3.2 Diagramas dc Dynkin,

Finalmente, agignamos a I matkeiz de Cartdn A el dingrama de Dynlein, D(A), que es una
gritica de n virtices deflinida como signe: dados dos verlices distintos 2 v 4 los nnimos con un

WAMETO COLero Gy ay, de aristas y ana flecha sobre las aristas apuntando del vértice ¢ aj vértice 4



cuando Jay,| < lej|. Notemos, que un sistema es indescomponible si y sélo si el correspondiente
diagrama de Dynkin es conexo. Es facil darse cuenta que esta construccion no depende de la
matriz de Cartan asociada a sistemas de raices que est4n en la misma clase de isomorfismo. Asi
asignamos diagramas de Dynkin a clases de isomorfismo de sistemas de rafces.

La clasificacién de los diagramas de Dynkin conexos I}(A) es exactamente 1a clasificacidn de
sistemas de raices indescomponibles. Esto es consecuencia en parte de lo que ya hemos dicho.
Lo que se tiene es una biyeccion entre los diagramas de Dynkin y las clases de isomorfismo de
sistemas de raices. En primer lugar, la inyectividad se tiene por la proposicién 2.1. Veamos
la suprayectividad. De un diagrama recuperamos a ja matriz A = (ai;}, <iy<n DR base I1 de
algiin espacio vectorial V, con producto punto que cumple que &; = (B:,8,)- Luego, obtenemos
a R en proceso inductivo mediante cuerdas. El signiente resultado es el que permite recuperar
a I a partir de una base II.

Proposicién 2.2:

1) Toda raiz § en R* puede ser escrita como B = + ...+ B; con todas las g;enlly toda
suma parcial 3, 4 ...+, € R, para j = 1,2,..,k

i) Dados ¢, § € f existen dnicos p,q € 7, tales que {f+no | p < n < g} es un subconjunto
de R. A este conjunto se le llama una ¢ —cuerda mdzima por A, con la propiedad (e, §) = p-+q.

Para una demostracién ver ([5], corolario.10.2, pag 50}

A continmacién formularemos los resultados que establecen la clasificacién de sistemas de
rafces. Primero se muestra, que sz (V; /) es un sistema indescompomble de rafces de rango
1. entonces su corresponduente diagrama de Dynkin es uno de lo tabla (2-1) y los swstemaos de
raices producidos por los diagromas de Dynkin de la tabla agoton todos los sistemus wreductbles
de raices.

Como ¢l resultado es muy importante lo formularemos como un teoréma.
Teorema 5 : Clasificacion de sistemas de rafces.

a} 8i (V, R} es un sistema de refces indescomponible de rango | entonces su correspondiente
dragrama de Dynkin es uno de los que aparece en la table (2 — 1).

b) Cada diagrama de la tabla es un dingrama de Dynkin pare algin sistema de raices.

16



e} A dos sistemas de vaices tsomaorfos corvesponde el masmo diagrama de Dynlan,

{ver ‘Tahla 2-1),

1 1
O0—=0— ——f}l—~ol o (1>1) 222
o -1 ]
1 2 3 4. 3 2
1 2 o O—-=0 O O &
O——0—' —O=30 b (I»2) A N
0 kg -1 &
£y 3
2 2 2 1
c(l)._ﬁ_o__.._é)(‘o a (138) 5 3 i B a4 n
5 LL3 -1 o
L a5 oy Gy iy O &
g
1 2 2
O Om . . o (4 P PR
M 2
) Ctp ¥1-2 - - : A
L~ 1 oy oy %
ez 0
1 2 g 2 i a3 2
o o & t C{—=0 m
6 G5 %l ;3 G o o

Tabla 2-1: Diagramas de Dynkin

Para la clasificacion de las dlpebras de Lic semisimples sobre © necesitamos dos resultados.

Primero, que en eada clase de isomorfismo de sistemas de raices existe un representante de la

fornia A (p,B). Flsegundo es que A (0. 0) os isomorfe a A (p', 5 sl y s6lo sl g y ¢’ son dlgebras

de Lie isomorfas,

Teorema 6 .

Hay wna biyeeeon endre los closes de womorfismo de dlgebras de Lie simples

sobie C y los dwagramas de Dynkan concvos (ver table 2-1).

Para una demostracién ver ([5], Teorema 12.1, pag 57) .

Observemos que en a tabla (2 - 1) aparccen unos niimeros en la parte de mriba de los

vertices, expliqnenios por niedio de una proposicion lo que 1epresentan dichos mineres
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Proposicién 2.3: Sea (V, R), un sistema de raices irreducible, I = {ay, 02, ...,an} una

1
base «e (V.R). Entonces existe una iinica rafz § =3 dio; en (V, R) tal que para una raiz
1

a =i a,a, tenemos que ¢ < di..a; < d). La raiz é es Hlamada la rafz alture.

Plara una demostracién ver (]3], proposicién 3.26, pag.475) .

Con la propsicién 2.3 podemos formular el siguiente teorema.

Teorema (de la rafz altura) El sistema de raices irreducible (V, i}, tiene la siguiente
raiz sdtura & para cada caso.

a. 0=y + o+, ., oy oy

bi. & = ap + 2az+, ..., + 20y + 209

.8 =20 + 200+, ..., +20q_1 +

.6 =20 + 2094, ..., 200 oty + oy

6. & = o1 + 209 + 203 + 3og + 205 +

€7, & = 20 + 200 + 303 + Aoy + 305 + 206 + a7

¢y, § = 20y + 209 + dag + 6oy + Sevs + 4o + 3o + 208

f1, & = 2a; + 30 + dag + 20

p2, & = 3a) 1+ 2a9.

Obsevemos que en la tabla (2 — 1) los mimeros que aparecen en la parte de arriba de los
vértices son los coeficientes de la combinacién lineal correspondiente al dlgebra y a la altura 6.

Para un sistema de rajces (V, R), el grupo de Weyl W(R) es normal en Aut(g) y W(R)
achia simple y transitivamente sobre las bases de R. Entonces el grupo Aut (g) /W(R) es facil
de determinar en cada caso analizando cada uno de los diagramas de Dynkin de la tabla (2-1).

Las pusibles simetrias dan el resultado siguiente :

Teorema 7 : El grupo Aut (g) /W (R) es tsomorfo al grupo de automorfismos de los diagramas

de Dynkan. Tenemos lo siquiente:

1) Pure ap, by, e, ¢7.¢8, 04,02 ¢ 7
1} Para o (1 > 2) .5 (I > 4),¢6 Z3,
i1} Para 04. Gs,

donde 2, ¢s el grupo cichico de orden m y Gs es el grupo de permufaciones de Ires leiras,

Para una demostracién ver ([3], Teorema 4.15, capitulo X}.
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Capitulo 3

Formas Reales.

3.1 Estructuras Complejas.

s emta ~ocaon definimos como nuestro objeto de estudio las formas reales de un dlgebra de

L g sobie 7 L resultado prineipal de este capitulo es que hay una biyeceién entre clases de

seomiet lisinn dle las formeas reales gy las clases de conjugacton de involuciones de g las cuales

s tLataran ened signiente capitulo.

Definicidn 3.1.1: Sea V un espacio vectorial sobre ® de dimensién finita. Una estructura

s oiple e sobre Vocs un endomor fismo J de V oque es B—linenl, tal que J* = —I; donde [ es

Loadentsdad en ¥

U1y e~pario vectonial - robre =2 con estructura compleja J puede ser pensado como un espacio

1l U walne 2 de la sizmsente fornia, Por un lado, V se obtiene de la multiplicacién <e un

MY N
canipl o por nnelementa de Vo defimda por {a +20)X = e + bJ(X), para toda X € V y con

n b o 5 Noteuos (e s a3 € Ty usando que J% = — T abtenemos que o (3 (X)) = (af) (X)

b todt X 2 V. Llamaremes a ¥ el espacto comple jo asocado a (V,J Por otro lado, si
i 1 H E]
abrara £ e 11 espac 1o vectorial sobie T podemos eonsiderar a E come un espacio vectorial sobre

2 4l e Banaremes 5% Observemos que la multipheacién pot ¢ sobre £ es una estiuctura

——

Comphege Josobre Ry entonces es claro gue B = (EX)
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3.2 Estructuras Complejas sobre Algebras de Lie Reales.

Definicién 3.2.1: Se dice que nn dlgebra de Lic v sobre R ticne nna estinctura compleja J sf
J os una estrucluza compleja sobre o espacio vectorial real defimdo por vy ademds se enmple,
que para toda 2, y € v

[, ()] = J [, y] (3.1

Veamos que la condicién anterior se puede traduneir a la siguiente propiedad {adz) o =
Joladr) ¥ x Cutambien de 3 1 obtenemos que [J{z), J(3)] = — )

ademds notemos que v es aliora un dlgebra de Lie sobra C, donde el conmutador de dos
ciementos del dlgebin ostd dado de manera natural por:

(ot ), (¢ +ad)y) = [ax -+ J(ba), ex + J{di}] = acla, yl+bed eyl tadd [z, y]—bd [=,] =

= (ac—bd) [, y] + (be + ad)J {2, 5] = (ac—bd) [z, y] + (be+ ad)i [x, 3] = (a+2d)(etid) [z, 4 .

Andlogamente dada un dlgebra de Lie ¢ sobre €, podemos pensar a ¢ como el espacio
vectorial ¢® {que con ¢l producto heredado por e cs un dlgebra de Lic sobre R) con estructura

compleja J, dada por la nmltipheacién por .

3.3 Complejificacién de un Algebra de Lie Real,

Supengamos ahora gue W oes un espacio veclorial real de dimensisn {injta, Consideremos, el

procicto W x W (el cnal forma un espacio vectorial sobre & ) v el endomorfismo J dado por:

JWx W — W x W
(rh—+{—y2)

Notemos que Jo/ = - T, os deeir, J es wna estrnetnra compleja sohre W x W . Cousicler emes
cutences el espacio vectotial complejo mdneide sotne W x W, ol enal serd denotado por WC
Hamado la compley ficacion de W,

Obsevacion : Los clemenios de WS son pares (w,y) donde 2,y € W . Por este Lecho
podemos denotan {m,y) = (,0) +2(0,¢) o s se prefiore (z,3) == +uw. Sia,beRy (2,4) €

W ox Wy lenemos que .
(o -F0J) (eyy) — a (o, ) 400 () = a (o, p) + 0 (—y, %) = {aw — by, ay -+ ba)
o tamhitn tenemos gne :
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(@ + DY (r=1y) = (ox — by} = 1 (ay + bx)

Lo gl nRestra (e mestla notacion s muy natural

Observacion @ W se define también usando el producto tensorial

A1 qgue dehnmimes WE= oz Wy =Wz 2

Conc ninios que todo espacio vectorial E sobre T es somorfo a WS pata algun espacio
soetopnal 18 sobre & Fato es fdal de venficar. Para cualgmer base {e1,e2. ..en} de E definimos
A W romo o] espacio generade por todas las combinaciones 2—lmeales de los e, es decir que
Wo- {;;1 ar, fo, €5

S f:'t‘: 1 algebra de Lie sobte 2 con las caracterfsticas antes mencionadas  Defimimos el
+~pa 20 vectonzal eomplejo t = (tU)C de todos los suabolos z + iy. donde x,% € tp, mediante ¢l

fincedine to conchete dado por
e gz 4wl =12 - {row) e {iy. 2] + [aw])

'~ (Lio entonces que t = (1p}~ es la complejificacion del dlgebra de Lie to. El dlpebra de
[ 1% on ol dlgebra de Lie sobre Z con estructina compleja J derivada por la multiplicacion

in-l ¥ ‘(JEill' t

3.4 Formas Reales.

-~

Definiugn 3.4.1: Sea g nn dlgebra de Lie sobre Z, Una forna real de g es una subélgebia gg

e abuehia de Lie teal g* tal que
0® = go & Jgo (swina directa de espacios yectoriales)
Notenios que en este ¢aso cada Z € g puede descomponerse de manera dnwca cxno
Z=X ¥ N Y e

fenemos entonces gue g 2 {go)™.
Supengamus ahora que sélo tenemos un dlgebia de Lie sobne los 1eales go. Podemos constrr

1 adeeln o g de Lie sobre T que fiene a go como forma teal. Tsto os mediantz la compleyificacidn

P 4

Se tiene que el dlgebia 1eal 97 = ga v oal dlgetna gy identificada con la




3.5 Conjugaciones.

Veremos en esta seecidn una maneia alterna de trabajar con las founas reales de nn dlgebra do
Lie g sabre €, Para esto daremos nnas cuantas definiciones.
Sea gy una forma real de g y J la estructura compleja de g®, Tl mapeo o de g en g dado

por:
X+JY — X -JY X, Y e

os llamado le conjugaeién de g con respecto @ go. Tl mapes o tiene las siguientes propiedades,

Dolo(z))=2

1) o (o) = e ()

iin) o (2 + ) = 0 (x) -+ o (1)

w) o @, y] = o (z), o ()] paraz, yEagyacC

Observacidn: Ul mapeo o s un automorfisma del flgebra de Lic 1eal g®, poio no os nn
automorfismeo del dlgebra de Lic compleja g.

Por otro lado, sea o un endomorfismo de g en g con las mismas propiedades anieriores ),
i), #iz), ). Entonces el conjunto de puntos fijos de @ cs una forma 1cal go de g v o os la
conjugacion «le g con respeclo a go

Definicion 3.5.1: Sea u una forma real de un dlgebra de Lie complya g. Defininos los
signientes conjuntos:

1} Find () ,es ol conjunto de endomorfismos complejos del dlgebra de Lie g y Aunt{g), es cl
conjunta de automorfismos complejos del dlgebia de Lie g

1) Endy (u), os o] eonjunto de endomorfismos reales del dlgebra de Lic u y Autg (1), es el
conjunto de automorfismos reales del dlgebra de Lie g,

Observemos que Autg (w) C Fndg (u) asi como tambien Azt {u) C Eud{u) Con las defini-
ciones daclas constinimes los signicntes conjuntos.

i) Inv(g) = {(r £ Aut(g) to? = I} lamado el conjunto de la involneiones de g,

w) Invg (4) == {o € Autg (1) | 02 = I'} llamado el conjunto de la invaliciones de .

u) Cong(g) = {m € Iivg (gm) | o (Zv) = Zv, para cualquuer 7 € C} Namado ¢l conjunta

de las conjugaciones de g.



Liatneamos 53 al congunto de las faimas reales de g Podemos defimn una relacion de equiva-

Lot --pen 3 dada por .
YI,BhEG. I~ he= 38 1—h

vira aloin woinol ismo de dlgeas de Lie reales

Podenzos definit una relacion de equivalencia ~gen Cong{g} dada pot.

Yo.3€Conyly) o~y = 39 Aut(g) tal que o = ey L
{“em potas definiciones tenemos la siguiente proposicion
Proposicion 3.1:
1) Tenemos una biveccion
' Ay
Conjyg) — S (3.2}

Al pon jr — g donde g* = {x € g | p(z) ==} es el conjunto de puntes fijos de p.

i Indurnnos de A una biyeccién X a nivel de clases de egnalencias
_ 2
Conj(g) fAut (g) — T/ ~

F~ deor el signiente dhagrama es conmutaiivo

A

Conyg{g) 3
] irg
Cony(g)/Aut{g)------- S - Ff ~

Doemostracion:

o) Promeramente hay que demostiar que A es una fuicion bien defimida.  En reahdad,

poaleanos denostrar gue
ay =0y < g7t =972

1} Simy =, es clare que el conqunto de puntos Kjos es el mismo g7l = g2

=3 Conne podemos descomponer g = g7 + 7' = 072 + 1972 la congugacion oy aplicada a
Voo ton vy en g7F = gt resulta ser gy (oY) = 0 -y Por osta razeén o3 = 0z Asf A
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Para demnstiar que A os sobie, se gg € . Sabomos que g = go + Jgo. Defininios entonces
oo € Cony(g) como ap{e + Jy) = 2 — Jy.
b) Tomames ahota g y 9, formas roales ¥y sus asociados ag y 51 cu Cong(g) 1espectivamente.

La primera alhimacion que teNemos o8 gue ;
q |
go ~ 1 S 7g ~a Ty

Observemos que al demeostrar esta afirmactén X induce una hiyeceion entre 8/ ~y Cong {g) /Aut ().

==) Tenomos entonces que gy~ g & oudste v * 9o -+ g somarfismo de Lie real.
Afiimamos que si existe tal o, implica que existe i 1 g —> g automorfismo de g Lal que
¥(go) € g1 Esta afirnracién es facil de ver, pucs dado ¢ y sabiendo que g = gg + 200 definimos
= @+, como e +iy) = () +us(y). Tal automotfismo cumple la propiedad +{gg) C g1.
Ademds ¢ cumple con sf o 7g = 0y o9, Esto pasn por Ia sighiente 1azén:

Poogle +ay) = Ple —w) = plx) —wely) = oy fpe) + wp{y)) = o1 o4 - iy); es dear,
que op =1 ooy oep. Por lo tanto ag ~y aq.

==} o~ oyimplica que existe ¢ 1 g g automotfismo de g tal que ¢ o oy = aq 0h,
Afirmamos que 9{go) © gi. Esto se obtiene por que si ¢ € gp entonces ayopz) = go
ao(®) = 1(z) os decir, () € g1. Par lo tanto 9(ge) € g1. Analogamente, ¥~ (g1) < go

Defluimos ¢ @ ¢ | go — g1 como la restiiccion do . Notemos que ( s un somor-
fisnio ya que 9 1o es, Con csto hemos demostrado que A ¢s una biyeecidn entre S/ ~ y
Cong {g) /Aul (g) [ ]

] signiente teorema es de fundamental importaneia en la teoria de las dlgebras de Lie

semisimples

Teorema 8 Todu dlgebre de Lue semmsmmple g sobre C tiene una forma real compacte que o8

dnren salvo congngaciin por Aut{g),

Para una demostracidn ver ([3], Capiiulo [1. teorema 6.3. ).
El teorenta anterior se puede reformular por medio de conjugaciones o lugar de formas

reales el cual nos difa

Teovema $ : Pora loda dgebre de Lie semisimple g sobre € cuaste o € Cony(g) tal que g7 es

compacta .



Demostracion.

1y ddeinostracton se obtiene aplicando al teorema 8 la nvecudn de la proposicidn 3.1
I i

Trorema 10 ¢ Sea gp una dlgeba de Lic sersimple sobre 2, g su complejificacion y w una
Lt 104l compacta de g. Sea 7 y o las conjugaciones de g con respecto a go y U, respectiva-

nenl Futonces tenemos gue existe un antomorfismo ¢ de g tal que la forma real compacta

au s vartante bajo 7.

ara una demostracion ver (3], Teorema 7.1, capitulo II1).
C'on In que se inostro en el teorema 9 y la propesicion 3.1 podemos reformular el teorema
Hl wsatnns la biyeccion A de la propesicién 3.1, para trabajar mds bien con conjugaciones que

com furias reales ditectamente

Teotema 11 Sea g una dlgebra de Lie sobre T, gg una forma real de g con su corresponiente
= C'anyip) (re.. tal que go = 97) ¥ u una forma real compacta de g con o € Conj{g) tal que
u = g7 Entonces tenemos que existe un antomorfismo ¢ de g tal que la conjugacion gl og oy

¢« Compacta e mvariante bajo 7 :

Proposicién 3.2 : Sea u una dlgebra de Lic compacta sobie % Sean s y s dos automor-
i ointives de u v sean .t las contespondientes formas reales de u€. Entonces 51y s2
won conjugados con el grupo de Aut(u) si y sélo si t] y 1] son comugados bajo Aut{ut).

Para una demostracién ver (|3]. propostaicn 2 2. capitulo V).

(irac tas a ta Liveccion dada en 1a proposicion 3 t a) y nsando el teorema 11 podemos cambiat
74 por las conjugaciones cotlespondiente 7, 71 sobre o conjugaciones de t° y entonces la
proposiclon nos afirma @ o Fyy < 5] v 52 08 decir:

Propesicién 3.3 Sea u nna dlgebra de Lie compacta semisimple sobie R Scan 51 y s2 dos
oot hnies tmvelutives de u y sean gy, 72 las contesponcientes conjugaciones en Cony (uc)
Jdefndas camo 6, == 8, — 15;. Entonces 81 y s son conjugades con el ginpo de Aut{u) si y sdlo
“v s e oson coningados bajo Aut{u®).

Definicion 3.5.2: Llamamos Cong (g)? a el subconjunto de conjigaciones que conimutan

o es<dean

o
en



Conj (g)” = {r € Conjig) | o7 = 70}

Iin base a nuestra reformulacitn de las proposiciones anteriores tenemas la siguiente proposi-
cion,

Proposicidn 3.4: Ses u una forma real de g y o su eonjugacion certespondiente.

a) Hay no epimorfisme # entre Clong (g)° v Clonyg (g) JAui(g), el cual induce una

Diyeceion [ entre los eonjuntos Cong (g)° /Aut(g) y Conj (g) /Aut(g)

b) Iay un hiyeceidn « entro Cong (9)" y Inov(u).

e} ¢ induce una biyeecion @ entre los conjuntos Cony (g)” /Aut(g) y Tnw (u) /Aut(u}.

Demostracidn :

Para la demostiacién de esta proposicién nos valdremos de los tooremas y proposiciones
antetjoros.

a) Sabemos por el teorema 11 que existe @ tal que o(u) es invariante bajo 7. Si @(u) cs
mvariante bajo 7 quiere decir que

T(p{u}) € pl(u) esto implica que ™ {7 (p(u))) € w. Ahora si llamamos o = 7 voamos
que se cumple doy = oo, Para demostrarlo tencmos & € w. Entonees :

ao{) = o(x). Como o(x) € wy oy deja fijo a los elementos de u entonces o1 (a(z)) = ol2).
Por lo tanio eay = o0 conmutan. Lo que demostramos es que dada una clase de equivalencia

[7] € Cang (g) /Aut () encontramos un representante ay de la clase [7] que conmuta con o
Por lo tanto, esto demnestra que existe el epimor fismeo 4. Es elaro entonces que este epunorfismo
A nos induce de manera natural una biyeecién G enfie

Conj (9)7 /Aut (g) y Cong (g) JAut (g).

b) Sea 7 € Cong (g)” . Como T conmuta con ¢ tenemos la restriceidn de 1 [, pies 7(u) C
u=g" eafo b cimto pies al tomar @ € 7(u) tenemos que @ = 7(y) pata alguna y € u, lo onal

implica que al evaluar o en 2 obtenemes lo signiente:
ofa) =a(r() = o)) = r(y) ==

Por esta 1azdén @ = 7(y) € u. Por lo tanto 7 |y es una involucién de u. Ahora dada nna

involueidn s : w — w pademos formar una conjugacion T que cournule con , dada por :

T iUt~ b u-boan

@by — s{z) -~ wala)
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Foare vet gue 7 conbmita con &, tomemos .« € 1 Entonces lo siguente es cierto T(o(%)} =
\ et Porotio lade a(7(2)) = o(s{x)) = s(z). Finalmente 7(o(z)) = a(r{z))

Lioonal demnnestra que la biyecoidn se da.

¢ Por da proposicien 3.3 n1espeta clases de equivalenaia  Asl que @ cs la proyecoidn natural

D tmianera natural podemos mduerr la biyecién 0 para hacer el sigiiente diagrama conmutativo:

Conj(p)® /Aut{g) B Cony(a)/Aut(g)
[ A
Tne{u)/Aud (u) -~ e Gf (3.3)

Por filiino enuncemos el siguiente teorema que es e gue permitird aphear los resultados

At capitulo 4 al problema de clasificar las formas reales

Teorema 12 Sea -y fa funcion de Inv{n) e Inv(p) que asigne o cada s € Juv (u) la wmvolucion

wetiarad & - 25 sobre u+ fu . Entonces 4 induce una biyeccion T como siupue.
5 Ine(w) fAut(e) — Inu{g) /Auti(g)

Para nna demostracion ver ({3], proposicién 1.4, capitulo X}.

I'ete teorema nos dara la riltima biyecaidn gue faitaba  Definimes w come la funcién que

Jac - o) spmiente diagrama conmutativo.

Teorema 13 : Euste une funcidn w que haee ¢l siquiente diagramae conmutotivo .

Cong{g)” fAut(g) g Conj(g)/Aut{g)

Jon A

T 1

Invlg)fAut{p) -5 -G~

Vdemas o es nna bizeeadn

[S%]
=1



Demostracion : Il teorema 12 implica gue 7o & es una biyeecici. Usaudo el dingrama
(3.3) implica la existencia de @. s w una hiyeccisn por definicion. Se tiene que w establese
una biyeccidn entie las elases de isomorfismos de formas 1ealos de g v las clases de conjugacisu
de las involucionoes de g por el gripo de antomorfismos de g . Por esta 1azdn estndiar las formas
reales de nu dlgelna g salve isomotfismes es lo mistmo que estudiar las mvoluciones de g salvo
conjugacion de antorfisinos de g. Lo qe haceimos en adeiante os trabajar con las mvoluciones

pata entender mejer a las formas reales

28



Capitulo 4

Automorfismos de Orden Finito de

Algebras de Lie Semisimples.

4.1 Definiciones :
Sea g un dlgebra de Lie sobre € . 5i A es un grupo abeliano, una A — graduacién de g es por
definicion, una descomposicién en suma directa de la siguiente forma

6= o tal que  [8..05) C Biny 4.1}

Es claro que por {4.1) que go cs una subdlgebra de g. Ademds, es evidente que para X € go,
Y; € g,. ady(¥;) = X, Y. es elemento de g,. Tenemos entonces una representacion de gop en g..

Definicién 4.1.1: Un ideal s C g es llamado un A — ideal graduado si cumple con lo

siguiente

s= sNg,
€A

Alwra supongamos que g tiene dimension finita y sea o un automorfismo de g de orden
mifi e,quea’ =1Ty at # I para 0 < { < m). Este antomorfismo genera la siguiente

descomposicion

9=® o (4.2)
1€Em
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e la enal g; es ol espacio propio seneracdo por el valor propio ¢ con ¢ una rafz primitiva de la
it ad

Notacién: Delinimos Fi,,, = {{8,0) | g sexmsimple, 7 € Aut(g) de orden e} .
Esarilirenmos o € H,, cuando ol dlgelnra se sobicentiende.

Propasicidn 4.1: Consideremos g un dlgeha de Lie semisimple y & Ja forma de Kilhng
Seaoell,yq = ® g; la descomposicién medneida.

1€Zsn
Futonces

1) A:(g;,gj) =0parae, j€Z,, coni+)#0.

) Para cada 2 € g5, existe ¥ € g; tal que k(v y) # 0. Bn particular la 1estriccidn de & a
83X 0p s no depenerada

Demostracién.

t) Como & es un antomorfismo de orden 7, fenemos que os semisimple es docir diagonaliz-
able y cada uno de sus valores propios es ina m — rafz de la unidad. Sean € uwha rafy primitiva
de la unidad, w € g, vy y € g5 con 2+ 3 #0, por la invariancia de & (Proposicién 1,1} bajo o
tencmos lo signiente: ke, ¢) = k(o(x), a(y)) = k(cta, ey} = k().

Coma v -1 # 0 tenemos que €7 £ 1. Por 1o tanto k(x, g} = 0.

tiy Come k o5 no degenerada, Jpucsto que g es semisimple tencinos que para X; € g;, existe

kit

Y& g tal que (X, Y) £ 0. Pero como ¥ ==Y 4, lo siguiente so enmple

7==1
i

MUY Y) = kX, L Yy) *L WX y,) # 0. Ahora el inciso i) impliea que k(X7,3 ;) # 0. En

particular, la for um ll(‘ K]l[nuh on no degener ada en gy x g

Proposicién 4.2: Sea o € H,,. Eutonces existe una forms real compacta u de g invariante
hajo o.

Demostracién

La demostracion de esta proposicion esta basada on la demostracién del teorena 10;

¥y se i la proposicion (4.1) {[3], eapitule X, lema 5.2 pagina 491). M

Paraa € 11, es Ficil ver que tenemos una Z,, — graduacidn sobre g, ver {4.1) . Para nna
formiareal compacta u como en la proposicion 4 2 (i, e., invariante bajo o), se ticne u = c(;[ﬂ? 1,

dem

donde . cumple que w; = ung; y g; = (1) Usando el teorema 1 tenemos las sipuientes
descomponicones direetas en ideales. T priner smnande s semistmple y el segundo abeliano

os decir
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up = [ug, 1) ® Zu, 9o = (90, 90) ®Zy,

{las letras Z,,, Zy, denotan los centro de ug ¥ g5 respectivamente).

Tomando una subalgebra maximal abeliana &j de [ug, ug| , el dlgebra tg = G+ 2,5 o5 maximal
abeliana en ug y su complejificacién by = {t3)C es una subdlgebra de Cartan de g5 Con esto
obtenemos la siguiente proposicién :

Proposicién 4.3: Sea b el centralizador de by es decir,
Zolhgy={zx€n|fhz]=0Vheh} =0

entonces fy es una subdlgebra de Cartdn de 9. Ademds tenemos la descomposicion ) =_ % b,
con h; = hNg; o

Demostracién :

Para la primera parte ver (|3}, lema 5.3 pg 492). Para la segunda, notemos que b es invaxi-
ante bajoa. u

Definicién 4.1.2: Fijemos o € Hy,. Luego consideramos by yh subslgebras de Cartén de

gu ¥ 9. construida en la proposicién 4.3. Entonces Yo € hy y i € Z.y, asociamos a la pareja

@ = (a, 1} ol siguiente espacio vectorial:
g° = of = {z € g; | [H,2] = o(H)x, ¥V H € bo}.
Diremos que @ es una raiz generalizada si g% # {0}.
Denotaremos R = {(0,7) € b X Z | g2 5 {0}} al conjunto de raices generalizadas y

denotaremos por A al conjunto de raices distintas de la rafz {0,0); es decir que & = R—{{0,0)}.

Definimos ademds el conjunto
A= {{a,7)€ R|a#0}

0 . o . .
v denataremos por A~ al conjunto de raices generalizadas cuya primera entrada sea igual a

cero. es decir que:
A= {(a,) e Rla=0}

Cracias a estas definiciones podemos descomponer a g de la siguiente forma

g=d ¢° =hyt @ ¢ =bht+ @ ¢" (4.3)
ach acld seh
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donde resulta que by = g9,

Por medio de Ia jdentidad de Jacoby nosotios obtenemos facilinente la relacion
7 Al - i
[70"] c o (4.4)

para un par deafees genealizadas @ = {a,2), 4 = (3,7). Fsta relacian os cla a, presto
que por (4.1) tenemos [;f‘_, gﬁ} C g;15 ¥ laidenndad de Jacobi aplicada a b, @,y on B, 07, gﬁ

respeclivainente, implica [o siguiente

s sl = [0 0]+ o [gl) = () ] -8 (5 )
= (ot ) () .

lo enal prueba In condicidn {4.4) .
Por otro lado, notemos ¢ue una consecuencia de (4.3) es Ia signienie. Si g os scimisimple y

Xo € By entonees se cumple:
si a(Xo) = 0 para cada & € A, entoniees Xn= 0 (4.5)

Proposicién 4.4: Sean & = (o, 1), § = (A,7) 1aices generalizadas en A, entonces.
1) damg®™ = |,
2) La restriccién de i a ha x b e no degeneiada Asi para cada A C by tenemos que existe
un tinico elemento &, € g tal que ko, 1) = o (2), para toda = € hg.
DSemd=(n)eAyfi= {#,1) ¢ R, entonces:
i) - (—a, D) e Ay [g?", 07 = Cl,, con o {t,) £ 0.
w) R¥N TR = {ov,0, 7).

Tarego pademos delinir el siguiente producto:
o 2R(A,
Vo,gdend, (8,a) = T((;Y,_‘:V))
ar) Hxiste i tico par p, g € 7 con la propiedad -~ (3, 0) = p+ ¢, tales que

A+nteRerpsn<yg
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iv) Si Ay B+a € A entonces existe z € g7, y € o? tales que [z,y] # 0.
En particular, [gﬁ,gﬁf =g tPsiBtrac A.
1) Sifhg = 3. Ri,, implica by = ha+ ihz. Ademds k [ggxy, es real positiva y ne degenerada.

seA
Demostracion :

Mostremos primero, que si @ = (o, ) JB=(B,7) € A tales que @+ 3 # (0,0}, entonces g%
y ¢ son ortogonales. Tenemos dos casos, i+ # 062+ 7 = 0, con o+ 8 # 0 en ambos casos.
La afirmacion es claramente verdadera en el primer caso puesto que %y gﬁ estdn contenidos
en g; ¥ 9; respectivamente, podemos utilizar proposicién 4.1 para concluir que la afirmacidn es
verdadera. En el caso dos tomemos cualquier z € g y ¥ € oP. Entonces, por proposicién 1.1

para b, z,y en b, 0%, ;j;E respectivamente, se tiene la siguiente igualdad :
E(lh,2],y) + k(= {hy]) =0
Luego

0 = a(h)k (z,y) + B(R) k (z,y) = (a+ B) (R)k (x,¥),
que con la hipétesis a + 8 # 0, implica que

k{z,y)=0. (4.6)

Sabemos del resultado cldsico (ver [5]) que % |yxpes no degenerada.
Usando lo antes mostrado podemos dar la prueba del inciso (2). Veamos que la forma de Killing
s no degenerada en h X hy. Tomamos 0 # = € b C g5 - Entonces existe ¥ € heon k(z,Y) #0,
puesto que k es no degenerada en b. Por la proposicién 4.3 tenemos la siguiente dscomposicion
Y = Zf: ¥, ¥ por la proposicién 4 1 obtenemos k (2,49} = k(x,Y) # 0. Por lo tanto & es no
1€ Zm

degencrada en fg, como k es no degenerada. Podemos inducir un isomorfismo del dual b3 & by

de la siguiente forma

£:h5 — by (4.7

ar— s

donde 1, esta determinado por la condicién k(z,t,) = a(z) para toda = € by; (ver [4], Pag.

288. Teo 6). Ademds esto define un producto punto en hg: que denotamos también por k, dade

por k(a, BY := k(ta, 1g)-
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Para probar (3) (1) tomemos & = {o,1) € A, Si g*™ fuora {8} entonees cada X € ¢
tendra gue satislacer que (X, ¥) = 0 para toda ¥ € g; esto por {1.6). Prmo esto resulta una
conbiadiceion puesto que g es sensisimple Por lo tanto g7 % 0y —& — {—n, —2) es una 1aiz
generalizada,

Para proba ¢ne [g”, 0 ‘3] = €4 , consideremos o sipuiente. Scan I, Xn, X..; elomentos
arbitrarios en Iy, g%, g~ respectivamente. Entonces [g"‘,g_ﬁj C b ¥ lo siguiente se enmple ;

R(IXa, Xoa], H) =k (Xe, [X o, L)) =k (Xay oo () X_5) = o (IR (X7, X 7).

Ahara escogenios Xz, X o tal que b (X, X_z) # 0. Entonces wsando (4.7} conelnimos

k(Xx,X_3)

i ( JX—H’iY‘—“L,H) = o(IT) = k(I t) -

Otra vez por (4.7)
[(Xa, X & = b (Xa, X @) ts (4.8)

pata fo € Dy, en el somotfisme £, Con lo etial se prieba parte do 3(2). Observemos que

F g seg-w0s mna fornma bitineal no degenerada. Lucgo entonces podamos encondrar elementos

Figy F en g, g7 % 1ospeetivaonte, tales que & (Fi, Iy) = 1. Por {4.8) obtenemos

[Fs, I5) = ta (4.9)

Dada = (8,) olia 1l generalizada, constiimos el espacio vectorial gt = YT g E iste os
neZ
no ce1o de dimension finita Por (4 4) gt es invariante bajo adl,, adEgz, adF. Tenomos que

0 — Trpradiy = Tro(ad Bged Py - adizadE,) =)

Calenlamos,

0= Tradly :Z (B (ta) 1 nev (1)) chim{ g 2y, (4.1}

[
St (ty) = 0 entonees 81,30 dim{g?t®)) = 0. Lo que implica que para toda raiz pener-
ncL
alizada 3, #(t.} = 0. Pero por un lade {4.5) implica que 7, = 0 y por otio tenemos el heelio
que v F 0. Esto s una a una contradiceion con el isomorfismo €. Con lo que concluimos la

demostracicn de 3(1).

Usando 3(¢) y ol momotlismo (4.7) tenemos la siguiente definicion:
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= 2k{B,
Vo, B € by, (B,0) = FE.
Ahoara consideremos elententos Xg # O en g% y Ys € g7° tales que
k(Xa, Ya) = gty

y se define Hz = k(Tfm"o- Luego podemos formar Sz = CXg +CY¥z+CHzg, que por construc-
cién es un dlgebra de Lie isomorfa a si{2,C). Esto se sigue de las siguientes relaciones (ver,

capitulo 2, seccién 1.9 ):
[H§,1 ‘5‘] = 2XE, [Hﬁ, XE] = —2}%, [XE, Y&'] = Ha

Demostremos 1 y 3 (#). Definimos M = bg+ GBC o< que como sabemos es un esps-
cc
cio vectorial de dimensién finita. Observemos que M es un Ssz—submddulo de g y 5z cs un

submédulo irreducible de M. Por otro lado descomponemos a by de la siguiente forma:
hg = ker o + CHg.

Ademds por el Teorema de Clasificacién del capitulo 1 seccién 1,9.2 tenemos que M se
descompone en una suma de irreducibles con valores propios enteros. Para Y ¢ 95(0!5} tenemos
que {Hz, Y} = co(Hg)Y = C(F(i;?,:_o)-“(fﬂ))y = 2cY. Por esta razén tenemos que g°®%) =0, a
menos que 2c € Z. También podemos deducir, que si Y estd en algin submédulo irreducible

de Af, con respecto a S, tal que:
(Hz, Y] =0.

entonces podemos ver que Y € ker a+ S5, subméditlo de valores propios {-2, 0, 2} con respecto
a Ho. Entonces, 26 € R implica que existen ¥ # 0 tal que [H,,Y] = 4Y y wn submodulo

jereducible de Af que contiene a2 Y y cumple con:
0V = +V+Vo+ W+ Voar+rVoi+..

Como Vj #£ 0y V irreducible, V no puede intersectar a ker o+ 5g. Pero 0 # Vo Ckera+ Sz es
una contradiccién. Por esta razén 2& no es una rafz. Similarmente %E no es rafz. (si lo fuera

entonces 2(1%) seria raiz ). Esto implica que tampoco existe 0 # ¥ € M tal que H,, Y] =Y.
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Por lo tanto M = by -+ Sz como consecuencia del Teorema de Clasificacidn del capitulo 1.
Conelutimos que dung™ =dung ¥ = 1, con lo cudl queda demost ado 1} ¥ 5(3).

Demnostiemos 3 wi). Para & A hemos visto como existen clementos o, Xo v ¥, tales que
Si = CXa+CY5 1 CHz os un dlgelna isomorfa n sl{2,C). Sean @ € A y B € R. Consideremos
P el conjunto de parcjas (#, 5) de enteros toles que para lodo entero noque cumple r < n < s,
B | nt¥ cs nna rafz generalizada. T pareja (0,0) estd en P. Dado (r,¢) € P definimes una
@— cuerda por f como {B+n@ |r <n < s}, Llamamos una @ — everda mazimal por B con
(r,8) € P, cuando B + n@ 0o os raiy patan =7 — 1 paran = 5|

Sea (r,5) € I, tal que la & - cuerda por 3 es mazimal. Sea gt = i g'?j+"ﬁ. Entonces g

=

es una representacion de Sy; os decir, gl es invarinnte hajyo ar.’,Hﬁ,rdez—i,adYa. Como en ) cs
facil vor qne Lruden = [ Por lo que abtenemos las ‘up uientes igualdades:

0= brgpadily = L (31 ne) Il :>__, BII:)+ 2 Z n

=i = =7

={s+1—)B{Ha) +{s+1 -v)(s+)

Ya quer # s+1, al supener que tenemos una cuerda maximal, conchnmos que {3, oy = B(H7) =

=(s8 4 7). Ahora afinnamnns que hay sélo nna paucin {r,8) en P que nes da una nt — cuerda

mazumnal por fA. Para demostrar esto definimos la siguienle parcja (1o, s9) en P

rn:zlllll{z€£|VﬂEZ z2E<n <0, 4 Fn{yCT}
ag—max{zCZWnCﬁ 0<n<z Binme }

Coma el conjunto de raices T os finito y la paicja (0,0) esta en P, la parcja (vo, sp) cstd en P2,

nos da una cuerda maximal y ademds (3, ) = —(sp + ). Si (r1,81) cs una pargja en P que
nos tla una enerda maximal, entonces v + 5, = 8y | 19 = — {#,n) y 1 <n < s, implica que

ﬁ +nmeER.

Sin perdida de generalidad, potlemos supone que ) < sp. Fntonees v < 8 = Sp, 01 CRRO
contrario s <t g, que asu vey implicnia vy < sy v se tendhia vy - 81 < 8y + rg. Cono no
lenemos raiz pata rg — 1 0i paea sy + 1, se stpue que ¢ =iy y 81 = sp. listo demmestra 3 i‘r‘r.).

Para demostrar 3) (sv) usamos que [g“ U'ﬂ] . g”m por {(4.4) 51 suponemos que [gﬁ,gf’] =0,

entonces para (v,8) € P tenemos noa cuerda maximal (satisface - (H) = s 4- 7) y ademsds

0
g{ =3 g™ 1" os un subespacio Sk invariante
7‘7'1')
a _
del espacio andlizado en 3r2c), gf =3 g1, De nuevo como en (4.10)

n—i
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0=TradHz =(1— PB(Hz) +r(1—7)

es decir. que: r = 3{Hz) = (B,0). Como By B+ @son raices, s > 1 > 0 > r. Luego
s +r = ~B{Hy) = r es una contradiccion. Asf que o # [ga,g‘_’] C ¢®+#. Cuando B+ @ € A,
dim g®+# = 1 y entonces [ga,gﬁ] = gi+B.

Por 1iltimo, demostraremos 4). Por definicién,

K(H, H') = Tr{adH o adH') = _ B(H) [ (H') (4.11)
feR
por 3}{iv) nosotros sabemos que para & = (o, i) ¥ B = (#,) raices generalizadas, con a # 0,

existen enteros p, ,,4, , tales que
2»6 (ta) =—& (ta) (Pc.,g + ‘In,ﬂ)

y usando (4.7) y (4.11) tenemos, que:

e (ta) = ltosta) =) @(tal’ (Pup +9us)” (4.12)

BeR
Esto muestra que a(1,) es un nimero real positivo, ya que @ (t,) # 0. Consecuentemente,
para @, 3 raices B (to) es un ntmero real . Usando (4.5) y (4.12) demostramos que & lhpxtz €5
una forma real y estrictamente positiva. Ademds, lo anterior demuestra que g N<br = {0}.
Probemos entonces que los espacios g y Z; Ct, son iguales. St este hecho no se cumpliera,
entonces existe una funcional lineal A SOb:s?]ﬁ que no es identicamente cero pero se anula en

Y. Ct,. Tenemos ademds, que por (4.7) existe un tnico elemento 5 € b tal que J({H, 1)) =
aed
A(#) para toda H € by. En particular, A{ta) = 0 para toda a € A, por (4.5) y (4.11)

tenemos 1, = 0 y A = . Entonces esta contradiccidn prueba 4). Con esto queda demostrada la

proposicién. |

37



4.2 El Algebra Cubriente.

Denotames como Cle,w~! al conjunic de todos los polinomios de Lawent cn = {os decir,

todas las sumas 37 ¢, ¢, € €, con 86l un mimero finito de cooficientes distintos de cero).
JCE
Consideremos a gy o Cle

r™!) como espacios vectoriales sobre €. Pocenos fornar ol producto

tensorial do

E=Clr,a ) ®g=n0 a'p

e

Eate producto tensorial se puede pensar como los polinemios de Laurent con coclicientes en
el digebra g, Notenos que definiendo el corchete como [iY, 22 2] = z* F11X, 7], abtenemos un
dlgebra de Lic,

Definicién 4.2.1: Sea I = L{g;0) la subdlgebra 3 z'g; de F. Lig,o) vs ol dlgelra
cubiiente de g con respecto de o, Tenemos un homomotj'fcizmo natural definido de la signiente
forma :

wil— 9

Y — ¥ (4.13)

Si pensamos a los clementos det dlgebra enbriente como polinomios con coclicientes en g, cl
mapeo @ estarfa dado por @ @{P(z)) = (1), donde () =5 2*Y, con ¥} € g. Bl mapeo ¢
os llamado el komomorfisme cubriente. <
Lo que signe os definit el conjunte de rajees enbriente de B que denotarermos 12, ast como el
snuhespacio asociado a cada nua de las raices de K. Para esto daremos las sipuientes defliniciones:
Definicidn 4.2.2: Sea L{g;o) =¥ £, donde 1, = wig;. Identificaremos a Lo con g5 y

JER
definiremos para cada o ¢ 2 y 3 € Z, ol par & = (e, ), la cnal serd una radz enbriente si ol
oY 1 1

subespacio L% = {o € I, | [H,«] = a (I} 2 para toda I € B} es distinto de cero. Denotaremos

por R = {{e,2) € by x Z | L& # {0}} al conjunto de rajces eubrientes  Andlopamente al
080 do las raices generalizadas, denotamos A = 1 — {0,030}, A == {{n,2) € R | a #0} y
AV = {{o,0) € B | o = 0}. Tenomos entonces, que lﬁa,Lﬁl C LRy descomyposicidn en

s divecta Lig,e) =1 3 L5

Ach
Notemes que si 6 = (v, 1) e una rafy cubriente y 3 = § (med m), entonees o = (i, )7 o5

también nna rafz culniente  La transformacion
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= (a)— (@) =5

mapea el conjunto de raices de L{g; &) con respecto a b en el conjunto de raices de g con
respecto a by. Tenemos ademds que L& = 17g%. Obtenemos entonces una proposicién andloga
a la proposicién 4.4, para &y A.

Proposicidén 4.5 :

1} Recuerde ¢l isomorfismo lineal £ : b5 — bp -

o —r Ly

Sia={ni)c A entonces
—& = (-0, —i) € A,dim L¥ = 1, [L¥,L%] = Cta.
2) Sean & = (a,%) € Ay B =(8,7) € Rentonces:
i) Existe un tinico par p,g € Z con — (8, a) = p + g tales que

B+neeResp<n<yg

i) Ran R = {&,0,-&)

3)SiBy B+ &€ A entonces existe €5 € L%, € € IP tales que [ea,eﬁ] # 0. Por otro lado,
si ademas B+ & € E, se tiene [L7, [ﬁ] = [PHE

Demostracion:

Andloga a la proposicién 4.4. |

Consideremos el siguiente sistemna de raices Ag de [Lp, Lo| con respecto a hgN (Lo, Lo] y A}
denota un conjunto de rafces positivas. Si definimos cada o € Ay idénticamente cero sobre el
centro de Ly, podemos considerarla como una funcidn lineal de bg. Identificaremos o con la
rafz (e, 0) . Bl conjunto At = A U{(e,f) € 41§ > 0} io llamaremos el conjunto de la rafces
positivas en 5, determinado por Aa’.Una rafz & € A es llamada semple si ésta no es la suma de
dos elementos de A*. Sea Il = {&g = (o, ), &1 = (@1,51), &2 = (&2, 52) , ..} el conjunto de
las raices simples y T = {ag, a1, a2...}, el conjunto de las primeras componentes de las raices
a,. En las siguientes proposiciones demostraremos que T es conjunto finito, Jlamemos N a la
cardinalidad de TI.

Lema 4.2.1: Sea A% un conjunto de rafces cubrientes positivas. Se tiene:

a) A=A4Atu (_:3+) yVEEAr &= Yk & conk, €2y =NU{0}

oiER
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o~ -

by Para toda rafz & = (a,4) € A = At —~ A existen rafees simples fy, Ba, B, € T1 - AD
v A ¢ AY talss que ﬁ:fil -I—fiz-i-...—! [u?kJr Yy ¥ 1<y SATE, +ﬁ3+1 +...+ﬁk—|— FE EI.

Demostracidn:

Notamos gue el niimero de o € b5 que son la primera coordenada de nua rafz o3 menor o
ipnal que la dimensidn de g. Bs claro que nna raiz simple en A} es simple on AT, Si {1, %0, ¥y}
es el conjunto de rafees simples de A7 entances para enalquier rafy {00, 0} vemos que a) y b)se
cumplen. Afimamos que para & = (o,2) € At 4 > 1 existe una suma & = 2.k 7, con las

o E7F
ky € Z, . Lsto os, & ina1afz simple 6 nna suma de rajces (3, &)+ (p, 1) con k, { natw ales menores
que . Para ver esto consideremos algunas ky méximales tales que & -- Y ky¥, os una rafz. Si
@ — 3 ky7, os simple, ya ostd. Si no os simple cs es suma de raices positivas (B k) + (p, D). i
k 3£ 0 entonees (p,I) s una rafs que es sina con k; més grandes, lo que es absurdo. Tuego,
& — 37 ky¥, estd en Ag, y aplicande mduccidn sobre la scgunda coordenada, obtenemos a).

Para demostiar b), demostraremos primore que si & € AY — A0 no es simple entonces
& — ,fj' e A para algana, B e Tl — A Fsto es claro, pues si no existicra tal fi tendriamos, por
la proposicidn 4 w2), que existen p y g entercs para vwna cuerda maximal, con 0 = p < g y
(e, B) = —(p -+ q); os decir, (@, ) <0 parntoda § ¢ I ~ AY T.o eiial mplicaria usando a),
como siempre se tiene (o, B) = 0 para toda g < Z&", que {a,a} < 0; que contradice ¢l hecho
que la forma de Killling & es extrictamente positiva en hg, Ademds como 8 = (8 — @} + v,
& — {1 o8 rafy positiva. Sen & = (o,2) G z l - Aplicando to dicho de manera recurrente existe nn
nimero finito de raices simplos {BI,EQ,. .;(}h} C 11— AP tales qlie (((?y - fil) -«ﬁ'g) .- fij)
s una vafs positiva para tode 7 < h— 1 y una rafs on AD para 3 = h. Lo que demnnoestra
by |

Veamos més propiedades sobre fos conjuntes 11 ¥ A"

PProposicién 4.6:

NHc A

2) 1T es lincalmente dependiente y genera a b

N Vidt ) ay={no)c -2,

Demostracidn:

Usaudo ¢l Lema anterion y la Proposicidn 4.5 ablenemos que L(g, o) esté gensrado po

L 'ﬁ, LE", L7 con [; eTl—A0 ¥ e A", Tiste Lecho lo podenios aplicar en lo gue sigue. Afirmamos
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que sia € A® entonces existe B € T — A® tal que G— B e A . En caso contrane, para toda
raiz 3 € 11— A%, a— 3 no es raiz en A y {a, /B = —(p + q) = 0 para el par de enteros py q
de Ia Proposicién 4.4 para & ¥ 7. Esto implicaria que para toda gell- A® Gt g ¢ Ay por
lo tanto para toda 3 € 1 - A® [La,Li'a] — 0. Ya gue siempre se tjene [L‘"‘,Ls’] =0 para ¥ €
AP, se tendria [LE,L(g,a)] — 0. Esto iltimo no puede suceder, pues mediante la proyeccion
d¢) homomorfismo cubriente, [p%, 5] = 0 contradice que g es simple.

Vamos a demostrar 1). Si & € T1 N Alentonces &— B ¢ AU {0} para toda Bell- AL
ya que & es simple { si &— B es una rafz positiva, & = { G— B+ By sif - & es una raiz
positiva, 3= (,Z‘t ~@&)+ &) Como0={apg)=—-(p+ q); para unicos p,q (segin proposicion
4.3}, entonces p = g = 0. . Se tiene que para toda f € - A? ax E ¢ A. Como antes, ésto
nos levarfa a que g no es simple lo cual seria una contradiccién. Por lo tanto, 1IN A? es vacfo

Ahora demostraremos (2). Como (0,7m) € A+, tenemos por el inciso {a) del lema anterior
que (0,m) = S ki & =) b (@, 5:). Bs decir, que 0 = Sk, o ym = 3 krsi con algunas k, # 0.

&€ a.eq 6% kcZ
Asi que los vectores ap, 01, 2, --. 501 linealmente dependientes. Ademas por la descomposicién
o = hg + ibg, {oeg, oy, 0.} generan a by Concideremos &;,&; € Doonid# j. Como
= (@ — &)+ &, (& — &) no puede ser rafz positiva. Intercambiando los indices vermnos que
@&, — &, no puede ser tanpoco raiz positiva. Asi que &, — & no puede ser rafz. (o, 3) = ~(p+q)

con 0 < q.0 que se afirma en (3) n

De el inciso (3) de la proposicién anterior tenemos que algulo entre dos elementos en II
o5 mayor o igual que 90° y menor que 180°. Es claro que II tiene gue set un conjunto finito,
digamos de cardinalidad N; ya que II genera ¢l espacio de dimensidn finita hy.

Observemos que para 0 <7 < N — 1 podemos encontrar, mediante ¢l isomorfismo lineal
£ :h ~— b hy =2 (m,a,)“l 1o,y por la proposicion 4.5 inciso (2) tenemos los vectores e, €

P

L. f, € L% tal que e, fi] = I, ¥ tenemos las siguientes relaciones:
(i, g} = 0, [en, 3] = buphis iy e] = aziey, [ fi] = —anl (414)

La nratriz A = (aij)ge; jon-1 ©5 Namada la matriz de Cartén generalizada del algebra de Lie

(también llamada matviz de Cartén generatizada de L(g;a)) Si M denota et grupo abeliano
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gencrado por {rvg, ey, 09, C oy}, I descomposicion L(g; o) = (D L% o8 ina M — graduacion,
ach

de L{g, o) donde £9 — ha. y L' = 0516 € M — A,

Proposicién 4.7

1) Los clomenos e, f, 0, (0€2< N - L) forma un sistema de peneradores do I{(g,0)

2} I dlgelna de Tie M — graduade L{g; o) no tiene wn ideal 7 que cs M — graduadado
distinto (e coro (fe, f = 7({3” (0 L)), para el cual 1) Y Ce =0

o

3} 81 o s un auteine fismo indescomponible {#sto os, g ;10 puede descomponerse on [a suma
ditecta de ideales o — snvariantes ), entonoes T1 os indescompontble {es docir, IT no pnede sor
la unién de dos subconjuntos orlogonales distintos del vacio)

Pemostracién :

1) Sea L' la subilgebra de I. = L{g; o) gencrada por e,, Syl (2= 0N ~ 1) . Probemos que
LY C L pma i g z:'_{. Consideremos solamente & € A" — A S & o8 no simple, tenemos lo
sipuiente & — &, € At para algina &, simple Si o — e, # 0, pademos CXPLOSAT PO 10 proposicion
anterior a L7 como LF = [ e IJH_F"], 81 ev — e, = (), 5e cumple para los enteros que nos dan la
d,—cuerda maximal po &, p4 g = -2, s decit, pasa que (¢ —&,) — @, € 3 Asi obtencmos
gue L% = | e, [e,, LY Bste procedimiento 1o hacemos iloradamente ¥ vemos qne L* esta
generado por e, Andlogamente si & ¢ (—ﬁ&*’) — AD, tenemos que L% esta generado por f.
[sto proeha que L8 ¢ 1 paa it € A — AY. Bn patticular obtenemaos [Lﬁ, L’} C L sine

A — A" Por otro tado, > I
FEA?
es el cubriente de la subdlgebra de Cartdn b de g, pot lo tanlo ¢s nna subdlpehia abeliana de

L.S1ae AL o signiente se enmpla
|E ) C LA =0k [T 001 Y BP0 |18, S0 1B|
BeA..AD ACA-AD
pues
3 LT =0
FEAD
Tenemos entonees que

(E2A0 20l U P S /) SR S 7 R el 78
feh- AY BeA—AD
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vs decir. que L' es un ideal de L(g;0); y de hecho cada uno de los elementos en L' son combi-

naciones lineales de los variados corchetes de fos e, i, fi- Por esta razdn, L= (La n L"),
aeM

es decir que L/ es un ideal M-graduado.

Defimmos ahora la forma bilineal invariante % sobre L{g; o) x L{g;o) de la siguiente forma
' Z,wY) =KZY)conY,Z€g

Sea 1 denota el complemento ortogonal a L en L(g; o) con respecto ak.Entonces L' € ¥ L.

Por esta razon st Z € L{g; o) se puede expresar como la siguiente suma
F—Z94+ 7 donde 20 3 Liyze ¥ IP
A BeA-AY
Por otro lado tenemos que si Z € L(g; o) entonces

(17.2)= [, 2+ 2] = (L, Z)c_ 5 IP
BeA-AL

Pero adermnas como L” es un ideal [L7, Z] = 0. Esto implica que L” C Z {L(g;7)). Lo cual no
es posible puesto que Z (L(g;#)) = 0. Asi que el dlgebra generada por es, iy, fi es todo L{g; ).

2) Supongamos I un ideal M — graduado distinto de cero del dlgebra L(g;o) tal que I'N
¥ Ce, = 0. Como [ es un ideal M — graduado existe & € A para la cual L% N[ # 0. Es decir
que I contiene un vector ez no nulo. Si & € AP entonces para alguna i € {0,1,2..N — 1} el
corchete [ez,e] # 06 [es, fil # 0 ( si esto no fuera verdadero ey estaria en el centro (por 1
): lo cual no puede ser); dando un elemento nocero en IAn T con B € A — AP FEs suficiente
considerar el caso en donde ez € I con & € A — APy ey # 0. Sabemos que por la proposicién
4.5, T, C {L5= LJE‘] c I. Tenemos ademds que existe & rafz simple que cumple &, {ta) 7 0.
Gracias a esto obtenemos que % = [L“", tal C /, lo cual es una contradiccion.

3} Demostraremos inciso por contraposicion. Sea @, [ e las imagenes de los elementos
e foh, (@< i<N-—1) bajo el mapeo cubriente del dlgebra L{g,o) sobre g. Supongamos
M ¢ descomponible es decir IT = II) U Th. Obtenemos la correspondiente descomposicin
ha = by, © by, dondesi k=162:

ha, =2, Cha

o €Fy
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S1ev, € Il y oy € 1y, entonces e, (A,) = 0. Ademds, [&,7,] = o il =08 g5 (6 =1,2)
denota la subdlgebra de g generada por &, f,, 1, cuando n, € 1Ty, entonces por (1) obtenemos
una descomposicién de g en la suma direeta de ideales o — invarientes, g' v g% Con esto queda
demostrada la proposicién. W

En lo que signe o representa un automorfismo indescomponible de g de orden e > 1. Sea

Nl

E =3 Re,, con U = {og, e, wotey 1y st n = dim . Tenemos ademss que ol producto
=0

intoriior E{ , )sobie b es positivo definido sobre B, v tenemos las signientes propiedados

) ay, = %(%:%;il)l = {on, ) € L7 parad £ 4.

T3} IT es un sistema cle vectores indescomponible -

ITz} IT o5 nn sisteina de vectores linealmente dependiente que genera 1.

in particular, det (a,;) =0

Proposicidn 4,8: Sea o un automorfismeo indescamponible de g de orden m = 1.

1) Todo subeonjunto propio de T es linealmonte independiente,y N = n + 1,

2) [ sistenia [T os independiente sobre Z: ésto cs, si Nil er, = 0 (e, € Z), entonuces toda
e, es (. =

Demostracidn -

1) 81 la primera afirmacidn fuera falsa, tendefamoes, que la sipuiente relacion sorfa cieria

3 gt — o agh=0
acqat Acat
donde W' UIT ¢ T1 ( contencidn propia } y a, > 0,a5 > 0. Botonces por (1)) tenemons quel

prodncto

2o0art, Y aga Y= (S ane,d agd ) <0

acT’ acxn’ e Aex?

Es decir que ) e, o= 0. Perosi f € T- T1, tenemos gue {f, 0} = O para toda o e 1Y [por que
acr
de otro modo 0 = (37 aa, B} = 3 aa o, ) < 0) Butoness la doscomposicion 1 = (1 -IF)U1J*
contracice {ITa). Ahora usando (TTz) tenemos que N ==+ 1,

Pass la pate 2), obsorvames que si m os of orden de @, entonces (,m) ¢ AV AY y

N--1 N-1 N—]
ademds (0,m) =Y ady, donde a, € Z. De donde, i =3 a8, v 0 = 37 a0, Ast gue
10} 2=-0) 7==()
N -1

no todas las a, son cero. Por la parte 1) la relacidn 0 =37 a,cv, impliea que todas las a,
0
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N-1
son diferente de cero. Supongamos ahora que tenemos ». i = (0,0) con ¢ € Z y alguna
+=0

N-1
o, 7 0. Estonosllevaa ¥ (G, - @ — Gay)oe = 0. Ya que el coeficiente ip—ésimo es cero, por

i=0

(I1y), para toda 1, ¢ - @, — Gag, = 0 es decir, para toda 7, @, = ¢, con (¢ € R) . Pero entonces
N-1 N-1

m=3 as=c Y, &s =0, quees una contradiccién. ]
1=0 =0

‘feorema 14 (Principal); Sean L = L(g,o} y L' = L(g',0") las dlgebras cubrientes de g y
o', con by C gp ¥ by C 05 les dlgebras abehanos mazimales consturdas en la proposicion 4.3,
y 1 = {d0,81,.8a} ¥ I = {54, &), G } correspondientes conjuntos de raices smples,

dados. Asumumos que n=7', gue la correspondencia
a; — o 1=0,1,2,..n
induce una biyeccion
7 M =Z — M =ZIV

y que las matrices generalizadas de Cartdn son tguales (A = A’). Enfonces

t) Existe un isomor fismo
¥ Le',0") — L(g,0)

yue hace corresponder lo M-graduacidn con lo M'-graduacidn: ¥ ((L’ )T{a)) = LF,
i) Sea ¥ un somorfismo que satisface(1). 57 gy g son stmples. Entonces emste un isomor-

Jismo g’ — g y une constante c€ C—(0) para el cual el siguiente diagrama es conmutalivo:
Ly, @) % L(g,0) 25 L(g,0)

o'l e
)
¢ — 9
&

donde ¢. ¢ son los homomorfismos cubrientes y p (P(z})=(P(cz)).

Antes de la demostracién del teorema enunciemos y demostremos un lema

Lema 4.2.2: Sea A un matriz de Cartan generalizada. Existe un algebra L(A), dlgebra
eubriente asociadn a A, y un isomorfismo de dlgebras Af-graduadas ¢ : L{A) — L(g, ), para

cualguiier (g, ) cuya matriz de Cartdn Alg,o) = ((;,_,-)0<U<“ es A.
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Demostracion del lema

Ll fin del teorema es mostrar que con Ja informacisn que guawda la matriz de Carvbin
Alg,a) = A = ((J,,J)“Smsn se puede reenpera of dlgena cubriente L{g, o). Paa poder hacer
esto definiremos en vanios pasos a L(A}. Sea [l = {{eva, sa) . {eve, 81) 4o (oo, 800} ol conjunto de
raices simples con ol que obtenemos A para (g, 7). Recordemos que L{g, o) tiene generadoies
{en fi hahimo n que satisfacen Ias relaciones (4.1)  Counsideremos Inego un espacio vectorial V'
de dimensisn 3(n-1-1) con base {7, f,, i }—0, » donde &, f,, 1, son las imagenes de los clementos
e, fi i {0 <e <) bajo el mapeo enbriente del dlgebra L{g; o) sobre g. Formamas T¢V) el
dlgebra tensoral de V. Como (V) es un dlgebra asociativa, entonces T(V) os un 4lgebra de
Lie (Bl producto corchete s defindo por [A, B] = A® B — B® A). Ahota definimos T{V) como
el subespacio veetorial de (V) generado pot todos los producees corchete de (@ fi, e n
por lo tanto Z(V} os un subslgebia de Tae de 7(V) pencrada por {8 oMbt . Sea T(V) ol
wlreal de L(V) generado por las relaciones

[Hi,ﬁj], [F,,TJ] — by, [, 8] — az®,, [ﬁ,jj] - ayf,.

Luego definimos T{AY = TAVYT(V) v tomamos 7, ﬁ,ﬂ, las correspondientes proyceciones
de @, 7, k. Asi que {F,,,ﬁ,ﬁi}Tz() » ponoran a f(A) y satisfacen las relaciones (4.1). Sea
M = ZI. Delinimos pma & € M, & > 0 (1espect. @ < 0)si & #£ Oy v € ZT1 ( rospect.

Sl #ADyde-Z M) Puad >0 (7 < 0) dofinimos L5 ol espacio vectorial generado

por (6,8, 8] = [E, [P [0 [E0a B0 ] - ] ] ] ( respectivamente [f;l,ﬂz,...,ﬂ,]
[.fm [fu: [: [fr |:.f!.J . J ] J ) siupre que o= fy, o+, ..+ 6y, [ respectivaments
- oom
=Gyl - - Ay ) Fiootro easo 054 e € M, tomos LS = 0y LY =) Chy.
=0
Denotamos LY :Ljﬂ 5y Ly, :Xn LS. Afirmamos que dim(£9) = n. Ademds L{A) =
133 el

L,& + 75+ L0 . Para ver eslo, nsamoes el método clisico de ver a E(A) representado como
transfornmeiones lineales  Sea Wonn espacio veetanial de base {fo, 1, o tnd ¥ {30, ALy oos A}
nn subconjuio ahirario pero fijo de mimeros complejos. Definimos una accién L(V) sobre el
dlgebra tensorial LW de la sigmente forma

L) =t Ll 0. 0L )=t 0.1,

By =2, W, @ @n) =0 a,,=w-—a, ), & o,

=4, 7,00, @0, =h @@k, . b, )+ 0y, (e .. B h,)

Bsto se extiende o un homomorfisme de Tae
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¢ : L(V) — End(T(W))
Notemos gue se cumple ¢(7{V)) = . Luego entonces podemos inducir un homomorfismo-
¢ L(A) — End(T(W))

Se tiene que si Y. ks € I(V), entonces 3 ¢ (B;) = 0. Restringiendo a W,
€
sstoimplicaque 4| ¢} = 0, ya que para toda § se cumple que ¥ 6@ () 3 = Y e {—ep) =

Cn
0. Pero como los vectores columna de la matriz A forma un conjunto minimo linealmente depen-

diente, {f.l_, }i=12. » €8 un conjunto minimo linealmente dependiente; en particular dim L =n.

Definimos funcionales para toda j = 0,1...,n.
o) : —c tal que a;-(f;i) = @y
Notemos, que las siguiente relaciones se cumplen :
o (s Bogan Bl = (0, (B) 4 4 0y () 2y, By
fl: [fil7f'21"'!fl-r ] == (ail(i“‘) +..+ a:r(il)) [ﬁ.:ftm reay flr]
[f! i‘éi] :61‘2: "-:E‘lr]] € Lz Yy [é;) [};1 :flz» Tty fir]] € LE‘

Hemos obtenido que LY + L; + L% es una subalgebra de Lie de L{A) que contiene a
{é‘.,ﬁ,ﬁi}- Por lo que L{A) = LY + Ly + LY. Podemos provar que esta suma es directa,
inductivamente. Por primer paso tenemos, que si 3 ;& + ch + Y n.f; € (V) aplicando ¢ y

evaluando en 1 obtenemos

> ot + cd(h)(1) =0 {4.15)

Se sigue de la condicién (4 15), que ¥ £, n; = 0 y como podemos escoger las A, tales que
S(h}(1) # 0: también ¢ = 0. Asf que Y & = 0, y si evaluamos en a cada t; resulta toda ¢
cero. En general ,sean ¢’ = Y aiyi, i, (84,8008 ], 6 ELS ¥y = byia. o, [ﬁ,,ﬁg, - ﬁr]

tales que ¢’ + <’ + 7 = 0. Luego aplicamos ¢ y evaluamos en 1 obteniendo:
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0= E{S(C’)(l) =+ g(qf)(l) -+ !77)(7‘.’)(1) = ;E(C’)l + xbuw " [{n : "‘I'2= '“:f‘h]

Yaque la ¢ es arbitraria, se sigue quo ¢ = 0. Entonees Yobag g [ty t, - 1] = 0, que implica
7' = 0. Finalmente sigue que ¢ = 0 por 1o cual E(A) = Lj DLy L(A Aplicaudo esta msma
Lécnica de homomorfismes (qne no haremos) podemos ademds demostiar que se tienen sinas
drrectas LT = o Lf}i yly=® Lﬁ. Una consccuencia es que podemos oscribir E(A) = L‘}.
&0 a<0 aeM
Con cslas condiciones E(/l) resulta ser un dlgebra de Lic Mograduada ya que &, 8 € M = T ol
pracducto corchete de Li" con L‘E esld contenido en Laﬂa, s clocir [L‘"", LB] C La"'ﬁ; lo cual se
dednee de [L°,e,] C LFT% y [I7) f,] € LF~% . Notemos también que {E(A),ﬁ(/l)} = L{A).
Par las propiedades dei producto tensorial y ef eociente, existe un epimorfismo natural de Lie

b Jm’,(/l) — L{g, ) que ademds respeta las M-groduaciones dado por
7;'1 Fea iy, fi'—’ fat— e

Tenemos entonces el siguiente diagrama:

I(V) — T(V) s L(A)

1 e
Lig,o)

Ahora definimos J(A) como el ideal maximal M-graduado de E(/l.), eon ta siguiente propicdad

J(AND CE =0 (4.16)
i==0}

19 ideal J(A) tamhién prede ser definido como la union de todos los ideales M-graduados con
Ia propicdad (4 16} . Afinnamos que J{A} es el micleo de ¢. 1Pucs sabemos que ¢(J(A)) es un

ideal propie M-graduado tal gque

HIANN 3> Cey - 0.

2=1)
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y por la proposicion 4.7, B(J(A)) = 0. Por otro lado el micleo de ¢ es un ideal M-groduado
n —

que no puede intersectar a la suma ¥, C&;. Asf que ker¢ C J{A). Podemos entonces inducir
i=0

un isomorfismo

se: L{AYJ{A) — L{g,0).

Definimos entonces a L{A) como: L{A} := L{A)/J(A).

Con este lema podemos dar la demostracin del teorema.

Demostracién del Teorema:

i} Hemos demostrado que existen isomorfismo 3 : L{A} — Ly ' : L(A") — L' M-
graduado v M' — graduado respectivamente en base a que A = A’,definimos el siguiente mapeo
v =0 ((+)7") y satisface ().

(14) Consideremos el centroide de L, Cent(L) = {A € End (L) | Ao adz = adx 0 A,¥x € L}.
Sean Ay, A, € Cent{L). Ahrmamos que [A1, Az] = 0, es suficiente mostra que para todo
X1, X2) € L, (A5 A)([X1,X2]) = 0, ya que {L.L] = L. Bsto se obtiene de las siguientes

ipnaldades

ArAz (1X1, X)) = Ay ([Xq, Az Xof) = — [A2Xs, A1 X))

Y
AzA; ([ X1, Xa])} = ApAy ([X1, X2]) = — [A1 X1, A2X3].

Sean m y m’ los ordenes de o y o' respectivamente. Definimos transformaciones A : L —— L
y A" L) — L' dadas por AY = z™Y y A'Z = a™ 7 respectivamente, que estardn en los
correspondientes centroides. Por definicion el micleo de ¢ : L' — g’ es el ideal K' = {z— Az |
z € L'}: ignalmente K’ = {2 — A'z | 2 € L'} es nicleo de ¢. Podemos definir el siguiente ideal
I* = ("} entonces I' = {z—Az | z € L}, donde A= ';I)OA’O@_I es otro elemento del centroide
de L. Ya que A y A’ pertenecen al centroide de L , se tiene que A’ ((L‘}E*') C (L)&+ con
3 = {0, m) raiz positiva. Se sigue que para toda &, A (La) C [P+ con § = (v,t) € At que
satisface 7{3) = ¥’ . Por otro {ado como g es simple y IT es indescomponible y tenemos que
£, = |L: L]. de lo cual se sigue que A y A conmutan. Entonces A(K) C K y podemos inducit

wi antomorfismo
a:LjK — LK
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Como L/K == g es simple, ol lama de Schn implicn qued ¢ € Afinmamos que § = (0, dm) para
algin d € Z, . Primero cscopgemos paa toda ﬂ e A, 3 £ 0 en LA Tomamos e = {n,9) € A y
apliquenos
Aleg) =aeg -+ (L — ™) {5+ L B AT (4.17)
uCA

con I en of centro de hy de L. Ademss ACLSY € LT, por Lo cual si e+ 4 = 0 entances

0 + (1 nl L (‘ﬂ ”f
acA

Pera esto es bmposible pues In suma es fimta y toda ey # 0. Por lo tanto o+ 3 # 0y

Aleg) = eeags, con ¢ 0. Observemos que en la covacion (4.17), Ps — 0. Pol osta rawon
¥ f] 1 o

obicnemos la sipuiente ignaldad

_ —
Cepgm =aeg + (1 —a™)( (‘ﬁ‘ﬁcﬁ)
&CA
De esta iiltima ignaldad oblencmos que 5 = (D, dm), pues ez = Aoz, Por lo lanto,
A = aaA? sobte L7 von a; € C . Ya gque g es simple podemos ordenar la base I tal que

Px., %, 0] # Gy [Fa,éis] # 0. Usamos que Ay A% estéan en ol cent(L) entonces

Vit =65, =0 5, =& (4.18)

Para mostrar (4.18) notonios que [Aw, y) == [, Ayl y como A £ eent(1) unplica que [Ax,y] =

[:r,/ly] y también las signientes ignaldades se cumplen

. P T o Lol [
[A ' lhn] = [”'f'r"l’ ("‘fh ] =& T [pl » G, H]

oy
Y

il

[ > R S1ard
[ n, A(rr,“} - [f’rr”nn” k'] (rt “] - a'nr,,”l [

o P

- 5 .
ontences Az, = a5, con osto podemos concliir que A = pod'oy = oA sobre Leona € €.

D ln misma forma ehienemos que 4 = o’ A de aqui obtenemos qoe |
' ~ ~ =1 - 3 ~--1 - - ==
alaAM = o' o (Ao YW =po(Aorh  =ide(A)oh =A
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Por 1o tanto d = ¢’ = 1, obteniendo asi Az = az™z y I’ = (1 — aa™)L entonces #i)se obtiene al

L
tomar € =a on

(g, 0'y L L(g,0) =5 L(g,0)
# 1 S ¢

e
) " g

consideremos i (P}~ A'P(@)) = p(B(PE)—PAT  (FP@))) = (B(P(ez))~acs™ @ P(c))) €
N

pues ac™z™ = x™. Con esto se induce 4, quedando demostrado el teorema. u

4.3 Diagramas de Dynkin Generalizados.

Comenzemos por dar un resumen de lo que hemos hecho. Partimos de una pareja {g,7) con
la cnal se construyo el dlgebra cubriente L{g,o). Obtenemos para alguna eleccién positiva
del sistema de raices A(ge, b) €l conjunto de raices simple de A*. Llamamos Il al conjunto
{ag. 01, ..., 0} y formameos la matriz A = (ay;)o<.j¢n mediante 4y = {on,o;) . Como en el
caso clésico, con II y A podemos recuperar a A luego la pareja (g, 7). Esto es consecuencia de
las proposiciones {4.4 ¥ 4.5). Por otro lado al restringirnos a IT perdemos la informacién de la
segunda cooerdenada. Sin embargo estamos en la posicién de utilizar los diagramas de Dynkin.

Eun el caso clésico, las parejas (V, II) que consideramos son de la forma, V un espacio vectorial
con producto punto { ,) y T = {#,,Bs,...8,.} base de II tal que (5,,5,) € —Z" parar # j. En
nuestro caso definimos

Definicién 4.3.1:

a)Una pareja (V;11) es un conjunto bdsico “generalizado”™ si V es un espacio vectorial con
prectucto punto { ,) y TT = {an, o1, ...an} es conjunto minime linealmente dependiente de V' con
o, 050 € —E7 para 1 # J. {cualquier subconjunto propio de I es linealmente independiente).

) (V, 1) se Hama descomponible si existen subconjuntos propios Iy Ilo de TT mutuamente
ortogonales tales que IT = THU Il .

A un conjunto bisico generalzado (V,I1) con matriz le asignamos un diagrama de Dynkin
Generalizado D{A). Al elemento «, € 11 le asignamos el vértice ¢ y unimos el vértice £ y 7 con

Hev, ,005)

a,,0,; aristas con direccion de § a i si fag| < |a,| (aq = {ay,05) = m)

ol



Tenemos la sipmente pronesicicn -
B 1

Proposicion 4.8 1 Sea B = {7}, 7y, . .y} un subconjunto de T, Entonces

v;g «7“73) ' <73"7'2>)1/2 <l

t
Demostracidn :Sea o, = I%LI' Tormamos -y =% &,. Como y puede et cero, se signe, quo :
.
=1

- 2v,m,)
0 < (yy) =) =Ml 1y
,% Pl |

Por lo tante
= . Y2 2Hmey) L
1%3 ((71: ,TJ) <rYjJ Tt)} "';}(_3 thﬁ =~ [.

Usinemes esla proposicidn para la signionie clasificacion.

Teorema 15 - Cualquwier conjunto bisico generalizado (V,I1) mdescomponible con mafriz A

trene como deagrama D{A) uno que pertencce a lo tabla (41— 1)  Tos wibmeros qie oparecen

sobre los véilices son los cocficientes de fo combinacion lnealmente dependiente monuma de los

renglones de A o dicho de otra forma son los cocficientos enteros n; en (0,m) :E”: ,05,. Mas
i=1

awn, D{A) determanoe lo matriz de Cortin A.

Demostracidn :

Directamente deducimos que 2{4) es un diagrama conexo, Si guitames o D{A) un vértice
y las anstas que van a el oblenemos una nnidn disconexa de disgramas de Dyukin ademds
como det(A) = 0 entonces D(A) no es un diagrama de Dynkin. Aliora nsaromos la proposicion
antetior pata oblener los siguientes resultados

1) D{A) contiene un ciclo sii DAY = all :D(A) no contiene un ciclo propio, ya que tedo
thagrama propio vs upidn de diagiamas de Dynkin, Ef mimeo de aristas on D(A) que es nn
cicloes o b L, por la proposicidn.

2} 5i D(A) tiene dos vértices nuidos por tres aristas las olras nniones e dos vérlices son
PO una atistar

YA) no contrene ciclos. B(A) puede ser deserito por un enmine de virlices 19,41, .. 4y, €O

-1 1
ity > Lanistas gque wien a ¢y con 251 Por la proposicion anterior tenemos, que m; <n+l,
10



por lo tanto si hay un m; = 3 y otra my = 2, obtenemos n}il m? >33 1224+ {(n—2) >n+l,
lo cnat es una contradiccidn. e
3)D(A) no puede tener mas de dos uniones de aristas
Si esto fuera cierto r:i‘; m? > 3(2)% + {n —3) > 4+ (n — 3) que es una contradiccion.
j=
4) Si dimV = 1, entonces D{A} = ag” 6 a(22) en la tabla. El nimero m de aristas que
unen a los dos vértices satisface m? < 2. Ademas como D({A) es conexo y no es de Dynkin

m #0,1,2,3 entonces m = 4. Por lo tanto tenernos dos posibilidades 4 = (—1)(—4) = (-2)(-2)
de la primera obtenemos por definicién un diagrama dirigido n(22) y el otro no dirigide n:l(lIJ
Supongamos ahora que D{A) no tiene ciclos. Fijamos un vértice =g en D{A) caminamos
sobre aristas de ID{A) para pasar a otro ¢;. Luego inductivamente, despiies de estar en ¢l vértice
143 nos movemos al vértice iy stlo cuando # ¢ {20,%1, --2x—1} ¥ hay una drista que une Tl CON
1. Con esto llegamos, despiies de un mimero finito de pasos, a un vértice 7, que 36l0 S une con
eh 1,1 en D{A) esto es cierto puesto que en D{A) no hay ciclos. Entonces, si D(A) es conexo,

P(A) - {i.} es conexo. Lo que obtenemos es que D(A} es el diagrama de Dynkin D(4} — {2}

uniendale un vértice extra a uno sélo de sus vértices.

El siguiente paso de la clasificacién es mostrar que para todo diagrama de Dynkin gener-
alizado se puede realizar. Tal objetivo se obtiene mediante la clasificacion de dlgebras de Lie
sitaples sobre los complejos, descrita en el capitulo dos. Un dlgebra de Lie g simple se hace
corresponder con un sistema de raices (V, ) indescomponible. Ahi mismo se determinan los
cacientes Aut{ R),/W{R) que son los automot fismos de Dynkin. 5i {V, R) es el sistema de raices
asociado a g v ¢ un automorfismo de Dynkin. v puede extenclerse a un automorfismo de Lie de
g. Mo se demostrara este resultado, sin embargo se diremos como se usan las perejas (g, v) para
cubtir 1a tabla {4 — 1) . Haciendo variar g sobre todas las posibilidades ay, by, ¢, 01,96, 67,25, 4 ¥
g2.y tomando en cado caso v el corespondiente automorfismo identidad, los digramas de Dynkin
zeneralizados asociados a las dlgebras cubrientes L (g,v) se obtiene la tabla (4 — 1, Dynkin I).
Del teorema {13), solo cuando g es del tipo ar ({ 2 2}, 8 (I = 4) y e se consigue un antomor-
fismo de Dynkin v de orden 2. Con las dlgebras cubrientes L (g, v) se obtienen los diagramas de
la tabla (4 — 1 — Dynkin 7). Finalmente la tnica ilgebra de Lie g que tiene un automortismo

de Dynkin © de orden 3, es la del tipo 94. Con cualguier parcja {g,1) y v de orden 3 se obtiene
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‘Fabla 4-1' Diagramas de Dynkin Generalizados, Diagramas D{A)
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1 (4]
b 2 2 2
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U>2 i 21 )
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<7 12
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o
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el diagrama de la tabla (4-1, Dynkin J1I).

Proposicién 4.9: Sea g un élgebra de Lie simple sobre C, y v un automorfismo de g
de orden & = 1,2 6 3 inducido por un automorfismo del diagrama de Dynkin. FEntonces los
dhagramas D{A) de las varias L (g, v) realizan todos los diagramas de Dynkin de la tabla (4 —1).
Ademds, en la Zy — greduacién inducida por v, g @ pf, g§ es un dlgebra de Lie simple sobre
. n '

Las algebras L (g,v) de la proposicién tienen ademds la propiedad de ser base para deter-
minar todas las dlgebras L{g,#), con ¢ automeorfisme finito. En todos los casos cuando 2 es un
automotfismosde Dynkin obtenemos que cualquier conjunto de, raices simples es de la forma
{ao = {ap,1),&1 = (1,0}, .., &n = (an,0)} a partir de L (g,v}.

Recordemos que en general un conjunto de raices simples es de la forma

{Eu = (8,50}, 5, = (B1,51) R (ﬁn,s,l}} con (Sq, $1,-.-18n) € (Z"’)("H) distinto de
cero y arbitrario.

Definimos para L {g, o), con un conjunto de raices simples

n = {Bo = {8y, 50) ,Bl = (f,51) ,...,,@n = (ﬂ“,sn)} una M — graduacidn; M = ZI1, lo

que induce la descomposicién de.L(g,0) = @ LP. Existe otra para graduacion para L (g, o)

pen
o~ n ~— — kil
natural mediante el grado. Para cada raiz 8 =3 kif3; se define el grado como grff =% k.s..
+=0 =0
Escribimos para todo j € Z, L{g,0), = @ L{g,0)® y entonces L (g,0) = {BZ L(p,a),. Por
grb=7 €

la M - graduacién obtenemos [L(g,r})J ,L(g,fr)k] c L(g,rr)Hk. Esto es M — graduacion.

En el caso de que v es un automorfismo de Dynkin, L{g.v) tiene varias Z—graduaciones
artificiales. Si {ap = (@0.1),8 = {01,0},....6n = (04,0)} es un conjunto de raices simples
de L(g,v) entonces para cada (sg,5y,...,5.) € (Z*‘)("“), distinto de cero, obtenemos una
Z—graduacion. Definimos L(g,v) ; como la suma directa de los L (g, u)a para los cuales
a :i hiar y i: ks, = j. Bsta Z—graduacion sellama de tipo (sp, S1, ..., 5a) -

i:l?oposici:‘izr? 4.10: Sea g un slgebra de Lie simple sobre C y o un automorfismo de orden
finito. Sea f1 = {ﬁﬂ = ({30‘30),,@] = (B,51) ,...,B‘n = (,Bms,,)} un conjunto de raices sunples
para L(g, ). Entonces existe un Automor fzsmo de Dynkin & de g y un 1somorfismo de Lie de
Li{g.7)a L{g.v).

Demostracion -
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Por la propesicidn 4.9 existe o de Dyukin tal que hajo una biyeceidn apmopiada de
conjunto de raices simples {#n, &1, ..., @6, } de L{g,v) con H las matrices de Cartan son ipuales.

Por ol Loorema (13}, existe un isomorfismo
(g, o) — Lig,v)

'-j . —_— ki . . n - Lo
que manda I, (g,0}’ a L(g,v)" cvando j =3k, y &= kiv.Asi I hace corresponder
1=0 =0
las Z—graduncioones |

La teorfa de los diagramas de Dynkin gencralizades ha sido usada por Vietor Kic para
1esolver varios problemas. Un ejemplo es la clasificacion de todos los automerfismo de orden
finito de un dlgebra de Tie semisimple sobre €. Esto se describe en el toorema siguiente (15).
Nosotros aplicarenos este resultado paia determinar los automm fismos do orden 2; os decir,

para determinar las forinns reales  Antes una proposicion,

Proposicidn 4.11 :Sea g simple sobre los complejos y v de Dynkin de orden k.8ea (50,51, 8p) €
(V)" Sea {co, 1y, 4} un conjunto de vaices simples para L(g,u) y {ag,ar,..,a.}
los ciiterios que aparccen sobie los diagramas de Dyukin generalizados cotiespondiente o
las 1aices simples.  Considere ta Z—graduncdn de tipo (89,51, ., 8,) de L{g, v). Entonces
akr, C Lyyeon mi=k i iy 5;.
10

Demostracién:

3
Notemos que en todos los diagramas de ag = 1 por definteisn 3 a,, = 0 Tenemos que

120
—~ — T . 1
a* IR C LA HOR) para cnadquier rafs . Ya que (0,k) = & (0, 1) = & Sad yor(0,k)=%Y
1=0 =0
4,8, = m. Luego gr (& + (0, k) = gra-tm. m

Sea g un dlgebra de Tie simple sobre € tenemos entonces el sipniente teorema
Teorema 10 : Clasificacidn de Automorfismos de orden finito

1) Daodo v un automorfismo de Dynlin de g, k el orden de v y wna swcesiin
e Amt | . _ .
(20,81, oy 5y) € (B )”l , con mdruno comiin dumsor 1, se puede construm wn antomofismo
T
o {(v,80,81,..,3,) de g de orden m =k Y a5, como en lo proposicion anterior,
F==(1

i) B toda elase de conpugacidn de wn automorfisme de ovden fimito o hay un yepresentote

de lo forma a {v,80,80,...,80) .




1it) {17, 50,51, ..., 5n) €s conjugado a o (U, 55,8y, .., 8},) sfy sélo siv = vy hay automorfis-
mios del dragrama de Dynkin generalizedo que monda la sucesicn (50,51, - 5n) & (U, 50,87, 2 80) -

2) En la Zp, — graduacién con respecto @ (V,80,51,--,80) =0, 0= EGEZ) p7- Determinarmos,
que g3.es lo suma directa del dlgebra de Lie semiszmple correspondzeilte";zl subdiagrama en el
diagrama de Dynkin de g gque consiste de los vértzces 41,19, ..., 4 definudos por los elementos
cero de la sucesién 8, = $y,—... = i, = 0 y su centro que es de dimenstén n — .

Daremos la demostracién del teorema a escepcion de 1, (iii). Explicaremos el contenido de
1,{iir) en nuestra aplicacién m = 2, en el capitulo 5.

Demostracin :

Considere Jos datos (v, 5g, 51, - 3x) ¥ T = k 3 0;3, que aparecen en el enunciado 1, (z). Para
ltegar a el diagrama de Dynkin se ha utilizado un subalgebra de Cartdn b de g y un conjunte
de raices simples {& = (o0, 1),8 = (04,0}, ..,8n = = {0y, 0)} de L{g,v).Sea g = e}) gy la
#,. - graduacion inducida por v. Por la proposicién anterior 0% es un dlgebra de Lie s1mp1e con
subdlgebra de Cartén by = b N gy, Fijamos generadores canénicos X,,Y:, H, con {1 <2< n)
para g que corresponden a las raices simples ¢;. Fijamos también un vector no nulo Xo en gj
tal que zXg € L (g,v)%. Sea ¢ la rafz primitiva m — ésima de la unidad. Most.lamos (2).

Sea ¢ : L(p,v) — g e homomorfismo proyeccién de Lie {4.13). 8 P 2 zfg en-
tonces ¢ (P) = g. Como demostramos en el la proposicién (7) los elementos eg = -’LXn,el =
£X)....,en = X, generan la subdlgebra L{g,v)* definida como _Q)U L(g, ’U)F‘. Ya gue P esta
contenido en L(g,v)" y ¢(L(g,v))+ — g, los elementos X0,1Y1T.>..,X,, generan a g. Asf se

obtiene un tnico automorfismo & de L (g, v) definido
7 (ea) = eX Mg siempre que & =) k& y e5 € L(9, v)®

Con la Z—graduacién de tipo {sg, 51, ..., 52 ) definida sobre L{g, v) se tiene la desconrposicién
Lig,v} = (E) L,. Se tien que 2 L, pertenece al espacic propio de & de valor propio £7.
L

La pm]mbl(:lén anterior nos afirma que 'r"L = Liym, lo cual implica que 2" conserva los

espacios propios de . Se sigue, que ker(g) = {1- :r:") L{g, v} esta en ¢} nicleo de &. Inducimos
wn antomorfisnio de @ (v, 50, 5t, .- 51) de g determinado por op = ¢F. Bs ¢ de orden m pués
ol méxino comun divisor de Sg, 1, .., 5» €5 1. Consecuentemente también es de orden .

Para {ii} sea 7 un automorfismo de g de orden m.Con € la m — ésima rajz prinutiva de
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1, 7 produce una Z,,, -- graduacién g = g.8ea, @' : L{g,7) ~— g el homomar fismo cubriente,
T

que sabemos satisfac o ' (I{g,7);} = p,. Consideremos ahora ol dlgebra enbriente L(g, v) v o

wonorfismo 4 - o, 7) — L{g,v) dado el teorema (13), con log enteros {30, 8150y 8) quo

canservan las Z—graduaciones de la proposicidn (8), tenemes un diagrama conmutativo con

e Lig,v) — ¢ L{p,v) que conserva cada L{g,»)* y un amtomor fismo Hg — g,

cancietamente o ¢’ = oy, o ;/; Por lo qre se cumple

Pod (L{g,7), =¢( o L(a,uﬁ).

gra=7

Asl 9 manda o] espacio propio de 7 con valor propio &7 al espacto propio del antomorfisimae
de a (’“,-‘:‘0,.5‘1,...,3”), aue se constinyd en 1) (¢) de valor propio £7. Por lo fanto poroyp =g
y ol orden de ¢ os m, Sid os ol miximo comun divisor de sq, $;, <3 8 ¥ como sahemos ({1, m)
os una rafz de L{g, 7), entonees d divide a m, pera por la definicion de ¢ v &, d tiene que sor 1
de obra manera m no seria of orden.

Finalmente para ver la segunda parte lomemos ln %, —~ graduacidn g = g, <tefinida por

7
a = 0o (v, 8,8,.., 8a). Con el glgebra cubrionte L{g,v) =]g)? L, establecemos que para tada
YenZ ¢ (L, ym) = ¢ (x*1,) = #(Ly) . Ademas L, N (1 - a*) L{g,v) = 0. X consecuencia

¢ es un antormorfismo entre Ly y 05 -En particular gf es isomoifa a Lo= @ L{g,v}*perod
gra={

5 de grado cero si y s6lo sf & :i Ky, Oh, . Ahora, de la proposicién 4.7, sabemos que £{g, v)*
esta penorado por lon connm'r,ad(;:(l:s (€525, 5 ,.) que cumplen &, + .. 4-éy, = & de agqui que
Lo es un dlpebra de Lie generada por T, | f, e, coni=1,2, .. Yy r=1,2 _ t. Definimos
Vi = ¢ (f;). Entonces Xj ¥, cony v = 1,2, 4 peneran b parte semisimple de gf. Tl eontro
Z de g§ os por tanto ol conjunto ortogonal, con 1especto a ta forma do Killing, o todo H,, en

hyporloquedimZ = ¢ — ¢ n

H8



ESTA TESIS NO SALE
DE LA BIBLIOTECA

Capitulo 5

Aplicacién: Automofismos de Orden

Dos y Formas Reales.

En este capitulo nuestro objetive es determinar las involuciones de un dlgebra de Lie sobre C,
que con el teorema (13) determinemos al mismo tiempo sus formas reales. Por el teorema (16)
os suficiente con determinar las involuciones de g de la forma o{v, s0, 51, --5u)- s decir si k es el
arden de v {automorfismo de Dynkin) y {e0, a1, .., a,} es una coleccién de naturales como en
o} teorema 16, tenemos por la proposicién 4.112=m =k 3.0 @:8: esto nos lleva a tres posibles
sitnaciones.
(A) k=1yunindiceigconai, =2,y $,=1 paraiF#ipess; =0
{B) k =2y un indice ig cona,, =1,y &, =1; para iAigess=0
{C) k = 1y dos indice 49,7 con &, = 5i, = @y = 8y, = 1; 3; = 0 siz # dad;

Por ef teorema 16 parte 2, g§ es un dlgebra de Lie semisimple en el caso (A) y {(B) yenel
caso (C) es la suma directa de su centro uno dimensional con el dlgebra semisimple (g3, 63 -

Calculamos (A) por medio de Dynkin I de la tabla {4 — 1)

El caso ot (n > 1, g = a,) no tiene posibilidades. Para o (n>1, 5= ba)

hay {n — 1) indices ip con a,, = 2 y no hay un automorfismo del diagrama que conmute dos
de estos fndices. El teorema {16} implica, por 1(2i%), que hay exactamente (n — 1} clases de
antorfismos de orden dos y, por ¢l teorema (16}, 2}, que del diagrama se tiene pf = 0 D0,y

paa2<i<n
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n el caso cL” {n > 2, 9=rc,) como en ¢l caso anterio bay (0 - 1) indices wélo que hay nn
anfomorfisme de orden 2 de g. Bsto nos deja con sélo {%I posihilidades entonces Lomando ol
indice de quierda a derecha del diagiama obienemos gue o es e {(1=1,2, . |8]).

Para o) (n >3, g == 0n) ol analisis e ¢l misio que pata cg,l), pero agui con (n — 3) indices,

n

Del diagrania obtencimos que [3] — 1 clases y gf s 0y (D 0,y (l' =2,3,.., U‘,—‘ ) .
Iin ot caso cél) hay tres indices 4y con a,, = 2, sin ctubargo, por sinelria, s6lo abtenemos

una clase por que hay nn automorfisio en o} diagranza que lleva nna posibilidad en [ otra Fl

algebra gf os ) ) ¢y

(1) (1) i

. 1
Para 5(2 s automatico, solo hay una clase y g9 os ay @ a;. Bn los casos f,(l ),e7 13y

dos posibilidades de tomar ¢l indice g sin simetrias, por lo que hay dos clases de avtomorlismos

de ouden 2 en coda caso. Tl resultade es que las dlgelia 0G SO0 a7, ay (B ag para eg. ), ay O ey, g

para eg } Y ay b ay oy (b ¢z para f,(il)

Jaleulemos (13) por medio de Dynkin 1 de la tabla (4 - 1), Delos cinvo dhagyamas a.z ) ﬂgf,)
(n > 1) tienen una sélo situaciéu dende Ay, = L en los cunles gf son g7 v ¢, respectivamente.
Con c((f) tenemos dos posibilidades sin stietrias, ast gue hay dos clases de sutomorfismas de
orden 2 con g = ¢4 6 I

En los otros dos gasos hay un antomerfismo de orden 2 del diagrama que reducen las
situaciones. Para aéi[l (7 > 2} hay dos clases de antomorfisma o cn CUYOS CAR0S g5 08 Ty ¥ €,
respectivianente

[3] -+ 1 by by O<p= [

Finalmente calealamos (C) por medio de de la tabla (4 — | Dynkinl). ostdn descartados

egl),ffll y g(zl). in los casos ag ! 0 (n>2), Y (m>Dy cg})

hay una rinica mancia de
escopen Jos fndices, por Jo que Lay nna sola clase de antomorfismo de orden 2, Aqu {gf, pf] os
Cero, para by, Jy, a, .| y ey respectivmmoente

Por simetnia L y a( tienen una sola elase; ol Slgebia {93, 0] que resnlia es g ¥ Oy 108pCC-
tivamente, También por simetria a,(f) {1 > 4} tine exactamente dos clases con [07, 68} 1gnal a
Dp—1 6 ay, . Eldlime caso es nﬁ” con (1> 1), Ya gue el dingrama tiene mdamorfisiios e

so1l simelrias rotacionales & axiales, solamente hay [ ] -+ 1 clases de antomot ismes o de orden

—1
dos para los enales obtenemos en orden las van las lg5. 03] como oy @ha,_;_ (r' =0,1,.., [BTD .

()



(go Semisimple)

k=2
3 go 8 i
bn Op @ bop azq (112> 1) b
n>2) (2<p<n) )
tn & Bnyp 0zn1 (0> 2) Oy
0 (srslia)
o, 0 B0y Uzn (B> 2) €
>3 (<<l
Bz uda ?::_]1) é’:ﬂ?;;;ﬁ
f2 ba £ 21
f4 a3 3 es fa
¢ 2 @ a5
o4 az
o7 a1 B Vs
3 a1 ey
] L
{dim{centro(gn)) = 1)
8 ] 8 [0 o]
an % B On—p-1 0 (2> 3) Do
2 (=rsfie-))
bn (N2 2) brs—1 By (0> 4) Qn1
mn>1) 0p—1 ts [
e 2
Tabia 5-1:

61



Bibliografia

{1} LN. Bernstein - LM. Gelfand - V.A. Ponomarev Cozeler funtors and o theorem of Gabriel,

Uspechi Mat. Nauk 28 (1973}, 19-33.
i2] Ringel, Claus Michael Tame dlgebras and wntegrel quadratic forms, Berlin; Springer, 1984.

(3] Helgason Sigurdur Differentzal geometry, Lie groups and symmetric spaces, New york; Aca-

demic press, 1978.
l4] Hoflman. Kenneth - Kunze Hay Algebra Lineal, PrenticeHall Hispanoamericana 1984.

[5) Humphreys James.E Introduction to Lie dlgebras and representation theory, New york;

Springer-verlag, 1972.
{6] Kic Victor G. Infinite dimenstonel Lie dlgebras, Cambridge University Press 1990

[7] Kic Victor G. Automorphisms of finite order of semasimple Lie algebras. Funkcional. Anal
i Prilozen. 3 (1969}, 94-96

{8] Anthony W.Knapp Lie Groups Beyond an Introduction , Boston, Birkhauser 1996.

[9} Shi Jian-Yi The Kazhdan-Lusztig cells in centoir affine Weyl groups, Berlin: Springer-verlag
1986.

62



	Portada
	Índice
	Introducción
	Capítulo 1. Preliminares
	Capítulo 2. Sistemas de Raíces
	Capítulo 3. Formas Reales
	Capítulo 4. Automorfismos de Orden Finito de Algebras de Lie Semisimples
	Capítulo 5. Aplicación: Automofismos de Orden dos y Formas Reales
	Bibliografía



