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Introduccion

Ei estudio de! grupo de automorfismos y del anillo de endomorfismos de un p-grupo abeliano
finite G ué iniciado por K. Shoda en 1928, en su trabajo “Ober die Automorphismen emner
endlichen Abelshchen Gruppe” [8]. En este trabajo se describen los endomerfismos de G me-
diante matrices cuvas entradas estan por filas en diferentes anitlos Z,» y ademss, se da una
caracterizacién para las matrices que representan automorfismos.

La estructura de los p-grupos abelianos finitos fué completamente descrita en 1878 por
Frobenius y Stikelberger (5] mediante el “Teorema Fundamental de los Grupos Abelianos Fini-
ramente Generados” y constituye en la teoria de grupos el primer teorema estructural.

En 1876 ¢t profesor L. Kaloajnine de la Universidad Estatal de Kiev planted estudiar el
grupo de antomorfismos de un p-gupo abeliano finito a partir de sus subgrupos y de la descrip-
¢ion de Shoda, en particular caleular el grade de nilpotencia de los p-subgrupos del grupo de
amtomorfismos de G.

En el trabajo - The mazimal normal p-subgrupe of the automorphism group of o finite abehan
p-group™, [9] M. A. Aviné y R. Bautista describen completamente la serne central superior del
jrerupo ohteniendo su grado de nilpotencia en términos de los invariantes del grupo G. Para
obtener este resultado describen una sucesién de ideales del radical de Jacobson del anillo de
endomorfismos de G, que estd asociada a la serie central superior {serie ascendente).

£l objetivo de esta tesis es calcular el grado de nilpotencia de un p-subgrupo de Sylow P
del srups de automorfismos del grupo G, cuando @ es de tipo (p™,p™,p™,p",p") con m >
a. utilizando el metodo desarrollado en [9). Este problema esta abierto y fué planteado a la
directora de tesis por el matemdtico ingaro Lacsi Kovacks en 1996.

Los cinco capitulos de la tesis estan organizados como sigue. En el primer capftulo presen-
1amos las definiciones y resultados de la teorfa de grupos y anillos necesarios para el desarrollo
ilel trabajo. Introducimos el concepto de serie anuladora y serie anuladora superior de un anillo,

En el capitulo 2, se describen matricialmente los endomorfirmos del grupo G y los resultados

de K. Shoda en un lenguaje mds moderno. Se calcula el orden del giupo de automorfismos de



m ., N

Gocnando (Cos de tipo (p™ p™ p™ " ) con o = oy se ostiedia el subanillo 8 del aullo

Eud & (Mndomorfismes de ) ol cual esti asociado al psubgrupo de Sylow 2 = § {7} de
it G{Automo fismoes de )

0 los capitulos 3y 4 se deseriben los ideales de la serie mmladea superion de 8 mecdiante
funciones y se obsiene la longiind ce la serie

I ol capfinlo b se obliene {a serie contial snpenior (ascendente) del arape 2y su grado de

nilpotencin, Los resultados obtenidos en los capitulos 4 v 5 son 1esultados nnevos,



Capitulo 1

PRELIMINARES

En este capitulo presentamos las definiciones y resultados de la teorfa de grupos y anillos,

necesarios para el desarrollo de esta tesis.

1.1 Teoria de grupos abelianos.

Proposicién 1.1 Sean Hy..... H,,, una famiha de subgrupos deun grupo G y H=Hy-- Hy.
Entonces los siquientes condiciones son equivalentes:

i) H = Hyx---x Ha y H son isomorfos bago la aplicacidn candnca que mande (T1,...,Zn} —
FIERRY M

iy H, 211 y cada elemento x € H puede expresarse de mancre #nica CcOMO x = Ty -~ - Ty CON
Xy € H..

ii) H, 9l para foda i. ysiTy- Tn =06, entonces cade T, = e con r, € H;.

iv) H, 9l para toda i. ¥ Hn(H, - HiHin - Hy) = {e}.

Demostracion

i)=+ii} Probemos que H; <4 H. El conjunto M= {(e, hie )€ Hihe€ H1} es un sub-
grupo de H. Lafuncién iy — {e... ;R e- s e) es un isomorfismo entre H, y M. La aplicacién
s — Hyxeox HoyxHapy oo % Ho, definida por (g1 -+ ga) = (#1.- -2 =1 Gik1s - .y fn) €S
un homomeorfismo suprayectivo y kerp = Af = H;, esto prueba que i 9H. Sean & = T+ < &n =
I -y, con T, T € H;, entonces por 1) dan la misma imagen bajo el isomorfismo, asi ¥, = ;.

ii)=1ii) Seary---am = e También sc iecne e --¢ = e. Por unicidad de la representacidn x, = ¢

en



para toda s

H)=iv) Sea 1,5 - &y 1,10 2y € O (H, IhoH - - 1) Fatoncees

C=ap- -p 2 ,"1'1,”.[ <oy Por ), se tene gne ;’1 =cyr =e¢ Istopmeba iy}

iv)=>i) La funcion o JTy - - T — 1T dagla pon a{(ag, ,mgl) =% - ay, o un homo-
menfismo, va gue para todo « € My, y € I, ot # 5 ay = . La aplicacén os mved (va,
Tnoefecto siw (g, o) —ag 2. = e, entonees v'l"l =g ot CHYOY Iy CIT), esto

i

imphea que 17" —e =2 Doedonde ) =ay = - =1, = ¢ P delnucisn. la aplicacion es

suprayectiva Iintonees ) <o x I, = 1 A

Definicidn 1.2 Il producio divecio de grupos abeluwinns se Hama swine. divecta, Si (3 — Ea,,

cada G, se dice swmando directo de

BDelinicidn L.8 Un grapo G es un p-grupo, s todo clomento de G taene orden alquna potcicia
de p, con poun wimere prono. Un subgrupo H de G es lnmado p-subgrupo de G si Hoes

WH P-Grupe

Definicidn 1.4 Un congunto de clementos {rny,aq. @} ode un pegrupo obebono G es p-
T
mdependiente seode le swwa finete Y n,a, 2= 0, se biene que 1,0, = (0 con n, € Z para tode

i—1
ve{l,.. o} Bsdeew n, =10 s el or{a,) = 00 y el or(a,) | n, st orf{w,) < oo.

Definicion L5 Ui conjunto {ay,.. ,a,} de elesentos de an p-giupo ebebano ¢ genera o (7,
»

st pova todo o € () se fene que a =3 ma, con n, € L,
=1

Definicion L6 Un congunto {oy . a,} de elemenlos do o pegrupo abehano G es una p-bese

de G s es pamdependiente y odemds genera af p-yiapo G
La sigmente proposicion e sipue pattie de la defuneidn antenor v de b Propesicicn 1
8 prog [ I

Proposicién 1.7 I comgunto {ay, . 0, ) s una p-base de un p-grupe abehano € s,y sélo

r
s G == (o)

-1

Bl sigiuente tcorema estd demostrado en [6] pag 97



Teorema 1.8 (Teorema de la Base de Burnside)
St G es un p-grupo finito. entonces dos conjunios generadores minamales tienen el mismo
ntimero de clementos.

La siguiente definicién tiene sentide. como una consecuencia del tearema anterior, pues tode

conjunto generador independiente es un conjunto generador minimal.

Definicién 1.9 El p-rango de un p-grupe ebeliano fimto G, denotado rank,G es el niimero

de elementos de una p-base de G.

Teorema 1.10 {Grupos Abelianos Finitamente Generados)
Sea G un grupo abeliano finitemente generado. Entonces G se puede descomponer en suma
directa de un nimero finito de grupos ciclicos Ci. Es decir,
G=C1®---0C,
donde Cy,...,Cy son todos de orden infinito. o pare algin § < k, Cy,...,C; son de orden

my....,m,. respectivamente, con m, Frg | ---1my ¥ Cran,-- -, Ck son de orden infinito.

Demostracién

Sea k el nimero més pequeiio tal que G os gencrado por un conjunto de £ elementos El
teorema se prueba por induccién sobre k.

Si k = 1, ¢’ es un grupo ciclico entonces la proposicion es cierta. Sea k > 1, asumimos gue
la proposicion es cierta para cada grupo generado por un conjunto de & — 1 elementos.

Priniero se consicera ¢l caso cuando (7 tiene un conjunto generador {a1,...,ax} con la
propiedad de que para todos los entelos xp, ...,z la igualdad i a,a, = 0 implica &, = 0
para todo ¢ = 1,....k. Por lo tanto, por la Proposicion 1.1. 'zi)::zlula g € G tiene una unica
representacién de la forma g :i a;a; con o; € 2.

Asi G =C1 - - (. dm;(T«; C;=({a,)yparai=1..... k. Ademss 7,0, = ¢ implica 2, = 0,
pot tanto C; es un grupo ciclico infinito. Entonces en este caso, G es suma directa de un nimero
finita de subgrupos ciclicos infinitos.

Alora supongamos gue G 1o tiene un conjunto generador de k elementos con la propiedad

anterior. Entonces dado algin conjunto generador {a;, ..., e} de G, existen enteros xy,..., 2k



{no todos cern) tal que
k

Z aylhy 72 0

=1

cntonces

I3

Z {--a)a, -0

=1

as{ podemos asumir que @, > 0 para algin ¢ Consideramos ahora todos los posibles conjuntos
generadores de (7 eon k clementos. Denotamos por X al conjunto de tadas las k—tuplas

{(ry, ... m) de enterog tal que

r
E 0, = 0 con @, > 0 parn algiin 2,
=1
para algiin conjunto generador {a, ..., a;} de G.
Sea my el menor entero positive de alpnna A—tupla en X, Sin péaidida de generalidad,
tomamos a pr como la primera componente, para alpin conjunto genetads {ay, . ,ap},
entonees

may +wang 4 A gy = 0 (1)

por el algoritmo de la division podemeos eseribir @, = gy -+ v, donde 0 < », < m) para cada

+=2,. .,k Tntonces on la ignaldad (1) tenemos que

mphy + gy - Fapee =0 (2)
donde By o= 0y o qaag - 1 grag. Supongamos que by # 0, yaoque en caso coulrano @ =
—Gaay— - g, Y esto implica que ¢ es generacdo por un conjunto de k — 1 elementos, lo cnal
es ima contrachecdn Como ay = by —quag -+ - guag, entonces {b,ap, - ., 0} o5 un conjunto
penerador. Por la propredad minimal de nay, tenemos de (2) query = - =1y = 0, asi by = 0.
SiCr={b), ya que my es no entero positivo tal gque myb, = m by + Oy + Oy 4 - 0og =0,

entonees Gy es ciclico de orden 7
Sea (4 ol subgiupo pencrade por {ag, ..o} Veamos que &= G 3y, Supongamos que

by € G, para algiin ey, 0 <y <Omys Tntonees vidy — 2ong + - - Fapay, conay, .,ap C 4



Por tanto by — #gay — -+ — zpag = 0, de donde x; = 0 por la propiedad minimal de m;.
Entonces Cy NGy = {0} y esto prueba que &' = C1 @ G1.

Supongamos que (5} es generado por k - 1 elementos. G no puede ser generado por un
conjunto menor de k — 1 elementos, porque entonces G seria generado por un conjunto menor

de k elementos, 1o cual es una contradiccion. Por hipétesis de induccién
G =C;@ - ®Cy,

donde 4, ...,k son subgrupos ciclicos todos infinitos, o, para algin j < k, Cq,...,Cy son
todos grupos ciclicos finitos de orden my, ..., my, Tespectivamente, con 1 | mg |- -|my, vy &
son infinitos para € > 3.

Sea C, = {b,) parai=2,...,k. Supongamos que s es de orden my. Entonces {01,...,bx}
s un conjunte generador de G y myby + mgby +0bs +--- + =0

Repitiendo el mismo argumento, se concluye que i | ma. Esto completa la demostracién

¢del teorema. M

Definicién 1.11 El entero r = k — § del teorema anterior €s llamado el rango libre o nimero
de Betti de G y los ealeros my, ..., m, son llamados los factores muarianies de G. La descom-

posicion de G en el Teorema 1.10 es lomada lo descomposicidn invariente de G.

Proposicién 1.12 Sea G un grupo abeliano finito. Entonces ezisle une tinica lista de enteros
miy. ... my (lodos mayores que uno), tal que or (G) = my---my con m | o} -o- } my,
y G =C - ®Ck, donde Cy,...,Cy son subgrupos cichcos de G de orden my, ... 1y

respeclivamente. consecuentemente,

G Ty @ B, -

Demostracidon
Por el Teorema 1.10, G = () @ - - - ® Cy, donde €y, ..., C} son subgrupos ciclicos de orden

My, ... ,my, respectivamente tal que my | mg | -+ ] mp. Ademis |S x T| = |5]|T], para SyT



conjuntos fimtos, do donele

2] =

C :‘]

[Col O] =y ey
Sabemos que un gimpe efelico de ordenr m es wsommfo Frney CNLONECOS
B B Dy, -

A continiacion se demmesira gue la lista de enteros =y, . oy que onmple o anterior os

tnica. Supongamos que & = ¢y ®---HCL = D, © @ Dy donde Gy, Dy son todos grupos

clclicos de G otales gne

C

= m cdonde oy J g |0 | g,

|y = wydondemy |l |y

Dy tienc 1w clemento de aiden my, pao eada cleniento o & es de orden < g, Fnionces
ny < g, por el misio argmuento my <y entonces by, = iy,

Consideremos

my G

(e COY @ - (e Cr) @ (22 1C)

I

Gy Y@ @G Dy Y O (g DY)

con g | my oy parar = 1,k — L Tenemos que ny_ Cyo= ¢ pata s — 1, b — | lintonces
My A = iy Gy = | Iy por danto |my 0] = 1 paa gy =1, [~ 1. De aqui qne
oy | ey pol simetria del agumento nee i iy Portanta ne o = a2y Procediende de
esta manern se pueha que mig . = g, paa e == 002,00 Se tene gue wny e = 0] =
hFm

ny enp yde aquique b=ty ni, = n,, parad =1,

1

Deofinicion 1,13 5t @ =2 Z,,, - - O T, con nry 2 - 2 oy, divemos que 7 es de tipo
"y "y, I = st A T
(y,.omy) g los enteros iy, . my, son Hamados los mewarontes de G Un p-grupo abehano

es homocicheo sues de tipo (P, p", - .
Una particion de i entero positive & es mma e-npla (b, Ay, ) de eoleros positivos tal

10



que k :}: k, con k; £ kiyy paratodoi=1....,r -1

=1
Lema 1.14 Erste una correspondencia biyectiva de lo femiha F de grupos abelianos fimios no

rsomorfos de orden p° y el comyunto P{a) de parhwiones de o

Demostracién

Sea (; € F de tipo (p™,...,p*) donde oy > ag 2 -+ 2 ap y oy tozt o =o Sea
la aplicacion o : F — P {a) definida por o (G} = (a1, .. ,0x) . o es imyectiva por la Proposicion
1.12. & es sobreyectiva. ya que si {a1,...,a;) € P(a), entonces el grupo Zper B - B Zpes, €8

la preimagen de (ay,...,a;) B

1.2 Grupos nilpotentes

Definicién 1.15 Sea & un grupo y A un subcongunio de G. El conjunio
Ce:(A) = {g € G| gag™! =a para todo a € A} es llamado el centralizador de Aen G,

Ce(A) es un subgrupo de G. En efecto, Cg (A) # @ yaque e € Ci (A) . Sean z,y € Ce(A),

(ry)a(zy)”! = ayay~'z~! = zax™! = a para todo @ € A. De aquf que ay € Co{d) y

analagamente z~! € Ce (A).
Definicion 1.16 El subgrupe Z (C) = Ce (G) es Hamado el ceniro de G.

Definicion 1.17 Sean G un grupo, x,y elemenlos de G y A, B subconunlos no vocios de G.
1) oyl = iy Vay es el conmutador de 2. ¢ y.

2) (A, Bl = ([a,b] | a €A, be B) es el subgrupo generado por los conmuledores de elementos
de Ay de B.

3G = {a,y) | v,y € G) es el subgrupo de G generado por los conmutadores de lodes los

elementos de G Uamedo el subgrupo conmutador de G o derivado de G

Teorema 1.18 (Teorena de la Conespondencia de Gropos) .
Sea b - G — Gy un homomorfismo de un grupe G sobre un grupo G,. Entonces se hienen las

siguientes proposiciones.

iy S5i H <G entoneces $(H) < G

11



i S 1 < Gy entomers &7 VI < G

i) S HAG enwtonces & (1) 90

Y Se I QG entoneces ©H{IN) QG

Wiy & <Gy I > ke € entonces 7T = @71 (b (H))

iv) La furierdn [Ty < (1) s wna aplicacisn biyectwa entre la famdia de subgrupos de G gue
contienen al ker & y la famka de subgrupos de G, los subgrupos nermales de (& se corresponden

con subgrapos novmaeles de Gy,

Deomostracicn

i) Sean a,be {1, D (a), D (h) € T . Entoneces
Tla) (DN =D} (b)) = ¢ (ab™h) € @ {H)

yaque eb L I De agui que & () < G).
¥} Sia,be & 1IN, entonces § (a), ® (B) & H). Como

B (ab™) = @ (e) (0 (1)) € Hy,

Se tiene que ab L c @ V() luego @I € G
1) Sea d (M) e d(IN v ¢ € G). Entonces ¢’ = ©(g) para algiin g € G par ser sobreyectiva.
Como

FHB () g = (B (9) " 2 (R () = D (g "ha) € B (H),

yaque H <G Batonees & {77 < (.
i) Sea hoe " L(I1), y € & Dedonée & (F) ¢ 1T, como

(g hy) = (& ()~ b ()b (g) € H,

ya que 7T 0. Por vonsiguiente ¢ thg € & ' (IH), osea @71 (1) <G

1ii) lis claro qne 11 C @7 V(@ (IN) . Sia € &7 (@ {IN)) entonces D (w} € & (I y @ (w) = O (h)
para algiin i € 1. De aqui que @ (ah ™) = @ () y #h' € ker® C H. Por lo ianto @ € 11
Inego IT = & -V {(® (1N},

W) Sea I < G Por o) @ V(L) es un subgripo de & que contiene ol ker . Por w)



& {1 (H)) = Hy, luego la funcion H +- & (H) es suprayectiva. Sean & (H;) = ® (H-2), donde
Hy. Ha son subgrupos de (@ que contienen el ker &, entonces &' (B (H))) = @71 (2 (Ha)) . Por

el inciso i#7) se concluye que Hy = Hy. La primera parte de iv) est4 probada por ). W

Corolario 1.19 Sea N un subgrupo normal de G. Dado algin subgrupo H, de G/ N, exmste un
iinico subgrupe H de G tal que Hy = H/N. Mds aun N < H G si, y slo si, H/NAG/N.

Dewmostracion
Tomando el homomorfismo natural ® : G — G /N dado por g»— g/N, se tiene que, existe

un tinico subgrupo H de G que contiene a N tal que H; = ¢ (H}=H, /N. 1

Definicién 1.20 Sea N <G. El homomorfisme 11: G — G/N definrdo por I1(g}) = gN es
Hamade la proyeccion neturel de G en G/N. St H es un subgrupo de G /N, lo prevmagen

completa de H en G es la preimagen de I bajo la proyeccién naturel.

Por el teorema anterior la preimagen de T en & es un subgrupo de G.
A continuacién definimos la Serie Central Superior (serie ascendente) de un grupo . Para
n=1, Z(G) = 2Z(G). Sea Z{G,Z1(G)) el centro del grupo cociente G, Z; (G). For el

Coralario 1.19 existe un tinico subgrupo normal Z5 (G) tal que
Z2(G) /% (G) = Z(G/Z1 (G)) con Z,(G) C Z2(G).
Inductivamente se tiene un subgrupo normal Z,, (G) de G tal que
Za(B) /201 (G) = Z(G/ 201 (G)}

para todo entero positive o > 1 Z, (G) es llamado el n-ésime centro de G. Denotanos

Zy (G} = {e}. Por tanto:
ZalG) /201 {G) = Z (G Zn1 (G))
para todo enterc pesitivo 7.

Definicién 1.21 La sucesion ascendente de subgrupos normales de G,
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Fl=AH@ CcL (G- CZy(GY -,
es lomada lo serie central superior de (3 s

4 (G) /7 (C) = Z (G Z () para indo §

Lema 1.28 Sea {e} = %p{G) C Z)(G) C -+ € Z () C -+ la sere central superior de un
grupo G, enfonces Zn (G) = {x € G | [1,y] € Z_y (G) para today ¢ GY.

Doemostracion

G En 1 (G) = {22, (G2 € G yeZ,. | =2y, (G) para todo y ¢ Gh
= {:L-ZT,,| (GYlzec G, ey \ey € Z, | (G para todo y € (1‘}
= ZalG) T (G) = {2201 {G) | 2 € Z,(O)}
asi 2, (G) = {2 € G a7y ey € Zoo) (G) para todo y € G}

Deaquaque %, (G} = {z G| fr,y € Z, (C) puatodoyc G}. M

Definicidn £.24 Sen G un grpo La sucesicn de subgrupos de G.
{e}=GCG S CG =G
se llamma sevie central & Gy A Gy GO /Ghy € Z(G/0,) para todo 2 ¢ {I,.. ,r}. Ia

longitud de lo sere es el mimero r.

Definicién 1.258 Un grupe G es mipotente s fzene una seme cenfral, el grado de milpotencia

de (7 es In longniud muna de todas las seres contrales.

Proposicidn 1.26 Una succsion de subgrupos de wn grupo G e} =Gy C G C - C G, = @

es una serwe central de G sy, y sdlo se, [(4,G] < G, .y para todo 4.

Demostracidon

Supangames cque {Gi} 5y es una sene cential de @ Six € G,y € @ se tiene que
ayGany = yGoqa G,y T efecto, como (/G- < Z{G /70, ), so tiene que ayGh_; =
p@; . De aqui que 'y ey € Gy, os deci, [, 9] € Go_.y. Esto pracha que (G, G] < G,y
Alora supongumos gque para eada 2 € {10}, [GLG < Gy SiaC Gy € G se

tiene que v Yy lay = [ny] € Gy, ya que Gy < Gh, Entonces y™lay € G para todo

14



y € G.asi (7, < G para todo i € {1,....n}. Ademds para todo = € G, y para todo y € G,

2y eyGoo) = Gy iego ayGioy = yrGisy esto implica que G,/G, oy £ Z{G/G,1) . B

Proposicién 1.27 G es mipotente si, y solo s1, Z, (G) = G para algin entero positiwo n.

Demostracién

Supongamos que {¢} = Gp € Gy € --- € G, = G es una serie central de G, asi G, /G, <
Z{G./G, 1) para todo 1. Se tiene que Gy C Z (G) = Z; (7). Supongamos que se cumple para
1 — 1, por demostrar que G, C Z; (G} .

Para cada x € G,. y para todo y € G, se tiene que
GG = yGio1xG, o, asl Iil’yill"y cG_1CZ, (G) .

Ademds
Z(G) = {’L € G |aly ey € Z, () paratodoy € G}

por lo tanto G, C Z, (G).
Came G = G, C Z,(G), y sabemos que Z, (G) C G = G, se obtiene que G = Z,. (G) .
Si Z, () = C para algin entero positivo 7, entonces esta serie es una, serie central, por tanto

G es nilpotente. B

Lema 1.28 Sea G un grupo mlpotente. El grado de mipolencia de G es lo longitud de lo sere

central superior.

Demostracion

Sean {Gy}, o una setie central de G de longitud minima & y {Zt},50 lo setie central superior
e & de longitud m.0 Por demostrar que m = k.

Por la proposicién anterior se tienc que G = Gy < Zi, como Z,_1 (G) Z, = G entonces
Zm < Zi por tanto m < k. 51 m < k entonces {Z,},21 es una serie central de longitud menor

que {5 - lo cual es una contradiceion. Por tantom = k. W
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1.3  p-Grupos finitos.

Lema 1.29 {Teorema de Cauchy para Grupos Abelianos)
Sean G un grupo aheliano forto y p wn widmero prano. Se p dunde al ovden de G, entonces €

teene wn clemento de orvden p.

Demostracidn
El teorema se demmesira por mduceién sobre ol crden do 0, Bea n = |Gy p|n.
Supongamos que el resiltado es cierto para todos los grupos de orden m con p | mie, y am <,
Sror(G) =posi G es un pipao cicheo, existe un subginpo cicheo de & de orden p, y por lu
ko existe i clenento de orden p. Supongamos ahora que existe b € ¢ con b # e, tal que
G £ (b}, el subgrupe ciclica generado por b, §i plor{{h)), hemos terminads S p no divide a
or ({b}}), entonces p divide al orden de a:)— Por lhipétesis de mduceidn exisie @ ¢ <%, ae @y

tal que or (@) == p Sea k = or (a), cntonces o = o implica @ == &, por lo tante p | b, eatonces

existe un clemento de @ de arden p. W

"Teorema 1.30 {Teorema de Sylow)
Sew G wne grape finito y poan miimero prmo. S P dunde al orden de G, entonces G tiene un

subgrupe de orden p™.

Demosiracicn

La prucha del teorema os por induccisn solee 72 = or (G). Sin =1 el resultado es ohvio,
Asumimes que ol resultado se cumple pata todos los prupos de orden menor gue .

Si el orden del contio de €7 es divisible por p;entonces por ¢l teorema antetior ol centro de
@ coutiene un eleniento a de orden p 17 arupe cicheo C generado por a es un subgiiupo normal
en Gy el prupo cociente ¢07C iene orden ;%, el cual ey divisible por p ' Por hipdiesis de
induceisn, G/C contiene un subgrmpo 7120 de orden p7, queda prabada ol teorenia en este
CASO.

Aliora consideremos el easo en e} cual o] arden del contro de € 1o oy divisthle por p. Con-

sideramos la ceuacion de elases de G

1 or (G — or (£} -+ Z [} N (a)],

n
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dionde la sumatoria se toma seleccionande un elemento para cada clase de elementos conjugados
de . Sabemos que p | 1, pero p no divide al orden de Z (G) . Entonces p no divide a |G : N {a)]
para algin a € G, a ¢ Z(G) esto implica que p™ | or (V¥ {a)} y or (N (a)) < or (G).

Por hipétesis de induccién, N (e) tiene un subgrupo de orden p™, con lo cual terminamos

la prucha. @

Corolario 1.31 {Teorema de Cauchy}

Si el orden de un grupe fimto G es divisible por un midmero primo p, entonces G tiene un
clemento de orden p.

Demostracién

Por ¢} Teorema de Sylow existe un subgrupo de orden p. B

Corolario 1.32 Un grupo finito G es un p-grupo si, y soio si, el orden de G es una potencia
de p.
Demostracién

Si @ tiene orden alguna potencia de p, se sigue que cada elemento tiene orden alguna potencia
de p. Ahora asumimos que cada elemento en G tiene orden alguna potencia de p. Si existe un
mimero primo g # p que divide al orden de &, entonces por el Teorema de Cauchy, existe un

clemento de orden g, lo cual es una contradiccidn. Asf G tiene orden alguna potencia de p. B

Definicidn 1.33 Sea p un nidmere primo. Un subgrupo H de G es un p-subgrupo de Sylow de
(7 st es un p-subgrupo mézmal de G. 5t or (G) = p°t y (p,1) = 1, wn p-subgrupo de Sylow de

G es un p-subgrupo de orden p®.
El teoremia de Sylow se enuncia de la siguiente manera:

Teorema 1.34 Sea G un grupo finito con or (G) = p®f y (p,#) = 1. Entonces G conirene un

p-subgrupo de Sylow.

Proposicion 1.35 St G es un p-grupo finile con mds de un elemento. enfonces Z {G) hene

miis de un L’!EHIEJHO.

Demeostracion



Sea o subgiupa de & Por el Teorema 130 tenemos que p | [ I, por la ecnacion de

clases de Gy por hipdtesis tenemos que p | 2 () Por tanto [£(G)] > 1 M

Proposician L.36 Todo p-grupo fineto es nilpolente.

Demostracion.

Sea G un p-giupo finito. Prohemos que G tiene una serie contral

51 & es abeliano, claamente 1 < @ es una serie central. Supengamos que & os ne abeliano.
Sea H v snbgrupo notmal propie de &, entonces G H # 1. Sea gl € G /H, como g € G

il

entonees |g] = p™, para alainm € N, por tanto (g7 = g™ If = H, enlonces ol arden de gif
divide a p™ . e decir, o orden de gF es una potencia de p. De aqui gne J7 s i psubgrupo de
Gl

Por la Proposicién 1.35, Z (GG /1T) ticne més de un clemento, por el Corolario 1.19 existo
un tinico subgrupo notmal Tfy de G que contiene a H, tal que Z (G H) = Hy,/ 1T, haciendo nu
procedimicnte analogo con Jfy obtenemos Hy que cumple Z (G 7 Hy) = Iy Hy. Renombrando
H = Hy, se tiene la sipuiente sene: | < JI < Hy < Jly---

Como G os finito esta serje debe termina, entonces existe nna » tal que
L <11 5}125 'U'ISI]'!::G-‘

con 7 (G/11,) = H, (1 /11, para cada i = 0,...n — 1, por tanto & e nilpotente. W

1.4 Serie anuladora superior de un anillo

La construnceion de In serie anuladora superior de nny anillo es de forma similar a la
constineeidn de la serie contial supetior de niy ginpo. Un resultado andlogo al Teorenm 1,18 os

ol giginente:

Teorema 1.37 {(T'eorema de la Correspondencia de Anallos)
Sea [ 10— S wn homomorfisino de un andllo B sobre wn awalle S, 4 sea N =: ket f. Entonces
o, funcedn 1 A = [(AY define wna correspondencwa wyectrva enlie ol conqunto de todos los

wdeales fedeales dovechos, wleales 1zgoerdos) en R gie condienen o Ny ol congunto de todos log
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wdeades (ideoles dervechos. wdeales wzquerdos) en 5. Ademds se preserua el orden en el sentido

que AC B i,y sdlo si. f(A)C f(B).

Demostracién

Sean J& un ideal arbitrarioen § y 4 = f~1(K) Probemos que 4 es un ideal en 7 . En
cfecto. sia.b € A v r€ R, entonces fa—b) = fa) - f(b) € K,y f(ar) = fla)f{r) e K,
ya que K os un ideal y f(a) € K. Asfa—-Dbg UK )y ar € f7'(J). Similarmente si
ra € [V {K). entonces A = f~1 (K) es un ideal en R. Anslogamente se demuestra que si Aes
un ideal en R. entonces f (A) es un ideal en S, consecuentemente la funcidn I es sobreyectiva,
puesto que un ideal K en § es de la forma f(A) para algin ideal A en R. Se prueba que
K = f{f~1(i)). Claramente K 2 f (/! {))). Sea z € K, como f es sobreyectiva, existe un
a € R tal que f(a) =z, entonces a € f~) (K);asiz = f(a) € f(f} (K)).

Ahora se demuestra que F es inyeciiva Supongamos que A y /3 son ideales en R que
contienen a N tal que f{A) = f(B). Se afirma que [~} (f(A)) = A. Sea z € FYF(AD,
entonces f (r) € f(A). Esto implica f () = f{a) para algin a € A;asixz~a € ker f € A, por
fotamto x € Ay f~1(f(A)) € A, la otra contencidn es clara Similarmente, FHrB) =258,
por lo 1anto f (A) = f{B} implica que 4 = 5.

Fipalmente, sean A y B ideales en R tal que A C B, entonces f (A) € F(B). Si f{A) =
f(B) tenemos que A = B, por lo tanto f (A) C f (B). Inversamente, si f{A) C f{B). Entonces
A= fTYf{A) C fH{f(B) = B. Como f(A) C f(B) no puede suceder que A4 = B, asi
AcCh

La correspondencia inyectiva entre el conjunto de ideales izquierdos o ideales derechos se
establecen con los mismos argumentos. M

Una importante consecuencia que nos permite construir a la serie anuladora superior es la

siguiente.

Corolario 1.38 Sea S un ideal de 8. Dado un subamille Hy de R,/S emnste un tdmico subanallo
H de R tal que Hy = H./S, mds ain, H es un ideal de R si, y solo s1, H/8 es un wdeal de
R/S.

Demostracién

Consideramos el homomorfismo natural ® : B — R85, por el Teorema 1.37, existe un Tinico
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sibanille 1 do 2 que contiene a § tal aue ' = @1V = /5. o

Definicion 1.9 Sea 1 un awlblo, ol conpunto AnnB = {ac R | b = ba = 0 pua todo b e R}

es Hamado el anulador de I}

Lema Y40 AnnR es un ddeal de I?

Dermostracion

BEDyngue 0 e B Sean a,b € Al y a2 € R, entonces (a—hv = ar - by = 0,
andlopamente & {a - b) = 0, por o tanto, {e —b) € . Sear € R ontonces (raya = riae) =0
y r{ra) = 0, por lo tanie, ro, ar € AnnRk, B

Constiuceidn de la serie anuladora snpericr de un anillo R,

Para =1, sea K| = AnnR Por el Lema 1.40 Ann, (R/R) os wn ideal de R,717, por ol

Corolatio .38, existe wninico ideal By de R tal qne

Ry Ry = Ann (/1) con By C fs.
Inductivamente se obtiene wdeal 17, de 17 sal que
By By = Ann (87 R 1)

para algiin entero positive 1 > 1, R, es lamade ol n-gsime anulaclor snpetior de . A path

de osto se hiene b siguicnte:

Definicién 1.41 fa sweesiin 0= 1y € B, C .. C I, = R ode sdeales de vn omldlo R que
cumplen. B 1y — Amn (R/10), o lamaremos la serie onndadora superior de I8 Il

fimere noes fo longieud de lo serie analodoro superior de R

Definicidn 1.42 Una sucesion 0= By C ) C - - C Ry, = R de wleales de R tales e
R/ Ry € Aun(RR ), la Hamatemaos serme anwladorn de R,

Proposicion LA3 Seo B wwanddlo y 0= By C R, C ... C By, = I la sorie anwdodor superior
de T Enlowees B = {ACR|ABe R, (y BAe Iy puatoda B e BY BRIy € Ry a0y

RC R
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Jemostracion

Salemnos que Ry /Ry = {MRi | M€ I} Ademads

.'1!HH’R,/R:,1§ = {AJ’?;;} !A € R ABR;._; = BAR;,] = R;.-] p#ta todo BR,"] € R/R;ﬁl}
= {AR,  |A€ i ABC Ry y BA€ Iy paia todo B € R}

= /R

sy

Ri={Ac¢R{ABe Ry BAe R, para todo B € R}

Finalmente se tiene que RR; € Ry v R C R, Si A€ R, entonces

R
AR E R/ Ry = Aﬂ"( )
By

por lo ranto

ABR,_1 = BAR,_| = Ry para todo B € R,

ai BAABEC R, R

Ohxerve que ta segunda parte de esta proposicidn se cumple si la sucesién de ideales e una

setie anuladora de .



Capitulo 2

ESTUDIO DEL ANILLO DE
ENDOMORFISMOS DE UN
p-GRUPO ABELIANO FINITO

Sean EndG el anillo de endomorfismos de G (morfismos de G en G), y AutG el grupo

dr automorfismos de G (bajo la composicién de funciones). En este trabajo denotamos J, =

{1,...,n} para n un mimero natural fijo.

2.1 Representacién matricial de endomorfismos y automorfis-

mos de G.

Sea G un p—grupo abeliano finito de tipo (p™,p™2,...,p"") conmy = Mz 2 -+ 2 My,
n

es decir. G = & Cpm, donde cada Cp. es un subgrupo de G. 5i Cpm, = {%;) con or {z.}) = p™
=1

para ¢ € .J,. entonces 0 = {2y, x2,.. ,Z,} es una p—base de G y Cpm, = Zpm,.

Definicion 2.1 Sea ¢ un p~grupo abeliano finzto de tipo (™, g™, ..., g™ ) ¥

F=la,l0,;, €&~ paracadai € Ju}. Una matriz A sobre F con respecto o la p-base 03 es

una funcién.
f:dxd — F tal gue f(zi,2,) € Zp, pure todo (i,7) € J.. Duwemos que A es una matriz

nxn sobre Fy f(x,.7;) es llamada la (4, ) entrade de la matriz A y denotado por ., ast se
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eseribe o A = (a,), sy COT 04y € By,
Denotamos al conjunto de maitices con respeeto a la p-base 3 por M (1.

Definicion 2.2 fon el congunto M () se definen tus supnentes operaciones:

Sean fe M(B), gc M), ,, z, € .

1.1 {(f+g (:r:h.q:J) = f(:t.‘,,:r:j) + g (3:1,'1:3)

12 {f o) (g, 0e)) :!il flawen) glag,a,) con e ¢ P

Pora b <, ﬂzk,—r) r*.s-éu reduccidn de g (wy, ;) module ™ gy si k > 1 consideramos ;("a;:'rjr)

como g (e, 1,) € Ly,

Se tiene que (M (), +) os un grupo abeliano aditivo con 0 = (0,;} € M (4) donde 0, os el
uentro acitivo del anillo Loy,
St f,g.h € M () enlonces

flm)io(an,a)hv, ) = Zf('z:qi.) (Z g (ny ) b (), 3 J))

3 (Z ! (‘T“mk)mﬂ) himgm,),
h--1l

=1

!
I

por tanto f{gh) = (fg}h.
Ademds

TG m) o) b)) = 1) (050 (,0)
= Zf(mu)(ql )

= Z Sl ) (g (o)) + B, 2)))
= Lf(*n*k}ﬁ'(h,J Lf(l“lg VA (e }

asi f (g1 W) = fo-- [, analogamente (f - g} b = fhi+gh Por tanto (M (#), -+, ) es un amllo
n
Sea I € BndG, entonees T L)) =37 oy, eon f (5,,2,) = cuy € Zpm, . So define la fancen
=1
o Ind@ — M) como
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H({Ty = f, donde f{z,x;) = ay; € Zpm,.

Teorema 2.3 H es un isomorfismo de anillos entre EndG y M(B).

Demostracion

SeaT.5¢ EndG, €8, H{T)=fy H{(S) =g

(T+5)(x,) = T(x)+S@) =) flwnz)at ) @)
=1 i=1
= (Z (f (@iej) +g(a:i.a:3))x,-) ,
1=]

asi H(T+8)=f+g=H(T)+H(S).

(1°5) (z5)

il

T(S(z;)) =T (z g2k, x5) $k) =Y gmex;) T ()
A=1 k=1

T

> (9 (wr ) Y f (i 7x) ﬂif)
=1

Il

k=1
= > (Z f(fﬂi:-’t'k)g(ﬂ:k,xj)) z;
i=] k=1

Il

S (f9) (mn)e por 22
=1

por lo tanto H (T.5) = f.g = H (T} .H (S). Entonces H es un homomorfismo.
n
Supongamos que H {11} = H(T3) = [, entonces para g € G, ¢ =% o, con i €
=1

3 ;€ Tpm.
Tvig) = T (Zl as,) =i:mT(rc=)
= i(a,gf(nzk,m,)mk) con T, 71 €
- Z; T (x:) =5 (2,3 n.z;) =Ta(g)

asi Ty = T». Por lo tanto If es inyectiva
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Finalmente, st f ¢ M (), se define a T como ;
mn I
T (L 1, :Z o f (g, ) g, con @,y € [,
=1 Aol
se aflima que T C FEnd(, en etecto,
n k) n
- o -
r 2‘ oy, L Fila - T Z (o0 + 7,01,
=1 =1 11

i
= Z (o6, + 7,) f (g, @) 2, con iy €
k=1

Tt T
= >:: o f{my, )l E ¥ f oy oY ay
k=1

L=l
n 14
(— . )
= 1T > o )+ T 2 T,
=1 =1
adenis
k3 k0
Ly 3l ™
71 ¢ E vt = T L v,
=1 1=1
T
— E cer, f (i, ) ey
k=1
i
VY
= c) o [ (g, ) g
A=l
n
= T E gy |,
1
por illino se concluye que si @y € 4 entonees
LU T n
i N . . . -
vy =1 > gty | =) o [ (e 2 ag = i [ g, ag) T,
(B k=1 k—1

asi (7Y = f Por o tanto JF es sobreyectiva. B

Observar gque ol 1sowen fisino 77 depende de la eleccion de Ia p-hase 3,

favd
oA



2.2 p-Grupo abeliano de tipo (p™,p™,p™,p™, p™)

A partir de aqui, y lo que sigue de la tesis se trabaja con un p-grupo abeliano finite G

de rango 5 v de tipo (p™ P2 pMI,p™ p™) con ny = My = my = M3 > Ny = My = M,

Entonces G = (?;‘ Cye, con Cpm, subgrupos cicticos de orden g™, asf Cyme & Epm, . En todo el

=

irabajo se usa indistintamente m, 6 n; para escribir los invariantes del grupo, segin cual nos
Convenga.

A continuacion se deseriben los endomorfismos de G conociendo como actitan los elementos

dr una p-base de G. Sea Cpm, = {x,) para todo i € Js, entonces {z1,Ty,23,24,25} €5 una,

p-base de G. Sea A € EndG entonces A (x;) =3 a,,7; donde a,; son enteros moédulos p™.
=1

5
0= A0) = AQ™z) = pH A} =p™ Y  auz; = P anza + pMasizs

1=1

la igualdad sucede si, y solo si, p™aq = p™ag y pMas = priasy, como Pt > p™? entonces
ay;.4s5, toman cualquier valor en Zyrz.
Como or (1)) = or(zg) = or (x3) = p™, analizando A(pMza) ¥y A (P a3}, se lega a que

tiyz. @5z, 043, asz toman cualquier valor en Zpas.

5 3
0=A(0)=A (p"’:c,;) =p™MA (.'124) =p™ Z 4% :Z pnzaidﬂ'.‘;‘

=1 1=1

von a4,y € Zpnz para 7 € Ja. Esto sucede si p'?ayy = paEg asi @y = prtTRIag para todo ¢ € J3.
Andlogamente a,5 = p™ " "2a,5 para todo i € Jq.

Por ¢} Teorema 2.4. el anillo End( es isomorfo al anillo de matrices cuadradas de la forma:

o] a2 gz PR Pt T Mags

a2y e 003 P"!?"QQ‘M pn‘—ugﬂzs

Az azz amn j")"]_n?ﬂ'&f P2 e I o € Zprm
041 (K2 Q43 044 s
L\ Os1 (52 (53 54 55

Proposicidn 2.4 El onden de EndG es poratlbes
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Demostracion

Ehwimeoro de clementos de EndGoes el prodnceo de los valores que puede tomar cada entrada
mécdulo p™ . Por tanto or{EndG) = petline m

(7 puede sl considerado por suma de dos prnpos homociclicos G = Gy B Gy, donde Gy y
G son gmpos de tipo (p/™, @2, g™ y (p™, p™) 10spectivamente.

SeaAc adlG, AG=0G10G — GrihGa-Ysengc G, g=¢ + g2 cong GG, pata

t € Jy. Iintonces
Alg) = Alg) + Alg2) = (1 +gn) -+ (912 F ima) con gy, € Gy, g € Ga parat € Jy
Se definen las siguientes funciones:
Ay 1 Gy — Gy como Ay (1) = gy
pnesto que Ay, € Ifom (G, (). Por lo cual

FndG, ITom (Ga, Gh)
Hom (G, Gq) endCy

FadG =

con Hom {Gh,Ga) == p" V7" My sery (Zpnr ), donde M, o, (Zyn) es el grupo aditivo vy % 1y-
walnees con entradas on los entoros wmddule P9, con ey =3 y 1o = 2.
Sea A= (A,)) tal que A,, € Hom ((7;,G.), os docii, A € EndG con Ay = 0 (mod ptt 72

y Ay =0 (od p™yparn e 1y £ 2

Lema 2.5 Sea A = (A,)) entonces det A no es congruente con cero (mod p) s, g sdlo s,

dev Ay, no es congriente con cero (mod p)

Domostracion

Desarrollando {os detenminantes tencenos que

dot A = det Ay det Age (iood p) B

A conlinnacion se emracteriga matiioalmente a Auwt



AutGy Hom (G2,Gh)

Proposicidn 2.6 AuwiG =
Hom (G,,G2) AutGa

AutGh Hom (Ga,G))

Hom (Gh,Ga) AutGy
Por hipétesis existe B = (B,;) € AutG tal que AB =T, es decir,

A Az By Bz (h O
Az An By By 0 I

donde 1, € AulG,, I € AuiGs. Por tanto

Demostracion )

C) Sea A = (A,,;) € AutG, demostraremos que A € (

AnBu + ApBa = L (1)

Ao Bz + Ay B = 1a, (2)

entonces Ay B = I) — A12Ba1, puesto que Ay = 0 {mod p), entonces A28 ¢s nilpotente
med P, es decir, existe una k € N tal que: (A12B21)k =0 {mod p"').

Asf que:
(Il - Al‘lBll) (Il + ApaBay + (A12321)2 +---4 (A]QBgl)k_l) =1

por tanto (AnBu)~' = I + AwBa + (ABu)? + -+ (A12Bn)* " es el wverso de Au D,

de donde
I =AnBn (AnBu)™' = An (311 (1151311)‘]) )

asi Ay € Aut(y, andlogamente se demuestra que By € AwtGy.

Similarmente se prueba que Asz, By € AutGy.
Ay A ( AutGy  Hom (G2, G1)
€

Agy A Hom (G],G-z) AutGa

D) Sea A = , probaremos que A €

AutG.



Sea A= 8+ con

An 0 0 A
B " y ¢ = .
0 An Ay 0

obsérvese que B e Awi(?, asf existe B~ € Aut 1al que BB~ = 1. Entonces
AB ' =B+ C)B '=T+CB! € BndG

tealizando v argniento similar ala primera parte, se obtiene que AB ™! os nworsible v se

sigue gque A € AutG Al

Proposicion 2.7 Sea A€ FEndG. Batonees A € AntG s, y s6lo s1, deL A ne es congruente

rot cero (mod p)

Noernostracicn

Sea A € AulG, como or (FndG) os finito, entonces or {Aub@) o5 finito, existe una & tal que
A¥ =7, asi det (Ak) = det Adet A L det A = 1, por tanto det A uo es congruente con cero
{mod p)

Ahora suponpamos que det A 1o es congruente con coro {merd p), entonces det A, no cs
congruente con cero {mod p), por lanto (det Ay, p™) = 1, asi det Ay € Zymy , oxiste una
Lo p™2 tal que Edet Ags =1

Sea pies

)] Yy
Ay - ,
[V TR )
Hi? ()I)hl"l‘\"ﬂ (]Il()
vy —agz N 2
A Iy
S0 vy fhp thyp
\I
vy gy (S HP] P
A' —= I'g,
Np (v —fgp (v
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de domde

22 —an2
k

—ray (11

s o mverso de Agp. Por tanto Ass € AutGye. Andlogamente si

yp gy a3
An=1} an on ox

033 Q32 (33

vl inverso es

Op9cizy — G3ctsz  (i3lzy — Oty (203 — 0n3do?

el

Qp30ry)] — Ge21Q33 01033 — (3031 (13 — 01023 )

Q1039 — Crgp¥3) Q1203 — Q3032 Q0o — (gdgg

donde % det Aj; = 1, se concluye que Ajy € AutGhy-

Por Ia Proposicidn 2.6

AutG; Hom (GQ, G1)
Hom (Gy,G3) AutGs

AutG =

entoneces A € AutG. I

E} siguiente resultado nos serd de utilidad para abtener el orden del grupo Aut(.

Lema 2.8 Sean H y K subgrupos finilos de un grupo G,

or {H)or (K)

or(HI) = = T A K)

Demostracién

Notamos que HK es la unjon de clases rzquierdas de K, es decir,

HK = U kK,
heH
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cada conjuto emiado de £ tiene or (K} clementos, es suficiente encontiar ol mimero de dis-
tintas clases wquierdas de fa fooma BK, con boe H. So tiene que by K = hald pava vy, hg € H
sty solo s byt € K0 Do esta manera b K = holK si v 5610 o h..;]h,] c lINK sy sslo st
M ANK)=h (HINK).

Asi ol niimaio de elases distintas de la forma 25 con b € H, es el mimero de clases distintas

BHOKY . con i € T2 Por o Teosema de Lagrange

o
or(IINK)

or{lH: HNK]=

. or (i)
HE consiste di o n 1\—)
se sigue [aigualdad, M

clases distintas de K (eada cual tiene or (K) elementos). De aqni,

Proposicidn 2.9 Fl grape AutG trene orden pP™¥1029A vop (p A} =1

Demosiracidn

Ll adinero de elementon de AntG estd dado por el producio del nimero de clementos posibles
aque pueden tomar Awt(3y, AatGy , Hom (G, G2), Hom (Ge, (1) .

Caleniuemaos o] mimero de elementos de AwtGy. Nétese que G &2 Zony € Ly @ Ty, parat
obtener ol orden de Aui() hasta contar el nrimero de bases de . Consideremas ) el primer

clemento de nna base, o) orden de {a) es p™t. Sean

H = {2eG| or(e)=pm}
Y
Hi = {vcGilor{z) <p™)

El mimero de primos relativos de g™ es o™ — p" =1 ast ol mimero de elementos e no

4
4

penetan a Zyn os p Y par tanto or(1) — p¥ 73, Bntonees el mimero posible de cleceiones

para vy on or(71) =or{(7|) —or(H) = p*ut — pim

Eliganos 14 ol segunio miembro de la bhase. Sean

T = [aed or(a)=p" yod )

Y



H = {yeCily=am +z,comacZmy z€ M}

ohsérve gue Hy. (1) , Ay son subgrupos de G1. Por el Lema 2.9

or{z1yor (Hy) _ pugppnd

N — - 3ng,—2
or (Fl) Ol‘((.Tl}nH]) ])“1'1

= p

como el orden de xy es g™ y ademas w2 ¢ (1) entonces el ndmero de elecciones para ¢l segundo

clemento de la base es or (H) = or (G1) - or (H) = pP" —pPm 2

Por uiltimo se contard el mimero de elecciones para 2z. Sean

H,

H = {z€Gi| or(z)=p™ yz € (z1,72}}
b
i = (eGil y=cz +oomy+2 conon,00 € Dy y 2 € Hi},
cnfonces
o () - o ((er,za))or () _ p™ "m0 st

T or({my.xe) N HYy) pPe?

pata clegir a 3 hay tantas posibilidades como el orden de H. Asior (ﬁ) = or (G1)—or (}?ﬂ)

Pﬁnl _ pfln[-l_
Por tanto el nimero de posibles bases para Gy es:

or(H)or (H)or (f{) = (™ - P %) (i P e
P - P -1,

Il

se concluye que:
or (AutGy) =p™ S (p* ~ 1) (p* - 1) (p - 1),

para calcular el orden de AutGy, notemos que Gy X Zpnaz @ Lz, entonces con un argumento

similar se demuestra gue:

or (AutGs) = (p™2 — %)} (p¥™2 —p™ 1) = pm 7 1) (p— 1),
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consccuentementa

or{Autld) = or(AutG))or (AutGla) or (Hom (G, Gh)yor (Hom (G, G)}
_ Pﬂzu—ﬁ (pll - 1) (P'l __) (P _ I) P’nu— 3 (p‘Z _ l) (P _ l)PGugP(mg

- p!)nl—l»l(ingf'i (:”.'i — 1) (P‘Z . J)Z(P . |)21

SiA= (1) (# - 1)2 (p- 1)* Asfse concluye que (p, A) = 1 B

2.3 Estudio de 5 subconjunto de Endomorfismos de G

Bs esta seceiom se define a nn subeonjunto § del anills de endomozlisimos de 7 que cunple

aue 5+ I es un p-subgrupo de Sylow de Aut@. Denotaremos I = {4,5)
Definicidn 2.10 Sea

PR sieg Ry ey
Coy = L 81 > ¥
P siv<y o (ielyojc.y)
defiramos @ § = {A = (a;) € EndG | ay = eyony con gy € Fgm,}, eirtonices

P

porgy iy poegy M 2o pth TRy

Cepy  peag  poezy P TRy i TPy

S = AR e3n Povay ])"’ '“7“25 ;i)"l”"'iry:m e FudG ] (b € me,
) (VD) 43 Pivgy Pvqs
(g (440 Ry (Y54 Plesn

Lema 2,11 8§ es un subwnllo de FndG.

DPemostracion
Es clmo que 0 = (0,,) € .5 (nentio aditivo de BndG). Sean A = (n,,) € S, B = (b,) € 5,

. , -
CON 1y = eyl by = o fh ) o, 1 € B, onbomiens gy — By =, {0, - ,15”) casi A3 e S
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5
S AB=C = (c,), donde oy =3 euxtuer;fy,;- Por demostrar que CeSs.
=1

I""caso Sit1 € Jsy j€ I5.

5 3 5

iy =9 eatue By =pm T (Z entaBit Y alkekjﬁkj) =Py,
k=1 k=1 k=4

2easo Sii<yyfiel;o0i€ dy).

a)i € Is

5 1
Cy; :Z ezk‘}:kek].gkj =p (§ eikaxkﬁk) + a‘t565}ﬁﬁj> = m'i_-,u

k=1 k=1

byjeds

5 5
iy = E e ikCriByy, =7 Z ol | = Py
k=1

k=1

A7caso Si >3

5

claramente ¢,; = E ekl By = i
k=1

st jmplica que € € 5. Por tanto S es un subanillo de EndG.

Proposicion 2.12 §+ I es un p-subgrupo de Sylow de AuwlG,

Demostraciéon
Primero probaremos que § -+ 1 € AwlG. Sea A = (4,;) € S, con A, € Hom (G,,G)),

CHLOIECeS

Ang+ 1 A
Apr={ 170 2 Ves+r,

Az An+ D

doude 1, ex la identidad de End (G,) para i € Ja.

Desaroflando los determinantes y aplicando un argumento similar al lema 2.6 tenemos que

det{A+1) = det(An + N} det {An + I2) (mod p)
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ey + | Py Penys
dot (A + 1) = det 2 pusy 4 Ty
ty) LEY) Py + L

= {paa A D) [(pasa 4 ) (pagy + 1) — pasyasg] (mod p)

asfdet (Ap+ 1) =1 {med ), andlognmente det{Axn + Iy =1 (ned 7 Entonces
det (A -+ I} no es congluente con cora madulo p Por tante A+ T € Aut(.

Alora prueba que 5+ [ es un subgiupo de AwlG. Claramente S+ T £ B (7 € 5+ I} Soan
Ad-1, BT e 5T, entonces

(A+D(B N =ABL A+ By 1cSHT,

por ser S anillo. Por la Proposicién 2.9, Autdl os un grupo finito cutonces A -+ I tiene orden

[inite, sea f el onden de A 4- £ Sea b =1+ |, enlonees
L NF = A k) k-l o) 4% 2 3 47ic
(A+0)F = At () AT (1) a5 2y +(k71)/14rcs+1

por tamto (A + 11 € 5 k1, es o inverso de A4 1. Se concluye que S 4 es subgrupo de
AutG

Obstrve que el orden de § 4 1 os igual ol orden de S,
or (S k[ = or{§) = pi 16wy

ol Corolane 132, 8-+ 1 es i p-sabgrope, por la Proposicion 2.0, Auwt(y = plm+16m—0a
[ ) I B 1 1 ) I

con {p, A) = 1, par Ia Teorema 1.34, 5 1 I es un p-subgrupo de Sylow B



Capitulo 3

SERIE ANULADORA DE S Y
SERIE CENTRAL DE S-+1.

Eu lo que sigue p denotard un mimero primo.

3.1 Caracterizacién de los ideales de S.

Lema 3.1 Cualquier subgrupo de Zpn es un ideal de Zpn.

Demostraciéon

primera se demuestra que todo subgrupo de Zp~ esde la forma p®Zpn con § < o < p™ Sea
unr subgrupo de Z», como Zpn es ciclico, entonces H es un subgrupo ciclico, ast H = (a} donde
a = pOptpS? .. pp* con p. pr niimeros primos y a, o; € Nparai=1.._k, asf (a,p™) = p”, con
0 < o < i ademas (p°,p") = p® por tanto or ((p7}) = or({a}} = ;'J’;, entonces {(p°) = {a} = H,
pero (p°Y = pPZp .

Afirmames que un subgrupo de Zy» cs un ideal de Zpe. Sea H = pZyn paraalgin0 < a s n
un snbzmipo de Zpa. Sea o € Zpn entonces B B C POy ya que xpm = p (3] para todo
m € . Andlogamente pZpna © P &pn - W

Se caracteriza a los ideales de S, sea H un ideal del anillo 5. v 4 = (a,;) € H se denota

por (A}, = a,. Consideramos al siguiente conjnnto Ay = {(A)fj €Zm | A€ H}
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Lema 3.2 Sea A = (a,,) C H, st H unoadeal de S entonces Ny es un wdeal de Zyon,

Demostracion
Fl conjunto N,y + @ ya que (0),, € Ny,
Sean (A),,{B),, € N,; entonces existen A = (a,,), B = (b,) € /T, asi A+ I3 = ()

(A)U + (B)zg = fiy "_b‘J =0y = (C)U G ZT"M"

adeoniis —A = (—a sen (—A), = —a,,, por tanto (- A),. € N, asi N.o o8 wn subpruno doe
13 13 241 3y [ Ry

]
Zy . Por el Lema antetior Ny, es un ideal de Zypri . W
Como Lodos los ideales de Zyn, son de la torma p*Z,m. para algin 0 < a < iy, Por tanto

N1J = "“uZ;,,rm con § < ny — ﬁz} < iy,

Definicion 3.3 Sean [ Ty xJs ~— Ny, € Jg, ¢!, 9" € Isi 1,4 € Js. Derimas que f es
une funcesn wleal st satisface las supuaentles condiciones .
11} 0 < {0 < g pare todo i € Jy
L2} ) fONg) <100 ,0)
by flaaty < T(,07)
18) @) FO ) S S0 e
B fliny )< fn,d") Fm —ng
1.4) a) fl—-tULn<Flé,g) sm_, =m,
O fO+1, < FO, 0+ L 8 i =,
P+ L)< LD 1 semgn =m
1.5) a) fled+ 1< fhg) somy =y,
B Fli—-D S5 41 s my_y =,
-0 @3 +1 som, o =np.

Proposicion 3.4 1 = (H,)) cs un adeal de 8 si, y sdle s, earste wna funcion deal
Js x Js — o N otad que Ty = i,

Demostyacion
Sea [T = (I11;) es ancideal de S, Por o] Lena 32 77, = p™ s My ean 0<41 ) <. Sea

Fodax Js -— Notal que f(a,9) = {3, po1 demostrar que 3, es nea hincion ideal.
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Sean A = {a,) € Hy B = (&) € 5 tal que a; = prIeNa,, y by = ey, con
., € Zym,. AB € H si, y sblo s,

5 5
(5} (03) = (ad),; :Z by, SZ Pm"f("k)ﬂakfkﬂh € Hij
k=1 k=1

von ag € Zpn, ¥ Yy € Dpmr. Esto sucede si, agby; € Hy; para todo k € Js. Se prueba gque f
s una funcién ideal analizando los diferentes valores de ey
1% caso. s k> J.

Entonces acbe, = p™ —ICRagy,, € Hy. Si premfGk) > g =f03)implica que f(i,k) €
S, j). Sike Isyj€ Jsentonces Fi,5%) < f(i,57) (Propiedad 120). Sik,jeJso0k,3€ Iy
entonces my, = My, i k = j + 1 se sigue que f (3,7 + 1) < f (i, 5)(Propiedad 1.5.a).
24%caso. sik € jyy i€ Is.

Entonces apby, = p™ fEkrmneg, 4, € Hy. Sip™ —fEkEm -y 5 e f163)) e sigue
que f{1,77) < f (i, j*) +n1 — ng (Propiedad 1.3.5)
3caso. si h<jy(kelsojeds)

Entonces abyy = p™ 10" oy, € Hyy. Sik € Is entonces j € J3 por tanto i, = iy,
Si j € Jz entonces k € J3. Tomando k = j — 1 se obtiene que fla, -1 £ f&h,n+1s
my=mjy f(Li-1) < fEN+1simj=m (Propiedad 1.5.b)

Considerando la propiedad de ideal derecho de H, es decir, BA ¢ H si, y sdlo si,

5 5
(ba)i; =)_ duetes :Z erap™ Ny, € Hy,
k=1 k=1
sabemos byag, ¢ H,;. Analizando los casos de ¢, Se tienen las demas propiedades de funcién
ideal para f.
1*"caso. sii > k.

Entonces by, = p’“"‘ﬂk”)q,kc‘rh C H,,, implica que p”“*‘-’“"iJ > p’"'_”"f}, asi f(k,j§) €
flk. +my—myconm2m SikeJzyie 15, se tiene que My = 1 > ng = N, entonces
f(i”,_}) < f(i*,§) + 1y — ng (Propiedad 1.3.0). 51 ik € Jyoi k€ I3, iy = m, tomando
L=i~1, tenemos que f{i— 1,3} < f{i,4) comnmiy =m, {Propiedad 1.4.a).

29¢caso. Siie sy k€ I,
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Tenemos que by oy, = P+ AL R Myt = p"l"f(kd) C Iy, v se signe ph- i) =
P I como 1 € Jy entoncos g = . Por tanto f (k) < f(1,3), o decit, J (thy)
f (i, 7) (Propiedad 1.2.0).
$caso Sii<ky (ielyokeJy).

[Fas

Butonces dypay, = ]J""*’f(k“’)'“%kru, < I, entonces, prt Fa P i sleon -
my, s decir, f(E) < f{ni) 4+ L Sik=12+1, sespueque f-+1,5) < flny+1) con
My = 1. (Propiedad 1.4.0),

B estos easos so acaba de demostrar que [ eumple todas las condiciones ele una lincicn
ideal.

Inversmmente suponganios que [ es una funcion ideal. Sen A = (a,) € 1[I, B = (b)) € S

con a,, = p"‘ﬁf“'”nm by = eyBy, tuy, By € Zge . Entonees

4 5

(ab),, =3 auby, =3 p" oo by, Al e I
ket k=1

esta igualdad sneede s, (ob),, & Hy) os decir 81 aubyy € T,y

Demostiaremos que H o5 un ideal ivquierdo probando que agly; € Hyy, analizando los casos
de .
1*"caso. Si k>

Se tene que ayby, = ])”‘*‘f(""')n,kﬁkj, pou las propicdades 1 2.e y 1.5 se tiene gne f{4,4) <
f(t,7) esto implica que p™ ~FEF) 5 g JD) pgy auly, € H,
2eeago, Sik e By, g € Is.

Butonces auhy, — p™ - {0F P ey By, por da propiedid 13 se sigue la desigualdad
F kY < £ 4 ny —ng, ontonees pe fGA M=z 5n=f000) oy tanto oy, y, € M,
3caso. S1h <y (k€lsoye ).

Entonces a, by, = 'p”"’f("”’*'}(r,kﬂ,w en enalquicia de fos dos casos f (5, &) < flo, )+ 1
pot la propicdad Lb.a y porgne my, = m,, asl g SO L gy = flaa) poy fanto by, €I,

Se concluye que AR ¢ 1. Andlogamente se demnestya que & es un ideal dereche B

Sean N = {n,,) y M = [} dos ideales de S, entonces existen funciones ideales fy ¢ tal

que, @, = g 0 ”ﬂ,,, by, = p™ ”("*J)HU. Sea (n:m)u la entradad {7, §) def producto de VAL

Proposicion 3.5 Sean N = (n,;), A = (my;) wdeales de S, con (’.'HH,)U = pe W'I)')'m
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cntonces k{7, ) = maxg {f (0. k) + g (k, §} — mx}

Pemostracion

3

5
Z R,y :Z pm.—I(i.‘\‘)+m;c—5r(k'.1)0,1_“gkJ

(em),, =
k=1 k=)
5 -
= Z i,,mﬁlf{l-k)w(k-:r)—mxlaikﬁkj‘ [
k=1

3.2 Serie anuladora de S.

Sea0 =55 C 5, C ... C S5¢= S una serie anuladora de S, donde cada 5 es un ideal de S,
los cuales se han caractenizado en la seccion anterior. Sea f; la funcion ideal asociada a cada
jdeal Sy, entonces S = (afj) esta determinado por af, = p™ /Aol . Estos ideales ademis

cumple que S/ Se—1 C Ann(S,/51 1) - Esto da origen a que los ideales cumplan condiciones

que refacionen a f; con f_.

Definicidn 3.6 Sea f; : J5 x J5 — N une funcidn para ledo { € N. Decimos que fy es ung
funewsn anuladora de S st satisface las siguienles condiciones :
21 iDL it
22)  a) [t ) € i (7.9)
b LGS e (607
23) @) LT D@D +m-n
b ()< )+ -m
24 a) fiE-L)Sfia(i)sit#d
B RGHLANS i@ )+Lsi#3
G fi (L) +1
a) fil, it < fia(ig)sig#3
B f{ii-D< L)+ sij#4
DS f3)+1
26)  fiale D€ flin) S fulid)

[3]
o
—

Observese que las propiedades 2.1 a la 2.5 incluyendo fi_{i.7) < fi{+,}) implican las

concliciones de funcion idea) gne definimos en la seccién 3.1.
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Propasicidn 3.7 Seo {Si}ic, wnn serre de adenles de 8, con S = 5, entonces {8y = pme ”'("")I'm'h«,}rC ;
o ol

es e sevie anuladora de S sy, y 5600 81, fi es wnag Suneren onulador

Deamostracidn
Supongamos gne {5 }u—“ es ud sevie amndadoa de S, entonces 5.5, € 5, 1Y S5.5C 8 .

Sea 58 == (my,) v 8.5 = {by;) que cumplen

a,; =10 (ml)(l pre f"'("”) s by =0 (mnd j}m‘(h"‘(”’}) ,

por sa 5 ideales tenemos ny, = p”“‘”iﬂﬂrt” s by = 71""_"("3),613, entonees
M =g (,3) Z o= fiq(a,)) (1)
me=h(ng) = o — sy (49) (2)

por fa Proposicion 3.5
9 (g = { Lo (k) + fr (k) =}y B, ) = max {fr (k) + fu (R, 5) - o}
por tanto {1} y (2) se transtoran en.

Jal )+ fi ) -one < fi () (3)
fl (q)l‘.) -+ {!f (;':).j) v § .ff—l (?l.j] (4)

por detrostiar que f; es una finewon anuladora Si & = 1 en (3)

My =1k filn,ay—m, < Ji (o)

Srlna) < Lo+ (propmedad 2 1)
Sik=1+1 on(3)

My — 1 01 #3

i

Ja(nist)

i s1i =23

Sl v b0y < L)L {propiedad 24 )
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j) £ fioi(3.5),
estas tlos designaldades implican gue
f{E*5) € fi1(77.5)  (propiedad 2.2.a)

S1k=j+1en (4)

fa (G+1,4) = mjpq, se obtiene que,
fi@i+ 1y < fioi {4, j) (propiedad 2.5.a)
31 < Ao (n37)  (propiedad 2.2.4)

Sik=i-1len(3)

my_y stt# 4

.rd (lal - 1)

I

ny  sii=4
fi(i—1,19) fim1(i,7)  (propiedad 2.4.a)

@) £ i) +m—my

A

A

rstas dos desigualdades implican que
FA G ) B 7 (A BT (propiedad 2.3.a}
sik=j-—1en(2)

fal—1.0) nm,_y sty #A4

ny siy=4
Sl i=1 < fi1{i9¥+ 1 (propiedad 2.5.b)

[3) £ fia (i d)+m —mo

AN

S€ SEUS gue

fe (f,j*) < fia (i.j*) +mny —ny  {propiedad 2.3.h)
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finalmente Sy C S mpiica Pt b > PR ag (0} < fiy,)) Audlogamente
deda condicion S, € Sy pmatada t & Ty, se tione f; (b, 0) < frle, ).

Invarsamente sitpongamos fy en una funcion anlackon &, probaremos que {St =p' ff("J)M,;,}rud
es nna sere annladora de S,

Las propiedades 2.1 a 1a 2.5 mcduyondo Joo (0 3) < f Gy ) implican que £ os nua funcion
ideal. Por la Proposicion 34 8, cs un ideal de S,de la condicitn 2.6 tenemos que §,_y C 8, C 8.
Falta por demostiar 8,78, 2, An, (S5 1), eadedir, § 8 ¢ 51,8 8C 5, 1. Recordemos
ane 5 S = {a,), 4, = p s, con g (7, ) = maxg, {a (0 R+ filky2) — iy} Se prueba
ane fu (60 + fr (ks §) =y < fiy (3, 9)

"caso. 8i 1 & 0y, k € Is. Por I concheisn 2.2.a de fnneisdn amiadora se tiene que

.Jf:'f ("l‘) -+ lrf U‘!f} — fyyy = My f! (hs” — Ry = ff (?9.7) <:. fl.*] {?).?)

2%ens0. $17 > k. e la Propiedad 2.3 a, so sigue que

JaCa k) + folk, i) - mn =4 fr(hyy) — g < ok )+ g — g < S ()

yaque s > Loimplica ny <om,.

FTeaso, S1i <Ay (b€ fy ok € 93) Porla condicon 2.4.5 obienemos que

JoG Ry frlhon) = me = no =1+ fr(hyg) ~ma = fi{kd) -1 < fioy (5,9)

Se ha demostiado que g(r,j) < £ 0,7), oo decin, pe 089) g foa(ug) por Lanto

5.5 C Sy Andlognmenie se domuiestra que 55 C 520, lo cual completa la prieba. W

3.3 Serie central de S-+1.

sea P o= S 1y Z{FEndG) el centio del anillo de endomorfisinos de & Sea # = P 0
Z{ENAC), agui se denmestia que si {83}, 5, o5 moa serie anuladora del subanille S, entonces

{5+ 1}y, s maserie contial de P

Lema 3.8 8 - f es un sithyrupo normol de P =5+ [.
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Demostracién

Seana+ [,b+1 € S+ 1, entonces (a+1{(0+J) =abt+ae+b+T € S+ 1, ya gue
ab+a+be S, porser S, idealdeS. Sea (e 4+ 1) '=a +1 € 5+1, tatque, {a+I)(a’+ 1) =7
implica ae’ +a +a’ =0, como —aa’ —a € S, por tantoa’ € S, asia’ + 7 € S + 1.

Por demastrar que 5 s normal en P. Seana+ f € Sy + 1, e+ 1€ S+ 1, cona € 5, b€ S,

CRToNCes

(c+ D a+T)(+1)

(c+ Na+D{c+1)"

= cad ved +od - becatctat

cad +ad tea+a+FT€S +1{yaquecd +c+d =0},

concluimos que 5, + TSP =S+1. 8

Lema 3.9 H es un subgrupo normal de P.

Demostracion

Seaa+ I, b+ 1€ H,entonces (a+ I} (b4 I) € P, por ser P un subgrupo y ademds
fa+r Nd+Tjz=(a+Nzl+N=zla+I}{b+1)

paratodo z € EndG, yaque (a + 1), (b+ 1) € Z (EndG) , asi (e + I) (b + I) € Z (EndG) ,implica
que (e+ D{b+ e H.
Para {a + I} € H,existe (a + N tePr talquefa+ Ne+ J’)'l = I, ademss:

(a+ N z=(a+ D ' z{a+ Ve+N"=@+ N Ha+ DNzt ) =2(a+ )’

para todo z € EndG, entonces {a + 17 e Z{EndG), asi (a + nleH

Poritimo. sean (a + I} € H y {c + I} € P, entonces:
{fa+ D+ ={{+N(a+]),

porque P C EndG ya+ 71 € Z{EndG). B
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Proposicidn 8.10 S, -+ {1 es un subgrupo normal de P.

demostraciin
Por los resultados anteriores Sy + 7 <9 P v IT <P, entonces (Si+I)H 4P Se prucbs que
(Sy+ A =8 + 11, o5 decir, S7T C 8, Sean « € S, b+ T € 7, tenomes e

nb+N=abtaecs5. N

En el capttulo antodior se demostao que $-+ 1 os un p—subgmpo de Sylow de AwtG Por la
Proposicién 1,36 5 -- I' os nilpotente. Abora se prucha que tada seria apnladorn en § mduee

ma serie cential on S f 1.

Definicidn 3.11 Sea & un p-grupo abehuna fimio, decvmos que G es veqular respecte @ un

subgrupo U € AwtG 51 lo sere anuladory del amlle S induce @ una serie contral en 11,

Lema 3.12 541 =S+ H con H=PnNZ{EndC).

Domosiracion

Tenemos que JI QP y 84 I QP Ast
P=S+TI<(S+NHCE+TLP, yaque SII C S,

couchumos que S+ =5+ If. @

Proposicidon 3.13 La seire anuladora {Sf},(:‘“ de S mduce n una sere cential en P =S + 1.
Demostracion
Considerameos las sigmente serie:

P=8+i=S5+H=5+H2 -2851[0D- 285 +HO>I

cdlemestiaremaos que o8 nna saie contial on P,
Por la Proposicidn 3.00 5y -+ H 28 + I wuplica que S+ IF <9 5,4 - 1. Por la Troposicion

127 {5 4 H},e , s 1 serie contral s, y solo si, |8 + H, S+ 1] < S0y + 1 Sean a4 €



S+l b-IeS+lconaeS.heHy be S

!

wrhb+d] = (e+M)(+De+h) ' G+D"
e +MB+1) -+ la+m)e+r M) b+ T)+1

i

i

(ab—ba)(a+ M) " (b=D T €S +]

€ S +H,

vaqueabe 5.5C 5,0 55 C 5-1. 1
Observar que la seric anuladora de § y la serie central de P = S+ tiene la misma longitud
Revordemos que el grado de nilpotencia de G, es la minima longitud de todas las series centrales,

por tanto el nimero d es una cota snperior para cl grado de nilpotencia de &,
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Capitulo 4

SERIE ANULADORA SUPERIOR
DE S.

A partir de este capitulo la serie {5}, ;, denotard a la serie anuladora superior de 5. Hemos lle-
ado a uno de los objetivos principales, encontrar una serie de funciones { £} ue caracterize
gad o de los objet r 1 t de func Filies, a t

a los ideales {Si},c, -

4.1 Funcién anuladora superior.

En esta seccién se determina la funcién F; en termino de Fi_1, a partir de la definicién de
funcién anuladora. Asf se obtiene una expresién de la funcién anuladora superior en terminos

de los invariantes del grupo G.

(1) Sea F; : J5 x J5 — N una funcién recurswa definida como:
Fylt,j} =0 para todo (2,j) € Js x J5
para t > 1
Foa )+ LR (.2, R 7)) Fia )+ — e,
Fi(1,2) = min Foi (i) +m —ng, F 0+ L,5), Fa - L) + 1,

H—l ("":J‘| - 1):FL-E (31.‘} + 1) + laFd (Z>J)
Siempre que tengn senfado la expresion dentro de la tave sigrafica que s2 no ewste Fiop (2,7)

o se loma esta cypresion. Ademds Fo_y (i7.7), Fioa (6,57, Frea 0,2), Fio {i,7%), eston
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definadas pare 1y (1% 9Y, 8 (n,97), 17 (79 20, 17 ) respeetimamente, las dltinas enalro e

preswones cwmplen v, 1€ Jy 0 ben v, 9 € I,
! 1 ). I 5

Esta huwcion caracteriza la serie annlacdora SUPEIIOLT POia pol conveneneia se nsard la sipu-

1ente fnedn recnsiva,

(2) Sea &, la delta de Kronecker, Sen { un wikmero notural figo. Sea fi 2 Js % Jy — N wna
funewsdn definula por:
So(4,2) = 0 para tado (1,9) & Js % Jg

pare L =1

J (b Lg) + 8 (i — ), fo () + LR Gy - 1),
S (65) + k(G), a3, 9)

fi (t,3) = min

donde

L= 1+36 y

Ny -1y 83 E.Jq

o (y)

I

1 s1 )€y

y fi o xJs —r N es una funeisn con vegla de correspondencro:

Folni~1) seg##1
(@3 +1 my=1

fr(ng — 1y =

Dewostraremos por indueeisn que 1) y 23 son equivalentes Per delimadn 15 (7, )) = 0 ==

Jolr, 1) para todo (1,3} € Js « Jg Pt = |

110 {n0) = Opara todo {4, 7) 4 (3, DoyviIn@Ey-1

frlnny = Oparatodo {3,3) # (3,1 y /1 (3, i) -1

supongamos (ne se cimple para £ — L Por demostrar que (t.0) = fi oo g) poatodo (v, ) €

da e SUf L = o L) A b — ng), hay dos casos que anahiza
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1)Sii#3
Sy = i @ L3 =F G+ 1,0 2 Fuls)

2)Sii=3
LB = i (i) 4 —np = Py (5 5) 4 —m 2 B (3,0),

$i fi(2.2) = fioi (7.5) + 1 con 2 = 1 + 36:5, tambien hay dos casos.

1) Cuando i # 5 se tiene
Jrl ('sJ) = fl—l ("J) +1=z fl (1').‘]) +1= ff.—l (Z;J) +1= Ft (11]) +1Z F‘t (T')j)

2}Sii=5
Fi(5, )= fioi (4,7) +1=F{4,3)+12 F(2.])

fe(5,7-1) sij#1l
fi(z,3)+1 sij=1

Si fi(i,j)=fiiy (i, — 1} con hGi-10= tenemos dos casos

1Sig#1
foli) = fis1 (89) = Fia (6,5) > Fea (8,9) +1 2 Fi(,9)

2)S5ij=1
fED =A@ +1=F 3 +1= R (4,57) = Fi{,3)
Finalmente si f, (i, ) = fi_1 (,5} + v () donde v () = momz sGE D
1 sij€ls

o (i.5Y + vlj) = Fio1 (15) +v(§) = Fea (1.8) + 7y —mz 2 Fi(i,j). Con cste andlisis
concluimos que f; (i,5) = Fi (4,7) para todo (4,7} € J5 X J5.

La demostracion de [y {7,7) € Fi(i,j) se sigue de que f cumple las prapiedades de la
definicion 3.6 de funcién amuladora. B

Lo anterior da origen a la siguiente definicion

Definicién 4.1 La funcidn Fy 1 Js x Js ~— N definida en (1) y (2) la lamaremos funcidn

anufadora superior.

En los capitulos anteriotes sc caracterizaron los ideales de S, mds aun, los ideales de una senc
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annladora de S. Los ideales {St = (nij)} de Lo serie anuladora superior estan s restring-
10y
dos, ya gue dehen satisfacer (5),/9:-1) = Ann (5,752 1). Bl siguiente resuliade caracteriza los

ideales 5

Proposicidon 4.2 See {S.n < (”-:J)} I seree anidodora superor de S, tal que a,f] =pm bty
ey
cot ity € Zgny, entonces gy = Fy, donde 14 es lo funcidn onuladora superior

Demostracion

La pineba es por mduceidn gobre f. Para ¢ = 0. Se tiene que Sy = {pMeey,) cntonces
O ('9}) =0

Suponganos que so cumple la proposicion paia b — 1 Por demostrar que g, = F;, Primoio
probemos que Iy satislace las propiedades de fucicn annladora definidas en el capitulo anterior

De la signientes desigualdades
o) € B (@) + 1y Vi(nd) < Boy{i+ 1,y)
se obtienen s propiedades (2.1), {(2.2.a) y (2.2.0)

(i) < Hha(un+1

Fe(it,y) £ B,y
B(ni") € B (b))

como Iy cumple:
B2 Fa{d ) +m—my R{ng) <foafl L)
tenentos las conciciones (2.3.a) y (2.33 0)

R < B (hy)
Fe{na7)

ay

ol
I.
=
.
N

a partar de

];\! (;'\.'J) ? 1“!- \(l: - 13.’1) siv :/' :'{JFI (?:;) .<‘ F?"] (":.’.’):
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s sagnen las condaciones (2.4.a) y (2.4.5)

Fli-13) < Foifug) siz#4

Fl+1j) < Fa(@id+1
las propiedades (2.5.2} y (2.5.b) son consecuencia de
F(i.j) < Fia(hi-1) y R(45) £ o @5+ 1
Por dltimo se demuestra la. propiedad (2.6)
P G5 € B (6,5 S Fali5),

la segunda desigualdad se sigue directamente de la definicién de 8. Si Fy (4,7) = Fia 2+ 1, 9)+
8.3 (my — ng) entonces F (i,5} = F-1(i,j) por (24}. Si Fi (i,7) = Fi—1(i,7) tenemos que
F(, ) » Fio(i,7) por (23.4a) y (2.2.0). 8 F(1,7) = Fi-1(i,j — 1) entonces F 0 >
Fi_y {i.j). Finalmente si Fi (i,5) = Fi—1{3,5) + v{3) se tiene que Fi (i,7) = Fi {i,7). Por
tanto Fi_y (i.)) € Fi(i,7) - Sea R el ideal asociado a la funcidn F;, Asi

RF ( 5 ) St
I C A —_—— = =,
C Ann o

entances B C Sy, asf F, < g, Como ¢; es una funeitn asociada al t-ésimo amilador .S, entonces
¢ cumple las condiciones de funcién anuladora, esto itnplica que g¢ < F;, con lo cual terminamos

la prueba. B
A continuacidn se define la funcion | ] mayor entero con una pequefia variante, para los

enteros positivos, y se obtiene una expresién de la funcion anyladora superior Fy, analizando

los casos cuando ny —n2 = 1y my —ma > 1.

Definicién 4.3 Seaz € R, tel que n <z <n+1. Sea []: R — 77 une funcion definida

como:
n stx>0

) =

0 siz<gl
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Recordemos que vy = ma=mz =n; y g = e == Ny

Definicion 4.4 Sea d @ Js x J; — N una funcién definade como-

Nz smereJyygel
din, ) = My 84> g

m,—1 wi<yy telsoreds)

Como d (1,§) = Fy (1, 7) para todo (2, §] € J5 % J5 v 1ecordando como defimmeos P, sC tiene

i —il(e3) . . U sdlo s
que p =43 = e por tanto A = (a,;) € § si, y sdlo si, a,, = P e con gy € T,

Definicidn 4.5 Sean g,%: Js ¥ Js x Jig — N las sgmentes funciones:

<)

by pt) = min{[t_H_j;S(kﬁl)]aff("h.?')}

i (1Y
ali,7,8) = mm{r_’_ i (cl) “Jrl)],ri(i,g)}

donde ki Js — {1,2) esto dada por

]_ l' = .
k= k(i) = e
2 mi1ed;

Tearema 4.6 Sea {8 = (pm=" ("M)Q*J)}féa', la serie anulndore superior de S.
et

(i) 5oy —ng =1 entonces ¥ == g.

(11) St ey — w2 > 1 entances I =1

Demostracion

(i} La prucha es por indneeidn sabie £, Paa £ = 0

=g (=05 e ]
{5 0) = aatAl 3 ( %).

J
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si € Jy ,
—j+
g(1,7,0) = [——-——z 35 ]=0, yaquei—j <3

sit€ [y
. i—j L
(i, j,0) = [T] = (0, porque i — j < 5.

Asi g(i,7,0) = 0, entonces F (i,7,0) = g(,3,0) para todo {i,§) € Js X J5.
Supongamos que se cumple para t — 1, es decir, F(i,3,t -1} = gf{,j,t — L}para todo (2,7) €
Js % Js. Probemos que F'(i,4,¢} = g(Z,7,¢), analizando los casos 1 € Sy y i € Is.
1“"caso, Sii € Ja.

Por definicién Ja funcion anuladora superior y por la Proposicién 4.2 se tienen que:

t4i—j+2 —j+2 — - ,
Fli,5.0 :min{[———i—;'———l +6,-3,[——‘;——-] F1,FGE,-1,t-1), [112—4] +1,F(z,;,d}}
t4i-j+2
B —-i—si—— sijAl
con F{,j—-1L,t-1)= [t+1'+3] N
_— stj=1
Q

Si j# 1, entonces F(i,j,1) = F{§,j -1t - 1}, ya que,

L t+i—-3+72 4141 t+i—4
F(a,z—l,trl):[ - ]s[’“;*‘]:{*‘; }+1.

t+i+1
Si j =1, entonces F(i,1,8) = [T}’ porque:

t+e+1 - t+6]_ t—j+2 i1
5 5 ] 5 ’

COmo
— t+i+3 t+i+1
Flog-1a-p = [ }z[ -

t+i—j+2
ademids g {7, 5,8) = [—-—5-—'7—-—] para todo (2, §) € J3 x Js. Entonees g (4,7,1) = F (3,4, L) para

todo i € J3.

2docaso. siic ;.



Tenemos que;

btidb—g—A] [t+2-y1 4] - 45— 1]
F(v,,j!.f.):min{[ - ! ],[ 4 }—}AI,F(z,g—l,t_l),{-!;“J -t I,Iv‘(ﬁ,'},fi)}
5 b

b

t+2—7-3 )
-~ | wiAl
con Fliy—1,i—1)= ff!-i:)?’ yr=14485
*‘T‘]“ sij=1
3

t—g 1
St =4, enboneos I7{4,9,1) = {—é—_], ya qie
1)
t+e+T—3—4 b1 t—j+2 f—g-3 t+i—g+4
? _ J P At L] IR Lkt e ]

i} 5 b 5 G}

t—J+1 t—7-41 .

[——;——] < ——i—] P47~ L= 1), poraillaue

O

—r
|

i

i

}

P N
A

—

-

e+

e

et
1l

—

P

+

| -
|

—_

——
+
—

-2 ,
Sie =5, de manera similar se conclaye ¥ (5, ,t) = {-—i—] - Por consigniente F (¢, 9,7) =
5

t4+7—4-3
Ll para todo (2,1) € f5 % J5. Por o tanto f = q.

(ii) L prueba es por induccién sobre ¢,

t=1
r - 9{k-1
I, 0, 0) = fr—imee————2 = ) para Lodo (2, ) € J5 % Tk,
5

par tauto £ (e, §,0) = I (2,3,0), pua todo (2,3) € J5 x Js.

Supongames gue (2, 7,4~ 1) = h{s,5,4 - 1) para todo (5,5) € Js x Js5. Se pincha que
F ot = h{ng,t). De manera simila como so 1ealizg la demostiavion e {+), sc anahzan los
casom r Gy yiely
{"caso Svie Jy

Por defiieion de funcidu anudadora superior

PR - fbhr =
I (2,4,2} = min { [H—g—l] + b () - na), [_"5—]] FLFG - Lt 1), [——%———J] + I (_7)}



t+1—-72 £1
3 5t 7

con  Fig—-Lit-1)= tri—d
{—3——]+1 sij=1

) n -ny SEIE S
hij)= o
1 sijels

t+i—7
8i j # 1, entonces F'(i,7,t) = [—3——'?-] Si 3 = 1, se demuestra de manera similar a la

] t+i—1
primera parte que F{i,7.t) = [__1’3—-—]

2%cas0. Sif € f5.
. . . . t+i—j—95
Analizando cuando i = 4 y ¢ = 5. Tenemos que F{i,3,1) = 3 , para tode

{i,7) € Is x J5. Concluimos que & =g. B

4.2 Longitud de la serie anuladora superior.

En la seccién anterior se obtienen dos expresiones de la funcién anuladora superior, s esta
iltisna parte del capitulo, se calcula Jas respectivas longitudes de las funciones, y se demuestra
que estas son las longitudes de la serie annladora superior, para los casos: ny — 72 = 1y

ny—rg > 1

Proposicién 4.7 Sea { S = (p 6y} }, ., o serie anuladora superior de 5
(i) S1 ry - mp = 1, entonces la longitud de la sene anuladora superior es d=5n —3.

{ii) St my — ng > 1, entonces la {ongitud de la serie anuladora superior es d=23n ~ L.

Demostracion
(i) Primero se prueba que Ssn,-3 = 5.

Sea A = (a,) € 5, con ay = p’"‘"d(‘"?)crij, entonces A = {a,;) € Ssn,—3 81, y 56lo si, ay; =
]J""“F(i‘-"""""s’n,-). Ahora se demuestra que d (i, j) = F (¢, 7,51 — 3) para todo (3,7) € Js x J5.

Teniendo en cuenta que

N 1y
F(i,j,:‘ml—:}):min{[sm 3 3;( L) (A+I)],d(i,3)}:



pon tanto demostrar laignaldad, s probar ane.

Sy =3k (=D e J)J

5

E [

1¥easo. Siv > .

Siz € Sy, entonees

-

bny+r—9— 1:{ [Sm =34+ —-y+ (_,1}" Pk l)}
5 - '

diy)) =y < [

5

51 ¢ € Iy, tonemos

oyt —9—6 51 |
(l(i,]):wg{ ! - / J]:[)”?-}—L 4 ]
h

{5”I =3 4i- g (-0 ey 1)]

] 5

2%cas0. Siic gy, j € In.
Tenemos que —4 <2 — 5 < -1 implica que Sy — 5 < fny -5 < Bny 44— J— 1 < hny — 2

asing=m) — 1< f’-’”*—';—t—l, po1 tanto

&

- k1
Smite—a—1] [t j4 (0
d("'ai):”-QS]i SN }_] i S A )}
J
37caso. Sii < y (r€ihoge J3).
Notar que si 2 ¢ I5, entouces § € J. Si 4 € Jy, nsi0 € Jy. Por tanto sie < gy 2,5 € gy, so

tiene que: 2 <i — 3 <0, se sigue By - SO =3 <k —y— 1, asf

o ; 7 - _ l
dlig) = m - 1< ["—”f—’——"*]
J

SL7 K3y € fy, tenemos gque 1< g — J S0 implica que Sm, — 5 < Bny 41— 3 — 6,

Duy - -0
i (’.’,,"]) =1~ | < __!'____,"___)
b

se concluye que F (1, 9,50 — 3) = (2,.3) para todo (1, 1) € Jy x Js.
s (0,0 — (3,2)

Finalmente voamos que Sg, _g § 8 Sea A = (a,,) € S tal qrc ay, =
' U enotioroso.



Se afirma que A ¢ S5, 4, en efecto si A € S5y, 4, entonces 1 = p"“Fw'?'s"r“agg con |

ag2 € Ly . Como i

51’?1—1

F(3.2,5n, — 4} = min{[ ],n]} ={m -Lw}=n -1,

por tanta 1 = pasy, lo cual es imposible.
(i1) Demostraremos que Sn; 1 = 5.

Sea A = (a;;) € 5, con @, = p™ M iay, por demostrar d(1,j) = F{1,5,3m — 1) para
todo (i) € J5 x J5.

1°caso. Sii > j.

F(i,5,3m —1) = min{[sn] ~ Hi—;ﬁs(k_ n],d.(i,‘j)}.

Si i € Ja.entonces
3y — 1417—
d{f)=m < [_f“_T’__J]

Sii e Iy, tenemos o
d{i,g) =n2 < [?E%i_—()] ,
vaque, 3ny < 3np+i—j < 3{ne + 2+i—7-6 < 3n;+i—j~6. Concluimos que F(2,4,3n, — 1) =
m, =d{i, 7).
2caso. S1i€ J3, j € Is.

3my+i~j—6 .
—-~1—-%—J-—-] i ('i,j)} =1y = d (1, j), sesigue del caso antevior.

F(:,73m —1) = min { [
3caso. Sii<jy(i€ls0j€ ja).

Notenos que si 7 € Js, entonces F (1, 7,3m — 1) =n;—1. 511 € I5, sesigueque F (3,7,3n1 — 1) =
w, - 1. Por tanto F (i, 1.3n,.1} = m; — 1 = d(i.j). Asi F (i, j.3n,.1) = d(i,7) pura toclo

e Js x Js.
. . . 1 s (3,7)=1(3.2)
Por altimo vemos que Su,, -2 G S Sea A = () € S tal que a; =
0  en ofro caso.

Se afirma que A € Saa,_1, €0 caso contrario, A € Ssq,. 4 entonces 1 = 0 mod (])"l‘f(3'2'3"‘”2)) .



. {2 3ng- _ -
os docit, | = p S 23n: l)r\'rg GON vy € Zj,nb Coman

Gy — 1

Fi3,2,3m - 1) = 111111{[—‘5— ,n]} ={m =L} =n -1,

PO Lty 1 - pregg, o ¢ual os imposible, B



Capitulo 5

SERIE CENTRAL SUPERIOR DE
S+ 1.

5.1 Caracterizacion del centro de S+ H.

En cste subcapitulo se describe al conjunto H = P N Z {End(G) , y consecuentemente son

determinandos Jos elementos de S -+ H.

Lema 5.1 Z{EndG) ={71I |7 € Zym, I €5 la identidad de AutG.}.
Demostracién

Recordar que Z (EndG)} = {A € End(G | AB = BA para todo B € EndG} . Se tiene que
41 € Z(EndG), ya que (vI) B = v(IB) =B = By = B(y{). para todo B € EndG.

Sean A = {a;;) € Z(EndG) y B = (b;;) € EndG. Entonces

5 5
(ab);, -—_Z icbri EZ biax; = (ba),; mod{(p™) (1}

k=1 1=1

«omp esta 1igualdad se cumple para todo B € EndG, tomando a B como las matrices triangular
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superion y triangular merior de Fad( siguientes

11 1 pmmne pmon 10000
01 1 pimm gpuene L1 000
00 1 pmme pumm y 1 S VR VI
G o0 1 [ t 11138
000 0 1 11t L1

81 {3 o3 la primera matriz s¢ tione las sipnientes congroencias:

(ablgy = eay + a5t = agymod (p"), entonces ag; = Omod (p™ ) asi a5, =D

Analizando todas las congluencias, se caracteriza la pate inforior de la matiiz A. Tomando
a la segunda matiiz coma 2, se determima la parte superion de A. Do estn mancia A € £nd@

51, y s6lo si,
s ¥

A= 0 0 ag, 0 0 € {y! |v€ Zpn, T osladentidad de At} W

Lema 5.2 [T = {pM +1 | M € Z{EndG)} .

Demostracién

Por o] Lema anterior

I =P0Z{EdC) = pZ (BudG) + T = {pM + 1 | M € Z(EndG)} o

Se Liene e

SAIT={A4pM+! |ACSyMcZ{UmdGYy={A+mI+4+ 1 |AcSyyEZpu}

Gt}



A continuacion se determinan los elementos del centro de S+ H en el siguiente resultado.

Proposicién 5.3 Z{S+ HY={A"+pM +T|A € 5 = Ann(8), M ¢ EndG}

Demostracién
Por definicién Z (S + H) = {A€ S+ H | AB = BA para todo BC S+ H}
Sea A€ Z(S+ H}. entonces Aesde laforma A=A+pM+1=A+pyf+TcondcS

v 7 € Zpay . Por tanto:
AB = (A+pyl + DN(B+mal + 1) =(B+prad + N {A+pn +1)=BA (1
s¢ sigue:
(A4 py }(B+pyeD) = (B+prD){(A+p1l) (2)

para todo B € §, para todo 7 € Zp~. Entonces Ac Z(S+H)siysolosi A+pyl €

Z {5+ p1,d}. De esta manera se caracteriza los elementos de 2 {5+ py, ), como

I - -
paly pez paiy pMTMann Pt T™ans

i _— -
az  paly pay Pt 2am pM T ass

. — -_— -_— 0 —
A+prd=1 a3y azm pahy PV ™am pi™2ags | donde @ =an i,
Ty 047 043 Pa:p; g5
G @x a3 a5 P

o bien. se puede escribir A+, T = (a5} con @y = 55005 511 # J ¥ @ = €t P71 Tomando

p 0000
1 p000D0
Btpyl=Ms)=| 11 p 00 |
111 p @
1111y
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teahizando las operaciones de Ja ignaldad (2) .

{ab),, = (bar),, mod (p™)

en L entrada (1,4) se twne que p™ a5 22 0 mad (P}, asi a5 = p"H 5 Aunalizando 1odas
I entradas, se tiene la parte supeior de dicha matriz.
51
Popop :“m- vy pn;—n-)

O e B et 1)
popp I

Barpyl={(by)=|0 0 poprtote pmTm
noa g P
D00 ] P

se obtiene Tn parte inforior de A 4+ pyoI. Asi

pay, 0 0 0 D
i] payy 0 i 0
AdpyI=1 oty 0 pagg 0 i eon ity = priyy mod (p™y
{3 i} 0 pay O
0 [1] 1] 0 poss
CHEONCrS”
A = (A gy + (pay I —pan ) I
0 ] 0 Iy 1]
i Py — pag, 5 0 ]
= o g i Pags - P 0 0 +pan T + fs,
i 0 0 Pagq < P ]
0 0 [0 0 Pags - pany

como piy, = pag, mod (P asi esta matiiy, pertencee a A (S) — Sy, por tamo Z (8 4 1) €
(A4 mmT+1 |AeSyyeZpa}.
Veamos que cuaiquier elomento de {A + pid + 7| A € 5 = Ann (8), M € EndG} pertenece
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a Z{5 + HY, Sean A'+pal +] un elemento de este conjuato y B+py+7 un eleinento arbitrario
]

de 5§+ Hoon B e S Asi:

(A~ pd s I} (B+pil+1) = AB+Apyl+ A’ 4 palB+ palpyl +pal + B+

BA + BpnIA' + A" + Bpoal + pylpad + B+ Pyl + 1

(B+prl+ 1) (A +pad +1).

s lo que se queria demostrar. B

5.2 Serie central superior de 5+ [.

Sea {Z4},,, la serie central superior de S+1 = P. En la seccion 3.3 se demostré que si {S¢}
es una serie anuladora de §, entonces {S;+ H},e;, s una serie central de S en esta secadn
st concluye que st Sy es el t-ésimo anulador superior de S, entonces Z; = S; + H es la i-ésima
serie central superior de § + I = P, probaremos el siguente resultado que se necesita para esta

propasicion.

Lema 5.4 Sea A€ 8. Entonces A+ 1€ 8, +H st ysolo st A—anl€s,.

Demostracion
Supongamos que A+ [ € § + H. Como H = {pyI + 1|7 € Zp}, se tieneque A+ 1 =
BipiconBeS,asiA=B+pyl. Sea A=(a))y B= {a,;) . entonces a,; = by si? # 7
vty = by + 0. Sea A — anl = (g}, por tanto ¢; = ay; = by 81 i AV =0, -0 =
by, + 7y — gy, sabemos que ay; = o mod (pm— U Como i —F (1,1,4) 2 m — I (2,4,1) , por
tanto pt ~FOLE > pm—Flnl) asi g = a, —an = 0 mod (p-FADY | es decir, A—anl € 5.
Inversamente Supongamos que A—aJ € S, sea A= A—aypfl ,asf A= A'+ap 7, entonces

A+T=A+anl+IcS +H, yaquea;, =pay,. N

Proposicién 5.5 Sea {Z1},, la serie central superor de P = S5+1, entonces {Zy = St + Hlye g,

donde {5} es ln serie anuladora superior de S.

Demostracion

G3



Comno {Z’,},.?_l s In sene central superion de 2, se tiene gne S; 4+ 11 < %, La prucha de osta
designaldad 7, < 8, 4 I, es por indneaén sobre .
Para # == |
A= A5 I ={A+H ]| Ae 5},

esta igualdad so sipue del Lema 5.2 y 1a Propaesicion 5.3, Por lo tanto 24 < Sy + 7.
Supengamos que parat—1, 2, < .5+, Por demostim que 2 < 8§+ 1. Como {Zt}nzl
s mmiL sente central implica [Z,, P] < 2,y (Proposicion 1.26) . Sea A - 1 € %, entonees para
bode B+ T eP.
[A + 1,13+ I] COGsS+H

(A4-DB+HA+D Y B = CHleso +H,
(C+D{B+DLA+D

(A+D(B1 D
ABVYA LB+ = CB+NHALD+BA+LB AT

AB--BA = C(B+I{A+I) puntodo B+ 1T cCP,

eptonees C - T € 5+ H s, y sélo s, O — end ¢ 52 (Lema 54), s deew, € = ey, [

mod (S} Asi
AR = BA =cp I (B + D (A4 1) mod {(5,..) puatodo Be §

ey s (ny9) = (r,2)

Sea r un mimaro fijo que pertencee a Js. Sea B = {b,,) tal que d,, =
0 on otro caso,

dowude &, cumple Ta Definicion 2.10 Sean A + 1 = (raf]) y Bl = (b:j) , con

a,, str Ay

.
a,, =

a;,+ L osta=3
v by, T
=

b,+ L s1=)

G4



asf hay cinco matrices diferentes para B, que cumplen :

(ab),; = {ba),, = iy S (a''). mod (])"""L,("”’t*l)) (1)

27
donde:

0 si(3,5) # (.2

(“b)q‘ =
Crolir st (Z,j) = (i,2)
g, = | 0 G
N et 5i (i) = (r,3)
e Qi si (‘lrj) :I"é (1'1.7')
(a'¥ ):‘j =

Q-+ €002, si (7').?) = (1',])

por lo tanto

(ab), = byep0ir
[ba)u = bneroaz;
(a’b‘r)ij = a,;+ 5,-,’8,-2(12_—,

Asf Ia igualdad (1) se transforma en:
o€, — 6r;¢3r2a2j = (ﬂzj + 5rrer2”-2j) mod (?’ml_F(iJ,L_n)

Sirgryj=2

er2ai, = ¢y1ei2 mod (p""“"‘("z"'”) (2)

Por demostrar que a; =0 mod {(p™=F20)  Como Ja funcicn F depende de jos invarn-
antes de G la demostracion es por casos.

1*"caso. Si n; = ny + 1 entonces

g 1Yk
F(":J,f)=min{r+z i+ (L+1)}-.d(i,5f)},

5
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“ 4 < d, enronces:

L R 1§ L (o 1)J

5

it = {

asi

P =3 (=8 (e 1)}

m,-—{
Coatty, =)ty tmiod | op o

sabemos que

e = 0 mod (})”"""“""’l))

Yo afirma que pre TR < = POLLED o ofoeta, st ko= L

<

Sng- {(t-ti—0
7“,7—-1“(:’,,2){7I)§[ A )]

5

[Bm S+ 1)

3

sih =2

<

Dny —(F+0- 1
m,4F(z,2,ffl)§[ L )J

5

[rm1 —{t+t 1)

5

J —np- (1,01}

por tanto

e =0 wod (p”” A ‘))

se sigue que

g0, = 0 mod (p"“r' F (v.é‘lfl))

sir = {1,2} tenemos que e,0 = P, lnepoe.
ty = 0 mod (pm,*-'"(rﬁé,-‘-—l)’H)

COn

I"(’j!],.') =

5

P =1 (=1 +1)] . [1 24 (-0
: <

1¢Ja‘(f,2,r—1)-i 1,

Gl



se llega o la siguiente congruencia
a,r = 0mod (p’"'f‘p(’_"'é)) - (1)
s k> 3, entonces e,9 = 1, asi
a,y =0 mod (p""_"‘(‘?““))

adeinds

I IR LA E NN - YA g
F i) = t+1—k+ (-1} (L+1)]E[t+z 34+ (-1 (k+1)

= t—1
- - | =reze-n

por lo tanto

pm.ﬁF‘(:,k,L) > pm, — (2,201}

asf

a; = Omod (;D'""F “”*’”) (2),
de {1) y (2) se sigue que a;; =0 mod (p’""F(i'J-‘)) .Sit =d, entonces F (i,7,t) = d(i,])
e€ratyr = C]1242 mod (pm, _d(ilj))

claramente

P —d{i,7) < pn;AFfl,l,lle
yaqued(:,j) = F{1,1,1 - 1), asi

ai. = Dmed (p’”"‘"'(’-k-l]) (3)

por tanto A = (e} € S

2¢as0. Si ny > ng + 1. Entonces

Flig0) = min{[H’ _jfs(k“ ”],d(f,j)},

3
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Sit < d, ontonces

e [.’ +4--j—b0(k-- l)}

Como Cpy cople que

)

=0 mad (7}”' P 1))
he LIENe ghe

'

=0 mod (y)”” ""(“2"_1))

asl o congrencia (2) se (ansforma en

ety 2 0 mod (g)“*"f"(1-2-"'1)>
Repitiendo un agumento sunilar al que se1calizé en el primer caso se ohiicne
iy, =0 mod (p’”’” ""('sJJ))
Sit=d, outonces i 1) = d(1,)}, de igual forma se tiene que
t,, = 0 mod (p”‘f f"(mJ))

De eston dos easos se concluye que A € 8, para oy > ng, asl AT € S0 T < (8 -+ 1Y H =
Sk . Entowces 7y =5+ H
Proposicién 5.6 Sca {Z’}!/\l la sovve central superor de S 41, entonees
(/) Se oy —np = 1, T longtud de la serie central superion es d = 5y — 3,
(22) Se oy —my > 1, ta longitad de la seree contral supertor es d = 3y — 1
Demostracion

Como {7, = &, + f.’},>1 L prueha se stpne dnectamente de In Proposician 4 7, ya gue,
Zg= Syg+ =-S5+ =5+1

lensis

Ao = Sy FHCS Y H=8+1,

(%



DE LA BIBLIOTECA

emte arammento s valido para (7). {22) , asf queda demostrado M
Fraalmente tenemos el grado de nilpotencia de S+ I e cual depende de [os invariantes de

G

Proposicién 5.7 Ef grado de mipotencia de S+ 1 es
ayd =0 —3 sy =+ L
and=3n; —1sinm>nm+l

Demostracion

Se sigue del lema 1.28. I
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