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i Oey en gar SUC wide al 

En el presente trabajo se presenta la Teorfa Algebraica de Herrera para 
: ale resolver numéricamente ecuaciones diferenciaies parciales elipticas con coeficientes 

constantes en dos variables independientes. Hasta hoy en dia, , dicha, teoria se ha 
utilizando con notable éxito para resolver problemas de valores en la frontera en une 
variable independiente: entre las diversas aplicaciones cabe mencionaz, partic 
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aquellas dedicadas a ios procesos de difusién y de! transporte. 
Ahora se intenta, ademdés de proporcionar otro método numérico para resolver jas 

ecuaciones diferenciales ‘del tipo sefialdo, sentar las bases para extender en un futuro 

a aigebraica a diversos tipos de problemas bidimensionales. 

e mencicnar que, en ei caso presente, la solucién numérica del 

cién de un sistema lineal de ecuaciones mismo que se construye 

iento en paraicio. 
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Abstract 

In this work the Herrera’s Algebraic Theory is presented to solve elliptical partial 
differential equations with constant coefficients in two independent variables. The theory 
has been successfully apllisd ic solve boundary value problems in one independent 
variable, specially to solve the transport equation when difussion process is considered. 

Now a new numerical method to solve elliptical partial equations with constant 
coefficients and the foundation of a new field of applications is given, speciaily to solve 
bidimensional boundary problems. 

In this work, to solve the boundary problem needs to build a linear system of 
equations that is computed by parallel processing.



vig Te Trtroduerién 
hows oe due OC uit Cio 

vez se extiende la aplicacién sistematizada de ia misma a 4 t de resolver compute 

cionalmente problemas de valores en la frontera expresados en términos de ecuaciones 

diferenciales parciales elfpticas y homogeneas, simétricas, con coelicientes variables y 

sujetos a condiciones del tipo Dirichlet. 

Se estucian y resueiven 2 BE oblemas bidimensionaies, es decir, propiemas expresados 

en dos variable es espaciales; ademas, para la instrumentacién computacional se recurre 

a la programacién en paralelo. 

Por otro lado y en grandes razgos, la instrumentacién computacional del Método 

del Colocacién Optimo: esquema de nueve puntos comprende tres etapas: 

L- Construccién de la maila y determinacién de las funciones de prueba y de peso 

IL- Evaluacién de los términos que figuran la matriz de coelicientes y el vector de 

carga. 

Con estos elementos se integra el sistema de ecuaciones lineales, su solucién es 

del proi la aproximacién buscada problema de valores en la frontera 

3 
Armado de m s y solucién del sistema lineal de ecuaciones. bd

 
be

d 
ra
 1 

Aun cuando una aparente compiejidad en la implementacién computacional de lcs 

tres incisos anteriores podria inducir la necesidad de una programacién paralelizada 

de todos los subprogramas requeridos, las diversas pruebas realizadas evi idenciaron, n 

virsuc de ia rapidez de ejecucién de ios programas depica a las pondades tedricas ei 

Método de Colocacién TH, como innecesario tal grado de detalle en 162 

En cambio se opté por programar en paralelo los dos primeros gru 

artiba citados, y corren el I] después dei 1. 

B
 oO 

1a 
I om, 7 

os ae programas 

Por tim 

sas funcion 

Ge los aigoritmos. 
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4 1.2 Antececentes histéricos 

o Los preblemas propios de la fisica matematica tales como los planteados por la teorf 
de ie ela, sticidad, ia hidrodinémica, etc. se formulen, por io general, mediante ecua- 

ciones diferenciales parciales y deben integrarse bajo ciertas condiciones iniciales 0 de 
L, ° 

Ahora bien, atendiendo razones de indole practica, la evaluacién numérica de 
dichos probiemas adquiere singular interés v tal vez, entre los diversos métodos 

  

disefiados a tal propdsito, son los denominados métodos directos los que reciben mayor 

atenciéa e impulso noy en dia. 

  

mediante sur reduce ién a sistemas finitos de 

  

Y es precisamente en este este grupo donde se ubica el Método de Colocacidz 

TH: esquemas de nueve puntos. Por otra parte resulta oporsun aS recalcar como los 

procedimentos aqui utilizados toman sus bases y fundamentos en la Teoria Algebraica 

de Herrera, misma que desde hace aigin tiempo ha iniciado a una nueva y promisoria 

metodologia para aproximar, con muy alta precisién, la solucién numérica de diversos 

problemas formulados con ei auxilio de ecuaciones diferenciaies ordinarias y parciales. 

As{ vor ejemplo, se tienen 

o Aplicaciones de la Teorfa Algebraica 2 la solucidn de problemas de valores en 

frontera de una dimensién 

vos métodos para resolve 

Giferencias fini stas 's de On 
tos se caracterizan porque 
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Por otre parte, les solucion 

mediante pounomios de orden p. 

Pees ae colocacion m, ento nces P =n 

2 ober soiceacién 

a



Por otro lado, de modo natural se desemboca en técnicas de descomposicién 

del dominio, y por afiadidura, en ios dencminados métodos adaptativos de tipo 

h — p, donde fh es ja norma de ia maila y p es el orden del polinomic utilizado 

(ver (6), (71, [26], (271, (35)) 
Aplicaciones de la Teoria Aigebraica a la ecuacién dei transporte 

Como se sabe, la ecuaciédn del transporte figura como una de las ecuaciones 
més importantes de la fsica matematica y es aplicada al estudio de procesos 

transitorios advectivo-difusivos. 

_ Ahora bien, cuando el proceso difusive demina en el problema y se aprovechan 

ios métodes de maiias cldsicos, la solucién del mismo no ofrece mayores dificul- 

tades. Sin embargo, cuando el problema es dominado por el proceso advectivo, 

entonces la biisqueda de la solucién se dificulta por causa de efectos indeseables 

tales como la introducsion de una excesiva difusién numérica o la aparacién de 

j nm la vecindad de los frentes. 

  

Para superar estas “ifeatiades, tradicionalmente se recurre ersas 4écnicas 

tales como la aplicacién del método de diferencias finitas en la variante de- 

nominada aguas arriba (upstream), métodos del tipo Petrov-Galerkin, d 

modalidades del método de elementos finitos, etc.; sin embargo, una de las mds 

severas criticas que recae sobre estos métcdos consite en le inevitable presencia 

de pardmetros arbitrarios cuya determinacidn se deja al arbitrio del analista. 

   
iyersas 

En contraste, al aplicarse la Teoria Algebraica de Herrera a ia solucién de prob- 

lemas advectivo-difusivos, las f funciones de prueba incorporadas por la teoria 

1. no figurea pardmetros arbitrarios en la definicién de las mismas 

2. cominuamen 

  

, coeficiente de difussién, velocidad de reaccién) 

    

3. funciones se obtiene con base en una formulacién 

metemética coherente, sistemdtica y de alta exactidud



o 

° 

Aplicaciones de la ‘Teorfa Algebraica a problemas de descomposicién del dominio 

Desde hace agin | iempo, los métodes de escapee del domir nic aplica- 
dos 4 la solucién de problemas de valores ep ia frontera, donde ad ominio de 
integracic es gre nde ° bien ¢ cu rando se reguere i incrementar la precisién de los 

Hyer, por 
sth 

su propia naturaleza, ws un efective medio para implementar & modelos numéricos 
en sistemas computacionales paralelizados. 

Ademas, con base en el impresionante desarrollo del supercomputo en nuestros 

Gias, se espera que estos métodos cobren mayor importancia en e} futuro 

Ahora bien, recientemente se ha propuesto un nuevo poderoso enfoque para 
abordar problemas de descomposicién del dominio: el Método TH de Descom- 
posicién del Dominio . 

Este método es una generalizacién del Método Trefftz-Herrera y aprovecha 

propiedad caracteristica de las soluciones locales, estimadas en las subregiones 

del dominio de integraciéz, y es la siguiente: 

© une 

Toda la informacién relacionada con la solucién buscada se puede referir 

alos valores de la solucién calculados en las fronteras internas. En parti- 

cular, si el sistema de funciones es TH-completo, entonces los valores de 

la solucién aproximada en iss fronteras internas coinciden con la solucién 

del problema de valores en !a frontera. TORCEL 

Por su parte, la Teoria Aigebraica de Herrera ha extendide el campo de su 
aplicacién de modo tal que hoy en dia es posible trabajar tanto operadores 

simétricos como operadores asimétricos y, por supuesto, también sistemas de 

ecuaciones diferenciales de los tipos indicados (ver [25], [80], (82), [34], [85], 

[36}). 

gui resuta oportuno mencionar como .a Teoria Aigebraica de derrera na sido 

licada en diversos campos tales como 

la sismolog‘a



la, ingeneria sismica Oo
 

© problemas de difraccidn eldstica 

© en ingenierfa petrolera 

— modelos de petroleo negro (black oil) 

— problemas de burbuja variable. Se obtuvieron resultados que difieren de 

10s deducicos con base en los modelos tradicionales; esto permitid detectar 

limitantes en estos ultimos que hasta entonces se habian mantenido ocultos 

y en consecuencia, no habian sido detectadas 

   os estuerzos realizados, permitié extender la 
F operadores asimét Ticos, obseniéndose 

ocalize ¢ Adi    
a At Por r otra parte, los alentadores resultados obtenidos con ei Método del Adiunto 

Localizado motivé su aplicacién a la ecuacién del transporte; la metodologia resul- 

tante se conocen hoy con el nombre el Método del Adjunto Localizado Euleriano- 

Lagrangiano (Eulerian-Lagrangian Localized Adjoint Method BLLAM), desarrol- 
iado por el Grupo ELLAM, integrado a tal propésito, por I. Herrera, M A. Celli 

E. Ewing y T. F. Russell. 

   

  

tn Whicthwt o ste contexto histdérico se ° Sesarrolie el Método dei Colocacién TH: 

esquema de nueve puntos, tema de la @ presente tesis; se extienden ahora las aplicaciones 

de ia Teoria Algebraica resolviéndose, como ya se menciond, ecuaciones diferenciales 
elipticas en dos variables. 

   A su vez, las ef 
t+ 

a 

caiizado, em una dimensién, como con ei Método dei Colocacién TH: escuema de 

mueve puntos, en dos dimensiones, evidenciaror un excelente desempefio en mailas 
F role constituidas con un mimero reducido de nodos; es decir, en mallas con paso H rele. 

tivamente grande. 

of tamtn nan at Ween An me Tn 
S088 VARIO Con G. -.ev0co pete alm 

  

       En otras palabras, mientras @ sode del 

Binito -el Método de Diferencias F 

requerir mallas con miles o decenas de mile: ara obtener una cierta precisién 

f + tA mane scodan olocacién tradicional pueden 2 

  

©



en los resultados, esa misma exactitud o mayor se puede lograr usando mailas con- 
formadas por unos cuantos nodos o decenas de log mismos en el caso unidimensional, Thom ¢ @provechando los Drincipios de le Teoria Algebraica de Herrera {ver [6], [271). 

Y oN Der Ar MCT © Volocacién TH 
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Dado el puntual manejo del cdlculo operacional exigido por la Teorfe Algebraica de 
Herrers, es ag? Gue se ofrece ia siguiente Propiedad de log operadores diferenciales (ver 
demostracién en [8}). 

Proposicién 2.1 Sea el operador diferenciad eliptico ie segundo orden 

Lw=-T (2-Vw)—b-Vwteu, 
(2) 

donde 
, 5 ra v= [te ge]. of 6] L Cay ayy | LY stendo ¢ una constante. 
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wlu-ulu = Vo jua-Vw~wa-Vutuwb). 4 

Ahora bien. si se hace 

 



Du, wa (wVw—wVu) tuwe, 
(5) 

entonces se deduce 

wlu-ulw=T-D(u, w). 

—
N
 3 

Se observa que si b = 0, entonces el operador £ es siméérico. 

Qu
 

Con el Propésito de iniciar en det alle al & siguiente problema de valores en la front 

e8arrolo cei tema, en cuestion se formula Ti oO
 

9 

Problema 2.1 Se busca la funcién u continua en el interior de la regisn 82, tad que 
dado el overador eliptico de segundo orden 

£u = fo en Q, 
(7) 

$@ satisfacen las condiciones de Dirichlet 

u=ue en 869 
(8) 

y también los saltos en: prescritos 

lu] = ls 
w
o
,
 

| o oO
 g ™M 

=~
 

oO
 

Se
 wr
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Los corchetes cuadrados denotan ios “salios” de las funciones encerracas en log 
mismos. 

A su vez, el dominio & se desco tupons union de les fonterag comunes de las sub     

     i Hegutl



ra la regién Q y los espacios lineales Dy y Dz de las funciones de 92      mie, Gefinidas en &. Este dominio se muest i 

figura L en dicha gure también se sefialan la frontera exterior 0@ y urna cuantas de 

las fronteras interiores, cvya unida se denota bu. 

Ahora bien. de la proposiciér 2.1 se sabe que e} operador £* es el adjunto formai 

del operador £, es decir, 

wlu-ullw = V-{ua-Vw-wa-Vutuws} (48) 

y de aquf y del teorema de la divergencia generalizado se deduce 

f {wLu-ul*w} dz= f. Pt w)-ndz— { [D(u, w)]- mdz, (11) 
42 4z 

donde el vector m es un vector unitario dirigido hacia afuera de la subregién en 
cuestion. 

ay
 yf = oN f yg Lu jg Beate = Bs fy, WoUe- (12) 

Ahora se define la siguiente funciér bilineai 

= Bu, w) —C*(u, w), (13) 

: dos funciones Ddilineales. El simbolo “*” 

  

A continuacioa se desglozan Gos snportanie 

operadores biineigies mostrados en la ecuacién 
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Propiedad i Pare toda u, Ia Juncién bilineal B(u, w) satisface las condiczones de Jrontera prescritas; ademds Blu, w) es una funcién lineal de w, independiente de la eleccién de wu. 

Hsia funcién bilineal seré denotada ast: 

8 =ge(w) para toda w € Do, (14) 

o también por 

Blu, -) = gq. (15) 

Fropiedad 2 La funcién lineal C*(u, -) depende de los valores com mplementarios de la frontera; generalmente tales valores pueden ser determinados toda vez que el problema de valores en la frontera ha sido resuelto. 

Se introduce ahora una descomposicién de ia funcién bilineal 

Rou, w) = -[D(u, w)]-n= F{u, w) — *(u, w), (16) 
donde 

Fu, w) = -D((ul,w) on (47) 
¥ 

  

eH
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Propiedad 3 Toda vez que el salto de u ha sido especificado, la function bilineal 
T(u. w) define una tinica funcién neal en la variable w independiente de la eleccién 
particular de wu. 

Propiedad 4 En los problemas con saltos prescritos, la funcién lineal K*(u, -) de- 
sempena un papel andlogo al que juegan los valores complementarios de la frontera 
C*(u,-). Es decir, la funcién K* puede ser estimada toda vez que el problema de 
valores en la frontera ha quedado resuelto y, ademds, ha sido evaluada ya cierta in- 
formacién a cerca del promedio de la solucién y sus derivadas en X. 

En este punto del desarrollo procede establecer las dos consideraciones siguientes: 

o En un problema ce valores en la frontera con saltes prescritos las funciones 
B(u, -) y J(u, -) pueden ser conocidas de antemano. Es por esto que se dice 
que forman parte de los datos del problerna 

o En cambio, se dice que las funciones C*(u, -) y K*(u, -) constituyen parte de la 
imformacidén buscada pues no son conocidas de antemano 

La solucion ie! problema en cuestién quedaré circunscrito al estudio de los ope- pro E 
tadores ca 

   

enciales e.fpticos de segundo orden y simétricos. 

Segiin esto, las ecuaciones (1) y (2) adquieren, respectivamente, la siguiente ore- 
sentacidn: 

  

Lus-V-(ea-Viteu (22) 

Diu, w)=a-aVw-wVu). (23)
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Para las condiciones de frontera del tipo de Dirichlet se definen 

Blu, w) = (n-a- Vu) y (24) 

y 

C'(u, w)=w (n-a-Vu); (25) 

aqui los valores de Srontera compiementarios pueden ser interpretados como e} fujo difusivo. 

Por otra parte, de acuerdo a las ecuaciones (20) se tienen 

  

  

<I £ £ +
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2 

a C(u, w) =[n-a-Vul a 

  

pt
 Ahora bien, de acuerdo a las formulas (11), (28) y (19) se sabe que 

f f c t r 3 wt yo | . 3 whuce—j Bu,w)de-3: Flu,w\de= Je jag 9) Jy OA ) 

Poo, co 5 oo . puswae— i Clu wide- i} K*(u, wide. (285 J2 Jaan JE 

Esta lima expresidn también se piece expresar poz 

(Pu, w) — (Bu, w) — (Ju, w) = (O*u, w) — (Cu, w) — (Kru, w) (29% 
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Aquf se utiliza la notacién 

(Pu, w) = jn wludz, (38) 

. f ey (Qru, w) = hy ul wds, (31) 

ft 

(Bu, w) = Jeo Blu, w) dz, (32) 

_ 
(CP, w) = Joo Cw, u) de, (33) 

(Ju, w) =] Fu, w) de (34) 

ta
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P-B-J=Q-~C*-k’. (38) 

Ve Bh aeneaet > . = manta le se fe wZeacn prare aneNdeh 2G ~GO I o OS wrPeen-nerrera. 
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EI problema 2.1 de valores en la frontera con saltos prescritos se puede modificar, 
equivalentemente, de la siguiente forme: 

roblema 2.2 Se busca una funcién u continua en la region Q, tal que dada Ia 
ecuacién diferencial 

Lu=fo an Q . (37) 

se satisfacen 

Blu, -)=gel-) y Flu } 
= tof.) £39) ») = Jnl) (83) 

Obviamente u es una > fanci6n que satisface las condiciones de frontera y saltos 
prescritos en el problema 2.1; ademds jas funciones ge ¥ Je son fenciones lineales 
tales que 

aqui 

u=tia en OG (40) 
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fon Jntw) = —{2-a- Vu) ftw yl, (43) 

Ahora bien, con el propdsite de asociar una formulacién variacional al problema . 
J r 

de valores en la frontera se de finen las funcionales iineales f, g, j € D3 po 

(f,w)= f w fadn, (44) Ja 

f \ ~ 0) =f solu) de, (45) 

Gj, w) = f Inlw) dz (46) 
’ Jy TES 

(ao; 

De este modo se llega a la formulacién variacional del problema de valores en ia frontera con saltos prescritos: 

Pus f; Bu=g; Ju= ij. (47) 
a 
Uste sistema de ecuaci ones, equivalentemente, se puede expresar por 

( 3 p=(F~g—Fw) pare icda w € De (48) 

co bien por 

(Q- oO ~ Ku, w) = (f —9— j.W) pera tedawe€ Dp. (495 

En el orimer case se dice gue ia formulacién variacional esta en términos de los datos del vrobiem a; pues Pu, Buy Pu sor. preseritos. 

  ila.      



=n el caso restante se dice que la formulacidn variacional esta dada en términos 
de la informacién buscada pues los términos O* u. C*uy K*u no soz conocides de i fe 3 
antemano. 

La identidad (36) avaia la equivalencia de jas formulaciones variacionales (49). >
 

K
X
 

‘ vat
 

Por otra parte, cuando se utiliza um sistema de funciones de prueba o de peso 
{w, w?,...,w} C Do, se garantiza la exisiencia de una solucién aproximada del 
problema @ tu € Do tal que 

=
 0 | by
 i 

ae
 

=)
 

& 
2 

no
 

—~9-F,w), a=i1,...,N, (50) _~
 

St
y 

Ml (Q"~ CK) G,w%) =(f- 9-50), a1... (51) 

Ahora bien, puesto que la solucién exacta verifica (49) se sabe que 

(Q* — C* — K*) 8, w%) = (Q* —C* — K*)uw*), aw=1,...,N (52) 

y de acui, finalmente 

«( °~C—~ KE (@-u),w%)=0 aw=1,...,N. (53) & 

a] Asi la informaciéa comprendida en ia solucién Duscada se clasifica en alguno de 
los éres rubros Siguier $28: 

© 

  

i- Valores de le solucién en el interior de las subregiones 2,, mismos que son dados 

  

OO, proporcionados poz C* u 
2 - Valores complement 

 



3.- Promedios de los valores de la solucién o de sus derivadas en la frontera de los 
subdominios {,, es decir en D, estimados por K*. 

ra ootener informacién 

  

    
derivada pero no de 

la sohcion, Para, a sume de funciones 
asociadas con las derivedes de u ‘del orden correspondiente. Ko KI, Esto induce 
una descomposicién del operador K en fa suma de K°, K}, 

Con esta descomposicione se obtienen 

Ko= K’, r= 3K (54) 
t 2 

donde 

P(w,u) = n- [a- Vola (wu) = -lwln-a- Vu (55) 

Asi pues, la formulacién variacional, para el problema de Dirichlet, en términos 
dela informacidén buscada (48) propozciona informacién correspondiente 

be
t 

  

unios, por medio del término < Q*u,w > 

ai valor de frontera complementario en 6, mediante el término < C*u,w > 

i)
 

3. ala derivada normal en D, por medio del término < Klu,w > 

aS
 

. al valor Ge la solucién misma en D, mediante e! términio < Kuw> 

    Con el propésito de concentrar i6n Gel vaior buscado ce la solucién ex- 
clusivamente en D, las funciones de peso deberdn elimimar la informacién no deseada 
anulando los términos < Q‘u,w >, < C*u,w > y<Ktuwo>. 

ZStO se 

  

es 

 



* 
sl 

een Lw= Cwjyao K (w,-) = 0. (7) 

Bajo estas condiciones le formu acion variacional, en términos Ge la informacién buscada (48), se reduce a 

0 
- <u =< f -g -jw (58) 

que existe una solucién u del problema de valores en la 5 ue un sistema de funciones de peso {w*} = W es TH- 
que las funciones de peso satisfacen la ecuacién (58) se 
a 

d 

  

compl oto, si del hecho. de 
deduce que 

KM = Ky, (5 

Por otra parte, cuando las expresiones dadas en (57) son satisfechas para la solucion aproximada @, entonces la ecuacién (49) se reduce a 

(CPG, wt) = (fg - 35, we), para toda wt EW (60) 

io que equivale a 

  

fags 
vs} 

Se na demostrado oues Ia siguiente prososicién: 
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Proposicién 2.2 Cuando el sistema de funciones {w*} = W es TH-completo en- 
t 

g 7 tonces la funcidn & satisface el sistema de ecuaciones (60) si y s6lo si 

CG = Ou. 

os
 

oD
 

co
 

ae
 

una funcion t es una solucién anrorimada si y solo si sus valores complementarios de la frontera en AG, corresponden a los de la solucién ezacta. 

En otra palabras cuando el sistema de las funciones de peso WV, es TH-completo, 

En virtud de ias ecuaciones (31), (33) y (35), la condicién Q we = 0 equivale a 

Lwr=0. en (64) 

Asi, por ejemplo, para el operador elfptico simétrico estas condiciones son que el saito de la funcién sea 

5 ue <j ; , Hl aD
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2 procede introducir coordenadas locales de modo tal que cada una de las subregiones dei dominio @ sea transformada en el cuadrado unitario %y = [0, 1] x [e, 2. 

Asi el adjunto formal (22) queda expresado por 

Lwe -Vf(A-Vw)+Cu, (87) 

donde los coeficientes A y C estén relacionados con los coeficientes ay ¢ por un mapeo a 
S polinomial bi-ctibico, definido en @;, de dimensién igual a 4.4 16, y que constituye un espacio linea! denotado por Ii. En el siguiente cuadro se presenta explicitamente su conjunto generador. 

  

  

      
  

        

ifez x? x 

y ley sy | wy 
ET ee eae 
yay oy [aye 
  

Conjunto generador del espacio H 
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Figura 2: Region descompuesta en cuatro recténguios y puntos gsussianos. 

Por sencillez se considera ahora una regién rectangular de ia, maila compuesta por 
cuatro rectaéngulos, tal y como se muestra en la figura 2; cada nodo a 
esta asociado a la subregién 9; formada por los cuatro recténgulos que rodean a 
dicho nodo. 

     mo fr. a) €PnO (24, Yj} 

Ahora bien, suponiendo que el problema de valores en la fronéera posee soluciin 
unica u y que para cada elemento Q,,, uw? es una funcion definida en i; misma que 
satisface la ecuacion diferencial (37), entonces u? = u en %,, para toda 4, 3 st y sdéle 
siu’d = uf! en 01; OQ: para toda i, j y pare toda k, 1. 

Ademés, las condiciones de Jroniera son satisfechas por ut? cuando O85 7 ON: 
no es vacio. Agui Q,; denote aguella porcidn de la frontera 0 que forme parte de ia 
frontera de Qe; y OQ. Obviamente, 0,50 92,1 es aquelia porcién de le frontera de 
821 que esta en el interior de Q,. 

Para le construccién de las funciones de peso se aplicaré colocacién gan 
la representaciOn polinomial 
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Vi 
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wy(X1,X) =8 (Xy, Xo) 7 M

e
 

gy
 NO(X,, Xo) (68) . 
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Figura 3: Gréfica de la funcién B 

conde los cuatro coeficientes Cr; se determinan por la condicién £* w = 0, impuesta en cada uno de los cuatro puntos gaussienog del cuadrado unitario My. 
En el siguiente cuedro se describe lag Componentes que intervienen en las fanciones orte de la funcién w es e} cuadrado [-3, i] x [+1, 1]; aquf se toman BE =>i-évy=i- n. Por otra parte, mediante simples sustituciones en (68 se Qa 
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Cuadro 2 

  

  

    
        

foo7 Pol. 2 3 4 
| NG, 9) || =| ency | enaty | eng? | ey? | 
Le@y ten) - | = ee |         
  

onjunte generador de! sistema {47} y {B} 

Para efectos de ilustracién visual 

- En la figura 3 se muestra la grdfica de la funcién Bla, y) restringida al subdo- 

- En la figura 4 se presenta la funcion NI (x, y) con soporte 2; ademas, la grdfica 
de dicha funcién se gira tres veces a fin de mostrarla tar 
en los dominios Qr; Qrrz y Qy, 

Dada la siz 

en
 

w 

  

Por otro lado, en el apéndice A se catalogan las subrutinas, escritas en e enguaj 
TT para evaluar las funciones B(x, y), N¥(x, y), N(z, y), N3(x, y) y Ne y) as , 

como todas 

D
S
 aj 

as 
s ndas derivadas en los subdominios {2;, Qr, Qs y Qry. 

Cada una de estas subrutinas se acompana de ejemplos numéricos. 
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Figura 4: Grdfica de la funcién A” con soportes Mz, Qrr, Qrzz, y Drv 
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Por otra parte, la construccién de las funciones U y © se realiza del modo anélogo 

al usado en el caso de las funciones de peso, mediante el sistema de funciones bi- 

ciibicas {N27} y {B} presentadas en cuadro 2. 

Los coeficiente U;,, que figuran en la expresidn (69) se determinan segiin las condi- si 

ciones impuestas a las funciones de peso por (57); y de éstas y de la ecuacidén (51) se 

obtiene 

. 
Me. =_f Ke Sb \dra=-i 6 Mprig =~ j. & (Wy, V®,,) dz = } An &; 

donde A, = n-A-ny 

  

De modo andlogo se obtiene 

¢ 
i — ff ; _—; £. Ae f Sy ind 074% 

Fp = (f 9, Wei) = | Ver doadz tog U? (A- Vu) ndx (71) JQ an 

Finalmente la solucién aproximada tiene la expresién 

yy — v 

Matig Dig = Fea (72) 

Es interesante observar que 

pO, & Vim fA . 5 (7 i Ko Wan @,,) 2 = jy (Aa Vt Vg — OME Oy, (73) 

relaci6n que reempiaza ef dominio de iniegracidn XZ por 9; es decir, ia integrai se 
qt i le intargaci ta 7 7 i t evalua sobre ie intersecién ce los SODCTICS CL Wy; Y Ce oF 

28 

              



  

©   
Me
t 

Ra
 
N
T
 
N
t
 

o
e
 

Se
t 

e
w
 
S
S
 

ts
 
s
O
 e
s
 

  

nod uac’ t ae i& Construccién dei sistema lineal de ecuaciones os (72) dentro del esquema de nueve puntos en diferencias finitas: por razones de claridad en la exvosicién se repite de nuevo dicha ecuacién: 

  

a
N
 ~Y os
 

s
e
 

aguf se acepta le convencién de suma, es decir, ios indices repetidos se suman sobre sus rangos recorriendose todos los nodos interiores. 

La matriz resultant 

  

et ve diagonales y ademas es simétrica, como es usual, F denota al vector de carga del sistema. 

4.2 Construccién de la matriz Vi 

Para la construccién de la malle se opis por dividir al dominio del problema en cuestion © = (0, 1] x (0, 1], en un néimero n de bandas verticales (horizontales). Se anota que bajo esta disposicién, en el cruce de cada banda horizontal con una vertical, figuran los cuatros tipos de subregiones Q;, {77, zzz y Qiy deseritas anteriormente. 

Asi ta maila queda integrada por um nimero N = 2*n— ide ejes verticales y otros tantos horizontales no comprendidos en la !rontera 8 OO y en cuyas inter secciones se ubican ios nodos interiores; es decir, la malla contiene en total (2*n-—D)x(2x1 
nodos incdégnita donde se busca determinar numéricamente la funcién &. 

  ~1} 

Ahora, con el Gn de aleanzer un adecuado control para el recorride de los nodos 
curante el proceso computacionel, a cada uno éstos se ies asigna un cierto niimero de 

  

No
 

©
 

       



En la férmula anterior se observa como la numeracién de los nodos de la maila 
f pa OF $ 

corre de abajo hacia arriba y de derecha a izguierda; el 

  

altamente porosa cuyos elementos no nulos se ubican en aueve diagonales. 

El origen de las coordenadas locales de las funciones de peso se fija en e! node 
(k, 1) mientras que el origen de las coordenadas de las funciones de prueba se desplaza 
segiin el par (7, 3). Los pardmetros i, j, k, y i se manipulan de acuerdo a la ecuacién 
(74) conservéndose i <k, 1 <2en—- lyl <i,j <2xn-1 

En el siguiente cuadro se describe la numeracién de las diagonales utilizada en 
a programacion computacional cuando el origen de coordenadas de las funciones de 
peso se ubican en el nodo (k, /) 

den
t 

  

  
  

  

  

  

  

  

  

      

Cuadro 3 

| Punto de Origen de Coordenadas Diagonal 
de la Funcion de Prueba en Nodo! Num. 

@ J) = (kD i 
(i, 9) = (k,i+1) 2 
(@, 7) = (k,f-D 3 
(4,7) = (kK+i,0 4 
@, 7) = (k~1,0 5 
@,9) = +1144) 8 
(i, 9) = (K+1,1-1) 7 
Qj) = (k-Ti+) 8 

[@ 7) = &-1,1-1) 3       
  

leu ua i cule 
tacionales que ofrecen 

36 

 



u eS
 

  

Los términos de carga Fi; que aparecen en el sistema de ecuaciones lineales (74) se 
iman también recurriendo a las integrales de Area segiin la ecuacién (73) ob
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$ algoritmos, se considers 
conveniente realizar el barrido en cuestién de acuerdo al sentido de las manecilias dei 
reloj. 
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La cs #4 en el respective vector de carga se 

consig pues ésta al asignar a cada nodo interior un 
nimero que lo identif i efectos de integracién, asociarlo adecuada- 

esto y dado que la matriz de coeficentes U;,, es altamente porosa, simétrica, definida 
positiva se utiliza el método del gradiente conjugado, . 

‘Toda vez pianteado el sistema de ecuaciones (74) se procede a resolverlo. Para 

Los multiples experimentos computacionales realizados mostraron excelentes re- 
sultados tanto en iérminos de exactitud en ios cdlevlos como en los tiempos de proce- 
samiento 

  

5.0.1 Criterios pera le inirumentecién o 

   

    

    

  

008 de la se realize. mediante cuatro grupos de suoprogramas, 

  

a continuacién se deseriben sucintamente. Los detalles descriptivos y 
corresponcientes listados se encuentran en el apéndices B, C, D y E que acompafian 
a este documento. 
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Por otra parte, procede mencionar que tres de los cuatro médulos que integran e] paquete computacional que se elaboré para resolver numéricamente el probi cuestiOn, y que se describen a continuacién, se ejecutan aprovechando las facilidades para el multiprocesamiento propio de computadora Origin 2000. 

  

Auf se aplica el sistema denominado MIMD (multiple-instruction mutliple-data} conde una coleccién de procesacores, sincronizados entre si, accesan diversos datos y ejecutan diversas instrucciones simultaéneamente. 

Ahora bien, dado que la referida computadora cuenta con dispositivos de memo- rie. distribuida, donde cada procesadcr posee sus Propios recursos independientes de rismoria, se opté por disefiar los programas computacionales recurriende al uso de ine- bras (threads), bajo la técnica denominada granuiacién gruesa, recurso adecuado i ependiente y simultdnea de diversas subrutinas. Como conse- cuencuencia la carga de trabajo se distribuye equitativamente entre los procesadores usados, haciendo innecesario ef uso de técnicas de balance de carga. 

o 
-&
 3 

5.0.2 Descripcién general de ias subrutinas 

i. El proceso computacional se inicia ejecutando el programa th_i.C; este pro- grama toma a su cargo 

  

a maila, con base en e! paso v 
(>) la evaluaciéa de las constantes Cr; que aparecen en la ecuacién (67 

ua estimacion de lag constantes Cy; se trabaja separadamente, en cada una, de las cuatro subregiones que rodean al nodo f = , 3), es decir, en los subdominios Q,, Gar, Qs y Czy del dominio Q,5). Para tal fn se elaboraron, en el lenguaje C++, cuatro subrutinas, una vor cada subregida y se ejecutar en paralelo en cuatzo process, 
    

  

a biturcacién dei proceso padre. 

    
  ahora en nueve procesacores, donde cada procesador evalts, une y sélo un 
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Tal vez en primera intencién el Método de Colocacién TH pudiese inducir, 
en este paso, una implementacién computational compleja, sin embargo una 
cuidadosa observacién muestra las grandes facilidades que al respecto ofrece el Método. 

A continuacién se deseriben los puntos principales de la meto ologia empieada 

\ 
{a} evaluan los term minos no nulos dela matriz M = [Metagl- Los cdiculos 

espectivos quedan a cargo de dos subrutinas donde, con la intervencién de 
formulas de cuadratura gaussiana (cien puntos), se integra la ecuacion (73). 
Una de ias subrutinas de integracién interviene cuando / es jy = (0 y 
ia otra se aplica en los restantes casos, es decir, cuando 9) d A (kB 

a 
6A
 

posiciona el términc S Man, en una diogonal de de la matriz de coeficientes 
M; a su vez aquella se determina en funcién de los indices ¢ y j (ver cuadro 
3) 

Cuatro subprogramas integran el pr 
7 términos de! vector de c rga = que igura en el lado derecho de la ecuacién 

(74). 

  

Las subrutinas corren simulténeamente en paralelo y corresponden, respectiva- 
mente, a cada uno de los cuatro lados de Ja frontera. 

Aqui de nueva cuenta se utilize el mismo par de subrutinas citadas en el inciso 
(a) del pérrafo anterior para evaluar las integrales de rea, 

El ultimo grupo lo integran tres programas que corren secuenciaimente, a saber: 

(a) el Programa th<v.f arma la matriz de rochcientes M 
expresién (74), para ello se recurre, segur se ta eh 
manejo de los datos aportados por e! programa t! te Ic 

ue > figura en la 
{ 

Re (o) el programa th_Vf construye ¢1 vector de carga F, mismo que Bgura en 
‘a expresiér. (74), se man pepe 2, Segin se indica en el inciso (3), los datos 
arrojados por el programa +] C 
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A fin de ilustrar el alto grado de convergencia de los algoritmos derivados del Ei 

Método de Colocacién TH: esquema de nueve puntos, se presentan a continuacién 

algunos ejemplos de aplicaciédn a problemas de valores en la frontera. 

Con el fin de presentar los resultados de varias aplicaciones numéricas !os resui- 

tados se grafican, en escalas logarftmicas, bajo la modalidade que a continuacidéa se 

- Eleje de ias abscisas corresponde al ntimero de nodos interiores (log(/ Num. nodos)) 
y el eje de las ordenadas al aditivo inverso del logaritmo > del error absolute 
(- (log (lu — aly 
\ eVOX AUIS 

- Dado aue la implementacién de los programas computacionales paralelizades, 

en el sistema Origin2000, no soportan numeros flotantes expresados en el modo 

de doblje precisién, \os ejemplos numéricos se estiman con ocho decimales de 

precisién 

A fin de apreciar adecuadamente la bondad dei Método de Colocacién TH, las 

soluciones numéricas obtenidas se contrastan con las obtenidas mediante el Método 

del Elemento Finito y Diferencias Finitas. Las scluciones para estos dos iltimos 

casos se obtuvieron con el paquete computacional DIFFPACK ((41], [42]), software 
orientado a objetos para resolver ecuaciones diferenciales parciales mediante elemento 

fnito y diferencias finitas, utilizando: para el manejo del Método del Elemento Finito 

con elemencos finitos rectan se iares, ia clase bdsica denominada Hiv y para ej caso 

del Método de Diferencias Finitas, esquema pen ntap untual, la clase baésica FDEM. 

En el siguiente cuadzo se sintetizan las principales caracteristicas de las malias 

*ZaCas DATS 1as DTIMeTas Cuaurce 288 &D nEcaciones     



  

  
  

  

  

  

              
  

  

Cuadro 4 

j sum. de Bandas Num. de ejes interiores | Num. de nodos interiores [| Paso Hi | 
3 | 5 25 z | 
4 7 49 z 
= 

fi 3 8 81 a 
6 ti 121 B > FE 55K Co 7 id 225 i 

6.2 Ejemplos de aplicaciones 

Aplicaciéa 1 Se busca la solucién numérica de la ecuacién 

a ig \ o ( \ 9 (78) Bye hw) + Bye OY) =u Uo} 

en el dominio @ = [0, 1] x [0, 1], dadas las siguientes condiciones de frontera 

fo cuando O< <1, y =9 

g senh(y) "  @=% Os ys! 
cos(z) x senh(1.0} » O0< 2<1, y=1 

( cos(i.0) x senh(y) ” z=, O< y<i 

z 

exacta del problema, a saber, 

A continuacién. en escal 
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en el dominio Q = [0, 1] x [0, 11, dadas las siguientes condiciones de fronierc  
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Figera 6: Errores de aproximacidn en Ja aplicacidn 2. 
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i], dadas las siguientes condiciones de frontera 
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On la ecuacié: ica de On Numer, busca la soluci Se 
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|, las condiciones de frontera son 
en et dominio = [0, 1] x [6, 2 
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A continuacidn se ofrece la gréfica de 

Aplicacién & Se busca la solucién numérica de la ecuacion 

  

a a2 
( = (20) Uz, y) + =sul(z,y) =0 80 8x2 \ YY by ( y) wey) 

en el dominio &@ = [0, 1] x [0, 1], les condiciones de frontera son 

( o+2? —cos(207 2} 0< <1, y =0 
J yay — ery g=0, O< y<i 

} a+a? —cos(20mzle* O< e<1, y =1 
Cory yen e=i, Os yi 

En este caso la solucién exacta del problema es: 

pty te? —y? — cos(20n ze ry, 

A continuacidn se ofrece ia gréfica de los errores donde el grado méximo de vre- 
cis 

al intersectarse generan 1089 nodos interiores en ei dominio de integracién ; siendo 
en consectiencia e: paso de esta malla 7 = 3I- 

     
Gee Y SerlOS vend a 

m se logra con una malia de 33 eles verticeles y otros tante horigontales, los que
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Figura 9: Errores de aproximacién en le aplicacién 5 

6.2.1 Discusién de los resultados 

Sn ia aplicacién bidimensional del Método de Colocaci 
resultados de los experimentos numéricos realizados al es 
(ver [8]}, se comprobé el excelente funcionamiento del método. 

  

Aqui procede mencionar que en tales problemas donde la solucién no contiene 
muchas oscilaciones, por ejemplo como las que presentan las funciones trigonométricas 
con un nimero de frecuencia grande, atin con mallas constituidas por unas cuantas 
aecenas 0 centenas de nodos se optiene exceientes resultados. Es decir, e! paso F de 
la malla deberd ser tai que permita captar las posibles variaciones de la solucién de 
problema en el dominio de su definicién. 

pe
 

&
 

    Por esta causa presentan diverses aplicaciones. En las eras Cuatro sé Observan 
tos errores maximos obtenidos al contrastar las soluciones numéricas con las soluciones 
exactas en problemas con maias compuestas desde unas decenas hasta unas cuantas 

nienas de nodos; este procedimiento permite opservar en detalle le evolucidn de ja 
ucion numérica a medida que se disminuye e! paso H de le matia. 
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Por otro lado, la aplicacién 5 requiere ya, para una adecuada aproximacién, de 
mallas integradas por varios cientos de nodos, alcanzdn 
millar de nodos incdégnita. 

dose en esta caso hasta un 

En este punto procede citar como las experiencias aportadas i 
lizadas en problemas bidimensionales son congruentes con las o} 
y _xperiineniar computacionalemente problemas vnidimensionales,¢ conde inclus 

‘nt& con los recursos tedricos para la estimacidn de los errores (ver [6]). 

  

Finalmente, procede sefialar como la exactitud alcanzada al estimar la solucién 
numérica con el Método de Colocacién TE supera a las obtenidas al usar tanto el 
Método dei Elernento Finito como el Método de Diferencias Finitas, en el esquema 
de cinco puntos. 

  

Esta investigacién es una parte de! trabajo que realiza el grupo de investigadores de- 
nominado grupo ELLAM, donde se desarrolla una nueva y muy prometedora, metodologia 
para discretizar ecuaciones diferenciaies tanto ordinarias como parciales asada en la 
Teoria Algebraica de Valores en la Frontera de Herre 7a; y por lo tanto los resultados 
aqui obtenidos deben contemplarse desde dicha perspectiva. 

€ 
el método expuesto sea aplicado para el desarrollo dal tratamiento numérico de di- 
versos problemas. 

Con el fin de ilustrar una de las posibles aplicaciones posteriores de este trab bajo, 
basta citar aquellas dedicadas al estudio de la ecuacién de transporte en dos variables 
esnaciales 

  

tema, en el caso de las ecuaciones diferenciales ord 
obtenide iogres espectaculares al rastrea 

      

En todas estas aplicaciones se han obtenido excelentes resultados y desde luego 
se han superado desventajas ineherentes de los métodos lagrangianos donde tanto 

Hs
 

bo
 

 



el ntimero de Courant como el error de truncamiento reducen significativamente la 
precision de los resultados numéricos. 

Asi pues, es de esperarse que dichos re ltados, siguiende los esquemas considera- 
dos en aquellos casos donde se trabdaja una variable espacial, tambi én se extiendan a 
problemas donde se consideran, con juntamente con la variable tem poral, dos variables 
espaciales. 

  

Por otra parte, procede mencionar como un aparente trabajo exaustivo en el 
Gesarroilo de las diversas rutinas computacionales que integran este trabajo se sim- 
plificéd notablemente ail aprovecharse baquetes computacionales dedicades al manejo 
simbélico de las expresiones algebraicas ({44]). 

inaimente, es de esperarse que las experiencias y resultados aportados en esta 
de esemboquen en el desarrollo de nuevos métodos para resolver ecuaciones diferen- 
elipticas en tres variables independientes, aprovechando los beneficios inherentes 

ala Teoria Algebraica de Herrera; y desde luego intrumentados computacionalmen te 
2 sistemas que admitan el proceso paralelizado, campo que se antoja natura 1 para 

este tipo de técnicas. 
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