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Introduccion

Iin el presente trabajo se hace el estudio de una parte
de la topologia llamada Teoria de Continuos, este tipo de
espacios ademas de ser atractivos son muy manejables; es
por ello que me dedique este tiempo de mi vida académica
a estudiarlos.

En el primer capitulo se da la definicién de continuo, y
algunos de los ejemplos méds conocidos. También presenta-
mos la herramienta necesaria para un mejor entedimiento
del resto del trabajo. En el segundo capitulo se introducen
un tipo de continuos llamados encadenables, todos estos
tienen la particularidad de vivir en el plano euclideano y
scr muy “Haquitos”.

El tercer capitulo se dedica al estudio de los conceptos de
Aposindesis y aposindesis mutua, el primero fue introducido
por Jones en 1941, el cual resulta ser una generalizacidn
cde la conexidad local y se parece al axioma de separacion
Ti. En 1969, Hagopian desarrolld la nocidén de aposindesis
mutua, que es una versidn “Hausdorfl” de la aposindesis
de Jones. Cabe observar que la aposindesis matua es mas
fuerte que la aposindesis pero en general es mas débil que
la conexidad local.

In el cuarto capitulo se estudian las propiedades nece-
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iv | INTRODUCCION

sarias sobre descomposiciones y espacios cocientes de con-
tinuos, el objetivo es dar lo necesario para el entendimiento
dec los teoremas principales en este trabajo, los cuales se
encuentran en cl quinto capitulo. Finalmente, en el sexto
capitulo, se presenta la versién en productos simétricos de
los dltimos resultados del capitulo anterior.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se introducen los conceptos y resultados
hasicos de continuos, los cuales ayudaran a obtener una
mcjor comprension de los siguientes capitulos de la presente
tesis. Para un entendimiento més amplio en la Teoria de los
Continuos se recomienda revisar el libro de Nadler, [N2].

Definicién 1.1. Uncontinuo esun espacio métrico, com-
pacto, conexo y no vacto. Los subcontinuos de un con-
finuo son aquellos subconjuntos del continuo que a su vez
son continuos.

Fxisten continuos que podemos visualizar ficilmente, al-
aunos de los mas conocidos se muestran en los siguientes
cjemplos.
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Ejemplo 1.1. En la literatura a la curva formada por la
unién de los conjuntos:

{(z,y) e R” | y = sen(1/z) y z € (0,1]}

{0,9) e R [y e [-1,1]}

es nombrada como la curva del topdlogo. Ver la siguiente
figura.

Ejemplo 1.2. Bl conjunto formado al identificar los puntos
(1,5en 1) con (0,-1) de la curva anterior es un continuo y es
llamado el circulo de Varsovia. Ver la siguiente figura.

—



Fyemplo 1.3. El conjunto descrito por {z € C | [2| = 1}
es conocido como el circulo unitario S, donde C denota al
conjunto de los niimeros complejos. Ver la siguiente figura.

En este trabajo, por convencion, tendremos que todo
continuo que sea mencionado serd un continuo no degene-
rado, es decir, es distinto de un punto.

Una manera de obtener nuevos continuos la sugiere el
siguiente teorema, el cual no serd demostrado, una demostra-
cién es dada en [N2, 2.1]

Teorema 1.2. FElproducto cartesiano de una cantidad finita
o numerable de continuos, con la topologia producto, es un
continuo.

Ejemplo 1.4. Sitomamos el producto cartesiano de St con
él mismo obtenemos un continuo el cual es conocido como
el toro. Ver la siguiente figura.
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Lema 1.3. Si X es un continuo y {Z,}aca es una familia
anidada de subcontinuos entonces (4 Za €3 un continuo.

Demostracion. Como {Z,}aca estd anidada, se tiene que
es una familia de cerrados con la propiedad de la inter-
seccién finita, de donde (.4 Zo es un subconjunto ce-
rrado y no vacio de X. Supongamos que MNpeca Za DO es
conexo. Fntonces existen dos cerrados ajenos y no vacios,
Ky L de X tales que [ .4 Za es igual a K U L. Como
X es un espacio normal, existen dos abiertos ajenos, U y
V, de X tales que K ¢ U y I C V. Ahora bien, observe-
mos que X \ (U U V) es un cerrado de X vy, por tanto,
compacto tal que esta cubierto por la familia de abiertos
{X\Z, | @ € A}. Asi que, existen oy, ..., ®, en A tales
que X \ (U UV) C Ui (X \ Z,,). De lo anterior se tiene
que ;-1 Za, cstd contenida en UUV. Como {Za}aea ostd
anidada, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que



Zow = (V)21 Za,- Como Zg, estd contenidaen UUV y Uy
I/ son abiertos ajenos, resulta que (},c4 %o C Zo, C U 0
qQue (aes Zo C Za, C V. En el primer caso tenemos que
(MNucs Za) (VK =0y enelsegundo ((,cq Zo) (1L =1. En
enalquicr caso obtenemos una contradiccion. Por lo tanto
(MNoc.a %a €5 conexa. o

Definicién 1.4. Un continuo X es unicoherente st cada
vez que X = AU B, donde A y B son subcontinuos de X,
sc tiene que AN B es conexa. Un continuo es hereditaria-
mente unicoherente si cada subcontinuo es unicoherente.

I’s facil observar que el intervalo [0, 1] es un continuo
hereditariamente unicoherente.  Asi como también no es
dificil ver que el circulo unitario no es unicoherente.

Il concepto que enseguida se definird fue estudiado en
1925 por R. L. Moore en términos de descomposiciones
semicontinuas superiormente. El significado de este ultimo
concepto sera estudiado en el capitulo de descomposiciones.

Definicidn 1.5, Sean X y Y espacios compactos y métri-
cos. St [ X — Y es una funcidn continua entonces se
dice que f es una funcidn mondtona si f~(y) es conezo
para cada y € Y.

1l signiente lema nos muestra una propiedad de las fun-
clones monotonas entre continuos.
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Lema 1.6. Sif: X — Y esuna funcidn continua mondto-
na y suprayectiva entre continuos y K un subconlinuo de V
entonces fHK) es un subcontinuo de X.

Demostracion. Lo nico que basta ver es que f~1(K) es
conexo, pues, como f es continua y K es un cerrado en
Y se tiene que fTHK) es cerrado en X. Supongamos que
f7Y(K) no es conexo entonces f~1(K) es la unién de dos
conjuntos cerrados, ajenos y no vacfos H y L de X. Dado
que f(fY(K)) = K, tenemos que K es la unién de f(H)
y f(L). Ahora, mostraremos que H cs igual a f~1(f(H)).
La contencién H C f7(f(H)) es inmediata. Sea h un
punto de H, como [ es mondtona, se tiene que Y f(h))
s un conexo contenido en f'(K) y que intersecta a H,
por tanto, f~1(f(h)) estd contenido en H. Lo mismo se
tiene con I, es decir, f71(f(L)) = L. Todo esto sirve para
ver que, si y es un punio de la interseccién de f(H) y f(L)
entonces f~l(y) estd contenido en la interseccién de H y
L, pero esto no puede ser ya que H vy L son ajenos, por
lo tanto, f(H) y f(L) no se intersectan lo cual nos da una
separacidn de K, lo que es una contradiccién. o

El teorema que en seguida se menciona, se utilizard en
el siguiente capitulo, para ver una demostracion de éste, se
recomienda revisar [Mo, 30. p. 158].

Teorema 1.7. Si la pareja de puntos a y b en R? separa a
la pareja de puntos ¢ y d en una curva cerrada simple J, I
es la componente acotada del complemenio de J y M es un
continuo en J U T el cual conliene tanto a c como a d y no
contiene a los puntos a y b entonces M separa al punto a
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del punto b en JUI. Esto es, (JUI)\M =U UV, donde
U y V son abiertos ajenos en JUI, a €U ybeV.

Ahora, mencionaremos lo que significa que una sucesion
de continuos converja.

Definicién 1.8. Sean X un continuo y {Fn}nen una suce-
sidn de subconjuntos cerrados de X. Se define el limite
superior de la sucesion {F,}nen, denotado lim sup(Fy),
como el conjunto de todos los puntos © en X tales que toda
vecindad de © intersecta o uno infinidad de F, y el limite
inferior, denotado lim inf(F},), se define como el conjunto
de los puntos z en X tales que toda vecindad de T wnler-
secta a todos excepto un nimero finito de los F,,. Si el limite
inferior coincide con el limite superior, es decir, limite in-
ferior = L = limite superior entonces la sucesion {Fobnen
converge & L y L es limite de {F,}new lo cual es denotado
como L = lim{F,).

Fjemplo 1.5. Para cada n € N definamos:

1
Fn:{(a:,y)GRﬂz:ayOgygl}.
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Entonces lim sup (F,)= lim inf (F,) es el conjunto
[0y e® o<y <1y,

es decir, es la linea limite de la sucesién F,.

En la siguiente figura podemos observar que el Hmite
inferior y ¢l limite superior no necesariamente son iguales.

Hrm Stepr

l_[im inil
]

- —
e

Lema 1.9. Sea X un continuo. Si Fy, Fy, ..., es una suce-
s16n de subconjunios no vacios de X enlonces el lim inf(F,,)
y el lim sup(F,) son subconjuntos cerrados de X.

Demostracion. Sean A = lfm sup(F,) y & un punto de acu-
mulacién de A. Lo que veremos es que x pertenece a A y
con esto tendremos que A es cerrado. Sea U, un abierto de
X que contiene a z, como x es un punto de acumulacion te-
nemos que Uy intersecta a A en al menos un punto distinto
de z, sea p un punto en la interseccién de U, y A\ {=z},
esto implica que p estd cn A, por tanto, sc tiene que cada



vecindad de p intersecta a una infinidad de Fy,, en particu-
lar, U, es vecindad de p, lo cual implica que U, intersecta
una infinidad de £, con esto se tiene que z pertenece a A.
Por lo tanto, A es cerrado. Andlogamente se demuestra que
lim wnf(F,) es cerrado. o

Lema 1.10. Sea X un continuo. Si F es un subconjunto
fio y cerrado de X y {Fp hnen €8 una sucesion de conjuntos
cerrados de X tales que para todan en N, F,, intersecta a .
Fntonces el limite superior de {Fy,}nen también intersecta
a I,

Demostracién. Sean F'y { Fy, }nen como en la hipétesis. Sabe-
inos que para cada n € N, F, intersecta a F. Sea p, un
punto en la interseccién de F,, con F. Como F es ce-
rrado se tiene que la sucesion {p, }nen tiene una subsucesion
{pn, tren que converge a un punto p en F y como cada py,
cstd en [, se tiene que p también es un punto del lim
sup(Fy,). Con esto se tiene la prueba. o

Definicién 1.11. Un continuo X es descomponible si
existen dos subcontinuos propios K y L de X toles que X =
KU L. X esindescomponible si no es descomponzble.

Casi todos los continuos que podemos imaginar son des-
componibles, es muy dificil imaginar continuos indescom-
ponibles, es por esta razén que, a continuacion mostraremos
un continuo indescomponible. En 1910 Brouwer definié un
continuo indescomponible, mdas tarde en 1911 Janiszewski
dio en su tesis una modificacidn del continuo descrito por
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Brouwer y, por dltimo, en 1922 B. Knaster simplificé 1a des-
cripeion dada por Janiszewski. Hoy en dia, a este continuo
se le llama. el continuo de Knastery su construccién es dada
en el siguiente ejemplo.

Ejyemplo 1.6. Sea C el conjunto de Cantor ternario en el
intervalo [0, 1} x {0}. Considere en R? a C; como la unién
de los semicirculos situados en el semiplano cerrado superior
con centro (%,0) y extremos en C. Para cada n € N, sea
C, la unién de los semicirculos situados en el semiplano
cerrado inferior con centros (5-53—,;, 0) y puntos extremos en
C. Entonces X = [J;2, C; es un continuo indescomponible.
Una demostracién de lo anterior estd dada en la observacién

al teorema 8 del libro [Ku, p. 213]. Ver la siguiente figura.
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Definicién 1.12. Sean X un continuo y = un punto de
X. A la unidn de todos los subcontinos propios de X que
contienen al punto z se le [lama lo composante del punto
x en X.

En los siguientes ejemplos se muestran las composantes
en algunos continuos.

Ejemplo 1.7. 1. Las composantes del intervalo {0,1] son
(0,1, {1,0) v [0,1);

2. S! tiene una sola composante que es S';

3. Si X es un continuo descomponible entonces X es una
composante de X. En efecto, ya que, como X es un
continuo descomponible, existen subcontinuos propios
Hy Lde X tales que X = HUL. Porser X conexo, se
tiene que H N L es diferente del vacio. Sea 2z un punto
de la interseccion de H y L. Luego, la composante del
punto z es X.

A continuacién se mencionan tres teoremas importantes
sobre las composantes de un continuo; dos de estos teore-
yas nos proporcionan condiciones necesarias y suficientes
para que un continuo sea indescomponible, para ver una
demostracién de ellos consultar sus respectivas referencias.

Teorema 1.13. Sea X un continuo. Entonces cada com-
posante de X es un subconjunto denso de X. [H-Y, 3-44]
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Teorema 1.14. St X es un continuo wndescomponible en-
tonces X tiene una cantidad no numerable de composantes.

[H" Y: 3’46]

Teorema 1.15. 57 X es un conlinuo tndescomponible en-
tonces las composantes de X son mutuamente ajenas. [H-Y,

3-47]

Definicidon 1.16. Sean X un continuo y x un punto de X .
Entonces la casicomposante del punto x, consiste de x
Junto con la unidn de todos los subcontinuos, K, de X tales
que ¢ € K C X \ L para algin subcontinuo I, de X con
Int{L) £ 0.

Teorema 1.17. Sean X yY dos continuos. Entonces cada
castcomposante de X x Y es densa en X x Y.

Demostracion. Sean V' un abierto basico no vacio de X xV
y (z,y) un punto de X x Y. Como la composante del
punto z es densa en X, esto se tiene por el teorema, (1.13),
existen un subcontinuo K y un abierto no vacio U en X
tales que K intersecta a la proyeccién I1 x(V),de Ven X,
el punto = pertenece al subcontinuo K y K estd contenido
en X\ C(U), anélogamente se tiene un subcontinuo propio
Len Y tal que el punto y pertencce a L y la proyeccién en
Y del abierto V, IIy(V), intersecta a L. Sean ¢ un punto
en la interseccidn de K y IIx (V) y 2z un punto en Y tal que
z no pertenece al subcontinuo I, considere los siguientes
conjuntos A = {t} x I, B = K x{y}, C = X x {z} y
D = Cl{U) x Y. Observe que AU B es un continuo, en
X XY, que tiene al punto (z,y) e intersecta al abierto
V; por otra parte, tenemos que la unién de C vy D es un
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continuo con interior no vacio, por construccion se tiene
que la unién de A y B estd contenida en el complemento

de C'U D, por lo tanto, cada casicomposante es densa en
X xY. o
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Capitulo 2

Continuos Encadenables

En esta tesis los continuos con los que trabajamos son en-
cadenables y es por esta razén que dedicaremos este capitulo
a la introduccién de propiedades y ejemplos de continuos de
este tipo. Més adelante utilizaremos lo obtenido aqui para
justificar otros resultados.

Definicidn 2.1. Sea X un continuo. Una cadena es una
coleccidn finita de abiertos, Uy, Us, ..., U,, de X tales que
U;nU; # 0 siysdlosii—j| <1. A cada elemento de la
cadena se le llama eslabon.

Definicién 2.2. Sean X es un espacio métrico y U una
fomalia de subconjuntos de X se define la malla deld como:

malllld) = sup{diam(U) | U € U}.

Definicién 2.3. Dadae > 0, se define una e-cadena como
una cadena cuya malla es menor que €.

Definicién 2.4. Un continuo X se dice que es encade-
nable si para cada € > 0, X se puede cubrir por una

15



16 CAPITULO 2. CONTINUOS ENCADENABLES
e-cadena. St x yy son puntos de X entonces X es enca-
denable de x a y si para cada € > 0, existe una g-cadena,
{Ur,...,Us}, que cubre a X tal que z € U, yy e U,

Para ilustrar la definicién anterior daremos algunos ejen-
plos de continuos encadenables.

Ljemplo 2.1. El conjunto formado de reflejar la curva del
ejemplo 1.1 con respecto a su barra limite, unién ella misma,

es un ejemplo de un continuo encadenable. Ver la siguiente
figura.

Ci Gd
o 15D T) ()
KB (e (e 1)
R ) P} E
0 ) [5) B
(D (4 st
W o7 ()
(R 1
Rt @
Sive o b
5 ) &

§

(I
A,
G
i

-

Lijemplo 2.2. Bl intervalo unitario [0, 1] es encadenable de
0 a 1. Ver la siguiente figura.

Fjemplo 2.8. El continuo que se forma, al unirse ¢l Knaster,
ver (1.6), y la reflexién con respecto al origen de él mismo
es un ejemplo de un continuo encadenable. Fste continuo
no es cncadenable entre ningin par de sus puntos.
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Teorema 2.5. Todo subcontinuo de un continuo encode-
nable es encadenable.

Demostracion. Sean e > 0y K un subcontinuo de X. Como
X es encadenable, existe una e-cadena, C, que cubre a X,
con cslabones U, Us,...,U,. Sean 7 el indice del primer
cslabén de € que intersecta a K y j el indice del dltimo
eslabdn de C que intersecta a K. Lo que veremos es que
¢l conjunto de {U; N K,U;y N K,...,U; N K} es una &-
cadena que cubre a K. FEl didmetro de cada U; N K es
menor que € ya que éstos estdn contenidos en eslabones
de C v cubren a K por como se tomaron. Ahora veremos
que U, N K, Uiy N K,...,U; N K forman una cadena de
K. Supongamos que no es cierto, esto implica que existe
un indice I en {i,%+1,...,7} tal que el eslabén con indice
[ interseccién K no intersecta al eslabén con indice [ + 1
interseccién K, por tanto, K estéd contenido en la unién de

A= _(UnnK)y B=J _.,(UnNK) donde Ay B
son abiertos v ajenos de X; lo que contradice la conexidad

de K. o

Lema 2.6, Sea X un espacio métrico y compacto. St U
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es una cubierta de X entonces emiste N > 0 lal que para
todo subconjunto A +£ 0 de X cuyo didmetro es menor que
A, existe U ¢ U tal que A C U. El ntimero A cs llamado
un nimero de Lebesgue para la cubierta . Ver [H-Y,
1-32].

‘Teorema 2.7. Sea X un continuo encadenable con métrica
d. Entonces X es unicoherente.

Demostracion. Supongamos que X es un continuo encade-
nable que no es unicoherente, entonces X = K UL donde K
y L son subcontinuos de X tales que su interseccién no es
conexa, es decir, KNL = AUB, con Ay B cerrados, ajenos
y no vacios. Como A y B son compactos y ajenos se tiene
que la distancia entrc A y B es positiva, sea r = d(4, B).
Como X es encadenable existe una cadena C; que cubre a
X tal que su mall(C,) es menor que 7. Por el teorema de
encogimiento!, ver [Wi, 15.10), sin pérdida de generalidad
podemos suponer que si C; y C; no son eslabones consecu-
tivos en €y entonces, Cl{C;) no intersecta a Cl(C;). Como
K es un subcontinuo propio de X, por el teorema (2.5),
tenemos que K es encadenable y, por como se probd ese
teorema, vimos que los eslabones de C; que intersectan a X
forman una subcadena, C', de C; que cubre a K. Sea j el
indice del primer cslabén de C! que intersecta a A o a B. Sin
pérdida de ganeralidad podemos suponer que C; intersectd
a A. Sea m el indice del iltimo eslabdén de C! que intersectd
a B. Sean 7 cl indice del dltimo eslabén de C que inter-

Teorema. Si W es un espacio normal y U = {U1,...,Us} es una cuabierta
abicrta finita de W entonces existe una cubierta abierta V = {¥,,...,V,} de W tal
que para cada j € {i,...,n}, Cl(V;) C U,.
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secté a A v my el indice del primer eslabén de C ! que inter-
secté a B, nétese que los eslabones C, y Clyy, son ajenos,
como C' es una cadena que cubre a K se tiene que existe
un indice k; entre 71 y mq, es decir j1 < k1 < ma, tal que el
eslabdn CL(CY,) de C! no intersecta a AU B, si el eslabon
C'y, no existiera se tendria que K estaria contenido en la
unién de Cly, ..., CY v Clings o ', contradiciendo su
conexidad. Sea \ un ntimero de Lebesgue para C;. Entonces
existe una cadena Cy de mall(Cy) menor que el min{A, %}
que refina a Cy, cubre a K y tiene eslabones C%,, C%, v
C?n, (J2 < ko < ma) que cumplen con que C?, NA#0,
C%,,NB # 0y que C?,, C Cl%,. Repitiendo este pro-
ceso inductivamente, obtenemos una sucesién decreciente
de eslabones Ct,, C?,,... que no intersectan a AU B.
Consideremos la m;’_’;lcikt COMo dia’,mi_,oo{C‘ikl} = 0, se
tiene que ()52, CI{(C%,) consta de un solo punto, al que lla-
maremos p. Notemos que para cada i, por construccion,
Cl(Ci,) N (AU B) = . Como cada C%, pertenece a una
cubierta de K, resulta que p € K \ L. Sea s = d(p, L). Si
n es un nimero natural tal que % < s entonces el eslabdn
C™. no intersecta a L, pero esto no puede pasar ya que hay
eslabones en C, antes y después de C" que intersectan a
ANLya BN L, respectivamente. Por lo tanto se tiene
que K N L es conexa y, como consecuencia que, X es un
continuo unicoherente. o

Corolario 2.8. Todo continuo encadenable es hereditaria-
mente unicoherente.
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Definicion 2.9. Una funcién suprayectiva f : X — Y es
una e-funcién si para cada y € Y, didm(f(y)) < =.

Lema 2.10. Sif: X — Y es una e-funcidn entre espactos
méiricos y compaclos entonces, existe § > 0 tal que st U C
Yy didm(U) < § se tiene que didmf—(U) < ¢ .

Demostracion. Como didm(U) = didm(CI(U)), no se pierde
generalidad al probar el resultado sélo para los subconjun-
tos cerrados de Y. Supongamos que el resultado no es
cierto. Entonces para cada n en N, existe un subconjunto,
By, cerrado en Y tal que didm(B,) < }1; y didmf(B,) > .
Como X es compacto, por [N1, 0.8], podemos encontrar
un subsucesién { By, }32, de {B,}52; tal que {F (B, )},
converge a un subconjunto cerrado, A, de X. Notemos
que ¢ < didm(A). Sin pérdida de generalidad podemos
supouer que { By, 132, converge a un cerrado B de Y. Como
limyeodidm(By,) = 0, se tiene que didm(B) = 0. Esto es,
existe y € Y tal que B = {y}. Por la continuidad de f, se
tiene que f(A) = {y}, de donde e < didm(A) < didmf~'(y)
que es una contradiccién, pucs f es una e-funcién. o

Teorema 2.11. Sea X un continuo. Fnionces X es enca-

denable si y sdlo si para cada € > 0 existe una e-funcidn de
X en [0,1].

Demostracion. Sean X un continuo encadenable y £ > 0.
Como X es encadenable, podemos encontrar una 5-cadena,
C = {Uy,...,U,} que cubre a X tal que, por el teorema de
encogimiento (pag. 18), CI(U;) N Cl(U;) = B siempre que
|4 — 7] > 2. Sin pérdida de generalidad podemos suponer
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que n > 3. Seam =méax{j | 27+ 1 < n} y observemos que
m > 1, pues n > 3. Para cada k € {1,...,m} sean

My, = Cl(Upp—y) U CLUzk) U Cl{Uppss)

It = [sk, tx),

donde s, = "n;ll y i, = % Notemos que por la eleccion de C,
Cl{Upp—1)NCYUspy1) = B paracada k € {1,...,m}. Como
todo espacio métrico es perfectamente normal se tiene que
para cada k € {1,...,m} existe una funcién fy : My — I
tal que f7 ' (sk) = Cl(Uag—1) ¥ £ H(tr) = Cl{Uszg41), ver [Du,
4.3 p.148]. Sea

f:X —=[0,1]
definida como

f(z) = fi(z) slxz € My para alguna k € {1,...,m}
VTV size Q)

Como los eslabones disjuntos de C tienen cerraduras dis-
juntas, se tiene que f estd bien definida. Ademas, f estd
definida en todo X ya que J;_, U; = X v, por las defini-
ciones de m y de los conjuntos My, se tiene que X \|J]-; Mj
estd contenido en U,. Como cada fi es continua, se tiene
que f es continua en X. Como X es conexo y 0 y 1
pertenceen a f(X), se tiene que f es suprayectiva. Por otra
parte, sir € [0, 1), entonces f~(r) C Cl(U,) para alguna j,
de donde se tiene que si 7 € [0, 1) entonces didmf '(r) < §.
Si 2m + 1 = n entonces f71(1) = Cl(U,); si 2m + 1 # n
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entonces 2m+1 = n—1y, asf, f~1(1) = C(U,)UCl(/, —~1).
En cualquier caso, resulta que didmf~!(1) < £. Por tanto
[ es una e-funcién de X en [0,1]. Ahora, veamos que
X es encadenable teniendo como hipétesis que para cada
e > 0 existe una f, : X — [0,1] tal que f, es suprayec-
tiva y e-funcién. Sean e > 0y f. : X — [0,1] una &-
funcién. Por el lema 2.10, existe § > 0 tal que si U C [0, 1]
y didm(U) > & entonces didmf (U) < . Sean € N
tal que % < %. Dado que las funciones inversas preser-
van intersecciones se tiene que el conjunto formado por
{71020, SN A & B, g (st ),

[T 1((”; ,1])} es una e-cadena que cubre a X. Con esto
tenemos que X es encadenable. o

Lema 2.12. Sean X y Y dos coniinuos encadenables. Si
K y H son dos subcontinuos de X XY tales que ly(K) =Y
y Hx(H) = X entonces se tiene que K N H # §, donde
X XY tiene la métrica del mdzimo.

Demostracion. Supongamos que K v H no se intersectan,
por tanto, la distancia, d(K, H), entre H y K es positiva.
Sea £ < min{s,d(H, K)}, como X y Y son encadenables,
se tiene que cxisten e-funciones f, : X — [0,1] y g, : V —
[0,1]. Consideremos la funcién h de X x Y a [0, 1]? dada
por:

h($, 'y) == (fs(x):ge(y))'

Es facil ver que b es una e-funcién. Por hipétesis, tencmos
que llx(H) = X y, como el siguiente diagrama conmuta
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XxY h [0,1]2

My t
f Y

X ¢ [0,1]

se tiene que f. o IIx(H) es lo mismo que IIx o h(H), es
decir, h(H) intersecta a {0} x [0,1] y a {1} x [0,1]. Por
hipétesis, Iy (K) =Y y, como el diagrama

conmuta, se tiene que II;, o h(K) es el intervalo [0,1],
por tanto h{K) intersecta a [0, 1] x {0} v a [0, 1] x {1}, por
cl teorema 1.7, se tiene que A{H) y h{K) se intersectan.
Sea p un punto de la interseccién de A(H) con h(K), como
h es suprayectiva existen ry en H vy rx en K tales que
h(rg) = h(rx) = p lo cual es una contradiccién, pues, H y
K estén a distancia mayor que £ y h es una e-funcién. Por
lo tanto,  y K se intersectan. o
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Teorema 2.13. Sea X el producto de dos conlinuos en-
cadenables e indescomponibles Y y Z. Para cada par de
punlosy € Y y z € Z, se define C,, = C,, x C,, donde
Cyy 4y Cy, son las composantes de y yzenY y 4 respecti-
vamente. Entonces para cada (y,z) € X la casicomposante
del punto (y,z) en X es Cy,.

Demostracidn. Sea (p,q) un punto de Cyz, esto implica que
p estd en la composante de Y que contiene a y, por lo que
existen un subcontinuo, X, en Y tal que p y i pertenecen a
Ky un abierto no vacio, U, en Y tal que K no intersecta a la
cerradura,Cl(U), de U. También, como el punto g pertenece
a la composante de Z que tiene a z, se tiene que existen un
subcontinuo L en 7 tal que ¢ y z estdn en L y un abierto no
vacio, V', en Z tal que la cerradura, CI{(V), de V no inter-
secta a L. Con lo anterior podemos construir los siguientes
continuos: M que sea cl producto de K y L, nétese que
los puntos (y, z) y (p, q) pertenecen a M v, definamos a N
como la unién de Cl(U) x Z y Y x CI(V). Obsérvese que
el interior, Int(N), de N es diferente del vacio. De esto se
deduce que (p,q) pertenece a la casicomposante de (y, 2)
por lo tanto, Cy, estd contenida en la casicomposante de
(y, 2).

Ahora veremos la otra contencién. Sea (p, ¢) un punto de la
casicomposantc de (y, z). Supongamos que (p, ¢) no esté en
Cyz. Como (p, ¢) estd en la casicomposante de (y, z) existen
dos subcontinuos ajenos K y L en X tales que el interior
de L no es vacio y los puntos (p, q) y (y, z) pertenecen a K.
Como (p,q) no estd en Cy, se tienc que p no pertenece a
Cyy 0 ¢ no estd cn C,7. Supongamos, sin pérdida, de gene-
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ralidad, que p no estd en Cyy. Como p y y estén en L1y (X)),
p no estd en Cyy y Y es indescomponible, Iy (K) = Y
Como Z es indescomponible la proyeccién, [Iz(L), de L en
Z es todo Z ya que si no fuera asi Z tendria un subcon-
tinno propio con interior distinto del vacio. Por el lema
(2.12) tenemos que K y L se intersectan esto contradice la
cleccidén de K y L. Por lo tanto (p, ¢) pertenece a Cy,. ©

Como resultado de este teoirema se tiene el siguiente coro-
lario.

Corolario 2.14. Si X es el producto de dos continuos en-
cadenables e indescomponibles, entonces X tiene una can-
tidad no numerable de casicomposantes ajenas.

La ultima parte del capitulo se la dedicaremos a conti-
nuos irreducibles. Este concepto fue introducido en 1909
por Ludovic Zoretti. El primer articulo dedicado al estudio
de continuos irreducibles fue la tesis de Janiszewski publi-
cada en 1911,

Definicién 2.15. Un continuo X esirreducible entre dos
de sus puntos x y y, st para todo subcontinuo, Y, de X tal
quer yy €Y se tiene que Y es igual a X.

Iyemplo 2.4. El intervalo [0,1] es irreducible entre el 0 y el
L
Jyemplo 2.5. La curva del topélogo (1.1) es ejemplo de un
continuo irreducible entre el punto p y cualgiuer punto de

Ia Hnea limite.
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‘Teorema 2.16. Sean X un conlinuo y z yy dos puntos de
X. 51 X es encadenable de z ay entonces X es irreducible
enire x y ¥,

Demoslracidn. Supongamos que X no cs irreducible entre
los puntos « y y es decir existe un subcontinuo propio K
de X que contiene a los puntos z v y. Sean z un punto en
X\ K, r la distancia entre z y K, la cual es positiva ya
que z no pertenece a K, y € un niimero positivo menor que
7T; por hipdtesis X es cncadenable de z a y entonces X se
puede cubrir por una e-cadena C, con eslabones Cy,...,C,
donde z pertenece al cslabén Cy y v al eslabén C,,. Como
z ¢s un punto de X existe un eslabdén C; de C que contiene
a z y no intersecta a K, esto es por como se escogid &,

luego, K estd contenido en la unién de A = [/ (C,, N K)
y B = U”m:jH(C’m N K). Nétese que A y B son ajenos,

abiertos y no vacios por construccién; esto nos dice que
K esté desconectado, pero esto no es posible ya que K es
conexo; por lo tanto, X es irreducible entre = v v. o

Como ya mencionamos en el ejemplo 2.3, existen conti-
nuos que no son encadenables entre ningin par de puntos,
por lo que el teorema anterior no se les aplica. Sin embargo,
se tiene el siguiente resultado, una demostracién del cual,
sc encuentra en [N2, 12.11].

Teorema 2.17. Todo continuo encadenable es irreducible.

Fgemplo 2.6. FEl continuo que se muestra es un ejemplo de
un continuo que no cs encadenable pero si es irreducible.
Obsérvese que tampoco es unicoherente. Ver la siguiente
ligura.
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Teorema 2.18. Sea X un continuo irreducible entre x y
y. Si M es un subcontinuo, de X, que separa a X entonces
X\ M = KUL donde K y L son dos conezos que lienen
oz y ay respectivamente y M no contiene ax nt a y.

Demostracidén. Supongamos que X \ M = AU B. Por [N2,
6.3] sc tiene que M U Ay M U B son subcontinuos propios
de X, en particular, M U A y M U B son conexos. Por
hipétesis tenemos que X es irreducible entre = y y, esto nos
dice que ningiin subcontinuo propio de X contiene a 2 y a
y, esto implica que z ¥ ¥ no pertenecen ambos a M U A ni
aMUBy como X = (MUA)U (MU B) tenemos que
2 no pertenece a M y también que y no pertenece a M.
Ahora sean K = Ay L = B y supongamos que z € K
y que ¥ € L. Ahora veremos que K es conexo. Sea
Ja componente de K que contiene a z. Por el teorema de
los golpes en la frontera [N2, 5.4], se tiene que C tiene un
punto limite en M, de esta forma se tiene que CUM U L
es un subcontinuo de X' que contiene tanto a x como a y,
de donde C UM U L = X. Lo cual implica que C = K,
esto es, K es conexo. Andlogamente se muestra que L es
Conexo. o
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CAPITULO 2. CONTINUOS EN CADENABLES



Capitulo 3

Aposindesis

Il objetivo de este capitulo es familiarizarnos con los
conceptos de aposindesis, semiaposindesis y aposindestis mu-
tva. También mostraremos resultados y ejemplos relacio-
nados con estos términos.

El concepto de aposindesis, abajo mencionado, fue in-
{roducido por F. Burton Jones en 1941 como una generali-
zacion de la conexidad local.

Definicién 3.1. Sean X un continuo y © y y puntos dis-
tintos de X. Se dice que X es aposindético en z con
respecto a y st existe un subcontinuo K de X tal que
r e Int(K) ¢ K ¢ X\ {y}. X es aposindético, si es
aposindético en todos sus puntos.

Posteriormente, en 1971, L. E. Rogers introdujo la si-
guiente nocién, como una generalizacién de la aposindesis.
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Definicion 3.2. Un continuo X es semiaposindético en
{x,y }, conz #y, si existe un subcontinuo C de X tol que
uno de los puntos estd en el interior de C' y C no contiene al
otro punto. X essemiaposindético si es semiaposindético
para cualesquiera par de puntos distintos.

Ejemplo 3.1. x En la literatura cl conjunto deserito por:

o He(t, 2y (022 < 1)

es nombrado como el abanico armdnico, el cual es un ejem-
plo de un continuo semiaposindético que no es aposindético.
Ver la siguiente figura.

En 1969 C. L. Hagopian desarrollé los conceptos que a
continuacién se mencionan.
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Definicién 3.3. Sean X un continuoy z y y puntos distin-
tos de X. Se dice que X es mutuamente aposindético
en z v y si existen dos subcontinuos K y L de X tales que
e € Int(K), y € Int(L) y LN K = 0. X es mutuamente
aposindético si es mutuamente aposindético en todos sus
puntos.

Ejemplo 3.2. El conjunto, que se ilustra, es lamado La sus-
pension del conjunto de Cantor, éste es un ejemplo de un
continuo mutuamente aposindético, el cual no es localmente
conexo. Ver la siguiente figura.

Definicién 3.4. Sea X un continuo. X es estrictamente
no mutuamente aposindético si pare cualesquiera dos
subcontinuos K y I de X con interior diferente del vacio
se tiene que LN K # 0.
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Es importante observar que los conceptos de aposinde-
sis, semiaposindesis y aposindesis mutua se parecen a los
axiomas de separacién 71, Ty y Th respectivamente.

Uno de los resultados sobre aposindesis obtenido en 1948
por F. 3. Jones es el siguiente tcorema.

Teorema 3.5. Si X yY son continuos entonces X XY e¢s
aposindético.

Demostracidn. Sean (£1,41) y (z2,%2) puntos distintos en
X xY. Veremos que existe un subcontinuo K de X x Y tal
que (z1, y1) pertenece al interior de K y (X x Y)\ { (x5, yo)}
contiene a K. Supongamos, sin pérdida de gencralidad, que
1 es distinlo de 3. Como X es un continuo, existe un
abierto U de X tal que z1 pertencee a U y CI{U) esté con-
tenida en X\ {#2}. Definimos H = Cl{U) XY y observemos
que, por construccién, (x1,y1) pertenece al interior de H v,
también, se tiene que (zg,y2) no pertenece a H.

Sea z un punto de Y distinto de 3. Considere L —
X x {z}, por como se tomé al punto z, se tiene que, (x4, y;)
no pertenece a L. Sea K la unién de H y L, por lo anterior,
se tiene que el punto (@1, 1) pertenece al interior de Xy
K estd contenido en (X X V) \ {(z9,32)}, v, ademds por
construccion, K es un subcontinuo de X x Y. Por lo tanto,
X x Y es aposindético.

o

Observacion. Il producto de dos conbinuos no necesaria-
mente es mutuamente aposindético.
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Para ver esto, considere los siguientes continuos:

Al continuo X del plano como la unién del conjunto A
dado por la cerradura de la unién de los segmentos que
unen al punto (0, 0) con los puntos de la forma (1,1/7) cop
7= 1,2,... v del conjunto B definido como la cerradura de
la unidn de los segmentos que tienen como puntos extremos
al punto (1,0) y a los puntos (0,—=1/¢) cons=1,2,... Y
al continuo Y en el eje Z como el intervalo unitario [0, 1].
Ver la siguiente figura.

X ) -

Daremos un bosquejo del por qué el producto de estos
continios no es mutuamente aposindético.

Para mostrar que X x Y no es mutuamente aposindético
sc tiene que ver que existen dos puntos distintos, z y ¥, que
no sc pueden separar por dos subcontinuos ajenos que los
contengan en sus respectivos interiores relativos a X x Y.
Sean z = (0,0,0) y y = (1,0,0). Nétese que una base de
abiertos de X X Y estd dada por la coleccion de las bolas
abiertas de R® intersectadas con el continuo X x Y. Sean
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U un abierto de X X Y tal que z estd en U y z un punto
distinto de z de tal forma que z esté en la interseccion de
Uy (BxY)\([0,1] x {0} x [0,1]); obsérvese que, la tinica
manera de unir a x con z por un continuo K en X x Y,
es que este continuo intersecte al segmento {(1,0)} x Y.
De la misma forma, si V' es un abierto de X x Y tal que
tiene al punto y, el Ginico camino para unir los puntos de la
interseccion de V' y (A x Y)\ ([0, 1] x {0} x [0,1]) con y es
por un continuo H que intersecta al conjunto {(0,0)} x Y.
Por el teorema (1.7), se tiene que H y K se intersectan,
luego entonces, no existen continuos ajenos que tengan a
los puntos z y ¥ en su interior; de esto se sigue que X x Y
no es mutuamente aposindético. Ver la siguiente figura.

XxY
z

L

“(1,0,0)




39

El ejemaplo anterior muestra que el producto de dos conti-
nuos o necesariamente es mutuamente aponsindético, ha-
ciendo una modificacién en la hipétesis, se puede afirmar
que si lo es. En seguida se demostrard un lema que, pos-
teriormente, se utilizard para la prueba de la afirmacién
anterior.

Lema 3.6. 5t X es un continuo semiaposindélico y = es
un punto de X entonces existe un subcontinuo propio, K,
de X tal que = pertenece al interior de K.

Demostracién. Sea y un punto distinto de z, como X es
semiaposindético existe un subcontinuo W de X tal que W
contiene en su interior a uno de los dos puntos y no contiene
al otro. Si = pertenece al interior de W ya acabamos, pues
tomamos K = W. Siy € Int(W) C W C X \ {z} entonces
consideraremos los siguientes casos:

1. X \ W es conexo. Como W tiene interior no vacio,
se tiene que CI(X \ W) es un subcontinuo propio de
X que tiene al punto z en su interior, por tanto el
subcontinuo buscado es K = Cl(X \ W).

2. X \ W no es conexo, es decir, X \ W = AU B con
A y B conjuntos ajenos, abiertos y no vacios; como
z pertenece a X \ W se tiene que z esta en A 0 en
B. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que z
pertenece a A; como B es no vaclo, W U A es un
subcontinuo propio [N2, 6.3] de X que contiene a z

en su interior, por tanto el subcontinuo buscado es
K=WubB.
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Teorema 3.7. 5t X y Y son continuos semiaposindéticos
entonces X X Y es muluamente aposindélico.

Demostracion. Sean (z1,y1) v (22,y2) puntos distintos en
X x Y. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que z1 y
29 son puntos distintos en X; como X es semiaposindético
se tiene que existe un subcontinuo Cy de X tal que contiene
a uno de los puntos en su interior y no contiene al otro. Sin
pérdida de generalidad podemos suponer que 2y € Int(Cp).
Sea U un abierto de X tal que g € U y CH{UYN Gy = 0.
Por el lema (3.6), tenemos un subcontinuo propio €} en Y
tal que el punto y; esté en su interior, tommemos un punto z
en Y que no esté en (1, esto se puede ya que C] es propio.

Defina C = Cy x 4, como C' es el producto de dos
subcontinuos, se tiene que € es un subcontinuo en X x Y
tal que el punto (z1,41) € Int C; ahora, sean L = Cl(U) x
Y v K = X x {z}, por tanto, sc tiecne que L y K son
conjuntos cerrados en X X Y; el conjunto definido como
J =L UK es cerrado y conexo en X X Y, por lo tanto, J
es un subcontinuo de X x Y tal que (zg, y2) € Int(J) y, por
la construccién de C y la de J, se tiene que CNJ = . De
csto se sigue que X X Y es mutuamente aposindético. ¢

Como consecuencia del teorema anterior se ticne el siguiente
corolario.

Corolario 3.8. Si X y Y son conlinuos aposindélicos en-
tonces X X Y es muluamentie aposindélico.
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Anteriormente se observd que el producto de dos con-
tinuos no es necesariamente mutuamente aposindético, sin
embargo, si tomamos el producto de tres continuos si re-
sulta ser mutuamente aposindético.

Teorema 3.9. St X, Y y Z son continuos entonces X X
Y x Z es mutuamente aposindético.

Demostracion. Sean (z1,y1,21) ¥ (%2, s, 22} puntos distin-
tos de X x ¥ x Z, podemos suponer que z; es distinto de
To.

Vamos a ver que existen dos subcontinuos ajenos H y
[ de X xY x 7 tales que el punto (z1, 1, 21) pertenece al
interior de 1 y el punto (zz, 19, 22) estd en el interior de K.
Como X y Y son continuos se tiene, por (3.5), que X XY
es aposindético, esto implica que existen un subcontinuo L
de X x Y tal que el punfo (zy, y1) pertenece en el interior de
Ly L esta contenido en (X x Y)\ {(z2,92)} vy un abierto U
de X x Y tal que el punto (z2,y2) pertenece a U, LNCHU)
¢s vacia y el punto 21 no esté en la proyeccién de U sobre
X, la cual se denotard como [Ix(U). Sea z un punto de
7 distinto de z; y z3. Considere a W un abierto de Z que
contenga al punto z; y el punto z no esté en CI(W).

Secan M = L x Cl{W) v N = {(z1,21)} x Z. Defina a
H como la unién de M y N, de esto se sigue que, H es un
continuo y, por contruccién, el punto {(z1, 41, z1) pertenece
a su interior.

Ahora, considere P = Cl(U) x 7 y Q = IIx(Cl{U)) x
Y x {z}. Sean y un punto de Y distinto de y; y, R =
X x {y} x {z}. Luego entonces, defina al subcontinuo K
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como la unidn de P, Q y R, observe que K tiene al punto
(3:2, Y2, 22) en su interior y no intersecta a H, eslo se tiene
por construccion. Por tanto X x Y X Z es mutuamente
aposindético . Ver la siguiente figura. o

(Xzf b)) )
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Teorema 3.10. Sea X un continuo. Considere las suce-
ciones, {z, 150, v {ya}2,, en X tales que:

1. Para cadan € N, y, es un punto de X distinto de x,;

2. {z,}%, converge a = y {yn ., converge a y donde T
y y son puntos distintos de X;

3. Parae cada n € N, X no es mutuamente aposindético
en Tn Y Yn-

FEntonces X no es mutuamente aposindético en x y y.

Demaostracion. Supongamos que X es mutuamente aposin-
déticoen z y y, esto implica que existen subcontinuos ajenos
K v L de X tales que el punto z pertenece al interior de K
v el punto y al interior de L.

Por hipétesis, se tiene que la sucesién de puntos {z,}52,
converge al punto z y la sucesién de puntos {y,}>, con-
verge a ¥, por tanto, existe un numero natural N tal que el
punto z pertenece al interior de K y el punto yy pertenece
al interior de L, de esto se sigue que X es mutuamente
aposindético en zy v yy para alguna NV, lo cual contradice
la ultima condicién del teorema. Por lo tanto, X no es
mutuamente aposindético en z y ¥. o

Teorema 3.11. Sean X un continuo y N el conjunto de
puntos de X en los cuales X no es mutuamente aposindético.
Entonces N es la unidn numerable de conjuntos cerrados.

Demostracion. Sea X un continuo con métrica d. Para cada
n € N, defina el siguiente conjunto:
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Xo={p€ X : existe g € X tal que X no es mutuamente
aposindéticoen p y q y d(p,¢) > 1/n}.

Observemos que el conjunto definido anteriormente es un
conjunto cerrado, para ver esto, sea z un punto en la ce-
rradura de X, esto implica que existe una sucesién {@r}2,
de puntos en X, que convergen al punto %, como esta
sucesién {z;}32, se encuentra en X, se tiene que para cada
término zy, existe un punto y; en X, diferente de zy, tal
que X no es mutuamente aposindético en estos puntos y
cumplen que d(zg, yx) > 1/n. Luego entonces, sin pérdida
de generalidad podemos suponer que la sucesién {us )52,
converge a un punto y de X. Por el teorema anterior se
tiene que X no es mutuamente aposindético en z y y; de
esto se sigue que  pertencce a X, por lo tanto X, es ce-
rrado; como se queria ver.

Ahora, veamos que el conjunto N es la unién de los con-
juntos X,. Sea y € N, se verd que y € |J22, X,,. Como y
estd en el conjunto A esto implica que, existe un punto z
en X tal que X no es mutuamente aposindético en z y v y,
la d(z,y) > 1/n para alguna n € N, de esto se sigue que y
pertenece a X, para algliin nimero natural n, por tanto y
estd en (oo, Xy, como se deseaba. La otra contencién es
trivial; con esto queda demostrado este teorema. o

Definicién 3.12. Sea X un continuo. Para cada punto x
en X, denotaremos como Ly al conjunio de todos los puntos
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y de X tal que X no es aposindético eny con respecto o T;
y o K, ol conjunto de todos los puntos y de X donde X no
es aposindético en © con respecto o Y.

Ejemplo 8.3. Para el punto z dado en la curva del topdlogo
el conjunto L, estd formado por los puntos de la barra
limite. Ver la siguiente figura.

Observacidn. Podemos ver que en general el conjunto K,
no siempre es conexo. Para ilustrar esto, tenemos el si-
guiente ejemplo.

Ejemplo 8.4. Considérese al continuo formado por el aba-
nico de Cantor en el intervalo unitario y los semicirculos
con centro en (0, 1/2), como se muestra en ¢l dibujo. Sea
un punto distinto de p en este continuo. Obsérvese que el
conjunto K, consta sélo de z y del vértice p, por tanto, K,
no es conexo. Ver la siguiente figura.
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‘Teorema 3.13. Sea X un continuo. Para cada z en X, el
congunto L, es un continuo.

Demostracion. 1. L, es cerrado.

Para esto basta demostrar que X \ L, es abierto. Sea z
un punto de X'\ L,, esto implica que X es aposindético
en  con respecto a z, es decir, existe un continuo C' de
X tal que z pertenece al interior, Int(C), de C y C esté
contenido en X \ {2}. Obsérvese que para cada punto
y en el interior de C, C' es un continuo que contiene a
y en su interior y estd contenido en X \ {z}; de aqui se
tiene que X \ L, es abierto y, por lo tanto, que L, es
cerrado.

. L, es conexo.

Supongamos que L, no es conexo, es decir, L, = AUB
donde A y B son cerrados, ajenos y no vacios. Como
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X es un continuo, se tiene que X es normal, esto im-
plica que existe un abierto U de X tal que contiene a
A v la cerradura, CI(U), de U no toca a B. Observe-
mos que la interseccién de L, y la frontera, Fr(U), de
U es igual a la interseccidn de AU B y Fr(U), que es
vacia. Esto nos dice que, para cada punto z en Fr(U),
z no pertenece a L,, de esto se tiene que existe un
continuo C, de X tal que z est4 en el interior de C,
y X \ {z} contiene a C,. Como la Fr(U) es cerrada,
tenemos que la Fr(U) es compacta, por tanto existen
puntos zy, . . ., &, de Fr(U) tales que la |}, Int(Cy,;) C
U=, Cs, cubre a la Fr(U). Definamos V' como la in-
terseccién de U y X \ |Jj=; Cz,- Ahora, consideremos
el conjunto X\ V que es igual a (X \ U)U(Uj; Cz;) de
donde se observa que, por el teorema de los Golpes en
la Frontera, X \ V tiene un nimero finito de compo-
nentes. Sea y un punto de B. Sean Di,...,D; las
componentes de (X \ U U (U;_, Cs;). Tomemos y €
B. Como B estd contenido en X \ U, supongamos
quey € Di. Seae < min [ {dDy,D;) |iyJj €
{1,...,r} yi# 7} U{d(y, Fr(U))}]. Por la eleccién de
la €, se tiene que la bolo de radio € con centro en y
queda contenida en Dj, pero esto nos dice que y no
pertenece a L, 1o cual es una contradiccién ya que y
lo tomamos en B y L, = AU B. De esto se sigue que
L, es conexo y, por lo tanto, es un continuo.

o

Corolario 3.14. Si X es un continuo irreducible y z Yy y
son dos puntos distintos de X entonces y no pertenece al



44 CAPITULO 3. APOSINDESIS
conjunto L, st y sélo si x no estd en el conjunto L.

Demostracion. Supongamos que el punto ¥y no esta en I,
esto implica que X es aposindético en y con respecto a x,
es decir, existe un subcontinuo M en X tal que y pertenece
al interior, Int(M), de M y M est4 contenido en X \ {z}.
Como M es cerrado, se tiene que X \ M es abierto y contiene
al punto z. A continuacién analizaremos dos casos:

Si X \ M es conexo entonces la cerradura de X \ M cs un
continuo de X que tiene en su interior al punto z y esta

contenida en X \ {y}, esto nos dice que z no pertenece a
Lyo

Si X'\ M no es conexo entonces X \ M se puede escribir
como la unién de dos abiertos, K y L, ajenos y no vacios,
por el teorema (2.18), K y L son conexos ¥ z est4 en uno de
ellos; sin pérdida de generalidad supongamos que el punto
x pertenece a K, luego entonces, se tiene que ¢ € K ¢
Cl(K) la cual esta contenida en X\ {y}, como consecuencia,
tenemos que # no pertenece a L. o

Corolario 3.15. 97 X es un continuo irreducible YT esun
punto de X entonces L, = K,.

Demostracion. Sea y un punto de K, veremos que y porte-
nece & L. Supongamos que no es cierto, es decir, y no est4
en L. Por (3.14) se tiene que # no estd en L, esto implica
que X es aposindético en x con respecto a y, lo cual no
puede pasar ya que, por hipétesis, y estd en K,. Por lo
tanto ¥ pertenece a [,.

Ahora, sea y un punto de L,, por (3.14), se ticne que z € Ly,
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de donde X no es aposindético en z con respecto de y, esto
es, y pertenece a K. De esto se sigue que L, = K. o

Lema 3.16. X es aposindético st y solo si para todo punto
x en X se tiene que Ly = {z}.

Demostracion. Supongamos que X es aposindético veremos
que para cada z en X, L, = {z}. Supongamos que existe
un punto y, diferente de z, que pertenece a L, esto implica
que X no es aposindético en y con respecto a = lo cual es
una contradiccién ya que por hipdtesis X es aposindético
en todos sus puntos. Por lo tanto L, = {z}.

Ahora veremos que X es aposindético, teniendo de hipéte-
sis que, para cada punto z de X, L, = {z}. Sea z un
punto de X, lo que se tiene que ver es que para cada y de
X, con y distinto de z, existe un continuo C en X tal que
x € Int(C) ¢ ¢ ¢ X \{y}. Como y es distinto de z ¥,
por hipdtesis, para cada y en X, L, = {y}, se tiene que z
no estd en L, esto implica que X es aposindético en & con
respecto a y y con esto tenemos lo anterior. Como fue para
cualquier z, se tiene que X es aposindético. o

Lema 3.17. Sea X un continuo. X es semiaposindético st
y s6lo si para cualesquiera dos puntos ¢ yy de X, x & Ly

oy ¢ L,.

Demostracidn. Sean = y v puntos distintos de X. Como
X es semiaposindético, existe un subcontinuo K de X tal
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que uno de los puntos estd en el interior de K y el otro no
pertenece a K. En realidad, esto significa que X es aposin-
dético en = con respecto a ¥ 0 que X es aposindético en
y con respecto a x, por tanto, de la definicién de Ly y L,
(3.12), se tiene, de lo anterior, que z & L, o y & L,. La
otra implicacién también es obvia. o

Corolario 3.18. 5S¢ X es un conlinuo irreducible y semi-
aposindético entonces X es aposindético.

Demostracion. Sean ¢ y y dos puntos distintos cualesquiera
de X. Dado que X semiaposindético, por el corolario an-
terior, se tiene que = no pertenece a I, o y no pertenece a
Ly y, como X es irreducible, por el corolario (3.14), z no
estd en L, si y sélo si ¢ no pertenece a L,, de manera que,
r no estd en L, y y no estd en L,. Dado que y es cualquier
punto de X sc tiene que el conjunto L, consta de un sdlo
punto, es decir, L, = {z} y, por (3.16), tenemos que X es
aposinddético. o

Teorema 3.19. Sea X un continuo semiaposindético. Si
X es irreducible entre dos puntos entonces X es un arco.

Una demostracién de este resultado se encuentra en el teo-
rema [M, 2.36].



Capitulo 4

Descomposiciones

La razdén de este capitulo es definir a los continuos que
se conocen como continuos del tipo A’ y algunos teoremas
sobre este tipo de continuos. Para ello, estudiaremos el
concepto de descomposicién admisible que nos sera util para
obtener nuestro objetivo.

Definicién 4.1. Unae descomposicién de un conjunto S
es una coleccion D = {Dylaer de subconjuntos de S tal
que:

1. Dy # 0 para toda o € I;
2. Si D, # Dg entonces D, N Dg = {;
3. S = U(}QI Da.

51 los elementos de la descomposicidn son conexros entonces
se dird que es ung descomposicién mondtona.

Fjemplo 4.1. 1. Si S es un conjunto no vacio entonces
existen al menos dos descomposiciones que son:

47
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(a) La descomposicién D = {5}, que consta de un
solo conjunto;

(b) La descomposicién D = {{s}}ses, que consta de
todos los subconjuntos de S que tienen un solo
elemento.

Definicidn 4.2. Sean X un continuo ¥ D una descom-
posicion de X. La funcidn p: X —» X/D, la cual asigna a
un punto, z, de X el elemento, D, de D al que pertenece
z, es llamada la funcién cociente.

La familia definida por 7p = {U ¢ X/D | p7Y(U) es un
abierto de X} es una topologia para el espacio cociente
X/D, se le lama la topologia cociente, esta topologia,
es la més grande con respecto a la cual la funcién cociente
es continua [N2, 3.1]. El espacio X/D es llamado el espacio
cociente. Fste espacio cociente, se puede pensar, como el
espacio obtenido al identificar cada elemento de D en un
solo punto.

El lema, que enseguida se menciona, no serd demostrado,
una demostracién es dada en [N2, 3.2).

Lema 4.3. Sea X un espacio Hausdorff. 51 X es imagen
continua de un espacio méirico y compacto entonces X es
metrizable.

‘Teorema 4.4. Sean X un espacio métrico y compacto y D
una descomposicion de X. Entonces X/D es metrizable si
y s6lo st es Hausdorff.
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Demostracién. Supongamos que X/D es un espacio Haus-
dorff, lo que probaremos es que X/D es un espacio metri-
zable, para ver esto, recordemos que la funcién cociente,
p: X — X/D, definida anteriormente, es una funcion con-
tinua y, por hipdtesis, tenemos que X es un espacio métrico
y compacto, de esto, se sigue que X/D es imagen continua
de un espacio métrico v compacto y, por el lema (4.3), pode-
mos concluir que X/D es un espacio metrizable. La otra
implicacién es clara. o

Teorema 4.5. Sean X un continuo y D una descomposi-
cion de X, entonces el espacio cociente X [D es un continuo
st y solo st es Hausdorff.

Demaostracién. Supongamos que X /D es un espacio Haus-
dorff, del teorema (4.4) se sigue de inmediato que, X/D es
un espacio métrico; lo tinico que falta ver, para que X/D sea
un continuo, es que X /D es un espacio compacto y conexo.
Sabemos que la imagen de espacios compactos bajo fun-
ciones continuas son compactos, asi como también la ima-
een continua de conexos es conexa; como X es un continuo
y la funcién cociente es continua, se sigue que X/D es un
continuo. La otra parte del teorema es inmediata. o

El siguiente teorema no se demostrara en este trabajo, una
demostracién esta dada en [N2, 3.10].

Teorema 4.6. Sz X es un continuo y D es una descom-
posicion semicontinua superiormente entonces X/D es un
continuo.
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Definicién 4.7. Sea X un continuo. Una descomposicion
D, de X, es semicontinua superiormente si para cada
abierto U de X y cada D € D con D C U, existe un abierto
Vide X conD CV tal que si D' € Dy D'NV +# § entonces
DcU.

Ljemplo 4.2. Sea X el conjunto descrito por ([0, 1] x [0, 1])U
({3} x [0,2]). La descomposicién cuyos elementos son los
intervalos verticales de X es un ejemplo de una descom-
posicidn semicontinua superiormente. Ver la siguiente figura.

32

| LA

Teorema 4.8. Sean X y Y continuos. Si f : X — Y es
una funcién continua y suprayectiva entonces lo descom-
posicion de X definida como D = {f W y) |y € Y} es
semicontinua supertormente.

Demostracién. Sean D = f~1(y) un elemento de P y U
un abierto de X tal que D esté contenido en UU. Lo que
deseamos encontrar es un abierto V' de X que contenga a
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D tal que si D' es un elemento en D y D’ intersecta a V
entonces se tiene que D' estd contenida en U.

Como U es un abierto de X, se tiene que X \ U es un ce-
rrado de X, por tanto, X \ U es un compacto. Por hipitesis
tenemos que la funcién f es continua, de esto se sigue que
F(X\U) es un compacto en Y. Por lo tanto ¥V'\ f(X\U) es
un abierto de Y v, ademds, el punto y pertenece al abierto
Y\ f(X\U), luego entonces f~H(Y'\ f(X\U)) es un abierto
de X tal que f~'(y) estd contenido en f~HY \ f(X\U)).
Defina al abierto buscado como V = f~1Y \ f(X'\ U)),
ya se observé que D estd contenido en V; ahora, veamos
que V estd contenido en U, pero esto es facil de ver ya que
FHY N\ FIX\U)) =X\ FHF(X\U)) de donde se sigue
que V esté contenido en U. Por otro lado, obsérvese que V'
es unién de imagenes inversas de puntos y esto es lo que se
queria, por lo tanto, D es una descomposicién semicontinua
superiormente. o

Observacion. Si los espacios no son compactos entonces el
teorema anterior no es cierto. Para ver esto, considérese la
funcién f : R? — R definida como f(z,y) = z. Mostraremos
que la descomposicién D = {f~?(z) | ¢ € R} no es semicon-
tinua superiormente. Observemos que, geometricamente
los elementos de D son rectas paralelas al eje Y; consi-
deremos el punto inverso f~1(0) el cual estd representado
por el eje Y v al abierto U como la regién acotada por la
grafica z% = y% El comportamiento de esta grafica es el
siguiente: para y muy grandes la z es muy pequefia, es de-
cir, el eje Y es una asintota de esta gréfica, esto implica,
que el \nico elemento de D que pertenece a U es f710),
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por tanto, no podemos encontrar ningin abierto V de R?
como lo requiere la definicién de descomposicién semicon-
tinua superiormente; de esto se sigue que si los espacios
no son compactos la descomposicién inducida por las fibras
de una funcién continua entre ellos no necesariamente es
semicontinua superiormente.

Definicién 4.9. Sean X un continuo y D una descom-
posicion de X. Un conjunto S de X estd saturado si es
union de elemenios de D

Proposicién 4.10. Sean X un continuo, D una descom-
posicion de X y p : X = X/D la funcidn cociente. Fn-
tonces las siguientes condiciones son equivalentes.

1. D es una descomposicion semicontinua superiormente;
2. p es una funcion cerrado;

3. 85D € D yU es un abierto de X tol que D C U,
entonces existe un abierto saturado V de X tal que
DcvcU.

Demostracion. Supongamos que D es una descomposicién
semicontinua superiormente, por el lema (4.5), se tiene que
X/D es un continuo entonces p es una funcién entre con-
tinuos, por tanto, p es una funcién cerrada.

Supongamos que p es una funcién cerrada y veamos que
se cumple la tercera condicidn. Sea D un elememto en
D y U un abierto de X que contiene a D. Como U cs
abierto se tiene que X \ U es cerrado en X, por hipétesis,
p es cerrada entonces p(X \ U) es un cerrado en X/D,
por tanto, (X/D)\ p(X \ U) cs un abierto de X/D. Sea
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V = p~YX/D\ p(X \ U)) nétese que, por definicién de V,
V estd contenido en U y contiene a D y, ademaés, es unién
de imagenes inversas, es decir, V es saturado. La tdltima
implicacién es inmediata. o

Definicién 4.11. Sea X un continuo irreducible entre dos
de sus puntos z yy. Una descomposicién D de X se dice
que es admisible, st D tiene mds de un elemento, es semi-
continua superiormente, es mondtona y los elementos de D,
que no tienen a los puntos de wrreducibilidad, separan o X.

Notese que del teorema 2.18 tenemos que si X es irre-
ducible entre z y ¥y v K es un subcontinuo, de X, que
separa a X entonces K no contiene a z ni a y. De esto se
sigue que los elementos de D que contengan a £ o a ¥ no
separan a X.

Teorema 4.12. 51 D es una descomposicion admaisible de
un continuo irreducible X entonces X/D es un arco.

Demostracidn. Por el teorema 4.6, tenemos que X/D es un
continuo . Sea D un elemento de D tal que D separa a
X, es decir, X \ D es unién de dos conjuntos ajenos, A y
B, de X tales que z estd en A y y estd en B. Entonces
(X/D)\ {D} es la unién de p(A) con p(B) donde p es la
funcién cociente asociada. Por otro lado, tenemos que AUD
es cerrado en X, como p es cerrada, p(AU D) es un cerrado
cn X/Dy, por tanto, p(B) = (X/D)\p(AUD) es un abierto
en X/D, andlogamente p(A) es un abierto en X/D. Como
consecuencia, cada punto de X/D lo separa, con excepcién
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de a lo mas dos elementos. Y, por [N2, 6.17], sc tiene que
X es un arco. o

Definicién 4.13. Sean X un continuo y D y £ descom-
posiciones de X. Se dice que D refina o £ (se denotard
como D < &€ )} st para todo elemento D ¢ D, se tiene que
D C FE para algun E € £. Asi < define un orden parcial
sobre la familia de descomposiciones mondlonas, semicon-
lanuas superiormente de X.

Teorema 4.14. Sea X un conttnuo irreducible entre z y
y. St X liene una descomposicion admisible entonces tiene
una descomposicion admisible minimal con respecto a <.

Demostracion. Sea {Dy}aca una cadena conjuntista, con
respecto al refinamiento, de descomposicioncs admisibles en
X y zun punto fijode X. ParacadaaycadafSen A, o <8
si y solo si Dy < Dg. Dada o en A consideramos el elemen-
to Z, de Dy que tiene a z. Como {D,}aea €s una cadena,
D, refina a Dy s1 y sélo si @ < By, como consecuencia,
Zo C Zg. Ya que los D, son descomposiciones admisi-
bles tenemos que los 7, forman una familia anidada de
subcontinuos de X tal que z estd en la [),.4 Zo DPor €l
lema (1.5) tenemos que Z(2) = [\yeq Zo €S un continuo.
Definamos D = {Z(z) | z ¢ X}. A continuacién veremos
que D es una descomposicién de X. Sean 7'y Z” dos ele-
mentos de D tal que Z’ intersecta a Z”, probaremos que 7’
es igual a 2. Como Z'NZ" es no vacia, existe pen Z'N 72",
esto implica que p pertenece a Z' v p estd en 4", de aqui se
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tiene que p estd en la interseccién, [\, .4 Z,, de los Z} y
también en la interseccidn, [),c4 Z4, de donde p pertenece
a Z, vy pestden Z, para toda a, esto implica que p estd en
la interseccién de Z,, y Z/), es decir, Z,, y Z,, se intersectan,
por tanto, Z,, es lgua,l a Z” y, como consecuencia, 4 = Z".
Por lo tanto D es una descomposicién.

Sea Z(z) un elemento de D que no contiene ni a z ni a
y. Ahora veremos que Z(z) separa a X. Por construccién
X\NZ = X\Noea Za = Unea(X\Za). Como para toda o €
A, {z,y} N Zy = { se tiene que X \ Z, = XoUY,, con = en
Xoyyen Y, Portanto e (X' \ Za) = Uyes(XaUYe) =
(Uaea Xa) U (Ugen Ya)- Notemos que tanto |J,e 4 Xeo como
Upea Yo son ablertos de X. Afirmamos que son ajenos. Si
w estuviera en ({J,ecs Xa) N (Uzes Yo) entonces existirfan
o1y o en A tales que w € Xy, vy w € Yy,. Como {Z,}aca
es una cadena podemos suponer que Z,, C Z,,, de donde
(Xar UYo,) = X\ Zy, C X\ Zoy = (Xo, UYy,). Por otra
parte, Y,, es un subconjunto conexo (ver 2.18) que tiene
al punto y. Asi que Y,, C Y,,. Por todo lo anterior, se
obtiene que w estd en la interseccién de X, con Y, , lo cual
es una contradiccién. Por tanto ([J,cq Xo) ¥ (U ea Ya) son
abiertos, ajenos yX \ Z = (Upes Xa) U (Uges Ya)- Esto es,
Z(z) separa a X.

Por ultimo, veamos que D es una descomposicién semi-
continua superiormente. Sea Z(z) un elemento de D. Supon-
gamos que U es un abierto en X tal que Z(z) estd contenido
en U. Como Z(z) es la interseccién de Z, se tiene que para
algin o en A, Z, estd contenido en U (esto se tiene por
un argumento similar al dado en la prueba del lema 1.5) y
como D, es semicontinua superiormente existe un abierto,
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V, de X contenido en U tal que Z, estd contenido en V' y
V' es unién de clementos de D,. Por la definicién de Z(z)
tenemos que Z(z) estd contenido en V y V ¢s unién de
elementos de D con esto se tiene que D es semicontinua
superiormente y por tanto admisible. Como cada D, es re-
finada por D se tiene que la cadena {Dy}, € A tienc una
cota inferior, a saber, Dy, por el lema de Zorn, {D,}, € A
tiene una descomposicién admisible minimal. o

Definicién 4.15. Sea X un contlinuo irreducible entre dos
puntos. X es del tipo A si ezisie una descomposicion
mondtona semicontinua superiormente, D, de X, cuyo cs-
pacio cociente, X /D, es un arco. Se dird que X es del tipo
A’ st X es del tipo A y tiene una decomposicidn admisible
tal que cada elemento liene interior vacio. En la literatura
estos continuos son nombrados del tipo .

Fjemplo 4.3. El conjunto obtenido de la unién de la curva
del topdlogo junto con su reflexién con respecto a la barra
limite es un continuo del tipo A’. Ver siguiente figura.
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Observacién. Es importante resaltar que si X es un con-
tinuo irreducible entre un par de sus puntos y f es una
funcién continua, mondtona y suprayectiva de X en el [0, 1]
entonces {f~1(¢) | t € [0,1]} es una descomposicién admi-
sible de X. De lo anterior se tiene que X es de tipo A.
Por otra parte, si X es de tipo A y f una funcién con-
tinua, monétona y suprayectiva de X en el [0, 1] entonces
D(f) = {f}¢t) | t € [0,1]} es una descomposicién admisi-
ble de X.

También, nétese que, si D es una descomposicién admisible
de X existe una funcién continua, monétona y suprayectiva
f de X en el intervalo tal que D(f) = D.

El siguiente lema no se demostraré en este trabajo, una
prueba de éste se encuentra en [To, p. 10]

Lema 4.16. Sean X un continuo de tipo A, D una des-
composicién admisible de X y f : X -+ [0,1] una funcidn
continua, mondtona y suprayectiva tal que D = D(f) y
supongamos que K es un subcontinuo de X tal que f(K)
es un intervalo [r,s], donde r < s, es decir, K intersecta
en ol menos dos elementos o D. Entonces {DNK | D &
Dy DNK # 0} es una descomposicion semicontinua Su-
periormente, no trivial, de K y cada elemento es conexo.
Parar < t < s, f Ht) estd contenido en K y lo separa,
mientras que, fH(r)N K y f7Hs) N K no lo separan. En
particular, si K es irreducible entre un par de sus puntos,
entonces K es del tipo Ay {DNK | DeDyDNK #0}
es una descomposicion admisible.
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Teorema 4.17. Sea X un continuo del tipo A. Entonces
existe una unica descomposicion admisible minimal con res-
pecto a <. Para ver una prueba de este teorema revisar [To,

p. 10].

Teorema 4.18. Sean X un continuo de tipo A" y f una
funcién continua, mondtona y suprayectiva de X en el in-
tervalo [0,1] tal que D(f) = {f71#) | t € [0,1]} es la
descomposicion admisible minima de X. Entonces para
0<t<s<1 K=C fYs) es un subcontinuo
de X irreducible entre cualquier punto de Ky = K N f~1(¢)
y cualquier punto de K, = KN f~1(s). Y ademds, K; y K
son subcontinuos de K con interior vacio en K.

Demostracién. Como X es del tipo A’ se tiene que los ele-
mentos de la descomposicién D(f) tienen interior vacio por
tanto los conjuntos K N f~1(¢) y KN f~1(s) tienen interior
vacio relativo a K. (Yaquesiz € KN f1(#) y U es un
abierto de X que contiene a x, resulta que existe y € UNK
tal que f(y) > t. Por tanto K N f~1(¢) tiene interior vacio
relativo a K. Anédlogamente, se tiene que K N f~1(s) tiene
interior vacio relativo a K). Supongamos que K no es ir-
reducible entre K N f~(t) y K N f71(s), es decir, existe
un subcontinuo propio L de K que une a K N f~1(t) con
KN f~(s) esto implica que hay un punto z en K\ L tal que
t < f(z) < s como { es continua y monédtona se tiene que
F7Y[0,%]) y f~1([s, 1]) son continuos en X. Consideremos la
unién de L, f72([0,%])) v £71([s,1]), como L y f~1([0,t]) se
intersectan en f~}(#) y L intersecta a f~!([s, 1)) en f71(s)
se tiene que la unién de L, f71([0,4]) vy £~ 1([s, 1]) es un sub-
continuo propio de X, ya que no tiene a z, y une a f~(0)
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con f~1(1). Pero esto no puede ser, pues, por hipétesis X
es irreducible. o

Definicién 4.19. Un congunto A de un continuo X se dice
que es fuertemente conexo en X si todo par de puntos en
A se puede unir por un subcontinuo de X que esté contenido

en A.

Teorema 4.20. Sean X un continuo del tipo A y f una
funcién continua, mondtona y suprayectiva de X en el in-
tervalo unitario [0,1]. Si t y s son puntos distintos en
[0,1] entonces f71(t} y f71(s) estdn contenidos en conjun-
tos abiertos y fuertemente coneros con cerraduras ajenas.

Demostracién. Sean t y s dos puntos distintos en [0,1] y U
y V intervalos abiertos en [0, 1] tales que ¢t y s estdn con-
tenidos en U y V respectivamente y la cerradura, Cl(U), de
U no intersecta a la cerradura, Cl(V), de V. Observemos
que f~1(U) es fuertemente conexo en X. Sean z y y dos
puntos distintos en f~1(U), como U es abierto y f es con-
tinua se tiene que f~1(U) es abierto en X. Consideremos el
intervalo cerrado, I, formado por f(z) y f(y) contenido
en U. Como f es continua, tenemos que f~1(I,,) es cerrado
en X vy, ademds, como f es mondtona, se tiene la conexidad
de f~1(I,,) en X, por tanto, f7Y(I4,) es un subcontinuo en
X que contiene a v a y y estd contenido en f~1(U), de
esto se sigue que f~1(U) es un abierto, fuertemente conexo
que contiene a f~1(t). Andlogamente, f (V) es un abierto
fuertemente conexo en X y contiene a f~1(r). Dado que
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Cl{U) y CK{V) son ajenas y f es continua se tiene que la
CHf1(U)) y la CI(f7Y(V)) no se intersectan en X. o

Corolario 4.21. Sean X un continuo de tipo A y f una
funcion continua, mondtona y suprayectiva de X en el [0, 1].
Sit pertenece al intervalo [0,1] y z estd en f~1(t) entonces
K., como se definio en (3.12), estd contenido en f1(¢).

Demostracidn. Sean ¢ un punto en [0, 1], z un elemento de
f7}t) y y un punto en X tal que y no pertenece a i),
lo que veremos es que y no estd en K,. Como y no estd en
S71(t) esto implica que y estd en f~(s) donde s es un punto
de [0, 1] distinto de ¢. Por el teorema. (4.20), existen conjun-
tos abiertos, fuertemente conexos con cerraduras ajenas U
y V que contienen a f~'(t) y f71(s), respectivamente. De
esto se sigue que la C1(U) es un subcontinuo de X que tiene
en su interior a z y no toca a y, es decir, C{U) C X \ {y}
lo que implica que y no pertenece a K. o

Definicion 4.22. Sean X un continuo y z, y y 2z puntos
de X. Se dice que x corta débilmente a y de z, si cada
continuo de X que tiene a y y a z también tiene a .

Ejemplo 4.4. En este continuo el punto z es un punto que
corta débilmente a los puntos y y z.
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Lema 4.23. Sean X un continuo del tipo A, f una funcidn
continua mondtona y suprayectivae de X en el [0,1] y
D(f) = {f7'(@t) | t € [0,1]} la descomposicidn admisible
minima de X. Siz yy son puntos distintos de f~1(0)
(f~1(1)) entonces = corta débilmente o y de todo punto de
XNFHO) (XN FHL)). Si0<t<1yaz esun punto en
la interseccion de CI(f~1([0,%))) v CY{F1((¢,1])) entonces
r corta débilmente a todo punto de f~Y(t) de todo punto de
X\ f().

Demostracién. Sean = y y puntos distintos en f~1(0) y sea
z un punto en X \ f7(0) lo que mostraremos es que cada
continuo que contiene a i y a z, también tiene a z. Supon-
gamos que /{ es un subcontinuo de X que contiene a y y
a z pero no tiene a x; como z pertenece a X \ f71(0) hay
un punto ¢ en el (0,1] tal que f(z) = ¢, nétese que, como
f es continua y mondtona tenemos que f ([¢,1]) es un
subcontinuo de X. Dado que z pertenece a K y a f~1([t, 1])
se tiene que la interseccién de K y f~1([¢,1]) no es vacia,
por tanto, la unién de K y f~1([¢,1]) es un subcontinuo
propio en X que une a y con un punto w de f~1(1) lo cual
contradice la irreducibilidad de X entre y y w dada por el
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teorema (4.18). Por lo tanto,  pertenece a K , de esto se
tiene que = corta débilmente a y de z.

Ahora, supongamos que 0 < ¢ < 1. Sean z un punto de
CI(f (10, $)) NCIF(t, 1)), y un punto de 7-1(£) y 2 un
punto de X \ f1(¢), de esto dltimo, supongamos que s en
[0,¢) tal que f(z) = s . Sea K un subcontinuo de X que une
ay y a z esto implica que f~!((s,t)) estd contenido en K,
ver teorema, (4.18) y, por tanto, K contiene a C1(f~1((s, t)))
el cual contiene a . Por lo tanto z corta débilmente a y de
2. o

Para terminar este capitulo enunciaremos un resultado que
caracteriza a los continuos del tipo A’.

Teorema 4.24. Sea X un continuo trreducible. Una condi-
cion necesaria y suficiente para que X sea del tipo A’ es que
cada subcontinuo de X con interior diferente del vacio sea
descomponible.

Para una demostracién de este resultado ver [To, p. 10].



Capitulo 5

Aposindesis Mutua

Este capitulo se enfocard a la demostracién del siguiente
teorema Bl producto de dos continuos encadenables es mu-
tuamente aposindético st y solo si cada uno de los factores
es homeomorfo al arco. Para ello primero comenzaremos
introduciendo la herramienta necesaria.

Definicién 5.1, Sea X un continuo. Un subcontinuo T de
X es terminal si para cada par de subcontinuos, A y B,
de X que intersectan a T, se tiene que A estd contenido en
la unidn de B y 1" o B estd contenido en la unidn de A y
T.

Definicién 5.2. Sean K un subcontinuo indescomponible
de un continuo X y z un punto de K, se dice que = es un
punto inaccesible de K si para cada subcontinuo L de X
que contiene a x se tiene que L estd contenido en K o K
estd contenido en L.

Definiciéon 5.3. X es un triodo si eziste un subcontinuo
N de X tal que X\ N tiene por lo menos tres componentes,

63
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es decir, X\N=HUKUL.,

Lema 5.4. Sea X wun continuo encadenable del tipo A'.
Supongamos que:

1. X no es semiaposindético en {x,y},
2. p es un punto de un continuo Y,

3. Z es un continuo en X XY tal que el punto (z,p) estd
en su interior, y

4. D es la componente de la interseccidn de Z con (K, N
K,) x Y que tiene al punto (z,p).

Intonces Ix (D) = K, N K.

Demostracion. Como X es del tipo A', por el teorema (4.14),
X tiene una descomposicién admisible minimal D que es
{f~1(t) | t € [0,1]} donde f es la funcién cociente asociada
a Dy para cada t en [0, 1], f1(¢) tiene interior vacio.
Como X es irreducible, por (3.15), se tiene que para cada
punto z de X, K, = L,, de esto se sigue que K; N K, =
L, N L, y que K; N K, es un subcontinuo de X, por ser
X hereditariamente unicoherente (ver 2.8). Observemos lo
siguiente:

1. Para cada continuo M de X que contengaa z oayen
su interior, se tiene que K, N K, estd contenido en M.

Para ver esto, supongamos sin pérdida de generalidad
que z estd en el interior de M. Sea z un punto en



65

K; N Ky, veremos que z pertenece a M. Como z esta
en K; N K, esto implica que z € K, y que z € K, y,
por la definicién de K, y Ky, se tiene que:

(a) X no es aposindético en = con respecto a z ¥,

(b) X no es aposindético en y con respecto a z.

De (a) se sigue que todo continuo que tenga a x en su
interior también tiene a z, andlogamente para y. Por
lo tanto, z estd en M y, como consecuencia, se cumple

(1).

Supongamos que IIx (D) es distinto de KN K. Tene-
mos que, por la hipotesis 4, lIx (D) C K, N K. Sea s
un punto de K, N K, que no esté en [Ix (D). Como X
no es semiaposindético en {z,y}, existe ¢t en el inter-
valo [0,1] tal que {z,y} est4d contenido en f~1(¢), por
corolario 4.21. Por (5.2), tanto K como K, estan con-
tenidos en f(¢), en particular tenemos que K, N K,
estd contenido en f~1(#).

Ahora, supongamos que 0 < ¢ < 1 y definamos los
siguientes conjuntos A = f~1([0,¢)), B = [~Y(#,1]) v
C = f~(t). Lo que probaremos es:

2. Si a pertenece a A y b, c estdn en C N Cl(A), entonces
¢ corta débilmente a a de b en Cl(A).

Obsérvese que ' es un elemento de la descomposicién ad-
misible D y, como por hipétesis X es del tipo A, se tiene
que C tiene interior vacio. Por tanto, X es la unién de
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CloA) y C{B). Nétese que z, y y s estdn contenidos en
Cl(A) o en CI(B). Para mostrar esto, supongamos que s
no pertenece a Cl(B). Entonces s pertenece a X \ Cl{(B)
que estd contenido en Cl{A), de donde la cerradura de A es
un subcontinuo de X que contiene a s en su interior. Como
s estd en K, N K, se tiene que {z,y} estd contenido en
Cl(A). Por tanto nuestra afirmacidn es cierta.
Supongamos, sin pérdida de generalidad, que {z,y, s} estd
contenido en Cl(A). Observemos que, con lo anterior, C1(A)
cumple con las hipétesis del lema (4.16) de donde tenemos
que D' = {DNCYA) | D € Dy DnCIA) # B} es una
descomposicién minima, mondtona y semicontinua supe-
riormente de Cl(A) tal que Cl(A)/D’ es un arco. Por lo
tanto, del lema (4.23), se tiene lo que queriamos. Nétese
que, para el caso en que ¢ es un punto extremo del [0, 1]
también (2) es verdadero y, como consecuencia es vilido
para todo ¢ en [0, 1].

Si € N Cl(A) es distinto de K, N K, entonces existe un
punto ¢ en C'N Cl(A) que no estd en K, N K, esto tltimo
implica que X es aposindético en z con respecto a c, es
decir, existe un subcontinuo, L, de X tal que z estd en el
interior, Int(L), de L y L estd contenido en X \ {c}. Como
X es encadenable, por el corolario (2.8), se tiene que X es
hereditariamente unicoherente y, por tanto, L N Cl(A) es
un continuo de CI(A) tal que contiene a z y a Int(L) N A
y no contiene al punto ¢, ademas, como X no es semia-
posindético en {z,y} tenemos que y pertenece a LN Cl(A),
esto contradice el hecho de que ¢ corta débilmente a z de
y. Por lo tanto, C'N CY{A) es igual a K, N K.

Dada & > 0, definimos Z, = Z N[CI(f~}(t —¢,t)) x Y]. Lo
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que veremos es que existe € tal que todo subcontinuo de Z,
intersecta a {s} x Y o a D pero no a ambos. Supongamos
que para cada € > 0, existe un subcontinuo, F, en Z, tal
que F, intersecta a {s} x Y y a D. El limite superior de los
F. deberfa intersectar a {s} x ¥ y a D y estar contenido
en (K, N K,) XY, ademds, como D es la componente de
la interseccién de Z y (K; N K,) X ¥ que tiene al punto
(z,p) se tiene que el limite superior de los F; estaria con-
tenido en D, esto implicaria que s estd en [Ix(D), lo cual
no puede ser, ya que estamos suponiendo que s pertenece a
(K, N K\ Ix(D). Por lo tanto, existe una € > 0 tal que
ningtin subcontinuo de Z, intersecta tanto a {s} x ¥ como
a D. Por el teorema del cable cortado [N2, 5.2}, se tiene
que existen conjuntos cerrados y ajenos F, y Ep tales que
Z, es la uni6én de ellos, la interseccién de {s} XY y Z; estd
contenida en Fs y D estd contenido en Ep. Sea 21, 29, ...
una sucesién de puntos en Ep NInt(Z) \ [(K; N K,) X Y]
que converja a (z,p). Para cada ¢ definimos a G; como la
componente de la interseccién de Z, y f~1((t—¢,t)) XY que
contiene a z;. Por el teorema de los golpes en la frontera
[N2, 5.4], G; tiene un punto limite en (K; N Ky) x Y o en
fH(t—e,t))xY. Siparaalguna, G; tiene un punto limite
en (K;NK,) x Y entonces CI(G;) es un continuo en Ep de
z a (K; N K,) X Y esto implica que IIx(Cl(G;)) intersecta
a (K;NK,)ya fl(t —e,t), anteriormente probamos que
K, N K, es igual a CNCYA), por tanto, ILy (Cl(G;)) inter-
secta a CNCI(A) y a A. Sean z* un punto de la interseccién
de IIx (Cl{G;)) y CNCIA) y y* un punto en la interseccién
de Ix(Cl(G;)) vy A, como consecuencia, tenemos que z* y
s pertenecen a la interseccién de C'y Cl(A) y, también, y
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estd en A, de esto, tenemos que IIx(Cl(G;)) es un continuo
que tiene a z* y a ¢* y no tiene a s, contradiciendo el hecho
de que s corta débilmente a z* de y*. Por lo tanto, cada
G; tiene un punto limite en f~1(¢ — ¢,£)) x Y. Luego, en-
tonces el limite superior, F, de los G; es un continuo en £p
de f7Y(t —¢,t)) x Y a (z,p) y, como la funcién proyeccién
es continua se tiene que IIx(F') es un continuo en Cl{A)
que contiene a z y a un punto de A y no contiene a s,
contradiciendo (2). o

Lema 5.5. Sean X un continuo encadenable y T un sub-
continuo indescomponible de X. Supongamos que:

1. y es un punto de un continuo Y,
2. x es un punto inaccesible de T',

3. H es un continuo en X XY que contiene al punto (z,y)
en su interior, y

4. D es la componente de H N (T x Y) que tiene a (z,y).

Entonces l1x(D) =T.

Demostracion. Mostraremos que si 7' = X entonces [Ix (D)
=T'. Para ver esto, notemos que si 7' = X entonces se tiene
que D = H, esto implica que IIx(D) = [Ix(H) y, como T
es indescomponible y el interior de H no es vacio, se tiene
que [Iy () =T. Por lo tanto IIx(D) = T. Por lo anterior
supondremos ahora que T es distinto de X

Supongamos que 7' es distinto de ITx{D). Sea s un punto
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de T que no pertenece a Il x (D). Para cada e positiva, defi-
nimos a H, como la interseccién de H y CIN(T,¢)) x Y,
donde N(T, e} = ey Be(y). Como en la prueba del lema
(5.4) se tiene que existen € > 0 y conjuntos cerrados E;
y Ep que no se intersectan tales que la unién de E; y Ep
cs H,, la interseccién de {s} x Y y de H. esti contenida
en Es, v D estd contenido en Ep. Sea L la componente
de H N (NM(T,e) x Y) que tiene al punto (z,y), entonces
CI(L) es un continuo en Ep que tiene al punto (z,y) e
intersecta a la frontera de N(T,e) x YV, por el teorema de
los golpes en la frontera [N2, 5.4]. Ahora consideremos la
proyeccién, I1x (CI{L)), de CI(L) en X, como Cl(L) es un
continuo y la proyeccién es continua, se tiene que I x (Cl(L))
es un continuo y, ademads, I1x(CI(L)) tiene puntos de X \ T
y a & y no tiene al punto s, pero esto no es posible ya

que por hipdtesis z es un punto inaccesible. Por lo tanto
HX(D) =T, <

Teorema 5.6. Sean X y Y dos continuos encadenables.
Entonces X XY es mutuamente aposindético si y sélo s1 X
y Y son homeomorfos al intervalo [0, 1].

En esta demostracién, no usaremos la aposindesis mutua
con toda su fuerza sino sdlo usaremos que pares de puntos
de la forma (z,11) v (z,y2) (0 (z1,y) v (z2,y)) se puedan
separar por subcontinuos ajenos. Veremos que para estos
puntos se satisface este teorema. En el siguiente capitulo,
utilizaremos esta prueba para demostrar que un continuo
encadenable con la propiedad de que su producto simétrico
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es mutuamente aposindético es homeomorfo al intervalo
[0, 1].

Demostracion. Supongamos que X XY es mutuamente apo-
sindético. Probaremos que X y Y son homeomorfos al inter-
valo unitario [0, 1]. Para ver esto, consideremos dos casos:

1. Al menos uno de los continuos, X yY, tiene un punto
extremo.
Supongamos, sin pérdida de generalidad, que g es un
punto extremo de Y y que X no es semiaposindético.

Ahora, definiremos los conjuntos D, y D, pero, para
esto consideraremos primero el caso en que X es del
tipo A’ y segundo cuando no lo es.

(a) X es del tipo A’ Sean  y y puntos distintos de X
tal que X no es semiaposindético en {z,y}. Por
hipétesis, X x ¥ es mutuamente aposindético esto
implica que existen dos subcontinuos ajenos, K y
L, de X x Y tales que (z,¢) estd en el interior
de K y L tiene en su interior a (y,¢). Defini-
mos a [y como la componente de la interseccion
de K con (K, N K,) XY que tiene al punto (z, q),
andlogamente, definimos a D, como la componente
de la interseccién de L con (K, NK,) xY que tiene
a (y, q), donde K, es el conjunto definido en (3.12).
Por el lema (5.4), tenemos que la proyeccién al
primer factor, ITy (D}, de D, es K;NK,, asi como,
también I (D,), es K, N K.
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(b) X no es del tipo A’

Como X no es del tipo A’, se tiene que X contiene
un subcontinuo indescomponible, H, con interior
no vacio (ver 4.24). Observemos quesi A, By C
son subcontinuos ajenos de X tales que cada uno
intersecta a H y ninguno se queda contenido en
H entonces tendriamos que la unién de A, B, C
y H es un triodo en X, lo cual no puede pasar,
ya que X es encadenable (ver [N2, 12.4]). Por lo
tanto, hay a lo mas dos composantes, D v E, de
H tales que todas la composantes, excepto Dy E,
contienen puntos inaccesibles de H. Sean z y ¥y
puntos inaccesibles distintos de H. Como X XY
es mutuamente aposindético, se tiene que existen
subcontinuos ajenos, H, y H,, de X x Y tales que
H, tiene en su interior a (z,q) y Hy tiene en su
interior a (y,q). En este caso, definiremos a D, (y
Dy) como la componente de la interseccién de H,
(H,) con H XY que contiene a (z,q) ((v,q)). Por
el lema (5.5), se tiene que D, y D, se proyectan
sobre f1.

Ahora vamos a mostrar que en cualquiera de estos
dos casos, tanto X como Y son arcos. Para esto,
sea K igual a K, N K, en el caso (a) o igual a H
en el caso (b).

Elijamos € tal que la distancia entre D; y D, sea
al menos 2¢. Sean f: K - [0,]]yg:Y —
[0, 1] e-funciones con la propiedad de que g{g) = 0.
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Consideremos la funcién h de K xY a [0, 1] x [0, 1],
a este ultimo lo denotaremos como I2, dada como:

h(a,b) = (f(a), 9(b))-

Por como se definié h, tenemos que h(z, ¢) y h(y, q)
estin en [0,1] x {0}. Sabiendo que D, y D, se
proyectan sobre K veamos que IT; (h(D,)) es igual
al [0,1]. Para ver esto, sea 7 un punto del [0, 1]
como f es suprayectiva existe un punto ¢t en K
tal que f(f) = r y, como la proyeccién de D,
es K se tiene que existe un punto (£,#) en D,
tal que IT1((z,?)) = ¢, por otro lado, aplicando A
a (t,¢) tenemos, por definicién, que A((¢,#)) =
(f(t), 9(t)), por tanto, IT;(h(t, ) es f(t). Por lo
tanto, r es un punto de II;(h(D;)) y, como con-
secuencia, se tiene la igualdad. De esto, se sigue
que k(D) intersecta a {0} x [0,1] y a {1} x [0, 1]
con un procedimiento andlogo podemos afirmar
que h(D,) también los intersecta y, por el teorema,
(1.7), tenemos que h(D,) intersecta a h(D,), pero,
esto es una contradiccién a la eleccién de . Por
lo tanto, X es semiaposindético y, por el teorema
(3.19) tenemos que X es un arco. Con un argu-
mento andlogo, se puede ver que Y es un arco.

2. X yY no tienen puntos extremos.
Por [Fu, p. 385], existen subcontinuos terminales in-
descomponibles, Lx y Ly, de X y Y respectivamente.
Sean ¢ un punto inaccesible de Ly y = y y puntos
inaccesibles distintos de Ly. Consideremos los pun-
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tos (z,9) v (y,q), por hipdtesis X x Y es mutuamente
aposindético, por tanto, existen subcontinuos ajenos
H,y H, de X xY tales que H, tiene en su interior
a (z,q) y Hy tiene en su interior a (y,¢). Como son
ajenos, sea € > 0 tal que d(H;, H,) es al menos 2¢.
Sean f : Ly — [0,1] y g : ¥ — [0,1] e-funciones
tales que g{Ly) es el intervalo [0, ¢] para alguna ¢ < 1.
Definamos la funcién h : Lx x Ly — [0, 1]* como:

h(a,b) = (f(a), g(b))-

Ahora, para este caso definiremos a D; y a D, de la
siguiente forma:

Si z es un punto del conjunto {z,y} entonces D, es la
componente de la interseccion de H, con Lx X Y que
tiene a (z,q) y consideremos a D], como la componente
de H, N (X x Ly) que tiene a (z,¢). Por el lema 5.5,
I1;(D;) = h(Dy) = Lx y Ia(Dy) = (D) = Ly.
Nétese que h(D;) no intersecta a h(D,) debido a la
eleccién de €. Como ¢ es un punto inaccesible de Ly y
para cada z en {z,y}, II2(D,) es un subcontinuo de Y’
que contiene a ¢, se tiene que IIy(D,) estd contenido
en Ly o [Io(D,) contiene a Ly.

Supongamos que Ly estd contenido en 1l3(D;). Nétese
que h(D,) intersecta a [0,1] x {0} y a {0,1] x {c}.
Para ver esto mostraremos que g{Ly) estd contenido
en Ia(h(D,)). Sea s un punto de g(Ly) entonces exis-
te [ en Ly tal que g{l) = s, por hipdte-sis, Ly estd
contenido en Ty(D,), por tanto, existe un punto (', 1)
en D, tal que ITz((!,!)) = {, por definicién de A se tiene

que h((I',1)) = (f(I"), g(1)), por tanto, Ia(A((l',1))) =
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o (f(1), 9(1)) = g(1) y tenifamos que g(I) es s. De esto
se tiene que ITa(R((I',1))) es s, por tanto, ITy(h(D,))
contiene a g(Ly) y, como consecuencia tenemos que
h(D;) intersecta a [0,1] X {0} y a [0,1] x {c}.

Observemos qué pasa en los signientes casos:

(a)

(b)

15(D,) estd contenido en Ly. Como ITj(Dy) es
igual a Lx se tiene que D, estd contenido en L x x
Ly. Sea B un subcontinuo de h{D,) irreducible
entre [0, 1] x {0} y [0, 1] x {c}. Dado que II;(D,) =
Ly, tenemos que h(D,) intersecta a {0} x [0,1] y
a {1} x [0,1]. Por el teorema (1.7), B y h(D,)
se intersectan obteniendo una contradiccién, pues,
h(D;) y h{D,) son ajenos.

Ly esta contenido en II(D,). Para un elemento
z de {z,y}, definimos d, como el maximo de los
nimeros b en el intervalo [0, 1] tales que el punto
(0,b) esté en h{D,). Sid, es mayor que d,, entonces
h{D,) intersecta a [0, 1] x {0} y al punto (0,d;) y,
h(D,) intersecta a {0} x [0,1] y a {1} X [0,1]. Por
tanto, por el teorema (1.7), se tiene que h(D,)
y h(D,) se intersectan, siendo una contradiccién.
Para el caso en que d,, es mayor que d, tenemos una
contradiccién similar a la anterior. El suponer que
Ly esta contenido en Ilo(D,) nos conduce a una
contradiccién, por tanto, se tiene que Ly contiene

a HQ(DT)
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Podemos ver que II;(D;) estd contenido en Ly intercam-
biando los papeles de Lx y Ly y, de Dy y D, y, haciendo
un procedimiento andlogo. Por tanto, Dy y D, estan con-
tenidas en Ly X Ly. Sea g : Ly — [0,1] una e-funcién y
definamos la funcién A’ : Ly x Ly — [0, 1]? como:

H(a,b) = (f(a),4'(8))-

Por como se eligio a € tenemos que h'(D;) no intersecta a
h'(D}), pero, h'(Dg) intersecta a {0} x [0,1] y a {1} x[0,1]
y B/(D}) intersecta a [0, 1] x {0} y a [0, 1] x {1}. Por tanto,
por el teorema (1.7), '(D,) intersecta a h'(D;), lo que es
una contradiccién. Con esto concluimos el caso 2 y, por
tanto, la demostracién del teorema. o

Teorema 5.7. Sea X un continuo encadenable. Entonces
X es indescomponible si y sélo si X X X es estrictamente
no mutuamente aposindético.

Demostracién. Supongamos que X es indescomponible; lo
que veremos es que X x X es estrictamente no mutuamente
aposindético. Si X x X no fuera estrictamente no mutua-
mente aposindético existirfan subcontinuos ajenos K y L
de X x X tales que su interior es distinto del vacio. Sean
z vy y puntos en K y L respectivamente, obsérvese que la
casicomposante, Cy, del punto z, en X x X contiene al in-
terior de K. Por el corolario 2.14, se tiene que, X x X
tiene una cantidad no numerable de casicomposantes aje-
nas y, ademds, anteriormente se vié en el teorema (1.17),
que éstas son densas, es decir, Cl{C;) es ignal a X x X ¥,
por otro lado, la interseccién de C; con Cy es vacia, es to



76 CAPITULO 5. APOSINDESIS MUTUA

implica que el interior de X no intersecta a Cy, lo cual nos
dice que Cy no es dens a en X x X, lo cual es una con-
tradiccién. De esto se sigue que X es descomponible. Con
esto queda demostrado la necesidad del teorema.

Ahora, supongamos que X no es indescomponible, esto
implica que, existen un subcontinuo con interior no vacio K
y un abierto no vacio U en X tales que el interior de K es no
vacio y la cerradura de U no intersecta a K. Considérense
los siguientes conjuntos A = K x K y B = (Cl(U) x X) U
(X x C{U)) que por su construccién son continuos ajenos
con interior no vacfo en X x X, de donde se deduce que X x
X no es estrictamente no mutuamente aposindético. Por
tanto, X x X es estrictamente no mutuamente aposindético,
X es indescomponible. o



Capitulo 6

Productos simétricos de
continuos

La finalidad de este capitulo es obtener dos teoremas
anélogos a los teoremas (5.6) y (5.7) para productos simétri-
cos de continuos. Para esto, primero veremos la prueba de
algunos lemas que nos ayudaran a obtener nuestro objetivo.

Definicién 6.1. Dado un continuo X definimos 2% como:

X ={AC X | A es cerrado y no vacio }

En [N1, 0.1] se puede revisar que 2% es un espacio métrico
con la métrica de Hausdorff, H, definida como sigue:

H(A,B) = infle >0: AC Nx(B,e) y BCNx(4,¢)},
donde Nx(A,€) es la bola abierta alrededor de A de radio €
en X.

77
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En 1931 Borsuk y Ulam (ver [B-U]) definieron el con-
cepto que a continuacién se menciona.

Definicion 6.2. Seen X un continuo y n un nimero na-
tural. Intonces

FulX) = {A € 2% | A tiene a lo mds n puntos }

es llamado el n-ésimo producto simétrico de X.

En ([B-U]) se demuestra que cada F, es un continuo.

Definicion 6.3. Dados un continuo X y una coleccion,
Uiy, ..., Uk, de conjuntos abiertos de X, definimos:

<Uy,...,.Up>={Ac2X |AcC | JUr y ANU, # ¥
k=1
para cada k € {1,...,n}}.

En [N1, 0.11] se muestra que que la familia de todos los
subconjuntos < Uy,...,U; > de 2% forma una base para
una topologia de 2%, esta topologia es llamada Topologia
de Vietoris. La Topologia de Vietoris y la Topologia in-
ducida por la métrica de Hausdorff coinciden, ver [N1, 0.13].
Denotaremos como < Uy, ..., Uy >, a la interseccion de
< Ul,...,Uk >y fn(X)

Denotaremos por Ax: a la diagonal de X2, que es el con-
junto de puntos (z,z) en X2 tal que z pertenece a X. Al

produnto caretesiano de X n veces se denotars con X".
)
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El siguiente lema no serd demostrado una prueba de éste
es mostrada en el lema 1 de ([Mal}.

Lema 6.4. Sean X un continuo con métrice d yn un nimero
natural. Si Dy, es la métrica de X™ dada por

Dn((zy, - - an)(yla cYn)) = mdm{d(ivjﬂyj) | VS {1: - 'rn}}

entonces la funcion f, : X* = Fo(X) definida como

fallz1, ..., 20)) = {21,. .., Ta}

es suprayectiva y cumple lo siguiente:

’H(fn((xl; cees $n)): fn(('yls ceey yn)))

< Dn((ﬁcl; ceey $n): (y1, -y yn)):

pare cada (21, ...,2n) ¥ (Y1, .., ¥n) en X™. En particular,
fn s una funcion continua.

Lema 6.5. Sea X un continuo. Entonces la funcion
fo + X¥ o Fy definida como fo((z1,%2)) = {z1,72} es

abierta.

Demostracién. Sean (1, z9) un punto de X? y £ > 0. con-
sideremos la bola abierta, Ny2({x1, z2),€), en X% Mostra-
remos que fa(Nx2((z1,22),€)) es un abierto en F2(X). Sea
{y1,72} un punto en fo(Nye (:51,3:2%5?) Consideraremos
los siguientes casos: TERS R é‘?@g

SALR L. ! ..hileTEC
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1. Siy es distinto de y». Tomemos § menor que el minimo
de {d(y1,2), e=d(z1,31), e—d(z2, 32), Da((y1, 3), Ax2)}.
Ahora, veremos que U =< Nx(y1,6),Nx(¥2,8) >2
estd contenido en Nx:((z1, z3), €). Sea {21, 22} un punto
en U, sin pérdida de generalidad, supongamos que
21 € Nx(y1,8) y 22 € Nx(y2, ), de esto, tenemos que:

d(z1, 1) < d(z1, 1) + d(y, 21) < 8+ dy, 21) < €

y analogamente, d(y, £2) es menor que £. Por lo tanto,
(21, 22) pertenece a Nx2((21, %2), €) y, ademis fo((z1, 2))
es igual a {21, 29}, de esto se sigue que U estd contenido

en fg(NX2(($1, IEQ), 8))

2.8l y; es igual a yp. Sean y = 3 = y2 y & min{e —
d(z1,y),e — d(z2,y)}, lo que veremos es que V =<
Nx(y,08) >3 estd contenida en fo(Ny2((21, 22), €)). Sea
{z1, 22} un punto de V), veremos los siguientes casos:

(a) Si z es distinto de 2y entonces consideremos la
sigulente desigualdad:

d(Z’l,.’EI) S d(Zl,y) + d(y'; 331) < 5+ d(y:ml) <€

y andlogamente, d(zs, ¥2) es menor que «.

(b) Si 21 = 2 = z entonces en este caso, tenemos la,
desigualdad:

d(z,21) < d(z,y) +d(y, z1) <5+ d(y,z1) < e

y andlogamente, d(z, ) es menor que &.
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De lo anterior tenemos que (21, z2) pertenece a la bola

NE((z1,20),€) ¥ folz1,22) = {z}. Por tanto, V estd, con-
tenida en fa(Nx2((z1,22),€)). De esto se tiene que fs es
abierta. ¢

Lema 6.6. Sean X un continuo y ¢ : X2 — X? la funcion
dada por @((z1,23)) = (z9,71). Entonces p es un homeo-
morfismo y o= fa y faop™ = fo

Sea A* = p(A) donde A es un subconjunto de Xy pes
la funcién definida en (6.6).

Lema 6.7. Sean X un continuo encadenable y v y y dos
puntos distintos de X. Si K es un subcontinuo de X 2 que
contiene o (z,v) y o (y, ) entonces K intersecta a la diago-
nal, Ay, de X2.

Demostracién. Sea K un subcontinuo de X? que contiene a
los puntos (z,) y (y, z). Anteriormente definimos K™ como
©(K) y, por el lema (6.6), tenemos que ¢ es un homeomor-
fismo por tanto @(K) es un continuo, es decir, K* es un
continuo. Definamos a L como la unién de K y K¥, como
el punto (z,y) pertenece a K~, esto se tiene por definicién
de K* vy, por hipétesis, (z,y) también estd en K, esto im-
plica que K y K* se intersectan, por lo tanto tenemos que
L es un continuo. De la definicién de L* sabemos que L* es
©(L), ahora, por como definimos a L tenemos que ¢(L) es
(K U K*) y, como ¢ es funcién se tiene que o(K U K*) es
la unién de p(K) y p(K*). Dado que, por definicién, o(K)
es K* y o(K*) es K se tiene que la unién de o(K) y ¢(K*)
es K* y K, que anteriormente definimos como L. De esto
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hecho, se sigue que L es igual a L*. Denotemos por 11;,
7 € {1,2}, a la funcién proyeccién de X? al j-ésimo factor.
Como L = L* se tiene que II;(L) = TI5(L). Por hipétesis,
tenemos que X es un continuo encadenable y, como IT; ()
es un subcontinuo de X, entonces, por el lema (2.5), se tiene
que I1;(L) es un continuo encadenable. Del corolario ([N2,
12.26]) se tiene que dos funciones de un continuo en un con-
tinuo encadenable coinciden en un punto, es decir, existe un
punto (z1,2) en L tal que My|r((21, z0)) = a|5((21, 20)),
esto nos dice que z es igual a 2. Como consecuencia,
(21,22) es un punto de la diagonal Ax». Por lo tanto, la
interseccién de K y Ax: es no vacia. o

Lema 6.8. Sean X un continuo y A un subcontinuo de
Fao(X). Si A es una componente de fy '(A) entonces A* es
una componente de fy " (A) y la unidn de A y A* es igual

a fzﬁl(.A).

Demostracién. Sean A un subcontinuo de 7(X) y A una
componente de fo71(A4). Como A es conexa y cerrada, se
tiene que A es un continuo en X2, esto implica que A*,
definida por ¢(A), es un subcontinuo en X?. Por el lema
(6.5), sabemos que f es una funcién abierta, esto implica
que fo es confluente (ver [W, teorema 7.5, p.148]), es de-
cir, A es igual a fo(A). Dado que fy(A*) es lo mismo que
JFa(p(A)) v, por el lema (6.6), fo 0 ¢ es ignal a f; se tiene
que fo(A*) es fo(A) y, como consecuencia de lo anterior,
tenemos que fo A*) es igual a A. Ahora veamos que A* es
componente de f '(A). Si C es la componente de fo7(A)
que contiene a A* entonces la imagen de C bajo ¢ es un
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subcontinuo de X2 que contiene a A y, ademds, f o ¢(C)
es igual a fo(C) y, como f, es confluente se tiene que f2(C)
es A asi fo(p(C)) es A, es decir , o(C) C f3'(A). Luego
©(C) es conexo en f; '(A) que contiene a la componente A
de f71(A) de esto se sigue que p(C) es Ay, por consiguien-
te, C' es A* ya que A* = p(A) = p(p(C)) = w(C*} = C.
Dado que, para cada elemento A de F(X), f2 1 A) tiene
a lo més dos elementos se tiene que foa '(A) es la unién de
Ay A" o

Corolario 6.9. 51 X es un continuo encadenable y A es
un subcontinuo de Fo(X) entonces fy ' (A) es conezo si y
sélo si fo H(A) intersecta a Axe.

Demostracién. Supongamos que f» -(A) intersecta a Axe.
Sea A una componente de fy '(A). Como f, es abierta
y, por tanto confluente, ver teorema [W, 7.5], se tiene que
fa(A) es igual a A. Observemos que si fo HA) y Axe se
intersectan entonces la interseccién de A y Fi(X) es no
vacfa. En efecto, sea (z,y) un punto en la interseccién de
Ff2o HA) y Axe esto implica que (z,y) estd en A y
tambien estd en Ayz, como (z,y) es un punto de la diago-
nal de X2, se tiene que z = y, es decir, {(z,y) = (z,z), esto
implica que, fu((z,z)) es, por definicién, {z}, por (6.2),
F1(X) es el conjunto de subconjuntos de X que tiene un
sélo punto, por lo tanto {z} estd en F1(X). Por otro lado,
(z,z) es un punto de fo~ ' (LA), de esto se sigue que f3((z, z))
pertenece a A, de aqui concluimos que A y F1(X) se in-
tersectan. Sea {z} un punto en la interseccién de A con
Fi{X), como f:(A) = Ay fo es suprayectiva, existe un
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punto a en A tal que fo(a) = {z}, por lo tanto, A y Ay se
intersectan de esto se sigue que A U A* es conexo y, como
fo Y (A) = AUA*, por (6.8), se tiene que f,7'(A) es conexo.

Si fo~1(A) es conexo entonces, por el lema (6.7), fo ! (A)
intersecta a Axe. o

Lema 6.10. Sean X un continuo y A un subcontinuo con
interior en JFo(X) distinto del vacio. Si A es componente
de fy 7 (A) entonces el interior, Intx2(A), de A es no vacto.

Demostracién. Sean A un subcontinuo de Fy(X) con in-
terior no vacio y A una componente de f,7'(A). En el
caso que fy !(A) es conexo se tiene que f,7'(A) es igual
a la componente A de esto se sigue que ¢l interior de A
es no vacfo. Supongamos que f> '(A) no es conexo. Sean
B un elemento del interior, Int(A4), de Ay ¢ > 0 tal que
Nr,x)(B,€) estéontenida en A y Dy(4, A*) > 2. Por el
lema (6.5), f2 es abierta y, por teorema [?, 7.5], es conflu-
ente, por tanto podemos encontrar un punto (z,,22) en A
tal que fo((z1,x2)) = B. Veamos que Nx:((xy,22),€) estd
contenida en A. Sea (y1,¥2) un punto en Nx2((z1,22),€),
por el lema 6.4, tenemos que

H(f2((z1,22)), fol(y1,12)))
< Dy((z1, 2), (Y1, 12)) <&,

. de esto se tiene que fo((y1, y2)) estd en Ay, por (6.8), (y1,%2)
est4 en la unién de A con A*. En efecto, (y1,y2) estd en A*
y Dy(A, A*) > €, lo cual contradice la eleccion de . o

R



85

Teorema 6.11. Sea X un continuo encadenable tal que
Fa2(X) es mutuamente aposindético. Entonces X es homeo-
morfo al intervalo [0, 1].

Demostracion. En la prueba de este teorema veremos que
X? ¢s mutuamente aposindético en los pares de puntos que
no son simétricos y, utilizando el teorema (5.6) concluire-
mos esta demostracion.

Sean (z,y) v (z/,%) puntos distintos en X? tales que fo(z, y)
es diferente de fo(z',4/"). Por hipétesis, tenemos que Fa(X)
cs mutuamente aposindético esto, implica que existen sub-
continuos A y B de F5(X) que cumplen lo siguiente:

1. fo(z,y) pertenece al interior, Intr,x)(A), de A,
2. fa(a',y') esta en el interior, Inty, x)(B), de By,
3. la interseccién de 4 y de B es vacta.

Scan A la componente de f,7'(A) que tiene a (z,y) y B la
componente de fo *(B) tal que el punto (z',y') estd en B.
Observemos que la interseccion de A y B es vacia esto se
ticne del hecho de que A v B no se intersectan y, ademds,
por el lema (6.10), A y B tienen interior distinto del vacio
por lo tanto (z,y) y (z',vy') estdn en el interior de A y B
respectivamente. Lo que demuestra que X? es mutuamente
aposindético en los puntos que no son simétricos. En la
prueba del teorema 5.6 sélo se necesité encontrar subcon-
tinuos ajenos que separaran a los pares de puntos de la
forma (z,y1) y (z,%2) (o (z1,9) v (z2,¥)), para que el teo-
rema se cumpliera. Dado que, anteriormente, se vié que
podemos encontrar subcontinuos ajenos de X2 que tienen
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en su interior a este tipo de puntos se tiene que este teorema
se sigue de la prueba del teorema 5.6. o

‘Teorema 6.12. Sea X un conilinuo encadenable. Entonces
X es indescomponible si y sélo si Fo{ X) es estrictamente
no mutuamente aposindélico.

Demostracién. En la demostracién de este teorema supon-
dremos que X no es indescomponible y mostraremos que
F2(X) no es estrictamente no mutuamente aposindético,
con esto estaremos mostrando la suficiencia en el teorema.
Supongamos que X no es indesconponible entonces X es
un continuo descomponible, esto implica que existe un sub-
continuo propio K de X con interior distinto del vacio. Sea
U un conjunto abierto y no vacio de X tal que la cerradura,
CI(U), de U no intersecte a K. Definimos como L al pro-
ducto de K con él mismo, es decir, L = K x K, y a H como
la unién de Cl(U) x X y X x CI(U). Dada la definicién de
L y de H, tenemos que son subcontinuos ajenos de X? con
mterior no vacio. Notése que L = L* y H = H* de donde
se deduce que fo(L) y fo(H) no se intersectan. Por el lema,
(6.5) tenemos que la funcién f, es abierta por tanto fy(L)
y fo(H) son subcontinuos ajenos con interior diferente del
vacio de F(X). De lo anterior concluimos que F5(X) no
es mutuamente aposindético.

Ahora supongamos que F2(X) no es estrictamente no mutua-
mente aponsidético, es decir, existen subcontinuos ajenos K
y H de F2(X) tales que el interior de K y H es diferente del
vacio. Sean K y H componentes de [, 1(K) y f, 7 (H) res-
pectivamente. Por el lema (6.10) Ky H tienen interior no
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vacio de esto se sigue que K y H son subcontinuos ajenos
de X2 con interiores no vacfos. Por lo tanto, X? no es es-
trictamente no mutuamente aposindético y por el teorema
(5.7), se tiene que X es descomponible. o

Nétese que en la demostracién anterior para probar que
si Fo(X) es estrictamente no mutuamente aposindético en-
tonces X es indescomponible, no se usd la hipdtesis de enca-
denabilidad de X . M4s aln, en la demostracion del teorema
(5.7) tampoco se usa el hecho de que X es encadenable.
Dado lo anterior tenemos el siguiente teorema:

Teorema 6.13. Sea X un continuo. Si Fo(X) o X? es
estrictamente no mutuamente aposindélico entonces X es
indescomponible.
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