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INTRODUCCION

La lbgica es el estudio del razonamiento, en particular si un razonamiento es
correcto. La logica se centra en las relaciones entre los enunciados y no en el

contenido de un enunciado en particular.

Tradicionalmente la logica preservada por matematicos y filosofos mantuvo un
enfoque distinguible por sus puntos de vista, sin embargo, en aftos recientes la logica
ha cambiado su actividad eminentemente tedrica, a ser usada como meétodo de
aplicacién a diferentes ciencias.

Los métodos logicos se utlizan en matematicas para demostrar teoremas, y en
computacion para demostrar que los programas hacen precisamente lo que deberian

hacer.

En el presente trabajo se mencionan los dos enfoques de la logica: el punto de
vista semantico y el sintactico. El primero se basa en la nocién de interpretacion que es
equivalente a la definicidén de modelo, y que consiste de un conjunto de férmulas en
donde todas son evaluadas como verdaderas. Por otro lado, la sintaxis concierne al
sistema formal que tiene un lenguaje de calculo de predicados o proposicional. Las
férmulas del lenguaje se obtienen de manera recursiva mediante reglas sintacticas que

usan conectivos légicos y cuantificadores.

Se desarrolla el calculo de proposiciones y de predicados a partir de lo que es un
lenguaje formal. En logica, las deducciones se llevan a cabo mediante la operacion
mecanica de los simbolos, obteniendo con ellos nuevas proposiciones que

denominamos conclusiones.

En el dltimo capitulo se desarrollan varias aplicaciones de la légica, no sélo en
el drea puramente matematica, sino también en otras como teoria de circuitos y

computacion.



CAPITULOI
CONCEPTOS FUNDAMENTALES DE LOGICA

1.1 Proposiciones

La Légica Proposicional trata con sentencias (oraciones), las cuales reciben el
nombre de proposiciones y son evaluadas de forma excluyente como verdaderas o

falsas.

Ejemplos de proposiciones son: “Aristételes estd muerto”, “La tierra gira

alrededor del sol”.

Las proposiciones en légica se denotan por simbolos como G, H, P que son
llamadas Férmulas Atémicas o Atomo. Dichas proposiciones pueden ser compuestas
usando los conectivos l6gicos: ~ (negacidén), A (conjuncion), v (disyuncién), =
(implicacién), < (si y solo si), para dar como resultado las denominadas Férmulas
Bien Formadas (FBF).

Definicién'.- Una Férmula Bien Formada (FBF) en légica de proposiciones se

define recursivamente como sigue:

Un dtomo es una formula
Si G es una Formula, entonces ~G es una formula
Si G y H son férmulas, entonces: (GAH), (GvH), (G=H) y (Ge>H) son férmulas.

A

Todas las formulas se generan aplicando alguna de las reglas anteriores.

Las evaluaciones de Formulas Bien Formadas en logica de proposiciones se
basan en valores de verdad, verdadero o falso (V, F).

! Chapa Vergara, Sergio; Garcia Fernandez Jesus.Légica Matematica v Aplicaciones a la Demostracion de
Teoremas.




A continuacion se definen los conectivos légicos:
~ (Negacién)

Si G es una proposicién, G se puede negar de varias maneras. Por ejemplo, si G
es la frase “Las matematicas son faciles”, entonces la negacién de G es la frase “Las
matematicas no son féciles".- Si no se desea especificar la frase de la cual se habla,
entonces se designa por G y su negacidon por ~G. Si G es verdadera (V) entonces ~G
es falsa (F). Su tabla de verdad es:

Tabla de Verdad
G ~G
\ F
F \Y

A {Conjuncién)

Si G y H son dos proposiciones se acepta la frase “G y H" como una frase
compuesta que se designa por “G A H". El valor de G A Hes V si el valorde Gy H es
V. de otra manera el valor de verdad de G A H es F. Por ejemplo, sij G es la frase “el
dos es un numero par" y H es la frase “el dos es un namero primo”, entonces la
conjncion de G y H es “El dos es un namero par y primo”.

Tabla de Verdad
G H GAH
vV |V \

\ F F
F \ F
F F F




v (Disyuncion)

Una proposicion del tipo “G o H” se toma siempre como “G ¢ H o ambas". Esto
se abrevia escribiendo “G v H". El valor de verdad de G v H es F si G tiene el valor de
verdad de F y H el valor de verdad de F; de otra manera G v H tiene el valor de verdad
de V. Por ejemplo, si G es la frase “el tres es un numero impar” y H es la frase “5/3 es
un numero racional” entonces, la disyuncion de G o H es la frase “el 3 es un numero

impar o 5/3 es un numero racional”.

Tabla de Verdad

G H GvH
v \ V
\ F vV
F v \
F F F

= {Implicacién)

Una proposicion G = H es muy comin en matematicas y se lee como “G implica
H", “G solamente si H". Esta proposicion G = H solamente es falsa cuando G es
verdadera y H es faisa. Por ejemplo, si G es la frase “el 6 es divisible entre 2" y H es “El
6 es un numero par”, entonces G implicacion H es la frase “Si el 6 es divisible entre dos

entonces €s un namero par”.



Tabla de Verdad

G H G=H
V|V \Y
V| F F
F | V \Y
F F \Y

La implicacion G = H es una abreviacidén de (~G v H).

< (Doble Implicacién o Siy sélo si)

Otro tipo de proposicion que se presenta con frecuencia es de la forma “G si y
solo si H”. Intuitivamente esta proposicion parece ser la combinacién de (G = H) A (H
= G). La proposicion G H es verdadera cuando G y H tienen el mismo valor de
verdad, y falsa de otra manera. Por ejemplo, si G es “et 13 es un ndmero primo”y h es
“el 13 es divisible entre 1 y 13 solamente”, entonces la doble implicacionde Gy H es la
frase “el 13 es un numero primo sl y s6lo si es divisible entre 1 y 13 solamente”.

Tabla de Verdad
G H G <H
V \Y Vv
Vv F F
F \ F
F F \




Definicién®.- Dada una formula bien formada G, compuesta de A,, . . ., A,
atomos, G tiene una interpretacién como el valor de asignamiento que le dan A,, . . .A,;
donde a cada A, se le asigna el valor verdadero o falso, pero no ambos.

La asignacion de valores de verdad (F,V) a las proposiciones, se le llama

dominio de interpretacion de una férmula G.

Ejemplo:
g=hnai
g = “f es una funcion continua en el intervalo cerrado {a,b]”
h = “f tiene un valor maximo absoluto en el intervalo cerrado [a,b]”
i = “f tiene un valor minimo absoluto en el intervalo cerrado [a,b]"
g = h Ai = "Sif es una funcién continua en el intervalo cerrado [a,b] entonces

tiene un valor méaximo absoluto y minimo absoluto en el intervalo cerrado [a,b).”

Esta proposicién se conoce como el Teorema del Valor Extremo.

Tabla de Verdad

g h i hai g=>hAai
V |V Vv Vv \
V |V F F F
\% F \ F F
\ F F F F
F |V \Y \% Vv
F |V F F \'
F F Vv F Vv
F F F F \Y

2 Chapa; Garcia Fernandez. Logica Matematica v Aplicaciones a la Demostracién de Teoremas.
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1.2 Consistencia e Inconsistencia

Definicion®.- Decimos que una férmula es inconsistente (o no satisfactible) siy

solo si es falsa bajo todas sus interpretaciones.

Una férmula se dice que es consistente (o satisfactible) si y sélo si es no

inconsistente.

Ejemplo:
Considere la siguiente formula (g = h)A(gA=~h)
g = “x es una funcién”
h = “x es una relaciéon”
(g = h) A (g A ~ h)="Si x es una funcion entonces es una relacién y x es

una relacién y no es una funcion”

Tabla de Verdad
g h | g=h | ~h |_ _ga~h | (g=h)a(gr~h)
Y v v F F F
V F F v Vv F
F Vv v F F F
F F V Vv F F

3 Chapa; Garcia Fernandez. Logica Matematica v Aplicaciones a la Demostracién de Teoremas.
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1.3 Consecuencia y Vinculos

Definicién*.- Dadas las férmulas F,,...,F, y una férmula G. Se dice que G es una
consecuencia légica de F,,...,F,, si y s6lo si dada cualquier interpretacién I en la cual

Fi A,...nF, , es verdadera, G es también verdadera. F,,...,F, se laman axiomas de G.

Teorema.- Dadas la formulas F,,...,F, y una férmula G, decimos que G es una
consecuencia légica de F,,....F, , si y sélo si la formula ({F,A,....AF,) A ~G) es

inconsistente.

Si G es una consecuencia ldgica de la férmula F,,...,F,, la formula ((F;A,...,.AF,)

=G) se llama un teorema y G se denomina la conclusién del teorema.

1.4 Inferencia y Validez, Vinculacién y Equivalencia

Definicion®.- Una formula G se dice que es verdadera bajo una interpretacion siy
solo si G es evaluada Unicamente con V en la interpretacion, de otra forma decimos

que G es falsa bajo la interpretacién.

En una férmula con n diferentes atomos se tiene 2" distintas interpretaciones para
la formula que pueden ser mostradas en una tabla de verdad determinando que una
formula es valida, (0 una tautologia) cuando es verdadera bajo todas sus

interpretaciones.

4 Ching-Liang Chang, Richard Char-Tung Lee, Simbolic Logic and Mechanical Theorem Proving
5 Chapa; Garcia Fernandez. Logica Matematica y Aplicaciones a la Demostraciéon de Teoremas.
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Definicion®.- Una férmula se dice que es valida si y solo si es cierta bajo todas
sus interpretaciones. Una férmula se dice que no cumple con la validez si y sélo si es

no valida.

Ejemplo:
(((pva@) v ) A~p) A~q) =T
p = “Voy a la fiesta”
q = “No estudio”
r = “Repruebo el examen”

(P=a)Aa(@=r))= (p =)= "“Si voy a la fiesta entonces no estudio y si no
estudio entonces repruebo el examen, entonces, si voy a la fiesta entonces repruebo el
examen”

PlA|r |p=q|g=r]| (p>q)alg=1) [ p=r | (P=a)Al@=n))=>(p=T)
Viviv[ v [ Vv Vv v V
VIVIF| v F F F v
VIFI{V] F | Vv F V v
VIFIF[ F T v F F V
FIviv] v [ v Vv V Y
FIVIF] vV | F F v v
FIFIV] F | Vv F Vv V
FIFIF] F [ Vv F Vv v

Definicion’.- Dos férmulas F y G son equivalentes (F = G) si y solo si los valores

de verdad de F son los mismos de G bajo cualquier dominio de interpretacion de F y G.

6 Ching-Liang Chang, Richard Char-Tung Lee, Simbolic Logic and Mechanical Theorem Proving
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Ejemplo:
F=p=(qar
G=(p=q)A(p=r)

p = “Oscar estudia MAC"

q = “A Oscar le gustan las matematicas”

r = “A Oscar le gusta la computacién”

F = "Si Oscar estudia MAC entonces le gustan las matematicas y la
computacién”

G = "Si Oscar estudia MAC entonces le gustan las matematicas y si Oscar
estudia MAC entonces le gusta la computacion”

Tabla de Verdad para F

qnar p=>(q A r)

T N M N <| <] <] <] ©
M| M < <| M M| < < A
M| < M <| N} <] M| <{ N
M M M <] N M| M <

<l <]l L]l <M 1y oM

7 Ching-Liang Chang, Richard Char-Tung Lee, Simbolic Logic and Mechanical Theorem Proving
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Tabla de Verdad para G

-

(pP=q)A(p=>1)
v

L
C

< <| < </ <[ N <[ Y

M T M N < <] <] <] ©
M M < <] | | <| <| a
T <] M| <| M <| M| <] A
< <l <l <« | | < <| Y
< <] <| < M M

Como vemos F y G tienen los mismos valores, por lo tanto son equivalentes.

1.5 Validez y Forma

Definicién®.- Un argumento valido es un argumento en el cual es imposible que
todas las premisas (proposiciones) sean verdaderas y la conclusién falsa.

Definicién®.- La forma de un argumento es el resultado de reemplazar todas
las constantes proposicionales en ese argumento, por variables proposicionales, donde
la misma constante es reemplazada en el argumento por la misma variable, y diferentes

constantes son reemplazadas por diferentes variables.

8 Delong, Howard.A Profile of Mathematical Logic
% Delong, Howard. A Profile of Mathematical Logic
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Ejemplo :
p = “Una funcion es par”
g = “Una funcién es impar”
r = “Una funcioén no es par ni impar”

(pvqvr (p6qg)ér unafuncién es par o impar ¢ ni par ni impar

~p no p una funcién no es par

~q no q una funcién no es impar

A porlotantor una funcidn no es par ni impar

1ra premisa | 2da premisa Conclusion

Pla]lr |pva|(pvavr| ~P ~q r
VIiv |V \" \Y F F \
VIV |F \ \' F F F
VIF | V]|V \' F \ \'
VI|IF|F \) \ F \" F
F|lV |V \ \ \" F Vv
F|V]|F \ \ Vv F F
F|F |V F \ Vv \' \
F|F|F F F \Y \" F

14




CAPITULO (I
CALCULO PROPOSICIONAL Y SU SISTEMA DE PRUEBA

2.1 Funciones de Verdad * ‘

La ~ (negacion) y la A (conjuncidn) son ejemplos de Funciones de Verdad; la

primera es una funcién unaria (opera sobre una sola proposicién) y la segunda, es

una funcién binaria.

Definicion™.- Una funciéon de verdad de una o mas variables proposicionales
tales que sus valores de verdad (V ¢ F)} para cada variable proposicional determina un

Gnico valor de verdad para la funcion.

Hay cuatro posibles funciones unarias y dieciséis.posibles funciones binarias. No
es necesario considerar funciones terciarias, etc., ya que todas las funciones de verdad

de mas de 2 variables pueden ser expresadas en términos de funciones de verdad

binarias.

El superindice de la funcién denota el nimero de variables proposicionales para la
funcién. Ei subindice denota el numero de la funcién.

Funciones de Verdad Unarias

P F,' (p) F.'(p) Fs'(p) | F.' (p)
Y v F
F vV F

Notemos que F,' es la funcién que conocemos como ~ (negacién).

10 Delong, Howard.A Profile of Mathematical Logic
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Funciones de Verdad Binarias

P | a | Fip,q | F(p.q) | F(p,q) | Fj(p,q)
V | V Y V Vv Vv
V | F v V Vv Vv
F | V Vv Vv F F
F | F Vv F V F
F(p,q) | Fo'(p,q) | FA(pa) | Fi(p,q) | Fi(p,q) | Fy'(p, q)
Vv Vv Vv V F F
F F F F Vv Vv
V Y, F F v Vv
Vv F Vv F Vv F
Fiu’(P, Q) | Fi’(p, @) | Fi’(p, @) | Ful(pya) | Fis'(p Q) | Fi'(ps Q)
F F F F F F
V V F F F F
F F Y Vv F F
vV F Vv F Vv F

Notemos que F?, es la funcién que conocemos como disyuncion, F% la implicacion,
2

F2, 1a doble implicacion y F%; la conjuncion

16



2.2 Formas Normales Conjuntivas y Disyuntivas

En loégica es necesario transformar una formula a otra, especialmente a lo que se
denomina como Formas Normales. La transformacién consiste de un procesc de

reemplazo de una férmula por alguna otra equivalente.

El proceso de transformacion es llevado a cabo de acuerdo con algunas leyes o
reemplazos de férmulas de mantienen los valores de verdad en los dominios de

interpretacién, y que se muestran a continuacion:

l. FoG=(F=G)A(G=F)
. F=>G=~FvG
. ~(~F)=F

Ley Conmutativa
V. a)FvG=GvF
b)FAG= GAF

Ley Asociativa
V. a){FvG)vH=Fv{GVvH)
b) (FAG)AH=FA{GAH)

Ley Distributiva
VI. a) Fv(GAH)=(FvG)A(FvH)
b) FA(GVH)=(FAG)Vv(FAH)

Leyes de DeMorgan

VII. a)~(FvG)=~FA~G
b)~(FAG)=~Fv~G

17




Definicion''.- Una literal es un atomo o la negacién de un atomo.

Definicién™.- Una férmula F se dice que esta en un forma normal disyuntiva si
y solo si, F tiene la forma: F= F, v ... v F, n21; donde cada F,,...,F, es una conjuncién

de literales.

Ejemplo:

Obtener la forma normal disyuntiva de la férmula (P v ~Q) = R

(Pv~Q)=>R=~Pv-~Q)vR por il
=(~PAa~(~Q)vR por V. a)
=(~PAQ) vR por IH.

Una forma normal disyuntiva de (Pv ~Q)= Res (~P A Q) vR.Donde F, =~P
A Q, es la conjuncion de las literales ~Py Q; y F,=R. Entonces F=F,v F,,esla

disyuncionde F, y F,.

Definicién®.- Una formula F se dice que est4 en un forma normal conjuntiva si
y solo si, F tiene la forma: F= F, A ... A F,, n21; donde cada F,,...,F, es una disyuncién
de literales.

Ejemplo:

Obtener la forma normal conjuntiva de la formula (P A (Q =R)) = S.

1l Chapa; Garcia Fernandez. Logica Matemdtica y Aplicaciones a la Demostracién de Teoremas.
12 Chapa; Garcia Fernandez. Logica Matematica v Aplicaciones a la Derostracion de Teoremas.

13 Ching-Liang Chang, Richard Char-Tung Lee, Simbolic Logic and Mechanical Theorem Proving

18



(PA(Q=R))=>S

= (PA(~QVvR))=S por II.
=~(PA(~QVR))VvS por Il
=(~Pv~(~QvR))vS por VII. b).
= (~P v (~(~Q) A ~R)) v S por VII. a).
=(~Pv{(QA~R))vS por lll.
=(~PvQ)A(~PVv~R))vS por VI. a).
=S v {(~Pv Q) (~Pv~R)) por IV. a).
=(Sv(~PvQ)aAB v (~Pv-~R)) por VI. a).
=(Sv~PvQ)A(S v~Pv~R) por V. a).

Una forma normal conjuntivade (PA{Q=>R))=>Ses (Sv~-PvQ)A(Sv~Pv
~R) .Donde F,=S v (~P v Q) es la disyuncion de las literales S, ~P y Q; y F,=S v
(~P v ~R) es la disyuncion de las literales S, ~P y ~R. Entonces F= F, A F,, es Ia

conjunciébnde F, y F,.

2.3 Tautologias y Contradicciones

Para entender la nocién de “légicamente verdadero” para el calculo proposicional,

debemos definir lo que es una tautologia.
Definicién™ .- Una funcién es una tautologia si y sélo si todos sus valores de

verdad en ia tabla de verdad son “V" (verdaderos).

Ejemplo:

pv~p

14 Andrews, Peter B.An -Introduction to Mathematical Logic and type theory: to truth through proof.
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Tabla de Verdad

P | ~p |PVv~p
Y; F %
F ]V V

Definicién'.- A es una contradiccién si y solo si es falsa bajo todas sus
interpretaciones.

Una proposicion p que es a la vez verdadera y falsa, se dice gque es
contradictoria.

Ejemplo:

pA~p
Tabla de Verdad

P| ~p |pA~p
V| F F
F| V| F

2.4 Implicaciones y Equivalencias

La proposicion “P ... implica Q" es llamada Condicional. La proposicion P es
flamada antecedente, y Q es llamada consecuente. La condicional es equivalente a
negar el antecedente, que es verdadero; y negar el consecuente, que es falso. Es

decir, p= q se puede escribir como ~(pa~q) 6 (~p v q).

20



p=q

Tabla de Verdad

P q P=q

\Y V Vv

\ F F

F V \Y

F F V

~(pr~Qq)

Tabla de Verdad
P q ~q PA~q | ~(pr~q)
Vv V F F vV
Vv F \' V F
F V F F \
F F \' F \'

~pvq

Tabia de Verdad
P Q ~p ~pvq
vV V F \
\' F F F
F \' \% Vv
F F vV \'

15 Andrews, Peter B.An -Introduction to Mathematical Logic and type theory: to truth through proof
21



Como vemos los valores en las tres tablas de verdad son iguales por lo tanto

P=Q (implicacién) es equivaiente a ~(pa~q) y ~pvq.

A PoQ “p si y sblo st q° se le llama también equivalencia légica o

bicondicional. P<Q es equivalente a (p=q) » (q=>p).

P=Q

Tabla de Verdad
P Q peq
Vv \Y Vv
\Y F F
F V F
F F \

(P=Q) A (Q=P)

Tabla de Verdad

P q p=q q=>p {(P=q)A(q =p)
Vv v v v v
v F F V F
F V v F F
F F v v v

Con estas tablas de verdad nos damos cuenta de que P<Q si es equivalente a
(P=Q)A(Q=P).

22



2,5 Sistema Formal de Calculo Proposicional

Hasta ahora hemos desarrollado informalmente el célculo proposicional. Ahora
presentamos el sistema axiomético formal para esta teoria. Usaremos la letra P -
sugiriendo el célculo proposicional — para el sistema.

Bases Primitivas para P

1) Lista de simbolos

a) Dos simbolos l6gicos . ~, =

b} Dos parentesis: (,)

c) Una lista infinita de constantes proposicionales: A, B, C, A,, B,, ...
d) Una lista infinita de variables proposicionales: p, q, I, p;....

2) Reglas de Formacién

a) Una constante es una formula

b) Una variable es una férmula

c) Si P y Q son férmulas, entonces P=Q también.
d) Si P es una férmula, también ~P

3) Una lista inicial de Férmulass

a) (P= (QA=P))
b} (P = (Q=R)) = ((P=Q) = ( P=R)))
c) ({((~P) = (~Q)) = (Q=P))

4) Una regla de Transformacion
a) De (P=Q) y P, inferimos Q.
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2.6 Deduccién Natural

Las demostraciones de tecremas raramente se escriben completas, ya que
tienden a ser muy largas. En la practica se usan demostraciones a partir de hipétesis y
se derivan reglas de inferencia. G. Gentzen'® ingenié en 1934 diversas reglas de

inferencia para la légica.

Las reglas propuestas por Gentzen pueden dividirse en dos grupos. El primer
grupo consiste en la llamadas reglas de estructura o, en instrucciones de caracter
muy general para llevar a cabo inferencias. Una regla de estructura nos permite, por
ejemplo inferir un enunciado de si mismo; otra regla nos permite inferir una conclusion
de ciertas proposiciones si 1) la conclusion se sigue de las premisas inicialmente dadas
y de otra premisa suplementaria, y si 2) la proposicién suplementaria se sigue a su vez
de las premisas inicialmente dadas; y asi sucesivamente. Las reglas en cuestién no se

expresan formalmente cuando se trata de ejecutar inferencias.

El segundo grupo consiste en las llamadas reglas de eliminacién e

introduccién, especificamente, una de cada clase para cada unc de los conectivos

t ) ] 1 i

ALV I e e

Algunas de las reglas de eliminacion e introduccién son las siguientes:

Regla de Eliminacién para ‘="

“Si una condicional y su antecedente son tomados como premisas el consecuente

puede ser inferido como conclusion”.

16 Andrews, Peter B.An -Introduction to Mathematical Logic and type theory: to truth through proof
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Regla de Eliminacién para “~"

“Un enunciado se sigue de su doble negacion”

De Mv A inferimos M v ~~A

Regla de Introduccién para “=”

“Si una conclusion se sigue de ciertas premisas, el condicional formado por la
ultima de estas premisas como antecedente y la conclusion originaria como
consecuente se sigue de las restantes premisas”

De a=b y b=c inferimos a=c

Regla de Introduccién para ‘"

“Si un enunciado y fa negacién del mismo se siguen ciertas premisas, la negacién
de la dltima de estas premisas se sigue de las restantes”.

De ~a = ~b inferimos a=b
Regla de Introduccién de “A”
De M v ~A y Mv ~B inferimos M v ~(AvB)
Las reglas de inferencia propuestas por Gentzen suelen ser conocidas con el
nombre de “reglas de deduccién natural”. Merecen este calificativo hasta cierto punto
porque reflejan los modos como ordinariamente pasamos de las premisas a las

conclusiones. Tales reglas han sido usadas también en varias formalizaciones del

calculo proposicional y del célculo de predicados en donde nos permiten prescindir
enteramente de axiomas.
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CAPITULO Il
Calculo de Predicados y Sistema de Prueba

3.1 Objetos, Propiedades y Relaciones

El lenguaje consiste de los siguientes simbolos primitivos:

a)
b)
c)
d)

e)

Simbolos Impropios: []~v ¥V

Variables Individuales: u, v, w, x, y, z, u,,...

n Variables de funcién (simbolos de funcién): f*, g, h",..., para n>1
Variables Proposicionales: p, q, 1, s py,...

n Variables de Predicado:; P", Q", R"...., para n21.

Podemos admitir lenguajes en los que no hay variables de cierto tipo; sin

embargo, las variables individuales siempre deben aparecer, y debe haber variables

de predicado o al menos una constante de predicado.

Ejemplo:

1) Cualquier numero racional es un nimero real
(vx) (Q{x) = R(x))

1) Existe un ndmero par

{3x) (P(x))

Nota: estos simbolos (V,3) se explican en el siguiente punto.
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Los términos por la siguientes reglas:
a} Cada variable individual o constante individual es un término
b) Si t,, ... , t, son términos y f* es una n-ésima variable de funcién

entonces f' (t,, ... , t,} es un término.

Las FBF's del lenguaje se definen:
a) Si P" es una n-ésima variable de predicado o constante de
predicado, y t,, ..., t, son términos, entonces P"( t,, ... , t,) es una FBF.
También, cada variable proposicional es una FBF. (Las FBF's de esta
forma se llaman atomos o FBF elementales)
b) Si A es una FBF, también es ~A

c) SiAyB son FBF's, entonces también (AvB)
d) SiB es una FBF y x es un variable individual, entonces vx B es una
FBF.

En las interpretaciones del calculo de predicados, los términos son designados
como objetos, los simbolos de funciones son designados como Funciones de objetos a
objetos, y n-ésimos simbolos de predicado son designados como n-ésimas relaciones
entre objetos o (en el caso de n=1) propiedades o conjuntos de objetos.

3.2 Cuantificadores

Supongamos que p(x) es una férmula universalmente verdadera para un universo
X dado. Es equivalente, como se vio, a verificar si p(x) da una proposicién verdadera
para todo elemento x de X. Abreviando la frase “para todo” por el simbolo V¥, se admite
la nueva frase “vx : p(x)’, que representa “para todo x, p(x) da una proposicion
verdadera”. Tal proposicion es verdadera si p(x) es universalmente verdadera y falsa
de otra manera. Esto muestra que el valor de verdad de “vx: p(x)’ depende del
universo que se dé. En la practica no hay necesidad de distinguir entre las
frases “para todo”, “para cada” y “ para todos”. Todas se designan por ¥, que se llama

Cuantificador Universal.
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Como (vx)p(x) se admite como proposicién, debemos saber negarla para que sea
consistente con el desarrollo anterior. Si ¥x, p(x) no es verdadera, entonces debe

existir un elemento, digamos a, en el universo, tal que p(a) tenga el valor F o

equivalentemente, ~p(a) tenga el valor V.

Por ejemplo, con el universo {2, 4, 6}, la proposicién ¥x, x>5 es falsa. En este
caso, se puede tomar “a" como 2 6 4. Esto sugiere que la negacion de vx, p(x)} deber
ser la proposicién “existe x tal que ~p(x) dé una proposicidn verdadera”, y esta
proposicion es verdadera si y solamente si, VX, p(x) es falsa. Se abrevia la frase “existe

un” por 3y se escribe 3x, ~p(x) por la proposicion anterior.

Asi se ha definido ~(V¥x, p(x)} = 3x, ~p(x).

En general, si q(x) es cualquier formula, la frase 3x, q(x) es una proposicién cuyo
valor de verdad es V si existe un reemplazo para x en el universo, para el cual q{x) es
una proposicion verdadera. De otra manera 3x, q(x) tiene el valor de verdad F,
entonces

~(3x, q(x)) < Vx, ~q(x)

No se hace distincidn entre la frase “existe un" y “para algunos”. Ambas se

designan por 3, que se llama Cuantificador Existencial.
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3.3 Funciones y Simbolo de Funciones
La nocién central a explicar es la de funcion (o predicado).

Una Funcién de n-lugares (o un predicado de n-lugares) es una funcion de n
variables individuales, donde el dominic de valores es un conjunto de proposiciones.
Los miembros del dominio se llaman objetos. Por esta razdn, cuando cada variable en
una Funcién (predicado) tiene asignada a ella un objeto, el resultado es una

proposicion.

Por ejemblo, supongamos que &l dominio son todos los nimeros naturales. a es
primo, a<b, (a<b)v(a<b) son ejemplos de Funciones. Tan pronto como a y b tomen sus
valores del dominio, el resultado es una proposicion (verdadera o falsa). Si a toma el
valor de 7 y b el de 5, entonces el primer ejemplo a es primo se vuelve una
proposicion verdadera, el segundo a<b es una proposicién falsa y el tercero es una

proposicion verdadera.

Una funcién 1-lugar (como el primer ejemplo) es una propiedad, una funcion 2-
lugares es una relacién binaria, una funcién 3-lugares es una relacién ternaria y asi

sucesivamente.

Los simbolos de funcién se denotan con letras minasculas |, g, h,... o bien, una

cadena como menor que, mas, mayor que, etc.

Ejemplo:
Si “menor que” es representado por “h”", entonces “<” es igual a “h”
y podremos escribir “h(a, b)" o “<(a, b)" para “a es menor que b", pero obviamente

preferimos usar “a<b”.
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3.4 Semantica Formal del Célculo de Predicados
Definicién".- Una interpretacién de un formula F en légica de Primer Orden
(Calculo de Predicados) consiste de un dominio D no vacio y una asignacién de valores

para cada constante, simbolo de funcion o simbolos predicados que ocurren en F.

Cumpliéndose lo siguiente:

1.- A cada constante le asignamos un elemento en D.

2.- Para cada simbolo de funcién n-aria asignamos un mapeo de D" a D.
3.- Para cada simbolo de predicado n-ario, asignamos un mapeo de D" a
{v, f}.

Nota: D" = {(x;,..., x,) / x,e€D,..., x,eD}

Para cualquier interpretacion de una férmula sobre un dominio D, la férmula

puede ser evaluada en V o F de acuerdo a:

1) Silas formulas F y G son evaluadas i6gicamente entonces las férmulas: ~F,

(FAG), (FvG), (F=G), y (F=G), pueden ser evaluadas bajo la consideracion

de la siguiente tabla:
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F G ~F FAG FvG F=G F&G
\Y \ F \ \ \' \Y
\ F F F \"% F F
F v \ F \ \Y F
F F Vv F F \ \%
1) Una férmula F es evaluada como verdadera sobre todo el dominio de

interpretacién, si lo es para toda x (3x F[x]).
2) El cuantificador existencial (3} aplicado a una férmula F evalia como

verdad, si existe al menos uno que evalla a F como verdadera.

3.5 Consistencia, Completitud y Decidibilidad

Un calculo C es consistente si no hay ninguna férmuia bien formada de C tal

que, tanto ella como su negacion sean teocremas de C.

Un célcuto C es completo si, dada cualquier fdrmula bien formada de C, o ella o su

negacion es un teorema o un axioma de C.

Un calculo C es decidible si hay un proceso mecanico para decidir si cualquier

férmula bien formada de C es o0 no un teorema de C.

17 Delong, Howard. A Profile of Mathematical Logic
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CAPITULO IV
APLICACIONES

4.1 Aplicaciones a la Teoria de Circuitos

Un circuito puede estar abierto o cerrado. Cuando esti abierto no permite el
paso de corriente, mientras que cuando esta cerrado si lo permite.

Se desea resolver el siguiente problema. Dado un circuito, con algunos

interruptores cerrados, determinar si pasa corriente de T, a T,.

T, P T, T, P Q T,
Figura 4.1. Figura 4.2.

La figura 4.1. muestra el circuito mas simple, en el cual T, y T, estan conectadas
por un alambre que contiene un interruptor P. En caso de que el interruptor esté
cerrado, pasa corriente de T, a T,. La figura 4.2 muestra los interruptores P y Q en
serie. Si P y Q estén cerrados, pasa corriente de T,a T, .

Asociemos una proposicion a cada interruptor. Sea p la proposicion “el
interruptor P esta cerrado” y q “el interruptor Q estd cerrado”. La figura 4.1 es
verdadera, pasa corriente, y la fig. 4.2 , que si p y q son verdaderas, para corriente. La
fig. 4.3 muestra un circuito en el cual P y Q estan conectadas en paralelo. La corriente

pasade T,a T, si p v qes verdadera.
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Tl b Tz
Q
Figura 4.3.
P 0
T, T
R S
Figura 4.4.

La fig. 4.4 muestra un circuito en serie y en paralelo. La parte superior esta
representada por p A qy la inferior por r v s; el circuito completo esta representado por
(P Aq)v{ras) Como hay cuatro interruptores y cada uno puede estar abierto o
cerrado, hay 2* = 16 posibilidades de conexion. La tabla de verdad de (pAq)v(ra
s) contiene cuatro variables, p, q, ry s, es decir, 16 filas. Las combinaciones de
interruptores que permiten el paso de corriente corresponden en la tabla a las filas que
dan por el valor de verdad de V. No es necesario que los interruptores actuen
independientemente. Es posible acoplar dos o mas interruptores, de manera que unos
estén cerrados y abiertos simultdineamente. Se indica esto en el diagrama, asignando
la misma letra a tales interruptores. También es posible acoplar dos interruptores, de
manera que uno esté cerrado y el otro abierto. Se indica esto asignando la letra P al

primero y P al segundo.

La proposicién “ p esta cerrado” es verdadera si y séio si “P’ “ esta cerrado o es
falsa. Por tanto, si p es la frase “ P esta cerrado “, entonces ~p es “ P’ esta cerrado”.

Esto se ilustra en la siguiente figura:
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P’ O,

To

La proposicién asociadaes [pv (~p A ~qQ)] v [p ~ g ]. Como la proposicién es
falsa, solamente si p es falsa y q verdadera la corriente fluira a menos que P esté
abierto y Q cerrado.

Verificacion: Si P esta cerrado pasara corriente, pues por la parte superior pasa
corriente, independientemente de que Q esté abierto o cerrado. Si ambos estan
abiertos, entonces P’ y Q' estan cerrados, por tanto, pasara corriente por el circuito
intermedio. Pero si P esta abierto y Q cerrado, por ningunc de los c¢ircuitos pasa

corriente.

Observe que no es necesario considerar el paso de corriente por el circuito
inferior, La contraparte l6gica de este hecho es que la proposicidn asociada al circuito
es equivalente a [ p v ( ~p A ~qQ )], cuyo circuito es unicamente la parte superior del que

estamos considerando.

4.2 Métodos de demostracion
En resumen: una demostracion matematica consiste en que a partir de una

proposicion verdadera R y empleando tautologias, se demuestra que una proposicién S

es verdadera.
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La demostracién de un teorema consiste en mostrar una argumentacién
convincente de que el teorema es consecuencia légica de las hipotesis y teoremas ya
demostrados. ¢Que significa que un teorema es consecuencia légica de las hipdtesis
y teoremas ya demostrados? Como veremos a continuacion, son precisamente las
tautologias las que determinan esto; es decir, las tautologias determinan las reglas de
inferencia légica que se emplean para deducir un teorema a partir de proposiciones
conocidas.

Este proceso de inferir una proposicién t de las proposiciones dadas s,, s, ..., S,

se llama razonamiento y se representa de la siguiente manera:

s1

S,

SI’\

 t
Con esto se quiere decir que, como las proposiciones s,, S, ... , S, Sson
verdaderas, por lo tanto (..), t es verdadera. A las proposiciones s,, S, ... , S, se les

llama premisas del razonamiento y a t conclusién. Se dice que tal razonamiento es

valido si, y solamente si, la proposicién (s, A S, A ... A 5,) = t es una tautologia.

Al demostrar un teorema de la forma “ si p entonces q” (p=>q), cominmente se
empieza suponiendo que p es dado; después se construye una cadena de
proposiciones de la forma p=p,, p,=p, ... , Ps=0, cada una de las cuales es una
hipotesis dada de antemano o un teorema ya demostrado. Tan pronto se llega en esta
cadena a la proposicion p,=>q, de ello se concluye q. Este razonamiento es valido, pero
,como se demuestra el teorema, es decir, como establece la verdad de la implicacion
p=q? Para ver esto recordemos que una implicacién p=q es solamente falsa cuando p

es verdadera y q falsa; entonces todo lo que se necesita para mostrar que p=q es
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verdadera es el caso en que p es verdadera, q necesariamente debe ser verdadera.

Ejemplo Demostrar el siguiente teorema: “Si a y b son numeros pares, entonces

a+b es un numero par’ (p=q)
Supongamos que a y b son ndmeros pares p
Entonces, segun la definicion de nimero par, a/2 y b/2 p=p;
Esto significa que a= 2m y b= 2n para dos enteros my n,
segun la definicion de lo que significa un niGmero entero divide

a otro. P1=P2

Pero, si a=2my b=2n, entonces a + b = 2m + 2n = 2(m+n), por

la propiedad distributiva. P2=>P3
Como a + b = 2(m+n) y m+ n es un entero, (a+b)/2. Ps=>pPs

Si a + b es divisible por 2, esto quiere decir que es par, segin

la definicion de nimero par. pP.=q
Por tanto, a + b es un numero par. ~.q

Un analisis de la demostracidén muestra que el razonamiento es valido. Establece

el teorema, porque cada una de las proposiciones p=p,, P1=pPz P-=P1 P:=Ps Y P+=4,
es un resultado que ha sido enunciado o demostrado anteriormente.

Si el teorema que se va a demostrar no es de la forma p=q, sino una
proposicion q, entonces se reemplaza p en el argumento anterior por una proposicion
apropiada p, que se conoce y después se construye una cadena de proposiciones que

vande p,aq:
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.............

Este razonamiento establece da verdad de p, = q.

Los métodos mas usados son los siguientes:

4.2.1. Demostracién directa o por implicacién

Lo estudiado anteriormente describe el método de demostracion directa.
Consiste en la aplicacion del modus ponens. Es decir, si la proposicién p es verdadera

y la implicacién (p=q) es verdadera, entonces q es verdadera.

4.2.2. Demostracion indirecta

El primer tipo de demostracién indirecta se llama demostracién por
contraposicién. Como el nombre lo indica, consiste en que para demostrar un teorema
de la forma “si p entonces ¢", demuestra su contrarreciproco ~q = ~p. En este caso se
construye una cadena de proposiciones que conducen de ~q a ~p, en vez de p a q.
Esta implicacion es verdadera puesto que ~q = ~p es equivalente a p=q, que es

verdadera.

Ejemplo Teorema. Sean a, b y ¢c nimeros enteros positivos. Si
a+c < b+c, entonces a<b
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Demostracion. A continuacién se va a demostrar el reciproco: sia b,
entoncesa+c¢ b+ c. Portanto, supongamos que a  b. Entonces, por la propiedad
dicotomica, a=b o b < a. En el primer caso se tendriaa +c=b + ¢,y en el segundo
caso, b + ¢ < a + c; en cualquier caso se tiene que a + ¢ b + c. Por tanto, sia b,

entonces a+c b+c.

El segundo método demostracion indirecta de un teorema t consiste en
establecer la verdad de t, estableciendo la falsedad de su negacién de la siguiente
manera: se muestra que la negacion de t, ~t, lleva a una contradiccién, de la forma

RA~R. Este método se llama demostracién por contradiccién o reduccién al absurdo.

Si se muestra que ~t implica tal contradiccién, es decir, si se establece la verdad
de la proposicion (~t) = (r A ~r) para alguna proposicién r, entonces, en virtud de que
ra~r es falsa, se concluye que ~t también es falsa (porque los unicos casos en que la

implicacién es verdadera son V=V, F=V, F=F) y, por lo tanto, t es verdadera.

Eiemplo Teorema. Si S es ei conjunto de todos los nimeros primos, entonces S es un

conjunto infinito. p = q.

Demostracion. Supongamos que no, es decir, que S es el conjunto de todos los

primos y que S no es infinito. (p A~q), la negacién de p=q.
Entonces S es un conjunto finito, digamos S={p, p,. ..., p.}. Como S es finito, el
producto p, p,, ..., p, de todos los primos en S se puede hacer, y ademas formar el

namero b =(p,p,, ..., p,) + 1.

Entonces existe un nimero primo p’ tal que p’ divideab
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Como p' es primo y S contiene a todos los numeros primos, se debe tener que p’

€ S. Sin embargo, ningin primo en S divide a b; por tanto, p’ no divide a b (~r).

Asi hemos llegado a una contradiccién (r A~r). Puesto que la hipétesis de que el
conjunto S no es infinito conduce a la contradiccion (p A~q) = (r A ~r) que es falsa. Por
tanto, si S es el conjunto de los nimeros primos, entonces S es un conjunto infinito.

4.2.3. Demostracion por disyuncién de casos

Si las implicaciones p=>q y ~p=q son verdaderas, entonces q es verdadera por

la tautologia [(p=q) » (~p=>q)] = q.

En efecto, p v ~p es verdadera por la tautoiogia [(pvg) A (p=r) A (g=>1)] =r; q s

verdadera.
Ejemplo Demostrarque x =0 = x"=0
Demostracién. Supongamos que la negacion, x#0 A x' =0 es verdadera.
Por un axioma de los nimeros reales x X' = 1. También empleando x"'= 0 y el teorema
x(0) = 0 se obtiene x x' = x(0) =0. Entonces 1 = 0.
Asi hemos obtenido la contradiccién 1 #0 A 1 = 0. Por tanto, x # 0 = x* 2 0.

4.2.4. Demostracién por contraejemplo

Para demostrar la negacion de una implicacién ~(p = q) se debe dar un

contraejemplo, es decir, un ejemplo en el cual p y ~q son simultaneamente verdaderas.

Ejemplo Sea p: n es un entero divisible por 6 y por 4

Sea q: n es divisible por 24
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(Es verdad que p=q? No, porque, por ejemplo, 12 hace que p y ~q sean

simultdneamente verdaderas. Entonces ~(p=q).

4.2.5. Demostracién por recurrencia o induccioén

El razonamiento por recurrencia se puede utilizar para demostrar que, cualquiera
que sea el entero natural n, una proposicion en la cual intervenga n es verdadera. Para
eso es suficiente establecer que la afirmacion es verdadera para el entero cero y que si
es verdadera para el entero n, entonces es verdadera para el siguiente de n.

En efecto, la parte A de N que contiene los enteros x para los cuales la
proposicidn es verdadera, contiene a cero, y cuando contiene a n, contiene al sucesor

de n. Entonces, por el axioma de induccién, A = N,

Simbdlicamente, la proposicion de induccion es la siguiente:
p(0) A vk [ p(k) = p(k+1) ] = ¥np(n)

Si se puede demostrar que el antecedente p(0) A Yk [ p(k) = p(k+1)] es
verdadera, entonces empleando la regla de inferencia de modus ponens se deduce que

vnp(n) es verdadera.
Hay dos pasos en la demostracién por induccion:

1. Paso fundamental: Probar que p(0} es verdadera.

2. Paso inductivo: Probar que para todo k [ p(k) = p(k+1) ].

Ejemplo: Mostrar que vn, 2™'> 2",
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Demostracién p(n): 2™'> 2"

" Paso fundamental: Probar que p(0) es verdadera: 2°' > 2°, 2%'= 2,

2°=1; por tanto 2%' > 2%

2. Paso inductivo: Probar que vk [ p(k) = p(k+1)].
Supongamos que p(k) es verdadera 2"'> 2
Deducir: P(k+1): 252 > 2+
Como 2¥' > 2% 2%' 2> 2% 2 0 22 > 2" es decir, p(k+1) es

verdadera.

4.3 Algunas Aplicaciones a la Computacién

Los tipos primitivos estandar son aquellos que se tienen a disposicidn en muchas
computadoras como caracteristicas integradas. Incluyen los nimeros enteros, valores
l6gicos de verdad y un conjunto de caracteres imprimibles. En muchas computadoras
los nimeros fraccionarios se incorporan también, junto con las operaciones aritméticas
comunes. Estos tipos se simbolizan por medio de los identificadores. Integer, Cardinal,

Real, Boolean, Char.

De estos tipos primitivos el que se basa en la légica matematica es el tipo Boolean.
Los valores de este tipo estdndar se simbolizan por los identificadores TRUE
(verdadero) y FALSE (falso). Los operadores boleanos son la conjuncién, disyuncién y
negacion logicas cuyos valores se definen en la tabla 1.1. L a conjuncién I6gica se
denota por el simbolo AND (o bien &, y), la disyuncién lbgica por OR y la negacién
logica por NOT (o bien ~). Las comparaciones son operaciones que producen un
resultado de tipo Boolean. Asi pues, el resultado de una comparacion puede asinarse a
una variable o bien puede usarse como operando de un operador logico de una

expresion booleana. Por ejemplo, dadas las variables booleanas p y q, y las variables
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enteras x =5, y = 8, z = 10, las asignaciones

p=Xx=y
q:= (x<y) & (y<z)
producen p = FALSE y q = TRUE

p q pandq porq Not p
TRUE TRUE TRUE TRUE FALSE
TRUE FALSE FALSE TRUE FALSE
FALSE TRUE FALSE TRUE FALSE
FALSE FALSE FALSE TRUE FALSE

Tabla 1.1

Este tipo Boolean se usa en casi todos los lenguajes de programacién. Algunas de las
instrucciones de los programas usan variables booleanas para crear criterios de
decision. Las instrucciones que usan estas variables son: IF THEN ELSE, DO, WHILE.
Un ejemplo es el siguiente programa creado en C, es el Método de Euler, el cual es un
método numérico que se utiliza para resolver problemas de valor inicial de ecuaciones

diferenciales.

# include <stdio.h>
# include <math.h>
# include <conio.h>
# define MAX 3

f* PROGRAMA DEL METODO DE EULER

METODOS NUMERICOS PARA ECUACIONES DIFERENCIALES*/

float pi(float t, float x, float y)

{

return ((-4*x) + (3*y) + 6);

}

float p2(float t, float x, float y)
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{
return ((-2.4*x) + (1.6%y) +3.6);

}
float real1(float t){

return ( (-3.375%exp(-2*t)) + (1.875%exp(-.4*t)) + 1.5);
Hioat real2(float t){
return ( (-2.25"exp(-2*t)) + (2.25%exp(-.4*t)));
}void main()
{
inti,n;
float wi,w2,x,h,a,b,z1,z2,t,u,u1;
float w[MAX];
clrscr();
gotoxy(8,2);printf("Programa que muestra las aproximaciones del m,todo de Euler”);
gotoxy(10,4);printf("Intervalos");
gotoxy(10,5);printf("Ingrese el valor de a: ");
scanf("%f", &a);
gotoxy(10,6);printf("Ingrese el valorde b: ");
scanf("%f", &b);
gotoxy(10,7);printf("Total de iteraciones: "),
scanf("%d",&n};
gotoxy(10,8);printf("Valor inicial x(0): "),
scanf("%f".&w);
gotoxy(10,9);printf("Valor inicial y{(0): ")
scanf("%f",&w1);
gotoxy(5,10});printf("n Tj w1,j W2, [F1()- wijl  [123t)) - w2,jj\n"™);
t=a;
for (i=1;i<=n;i++){
h=(b-a)/n;
w1l =w1l+ h*pi(t,wi,w2);
w2 = w2 + h'p2(t,w1,w2);
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Z1=real1(t+.1);

Z2=real2(t+.1);

t+=h;

if (i==18 || i==41 }{

printf("Pulse una tecla para continuar....... \n™);
getch(); _

printf("%.5fit %.5f\t %.5ft %.5f\t %.5An" w1 w2,
fabs(z1-w1), fabs(z2-w2)); }

getch(),
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CONCLUSIONES

En este trabajo se incluyd una descripcion elemental de las reglas y simbolos
que se emplean en el razonamiento légico. Una de las mayores dificultades al analizar
el rigor matematico de una demostracion, se halla en el hecho de que debemos
comunicar nuestras ideas empleando el lenguaje ordinario, que esta lleno de
ambigledades. En ocasiones es dificil si determinada linea de razonamiento es
correcta 0 no. La logica elimina estas ambigliedades aclarando cormno se construyen las
proposiciones, hallando su valor de verdad y estableciendo reglas especificas de
inferencia por medio de las cuales se puede determinar si un razonamiento es valido o
no. Debido a esto, creo que la verdadera importancia de las matematicas no son los

numeros sino su rigor logico.

Pienso que la materia de Ldégica Matematica en el nuevo plan de estudios de
Matematicas Aplicadas y Computacién es fundamental, ya que proporciona las bases
para distinguir un razonamiento correcto de uno incorrecto. Ademas es la base para
poder hacer las demostraciones de las diferentes materias de matematicas que se
llevan a lo largo de la carrera, asi como, para programar en diferentes lenguajes.

Espero que esta tesina, que esta basada en el programa de la materia, sirva
como apoyo a los estudiantes y profesores de Légica Matematica, ya que la
bibliografia que hay esta en inglés y alguna es muy complicada, ademas en la

biblioteca hay pocos libros.
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Glosario

~ Negacion (no)
A Conjuncion (y)
Y Disyuncién (o)
= Implicacién (Si ... entonces)
1= Doble Implicacién (Si y sélo si)
=, = Equivalencia
Vx Para todo “x”
Ix Existe un “x"
Por io tanto
P(x) Funcién
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Anexo A
Ejercicios

1.- Suponga que p es “ 4 es un numero par’ y q es “ 6/7 es un namero racional". Por
medio de palabras exprese las siguientes proposiciones.

a)pvg

b) p = ~q
C)~pA~q
d(pa~q)=p

2.- Escriba simbolicamente las siguientes proposiciones: si p quiere decir “ella es rubia”
y q " ella es elegante”

a) No es cierto que elia sea rubia o elegante.
b) Eila es rubia o ella no es elegante y rubia.

Respuesta:
a)~(pvQq)
b)pv(~qrp)

3.- Determine el valor de verdad de las siguientes proposiciones compuestas:

a)Si2+2=5,entonces 3 +3 =6.
b)Esfalsoque1+1=362+1=3.

Solucion:

a) Sipes "2+2 = 5"y q es “3+3=6". Como p es falsa y q verdadera, entonces p=q es
verdadera, es decir, |a proposicidon es verdadera.

b) Sea p “ 1+1=3"y q “2+41=3" y sea r “pvq". Como p es faisa y q es verdadera,
entonces p v q, que es r, es verdadera. Como la proposicién dada es ~r, entonces es
falsa.

4 - Halle |as tablas de los valores de verdad de las siguientes proposiciones:
a)~pA Qq

b} ~(p= ~q)

c)prq)=>(pva)

d)~(p ~ Q) v ~(q = p).

Respuesta:
a)FFVF
b)VFFF
c)VVVvVYVvV
d)FVVYV
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5.- Verifique que ~~p =p

Solucion:
P ~p ~p
vV F A2
F V F

6.- Verifique por medio de tablas de verdad que

a)~(paq)=~p v~q (ley de De Morgan)
b)~(pvqg)=~p ~A~q (ley de De Morgan)
c)~p=q)=pA~q
d~pe=q)=(p=~q)<=(~p=q)

7.-Simplificar las siguientes propesiciones usando las reglas del ejercicio 5 y 6.

a)~(p v ~q)
b)~(~p=q)
c) ~(p A ~q)

d) ~(~p A ~Q)
e)~(~p =q)
f) ~(~p=~q)

Solucién:

a)~(pv~q)=(~pA~~qQ)=~pAq
b)~~p=>Qq)=~pAr-~q
C)~PA~Q)=~pv~~q=~pAg
d)~(~pA~Q)=~~pVv~~q)=pv(
e)~(~pe=q)=(~~p=q)=peq
i~-p=~q)=(-pAr~~q)=~PAq

8.- Simplifique las siguientes proposiciones:
a) No es verdad que ella sea rubia o elegante
b) No es verdad que las rosas son rojas si, y solamente si, las violetas son azules.

Solucion:

a) Ella no es rubia ni elegante
b) las rosas son rojas si, y solamete si, las violetas no son azules.
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9.- Verifique la ley asociativa (p A @) AT =p A (q A1), por medio de tablas de verdad.

10.- Verifique la ley distributiva p v (@A 1) =(p v r) A (p v 1), por medio de tablas de
verdad.

11.- Muestre, por medio de tablas de verdad, que la operacion de disyuncién se puede
escribir en terminos de las operaciones de conjuncion y negacion. O sea, pv qQ =~ (~p

A ~Q).

12.- Verifique si las siguientes proposiciones son validas.

a)p=>pnsqg
b)p=pvqg
Respuesta:

a) No es valida
Plalprg|p=pag
VIiV] V vV
VIF| F F
FIV] F \'
FIF| F \'
b) Si es valida.
Pl9lpvgip=pvq
VIiV] V \Y%
VIF| V Vv
FIVv]| V \Y
FIlF F V

13.- Verifique que la proposicion es una tautologia: a v (~a A b)
14.- Verifique que la proposicién es una inconsistencia: (f A g) A ~(f v g).

15.- 8i A = {1, 2, 3, 4, 5). Determine cuales de las siguientes proposiciones son
verdaderas o falsas:

a) 3x que pertenece a Ataique x+3 =10
b) ¥x que pertenece a Atalque x + 3 < 10
c) 3x que pertenece a Atalque x+3 <5
d) ¥x que pertenece a Atalque x + 3 <7

Solucién:
a) Falsa. Porque ningin namero de A es solucion de x + 3 = 10.
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b) Verdadera. Porque todo nimero de A satisface la relacién x + 3 < 10.
c¢) Verdadera. Porque si x, = 1, entonces x, + 3 < 5, es decir, es solucion.
d) Falsa. Porque si x, = 5 entonces x, +3 > 7, es decir, el 5 no es solucion.

16.- Cual es la negacion de las proposiciones:

a) vx p(x) ~ 3y q(y)
b) vx p(x) v 3y q(y)

Solucién:
a) Observe que ~(p A Q) = ~p v ~q; entonces:
~(Vx p(x) A 3y q(y)) =~Vxp(x) v ~3y q(y) = Ix ~p(x) v Vy ~q(y).

b) Observe que ~(p v Q) = ~p A ~G; entonces:
~(Vx p(x) v 3y q(y)) = ~Vx p(x) A ~3y gy) =3x~p(x) A Vy~q(y)-

17.- Sea p(x) = x es par y q(x) = x divide a 44, x toma los valores en los naturales.
Traslade las siguientes proposiciones simbdlicas a frases:

a) 3x, p(x) A g{x).

b) Vx, p(x) = q(x).

¢) 3x, ~(p(x) A q(x)).

d) ¥x, p(x} v q(x).

e) 3x, (p(x) = q(x)) v (~ p(x) A ~q(x)).

18.- Sean las siguientes proposiciones:

P = El necesita un doctor

Q = El necesita un abogado
R = El tuvo un accidente

S = El esta enfermo

U = El esta herido

Establecer las siguientes formulas:

a) (8 = P) A (R=Q)
byP=(SvU)
c)(PAQ)=R
d)(PAQ)= (SAU)
e)~(SvU)=-~P

50




19.- Transformar las siguientes férmulas en formas normales disyuntivas.

a)(~PAQ)=R
b)~Pv~Q}A(S=T)
C)~PAQ)A(PvQ)
d)P={((QAR)= S)
e)(P=Q) =R

Solucion

a)(~PAQ)=R
= ~(~PAQ)vR porll

b) ~Pv~Q)A(S=T)

= ~Pv~Q)A(~SvT) por I

=~(Pv~Q)A(~Sv~-T) por Il

=~(Pv~Q)A~(SA-~T) por VIl b)

=~[(Pv~Q)v (S A~T) por VIl a)

= ~f(~~P v ~Q) v (S A ~T)] por |li

S~ (~P A Q) Vv (S A-~T)] por Vil b)
) ~PAQ)A(PVQ)

=~(P A Q) A (~~P v ~~Q) por il

=~(PAQ)A~(~P A~Q) por VIl b)

=~[(PAQ) v (~P A~Q)] por Vil a)
d) P=>[(QAR)=> 8]

=P=[~(QAR)vS] por I

=~Pv[~(QAR)VvS] por |

= [«(QAR)vS]v~P por IV a)

= ~(QAR)vSv~P porV a)
e)(P=>Q)=R

=(~-PvQ)=R por ||

=~(~P v Q) vR por I

=(~~PAQ)vR ° porVlla)

=(PA~Q)vR por Il
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20.- Transformar las siguientes formulas en formas normales conjuntivas.

a)P v(QAR)

b) ~(P =Q)v (P v Q)
c)~(P=Q)

d) (~P A Q) v (P A-~Q)
e)(P=>Q)=R

Solucién:

a)Pv(QAR)
= (PvQ)A(PvR) porvia)

P)~(P=Q)v(PvQ)
=~(~PvQ)v(PvQ) por |
=~(~Pv Q) v (~~P v ~~Q) por Il
=~(~PvQ)v~(~PA~Q) por Vil b}
= ~[(~P v Q) A (~P A~Q) por VIl b)
=~[(~P v Q) v ~(PvQ) por VIl a)

c}~(P= Q)
=~~PvQ) porll
=~~P A~Q porVlia)
=P A~Q por I

d) (~P A Q) v (P A~Q)
= (P A~~Q)v {~~PA~Q) por I

=~(Pv~Q)v~~Pv Q) por VIl a)
=~[(P A~Q) A (~P v Q)] por VIi b)
e)(P=>Q)=R

=~~PvQ)vR por |l
=~(~PvQ)v~~R porlli
=~[~PvQ)A~R por VUi b)

21.- Verificar los siguientes pares de férmulas equivalentes transformando las
formulas, de los dos lados del “=*, en la misma forma normal

aA(P=>QA(P=>R)=(P=>(QAR))
DP=>Q=PAQ=-P=>Q)A(Q=P)
)PA QA(~Pv~Q)=~PA~QA(PvQ)
dPv(P=>(PAQ))=~Pv~Qv({PAQ)
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22.- Un estudiante se ve sometido a un examen del tipo falso o verdadero y que
consiste en cinco preguntas. El sabe que el maestro siempre formula méas preguntas
con respuestas verdaderas que falsas y que nunca pone tres preguntas seguidas con
la mismas respuestas. De la naturaleza de la primera y ultima pregunta, él sabe que
éstas deben de tener una respuesta contraria. De las demas preguntas, ia uUnica ue
puede contestar con certeza es el numero dos. Basta con esto para que éi esté suguro
de que contestara todas las preguntas correctamente. ;Cual era el valor de verdad de
la pregunta dos? ;Cudl es la respuesta a las cinco preguntas?

Respuesta : VFVVF

23.- Construya una red de circuitos que corresponda a:

(PA~Q)v(~PAQ))v (~P A-~Q)

Solucién:
P
T v o T2
P’ O’
24.- ; Qué enunciado compuesto representa a:
P Q
T, P T,
- PI Q?_F
b |

Solucién

(P AQ)v [(~P A~Q)VvPIAP
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25.- Construya una tabla de verdad para el enunciado del ejercicic 24.

Solucién:

PIQ|~-P|~Q|PAQ|~P A~Q | (~P A~Q)vP | (PAQW[(~PA ~QP] | PAQI(~PA~Q)vP]AP
ViVIFI|F V F V vV V
VIFIFlV F F vV V V
FIVIV | F F F F F F
FIFIV ]V F \' \' V F

26.- Disefie un circuito mas sencillo que el del gjercicio 24, que tenga las mismas
propiedades.

Solucioén:
P 0
T P— Tz
P
(P AQ)VvP]AP
PIQ|P AQ (PAQ)VP [(PAQ)VPIAP
VIV \Y V \
VI|F F \ \Y
F|V F F F
FI|F F F F

27.- La disyuncion exclusiva de dos proposiciones se simboliza porpv qyselee‘po
q, pero no ambas”.

a) Construya l|a tabla de verdad para p v q.

b) Muestre que p v q = ((p v g} A ~(p A q)). Esto muestra que v se puede escribir en
términos de las operaciones logicas: v, A , ~.

Solucion:

a)
Pl9ipvq
VIV F
VIF 1Y
F |V \Y
F|F F
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b) Haciendo la tabla de verdad para {p v g) A ~(p A q), se verifica que los valores son
idénticos a la tabla anterior, asique px g =((p v q) A ~(p A qQ)).

28.- Las oraciones siguientes son enunciados compuestos, 0 cuando menos, pueden
interpretarse como tales. Encuentre sus enunciados simples:

a) Hace calor y esta iloviendo.

b) Hace calor pero no hay humedad. (respuesta: “hace calor’, “hay humedad”)
c) Esta iloviendo o hay mucha humedad.

d) Juan y Pedro subieron al monte.

e) El asesino es Pérez o Fernandez.

f) No es ni necesario ni deseabie

g) O bien Rivas escribio este libro o Lopez no sabia quién era el autor.

29.- En el ejercicio 28 asigne letras a los varios componente, y escriba los enunciados
en forma simbodlica.

Respuesta: b) p A q

30.- Usando unicamente v, A y ~, escriba un enunciado equivalente a cada uno de los
siguientes:

a)p<q
blp=g
c)~(p = q)

31.- Empleando unicamente v y ~ escriba el enunciado equivalente a p v q. Use el
resultado para probar que cualquier tabla de verdad, puede representarse por medio de

los dos conectores v y ~,

32.- Dibujar los circuitos correspondientes a las expresiones simbdlicas:

a)(paq)v~p
b)p A~q)v (~pAQ)

Solucion:

a)

T2

P’
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b)

Ty

P’ O

33.- Suponga que p, q, y r, son tres proposiciones que tienen por valor de verdad V, V
y F. respectivamente. 4 Cudl es el valor de verdad de la siguiente proposicién ~(p v

QA {g=r)?.

34.- Suponga que p = g es una tatuologia y p tiene por valor de verdad V. ;Qué se
puede decir con respecto al valor de q7.

Respuesta:

Que tiene que ser V también ya que en la condicional si p es V y q es F todo es F, pero
como es una tautologia g es V.

35.- Pase a lenguaje simbdlico las siguientes frases, definiendo las férmulas y el
conjunto donde cambia la variable. (Algunas proposiciones son verdaderas y otras
falsas).

a) Todos los numero racionales son reales.

b) Algunos enteros positivos son ndmeros primos.
¢) Todo entero es positivo 0 negativo.

d) Los numeros irracionales no son nunca primos.
e) Existen enteros pares que no son negativos.

36.- Mostrar que si las implicaciones (p A ~q) = q, ¥, (P A q) = ~q, son verdaderas,
entonces p es falsa.

37.- Tres personas, A, B y C, dicen lo siguiente:

A: Yo tengo 22 afios, y dos menos que B y uno mas que C.

B: No soy el més joven, C y yo atenemos tres afios de diferencia. C tiene 25 afios.

C: Yo soy mas joven que A. A tiene 23 afios. B tiene tres afios mas que A.

Determine la edad de cada una de las personas sabiendo que unicamente una de las
afirmaciones que hace cada persona es falsa.

38.- Los canibales de una tribu se preparan para comerse un misionero. Le proponen
que decida su suerte haciendo una declaracién corta. Si es verdadera, sera asado; si
es falsa, lo cocinaran. ¢Con cual declaracion el misionero les puede imponer una
tercera solucion? (el tercero excluido, a priori, en la logica canibal.

Respuesta:
Si el misionero declara que sera cocinado...
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39.- Una prision estd dotada de dos puertas: una conduce a la libertad y otra a la
muerte; en cada puerta hay un guardian que conoce la funcién de las dos puertas; cada
guardian puede responder Gnicamente si 0 no; uno de los dos da siempre una
respuesta verdadera, el otro siempre una respuesta falsa. El prisionero ignora cual dice
la verdad y cudl miente. Le puede hacer una, y sélo una, pregunta a uno de los
guardianes. ;Qué pregunta debe hacer para poder determinar la puerta que conduce a
fa libertad?.

Respuesta:
El prisionero puede obtener una respuesta falsa, pidiendo a uno de los guardianes la
respuesta del otro.

40.- Para escoger un ministro entre tres candidatos, A, B y C, un rey los somete a una
prueba: sobre la cabeza de cada uno de ellos se coloca una bola, que no ven, pero si
ven la bola situada sobre la cabeza de los demas. Los candidatos saben que las bolas
se escogen entre cinco: tres negras y dos blancas; el primero que diga el color de la
bola que tiene sobre su cabeza serd ministro; si se equivoca, le cortan la cabeza. Uno
de ellos, A que ve una bola negra sobre |la cabeza de los otros dos, afirma con
seguridad, viendo que los otros no dicen nada: “yo tengo una bola negra”. Explique su
razonamiento.

Respuesta:

A se dice: "si yo tengo una bola blanca, B se dira: “si yo tengo una bola blanca, C ve
dos bolas blancas y entonces C puede afirmar: ‘yo tengo una bola negra™. C no dice
nada, esa hipdtesis hay que rechazarla, entonces yo tengo una bola negra”. B no dice
nada..., es decir: A construye una teroria T' formada por el enunciado T y el axioma: yo
tengo una bola blanca; se supone entonces que B construye la teoria T" formada por T'
y el nuevo axioma: yo, B, tengo una bola blanca...

41.- ;Cudles de los siguientes razonamientos son correctos?

ajp=>g
B
. q

by pvq
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e) p=>4q
~I= ~q
S~ ~D

Respuesta:
Son vélidos a, b, e, d.

42.- Dé una demostracion indirecta de la siguiente proposicién:

a) Si x? es impar = x es impar {x un entero)
b) Sip v gy ~q, entonces p.
c)Sipe qyp=ryr, entonces ~p.

El empadronador

En la isla de los Caballeros y los Bribones, los caballeros siempre formulan enunciados
verdaderos, los bribones siempre formulan enunciados falsos, y cada habitante es un
caballero o un bribén.

Un hecho fundamental en esta isla es que a todo habitante le resulta imposible declarar
que es un bribén, porque un caballero nunca mentiria y diria que es un bribén, y un
bribédn nunca admitiria verazmente que es un bribon.

La visita de McGregor

Una vez, el empadronador sefior McGregor realizé cierto trabajo de campo en la Isla de
los Caballeros y los Bribones. En esa isla también se denomina a las mujeres caballero
y bribones. En esa visita McGregor decidid entrevistar solamente a los matrimonios.

1. (Y}

McGregor llam¢ a una puerta; el marido la abrio a medias y le pregunté a McGregor
gue deseaba.
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Hago un censo -respondié McGregor-, y necesito informacion sobre usted y su esposa.
¢, Cudl, si alguno lo es, es un caballero, y cuél, si alguno |o es, es un brib6n?

-jAmbos somos bribones!- dijo el marido enojado mientras cerraba la puerta de un
golpe.

43.- { De qué clase es el marido y de qué clase es la mujer?

Solucién:

Si el marido fuera un caballero jamas hubiera afirmado que él y la mujer eran bribones.
Por lo tanto debe de ser un bribén. Dado que es un bribén su enunciado es falso; por lo
tanto ambos no son bribones. Esto significa que ia esposa debe ser un caballero. Por lo
tanto él es un bribén y ella es un caballero.

2.(0)

En la casa siguiente, McGregor le pregunté al marido: -;Ambos son bribones?- El
marido respondié: -Por o menos uno de nosotro lo es.

44 .- ; De qué clase es cada uno?

Solucién:

Si el esposo fuera un bribén, entonces serfa verdad que por lo menos uno de los dos
es un bribén, en consecuencia un bribén hubiera formulado un enunciado verdadero, lo
cual es imposible. Por lo tanto el esposo debe ser un caballero. Entonces se sigue que
su enunciado era verdadero, lo cual significa que él o su esposa es un bribdn. Dado
que el no es un bribon, entonces su esposa lo es. Y por lo tanto Ia respuesta es: éi es
un caballero y ella es un bribon.

3. (Si- entonces)

La siguiente casa que visité McGregor resulté un mayor enigma. Un hombre algo
introvertido abrio la puerta timidamente. Cuando McGregor le pidi6 que dijera algo
sobre si mismo y sobre su esposa, lo Gnico que dijo el esposo fue: -Si soy un caballero,
entonces lo es mi esposa.-

McGregor se fue no muy complacido. -; Cémo puedo deducir algo sobre alguno de los
dos a partir de una respuesta evasiva?- pens6. Estaba a punto de escribir, “Marido y
Muher ambos desconocidos”, cuando recordd sibitamente una vieja leccion de logica
de sus dias de estudiante universitario. Por supuesto -se dio cuenta-, puedo determinar
de que clase son ambos.

45.- ; De qué clase es el marido y de qué clase es la mujer? -
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Solucién:

Supongamos que el esposo es un caballero, entonces lo que dijo es verdad; es decir,
que si es un caballero, también lo es su esposa y, en consecuencia, la esposa también
debe ser un caballero. Esto demuestra que si el esposo es un caballero, también lo es
la esposa. Bueno, eso es exactqamente lo que dijo el esposo; digo que si él es un
caballero, entonces también lo es su esposa. Por lo tanto formul® un enunciado
verdadero, y en consecuencia debe ser un caballero. Ahora sabemos que es un
caballero, y ya hemos demostrado que si es un caballero, también lo es su esposa. Por
lo tanto marido y mujer deben ser ambos caballeros.

4.-(Siy sélo si)

Cuando el empadronador entrevisté a la cuarta pareja, el esposa dijo: -Mi esposa y yo
somos de la misma clase; 0 ambos somos caballeros o0 ambos bribones.

(El esposo podria haber dicho alternativamente: -Soy un caballero si y sélo si mi
esposa es un caballero. Es lo mismo).

46.- ; Qué puede deducirse sobre el marido y qué puede deducirse sobres la mujer?.

Solucién:
No puede determinarse si el esposo es un caballero o un brib6n, pero se puede
determinar de qué clase es la esposa, del siguiente modo:

Si la esposa fuera un bribén, el esposo jamas podria afirmar que es de la misma
clase que su esposa, porque eso seria equivalente a declarar que es un bribén, lo cual
no puede hacer.

Una forma alternativa de considerar el problema es ésta: El esposo es un caballero o
un bribon. Si es un caballero, su enunciado es verdadero, en consecuencia él y su
esposa realmente son de la misma clase, lo cual significa que la esposa también es un
caballero. Por otro lado, si él es un bribén, entonces su enunciado es faiso, en
consecuencia él y su esposa son de distinta clase, lo cual significa que la esposa, al
contrario del esposo, es un caballero. Y por lo tanto, independientemente de que el
esposo sea un caballero o un bribdn, la esposa deber ser un caballerc. (En este caso,
la clase de esposo es “indeterminada”; podria ser un caballero que afirmé verazmente
ser como |a esposa, 0 podria ser un bribén, que afirmé falsamente ser como fa espos).

En busca de Oona

Existe todo un grupo de islas de caballeros y bribones en el Pacifico sur en las cuales
algunos de los habitantes son mitad humanos y mitad pajaros. Estas personas-pajaro
vuelan tan bien como los pajaros y hablan con tanta fluidez como los humanos.

Esta es la historia de un filosofo -un logico, en realidad- que visitd ese grupo de islas y

se enamoro de una joven-pajaro llamada Oona. Se casaron. Su matrimonio era feliz,
excepto que su esposoa era demasiado escurridiza. Por ejemplo, él llegaba al hogar a

60



la hora de la cena, pero si era una tardecita especialmente agradable, Oona se habia
ido volando a otra isla. Por lo tanto él tenia que remar por los alrededores en su canoa
de una isla a la otra hasta encontrar a Oona y llervarla a casa. Siempre que Oona
aterrizaba en una isla, todos los nativos la veian en el aire y sabian que estaba
aterrizando. Sin embargo, una vez que descendiia, era muy dificil encontrarla, por lo
tanto lo primero que hacia el marido cuadno llegaba a una isla era tratar de averiguar
por medio de los nativos en donde habia aterrizado Oona. Lo que dificultaba tanto la
tarea, por supuesto, era que algunos de los nativos eran bribones y no decian la
verdad. Los siguientes son algunos de los incidentes que le ocurrieron.

47 .- En una oportunidad, el esposo llegd a una isla en busca de Oona y encontré a dos
nativos, A y B. Les pregunt6 si Oona habia aterrizado en la isla. Obtuvo las siguientes
respuestas:

A: Si B y yo somos caballeros, entonces Oona esta en la isla.
B: Si A y yo somos caballeros, entonces Oona esta en la isla.

¢ Esta Oona en la isla?
Solucién:

Supongamos que A y B son ambos cabaileros. Entonces el enunciado comin que
formulan es verdadero, a partir de! cual se sigue que Oona est4 en la isla. Por lo tanto
si ambos son cabalieros, entonces Oona esta en la isla. Esto es lo que dijeron, por lo
tanto ambos son caballeros. En consecuencia Oona est& en la isla.

48.- En otra oportunidad, dos nativos A y B formularon los siguientes enunciados:

A: Si alguno de los dos es un caballero, entonces QOona esta en esta isla.
B: Eso es verdad.

¢Esta Oona en la isla?
Solucion:

Si uno de los dos es un caballero, entonces el enunciado que formulé es verdadero, a
partir de los cual se sigue que Oona esta en la isla. Por lo tanto, si alguno de los dos
es un caballero, Oona esta en la isla. De este modo el enunciado que ambos
formularon es verdadero, en consecuencia ambos son caballeros, por lo tanto
seguramente uno por |0 menos es un caballero. A partir de esto y de la veracidad del
enunciado que formularo, se sigue que Oona esta en la isla.

49.- No recuerdo los detalles del siguiente incidente con mucha claridad. Sé que el
l6gico se encontro con dos nativos A y B y que A dijo: “B es un caballero y Oona esta
en esta isla”. Pero no recuerdo exactamente lo que dijo B. O dijo: "A es un bribén, y
Oona no esta en esta isla™. O dijo: “A es un bribon y Oona esta en esta isla. jOjala
pudiera recordarlo! De todos modos lo que recuerdo es que el ldgico pudo determinar si
Oona estaba o no en la isla. ;Estaba?.
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Solucién:

En este ejercicio no se informa lo que dijo B, pero en cambio se informa que a partir de
lo que dijeron A y B, el I6gico pudo determinar si Oona estaba en la isla.

Primero demostraremos que si B hubiera dicho “A es un bribén y Oona no esta en la
isla”, entonces el légico no podria haber resuelto el problema. Por lo tanto supongamos
que B lo hubiera dicho. Ahora, A no podria ser un caballero, porque si lo fuera,
entonces B seria un caballero (como dijo A), lo cual convertiria a A en un bribén como
dijo B. Por lo tanto, A es definitivamente un bribén. Pero también podria ser que B sea
un caballero y Oona no esté en la isla, o que B sea un bribén y Oona esté en la isla, y
no hay forma de determinal cudl de las dos posibilidades es la correcta. Por lo tanto si
B hubiera dicho eso, el 16gico no podria haber sabido si Qona estaba en la isla. Pero se
nos dice que el logico si lo sabia, en consecuencia B no dijo eso. Tiene que habar
dicho: “A es un bribdn y Oona esta en esta isla”.n Ahora veamos lo que ocurre.

A debe ser un bribdn por la misma razén anterior. Si Oona esta en la isla, obtenemos la
siguiente contradiccion: Es entonces verdad que A es un bribén y Oona esté esn la isla,
en consecuencia B formuld un enunciado verdadero, lo cual convierte a B en un
caballero. Perc entonces A formuldé un enunciado verdaderc ai declarar que B es un
caballero y Oona esta en la isla, opuesto al hecho de que A es un bribén. La unica
salida de la contradiccion es que Oona no esté en la isla. Por lo tanto Oona no esta en
la isla (y, por supuesto, A y B son bribones).

50.- En el siguiente incidente, el légico legd a un a isla muy pequefia con sélo seis
habitantes. Interrogé a cada un de ellos y, bastante curicsamente, todos dijeron lo
mismo: “Por lo menos un bribén en esta isla ha visto a Oona aterrizar aqui esta tarde.”

¢ Algun nativo de esa isla vio a Oona aterrizar alli esa tarde?

Solucion:

Dado que los seis nativos dijeron lo mismo, entonces o sontodos caballeros o todos
bribones (todos caballeros, si o que dijeron es verdadero, y todos bribones de lo
contrario). Supongamos que eran todos caballeros. Entonces seria verdad que por lo
menos un bribon en la isla habia visto aterrizar a Oona, pero eso seria imposible, dado
que ninguno de ellos es bribon. Por lo tanto todos debern ser bribones. En
consecuencia lo que dijeron es falso, lo que significa que ningln bribén de la isla vié
aterrizar a Oona esa tarde. Pero dado que todos los nativos son bribones, entonces
ningun nativo vio aterrizar a Oona esa tarde.

51.- En otro extrafio incidente, cuando el esposo llegd a una isla buscando a Oona, se
encontré con cinco nativos, A, B, C, D, y E, quienes adivinaron su propdésito y le
sonrieron con picardia al encontrarlo. Formularon los siguientes enunciados:

A: Oona esta en esta isla.

B: Oona no esta en esta isla.
C: Oona estuvo aqui ayer.
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D: Oona no esta aqui hoy, y no estuvo aqul ayer.
E: D es un bribén o C es un caballero.

El 16gico lo medité durante un rato, pero no pudo lograr nada.
-¢ Podria alguno de ustedes formular otro enunciado, por favor?,- suplicé ei 16gico. En
ese momento A dijo: -E es un bribén o C es un caballero.

¢ Esta Oona en esta isla?
Solucién;

Vamos a demostrar que si A es un bribén obtenemos una contradiccion: supongamos
que A es un bribdn. Entonces su segundo enunciado era falso, en consecuencia E
debe de ser un caballero y C debe de ser un bribén.

Dado que E es un caballero, su enunciado es verdadero, y, entonces, o D es un bribon
o C es un caballero. Pero C no es un caballero, por lo tanto D debe de ser un bribon.
De donde el enunciado de D era falso y, por lo tanto, Oona esta aqui hoy o estuvo aqui
ayer. Pero Oona no estuvo aqui ayer {porque C dijo que estuvo y C es un bribdn), asi
que ella esta aqui hoy. Pero esto convierte al primer enunciado de A en verdadero,
contrario al supuesto de que A es un bribdn. Entonces A no puede ser un bribén; debe
ser un caballero. Por lo tanto el primer enunciado de A era verdadero, y Oona esta en

esta isla.
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