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Introduccion.

Resolver una ecuacién diferencial parcial no siempre es posible usando métodos conven-
cionales, pues las soluciones deben cumplir fuertes condiciones de diferenciabilidad para
satisfacer la relacién propuesta. Por ejemplo, una solucién a la ecuacién

w(z,y, 7, t) = kAu + F(z,7,2,1),

necesariamente tiene que ser dos veces continuamente diferenciable en un cierto dominio
abterto 0 con valores determinados sobre la frontera. Surge entonces la siguiente pregunta;
;es posible debilitar las condiciones sobre v, de tal manera que se pueda obtener una
funcién que se aproxime a alguna de las soluciones “fuertes” de la ecuacién?; de ser posible
encontrar una funcién de este tipo, jcémo saber si ésta resuelve la relacion original?. La
manera natural para responder a estas cuestiones es convertir la. ecuacién diferencial
parcial en una integral, de tal manera que una solucién a ésta sea ahora localmente
integrable y una vez diferenciable, con lo que se ha conseguido debilitar momentineamente
la propiedad de ser dos veces continuamente diferenciable.

Existe una teoria general para resolver ecuaciones diferenciables parciales. El cdlculo
de las variaciones identifica una clase importante de problemas no lineales que pueden
ser resueltos usando técnicas relativamente simples del analisis funcional no lineal. Esta
es la clase de problemas variacionales, es decir, ecuaciones diferenciables parciales.

Por tal motivo, es muy conveniente discutir el problema de encontrar soluciones adi-
cronales a la ecuacién parcial buscando puntos criticos de funcionales de energfa. El punto
es que mientras usualmente es extremadamente dificil resolver la ecuacion parcial, pue-
de resultar mas sencillo encontrar méximos, minimos u otros puntos criticos de cierto
funcional.

En este trabajo se estudiard el funcional de energia

L[y = fsiw[? LAY

&
v
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definido en H!, donde W es un potencial biestable con minimos locales en u = +1 ¥
W(£1} = 0. Obsérvese que si £ & 0, es necesario que u = =1, exceplo quizd, en un
conjunto de medida cero. La intencién es tratar de probar que existe al menos una
solucién diferente de v = £1 que exhibe transiciones utilizando el teorema del pase de
montafia.



Capitulo 1

Motivaciones.

1.1 Algunas nociones de Geometria Diferencial.

Una manera de modelar aspectos fisicos y geométricos de los fenémenos de tensién su-
perficial, es a traves de los conceptos clésicos de la Geometria Diferencial. Supdngase
gue M es una superficie suave y sin picos en el espacio ambiente IR3., La superficie M
puede pensarse como “sumergida” en el espacio ambiente IR?, la cual es muy parecida
a un plano IR? en pequedias vecindades de todos sus puntos. Por ejemplo, una pelota
esférica es muy parecida en pequeiias vecindades de cualquiera de sus puntos a pedazos
de plano. En este trabajo, normalmente se pensard en este tipo de objetos cuando se
hable de superficies, a menos que se especifique lo contrario. Una manera natural para
deseribar mateméaticamente a wna superficie reguler (suave y sin picos), es simplemente
definirla como la imagen de varias funciones

X,_lU[ — Vi,

con £, C R? v 1, C R® conjuntos abiertos, tales que x; son homeomorfismos (funciones
continuas, une a uno con inversa continua), diferenciables (que es posible aproximar punto
a punto un plano tangente) y la diferencial (el plano tangente aproximado punto a punto)
¢s también uno a uno. A la funcién x normalmente se le llama paremetrizacion. No se
discutird aqui con detalle esta definicién, aunque se recomienda fuertemente consultar las
referencias

Témese un punto p en la superficie M. Intuitivamente es clara la posibilidad de dibujar
un plano tangente a M en cada uno de sus puntos. La eleccién de una orientacién en el
plano tangente induce una orientacién en una pequena vecindad de M del siguiente modo.
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Figura 1. Banda de Mobius.

Un movimiento positivo o negativo de curvas cerrradas en un plano es simplemente la
eleccion de la direccidn en cémo se recorren éstas. De esie modo, la eleccién de recorrido de
curvas cerradas en una pequefias vecindades del plano tangente a M, induce un recorrido
positivo (6 negativo) de curvas cerradas en vecindades pequefias de la superficie M. Es
en este sentido en que puede definirse una orienfacidn para la superficie M (figura 2).
Claramente, la direccién de recorrido para curvas estd determinada por el vector tangente
o su negativo, y esta eleccién considera automditicamente a uno de dos veetores, al normal
o su negativo. In el caso de una superficic M, intuitivamente es claro que a cualquicra
de sus puntos se le puede asignar un vector normal. La manera de hacer esta asignacién
es tomar una parametrizacién x : U ¢ R® — M en un punio p € M dado, y definir e
mapeo N : x(U) — R?

Xy A Ky

N(g) = ————a)- (1.1

_!xuf\xt,l

Donde q € x(U), %, = %, x, = £ y el stmbolo “A” se refiere al producto vectorial usual
definido para IR®, No siempre cs posible extender de manera continua este mapeo a toda
la superficie M; més generalmente, si ¥V € M es un conjunto abjertoen My N:V C IR
es un mapeo diferenciable que asocia a cada punto ¢ € ¥V un vector normal unitario {de
longitud unitaria) en g, se dice que N es un cempe de wectores normales uniierios en
V. No todas lag superficies admiten un campo continuo de vectores normales unitarios
definido en toda la superficie; ademds, hay ejemplos en los que el campo resulta no ser
uno a uno. Por ¢jemplo, no es posible definir un campo continuo para la banda de Mibius,
debido a que en cada punto de esta superficic le corresponden los vectores normales N (p)

y -N{p} (figura 2}.

En lo subsecuente, diremos que una superficie M cs orienteble si es posible definir
en todo M un campo continuo de vectores normales unitarios. La cleccién de tal campo
N seré llamada simplemente una orientacidn. Obviamente, siguiendo csta definicién, la
banda de Mébins no es orientable. Una orientacién N en M puede ser usada para definir
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una direceién de rotacién en cada plano tangente T,{M} a cualquier p € M, del siguiente
modo. Dado 8 € R, la f-rolacidn positiva en ¢l punto p de la superficie orientada M es la
transformacién lineat Ry : T,M — T, M definida por Rs(v) = (cos8)v + (sin )N (p) AV,
donde N(p) es la orientacién de M en p. La transformacion Ry es usualmente llamada la

Lotacion de mano derecha de la.terna {N(p). v, N(p) Av} con respecto al dngulo § (figura
2

Figura 2. Orientacién de 5%

Supéngase que N(p) es el vector normal a M en p definido por una orientacion dada
de M. v dendtese como Tp(M) a el plano tangente de M en p 5i por p se hace pasar un
plano TI(p) que contenga a N(p), este plano II{p) intersectard a M a lo largo de una curva
~ llamada seccién normal (figura 3). El vector unitario v, tangente a « en p, es llamado
la direccién normal de la seceién normal.

Figura 3.

En el estudio de la Teoria local de curvas, normalmente se hace referencia a las férmulas
de Frenet-Serret. debido a que éstas abarcan toda la informacién necesaria en el estudio
de curvas  Por ello es conveniente detenerse un poco en su deduccidn. Una curva en el
¢spacio puede ser definida mediante una funcién o de un intervalo I = [0, L], donde L es
la longitud de la curva, en IR? utilizando como pardmetro a la longitud de arco
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& dov
sty = [ 15 Lat
0

No es dificil probar que la velocidad ¢(s) = % ticne longitud uno para este pardmetro
y que el vector ¢ es ortogonal a ¢& y por lo tanto estd en II{p). En el plano, se define
| é(s) |= %, donde 0(s) es el dngulo que forma la tangente con la direccién horizontal;
por lo tanto, | é(s) | indica que tan rdpidamente la curva se aleja de la linea tangente en

s. sto iltimo motiva la signiente definicidn,

Definicidn 1. Sea o : I—R® una curva parameirizada por longitud de arco s € [
El ntmero { @(s) [= k(s) es lamado la curvatura de o en s.

Tampoce cs dificil probar que la curvatura asi definida no depende de la direccidn en
que se recorre la curva. Ahora bien, en los puntos donde k(s) # 0, es posible definir
de igual mancra un vector unitario n(s) en la direccidn de d(s) mediante la ccuacién
a{s) = k(s)n(s); fisicamente, puede pensarse a & como ¢l vector aceleracién de una
particula que se mueve sobre la curva « con velocidad . Derivando (&(s), &(s)) = 1,
se observa que n{s) (llamado simplemente vector normal) es perpendicular a la curva
o(s). Por otro lado, es conveniente definir un nuevo vector unitario lamado wvector bi-
normal como b{s) = £(s) A n(s), donde el simbolo “A” denota el producto vectorial usual
¥ t(s) = &(s). En consecuencia, b(s) es normal al plano delerminado por los veetores
&(s) vy n{s) (usualmenie llamado plano osculador}, y | b(s) | mide que tan distintos son
los planos csculadores con respecto al esculador en s en una vecindad lo suficientemente
pequena; es decir, b(s) mide que tan rdpido se aleja la curva del plano osculador en s en
una vecindad lo suficientemente pequeia de s. Obsérvese que b(s) = t(s) An(s), por lo
que b(s) es perpendicular a £(s). En consecuencia b(s) cs paralelo a n(s), por lo que cs
posible escribir

b(s) = r(s)n(s).

Para alguna funcién 7(s). Esta ltima cs conocida como la torsidn de a en s. No es difieil
probar que o es una curva plana (totalmente contenida en un plano) si y sélo si 7 =0,
¥ que 7 permancce invariante bajo cambios de orientacién. Finalmente, sélo es necesario
ealeular A(s) en términos de la curvatura y la torsidn. Como n = b A{, se tienc

n(s) = —1b—kt

En resumen, para cada valor del pardmetro s, se tiene asociada una terna unitaria
{t,n,b} (lamada terna de Ferret) que junto con las derivadas (s}, 7t(s) y b(s) expresadas
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en esta terna. arroja cantidades (7 y k) que proporcionan toda la informacidn necesaria
acerca del comportamiento de la cuiva o cerca del punto s. Pueden ahora enunciarse las
ecuaciones de Frenet-Serret

t = kn,
= —kt—T1b
b = ™

Normalmente, al inverso R = 1/k de la curvatura se le llama redio de curvatura en s.
Claramente, un circulo de radio r tiene curvatura 1/7 y radio de curvatura ignalar.

Si se piensa que una curva cualquiera puede ser obtenida torciendo una linea recta,
entonces puede concluirse que si dos curvas tienen la misma curvatura y torsién punto
a punto, entonces ambas, salvo un movimiento rigido (traslaciones 6 rotaciones), son la
misma; ademés, dadas dos cantidades k y 7 puede generarse localmente una curva con
curvatura k y torsién 7. Este resultado es conocide como el Teorema fundemnental de la
teoria local de curvas; obsérvese que los puntos y sus tangentes son arbitrarias, por lo que
su validéz se debe a la existencia y unicidad de soluciones de Frenet-Serret.

En general, para cualguier curva regular C sobre la superficie M que pase por el
punte p € M, puede definirse la curvature normal como el nimero k, = kcosf, donde
cosll = {n, N} (producto punto o producto wnterior), n es el vector normal unitario a la
cuva ¢, N el vector normal a la superficie M en py k es la curvatura de € en p. En
otras palabras, &, cs la longitud de la proyeccién del vector kn (justamente la aceleracién
&(s)), sobre e vector normal a Ja superficie en p, con el signo dado por la orientaciéon N
de M en p (figura 4).

Figura 4.

En el caso de 1a seceién normal 7, ésta es una curva plana cuyo vector normal 7 tiene la
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direccidn de la aceleracidn y es colineal con N(p), porlo que cosd = (n, N =1y k, = k;
Es decir, k, coincide en este caso con la definicién 1 de curvatura para. curvas planas..
Definase como k(v) , (v tangente a la curva C), al vector cuya magnitnd s la proyeccion
de kn en N(p) (es decir, kcos ), y cuya direccién eoincide con la de éste dltimo; k{v) serd
llamado el veetor curvatura de € en la direccidn %, endendiendo que ésto se refiere a que
k(v) es ¢l vector aceleracién en p con movimiento sobre «y con velocidad unitaria (figura
5). Claramente k(v) = k(—v). Entonces también puede escribirse k, = &k = (k(v), N).
La funcién k, estd definida en el conjunte compacto S! formado por todas las posibles
direcciones v en ¢l plano tangente, por lo que k, alcanza su méximo y su minimo, [istos
valores son llamados las curvaturas principales k1 y ko de la superficie M en el punto p y

las secciones normales vy ¥ 2 en las cuales los valores by y k2 son alcanzados son Hamadas
secciones principales.

4 ;

Figura 6. Vector k(v).

Definicién 2, La curvatura media /I de una superficie M en el punto p € M con
respecto al vector normal N(p) es el promedio de las curvaturas principales:

kiR

H 5

A continuacién se dard una de las definiciones cldsicas de suporficie minima que invo-
Iucra a la definicién anterior.

Definicién 3. Una superficic M es llamada ménima si la curvatura media I tienc
valor idénticamente cero en todes sus puntos.
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1.2 Observaciones de Laplace y Gauss.

En un ensayo sobre capilaridad presentado a La Real Sociedad de Londres en 1805, Tho-
mas Young introdujo Ia nocién de curvatura media de una superficie. Bn el mismo trabajo,
Young di6 un razonamiento que justificaba por qué en ausencia de friccién en las pare-
des frontera, el fluido toca a éstas formando un dngulo constante, dependiendo sdlo de
jos materiales y no de la forma de las paredes; al afio siguiente, en 1806, Pierre Simon
Laplace reintrodujo tal nocién y derivé para ella una expresion analitica formal, A conti-
nuacion serd expuesta una versidn con notacién moderna, muy parecida a la introducida
por Gauss, de tal derivacion.

Figura 6. Seccién normal de M en p

Sea la superficie M orientada positivamente, parametrizada por x : U—V, con
i/ © R? y VCM conjuntos abiertos, y téngase en mente la comstruccion hecha en ta
seccion anterior para las secciones normales. Sea IT un plano que pasa por el punta
p v que contiene a N{p) Toémese la seccién normal -y contenida en II (figura 6), ¥
supéngase que + estd parametrizada por su longitud de arco s. Recuérdese la definicién
de n, ofs) = k(s)n(s); en este caso el vector normal & la curva « coincide con el vector
N(s) normal a la superficie, se tiene N(s) = n(s), por lo que, debido a las férmulas de
Frenet-Serret

dx dN dx dn . .
(2,95 = (= G ki) =

Considérese la curvatura positiva cuando + estd “doblada” en la direccién de N (fig 5).
Como M esta orientada positivamente, {x, A X,, N} es positive, por lo que la curva se
‘dobla” en la direccién de —N(s), ¥ por lo tanto
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dx dN
Lﬁ%<£,—d~;>. (1.2)

La parametrizacién x(u, v} de la superficie, determina la de ~:

v(8) = x(u(s), 2(s))-

Si se escribe

ot g
Tds ' T ds
€= g(vaNu): Zf = _(<xu7 Nu) +- (XU: Nu)) 3 g= _(mev)s (13)

(donde x, = %, Xy = ';—:, N, = % y N, = -‘f{}), y se sustituye en (1.2) se obticne
b o ((dxdu, dxdv) (aNdu aN
B duds  dvuds)’ \duds dvds)/]’

ei? + 2 i + gir. (L.4)

i

Ahora, escribiendo

Eo={xy,x,) = |x|?, F={(x,%), G={x,%)= % |? (1.5)

Sc observa que

dx'_ [dx dx
ds|  \ds ds/'

e, dxdo\ (dxdu , dxds
du£+dvds "Nduds dvds)/’

B0+ 2F4i + G0, (1.6)

il

Il
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Las cantidades E, F v (3 son los coeficientes de la promera forma fundamental, mientras
que e, f v g son los coef iwcientes de la segunda forma fundamental. Es conveniente hacer
alzunos comentarios sobre estos dltimos conceptos. El preducto interior (punto) natu-
ral en ®? induce un producto interior en cada espacio tangente Tp(M) de la superficie
M. usualmente denotado por {,},. Claramente, el producto interior de dos vectores en
T,( M} serd el producto interior de éstos como vectores de R®. A este producto interior le
corresponde una forma cuadrdtice I, : T,{(M) — R dada por

Liw) = (w,w)p = [l

Esta forma, definida positiva, es llamada la primera forma fundamental Notemos que
s ésta se caleula para vectores tangentes a una curva <y parametrizada por longitud
de arco, se obtiene justamente la relacién (1.6); por lo taato, [,(w) no depende de la
parametrizacién, pero si del punto p. Los coeficientes proporcionan mucha informacién
acerca de la geometria de la superficie. Por ejemplo, si el coeficiente Fu,v) = 0 para
todo punto (u, v) € U, entonces se puede concluir que los vectores de la base {*u, Xy} para
el plano tangente, para x, son mutuamente ortogonales, y que las curvas coordenadas {las
curvas que se obtienen cuando se aplica x a los puntos de la forma (u,vg) y (uo,%), con
tig, tp constantes) de la parametrizacion lo son igualmente.

Retdmese la superficie M con orientacién N. Recuérdese que el mapeo N : M — R3
definido por la relacién {1.1), toma sus valores en la esfera unitaria

5% = {(z,y,2) € R®|z? + 2 + 2% = 1}.

Entonces, el mapeo N : M — S? es conocido como el mapeo de Gauss de M. No
es difici] probar que este mapeo es diferenciable y que la diferencial dN, es un mapeo
lineal de T,{M) en Tyy)(S?). Como los planos T,(M) y Tn((S?) son paralelos, puede
pensarse que dN, es un mapeo lineal de 7,(M) en sf mismo. Es conveniente entender la
manera en que opera dN, : T,(M) — T,(M). Para cada curva parametrizada ot} en
M con 2{0) = p, considérese la curva parametrizada N o a{t) = N(t) en la esfera 82,
Esta representa la restricién del vector normal N a la curva . El vector tangente a N(t)
defimdo por N{0) = dN,(&(0)) pertenece al plano T,(AM) y mide la razén de cambio del
vector normal restringido a la curva o.

La forma cuadritica [, definida en T,(M) por [],(v) = —{dNp(v),v), es la segunda
forma fundamental de M en p. Para dar una interpretacién geométrica de este ultimo
concepto, considérese una curva o M parametrizada por su longitud de arco y «(0) = p.
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Sea N(s) el vector normal a M restringido a la curva a(s). Entonces {N(s), &(s)) = 0,
por lo que

(N (s),65)) = (N (5), a(5)) + (N (5), ()

Y en consecuencia
(N(s),&(8)) = —(N (s}, i(s)).

Aplicando la segunda forma fundamental al vector tangente &(s) en el punto p se obtiene

IL(a(0) = —(dNp(&(0)),&(0),
= —(N(0),&(0)),
= (N(0),&(0)),
= (N, kn)(p), )
= ka(p).

Es decir, el valor de la segunda forma fundamental [], para un vector unitario v € Tp(M)
es igual a la curvatura normal {la expresién 1.5 fué definida en la seceién anterior) de una
curva que pasa por p y es tangente a v.

Sea x(u,v) una parameirizacién de M en el punto p. Entonces, la curva o en M puede
ser descrita bajo esta parametrizacién como o(t) = x(u(t), ©(t)) con @(0) = p. Obsérvese
que

& = XU+ X7,

(1.8)

AN (&) %N(u(t), olt)) = Nuie + Ny,
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Por otro lado, como N, y N, pertenecen a T,(M) (dNp : T,(M) — T,(M)), puede
escribirse

N, = anx,+anXs,
(1.9)

Ny = anpXy, + de0X,.

Y en consecuencia

dN(Ot) = ((11111 + 0.121})){“ + ((Lzl'll + 0221-))){1,.

O bien

dN [Pyt G2 ) (1.10)
v Q1 O23 U
Fsto muestia que en la base {x,,x,}, dV estd dado por la matriz (a;), 4,7 = 1,2.

Por otro lado, la segunda forma fundamental expresada en términos de la base {x., Xy},
estd dada por (utilizando las ecuaciones (1.8))

I, (6) = (dV (@), &) = (N + Ny, %8+ %) = ei® + 2fid + 90"

Resultando nuevamente la expresién (1.4). Es posible expresar los valores de aj; en
términos de los coeficientes e, f y g, utilizando las relaciones (1.9) y (3.5). Lo importante
es que e, f v g pueden ser calculados si se conoce la parametrizacién de la superficie. Por
ejemplo, para el caso f = —(IV,, x,), tenemos f = —{anXu+ 021Xy, %o} = —{on1 F+anG);
ademds f = —{N,, %) = —{213X, + 320%s, X} = —{012E + a9 F). Por tal motivo

—{enF +aaG) = —{enf + ankFy),
—(en& +enk),
g = —{a12F+ CLQQG).
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En notacidn matricial

e fY_[on en E F
—(f g)—(alz azz)(FG)' (1.11)

O bien

= B

. )ﬁl. (L12)

(o e )= (5 1)

Donde { )7! representa la matriz inversa.

Para calcular la curvatura media, considérese nuevamente el mapeo lineal dN,. Por
un resultado cldsico del digebra lincal, para cada p € M exisle una base ortonormal (una
base de vectores unitarios y ortogonales) {e1, ez} de T,(M) tal que dNy(e1) = —kier ¥y
dNp(ez) = —koes, con ky > ks, ¥ k1, ko son los valores mdximo y minimo de la forma
cuadratica Q(v) = (dN,(v),v), definida cn el circulo unidad de T,(M). Calculando la
segunda forma fundamental en estos vectores se obtiene

Hp(el) = —{dN{e1},e1) = (kier, e1) = f,

y andlogamente [[,(ez) = —k;. Los valores k; y ky son justamente las curvaturas princi-
pales en p (vease 1.7). Recuédrdese que las curvaturas principales son log valores méximo y
minimo de la curvatura normal &, definida en el compacto St de Tu{M); es decir, son los
valores mdximo y minimo de la segunda forma fundamental |[,, restringida a el circulo
unitario de 7,,(#) Tomando la orientacidn standard de 2. Resumiendo, estas curvatiuras
resultan ser log valores propios negativos del mapeo dN,. Los vectores e; y ¢5 son las
direcciones principales. Iintonces, k| v k, satisfacen la ecuacién para k

dNy(v) = —kv = —kIv, v €T (M),v#0.

Donde 7 es la matriz identidad en R?. El mapeo lineal dN,(v) -+ kfv no es invertible; por
lo tanto, su determinante debe valer cero; es decir, de la relacién {1.10) se tiene

k2 + k(an + aga) + ayoe — anagg = 0.
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Como ky v ko son raices de esta tltima ecuacién, por la definicién 2

_ kl =+ )'C*z _ "“(0411 + ﬂzg)

" 2 2
Utikzaudo la relacién (1.12)
H:lEg—ZFf+Ge (1.13)

2 EG-F?

Esto demuestra que 2H = k; + k» es un invariante geométrico; es decir, es invariante bajo
isometrias y cambios de coordenadas. Laplace observd esta dltima propiedad y también
tenfa conocimiento de otros conceptos como las cuzvaturas principales, aunque el modo
s la notacién con que han sido expuestos aqui, son debidos a Gauss. Lo que motivo
a Laplace para utilizar conceptos de la geometria de superficies, fue intentar clarificar
conceptualmente y caracterizar cuantitativamente el levantamiento de liquidos en tubos
capilares, Laplace probd (mediante un razonamiento de teoria de potencial) que el cambio
de presién a lo largo de ia superficie es proporcional al curvatura media; esto es, que las
ieves de la Hidrostdtica, en este caso son H = %:«:u donde u es la altura de la superificie
sobre el nivel correspondiente a la presién atmostérica y & es una constante fisica, de este
raode, la ecuacién (1.13) se transforma en una ecuacion diferencial para la superficie M.
Para ilusirar esto dltimo, supéngase cierto el resultado de Laplace y que la superficie M
puede ser descrita como la grifica de una funcidn z = u(z,y). El vector normal a la
superficie descrita de este modo es justamente el gradiente

— Uy
grad(z — u(z,9)) = V(z ~u(z,y)) = B

E! mapeo de Gauss requiere que el normal a la superficie sea unitario; por lo tanto para
este caso N = “v__'ué_f‘ con W(z,y,2) = z — u(z,y). La parametrizacién estd definida por

x(z. ¥} = (z,y, u{z, y)) por lo que

1 0
= 01, Xy= | 1
Uy Uy

Estos dltimos forman una base para el plano tangente 7,(M}. Entonces, E = (Xg,X;) =
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bxz|? = 1+u?; F y G se obtienen andlogamente. Por otro lado, observese que (N, x,) = 0;
derivando esta tltima relacién con respecto a z se obliene

a

B

(N xz) = (Np. X, ) + (N, X5) =0

En consecuencia

—ugfyf1+ud +ul 0 .
e= (N, Xg) = (N, xge) = |~/ l+u§+u§ ' 0 =
/ 2 2

/1 ud 4 . T+

Uz
El simbolo “” denota el producto punto. Los coeficientes f y g se obtienen similarmente
. Por lo tanto

E=1+ul, F=umu,, G =1+l
(1.14)

o

£ = = | A— [
Jarny 7 e 07 ea

Ahora, utilizando {1.13), y sustituyendo la relaciones (1.14) se obtienc

2H = gy + 2hugy, + cuy,,

con

2
1+ — Uyl 1+ uZ

(L uz+u)i’ S (e ud)E (1+u2+u2)?

Entonces (bajo la suposicién de que se cumple el resultado de Laplacce}, sc obtiene la
ecuacién

Qthgg -+ 20Ugy + Clyy = KU (1.15)
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para la altura u. Es importante notar que

1+ ud)(1+ud) —ulud 1
Q+@tdp G+@+ay

ac— b = >0,

para cualquier funcién u{z,y), por lo que la ecuacidn (1.14) es, ademds de no lineal, de
tipo cliptico.

Fs dificil dar ejemplos explicitos de superficies minimas, debido a la dificultad de
encontrar soluciones explicitas a la ecuacién (1.15). Para superficies con u, y uy pequeiios,
la condicién de que ésta sea minima es aproximadamente que Au = 0; esta tltima es
usualmente llamada ecuacion de Laplace o simplemente laplaciano. Laplace observé que
para este problema, el laplaciano no es adecuado para describir a las superficies que
aparccen en casos reales. Recuérdese que debido a que conceptualmente es preferible
la manera de Gauss para derivar todos los conceptos de esta seccién, no se expondrd
aqui el modo en que procedié Laplace. De cualguier modo, aun usando otra notacidn, fo
iiportante es hacer notar sus observaciones.

A continuacién se enunciara formalmente el resultado que engloba a estas observacio-
fes,

Teorema 1. (Poisson-Laplace). Supongamos que una superficie diferenciable M
de dimensién dos en IR® es la interface entre dos medios homogénecs en equilibrio. Sean
Py v P; las presiones en cada medio. Entonces la curvatura media H de la superficie M
es constante e igual H = h{P — P,), donde la constante A = % es llamado coeficiente
de tension superficial y P, — Py es la diferencia entre las presiones del medio (la presién

resuitante).

En la siguiente seccidn, se estudiard con detalle la demostracidn de este dltimo resul-
tado, utilizando conceptos fisicos, asi como las propiedades geométricas que hasta ahora
se han expuesto. Conviene ahora hablar un poco de fendmenos capilares. El términc
capilar se derivé del latin “capillus”, que significa cabello. Normalmente se usa la palabra
capilaridad para teferirse al levantamiento de liquidos en tubos estrechos. No fue sino
hasta el siglo XVIII que se comprendié que este fenémeno, al igual que muchos otros, se
manifiesta cuando dos materiales distintos se juntan, pero sin mezclarse. Si alguno de
estos materiales es un fluido que forma con algiin otro fluido (o gas) una superficie de
interfase, entonces fa interfase sera llamada superficie capilar. Los intentos para explicar
¢ste tipo de fendmenos se remontan a Leonardo da Vinci, pero una teorfa consistente y
capaz de hacer predicciones, no aparecié sino hasta principios del siglo XIX en los traba-
jos de Young v Laplace. Posteriormente, ésta fue puesta en una fundamentacion mucho
mis solida por Gauss en 1830 y se convirtié en el objeto més estudiado por las figuras
cientificas de ese siglo. La teoria de Gauss fue conceptualmente diferente. Su razonamien-
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to se basé en el principio del trabajo virtual. Bl trabejo sc define como la transferencia
de energia de un objeto a otro por medio de una fuerza que actia entre ellos, cuando o
segundo es desplazado por ésta. El principic de trabajo virtual se basa cn la suposicién
de que la energia de un sistema mecdnico en equilibrio es invarianie bajo desplazamien-
tos muy peguefios de los sistemag de referencia en un tiempo dado, en los que puede
considerarse que fuerzas que actian no son significativas y que el trabajo es nulo. Talcs
desplazamientos son log Hamados desplazamientos virtuales.

En las siguientes secciones se discutirdn formalmente los conceptos de energia y traha-
Jjo, debido a que resulta muy conveniente pensar algunos coneeptos matemsticos en estos
términos.

1.3 Fendmenos de superficie.

1.3.1 Consideraciones Fisicas.

Es generalmente aceptado que la energic es clerta cantidad escalar que un objelo (onda
o particula) posee. No es algo directamente observable, sin embargo en ciertos casos, es
posible analizar el comportamiento de los objetos con cierta cantidad de energfa. Para
predecir ¢l comportamiento de los objetos, se supone la conservacién de la energia con
el propésito de tener control sobre la energia total. La conservacién de la energia no
explica el modo en que la energia se transforma, sino que ¢l total de ésta debe permanecer
constante. El #rabajo es la transferencia de encrgia entre objetos. Normalmente, no
se necesita especificar 1a naturaleza de log objetos si la fuerza que efectiia el trabajo es
conocida. Por cjemplo, si se empuja una caja, la fuerza que realiza el trabajo es el empujén
que experimenta la caja, ¥ el trabajo puede ser calculado sin tener conocimiento de quien
empujd. En general, el trabajo puede ser calenlado ya sea poy la fuersza aplicada o por los
cambios de energfa involucrados.

Para dar una formulacién del trabajo, obsérvese que el desplazamiento de un objeto
debe ser paralelo a la fuerza gue actua. 5ila fuerza aplicada es conslante y estd a un
dngulo constante con respecto a el desplazamiento de longitud Az, entonces

W = FcosfAx.

Donde 0 es el dngulo entre los vectores de fuerza y desplazamiento. 8i se suman todas
las pequefias contribuciones en cierto intervalo [ry, 7], entonces el trabajo realizado ¢s la
integral de linea sobre alguna curva ¢, sobre la cual se realiza el desplazamiento:



13 FENOMENOS DE SUPERFICIE. 25

ra2
W:fF-dr: chostr.
< Tl

Si el producto punto es positivo (es decir, si el desplazamiento y la componente de
la fuerza a lo largo del desplazamiento estdn en la misma direccién), entonces el trabajo
es positivo v se agrega energia al objeto. Si el producto punto es negativo, el trabajo es
negativo y se le resta energia al objete. Esto no implica que se viola la conservacién de
la encrgia. Si se le suma energia al objeto, ésta viene de un segundo responsable de la
fuerza usada en el célculo del trabajo. La energia total de dos objetos es constante, y el
trabajo realizado es solamente la transferencia de energla (igual al trabajo realizado) de
un objeto a otro.

La energia cinética es una forma de energia asociada con el movimiento del objeto,
esto es, con la magnitud de su velocidad lineal v o con su velocidad angular w. En la
mecanica clasica, la energia cinética de una particula en movimiento estd dada por

KMlmz
..2 1T

para la velocidad lineal. La energia potencial es la energia asociada con la posicién relativa
del objeto. También estd asociada con la compresién o elongacién de un resorte ideal

U = {kz?, donde  es el cambio en la longitud del resorte y £ es la constante de elasticidad.

Si una fuerza externa reatiza un trabajo en un sistema, el proceso es reversible y ademds
el sistema regresa a su estado inicial de energia, el trabajo neto realizado es cero y se dice
entonces que el sistema es conservativo. La energfa del sistema es entonces independiente
de como fue realizado el trabajo y depende sélo de los estados inicial y final del sistema.
Si una fuerza es conservativa, entonces localmente tiene una energia potencial, es decir

F=-VU

Considérese ahora un fluido y supéngase que cada elemento de volumen en él es lo
suficientemente pequefio para incluir un nimero grande de particulas; es decir, es un
medio continuo. Cuando se hable de elementos de volumen, se entendera que se consideran
porciones con un volumen muy pequefio comparado con el volumen total del fluido.

Si se sumerge un cuerpo §, el fluido ejerce una fuerza de presion sobre la frontera del
cuerpo, que sera denotada por J9Q. Tal fuerza es normal a la superficie y por lo tanto es
de la forma p(z, y, 2)7, donde p(z,y, z) es justamente la presién y 7 es el vector normal
unitario interior a §2. Entonces, la fuerza sobre el cuerpo § estd dada por
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jjpfi ds,

an

donde dS es el elemento de superficie del cuerpo. Esta tiltima. relacién puede escribirse

como
d -7 0 0
f j pitdS = [ 0o |+|a-a |+ o ds,
an o0 0 0 dz - 11

donde @; == pé;. Supdngase que p(2,y, z) est4 definido en todo Q vy no sélo en su frontera.
Aplicando ¢l Teorema de Gauss en cada coordenada se obtiene

Fuerzaz—/h[f(gz)dl/=m/z Vpdv.

Donde dV es cl elemento de volumen y el signo negativo se debe a que se estd considerando
al vector normal interior,

Si se supone que actdan ofras fuerzas sobre ¢l cuerpo {1, por cjemplo la fuerza de
gravedad, entonces esta dltima estard dada por

f[[[deV;

donde p es la densidad, G = g es el campo gravitacional y g la constante de gravedad.

Si {2 estd inmévil, entonces existe un equilibrio de fuerzas entre la presién y la pravedad.

Estlo es expresado por
—fffvpdv+ffprdV=o.- . '
n 1!

O bien

fff(pG—Vp)dV=0.
o
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Comno § es arbitrario,
Vp = pG.

Si ¢l fluido estd en movimiento con velocidad v = v(z, ¥, z,1), entonces sobre cada
particula, por la segunda ley de Newton, se tiene

dv
PG—VP—PE

Llamense por comodidad vi, % y vs a las coordenadas de la velocidad ». Claramente
¥ =1, U = J ¥ ¥3 = 3, §i se torma al tiempo como parametro para la curva que describe
una particula de fluido. Entonces

PR AN ORI ORION) jlw + GG+ Bui :—* Vi - v 2
Tl B UL T B Rl B~ @y + @lz+ G l=| Verv || B
ool v 0.0 )\ Shsy by dazedn )\ Vepov) \ B2
En consecuencia
Bv
- + (v Viv=G - -Vp, (1.16)
Vo, -v
donde (v, V) = | Vup-v |. Obsérvese que en todo este desarrolio no se han considerado
Vyg v

fuerzas de viscosidad.

La ecuacién (1.16) es la llamada ecuacidn de Buler y es la requerida para el estudio
del movimiento de un fluido. Fue obtenida originalmente por L. Euler en 1755 y es una
de las ecuaciones fundamentales de la Mecénica de Fluidos.

Claramente, si no se considera la fuerza gravitacional, en la ecuacién (1.16) sélo desa-
parece el término ¢ Para un fluido en reposo en un campo gravitacional, la ecuacién de
Euler toma ia forma

Vp = pG. (1.17)
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Eista ecuacidn describe el equilibrio mecdnico del fluido; s no actus alguna fuerza cxtierna,
la ecuacién de equilibrio es simplemente Vp = 0; es decir p constante, por lo que la presién
es la misma en todos los puntos del fluido.

1.3.2 Fisica de peliculas y burbujas de jahdn.

Pl propdsito ahora es estudiar el fendmeno que se presenta cuando una superficie orientada
M separa a dos medios continues, (en realidad, los medios estdn separados por una capa,
pero ésta es tan delgada, que puede pensarse como una superficie). Ambos medios ejercen
cierta presién sobre la superficie de separacién; entonces la diferencia de presiones deberd
determinar la forma de M. A continuacién derd modelada esta siluacidn,

dxdydr

Figura 7.

Supéngase que se tienen dos cuerpos semi-infinitos de cierto liquido con apariencia
plana separados por vapor a una cierta distancia ! (figura 7) y tdmese un elemenio de
volumen en cada uno. Témese como primer cuerpo el de arriba; ésle estd a una altura r
sobre el euerpo inferior y su volumen es drdydr. El segundo es el cuerpo inferior y su
volumen es s%sin € ds dff de, tomando como origen de coordenadas al primer elemento de
volumen, por lo que

x = ssinflsing
y = ssinfcosg
r = scosf

Sea f(s) la fuerza de interaccién entre dos moléenlas que estdn a una distancia s y
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supdngase que fuera de un radio d ya no existe tal interaccién. Claramente, la fuerza
que actia es la de atraceidn, por lo que

f(s) <0 para s<d, fls)=0 para s>d. (1.18)

Sea p el la densidad de moléculas en ambos cuerpos. La componente vertical de la fuerza
entre los dos elementos de volumen es

pdz dydrps®sintdsdf do f(s) cosd.

La fuerza total de atraccién por unidad de &rea debe ser una cantidad positiva. Siry
s son fijos. el valor maximo de 8 es aquel para el cual cos(8,) = r/s (figura 8). Por lo
tanto

Figura 8.

d deas™ r/s e

F) = —p2[/ [ f(szf(s)sinecosﬂ)dqhdﬂdsdr

b
d d 2
= =7 Szf(s)l/fz(l*(:0523)“"5_1'/5(1@(156[7.
/1] ;
2 d d27
B _;"H s*F(s)(1 = (r/s)*) dpds dr
5 [drdoﬁﬁ

= :Q&f/ff(s)(sz — ) dpdsdr
0

L r

dd
= mpzﬁ/ff(s)(sg— r2) ds dr.

[ r



30 CAPITULO 1. MOTIVACIONES.

Sea u(s) el potencial de la fuerza intermolecular. Entonces

u(s):ff(r)dr é %g= ~f(s) con u(s)=0 para s3> d.

Iin consecucncia

il
I
na
™
[3=]
=3
—
—
o
£
=
R
v-)
2

Integrando por partes nuevamecnte

F()

d

— 2 p? [—-lfsu(s)ds+ f?“? u(r) dr}

{

d d d
—2mp* [(?/ su(s) ds) —I—frgu(r) dr}
! [ ]
d

il

)
—prgfr'u(?‘J(?' — L} dr,

1
Consecnentienente

d , d
{0) = —2xp” /rQu{r) dr = ——%/u(:*)47rr2 dr,
0 0

obsérvese que 4rridr es un clemento de volumen, por lo que puede escribirse dr = dartdy
y por lo tanto se tiene Ia integral de volumen
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F(O)=—%— / ulr) dr,

By(p)

donde p es un punto hubicado como en la figura 9. La presidn wnterna de Laploce esta

defimda por K = F(0) y es positiva definida debido 2 que u(r) es negativo o cero para
todo r.

7

Figura 9.

Por definicion. el trabajo realizado para alcangzar una separacion d es

2
¢ g d
= (qZﬁpztfru(r)(r -0 dr) +f27rpzl/ru(r) dr
{ 0 [H t
2 ¢y
= (27;)2 Ej:‘gu(r)dr) - [Qﬂpg —u{l}idl
! [V} i

v por o tanto

I.a separacién produce dos superficies libres; en consecuencia, el trabajo realizado para
separarlas puede igualarse con el doble de Ja energia superficial por unidad de Area, que
#3 justamente la tension superficial o: es decir
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1
ol = f ru(r) de (1.19)
Bylp}

Como ambas superficies estan constituidas de liquido, existe un fenémeno de cohesidn:
esto es, para cada punto en el fuido exisle una densidad de encrgia de cohesidén ¢, que cs
la razén 2, donde 8U cs la energia interna de cierta porcidn de fluido que conticne al
punto en cuestién. Para el modelo molecular normalmente se acostumbra tomar ¢ como

op) = [ ulr)r,

By(p)

y por lo tanto

2 = p* f u(r) dr, (1.20)

a 2¢ sc le llama el potencial de Rayleigh y fuc iniroducido en el estudio de la presién
interna de una superficie liguida curvada. 81 se calcula la diferencia de potencial entre
un punto 2p, sobre la superficie plana del liquide y en un punto 2p, en su interior, de tal
forma que By{p) esté totalmente contenida en el fluido (figura 10a), es posible identificar
la K de Laplace con tal diferencia de potencial mediante ¢, == %qbl. Entonces

d
2y — U = gy = —2mp ] 2 u(r) dr = K. (1,21)
]
B _ D @
w/ >
| P
Figura 10a, Figura 10b.

Si s¢ considera ahora una gota de radio B > d (figura 10b), la integracién para ¢, es
idéntica a la del easo anterior, mientras que para el ¢, debe ser tomada sobre un volumen
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mds restringido debido a la curvatura de la superficie. Si 8 es el dngulo entre el vector r
v un radio fijo R. entonces

~Y(r/2R)

P = wp r2ulr) sinfdr| df

T

c'\\'ﬂn. S
-
=]
&

o

,2 (1 - :é) ulr) dr,

Donde et limite de integracién cos™!{r/2R) resulta de integrar la regién sombreada en la
figura 10b. En consecuencia, la presion interna de la gota es

2, — 29, = K + H/H = K + 20/R,

con H como en (119). Si se toma una gota no esférica sino una con superficie convexa,
auronnnaudo secciones curvas por secciones circulares, se obliene

2. — 26, = K+ H/R = K+a{1 }H (1.22)
1 .

donde R, v R, son los radios de las curvaturas principales de la superficie. Escribiendo
{1.22) en la forma

—py = (ﬁl—l + i) , (1.23)

se obtiene la llamada ecuacién de Laplace, que modela la presion supesficial. Tal ecuacidn
se refiere a la diferencia de presiones entre el liquido contenido en una burbuja esférica (o
no necesariamente) y el gas afuera, pues la presién externa coincide con la presién sobre
una superficie plana; para efectos del cdlculo, es indistinto si la superficie es esférica o
plana. pues el potencial se anula fuera de Ba(p.) (figura 11). La ecuacién de Laplace
prucba el teorema 1. Obsérvese que st B, y Ky son positivos, entonces p; — pa €s positivo;
esto significa que la presién interna es mayor en una gota convexa que en una con superficie
plana  Si R, = R, = oo; es decir, si la superficie de separacién es plana, la presién
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Figura 11.

es la misma en ambos medios. HEstas iltimas observaciones fundamentan la feorfa de
capilaridad de Leplace.

El signente paso es investigar el equilibric mecdnico de dos medios contiguos utilizando
la férmula (1.23). Si se supone que no actéian fuerzas externas en la superficie de separa-
¢idn ¢ en ninguno de los dos medios, entonces la presién es constante en cada medio. La
ecuacidn de equilibrio para este caso es

‘fgl-; + jzl-; = constante (1.24)
De este modo, la suma de las curvaturas tendrd que ser constante sobre una superficie de
separacion libre de fuerzas externas. La condicidn (1.24) significa que M debe ser esférica
{como la superficie de una gota pequefia, para la cual el efeclo de a gravedad puede ser
despreciado). Sin embargo, si la superficie estd fija a lo largo de una curva (una pelicula
de liquido en un marco sélido}, su forma es menos simple.

Cunando la condicién {1.24) es aplicada a peliculas delgadas sostenidas por un marco
sélido, la constante a la derecha debe tener valor cero, debido a que en este caso, M separa
a dos medios iguales. La suma T%T + Rig_ debe tener el mismo valor en todos fos puntos de [a
superficie, por lo que las curvaturas principales tendrin signos opucsios; en consecuencia,
st hacia un medio la seperficie es céncava, entonees hacia el otro serd convexa, y ¢l radio
de curvatura, salvo el signo, es el mismo en ambos easos. De este modo, la condicién de
equilibrio para una pelicula delgada es

1 1
— 4 = =0 (1.25)
R’y Ry J

En caso de considerarse un medio en un campo gravitacional, conviene suponer por
simplicidad que alguno de los medios os simplemente la atmdsfera (cuya presién puede
sor considerada constante en sobre toda la superficic), ¥ el otro un fluido incompresible.
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Si p, es la presién atmosférica, entonces estd es constante, mientras que para determinar
p1. ia presién del fludo, usando la relacién (1.17) (deducida en la seccién anterior), y
tunando el gje z en la direccién vertical, se tiene

dp  Op _ ap
535_33;_0' 8z "

En consecuencia

p = —pgz + constante.

De este modo, 1a condicidn de equilibrio se transforma en

i 1 pgz
— =+ == tante, 1.26
R + z + =~ = constante {1.26)

O

Es usualmente conveniente utilizar la condicién de equilibrio no en la forma (1.26), sino
resolviendo el problema variacional de minimizar la energia libre total. Para un estudio
detallado de esta resolucién, se recomienda consultar [12].

1.4 Ecuacién de difusién y funcional de energia.

%: en un medio fisico hay un fluide de modo tal que éste no cubra el medio uniformemente,
entonces habra un fenémeno de difusidn del fuido de los lugares con mayor 2 los de menor
oncentracién. Si se piensa ahora en el proceso de difusién en un tube vacfo, bajo la
suposicién de que en todo instante 'a concentracion del fuido es la misma en cada seccién
del tubo. entonces este fendémeno puede ser descrito mediante una funcién u(z,t) que
representard ta concentracién de substancia en el corte z y en el instante de tiempo ¢.

De acuerde con la ley de Nernst, la masa del fluido que pasa por la seccién & durante
el intervalo de tiempo (¢, 1 + i) es

50 = —D2% (3, 10561 = WS ds,
Ox
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con W = ~—D%‘, donde 1 os el cocficiente de difusién, S la superficic de el corte del tubo.
En consecuencia, W{x,t) ¢s la densidad del flujo de difusion, esto es, la masa de gas que
pasa por unidad de superficie por unidad de tiempo.

Por definicién de concentracién, la masa de gas en ol volumen V es igual a
G = uV.

DPor lo que, la variacidn de masa del gas en el segmento del tubo {2, 22} al vaviar la
concentracion en du, cs igual a

8Q) = fc(a:)éu - Sdz.

1

Dande ¢(z) es cl coeficiente de porosidad, definido como el cociente del volumen de los
poros entre el volumen total ¥, igual, en este caso, a S du.

Para escribir la ecuacion de equilibrio de la masa del gas en el segmento {21, x2) durante
el intervalo de tiempo (t1, t2), obsérvese que la cantidad de masa del gas que sale del fubo
por z; os la misma que entra por 7, menos elcambio neto de masa en [y, 2o} entre t = ¢
.y fo= Ifg

s j [Potenn) - Plengitan| ar = 5 [e@utein) - uiaolas

Esta dltima relacién es llamada ecuacidn de difusion en forma integral. Para enconbrar
la ecuacién de difusién on forma diferencial, es necosario suponer que la funcién u(z,t)
tiene derivadas uz; ¥y u, ¥ que son continnas. Aplicando el teorema del valor medio para
integrales se obtiene

(=) = S[e(@)u(e - (6 ]| __ ram).

£=n3

s [D(zg)gz(:cg,'r) - D)2 (:L;,T)]

T=k3

Aplicando nuevamente el teorema del valor medio, ahora para derivadas

a

S—a—a" [D(m)g%(w, f):| (tz - tg)(l‘g — 5[!1) =8 [c(m)%u(m, t):l (tz - tl)(aig - 3}1).

=53

=Xy x
1ty t=ty
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Con 3. ty. I3 v &4 puntos intermedios en los intervalos {t1,t2) ¥ {1, %2) respectivamente.

Por lo tanto, simplificando la expresién

a du

—Pmamﬂ

o = Iic(:c)%%(m,t)] .

z=zy
t=ty

Observese que este razonamiento puede ser aplicado a cualesquiera intervalos.

Finalmente, tomando los limites cuando z1,23 — z y ¢i,t2 —> ¢ 5€ obtiene la
ecuacion de difusion

% [D{m)%(z,t)} = c(:c)%—lf(:c,t). (1.27)

Nétese gue en la deduccién, se ha supuesto ausencia de fuentes de substancia y de difusién
a través de las paredes del tubo.

Si el coeficiente de difusién y la porosidad son constantes, la ecuacién (1.27) toma fa
formma

Up = 62Uz,

Donde «?

= %. Finalmente, si el coeficiente de porosidad c es igual a 1 y entonces la
relacidn (1.27}

es de la forma
U = D’b.‘,wx.

Si se quiere obtener ahora la ecuacidn de conduccidn de calor, la deduccién de ésta
puede ser hecha de modo andlogo a nuestro razonamiento, a partir de las consideraciones
fisicas adecuadas. La ecuaci6n que se obtiene es

o1, u
dx

o k—(:c,t)] + Fz,t) = cp%%(x, f). (1.28)

Donde c es el calor especifico, p la densidad y F(z,t) la densidad de las fuentes térmicas
en el punto  al tiempo ¢ para una barra homogénea de longitud /.
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Obsérvese que las ecuaciones (1.27) y (1.28) son muy parecidas; de hecho, considera-
ciones de fendmenos parecidos a éstos arrojan ecnaciones similares.

El interés en estudiar fenémenos de difusién se debe a que dstos pueden ser relacionados
con el problema de superficies minimas. Por ejemplo, un problema fisico en el que las
superficies minimas juegan un papel central, pero en el que aparecen de manera menos
directa que para las burbujas y peliculas de jabdn, es el estudio de algunos sistemas
llamados de reacci6n y difusién. Como se verd mas adelante, cstos sistemas se usah para
modelar diversos fendmenos como Transiciones de fase y Formacién de patrones.

Para entender el proceso de difusién en el espacio, es necesario discutir antes una
importante ecuacién llamada ley de conservacidn de momento. Para su deduccién, con-
sidérese la cantidad de fluido que atraviesa cierto elemento de superficie AS en cl intervalo
de tiempo At. Si v es la velocidad en cada punto del fluido, puede pensarse gue v es
practicamente constante sobre AS. Entonces, ia cantidad de fluido que atravieza a AS
en At es igual a v nASAL, y la masa de éste os pv - nASAL Por lo tanto, para cierto
volumen V' sumergido en el fluido y delimitado por la superficie §, la masa de flujo que
sale de V en un intervalo de tiempo de longitud At cs

(fs pv-ndS) At.

Aplicando el Teorema de Gauss (o de la divergencia), esta ultima integral es igual a

M(t) — M(t+ At)

It

(/j div(pv) de dy dz) At

fff{p(m, ¥, & t) — pl@, g, 2+ AL) dedy dz,
4

donde p es la funcién de densidad y en la primera ignaldad sc ha supuesto que no se crea
ni se destruye la masa. Ohgérvese que

f/ (plz,y, 2,8) — plz,y, 2, + At)) de dy dz = (/ff —pi(®,y, 2, t) do dy dz) A,
4 i
y por lo tanto, puede escribirse, tomando l{mites cuando 8t — 0,

fvf div(pv) dz dydz = —[fo puls, v, 2,8) d dy dz.
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En consecuencia

jf leelz, 3, 2, t) + div{pv)ldz dydz = 0,
i

para todo cuerpo ¥ en el fluido. Finalmente, como esta ultima relacién es vélida para
todo volumen ¥ y suponiendo el integrando continuo,

,0:(56, Y, Z,t) + le(pV) =0.

Esta tltirna relacién es la ecuacién de conservacion de mase para fluidos. Obsérvese que
ésta se ha deducido a partir de la ley de conservacién, por lo que la misma ecuacion
puede ser usada para modelar otros fenémenos; por ejemplo, en electromagnetisma, es
la ecuacién de conservacion de carge. En contextos mas generales, ésta es conocida
siinplemente como ecuacién de conservecion.

En general, el fenémeno de difusion en el espacio estd caracterizado por una funcién
u(z. y, 2. ), que representa la concentracién {temperatura, densidad, seglin sea el caso).
Si u{z,y, z,¢) no es constante, entonces se da lugar a el fendmeno de difusién (en el caso
de la propagacién de calor, u representa la temperatura y si ésta no es constante, se
presentan fluyos térmicos de los lugares de mayor a los de menor temperatura). Para el
vaso general. la ley de conservacién de masa se escribe como

!
f[f ez, y, 2, ) d dy dz = — / V- ndS. (1.29)
i §
() bien.
w(z,y, 2, t) +divy =0, (1.30)

donde V = uv.

Por otro lado, para ciertos procesos de difusion, la funcién de concentracion u(z, v, 2, 1)
cumple con la ley de Fourier, es decir

3uds,

VadS = (V- n)ds =~k
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donde k es una constante positiva (por ejemplo, el coeficiente de conductividad térmica

en el caso de conduccién de calor), y ¢ la derivada normal de u, definida por

Su Uy L1
P Vu-n=| uy [-] ma |,
Uy T3

con n? +ni + n? = 1. Normalmente, la ley de Fourier se escribe como

V= —kVu (1.31)

Y es el vector de densidad de flujo. Es importante sefialar que & es un cscalar sélo en caso
de que el medio sea 1sdtrepo; pero si ¢l medio no lo es, entonces k es un Lensor {matriz de
3 x 3), y el vector de densidad de flujo V os o producto del tensor k por el vector —Vu.
Aquf solo serdn considerados medios isétropos. La relacién (1.31) también cs conocida
como ley de Fick!, cuando £ es un cscalar positivo.

Témese nuevamente ¢l volumen V limitado por la superficie S y supdngase que la
densidad u{z,y, z,t) comple con la ley {1.31) v que existen fuentes de flujo deniro de
V. La ecuacién de equilibrio de flujo para el volumen V' durante cl intervalo de tiempo
{t1,12], debido a la ley de conservacién {1.29}, es de la forma

ta

/{ﬁ f])-nds+]fjﬁ‘dwdydz] dt,
t g Vv
12

/[—- {[[diu]/‘d:udydz—%gfl?dmdydz:‘ di,

131

fff[u(m, iz, t) ~ ulz, y, 2, 0)] drdy dz
i

donde ' = F(x,y,z1t) es la densidad de las fuentes (por ejemplo, en el caso de la
conduccién de calor, F es la densidad de fuentes térmicas dentro de el volumen V).
Procediendo de modo totalmente andlogo al caso de la ley de conservacidén de masa, se
obtiene

1 Adolf Fick (1828-1901), fisidlogo aleman. Propuso la ley que lleva su nombre en 1855 para modclar
1a densidad de corriente de particulas en una sustancia homogénea cuyas particulas estdn esencialmente
fijas.
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wlz, v, 2, t) + dwV — F(z,y,21t) =0

{J bien

u(3,,2,1) = kAu + F(z,9,2,1). (1.32)

Ahora obsérvese lo siguiente. Si se multiplica la ecuacion (1.32) por la funcién v, y
posterrormente se integra sobre todo V), se tiene

f![uutdzdydz—[‘[ kut’_\.udrdydz:-/‘:[qudwdydz.
2

Como uAu = utg, 4 vy + W, = = (utr) + %(uuy) + Lluu,) — vl —uf — U =
div{uVu) — |Vul?, entonces

/{/f % (B;) dzdydz — f!f k[dw{uVa) ~ |Vul?] dx dy dz = f!j ul dz dy dz.

Por el teorema de la divergencia

% [% /jjuzdxdydz} +f/fk|Vu!2d9:dydz— [fkug—zdzdy:/:/fuﬁ‘dzdydz.
1 v g v

Sisetieneque u =046 gﬁ en 8V = §, y ademas no existen fuentes de masa, entonces

1 (5) i) o

El lado izquierdo de esta ltima relacién es la energia del sistema. La funcién I(u) =
i (%) dz dydz es la mtegral de energic para (1.32).
4

Supéngase que las funciones u son estacionarias (independientes del tiempo), ¥ que
se tiene un fenémeno de difusién lenta en el que se sigue satisfaciendo la ley de Fick.
Entonces, 1a relacién (1.31) seré de laforma V = —§Vu, con ¢ > 0. Durante la difusidn, se
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llevan a cabo reacciones quimicas. Si se toman en cuenta estas reacciones en la modelacion
del fendmeno, éstas pueden ser introducidas mediante la relacién }—;‘—L{IV], llamada reaceidn
rdpida. Por lo tanto, la energia del sistems es

/{}/f{W(H)

La energia del sistema depende de la funcién . Dendtese como F(w) a la energia del
sistema para la distribucién «. Por lo tanto, puede escribirse

):/;[f{yzé—u)--l-gvmz} dz dy dz.

E(u) es el funcional de energia.

+ gIVuP} dz dy dz.

Para mds dimensiones, £(u) tiene exactamente la misma forma.

Si el proceso tiene lugar en un dominio regular £ C R™, n > 2, la encrgia total en
B = [ S1vul+ L g,
!

@ es ahora una funcién de las variables espaciales (21, 2, ..., &,) € &, Este dltimo fun-
cional de energia es justamente el que serd estudiado en este trabajo. Espeecificamenie,
se estudiardn las caracteristicas de los cstados de equilibrio cunando ¢ — 0, para fun-
ciones W que son potenciales biestables (con un comportamiento bicstable o de “doble
pozo” como en la figura 12, para el caso unidimensional), con minimos locales en u = +1,
W{xl)=0y W > 0.

Es conveniente escribir el funcional de energia en la forma

f% [Vl + E(“) i (1.33)
1]

Supéngase que € & 0, y que se tiene una coleccién «® con E.{uf) < M. Para controlar
el segundo término de E(u) es necesario que w41, excepto quizds, cn un conjunto de
medida pequeiia. Por otro lado, si la transicidén de +1 a -1 se da sobre una hipersuperficic
(superficic de codimensidn uno), ésta arrojard una contribucién a la energia por unidad
de drea al término gradiente. Esto ltimo hace suponer que E,(u) dche tener valor muy
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W{u)

I/

Figura 12. Potencial biestable, case n = L.

cercano aj area de la region de tramsicién. Por lo tanto, para € &~ 0, al minimizar
(1.33), se estara minimizando el drea de transicion; en consecuencia, la transicion se dard
en conjuntos muy parecidos a las superficies minimas (ver el problema de drea de una
superficie del cap 2). En la figura 13, A, representa las regiones en € en las que u = £1,
mientras que B, es la regidn de transicidn.

Q

Figura 13,

Funcionales similares a (1.33) para € = 0, aparecen en una gran variedad de apli-
caciones, tales como transiciones de fase y formacién de patrones, y han sido estudiados
exhaustivamente en los dltimos diez anos.

1.5 Transiciones de fase.

Consideremos ahora un problema que sirve como motivacién directa al que aguf nos
nteresa En un articulo cldsico, J. D. Van der Waals considerd fluidos cuys energfa libre
a temperatura constante no sélo estd determinada por la densidad, sino también por el
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gradiente de la densidad. Posteriormente, J. W. Cahn v ], E. Hilliard revisaron tal articulo
y tomaron lo que consideraron escencial de la teoria de Van der Waals v usando esto
abtuvieron resultados importantes relacionados con el cambio de encrpia entre fases. A
partir de entonces, el estudio de gradientes ha sido consideracdo para analizar transiciones
de fase y otros fenémenos Fisicos.

En la teoria de Van der Waals, la energfa de un contenedor en una seceidn transversal
dex=—-Laz=Les

L

E(p) = [ W (p(e)) + % (x)"] do
L

Donde p(z) es la densidad del fluido, W(p) es la enerpfa libre por unidad de volumen, y
€ es un parametro pequeifio. Si la masa total en el contenedor es My, entonces se tiene la
restriccidn adicional

L
/ plz)de = My
s

Van der Waals propone que las configuraciones estables del fluido son las que minimi-
zan Ia energia sujetas a la restriccion anterior.

Este problema puede ser planteado con métodos directos de catculo de variaciones
y teorfa elemental de regularidad para encontrar soluciones (no necesariamente unicas),
variando los términos en e funcional. No serd desarrcllado este trabajo aqui. La intencién
es Unicamente mostrar la similitud de éste con el problema de difusién en el que aparece
el funcional de energia {1.33).

1.6 Formacién de Patrones.

Uno de los problemas més importantes en Biologia, que ha sido objeto de un extenso estu-
dio en los iltimos afios, es el de la diferenciacion celular, ¥ estrechamente relacionados con
éste, los problemas de morfogénesis y formacién de patroncs. Para atacar este problema
es necesario recurrir a la informacién genética del organismo, pero los genes no pueden
explicar directamente por si solos las diferencias en diferentes partes del organismo puesto
que puede suponerse que el material genético en la mayoria de las células es el mismo.

Si se quicre construir una teoria del desarrollo, es necesario hacer varias observaciones.
El desarrollo es nma alteracién en el tiempo; 8l s¢ supone que ¢l desarrollo estd controlado
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por alguna substancia, entonces ta teorfa tendré que describir los cambios de concentracién
de substancias como una funcién de otras sustancias y del tiempo.

S1 se piensa en las interacciones més simples posibles para obtener un patrén estable,
la supostcion més sencilla que puede hacerse acerca de la dispersién de moléculas es que
¢l decaimiento es proporcional al niimero de éstas, es decir

da _
ap e

Supéngase que la “comunicacién” entre células se efectua por un proceso de difusién y
pensemos el modelo para una dimensién. Denotemos la posicion de una célula por ¢, con
£ un namero entero, ¥ dos vecinos por ¢ — 1 y ¢+ 1. 51 las concentraciones son ac, Gev1 ¥

a.., Elntercambio neto de “informacién” entre dos células vecinas e ¥ @e—s; estd dado
por

o1 — Q-

La pérdida o ganancia de la célula, tomando en cuenta sélo a las células vecinas estd dada
por

Da((“c-}—l - ac) + (ac—l - ac)):

Donde D, es la constante de difusién. Si se cumple la ley de Fick (1.31) y la ley de
conservacion de masa, entonces el intercambio neto es nulo. Si ademds se tiene que el
espacio es continuo v no existe separacién entre las células, entoces la difusidn estd dada

pol

62
“9z?’

Los términcs importantes para las reacciones de formacién de patrones son los de
la produccidn cormo funcidn de otras substancias involucradas, bajo las suposiciones de
modos de decaimiento y redistribucién que hasta ahora se han hecho. Considérese el
siguiente ejemnplo

fa ca® &%
=——pa+Dir

= (1.34)
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oh O*h e
5{—(3(1 '—'Uh"l-"Dhé‘a"E‘ (1.30)

Donde @ es un activedor (substancia que cstimula la produccién de otra sustancia ¢ de
ella misma) y h un inhibidor {substancia que inhibe la produccidn de substancia). Si se
supone que la concentracién de inhibidor es constante (igual a uno), la distribucién de
activador es uniforme (sin cambio por difusién), y se hacen las constantes ¢, i+ y v iguales
a uno, entonces la ecuacién (1.34) se transforma en

— =a?—q.

Jt

Ena =1, (8a/dt) =0, por lo que s¢ tiene un estado de equilibrio. Si ¢ es mucho mas
grande que uno, a? — a es positivo y cada vez mds grande si los valores de a anmentan;
en consecuencia, el equilibrio es inestable.

Obsérvese ahora la ecuacidn {1.34). La concentracién de inhibidor estd controlada
unicamente por la concentracién de activador presentc en el sistema. Si (Jh/0t) = 0,
entonces la concentracién de inhibidor tendra que ser £ = a®. Insertando ésto en (1.34)
se tiene

da ol 1—a
= -a=1—a
il a?
Obteniendo nuevamente un equilibrio.en ¢ = *. Si ¢ es mds grande que 1, 8a/dt es
negativo; en consecuencia el equilibrio es estable.

De este modo, se han encontrado los dos casos extremos, estabilidad ¢ inestabilidad
dependiendo de la concentracidén de inhibidor en el sistema. Claro estd, €sto ha side
encontrado bajo el supuesto de que no hay cambios espaciales.

Témense ahora las siguientes scuaciones

oo @ __ .pPe.

ot - ph(l + ka)2 I aamg Pro
Ih . 8h

E = pa2~uh+Dk%—2+pl.

Estas ecuaciones permiten una descripcidn tedrica de sistemas biolégicos reales. Aqui
fo es 1a produccién bdsica de activador, p; es la produccién basica de inhibidor, p denota
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la densidad de sustancia. El término ﬁ es un regulador en caso de saturacién de
produccion de activador. No serdn trataéos en detalle estos problemas. Lo que interesa es
hacer notar que en éstos, normalmente se plantean y estudian ecuaciones muy similares a
las relaciones (1.34) y (1.35), (casos particulares de las relaciones {1.27) y (1.28}), dedu-
cidas para los fenémenos de difusion y propagacién de calor respectivamente. Obsérvese
que tanto en las ultimas ecuaciones como en (1.34) y (1.35), no importando cuales hayan
sido las suposiciones, la modelacion consiste esencialmenete en estudiar ligeras variaciones
de la ecuacién de difusién. Las modelaciones en este tipo de problemas también pueden
hacerse en algunos casos, a partir del planteamieato de un funcional de energia, y tratar
de exphcar los patrones de difusién a través del estudio de las transiciones de fase de los

puntos criticos de tal funcional.
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CAPITULO 1. MOTIVACIONES.



Capitulo 2

Casos particulares.

2.1 Célculo en Espacios de Funciones.

PPara entrar en materia, es necesario conocer algunos resultados de la teorfa de cdlculo
vatiacional para funcionales en espacios de funciones de R en R. Un Espacio de Funciones
X es un conjunto de funciones que es un espacio vectorial; es decir, si f,g € X enton-
ces f+ge€ X yof € X para o € R. Para precisar, tdmese e conjunto de funciones
f i ia.b] — R diferenciables denotado por C'{a,b]. En general, los conjuntos C™[a, b]
denotaran espacios de funciones definidas sobre un intervalo {a,b] que son n veces con-
tinuamente diferenciables. Claramente, todos estos conjuntos son espacios de funciones.
Si estos conjuntos tienen ademds definida una norma || f]|, entonces son llamados Espa-
ctos Normados. Es posible igualmente definir un producto escelar (f, g) para espacios de
funciones, pidiendo a éste que cumpla con las propiedades conocidas del producto punto
para espacios Euclideanos. Una vez habiendo definido la métrica en €l espacio X, pueden
ser definidos mapeos continuos entre espacios de funciones. Estos mapeos serdn llamados
funcionales. No nos detendremos en estas cuestiones por el momento. En el Apéndice
sobre Espacios de Sobolev justificaremos lo que aqui se presenta. La intencién es mas bien
hablar de operadores lineales entre espacios de funciones. Sea L : X — ¥ un mapeo
continuo enfre dos espacios de funciones X v V; L es un Operador Lineel si cumple

Lif+g)=Lf)+ L{g), Llaf)=cl(f); «€R, fgekX

Sea J . X —— R un funcional definido en un espacio normado X; el propdsito es
encontrar una forma de “derivacién” para espacios de funciones equivalente a la conocida
para espacios Euclideanos. Para. ello, definase una direccidn en el espacio de funciones X
como un elemento k € Clo,d] (vease el apéndice); entonces se dird que el funcional J
tiene derivada de Gateduz en fu € X en la direccién de h si el limite

49
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iy I ) _ 845, 4 41 o= D10,

existe. Cuando se hace mencién a la derivada Gatedux, lambién se dice que se estd
tomando la primerae variecidn de J en la direccidn de h. De igual modo, puede definirse

la derivade de Fréchet para J en fy 6 simplemente decir que ¢l funcional J es diferenciable
en fp si existe un funcional lineal continuo ¢ para todo h € X tal que

J(f +h) = J(f) = ol +o(|iR])-

Donde of||A4||) es ur término que tiende a cero cuando ||A|| — 0. Ll funcional lineal
continuo se denota por

= DJ(fo)-

Es posible probar que en caso de existir ¢ ésta es inica; igualmente puede probarse
que si e} funcional J tienc derivada de Fréchet enlonces éste tiene derivada de Gatefux
entodohe Xy

Dy d(fo) = DJ(fo)h.

Como ejemplo de lo anterior, sea F = F(z, f(z), f/(2)) una relacién entre la funcién
f(z) y sus derivadas. Supéngase F' continua y témese el funcional J : X' — R definido
por

b
1) = [ Flo, f(o), fx)) da, (21)

con X C CH[a,b,R), f € X y norma |f|, = r.'[na},ic(lf[ -+ |f]). Entonces
a,

b

JE+R) - = f[F(w,f(iv) + h{x), ') + W (2)) — Flz, f(2), ()] de

a

fl

b
IR, f(a), @b+ Fila, £z, £ @)
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+ ofz, f, [k + Mjdz

b

= [1Fe 1@), £ @)k + Fels, £(2), £ @R + ollhl2)] da

a

Donde y = f(z) v z = f(z). El segundo renglon de esta igualdad es cierto bajo el
supuesto que £y, y F; existen y son continuas en el punto (z, f(z), f'(z)). Bajo estas
mistas suposiciones, se tiene

DaJ(fo)h = DJI(fo)h = f[Fyh + Foh)dz,
b

debido a la linealidad de DJ{fo) en h.

Ahora, se desearia tener algin criterio que detecte cuando un funcional evaluado en
alguna funcién fo(z} = 9o, resulta ser un valor mdammo o minumo; es decir, se quisiera
encontrar los extremos del funcional. La manera como serd encontrado tal criterio, resulta
ser totalmente andlogs a la ya conocida para funciones definidas sobre espacios Buclidea-
nos. Sea J : X — R up funcional definido en un espacio normado X. La manera natural
para detectar un mimmeo local para J en yo € X €3 observando la siguiente condicién

J() 2 I (yo)-

Siempre v cuando y esté muy cercano a y. Una condicién necesaria pero no suficiente
para encontrar extremos locales para el funcional J es justamente

DyJ(fo) = 0.
Para toda direccidn b € X en la que la derivada de Gatedux esté definida.

Sea F(z.y(z),v'(z)) € C'(R,R) y el funcional (2.1) con condiciones de frontera yle) =
A v y(b) = B, supdngase ademas que yp €s un extremo de J. Témese el funcional

I(h) = J(yo + hi.

Con h € X tal que h{a) = h{b) = 0. Entonces: en caso de que ¥, sca un punto critico
{maximo o mimmo). se tendrd

DI0)h =0
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Es deciy

b
J 1),y @A) + Fule,ylz), ()0 () dae = 0.

@

Con y = f(z), ¥’ = f'(x). Ahora, si se supone que = F, (%, yo(2), yh(z}) exisle, entonces
es posible integrar por partes para obtencr

f[Fy("E, y(z), ¥ (z))hiz) - h(m)%Fz(x,yn(w), yh(z))] dz + F(z, yo(2), yh(2)) h(z) [E= 0.

@

Como hi(a) = A(h) = 0, el término de frontera se anula; de oste mode, se obtiene
fb(F dF)hdw*O
SV dg o

Para toda h € C'[e, b] con A(e) = h{b) = 0. Ahora, como esto iltimo se cumple para toda
h, Por el lema fundamental del cdlculo de variaciones (véase por ejemplo [9]), se obtiene
la denominada ecuocidn de Buler para el funcional J

d

F”—EE

F,=9. (2.2)

Por lo tanto, si en fo = yg el funcional J tiene un punto eritico, entonces en tal punto
debe satisfacerse la ecuacién de Euler.

Para el problema con dos variables, considérese ahora un dominio acotado 2 C R?, y
sea

J(u) = ffF(w,y,u, we(®, ¥), uy(z, ) do dy,
N

con ¥ una funcidn continua y diferenciable en Q, y F' diferenciable. Supéngase que se
conocen los valores de u en 8§ Si ug es candidato a ser extremo de J(u), entonces
escribase u = wg + th, con hlag = 0, pues u es conocida en la frontera del dominio §2.
Entonces, (procediendo andlogamente a como se hizo para el caso de una variable), la
derivada de Fréchet es
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Dnd (o) = %J(uu + th|emo = /f(Fuh 4 Fy by + Fu hy) dudy = DJ (ug)h.
Q

Si up es un punto critico, DJ{ug)h = 0, para toda h continua y diferenciable en Q.
Observese ademds que Fy by + Fy hy = Z(F, h) + %(Fuyh) - Z(F,)h- g—y{Fu,,)h- En
consecuencla

Il

8 8
DJ(uglh [1 f {(Fuh - %(Fuz)h _ %(Fu,)h) + (a—z(Fuzh) + a—y(Fu,h))} de dy,

8 a3 B, .
- - = |- fds.
fnf (Fuh, Gz(F“‘)h ay(F"“)h) da:dy+6j£h( F, ) i ds.

La segunda igualdad es debida al teorema de la divergencia. Como hjag =0,y DJ{ug)h =
f} se tiene

JJ (e 2t~ ) s =

Esta tltima igualdad debe cumplirse para toda h € C1(07); debido al lema fundamental
del céleulo de variaciones para el caso en R? (véase [9]), se obtiene

8 d

Fu - "9_5(Fu1—) - a(FUy) = (23)

La relacidn (2.3) es la ecuacién de Euler para este caso.

Para espacios de funciones de més dimensiones, las definiciones que hemos presentado
como derivada de Géteaux y de ecuacién de Euler son totalmente andlogas. Una discusidn
més amplia serd dada posteriormente en el apéndice sobre Espacios de Sobolev.

2.2 Dos casos particulares del funcional de energia.

La intencién ahora, es analizar dos ejemplos de funcionales que son casos particulares
del funcional de energia (1 33); estos son de la energia potencial de una membrana y el
funeional de drea de una superficie .
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En primer lugar, témese el caso de la membrana. Supdngase que esta tltima estd
determinada por una funcién z = p(z, ¥}, con € C*(LIR). Si se desca encontrar la
posicién de equilibrio de una membrana fija en su frontera (,» = g en 88, oy es dada),
es necesario minimizar sv energfa potencial

E(yp) :ffnu%pl—lzdwdy,

sobre todas las funciones w{(z, y) definidas en el dominio £ ¥ quc coinciden en 80, El
funcional E={;) se conoce coma ntegral de Dirichlet, v cstd asociado af estudio de confi-
guraciones de equilibrio en electrostitica, mecdnica de fuidos y otras teorias fisicas.

I.a ecuacién de Euler correspondiente, debido a la relacidn (2.3), es

a i
5};(%) + 55(%) =10,

Es decir, A =0,
5i o es un punto critico de E(y), entonces Ayp = 0 en {2 con ¢ = 15 en O

Obsérvese ahora lo siguiente

s -5t - [[ ||€(¢;fm)l|2 ATl g,
= 5 [ 490+ 1Vl 1+ 1) 4 (Ve Vi) dudy
- %f/n 2V, Vh) + | VAl de dy
= DuB(e)+5 [ [ IVHP dray
- —fjn(Aqb)hdrvdy+%ffﬂHVhHchxdy
_ %f[n VA d dy.

Dy E(p) (la derivada de Géteaux), es idénticamente igual a cero en los puntos criticos, Si
ke 5£ 0 entonces la dltima integral es estriclamente positiva, por lo que E(p + h) > E{g);
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entonces el problema tiene un Gnico punto eritico y es minimo. La existencia y unicidad
del punto eritico es debida a la existencia y unicidad de la solucién de la ecuacién de
Lapiace (siempre y cuando 852 sea regular): @, 4 @y = D = 0.

Nétese que cuando la distribueién u es estacionaria en (1.33), y no se toman en cuenta
reacclones quimicas en el problema de difusién, el funcional de energia que se obtiene es
muy parecido a la mtegral de Dirichlet.

Por otro lado, es sabido que el drea de una superficie estd dada por
// 1+ (f2)? + (f,) 2 dz dy,
q

donde z = f(z,y), (5,9) €Qy fo = 61:’ fy= —i se suponen continuas sobre {1.

Esta ultima integral puede ser pensada como una funcién de la funcién f para obtener
¢l funcional

Ay = [[ i+ (g + ()P deay,
it}

¢n cf que f es conocida sobre d6). La derivada de Gatedux de A en la direccidn de h, es

d fehe + fuhy
A HR0) = [ | emme———edad
dt{ (f + th)}(0) [gf 1+ (f2)2 + (fy)? o

Donde h = h{z. y) es una funcidn continua y diferenciable, con i = 0 en 8%

Para un punto critico {ver la forma en que se dedujo la ecuacién (2.3) de la seecidn

anterior). se tiene
el
/_[ fahs + fy dzdy =0,
21+ (f2 + ()2

La ecuacién de Euler (debide a (2.3)), es

6 fz 6 fy
Il I+ N - =0. 2.4
31( 1+ (f)2 + (fy)z) ’ ay(\/l + (f+ (fy)2) -

Si f- v f, son muy pequefias. entonces la ecuacidn (2.4) es practicamente Af = 0, con f
dada en 8¢
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La ecuacion de Euler para A{f), (derivando la relacidn {2.4)), puede ser eserita en la
forma

fmm(l + (fy)2) - 2fa.yfmfy + fyy(l + (fl)z) =0

Comparando esta Gltima expresidn con (1.15), (deducida en el capitule 1), se llega a la
misma condicién sobre la curvatura media If, para obtener superficics minimas. Iin cste
caso la superficie M estd dada por X = (x,y, £(x,y)), por lo que 27 = ||X,|| = L + (f.)%

F o= (fim)_:{y) = fofy v G = X, = 1+ (f£,)% ademds e = (Xpp, N), f = (X,,, N},
g={Xy,N), con N =(—f, —f, 1}.

De este modo, se ha rescatado la condicidn ya antes oncontrada para superficies
minimas, pero esta vez con procedimientos variacionales.

Si la superficie M cstd dada en la forma paramétrica M = M (u, v) y © s una region
del plano {u, v), mapeada en I/ bajo la aplicacién M{u, v) entonces

A= fn f 1Mo A M| due do. (2.5)

Esta dltima integral representa una visidn mas general que el problema en que la superficie
es la grafica de una funcién, por lo que es conveniente pensar cn este sentido.

Nétese que cuando § < IR?, para e = 0, ¢l funcional de energfa (1.33), (véase la seccidn
1.4 del cap.1}, es pricticamente ¢l funcional de drea de la superficie; en consecuencia,
(1.33) estd muy préximo a la relacién (2.5), para e = 0.

Como caso particular, considérese f = f(z). Ln csic caso, el perimetre de la curva
deserita por la funcidn f, estd dado por

b s —— e 7
P(f) = [ 1+ (@) da.

Do manera andloga, si la curva descrita por f estd parametrizada por a(t) = (z(t),y(t)),
con t € (—¢, e}, entonces

o (%)Qdm:_[\/mdtij:umm .

Donde v(t) = (%, %-'f) es el vector tangente a la curva en el punto {(z(¢}, ¥(¢)). Nétese que
estas ultimas ecuaciones son exactamenle la definicién del pardmetro de longitud de arco
{véase el cap.l, seccién 11}, -
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2.3 (Caso unidimensional.

9.3.1 Sistemas con un grado de libertad.

Un sistema con un grado de kbertad es un sistema cuyo estado estd determinado por una
cantidad escalar, descrita por la ecuacién diferencial

i = f(z) z€R (2.6)

Donde & = ﬁfi—i yi= %, para un pardmetro ¢ (usualmente el tiempo), en clerto intervalo
(n.b). A z se le llama varieble de estado (o pardmetro de orden, en el lenguaje fermo-
dinamico o de transiciones de fase). En el caso de una particula de masa unifaria que se
mueve en una direccién, la energia cinética del sistema (ver cap.1, seccidn 1.4), esté dada
por

T=_3"

La energia potencial, es la funcién

U = - [ e

en donde f es la fuerza que actia sobre la particula en la posicion . Observese que si 5¢
suma una constante a la energia potencial, la ecuacién (2.6) no se altera.

Nétese que la energia potencial U(z) determina a la funcién f, por lo que, para espe-
cificar un sistema con un grado de libertad basta determinar la energia potencial.

La energia total es la suma

E=T+U.

En general, la energia total es una funcién E = E(z, &).

Uno de los resultados cldsicos en fisica (véase cap.1, seccidn 1.4), es la ley de conserva-
c16n de la energia : La energia fotal de los puntos que se mueven de acuerdo g la ecuocion
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(2.6) se conserve; es decir E(z, ) no depende de . Esto puede corraborarse si se deriva
la energia total con respecto a ¢

d dU
(T +U) =i+ i = 85 = f(z)) = 0.

Escribase la ecuacién (2.6) en la forma

i=y  §=fla). @7

El plano fase de la ecuacién (2.6) es el plano con las coordenadas = y ¥, donde el Ia,do
derecho de (2.7) determina el campo vectorial de velocidades en dicho plano

Una solucidn de (2.7) es una funcién o : R — R? que describe el movimiento de
un punto tal que la velocidad del movimiento a todo tiempo t s justamente el campo
vectorial de velocidades en el plano fase.

Dec este modo, la curva fase estd dada por las ccuaciones paramdtricas

z=p,  y=o0).

La ley de conservacidn de la encrgia permite encontrar las curvas fase "facilmente”.
En cada curva fase la energla total es consiante, por lo que cada una de éstas pertenccerd
completamente a un nivel de cnergia E(z,y) = h.

Un ejemplo sencillo de lo anterior, es la ecuacién basica de la teoria de oscilaciones (el
oscilador arménico), dada por

Para cste caso se tiene

1 1 1 1
T = wi? U=z’ E =3 4 oob
5 ! 5% Ty
La velocidad fase en el punto (x,y) estd dada por (y, —z), por lo que el campo de velo-
cidades es tangente al radio vector punto a punto y de igual magnitud; o también, de la
expresidn para la energia F, se sigue que las curvas fase son cirenlos, De este modo, las
particulas se mueven uniformemente alrededor de 0, por lo que
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z = rgeos(f - £), y = rosin{f — t),

{15 v # dependen de las condiciones iniciales). De este modo, los niveles de energia son
circulos concéntricos y el ongen.

Supéngase ahora que un potencial de energia estd dado por la grafica de una funcién,
Para identificar los niveles de energia 1y? + U(z) = E, es conveniente hacer algunas
observaciones: cualguer posicién de equilibrio para (2.7) debe pertenecer al eje = del
plano fase. EJ punto (£,0) es una posicién de equilibrio si £ es un punto critico de U, es
decir, (dU/dz)|,—¢ = 0. Por otro lado, cada conjunto de nivel es una curva diferenciable
en una vecindad de los puntos que no sean una posicidn de equilibrio {por ¢l Tecrema
de la Funcién Implicita). En particular, s el nimero E no es un valor critico de la
energia potencial U entonces el conjunto de nivel correspondiente al valor F es una curva
diferenciabie.

2.3.2 Péndulo simple,

Tomese el caso

# = —uwp? sin(z). (2.8)

Esta es la ecuacién que modela el péndulo simple, con we? = g¢/a, g la constante de
gravedad y a la longitud del péndulo.

St se supone |z muy pequefio, entonces sin(z) = z, por lo cual se tienen oscilaciones
pequeias, En consecuencia

T+ U.,‘UQI‘ 7= 0.
La solucion apreximada es z(t) = asin{wyt + ), con to una constante real. En conse-
cuencia, serd obtemdo un movimiento periddico de periodo T = 2 fery. La curva fase
estara dada por
z(t) = asin{wgt + o) y(t) = awp cos{wol + ta).

Donde t € {—o¢,oc} No es dificil comprobar que
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Por lo que, para este caso, tas soluciones aproximadas son elipses con cjes principales o y
we/a y el origen.

Para la ecuacidn completa {2.8), se tiene

a2

T = U = wy?(cos(zg) — cos{z)), = - wp? cos(z). (2.9)

Los puntos criticos de U se localizan en 2 = kw con & € Z; en consecuencia las posiciones
de equilibrio para el sistema se localizan en (k#,0). La funcién z(¢) = 0 representa
el estado de equilibrio en e} que el péndulo estd suspendido sin moverse, en cuyo caso
2 =0, % = 0; la curva fase degenera en un solo punto. Fsta cs una solucidn vélida ya
encontrada anteriormente. Una segunda posicién de equilibrio es el caso ¢ = 7, & = 0,
que representia la posicién vertical del péndulo. El punto z = —w, & = 0 representa
la misma condicién fisica. Dc hecho, los puntos = kw, & = 0 representan alguna de
estas condiciones de equilibrio. Por tal motivo, es suficiente estudiar este problema para
x € [0, 2n]. La ecuacién encontrada para la energia total en (2.9) no puede ser resuelta en
términos de funciones elementales. No es ficil encontrar una relacién (til de & en funcién
de t.

] valor de la encrgfa total al tiempo £ es ¢l mismo que en el tiempo fg para cada nivel
de energia, es decir

i* 2 o 9
E= 5 W cos(z) = W cos(zq) (2.10)
Donde zq = 2(0) y %o = £(0).

De la relacién (2.10) se encuentra que, para cada curva fase

_ dt
10)= [ s

Esta integral cs de tipe eliptico para ciertos valores de xg y Zo; no es posible encontrar una
solueidn explicita. Sin embargo, obsérvese que, para que la integral esié bien definida, es
necesario
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E+4wicosg >0

Sise toma xg = 0 v 4 # 0 entonces, de la relacién antenor se obtiene
T}

|sinzf?| < —
2w

Esta 1elacidn se cumple siempre en caso de que 12?01 > 1. En caso contrario, es necessrio

o

|z| < 2 aresin Yoy’ (2.11)

De la relacion (2 10) se tiene

(£) = /5s? + 2wf(cosz — 1), (2.12)

S 7y = 2wy entonces
Z(t) = £2wy| cos z/2|.

Y por lo tante

df 3
1 = = .
(=) I{ i\/(éwg cos? §) I],: 2uy| cos §!

La solucién a esta dltima integral es 5 - % i2Intan(£+73)|. Por lo que, para 2 = m, la solucion
es infinita; pol 1o tanto, para este caso, el tiempo en que se recorre la orbita es infinito,
gue fisicarente representa la lmposzbﬂ;dad de que el péndulo se detenga exactamente en
posicién vertical hacia arriba.

Si se toman los distintos valores de E y se representan los niveles de energia en el
plano zy. se obtienen las curvas integrales en el plano fase. El Teorema de Bristencia y
unicidad de las soluciones para una ecuacién diferencial con condiciones iniciales dadas,
garantiza que las distintas curvas en la representacién no se intersecten. Ademas, de la
relacién {2.10) se observa que las curvas dentro de las separatrices son cetradas y por lo
tanto z(t). Z(t) son periédicas. El diagrama de la figura 14 muestra todos los distintos
niveles de energia.
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Figura 14, ano fase del péndulo

Las soluciones para el caso sinz = = {a& = 0), estdn represcntadas por las curvas
(elipses aproximadas) alrededor del origen. Estas curvas indican movimientos periddicos
y en esle caso ¢l péndulo oscila de un lade a otro de la vertical hacia abajo. El valor
mdéximo sobre la curva representa la amplitud de la oscilacion.

Para valores de xy superiores a 2wy o inferiores a —2wy, de la relacidn {2.12), se tiene
que &(t) tiene signo constante y x(¢) crece o decrece continuamente. Las curvas que
representan este caso son las Hneas enduladas; dstas corresponden a los movimientos en
los que el péndulo gira siempre en la misma direccién. Cuando el valor de £{t) es muy
grande, las trayectorias oscilan periddicamente ¥ se comportan como en la figura 14,

Finalmente, si el estado inicial (la pareja (zo, o)), se desplaza ligeramente del origen,
la trayectoria correspondiente es una drbita cerrada y en consecuencia ¢l péndulo oscila
con amplitud pequefia alrededor del origen. Si el estado inicial se desplaza ligeramente
de (—m,0) (la posicién que corresponde a la posicién vertical de equilibrio inestable), el
péndulo se aleja de este punto para deseribir un trayectoria periédica o una ondulada.

2.3.3 Funcional de energia; caso unidimensional.

Témese ahora el funcional (1.33), para el caso mas sencillo; ésto es, para el caso unidi-
mensional. Bl funcional de energia tendrd entonces la forma

Blu) = fbg (gg)l WE(“} dz. (2.1;)

Fin este caso, {2 es un intervalo (a,b) de R, y W(u) ¢s un potencial biestable con minimos
localesen u = 1 y W{(d:1) = 0, con comportamiento similar at de la figura 12. Obsérvesc
que E.(u) estd definido para todas las funciones u € C''(a,b). Nuevamente, cuanda €720,
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ta definicion del segundo término del funcional (2.13) implica que us= %1, excepto quizds,
#n un conjunto de medida pequeiia, para colecciones uf con E.(uf) < M . Por otro lado,
la transicién de +1 a -1 puede ser dada sobre curvas derivables y éstas arrojardn una con-
tibucién por unidad de perimetro al término gradiente (que en este caso es § (dufdx)?).
Fsto dltimo, hace suponer que la ley de transicién debe estar cerca de un punto critico
del funcional de perimetro (véase funcional de 4rea, seccién 2.2).

Las funciones u distintas de v = 1, que minimizan al funcional de energfa (2.13),
deben sanstacer la ecuacién de Euler (2.2}, (véase seccién 2.1); por lo tanto

P 1w
“dx? e du
Por o que
d?u 1 dW
bl 2.1
dz? &2 du (2.14)

¥sta dltima ecvuacion puede ser reescrita en la forma

u = wyflu)

Con wg = i De este modo, el problema de encontrar los puntos criticos del funcional
{2 13), es equivalente a resolver la ecuacién de Buler para wg y f(u) dadas. Nétese que
la relacitn u? = wof (1), es parecida al sistema descrito por un péndulo, ya estudiado con
detalle en la secaién anterior, Para resolver la ecuacion (2.14), es conveniente tomar el

rerscalamiento

%
-=&  e#0
£
Observando que & = 5—2‘5‘% = 1% la ecuacién {2.14) puede ser rescrita como
v dW
det T du

Como ejemplo de lo anterior, tomese fa funcidn ¥ (v) = {1 — %)% donde u es justa-
mente ia transicién diferenciable entre los valores 1 v -1, la intencién es que esta transicién



64 CAPITULO 2. CASOS PARTICULARES

tenga un comportamiento similar al de la figura 15, Obséreese que a la funcidn minimi-
zante u° ha sido escrita como u, pero entiéndase que ¢l valor £ ¢s un pardmetro que indica
el comportamiento de las transiciones en regiones pequeiias (de tamafio £). Nétese que la
funcién W asf definida, nunca es negativa; ademds W =CGenu =1y W(0) = 1, por lo
que en el intervalo [-1, 1], tienc un maximo focal en # = 0. Para valores de u superiores
en valor absoluto a 1, la funcidn W es creciente y tiende a +oo cuando u aumenta en vajor
absoluto. Por lo tanto, la funcidn W) cs un potencial bicstable y su prafica es como la
figura 12 {ver cap.1, scccidn 1.4). La intencidn es encontrar una funcidn diferenciable u
que modele la transicién de v = 1 a u = —1, (figura 153). El funcional de energia para
este Caso es

Figura 15.
E.(u) = fbs du)' Q=) (2.15)
¢ J 2 \de € ‘ -

Con ccuacién de Buler

4 4 a?u

it —) e =0

E(u v) Enl:n:2 !
o bien

12 4

R (2.16)

dz? g2

Tomando el rescalamiento £ = £, con € # 0, la ecuacidén (2.16) puede ser recscrita como

d*u .
d—gi = 4(’LLd - u). (2.17)
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Multiplicando aimbos Jados de la ecuacién {2.17) por j—;, e integrando con respecto a £, se
tiene

2
1
5(2_2) =t — 2u” + ¢,

con ¢ una constante real. Ghsérvese que el valor de ¢ debe ser 1, debido a que
L2 _ -y = wia, (2.18)
2\ dE !

dervando esta tltima expresién con respecto a &, se obtiene la ecuacién {2.17).

Elevando a la potencia 5 ambos miembros de la ecuacion {2.18), se obtiene

w'(£) s
(1—w(l+w) vz

utilizando fracciones parciales, e integrando con respecto a € ambos lados, se obtiene
f 1 w'(s)  u'(s)
j - D + P ds = \/§£ + kv

2\l~u 14w

]

para cierta constante k. Por lo tanto
ky
—lajl —u|+In]} +u|=2\/§§+§,

con k; una constante. Recuérdese que el propdsito es encontrar la transicion de —1 al;
por 1o tanto. seran tomados en cuenta sélo valores de , tales que [uf < 1. En consecuencia

1+u
in
1

=2\/§f+%,

es degir.
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distribuyendo y despejando u, se obtiene

o2VIAY

U= e
VI

. . . . 0 . s I3 + 2 — 3
Multiplicande y dividiendo ¢l seg}l/ndo miembro de esta dltima relacién por e Ve
se tiene que la solucidn a la ecuacidn (2.17) es

© VIR _ —(vEEHEL)
u = e
¢ R e )

) = tanh(v/2€ + %11)

Por lo tanto, la transicidn ocurre en £ = % Obsérvese que la constante &, en la solucidn

encontrada, es simplemente una traslacion de Ia solucidn sobre el eje x; por conveniencia,
témese ky = {. Por lo tanto, recordando que £ = x /¢, la solucidn a la ecuacidén (2.16) es

ulz) = tanh(“? ) = Y, T (2.19)

\/51. (0\/5::/5 — 2m/s)

Fscribiendo {2.19) como
] — g-vix/e
u($) = —'——*1 n e——\f?ﬂ?/E )

obsérvese que si ¢l valor de £ estd muy cercano a 0y 2 < 0, entonces el valor de « estard
muy préximo a --1; por otro lado, escribiendo ahora :

eV2rls 1
u(ﬂi) ""l e\/i’l?/E +1 3

se observa que, si £ estd muy cercano & U y © > 0, entonces u ¢stard muy cercana a 1.
Finalmente, st & — 0¢, de la relacién {2.19), se observa que u(z) ~— 0, o
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Para dar una interpretacion a los resultados encontrados, obsérvese que para el caso
limie ¢ = 0. la transicién no existe. Para el caso ¢ = oo, se tiene que la regién de
transicion es de tamano infinito, y la transicién es la funcidn u{z) = 0; si se piensa que
la vanable z es el tiempo, entonces la transicién de 1 a —1 se dard en un tiempo infinito,
para este caso Los casos limite estén ilustrados en la figura 17, mientras que la transicidn
para £ > 0 finito, estd ilustrado en la figura 16.

¥ (g )=tanhi £)

u(x)=0

T ~1 ———i -1

IR

Figura 17. Casocs limite.

Nétese que la ecuacién (2.18), es justamente la energia total F, definida en la subsec-
cién 2.3 1, con T(x) = {a(z))? y U(z) = (1 — #*)>. De igual modo, la ecuacion (2.16)
puede ser pensada como el estado de un sistema con un grado de libertad, como el definido
en ta subseccién 2.3.1. Sea

v=4(® - u). (2.20)

En la figura estd representado el plano fase del sistema (2.20).
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Figura 18. Plano fase del sistema {2 20}



Capitulo 3

Formulacién variacional: Paso de
montana.

l.a conexién entre peliculas de jabén y superficies minimas estd dada por el problema de
Plateau!. que en términos generales dice lo siguiente: “dada una curva cerrada o existe
una superficie M de 4rea minima con ¢ como frontera” (véase [17]). Tal problema puede
ser modelado minimizando el funcional

) = [le(Vu vl dz = [l = (s, u) d,
it} Q

para funciones u € HM M CY{,R%) (H? espacio de Hilbert, véase el apéndice), que
satisfacen la condicién de frontera de Plateau, es decir, el mapeo ujgn : 98 — o es una
parametrizacién mon6tona (débilmente} que preserva la orientacién, donde Q es el disco
[(z.4) 2% + 3% < 1}

Laplace observé que si una superficie M minimiza localmente el drea para una fron-
tera fa ¢, entonces necesariamente Iz curvatura media de M se anula. Considerando
coordenadas isotermas en M (es decir (uz,uz) = (uy,uy) ¥ (uz,uy) = 0), esto dltimo
puede ser descrito a través de la refacién

Au=10

Debido a la eleccidn de pardmetro, se obtiene

$ Joseph Plateau (1801-1883), fisico belga. Realizé varios experimentos con interfases entre dos medios
{peliculas de jabdn) v formuld cuatro principios que describen posibles singularidades estables en tales
superficies.

6%
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””:c”2 - ”“y“z =0= (uzuy) en €

junto con la condicién de frontera de Platean,

En 1930, Douglas y Radé [17], propusieron minimizar la integral de Dirichlet

1

1
Bw) = 5 [IVulPdady = 5 [ (el + 1y |?) dudy
{1 [t}

para resolver ¢l problema de Plateau sobre la clase

Cla) = {u € HY(Q,R®) : ulan € CO(80, RY)};

para ulap que satisface la condicidn de frontera de Plateau.

Claramente, E{u) > A(u); la igualdad se cumple si y sdlo si u es conforme. De hecho,
se tiene que

i 400 = gt B

La ignaldad anterior puede ser derivada del lema de e-conformidad de Morrey (véase [18]).
En consecuencia, 1a solucién al problema de Plateau s¢ reduce al siguiente resultado:

Proposicién 1. Para cualquier curva o € (7', easte una funcién minimizante u de
la tntegral de Dirichlet en €},

Este altimo problema ha sido muy importante en la historia del céleulo de variaciones;
gracias al estudio de las superficies minimas, fueron desarrolladas importantes ideas que
permitieron el crecimiento de tal disciplina. Por cjemplo, Courant establecid la existencia
de superficies minimas inestables utilizando el cldsico lema de paso do montafia.

Para un tratamiento mas amplio del problema de Platcau, véase por ejemplo, [5] o
[13) ~ |

La intencién de este trabajo es probar que para el funcional de energia {1.33), existen
soluciones que exhiben transiciones. En el capitulo anterior, fue discutida la relacién
existente ontre encontrar los puntos eriticos del funcional {2.13), ¥ resolver la ecuacién
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diferencial (2.14); de hecho, la solucién a la ecuacion (2.14), para un caso particular,
exlube una transicién entre los valores w = £I, para una funcién « definida sobre R.
Para el caso general, la situacion es totalmente angloga; resolver el problema de encontrar
puntos criticos para el funcional de energia {1.33), es equivalente a resolver una gcuacion
diferencial parcial no lineal apropiada, llamada justamente ecuacion de Buler-Lagrange.
Por lo tanto, es muy conveniente discutir el problema de encontrar soluciones adicionales a
lu ccuacion de Euler-Lagrange, buscando puntos criticos de funcionales de energia, como el
funcional (1.33). Es necesario ahora, introducir formalmente el célculo de lag variaciones.
Supdéngase que se quiere resolver la ecuacién diferencial parcial no lineal, descrita por

Al =0, (3.1)

donde A|] es un operador diferencial parcial no lineal y v es la incdguita. Existe una teoria
general para resolver todas las ecuaciones parciales (3.1). El célculo de las variaciones
identifica una 1mportante clase de problemas no lineales de la forma (3.1) que pueden
cer resueltos usando técnicas relativamente simples del andlisis funcional no lineal. Esta
es la clase de problemas variacionales, es decir, ecuaciones diferenciales parciales de la
forma (3.1}, donde el operador no lineal A[] es Ja derivada de un funcional apropiado I{].
Simbdlicamente, puede escribirse

A= I

en consecuencia, el problema {3.1) puede ser rescrito como

ui=u. (8.2)

La veniaja de esta nueva formulacién es que ahora las soluciones de (3.1) pueden ser reco-
nocidas como puntos criticos de I{). Bajo ciertas circunstancias, estos ultimos pueden ser
facilmente encontrados; por ejemplo, si el funcional I[-] tiene un minime en u, entonces
presumibiemente la relacién (3.2) es vélida y w es una solicidn de la ecuacién pareial
(3.1) original. El punto es que mientras usuaimente es extremadamente dificil resolver
directamente el problema (3.1), puede resultar mucho mds sencillo descubrir minimos {o
maximos, u otros puntos criticos) del funcional 7{:] Un estudio mds detallado de funcic-
nales definidos en espacios mds generales que los euclidianos, serd dado en el apéndice
snbre espacios de Sobolev.
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Por otro lado, obsérvese que sl f es una funcidn definida sobre un subconjunto com-
pacto K de IR, entonces f alcanza sus valores méximo y minimo sobre J: si éstos no son
alcanzados sobre la frontera de K, entonces f* = 0, en al menos dos puntos interiores
de K. En general, los dominios sobre los cuales estd definide el funcional de cnergfa,
no siempre serdn conjuntos compactos; de hecho, pueden ser subeconjuntos de espacios
cuclidianos de dimensién infinita, (llamados espacios de Hilbert reales). De esta iltima
abservacidn, se desprende la necesidad de una “propiedad de compacidad”; es decir una,
propiedad equivalente a la compacidad para subconjuntos de espacios euclidianos. Esta
propiedad es la condicidn de compacidad de Palais-Smaole,

Obsérvese también que si f os una funcidn real continua y diferenciable, y ademds sc
tiene que f(a) = f(b), para a < b, entonces el Teorema de Rolle garantiza la existencia de
al menos un puato ¢ € (e, d) para el cual f'(c) = 0; ndtese que los valores de la derivada f'
no crecen desmesuradamente cerca de ¢, debido a que la funcién f es continua y derivable
en (o,b). La generalizacién de esta ltima afirmacién es justamente la condicién de
Palais-Smale, y la generalizacién del teorema de Rolle para funciones reales es el llamado
Teorema de Paso de Montaiie; es este 1iltimo resultado el que garantizard la existencia
de un punto critico, distinto de » = +1, para el funcional (1.33), no sélo en espacios
euclidianos, sino en espacios mds generales, como los de Hilbert reales.

Es conveniente interpretar ¢l teorema de paso de montafia como aquel que permite
cncontrar el camino de “menor esfuerzo” sobre una cordillera de montanas, que conecte
a dos puntos a la misma altura en valles distintos. En tal caso, lo esperado s que cste
camino tenga algin “punto silla”® (figura 19).

punto silla

Figura 19. Interpretacion del paso de mentafia.
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3.1 Pauntos criticos y deformaciones.

A continuacién se dardn algunas definiciones que serdn tiles en lo sucesivo. Algunas de
éstas pueden ser revisadas en el apéndice sobre espacios de Sobolev. Para un tratamiento
detallado, véase [16] , [6], ete.

Supdngase que T es un espacio de funciones. Entonces un funcional es una funcién
real en T, es decir, un mapeo de T en R. Un funcional aditivo y homogéneo es llamado
Juncional lineal.

Definicién 4. Un espacio de Hilbert real es un conjunto H, ecuyos elementos se
denotan por f, g,..., tal que

(1) H es un espacto cuclideano; es decir, un espacio real y lineal con un producto escalar
defimdo por (, ), el cual define una norma: |||} = (£, f)*/2

(ii} H es un espacio completo con respecto a la métrica p(f,g) = ||f — gll; es decir,
toda sucesién de Cauchy en H converge a un punto de .

(in) H es un espacio separable, es decir H contiene un subconjunto S numerable y
denso en todo f; esto es, 5 = H.

(iv) H es infinito dimensional; es decir, dadon € Z*, H contiene n elementos lineal-

mente independientes.
Ahora sea
I H— R
un funcional no lineal en H
Defintcidén 5. Se dice que J es diferenciable en v € H, i existe v € H tal que
Iw] = ) + (v, w — u) + ofjfw — v}
El elemnento v, si existe, es Unico. Escribase entonces

I'u] =,
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Esta definicién cs equivalente a la del capitule anterior, debido al teorema de representa-
cidn de Riesz (vease apéndice).

Definicién 6. Se dice que I pertenece a C*(H, R} si I'[u] existe para toda u € H y
el mapeo

' " H—H
e5 continuo,

Notacidn. Sea ¢ € IR.
() Ac={ueH: Iu] < ¢}
(i)K. = {v € H : Ilu] = ¢, I'[u] = 0}.

Definicidn 7.

(i) Se dice que u € H es un punto critico de I, si
I'lu] =0.

(3i) Bl nimero real ¢, es un valor eritico si K, # .

Resultars muy til tener un criterio que permita deformar conjuntos de nivel en otros
esencialmente iguales; es decir, si ¢ no es un punto critico, jes posible deformar el con-
junto A en A, para algnn e > 0, de tal mancra que los conjuntos Aeqe ¥ Ac—e SeaN
esencialmente los mismos?; antes de responder a csta pregunta, serd analizado un cjernplo
concreto, Témese el toro T, de dimensién dos en IR®, tangente a el plano IT como cn la
figura 20.

Definase i : T — IR comao la altura sobre el plano IT. Sea 7, el conjunto de puntos
z € T tales que h(z) < e, para a € R. Cuando el valor de la altura / varfa, también lo
hardn los conjuntos A; obsérvese gque

(a) 8i @ < 0 = h{q), entonces T, ¢s cl conjunto vacio.

(b) Si k(g) < a < h{p), entonces T, tendrd la forma de la figura 21.
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Figura 20.

q

Figura 21.

Claramente, este ltimo conjunto puede ser deformado continuamente alrededor del
punto g, de tal modo que todas sus deformaciones sigan siendo esencialmente el conjunto
de la figura 21. Intnitivamente es claro que al deformar alrededor del punto g un conjunto

de esta forma, eventualmente se obtendrd algo muy parecido a un disco.

(c) Si h{p) < a < h(r), entonces T, tendrd ia forma de la figura 22a.

Figura 22a. Figura 22b.
E! conjunto T, para este caso es practicamente un cilindro.
(d) Si h{r) < a < h{s), entonces T, tomard ahora la forma de la figura 22b.

(e) St k{s) < a, entonces T, es todo el toro.

Los conjuntos T, obtenidos en los casos (a), (b). (c), (d} y (&) son muy distintos entre
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si; intuitivamente ¢s claro que no hay manera de llevar uno a otro sin romper, es decir, de
manera continua. Claramente, en tanto tos valores de {2) s¢ manicngan dentro de alguno
de estos casos, los conjuntos T, pueden ser deformados de modo tal que las deformaciones
sean todas esencialmente la misma. Las deformaciones sélo pueden hacerse de manera
continua dentro de los limites que marcan los distintos casos, cs decir, si no se tienen
puntos eriticos intermedios.

Estas ideas e¢jemplifican ¢l resultado central de la teoria de Morse, que serd presentado
a continuacidn.

Recuérdese que la idea cs deformar el conjunto A, on Ae. para € dada. s
pecificamente, resulta que bajo hipdtesis adecuadas, un conjunio de nivel se puede defor-
mar en otro st no se atravieza un nivel erilico. Esto proporciona una manera indirecta
de probar existencia de punios criticos (soluciones a I'{u) = 0), si es posible establecer
que dos niveles criticos no pueden deformarse uno en ¢l otro. Para probar lo anterior, es
necesario resolver una ecnacidn diferencial apropiada en ol espacio de Hilbert H v seguir o]
flujo gradiente asociado a I. Il espacio I es de dimensidn infinita, por lo que es necesario
dar una condicidn de compacidad sobre este espacio.

Definicién 8. Un funcional T € C*(H,R) satisface la condicidn de compacidad de
Palais-Smale si toda sucesion {uy}re, € H que satisface

(i) {f]ue)}2, es acotado en H

(i) Flag] —> 0en H

es precompacta en H; es decir, para toda subsucesidn tiene una subsucesion {ug}pe;.
existe u € II tal que ug — .

8i H = R, v se toma una funcién [ : R — R diferenciable, entonces la condicidn
de Palais-Smale es: para toda sucesién {z;}5, en R que satisface que {|f{zp)}ie, < ¢
para una constante ¢ € R y que | f'(2;) |[— 0, se tienc que , —+ 2* para algin z* € R
y para alguna subsucesién {#),}. Pava este caso, la condicién de compacidad se justifica
mediante al signiente resultado: Toda funcidn continua y diferencioble acoladn por arriba
(6 por abajo) que satisfase la condicidn de Palais-Smale alcanza su valor mdzimo (3 su
valor minmimo). Este dltimo es una generalizacidn del teorema clésico de andlisis real:
Toda funcidn continue definide en un subconjunto compacto K de R alcanza sus volores
mdzimo y minimo sobre K.

Para ilustrar la definicién &, considérese por ejemplo, la funcidn f: R — R, definida
por f(x) = 1/2. Si se considera en R la sucesién x, = n, con n perteneciente al conjunto
de los naturales, la sucesién {1/n}o., estd acotada por cero y la sucesion f/(z,) = —1/x°
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conveige a cero, pero no exite 2 tal que z, — z. Por lo tanto la funcién f no satisface
la condicién de Palais-Smale

Dendtese por C a la coleccién de funciones I € C'(H,R) que ademés satisfacen la
condicien: I' + H — H es una funcién de Lipschitz en subconjuntos acotados de H.

Ahora serd formulado el lema de deformacidn.

Lema 1. (de deformacién). Supdngase que I € C satisface la condicién de Palais-
Smale v que [|u] — oo si {[z]] ~— co.
Supdngase ademds

K, =0

Entonces para cada ¢ > 0 lo suficientemente pequeilo, existe una constante 0 < d<ey
una funcidn

7 € C([0, 1} x H; H),

tal que los mapeos

ne(u) = n(t,u), (0<t<lueH)
satisfacen
(i) mo{u) = u, (v € H)
(i) m{w) =u, (¢l e—ec+e)
(i) I{me ()] < Ifu), (we HO0<t<1)
{ivy m(Acss) C Acs.

Antes de demostrar este resultado, es necesario discutir su significado. El propdsito es
deformar sin que las propiedades “generales” de los conjuntos se pierdan; para esto, hay
que deformar de manera continua. Intuitivamente es claro que el mapeo 7y : H — H,
puede ser llevado a otro mapeo 7, : H — H, mediante una familia de transformaciones
dada por 1, : H — H, donde ¢ € [0,1] es el pardmetro de deformacién, {puede ser
pensado como el tiempo). Un mapeo continuo
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m: Hx[0,1] — H,

tal que n(0,u) = no(w) ¥y n(l,u) = m(u) es llamado una homotopie entre n y 7.
Las propiedades que se preservan bajo cierta homotopia son las llamadas estables. Para
ilustrar qué tipo de propiedades son estables y cuales no, témense por ejemplo, mapeos
f: R — % La propiedad de que una curva pase por ¢l origen tangencialmente no es
estable dado que una pequefia deformacién puede inmediatamente desconectar a ésta del
origen (figura 23a), mientras que la propiedad de intersectar transversalmenie a el eje
es estable (figura 23b). :

‘\\

Figura 23a. Tigura 23b.

La homotopia ; que intercsa para el lema de deformacién, de acuerdo con la condicidn
de Palais-Smale y K, = @, debe preservar la propiedad de no “contener” puntos eriticos;
es decir, el lema T establece que, en easo de que ¢ € IR no sea un nivel eritico del funcional
I {es decir, si I~}[c] no contiene ningin punto u tal que I’[u] = 0), cnlonces existe una
homotopfa que deforma al conjunto A.., en el conjunto A._. para ¢ > 0 lo suficientemente
pequefia, de tal modo que la deformacién no incluya puntos criticos de [I. ‘

Demostracién del lema de deformacién,

Retomando ol ejemplo del tere, puede dibujarse un flujo representado pbr “flechitas”
tangentes a la superficie T, pensada esta dltima coino en la figura 20; este campo tangen-
cial corresponde al pradiente de la funcidn altura en T. Nétese que en los puntos p, g, 7 y
s, este flujo tangente se annla, tiene distinto comportamiento en pequeiias vecindades de
estos puntos; por lo tanto, st se toman puntos diferentes a éstos sobre el toro, entonces
una primera condicién natural para poder deformar una pequefia vecindad de éstos en
otro conjunto de tamafio menor es justamente que los flujos tangentes no se anulen en
una vecindad de puntos regulares de la superficic. Por lo tanto, el primer paso en esta
demostracidn serd probar en general osta condicién.
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En primer lugar, puede asegurarse que existen constantes o <1y e>0 tales que

Iu)lir = ¢ paratode u € Acye— Acee (3.3)

Para probar tal aseveracién, razénese por contradiccion. Si se supone que ia relacion
{3.3} es5 falsa para cualesquiera constantes o,¢ > 0, entonces existen sucesiones {ok 3%, ¥
{e:}7%, tales que

ar — 0, e —+ 0
v elementos
ug & Ac-{-s - Acge (34)
tales que
' [uellisr < on. (3.5)

De la relacién (3.4), se tiene que {J[u ]}, estd acotado en H debido 2 que
Appe = Acpe={uc H:c—e < Iul <c+ e}

Ademas, de la condicion (3.5), se tiene que [[ux] —+ 0. De acuerdo con la condicién de
Palais-Smale, existe una subsucesion {ug, }52, v u en H tales que

up, ~—u en H.

Pero puesto que I € CY(H.R), de las relaciones (3.4) y (3.5), se tiene que en el caso limite

Huj=c¢, I'[u]=0.
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En consecuencia K, # @; una contradiccidn a la suposicién inicial K, = . Por lo tanto,
{3.3) se cumple para todo u € /.

El siguiente paso es definir la homotopia que deformard subconjuntos acotados de H.
Para ello, escdjase 6 € IR tal que

0.2
0<d<e, O<da— (3.6)

Y definanse

A
B

{fue H|Iu|<c—-€¢ o Iul>c+e}
fueH|le~-6 <Iu) e+ 8}

il

n

Considérese ademds el mapeo w : H -— IR definido por w{u) = dist{x, A)+dist(u, B).
Sea v € H. Por la Hipétesis I es una funcién de Lipschitz en H; por lo tanto, existe una
constante posttiva A € R tal que

[ 2lu] = Hol s Allw—ul,
para todo u, v € H. Obsérvese que
dist(A, B) < dist(u, A) + dist(u, B),

se cumple para todo u en H. Témense, por ¢jemplo, u € A y b € B {o al contrario}. Ln-
tonces, para subconjuntos acotados de ¥ ()| u—~v ||< K para todo u, v cn el subconjunto),
se tiene que

dist(u, A) + dist(u, B) > M || v —v || % | flu] ~ I¥] |[= %(c —4),

con M = M%—B-l De este modo, la funcién w estd acotada por abajo en subconjuntos
acotados de H. En consecuencia, la funcién

dist(u, A)

distin A} + distw. By €D

g(u) =
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-t bien definida {para subconjuatos acotadoes de H), ¥ satisface

0<g= ],
{g=0enA, g=1len B. (3.7)

Sea ademds

1 sl 0<isl
Alt) ‘{ 1t szl 38)

Témese finaimente el mapeo

V:H— H

definido por

V(u) =~ [u]lD ] (v € H). (3.9)

Y considérese para cada v € H la ecuacién diferencial ordinaria

{ B_yae) (>0

7(0) = u.

De la relacién {3.9), se observa que el mapeo V : H — H es acotado y Lipschitz en
conjuntos acotados; por lo tanto existe una dnica solucién para todo tiempo ¢ > 0. Sise
escribe

7 = gt 1) = ne(u), (¢>0,u€ H)

v se restringe a las tiempos 0 < ¢ < 1, se observa que si u ¢ I~ Ye — €,¢ + €], entonces
u € A, por lo que g(u) = 0: en consecuencia V({u) =0y

dn

R_t=0: (?.LEA)
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de donde se concluye que 7 es constanie eon respecto a . Tomandao el valor de 1 en cero.
se encuentra que 7 (u) = u para u ¢ I7!c — ¢, c + €] Por lo tanto, la homotopia

n e C(0, 1) x H; H),

asi definida satisface las condiciones (i) y (ii) del lema 1.

El siguiente paso es cotnprobar que el valor de I € C, restringido al mapco (), es
menor que ¢l valor obtenido sin aplicar la homotopia. Para ello, calcilese

] = ) ), @a0)

('], V (e (),

(I (u)]s =g e R{ I [ (][ ()]},

Il

—g(me() AU eI T

il

Obsérvese
d
gifm@]<0 (we H0=t<1).

Por lo que I[n{u)] es decreciente como funcidén de ¢, on consecuencta I[n(u)] < 1 [?;-g( 3
por lo tanto la condicién {iii) se cumple.

El 1dltimo paso es probar que el conjunto deformado bajo la homotopia resulta ser uno
més pequefio contenido en ¢l original.
Témese algin v € A.qs. El propdsito es probar

m(u) € Acs

¥ en consccuencia, concluir la condicién (iv).
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Si n(u) ¢ B para algin 0 <t < 1, entonces la prueba se ha terminado debido a que
la eleccion de u implica I[m(u)] < ¢ — 3 y como I[m ()] < I[ne(u)} € ¢ — d se tiene que

m{u} € A._;. Por otro lado, si

m(u) € B, 0<t<1),

de la relacién (3.7}, se tiene

glm(u)) =1,  (0£t<1),

sustituvendo en (3.10)

—Ifﬂs(u}} —h{12' [ (DN [me (2231

Ahora, si [[Ijn(w)}] = 1, entonces de la relacién {3.8)

R me{udl) = “p[n ()il

{'n consecuencia, (3.3) implica

dt

Por otro lado, si |j/'[n(u)}ll < 1, entonces (3.8) implica
R T (w)]lf) = 1.

Y de la relacion (3.3), se obtiene

& Tntw) = IOl < -

2 ()] = T )l < o

(3.11)

(3.12)
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Ahora, tomando las relaciones (3.11) y {3.12)

[

R‘f;g“

1
Iie(w)]dt < f (—a?)dt,

0
pues o < ¢ Por lo tanto

Im(w)] < 1Ju] — ¢* < (e +68) — o7,
¥ finalnente, por la relacién (3.6)
0_2
Im(u)] € e+ 5 —*<e~4

Por lo tanto 1 (#) € A,-g, con lo que queda demostrada la condicidn (iv), Con ésioiltimo
queda demostrado el lema 1.

0

A continuacidn serd discutido o resuliado que garantizaréd la existencia de¢ puntos
criticos no triviales (distintos de u = +1), para el funcional (2.1).

3.2 Teorema del Paso de Montana.

Sea g : R — IR una funcién continug y diferenciable, tal que g{e) = g(b), restringida al
intervalo [a, b]; entonces la funcidn no es mondtona en cl intervalo |a, b}, por lo tanto debe
existir un mdximo o un minimo (por lo menos), de g{x) en tal intervalo; es decir, existe
un punto ¢ € [, 8] tal que g'(c) = 0. Este resultado es conocido como Bl Teorema de
Rolle. Dos posibles casos de tal resultado, estdn representados por las figuras 24a y 24b.

La generalizacién de este iltimo resultado es el teorema de pase de montefia. Al
principio del capitulo se menciond que el paso de montafia garantiza la existencia de
puntos criticos para el funcional (1.33); jcudndo estos puntos crticos son puntos silla?;
en general, puntos de este tipo no nccesariamente existen, a menos que sc tenga alguna
propiedad de compacidad sobre el espacio; ésta es la condicidn de Palais-Smale y algunas
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Figura 24a. Figura 24b.

suposiciones adicionales, El siguiente es un ejemplo en el que no es posible encontrar el
paso de montafia debido a que no s¢ satisface Palais-Smale.

Ejemplo. Considérese la funcién I(z,y) = e™* — y°. La grafica de ésta es como la de
la figura 25.

T=exp(-x)-¥?

Figura 25. Gréfica de I = exp(—z) — y°.

Definase el conjunto Iy = {(z,y) : I(z,y) < 0}. Este tltimo es disconexo; por ejemplo,
los puntos (0,1) ¥ {0, —1) pertenecen a Iy, pero no existe el “paso de montafia” de altura
minima 0 para ninguno de los caminos entre ambos puntos (figura 26). Esto se debe a que
[ no satisface la condicién de Palais-Stnale; en efecto, considérese la sucesién de caminos
{am}. con an(t) = (m,t), =1 < { < 1, que conectan a ambas componentes de Io, tal que
el méximo de I es alcanzado sobre {a;,} en los puntos z, = (m, 0}. Entonces I(zy) — 0
v DI{zy) — 0 si m — cc. En este caso, la trayectoria de paso de montafia con menor
altura se va al infinito,

Ademas de la condicidn de compacidad, es necesario un segundo ingrediente para
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I y)=expt-xy-y *
\

M

Figura 28. No oxiste el paso de montafia para p y ¢ en Jo.

probar el “teorema de paso de montafia®; a saber el “lema de deformacién” (lema (1)).
Fste tltimo es un instrumento sumamente poderoso para probar la existencia de puntos
criticos para ciertos funcionales. A continuacién serd enunciado formalmente ¢l teorema
de paso de montafia. ‘

Teorema 2. (de paso de montaha). Supdngase que I € C satisface la condicidn de
Palais-3male. Supdngase ademds
(i} I[0] = 0.

{ii) Existen constantes r, & > 0 tales que
Iul>a s Hul|=r
(iii) Existe un elemento v € H con
el 7, Iv) <0
Definase
I'={g € C([0,1]; H) [ ¢(0) = 0, 9(1) = v}.
Entonces

¢ = inf (max I[Q(ﬂ])

gel \0<t<i
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es un valor critico de /.

Pata visualizar este resultado, piénsese que la grafica de la funcién I{u] es un paisaje
como ¢l de la figura 27

Figura 27.

La wlea ¢s buscar un camine g que pase por las montaiias, que conecte & 0 con vy que sea el
de minmmo esfuerzo, es decir, un punto silla para I[]; tal camino es “el paso de montafia”.
Nétese que el teorema (2) garantiza la existencia de un punto critico correspondiente al
“mve} de energia” ¢, pero éste no necesariamente tiene que ser un verdadero punto silla;
tamnpace garantiza la existencia del camino dptimo que realice el paso de montafa.

Dermostracién del teorema del paso de montaiia.

La demostracién se hard razonando por contradiccidn y aplicando ¢l teorema de de-
formacion.

En primer lugar, obsérvese que ¢ > a. El propésito es encontrar de entre todas las
travectorias que unen a 0 con v, aguella que “escale” la menor altura posible; si el valor
¢ no es tal altura, entonces es posible variar las alturas, para encontrar el valor deseado.
Por lo tanto. supdngase que ¢ no es un valor critico de 7, es decir

K. =0

EscGjase entonces algin nimero e lo suficientemente pequefio tal que
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0D<ex ; {3.13)
De acuerdo con ¢l lema de deformacién {lema (1)), debe existir una constante

0<d<e
¥ un homeomorfismo (mapeo continuo ¢ inyectivo entre dos espacios con inversa conlinua)
n:H —H
con

7(Acts) C Aes

nuy=u si  wglI'e—cete (3.14)

Fl siguiente paso es escoger aquellas trayectorias que pasen a alturas no muy lejanas
del valor ¢ y que unan a los puntos 0 ¥ v ; es decir, témese alguna g € ' tal que

max Tg(t)] S e+ 4, (3.15)

e decis

max [g(t)] € Aces.

Esta dltima eleccion es posible debido a la definiciér de ¢ como (nfimo de cierto conjunto.
Entonces, st se define
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g=Eneyg,
< observa que la relacion (3 14) implica que ésta también pertenece a T', puesto que
n(a(0)) =n(0)=0 v  ale(1)) =nl) =v,

pues 0 v v no pertenecen a [~'[e — ¢,¢ + €] debido a la eleccion (3.13), ¥ a la hipdtesis
{iii). £n consecuencia, la relacién (3.15) implica

mex I[g{t)] < - ;

e3 decir

G{t) € A.s paratodo ¢e€(0,1],

& bien
ax [3(t)] € Ac—s;

I sido encontrada una trayectoria § € I cuva altura mixima no excede el valor ¢ — §;
por lo tanto

c= ;Ielf (max I[g(t)]) <e—d

T \o<i<i

Esto es una contradiceién. Por lo tanto, ¢ es un valor critico de 7. El teorema queda
demostrado
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3.3 Existencia de soluciones.

El propdsite ahora es establecer la existencia global de scluciones débiles del funcional
(1.32), por lo que esencialmente hay que probar que éste satisface las hipétesis del teorema
de paso de montafa.

Un resultado importanie de andlisis funcional es la desigualdad de Gaghardo- Nirenberg-
Sobolev, que asegura la existencia de una constante C dependiente sélo de p y n tal que

el o grmy < CHD| Logrey l<p<mn

para toda funcién u € CH(R™}, donde p* ¢s el congugado de Sobolev de p y est4 determinado
por p* = ;"f;. Si se loma un abierto acotado U C IR®, con & de clase G y u € Wi (/)

entonces u € L7 (U) y se tienc que [jul| ;o (y < Cllullwrsg, ¥ en este caso € depende de

pyny U. Como corolario de este iltimo, si ademds u € Wy #(U) para algin 1 < p < n,
entonces [jullzewy < ClDul|Lequ), para todo ¢ € (1,p*], € dependiente de p,g,n y U, Fl
£aso

[l 2y < CH| D[ 20y, (u e Hy(U))

es llamado la desigueldad de Poincaré. La demostracion de estas desigualdades se puede
encantrar en [6], [1], ete.

Obsérvese que el gradiente de v en z estd caraclerizado por Vu(s) - v = Du(z)v =
(Du, 1), para todo v € R, por lo tanto, puede escribirse

1w} = f( 1pup? 4+ }) &, ue HAU). I(3.16)

v

La intencidn es aplicar el lema de paso de montafia a este dltimo.

Antes de demostrar que el funcional (3,16) satisfase las hipétesis del paso de' mont‘ma
para funciones u € H', considerese el signiente problema

I = | (%iDuF— F(u)) &, ue HU). (3.17)
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La ecuacién de Euler de (3.17) puede ser escrita como

Au=—f(u) en U
{ u=_ sobre 8U, (3.18)

donde F{u) = ff(s)ds; entonces el funcional (3.17) puede ser utilizado para encontrar
°

soluciones débiles de la ecuacién (3.18). Obsérvese que en la ecuacién {3.18) se han tomado
rondictones de Dirichlet en la frontera y funciones v € H}(L); recuérdese que el problema
otiginal es resolver la ecuacién de Euler del funcional (3.16) con condiciones de Neuman
¢n la frontera para funciones u € H', pero las soluciones triviales u = &1 no pertenecen
a H}. Sin embargo, para resolver e problema

eAu = f(u) en U
% =10 sobre OU,

puede ser usado un tratamiento andlogo al que aqui serd presentado. La utilizacién del
tratamiento para u € Hj(U) es un poco mds simple debido a que contempla menos
térininos en las operaciones de las demostraciones. Supéngase que

FlsC+]aP), |7 C+iP) (3.19)
para 1<p< 22 para alguna constante C. ’
Adermnas
0< F(z) <vf(z)z (2€R)
L (3.20)
para. alguna constante v < 3,
Supéngase finalmente que para 0 <a < A
ajzfP* < jF(2)] € 4]z (z €R). (3.21)

Por comodidad, a partir de ahora se escribird H en lugaer de H{(U), considerando que la
norma en este espacio es
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‘ 172
| = (] gDuF(m) ,
X

¥ ol producto interior es

(u,v) = /Du-D-v dz,
U

(Obsérvese que si se considera el problema con condiciones de Nenman para v € H'(L/),

k
entonces la norma en este espacio deberfa ademds contemplar al términe 3 || D%ul|r y
a=1
E
el producto interior al término ¥, {D%u, D%)). En consecuencia

a=1

1) = gl - [ P} d = 5] - Lju).

La primera afirmacién es que [ € € para todo «,v € H.

Para demostrar ésia, nétese que para todo ), ua € H se tienc quc

B = gl = gl + o =l = 5 f 100 (- )00
= 5 [ (Dl + (w — ), Dlan + (2 — 1))} 892
= %Uf (IDwi[? + 2(Dug, Dl ~ wi)) + | Dz = w)[?) 4
:
= ol + (D, Dl = )+ gl =l

= L] + (21, ug ~ ) + Lfus — ]

de donde se observa gue
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Il[u+h] = I;['U.] + (u,h.) + I][h],

. Thi HE . . -
uhsérvese que %} = %'Jlf‘,‘i“« —3 0 si ||A| — 0, por lo tanto I, es diferenciable en ug con

DIL[w) = u. En consecuencia, ; € C.
Es conveniente introducir un resultado muy simple del analisis funcional que garantiza,
Lajo ciertas circunstancias, la existencia y unicidad de una solucién débil. Tal resultado es

conocido como el teorema de Lax-Mugram vy es consecuencia del teorema de representacion
dle Riesz (véase apéndice).

Ei teorema de Lax-Milgram asegura que para f : H — R acotado en (H cualquier
espacio de Hilbert), existe un dnico elemento u € H tal que Blu,v] = {f,u) para todo
v ¢ H, donde B : H x H — R es un mapeo bilineal tal que |Bu,v]| < allul|v|l
tu. v € H) v Bllu||* € Bju,v] {v € H), para ciertas constantes o, § > 0.

En consccuencia, debido a Lax-Milgram, para toda v* € H~1(U) (véase el apéndice),
la ecuacion

{ Ay = —2* en UJ

v=20 sobre aU, (3.22)

tiene una inica solucién v € HJ(U) Escribase » = Tv* para resaltar que el mapeo
T . H Y U) — HEHU) es un isomorfismo. Ndtese en particular que si w € Laimt2(1)),
entonces el funcional lineal w* definido por

(w*,u) = f wndd  (uwe H{U)), (3.23)
o

pertenece a = (U).

Por otro lado, obsérvese que de (3.19) se tiene

2n <(n+2)( 2n )_2,,
L n—2/\n+2/ 7’

por lo que el maxime exponente al que puede elevarse u € U, sigue garantizando que
Ffluy € LU ¢ HYU) st w e HYU).
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A continuaci6n serd demostrado que si u € Hj(L'). entonces

Llu] = T(f(u)).

Para ello, nétese que

L

Fla+1b) = F(a) + f(a)b+b?f(1 — 5) (e + sb) ds.

0

Aplicando aproximacién de Taylor con residuo. En consecuencia, para cada uy € HH{U)

Llug) = [F(ug)dﬂzfF(u1+(quu;})dQ
u 174

[ (F ) + Fm)uz —w)) d2+ R,

u

entonees, debido a la relacién (3.22) y a la primera identidad de Green, se tiene

Blus] = Lofw] - / (AT flun))(us — w) d2+ R

]

D] + ] VT f () - Vg — ) d2 - R
i

- Ig[ul]+fDTf(u1) - D(up — i) dS2+ I,
1

1

Obsérvese que para el residue R = [[[(1— ) f'(u + s(ug — w1)) da J{us — u;)? d€2, debido
oo

a (3.19), se tiene

(1 — 8) f'{ty + s(ug — w))| ds (g — u1)* dQ

7 < [

CL+ luy + s(ug — u)P7HI — 8) ds {ug — 1) d

1A
Se—
o&__\_ ==L*“\»—-
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1
< /C {[(1 Pt e — w P - s)ds| (ue — w)*dD
U 0
st L 8 5 !
< EJ/C (S -+ S|u1|‘u_1 + ':?—"UQ - Mllp"] i E - E‘lulip - *3—|’u2 - Ulip 1)0 (’Ltg - 'Lbl)g dQ
< [c (1/2 + 172w lP™" + 1/6Juz - 0[P (up — ) d92
i

Cll+ i + ua — w)" ) (ua — uy)? d§2

A
T,

v por 1o tanto

RS [ Cluy = ) + o — P a0 + [ ClaP™ (g — )" a9
v u

tomando 1 = f{—:—h} ¥ o= F}ﬁ’ se tiene que 1/p* + 1/p = 1; aplicando la desigualdad de
Holder {ver apéndice)

= A
s S C'/(ug—ul)zvﬂug#uilpﬂ i+ C (Z/(lul‘p—l)i%f dQ) (r/’(IUquliQ)%dg) .
{ A

U

Osérvese que o -+ 1 < 27 por lo tanto, aplicando la desigualdad de Sobolev

'R S & /(H] - 111)2 T i’u-g - Hiip;] 452 - C'([!i‘tllgli‘[,ml)pgl (HRQ - H[”,{,ﬂ-l)z

1A

¢ ftia= )+l a0+ O (IDule) ™ (ID(uz )]s

i

€ flu = )" - = mlP* 49 + € (Jualln)” ™ (e = )
4

de donde se observa que (R —= 0 si up — wuy, ¥ por lo tanto
ofus] = Lfw] + (T(f (), 12) + o(flie — el),

por lo que /> es diferenciable en wu con Dlofu] = T(f (1)}
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Nétese que si w, w € HE(U) con |||, |Jw] < £, entonces

{1 3lu] = L[w]]

fl

7S () ~Tf (W)l ey
1) = Flw)ll -
sup{{f(u) = f(w),u~w): u—we Hy, lu—wlgm <1},

Il

Il

ntilizando la desigualdad de Hélder

1w - Talwli]

A

1) = F)] g = il
£0) = Sl g

1A

En consccuencia, utilizando la observacién {(3.18), para cada z € U se tienc

1) = S0 g, = (j () w)l““dﬂ) "

et
n

( [ @l -l dsz) (¢ € [u(s), w(@)f s i)

It

2
< (f(C(l + [EP )~ w]) ¥z dQ)
U %
£ ¢ (f((l Pt o)l — )it dg)
7

< Wl vl g4,
< O~ wllr
< O~ wl,

es decir, Ij : Hl — H} es de Lipschitz en conjuntos acotados; por lo tanto [ € C y
finalmente [ € C.

El siguicnte paso es verificar que I[u] satisface la condicion de Palais-Smale. Para ello,
supéngase que {ug}$%., C HE (U} es una sucesion que satisface
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{T{ue]}iz, acotada, (3.24)

I'w] — 0 en Hy(U).

e acuerdo a lo anterior

up = T(flug)) — 0 en  HY(U).

Para cada ¢ > 0 se tiene

|(Plusd, o)l = I ue] a2l

ellvil g,

IA A

para k suficientemente grande.
Obsérvese que si en la ecuacién (3 22) se multiplica por una funcién w € Hi y se
integra sobre todo U se obtiene
quTv‘dQ = —fuv'dﬂ,
v is
integrando por partes (la. [drmula de Green)
]Du- DTv*dQ = /m}' ds2,
i u
por lo que
(1 Tux). ) l(f'[ux] *“Iz[uk] v)}
|Cu {ue)}, o)

f(Duk D — fDT(f(uk)) . Du d02
L v

I

I

i

J (D - D = f(u)o) d2

4
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v por lo tanto, para k suficicntemente grande

f (Dug - Dy — flugh) dd
o

Zelvf (e Hy(U)).

Haciendo v = uy

< effuelt

Japu - ) o
i

para todo £ > 0 y k suficientemente grande. En particular, si ¢ = 1 :

[ Fonddf < gl + e, (3.25)
u
para k suficientemente grande. Por otro lado, la relacion (3.24) implica
1, )
Slluell* /P(uk) A < M < 0,
U

para toda k v alguna constante M, por lo que (utilizando (3.20} y {3.25)), se deduce que

s |

A

M+ 2 f Fluy) d = M +2 _/'yf(uk)uk 0
U o

IA

M+ 2y (x|l + [Rea]|?).

Como 27 < 1, se tiene que {u,}¥, estd acotado en HJ(U). En consecucncia, existen una
subsucesion {u;}52%) v w € Hy{U) con

up, — u débilmente en H{U),
uy, — u fuertemente en LFYHTY  (véase [1], 6], ete.),

puesto que p+ 1 < 2n/(n — 2) = 2. Pero entonces
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Fflug) — f(u) fuertemente en HYU),
1 pot lo tanto
T(f(u)) — T(f(u)) fuertemente en H{U).
En consecuencia, ux — T(f (ux)) ~— 0 en H(U) implica
ux — w fuertemente en Hg(U).
v por lo tanto el funcional (3.17) satisface la definicidn § (condicién de Palais-Smale)

Sélo resta comprobar que se cumplen las hipétesis (i), (it} ¥ (iii) del teorerna del paso
de montaia. Claramente, (1) se satisface debido a que I{0] = 5[0} + L[0] = 0. Para la
hipétesis {n), supéngase que u € HY(U) y {ull = r, con r > 0. Entonces

Hu) = L[u] = L] = g - I[u].

Coma p+ 1 < 2%, la hipdtesis (3.21) implica

|
ILiul = /F(u)th
i i
< A pPrtdQ
/
&21-..1
< A( lu{TdQ)
/
< Clluf!
< CrFt

Entonces
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12

I} = 1—2: otz

2

Para v > 0 suficientemente pequeda, puesto que p -+ 1 > 2. Tinalmente, haciendo ¢ = 7
se satisface (ii) completarnente.

Ahora, para la hipotesis (1il), escdjase algin clemento v € H tal que u # 0. Supéngase
v = fu, para alguna { > 0. Entonces

Iv} 5i[tu] — Ls[tu]

21, [u] — / Pl dS2
5

Il

fl

A

1 ] — AP f e de;
I

en el ltimo renglén se ha utilizado la hipdtesis (3.21). Por lo tanto, I[v] < 0 para £ > 0
suficientemente grande. Queda satisfecha la hipdtesis (iii).

Por lo tanto, al ser satisfechas 1as hipdtesis del paso de montafia, entonces existe una
funcién u € H}(U), u # 0 tal que

Il = w = T(f{u}) =0.

En particular, para cada v € H}(U) se tienc
jDu-Dv dfl = ff(u}vd:v,
v 74

v en consecuencia, u es una solucién débil de (3.18) (véase el apéndice).

Finalmente, consedérese nucvamente ¢! funcional (3.16). TPara aplicarle a éste un
tratamiento andlogo al anterior, es conveniente hacer algunas observaciones. Recuérdese
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que para resolver el problema (3.18) se tomaron funciones u € H} pero los minimos
i = =1 no pertenecen a Hy; sin embargo, para u € H 1 58lo debe considerarse la norma

1/2 &
lluli = (L[IDHI2 dﬂ?) + 2 ID%ulize,
a=1

v el producto interior

k
(u,) = / Du-Dudz+ S (D%, D%)
u

a=1

+ seguir los mismos procedimientos de la demostracion anterior. Por otro lado, debido
a que para (3.16) F(u) = W (u) y el potencial W es no negativo, la hipdtesis {3.20)
es mecesaria pues JTju] > lullyy. Obsérvese ademds que (3.20) no se cumple para el
ejemplo W(u) = (1 — u?)? visto en el capitulo 2. Finalmente, nétese que u = =1 son los
puntos criticos para los cuales [ [#] es minimo, por lo que estos valores son los que hacen
que se cumplan las hipétesis (i) y (ii) del teorema del paso de montafia. El resto de la
demostracién es totalmente andloga.

Por lo tanto, puede concluirse la existencia de una funcién u € HHU), u # %1 tal que
Pl =uw-T{f(u)) =0
En particular, para cada v € H(U) se tiene
[Du- Dydf = [ fu)vda,
U g
+ en consecuencia, u es una solucién débil de

Iy = / (%|Du|2+ M) a9, uwe HU).

£
14
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Capitulo 4

Algunas soluciones numeéricas.

Fn agesto de 1998, los Doctores Pablo Padilla y Clara Garza propusieron un modelo del
movimiento de arena que oscila verticalmente (véase [2]). Para ello utilizaron la ecuacién
parabolica no lineal

L _PAu+Wiw)=0 en
(41)
2u en an,

donde u(z) es la variable de estado que representa lz altura de la superficie de arena sobre
algtin mivel de referencia y W es una densidad local de energia potencial. Obsérvese que
<l s¢ toman soluciones estacionarias, entonces las soluciones de equilibrio (independientes
del nempo) de {4 1) corresponden a puntes criticos de

Elu] = / (%iVﬂlg + éH’(u)) dx.
2

Aligual que en este trabajo, ellos consideran W (u) como un potencial biestable. Obsérvese
nuevamente que para garantizar que E(u) permanezca acotado, es necesario que u(x)
esté muy proximo a los ceros de W y en consecuencia las transiciones que separan a
estos dos valores aumentan la formacién de patrones. La intencidn es presentar algunos
experimentos numéricos que hagan vélidos los resultados presentados en los dos capitulos
anteriores, basados en los métodos numeéricos utilizados por los doctores Pablo Padilla,
Clara Garza v Hector D. Ceniceros

El programa utilizado fué propuesto originalmente por el Dr Héctor D. Ceniceros para
resolver el problema con condiciones homogéneas de Dirichlet en la frontera para

103
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ou_ (00u, 00
gt ~ "\ ow oz + Oy oy

) + (W (),

(W una cibica), en un rectdngulo de lado 1; éste estd progaramado en Fortran y resuelve
la ecuacidn parabdlica, utilizando Crank-Nicholson, Gradientes Conjugados y se grafica
usando Matlab. El programa fué modificado por la Doctora Clara Garza para obtener
soluciones a la ecuacién de Euler del funcional {3.16). A continuacidn serd presentada la
modificacidn realizada al programa original.

program dirichlet

homogeneous dirchlet problem for Ut -etax(Uxx + Uyy) + s(t)W(l)
W is a cubic. The problem is solved in the unit square.
Crank~Nicholson scheme 18 used and the linear aystem

is solved with CG.

written by Hector D. Ceniceros
10/24/96.
con modificaciones de Clara Garza jul 99.

O N 60 o0 o0 aao”n

IMPLIGIT DOUBLE PRECISION (a-h,o~z), INTEGER(i-n)
PARAMETER (NMAX=256, MMAX = NMAX#NMAX, CGTOL = 1.d-6)

DOUBLE PRECISION u(MMAX)
DOUBLE PRECISION uO(MMAX), ul(MMAX)

DOUBLE PRECISION b(MMAX), wp(MMAX)

open{unit=50,file=’u.in’}
open{unit=60,file="'u,out’}

w = 1,d0

aw = 1.d0

aw = 10.d40
bw = 10.d0
bu = ~1.d0
eta = 0.01d40

apb = aw + bw



atb = aw*bw
give numerical, parameters
write(#*, %) ’N, dt,Tf’
read(=,*)l,dt,Tf
jsteps = iat(Tf/dt + 0.000001d0)
nodes = N#l
M= K-1
inodes = M=l
h =1 do/N
h2 = h=h
flambda = h2/(eta*dt)
ci flambda ~4.d0
c2 = 2.d0%h2/eta
write(=,*}’M,incdes’ X, inodes
write(*,*)
get initial data ul
¢all initial(inodes,u0)
interier points
do 1=1,M
%1 = dble(a)#*h
write(50,*)
do j=1,H
index = i + (j-1)#M
y) = dble(j)#h
write(50,%)xi,yj,ud(1ndex)
end do
end do

n

i

one step of forward Euler

fac = etasdt/h2
de2 = 2.d0*dt¢
t0 = 0.d0
cail nonlinear(inodes,w,t0,apb,atb,ul,wp)
first row
write(#,#) a0 (M+1)’ ,u0(M+1)
w(1) = u0(1)+fac*(-4.d0*u0(1)+u0(2)+ud(¥+1))-dt2+wp(1)
do 1=2,4¥-

105

u(i) = w0(i)+facx(uO(i-1}~4.d0%u0(1)+u0 (i+1)+u0 (1 +M))-dt2+up(i)

end do
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u(M) =ul M) +facH (uO{M-1) -4, d0+u0 (M) +ul (2%M) ) -dt2*wp (M)
rows twoe to one before last one
de i=M+1,inodes-M
iflag = mod{i,M)
iflag? = modf{i-1,M)
if (iflag .NE. O .AND. iflag2 .NE. 0) then
uli) = u0{id+fac*(noli-13-4.d0%u0(1)+u0(2+1)+ud {(1-M)+u0(1+4))
~dt2%up (i)
else if(iflag .EQ. 0) then
u(i) = no(i)+fac*(ud{i~1)~4.d0*ud(i)+ud(i-M)+ul(i+M))
-dt2%up (i)
else if(iflag2 .Ef}. 0) then
u(i) = ud{i)+facx(uO{i+1}-4.d0+u0{i}+u0 (i-M)+ul{i+M))
—dt2%up (1)
endif
end do
last row
ileft = inodes -M + 1
ulileft)=u0(ileft)+fac*(~4.40+ud(ileft)+u0{ileft+1)+ud(ileft-M))
-dt2eyp(ileft)
do i=ileft+1,inocdes-1
u(i) =u0(i)+fac*(uo{i-1)-4.d0*n0{i)+u0 (i+1)+ul (i-M))-dt2*up(i)
end do
ir = inodes
ulir)=o0(ir)+fac*(ud (ir-1)-4.d0+ud (ir)+u0 (ir-M) y~dt2+wp{ir}
end of first time step

At each time step we solve Au = b te¢ update u

do i=1,inodes
ul (i) = u(i)
end do
do j=1,jsteps
t0 = dble(j-1)*dt
call nonlinear(inodes,w,t0,apb,atb,ul,up)
call getb(M,inodes,cl,¢c2,ul,wp,b)
do 1=1,inodes
u(i) = 2.d0%ui{1)-u0(i)
end do
call cg(M,inodes,flambda.b,u,CGTDL,1ter)
de i=1,inodes
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uo{1) = ulli)
ui{a} = uly)
end do

write(=,#) ‘time=’,dble(J}=dt,”’ 1terations=’,1ter
and do

write sln at t=jstepxdt ~ TF
interlor points
do 1=1,H
%1 = dble(i)*h
write(60,+)
do 31=1,H1
indez = 1 + (j-1)*it
y3 = dble(jdi=h
urite(60,*)x1,y3,ulindex)
end do
end do

STOP
END
o o o A R R R ek R R R R R Rk R R R bR Rk kR
SUBROUTINE getb(M,1nodes,ci,c2,u,wp,b)
e PERTTREETTELEELEL S L L EEE SRS G Sk
PURPOSE:

Computes raight hand side of Au=b.
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (a-h,0-z), IHTEGER(i-n}
DOUBLE PRECISION u(1),wp(1),b(1}

b(1) = ci*xu(1) + u(2) + u(t+1)-c2+up(l)
do 1i=2,14-1
b(i) = u(a-1)+cl*u(r) + u(a+i) + u(i+) -c2*uwp(i)
and do
b = ulH-1)+cl*u(M) + v(2=K) -c2=up(H)
do 1=M+1,1nodes-M
1flag = mod(1,M4)
1flag2 = mod{i-1,1;
1f(aflag ME O AND 1flag2 .HE Q) then
b(1) = e(a-1)+ei=uf1) = uli+i) + ui-M)+ uli+M) ~c2%yp (i)
else 1f(iflag EQ. 0 then
b(1) = u(i-1)+ct=uf2) -~ u(a=¥)+ u(a+if) -c2+up(sl
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else if(iflag2 .EQ. 0) then
b(i) = clsu(i} + u(i+1) + a(i~-M)+ ula+M) -¢c2+up(i)

endaf
end do
ileft = inodes ~M + %
b(ileft) = clxu(ileft) + u(ileft+1} + u(ileft-M)-¢2+up(ileft)
do i=ileft+1,inodes-1

b(1) = u(i-1)+ct*u{i) + u(a+1l) + u(i-M) —c2xup(i)
end do
ir = incdes
b(ir)y= ulir-D+cl#ulir) + ulir-M) —c2%wp(ir)
return
END
S S e o 5 o o o ok o o sk o K oo ook o o K o s o S ok ook 6 s oo s S e o oo ok sk e Skob e o ke ok ke ok ok
SUBROUTINE nonlinear{inodes,w,t,apb,atb,u,wp)
AR o o s o oK ook o SR K K K S R Sk kst oR K s oo o ok ook s ok ok sk Rk oo o ok R ok ok ok ok ks o o ok ok
PURPOSE :

Compute Au for the ellipti¢ part.

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (a-h,o-z), INTEGER(i-n}
DOUBLE PRECISION u(1), wp(l)

pi2 = B.d0*atan(i.do)
st = sin{pi2*t/w)
do i=1,inodes

wp(i) = at*(u(i)#+3 -apbruli)+u(i} + atbruli))
Creo que con + se hacen interfases y con - picos

wp{i) = (u(i)#**3 -apbsu(i)*u(i) + atb*u(i))
end deo
return
END
kst ok o of ke sk ok o ks e ok o ok sk ok ok o s ok o ks ok o ks ok e ok sk o ek ok Kok oK
SUBROUTINE initial{(inodes,u)
S ok s o oo o o o o S ok sk oo K o ook R Sk o o Sk o o SR s o s S o o R Rk s o ok ook o KRR o oK
PURPCSE:

Give the initial condition

Para prebar cawbic cond. ini. a 0.
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (a-h,o-z), INTEGER{i-n)
DOUBLE PRECISION u(1)
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do 1=1,1nodes/2
u(y) = 1,240
end do
do 1=inodes/2+1,inodes
u(i) = -1.2d0
end do
RETURY
ERD
PR PR T L PET S EEL L ELEL AL S i AL
SUBROUTINE cg(M,inodes,flambda,b,u,TOL,iter)
o R ok o o Kok AR o A A R R R R R oKk R R ROk R Rk kR R R R kbR
Conjugate gradient routine
implicit double precision (a-h,o-z), integer (i-n)
double precision u(1),b(1)

parameter(MMAX=255,NM=MMAX*HMAX,5HAX=1000)
double precision r(NH),p(uM),q(HK),Ar (NM)

initialize
call matrix_vector(M,1nodes,flanbda,u,q)
do 1=1,inodes

r{i) = p{i) - q(d)

p{1) = r(i)
end do
call matrix_vector (,inodes,flambda,r,q)
call imner(inodes,r,r,rsl)
write{*,#)'rsi’ rsl
call inner{inodes,p,q,pq)
wrate(*,%)’'pq’,pq
if {pq .EQ. 0.d0)pause ’CG:trouble’
alpha = rsi/pq
Begin main computation loop
do j=i,JMAX

do i=1,inodes

u{1) = uf1) + alphasp{i)
r(i) = r(i) - alphaxg(i)

end do

call inner(inodes,p,p,p2)

test = alphaxsqrt{p2)

if (test .LT. 0.d0)pause ’'CG:possible trouble’

1f(test .LT. TOL)GOTO 60
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call inner(inodes,r,r,rs2)

beta = rs2/rsl

call matrix_vector{(M,inodes,flambda,r,Ar)

do i=1,inodes

p(i) = r(i) + betarp(i)
q(i} = Ar{i) + betaxq{i)

end do

call inner{inodes,p,q,pq)

alpha = rs2/pq

rsl = ra2
end do
continue
iter =j-1
return
END
st o o oo S ot o8 o R SRR SRR o SR S A o o K T o RO S S R o o S o o o o ek s sk o o
subroutine inner(N,p,q,pq)
s ek e o ok ook o S R o o K R S KR R AR R R KRR K K
implicit double precision (a~h,o-z), integer(i-n)
double precisien p(1),q{1)

pgq = .40
do 1i=1,N
Pq = pq + p(i)*q(di)
end do
raturn
END

s ok ok oo o oo e K o oo K o SR o 88 o ok o oS o ke ok o ok R SRR R R R SR ok K
SUBROUTINE matrix_vector(M,inodes,flambda,u,Au)
St o stk sk o o ok o o ok o Ko R R e R ook sk et R ok ok SR s R R Sk sk ok ok ok
PURPOSE:

Compute Au for the elliptic part.

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (a-h,o-z), INTEGER(i-n)
DOUBLE PRECISION u(1), Au(l)

¢l = flambda + 4.40
Au(1) = clxu(1} - u(2) - u(M+1)
do i=2,M-1
Au(i) = ~uli-1)+¢irxu(i) - u(i+1) - o(i+M)
end do
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Au(H) = -—u(M-1) + cixu(M) = u{2xM)
do i=M+1,inodes-}
1flag = mod(i, W)
iflag? = mod(i-1,M)
if(iflag .NE. 0 ,AND. 1flapg2? JNE. 0) then
Au(i) = —uli-1) + ci#udi) - w(i+1) ~ ula-M)~ u{i+})
else if(iflag .EQ. 0) then

Au(i) = —ui=1) + ci®=u(i) = u{i-M}~ u{a+M)
else if(iflagZ .EQ. 0) then
Au(i) = ci*uli)y - ula+1) - u(i-M)- u(i+M)
endif
end do
1left = inodes -M + 1
Au(ileft) = cl*u(ileft) - u{ileft+1) - u(ileft-M)
do i=i1left+i,inodes-1

Au{1) = -ufi-1) + ci#=u(i) - u(i+i) - u{i-M)
end do
ir = inodes
Au(ir)= -uair-1) + ci*u(ir) - u{ar-M)
RETURN
ERD
c ok o o o ook o o o o o o s s o o o o o oo kR ok ok sk o sk sk s s ke ok sk ko sk ok
subroutine output{(¥,U)
¢ S o ok ok e ook e sk ok o o oK ok o oK o ok o o ok o ok oK ok ok K R sk sk ko ok ok ke sk ook o

implicit double precision (a-h,c-z), integer (i-n)
double precision U{(1)}
do 3=,
31 = j-1
write (15,4000} ]
yrite(15,3000) (U(j1*M+i},i=1,M)
write(15,%)°];’
end do
3000 format(2x,e24.17)
4000 format('U(:,’,i4, *) = [’ )
Teturn
END

Nuevamente, se estdn usando las condiciones de frontera de Dirichlet. Obsérvese que si
en la ecuacidn parabdlica (4.1) se toman soluciones estacionarias, entonces para cada ¢ > 0
se tiene que u = 0 es una solucién que resuelve la ecuacién eliptica —*Au+ W) =0;
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por lo tanto, debide a que el interés es aproximar la transicidn al rededor de w = 0,
no es tan importante si se toman condiciones de Dirichlet o de Neuman en la frontera
para tiempos pequefios, razén por la cual se utilizé este programa para tal modelacién
{ademds por razones practicas fué mucho mas sencillo utilizar la codificacién presentada
observando que cualitativamente no es tan importante cuales condiciones de frontera sean
utilizadas).

5i el Potencial W{u) tienc forma de “W” | el programa permite visualizar la formacion
de patrones (figuras 31, 32 y 33}, mientras que si Wiu) tiene forma de “M” se observa la
formacién de “picos” {figuras 29 y 30).

Figura 28. Condiciones iniciales para el potencial
en forma de “W” y en forma de “M”.

B
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Figura 29. Tiempo final 0.6 para el potencial '
en forma de “M”.
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Figura 30. Tiempo finai 0.66 para el potencial en
forma de “M".

Figura 31. Tiempo final 0.6 para ef potencial en
forma de “W".
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as.]

-05“

0o @

Figura 32, Tiempo final 1 para el potencial en
forma de W™,

0 0

Figura 33. Tiempo final 2 para el potencial en
forma de “W",



Apéndice A

Espacios de Sobolev.

A.1 Motivacion.

Considérese el siguiente problema. Dada una funcién f € C{[a, b]) héllese u(z) tal que

—w'+u=f en [ab];
{u(a) = u(b) = 0. -

Una solucidn cldsice del problema es una funcién de clase C? en la,b] que cumple
{A.1) en el sentido usual. Aunque {A.1) puede ser resuelto integrando directamente, la
intencion es ilustrar un método a partir de este ejernplo elemental.

Multipliquese (A.1) por alguna funcién ¢ € C*({a, b]) e intégrese por partes sobre ¢l
mntensalo {a, bl entonces

b b

b
[ v'o'dr + / uo dr = ff@ dr  Yoe C'([e. b)), Hla) = o0y = 0. {A.2)

a a

Obsérvese que (A.2) tiene sentido si v € C¥([a.b]) (En {A.1) se supone u dos veces
continuamente diferenciable); por lo tanto. si se resuelve la ecuacién integral {A.2), la
premunta natural seria bajo que condiciones esta solucion resuelve (A.1). Por el momento,
lamese a una solucién a (A 2) simplemente una solucién débil.

La mtencioén es introducir un enfogque variacional a la teorfa de ecuaciones en derivadas
patciales que permita cumplir varios propésitos, Primero, es necesario precisar la nocidn
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de solucién débil, para lo cual, los espacios de Sobolev seran la herramienta bdsica; en
segundo lugar, es necesario saber bajo qué condiciones es posible garantizar la cxistencia
y unicidad de una solucién débil, para posteriormente, poder demostrar si ésta cs de clase
C? (esto se garantiza a traves de un resultado de regularidad). IMinalmente, se descaria
recuperar la solucién clasica, Para responder a estos requerimientos, s necesario estudiar
1a teorfa de los espacios de Sobolev. C

A.2 Definiciones previas y notacidn.

Antes de continuar, serdn introducidas algunas definiconcs y la notacidn que se usard a
largo de este apéndice.

A partir de ahora, O designard un abierto de IR™, con la medida de Lebesque. Para
consultar los conceptas de funcidn iniegrable, funcidn medible y conpunto de medida cero
se recomienda ver po1 cjemplo [16), [11], ete. Sea L(£2) (o simplemente L'), el conjunto
de funciones integrables sobre {2 con valores en R, Sea

I .

v = [1f()

Habitualmente, so identifican dos funciones de L' que coinciden en c.b.p. (casi todo
punto), excepto en un conjurto de medida cero. Ils necesario conocer algunos resultados
cldsicos de integracidn. A continuacién serdn mencionados, Para consultar las demostra-
ciones de Gstos, véase [1], [11], [16], elc.

Teorema 1.(De eonvergencia mondtona). Sea {J,} una sucesion creciente de funcio-
nes de L tal quo sup [ f < oo, Entonces f,(z) convege a f(z) c.l.p. en §; ademds f €
n 0

¥y o~ flln — G

Teorema 2.(De la convergencia dominada de Lebesque). Sea {fy} una sucesion en
Ll Supdngase que

D). fulz) — f(x), c.t.p. en £

ii). Bxiste una funcién g € L' tal que para cada n, || fuo(2){] < g(z) c.t.p. de (L.
Entonces f € Il y |[fo — fller — 0.

Lema 1.(De Fatou). Sea {f,} una secesién de funciones de L' tal que
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i). Para toda n, fu{z) = 0 ct.p. en €

). sup [ fu < oo
nof
Para todo punto = € Q, escribase f(z) = ,}LIEC inf f,(=).

Fntonces f € L' ¥

ffda:gnli_}n;cinfr{fndm.

#]

Notacién. Sea C () el espacio de las funciones continuas en {1 y con soporte com-
pacto, es decst, C(Q) = {f € C{Q): f(z) =0¥z € 1 K, K C Qcompacto}.

Definicién 1. Sea p € R con 1 < p < oo; definase

17(0) = {f . @ — R; f medible y |/} € L'()},

v escribase

Yp
Al = U!f(:c)i”d:c}

Puede probarse que LP es un espacio vectorial y que [ {[z» asi definida es una norma (véase
1y

Definicidn 2. Sea
LF(Q) = {f O — R; f medible, [f(z)] < Cc.t.p. enfl, (' constante};
escribase

| filee = inf{C;|f{z)] € c.t.p. en{}}

También puede probarse que || ||z es una norma y que si f € L™, entonces se cumple
ey < b= etp en Q (véase [1]).
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Definicién 3. Un espacio de Banach es un espacio normade que cs completo en la
métrica definida por su norma, cs decir, toda sucesién de Cauchy os convergente.

(Otro resultado cldsico es que LP es un espacio de Banach para todo 1 < p < oo (véanse
[1], [16], etc.). ‘ '

Definicién 4. Sea [ un espacio vectorial. Un producto escalar (w,v) es una forma
bilineal de £ x I en iR, simétrica definida positiva (es decir, (u,v) > 0Vu € Hy {u,u) > 0

siu g 0).

Definicién 8. Un espacio de Hilbert es un espacio vectorial H dotado de un producto
escalar (u,v) y que es completo para la norma {u, v)*/%. , .

A partir de ahora H designard un espacio de Hilbert. Un ejemplo cldsico de estos
espacios, es L? dotado del producto escalar :

(4, v) = [ u(w)o(z) de.

Q

Para cualquicr discusion futura sobre funciones de n variables, ol mudti-indice serd una
n-ada ordenada,

@ = (al! g, ...,CU“),

de enteros no negativos o,. A cada multi-indice « se le asocta un operador diferencial

o\ 8" g\
a - ———— _—
b= (8$1) (33:2) ((’3.’8,) ’

cuyo orden cs

|a| =+ &g+ ...+ p

Claramente, si |o| = 0, entonces D*f = f. D* representa cualquiera de las derivadas
parciales

o Olu@) | C o
T B g, Oz

D*u(z)
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Por ejemplo. si a = 6 y se toma Du(z,y,2) = a—i‘,——(;,%, entonces el nimero de veces en
. 5.
que se deriva parcialmente es 6 y [6] = 243+1; lo mismo pasa con Dbu(z,y,z) = E‘%ﬁ%

v i6; =2+ 2+ 2. A partir de ahora, lidmese a « simplemente multi-indice.

El soporte de una funcién continua es el complemento del abierto mas grande en el que
f (definida sobre ®"), se anula. Alternativamente, éste puede definirse como la cerradura
del conjunto {z : f(z) # 0}. Sin embargo, cuando se trabaja con funciones medibles, esta
definicién va no es tan adecuada. Por ejemplo, si se piensa en la funcidon corocteristica
f 10,1} ~— [0,1] dada por

si z es irracional;
siz es racional;

f@ = {}

no existe ningun abierto en [0, 1] {con la topologia heradada por R), en el que [ se anule,
por lo tanto el abierto mds grande en el que f = 0 es el conjunto vacio; en consecuencia,
el soporte de f asi definida es [a,8]. Por lo tanta, es necesaria una definicién mds general.

Definicién 6. Sea Q € R un conjunto abierto y sea f una funcién definida en €2
con valores en R Considérese la familia de todos los abiertos {U;}ier, (I un conjunto de
indices), U, C Q tales que para cada i € I, f =0 c.t.p. (casi en todo punto) de U,. Sise
define

=y,

el

entonces § = 0 ctp. de U, Definase el soporte de » como
Suppf = Q\U,

Donde €\ 7 designa la diferencia usual de conjuntos.

La teminologia “c.t.p.”, se refiere a que f = 0 en todo el conjunto en cuestion, salvo
en un subconjunto de éste con medida (de Lebesgue) cero. Retomando el ejemplo de la
funcién catacteristica f v usando la definicién (1). se tiene que U es todo el intervalo
0.1}, por lo que Suppf = 0.
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A.3 Espacios de Sobolev,

Los espacios de Sobolev permiten utilizar las ideas del andlisis funcional en ol estudio la
teoria de ecuaciones en derivadas parciales. Esto dliimo es de gran utilidad, debido a que
através del andlisis es posible obtener mayor informacién del problema en cuestion, Antes
de dar la definicidn formal de éstos, primero es necesario enlender algunos conceptos
previos.,

A.3.1 Derivadas débiles.

Notacidn. Sca C(U) el espacio de las funciones ¢ 2 U — R infinitamense diferencia-
bles, con soporte compacto en U. La funcién ¢ serd Bamada funcidn de prueba.

Motivacién para la definicién de derivadas débiles.

Tdmese una funcién w € CY(U). Entonces, si ¢ € 0, de la inlegracén por partes se
observa que

]ugﬁ,,‘ do = (uf)| - /uw,qbd:n - /ul.,qﬁdx, (t=1,2,...n); (A.3)
ir Lo ir

obsérvese que no hay términos de froniera debido a que ¢ es de soporte compacio. Mds
generalmente, si & es un entero positivo, y u € CHU) y & = (0, ...¥,) es un multi-indice
de orden |a) = oy + ... -+ o, = k, entonces, de la integracién por partes

f uDgdy = (~1) [ Dl dz. (A.4)
43 i

g% [ idd

Esta 1ltima igualdad se cumple debido a que D% = g0 500

férmula (A.5) |of-veces.

¢ v puede aplicarse la

Claramente, la férmula (A.6) es vilida sélo si v € C*¥(U); en consecnecia, surge na-
turalmeute la siguiente pregunta: jcdmo pueden variarse las condiciones sobre # para
que {A.6) siga cumpliendose adn si » no cs & veces diferenciable?. Obsérvese que ¢l lado
izquierdo de (A.6) tiene sentido sélo si u es localmente integrable; pero para el lado dere-
cho, si u no es C*, la expresidn “D%” no tiene significado obvio. FEsta dificultad puede
ser Tesuelia si se pide la exisiencia de una funcién » localmente integrable para la cual la
formula {A.G) es vilida, escribiondo v = D%u. ‘
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Definicién 9. Sea L. _el espacio L' de las funciones localmente integrables. Supongase
que u.v € L}, v que a es un multi-indice. Se dice que v es la o-ésuma derivada parcial
débil de u. se escribe

D%y =,

con tal gue

/uD“¢d$ - (—1)’°|fv¢dx, (A.5)
[} u

para todas las funciones de prueba ¢ € C(U).

En otras palabras, si se tiene una funcién u y existe v que satisface la condicion (A7)
para toda ¢, v actiia como D%u lo hace en la expresion {A.6), entonces se dice que D% = v
en el sentido débil.

Lema 2. Una a-ésuna derivada parcial débil de w, si existe, es dnica excepto en un
conjunto de medida cero.

Demostracién. Sean v,w € Lj,, tales que

ay de — (1l
qu ddz = (—1) !vqbdz,

U

a1 — (13l .
qu $dz = (-1) U[wqbdx,

74

para toda ¢ € C{U). Entonces

[-wpdz=0, vseCIU);
v

v por lo tanto, debido al lema fundamental del calculo de variaciones v — w = 0. Queda
demostrado el lema.
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a
A continuacién seran dados algunos ejemplos que ilustran claramente la definicién (9).

Ejemplo 1. Sea n =1, U = {0,2) y témese

(m)—{i sil<a<]
I TN si1gn<

Sea

v(w)w{l si<z <l
Tl osit<a<d;’

La afirmacién es que u' = v en el sentido débil. Para probar esto Gltimo, tomese
¢ € C((0,2)). Queda por demostrar que

2

2
nfuqb dm:_oprdx.

Obsérvese que

1

2
wpde = [addo+ | ¢ dx
[40]

ct“‘\n:

1 1
(@), ~ [ gtz =t
L

1
= [dds+a(1) - $(1)
o

- ~j(1)¢dw—/2(0)¢dw
] ! 1
- ﬂofmﬁda.".

Con lo que queda demostrada la afirmacion.
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Por vtro lado, wio se preguntaria si una Funcién u continua por pedazos, tene derivada
en ¢l “sentido débil® Para responder examinemos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2. Sean n=1, U = (0,2) y tomese

U(J_{I si0<z <l
EI=1 sig<z<

Se afirma ahora que @' no existe en el “sentido débil”, es decir, no existe u € LL.((0,2})
tal que

2 2
Jusdo =~ [vode Vo C(0.2), (A6)
0 0

Para demostrar la afirmacién, razénese por contradiccién. Supéngase que existe alguna
funcion v € L, {{0,2)) tal que {A.8) se cumple para toda ¢. Entonces

2 2
—/véd.ﬂ: = fu@'dx
D 0

H

2
[I¢'dz+2[¢'dz
0 1

il

i

~ [ ¢ds+ 01) - 2600)
0

ll

~j¢dm—¢(1)-

Ahora escjase una sucesién {dm}22_, de funciones de prueba tal que

D<z<l,
{d)m(l) =1,6n(z) —0 Yz FL

Remplazando o por 6, ¥ tomando m — oc, se tiene

2 1
1= lim én = lim [ [vbmez - | %dz} =0;
[ 0



124 APENDICE 4. ESPACIOS DE SOBOLEV

lo cual es una contradiceion.

Otra pregunta que surge naturalmente es la signiente: dada v € Lp,,(J) con o' = 0
en el “sentido débil”, ;necesariamente sc tiene que u = constanie en el intervalo I7; de
hecho, la respucsta a ésta es un resultado conocido, que serd dade a continuacién como
lema.

Yema 3. Sea u € L}, (I) tal que

fuﬁ@:U, Vo € CMI). (A7)
!

Entonces existe una constante k tal que w = & e.t.p.

Demostracién. Témese 4 € Co{I} tal que

fwm:—l

T
Se asegura que para toda funcidn w € Co(I}, existe ¢ & L}, (1) tal que
¢ =w-— (/wdz) R
7
Para ver esto 1ltimo, obsérvese que la funcidn
h:u(fwm)w
I

es continua y con soporte compacto en [, debido a que las funciones w y # lo son. Por
otro lado

o [l
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[.udm—f([wdm)ﬂﬁdl

1

- /wda,— (fwdr[d;da:) Lt [w(ffy‘}dﬁi) dz

i

= fwa!x—fwd:c:();
T

I

1l

por lo que h tiene primitiva Gnica con soporte cornpacto.

Sustituyendo el valor de ¢’ en la hipdtesis (A.9)

fu[ —(/wda:)?f)} dz =0, Yw € Cu{l);

o también

=
Il

[t = [ ([oes) o

T I

[uwds-;— K[wm{fwﬂ |61+1f ([m,f)da:) dml

f I

j[ — ([m,bdz)]wdx, Yw € C.(I);
I

I

Il

i

por lo tanto (tema fundamental det cilculo de las vartaciones), u — (f u d:c) =0c.t.p;
1

esdeairu=C con C = (f urp da:). Queda demostrado el lema (3).
I

A.3.2 Definicién de espacios de Sobolev.

Seal < p < ooy k un entero positivo. El préposito es definir ciertos espacios de funciones
cuyos miembros tengan derivadas débiles de todos los ordenes pertenecientes a espacios
L7,
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Antes de dar una definicidn general de este tipo de espacios, es conveniente delenerse
en ¢l caso mas sencillo.

Definicidn 10. FEl espacio de Sobolev
WI.P( 1)1

se define por

W = {uE LP(I);dw € LP(]) tal que/uqﬁ'd:u = —f"uqﬁdw Yo e C’:(I)}
T

I

Si p = 2, normalmente sc escribe
HY () = WY1,
Obsérvese que siw € CHI) N LF(T) y ademds w' & LP(I) (aquf o' ¢s la derivada usual),
entonces u € WHP(I). Ademds la derivada en el sentido débil de u coincide con la usual.
Fl espacio W' ¢std dotado de la norma
Nullwre = lullzr + [12'l|zr-
Fl espacio de H' estd dotado del producto escalar
{(w, v} = (4, v)ps + (', v')ps;
con norma asoctada
liellar = (llullge + le'iZ2)'7%;
esta dltima, es equivalente a la norma en W2,

Ejemplos.



A3 ESPACIOS DE SOBOLEYV. 127

(i) La funcién u(z) del ejemplo (1) pertenece a WP((0,2}).
(i) La funcién u(z) del ejemplo (2) no pertenece 2 W'((0,2))-

Un resultado importante es el siguiente
Teorema 4. Bl espacio WP es un espacio de Banach.

La demostracion puede ser vista en [1]. Los espacios de Sobolev Wk (1), pueden ser
definidos por recurrencia

WhP(1) = {u e WEIP(I) o' € Wiy},
e 1gualmente escribir
HED) = WRA(D), (k=1,..)

No es dificil comprobar que u pertenece a WHP(I) si y solamente si existen k funciones
Vi .., Ug € LP(T) tales que

/quqsdz = ~f’vf¢dx voe Cr(l), Vi=1..k
I I'4

Cuando u pertenece a W5P(I), pueden tomarse v’ = v, u” = va,., u® = 4, v simple-
wnente designarlas por D', D?u,...,DFu respectivamente.

No es dificil probar que las propiedades descritas para los WHP(I) pueden ser exten-
didas a W*P(]). La norma en el espacio W*P(I) estd dada por

k
Ml = llulles + 3 1D%ull 1

a=1

v el espacio H* estd dotado por el producto escalar

k
(w,v)gx = {w,v)p2 + 3 (D%, D%).

o=}
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De manera similar a como se ha procedido hasta ahora, pueden ser definidos los
espacios WhP((1).

Definicién 11. Sean vy, v;,...,uny € LP(£2). Tales que

¢ _ I - .
h/uz,;;t- da:-—h/u.la;bdz, Vi=1,.,N

El espacio de Sobelew W'P(Q2) estd definido por

Whr(Q) = {u c Lﬂ;fugi’3 de = /vlqﬁdw, Vé € CPQ) Vi=1,.., N}
N

Oy
¢ !
Andlogamente, se escribe

HYQ) = Wh(Q).

Puede probarse que si u € W2(Q), entonces v; es Gnicay 2 = v,

Fl espacio W'P(Q} estd dotado con la norma

leflwe = fullze + Z

83:,

U’

el espacio H'((}) estd dotado del producto escalar

Ju &
(u,v)im = (uw+2(53 6;’)
? i

g 3 172
:
1

v la norma agsociada

ou
o,

il = (Huilie ¥ ]

es equivalente a la norma de W'
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Un resultado importante es el siguiente
Teorema 5. El espacio W'? es un espacio de Banach para 1 < p < o0.

Para ver la demostracién a este ultimo teorema, véase [1}. A continuacién sers dada
la definicidn més general de espacios de Sobolev.

Definicién 12. El espacio de Sobolev
WEH(Q),

es el espacio consistente de todas las funciones u : & — R tales que para cualquier
rmulti-indice & con |o| < k, D®u existe en el sentide débil y pertenece a LP(S).

Andlogamente, si p = 2, se escribe
H¥Q) = W), (k=1,..).

De aqui en adelante, dos funciones en W*P(U/) seran identificadas si coniciden c.t.p.

Definicién 13. La norma de la funcién u € W*P(Q) estd definida por

1/p
[ o f]D“u{"dm] s5i0 < p < oo,
“u”l?"-r’(ﬁ) = lal<k

3 esssup |[D%uf sl p = oo,
lal<k a

donde esssup s el supremo esencial sobre el conjunto  con la siguiente significacidn.

f

Supéngase que k, € IR* {2 € G conjunto de indices), es una cota superior para. Q ct.p., es
decir, salvo en un subconjunto de £ con medida cero. El supremo esencial se define como
el infimo de tales cotas superiores.

Definicién 14. Sean {u,,}%_, una sucesién en W*P(Q) y u € W*#(Q2). Se dice que
{1}, converge a u en W5? y se escribe

um —u en  WEP(Q),
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si

mli_r[’}w ||um - ’u.”wk.y(m = (.

Definicién 15. Denétese por WE?(9) a la cerradura de C°() en WHP(Q). Asi,
u € WeP(§2) si y solo si existen funciones uy, € C(Q) tales que

um —ru en WHP(Q),

Notacién. Andlogamente, se acostumbra escribic H§(Q) = WF*(Q).

Obsérvese que W) debe ser interpretado como el conjunto que comprende a todas
aquellas funciones u € W*#(Q) tales que

“D¥ =0 en 9 VYo talque |oj<k-1

Sin =1y Q es un intervalo abierto en R, entonces u € Wh(Q) si y sélo si u es una
funcién absolutamente continua cuya derivada ordinaria (que existe c¢.t.p), perience a
LP(€2); sin embargo, este hecho sélo ocurre para n = 1. [in general, una funcién puede
pertenecer a algin espacio de Sobolev sin ser continua ni acotada.

Ejemplo 3. Témesc © como la bola abierta unitaria en 8™ (dendtesc esta dléima por
B[(O)), ¥

uw(z) = |z]™ z e

;Para qué valores de @, n y p se tienc que v pertenece a W'(Q2)?; Para responder a csta
pregunta, nétese que u es diferenciable para valores distintos de 0, con

ou — U,
Yn T A T e ” 7 0,

en consecuencia
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Sea ¢ € C2(0 y ¢ > 0. Entonces

uprdo=— [ unpdor [ ubNds,
- B.(0) —-5.{0} 8B.{0)

Con N la normal interior 2 8B,(0). Si @+ 1 < n, entonces |Du(z)| € L*(§2); ¥ en este

Caso

< (|42 f e dS < Cen i — 0,
a5,(0)

L [ wéN, dS
5:(0)

Por lo que

fuqé,‘da::ﬂ/‘uz,qbd:t, Ve CP(Q) con a<n—1L
n i

Ademis, {Du(z)l = ik € L2(Q) si y s6losi (o + 1)p < m. Asi

we WH(Q) siysdlosi o< _}}_p
En particular, si a > 0, entonces u ¢ W'P{Q) para cualquier p 2 7.

Finalmente, hay que mencionar que las derivadas débiles cumplen con varias de las
propiedades usuales. Nétese que mientras que éstas son obvias para funciones diferencia-
bles, para funciones pertenecientes a espacios de Sobolev s6lo puede utilizarse la definicion
de derivadas débiles, por lo que para este caso no lo son. Para encontrar una demostracidn
cuidadosa de tales propiedades, ver por ejemplo [6], {1], ete. Aqui sélo serdn mencionadas.

Propiedades de las derivadas débiles.
Sean u, v € W5()) y ol # k. Entonces
(i) Do € Wlel?(Q) y DA(Dou) = D*(D%u) = D™y, Yo, § multi-indices.
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(i) VA, 1 € R, Au + v € WHP(Q) y D"(ﬁ\u + ) = AD™u + D, con |of < k.
(ili) Si ¥V C 0, entonces u € WE2(V).
(iv) si £ € C(2), entonces fu € WFP(Q) y

D ew) =3 ( g ) DeED By,

p<a

{v) WEP(£2) es un espacio de Banach.

A.4 Espacios Duales.

A.4.1 Dual de LP.

A continuacién serdn citados algunos resultados de gran imporiancia en el estudio de los
espacios de Sobolev. Las demostraciones a tales resultados pueden ser vistas en {1}, [18],
ete.

Recuérdese que una formae lineal es un mapeo lineal definido sobre un espacio vectorial
E con valores en R. Normalmente, se define ¢l espacio dual topoldgico E' (o también £*) de
un espacio vectorial E, como aquel cuyos elementos son los funcionales lineales continuos
de E en R. La norma en E' estd dada por

flle= sup [f(&)= sup fz)
s € F r€eF
fl=l] <1 fl#f) <1

Si f € 'y o € E, generalmente se escribe {f, 2} en lugar de f(), y se dice que {,} cs el
producto escalar en la dualidad E', E.

Sea | < p < oo, Se designa por p’ al exponente conjugado de p, es decir, al nimero
tal que -+ = 1.

Teorema 6. (Desigualdad de Hélder). Sean f ¢ IPy g€ I¥ con1 < p < oo
Entonces fge L'y

ffgda: < i fllzellgl 2o
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La desigualdad de Hélder, junto con el Teorema de representacion de Reisz, son su-
mamente inportantes en el estudio de los espacios L7, Mediante ambos resultados es
pusible proporcionar la dualidad de los espacios 27, El teorema de representacén de Relss

permite representar a toda forma lineal mediante una funcién de L7 . Por conveniencia,
#ste sera presentado en tres casos distintos; para l<p<co p=1yparap=0co

1. Caso 1 < p < 2.

Teorema 7. {De representacion de Riesz). Sean L <p <00y ¢ € (L7). Entonces
existe un tnico u € I tal que

0.5y = [ufde, Vi€l
i s
{2l o = Bllery-

Laimportancia de este dltimo estriba en que toda forma lineal continua sobre L? con
I i, < x se repiesenta mediante una funcidn de L. La aplicacion ¢ — u ¢s un

operador lineal 1sométrico v sobie, que pernnite dentificar ¢l dual de L* con L¥. Por lo

'

tanto. es posible hacer la identificacion (LF) = L7
II. Caso p=1.
Teorema 8. Sea ¢ € (L'} Entonces existe « € L* dnica tal que

(@0 = [ufds, Vel

Ademas
fellzee =l dllery-
Analogamente, este Gltimo teorema indica que toda forma lineal continua sobre L' se

representa mediante una funcién de L. La aplicacion & —» u es isometria que permite
identificar el dual de L' con L%, Por consiguiente, es posible identificar (L1)' == L.
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III Caso p = oc.

El teorema (7) afirma que L* = (L'Y. En consecuencia, ¢l dual de L contiene a
L1, pero es estrictamente mayor que L!; pueden construirse cjemplos coneretos en los que
las formas lineales continuas ¢ sobre L no son del tipo {¢, f) = [ufdz, Vf € L™, para
w e L (véase [1], [16], etc.).

A.4.2 Dual de un espacio de Sobolev.

Recudrdese que en la definicién (5), se menciono el ejemplo cldsico del espacio de Hilbert
L? con el producto escalar {(u,v) = [ u(z)v(z)dz; esto sugiere la equivalencia del teorema
o

de representacién de Riesz para este tipo de espacios.

Teorema 9. (De representacidn de Riesz-Fréchet). Para cada ¢ € H ', existe una
inica f € H tal que

($0) = (f,v) Wwel.
Ademads,

1£1 = Ul

Obsérvese que el teorema (8) afirma que toda forma lineal continua sobre H pucde
ser representada a través del producto escalar. La funcidn ¢ — f s un isomorfismo
isométrico que identifica a If con H'; sin embargo, csta identificacién no siempre es
posible. Pueden ser construidos ejemplos que comprucben esta Gltima afirmacién {véanse
[1], {16}, ete).

Para definir el espacio dual de los espacios de Sobolev, nuevamente, es convenienie
comenzar con el caso € = I. Normalmente se denota por W=1'(I) al espacio dual de
Wa? (1< p < oo)y por H-1(I) al dual de Hj.

Segiin la iltima observacién, no es posible identificar H} con su dual. Por otro lado,
el teorema (7) afirma que cs posible identificar 7 y su dual. Por lo tanto

HicL*cH™



A4 ESPACIOS DUALES. 135

Ademds, si [ es acotado se tiene

WP c LW, para 1<p<oo; (A.8)

Pero si I no es acotado, solamente se tiene

Wi cPcW™, para 1<p<2 (A.9)

El teorema de representacién para este caso, afirma que los elementos del espacio
W% pueden ser representados a través de funciones de L*; tal resultado es

Teorema 10. Sea F € W—1¥. Entonces existen fo, fi € L¥ tales que
()= [Jovds+ [ fiv'de,  YpEWS?
ademds

|17l = max{[| foll» Il fullzo }-

Si 1 es acotado, puede tomarse fy = 0.

Como nota adicional, el teorema (10) sigue siendo valido para formas lineales y con-
tinuos sobre 1WLP,

La generalizacién de los espacios duales para WIP(()) es totalmente ané.loga y se
cumplen las mlsmas contenciones, exeptuando que {A.10) se cumple para ﬂ+2 <p< oo
v (A.11) para 2 < p £ 2, con 2 C R Fl teorema de representacidn para este caso es
de la siguiente formd

Teorema 11. Sea F € W17, Entonces existen fo,..., fn € LF () tales que

(F.o) = [ fovda + anff,%}_ dv,  VveWpr(Q)
1=1 t

Ademas
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621%)51 “lei[,p' = H F”

Si  estd acotado, pucde tomarse fy = 0.
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