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Introduccion. 

Resolver una ecuacién diferencial parcial no siempre es posible usando métodos conven- 

cionales, pues las soluciones deben cumplir fuertes condiciones de diferenciabilidad para 

satisfacer Ja relacién propuesta. Por ejemplo, una solucién a la ecuacién 

u(x, y, zt) = kau + F(2,y, 2,4), 

necesariamente tiene que ser dos veces continuamente diferenciable en un cierto dominio 

abterto 2 con valores determinados sobre la frontera. Surge entonces la siguiente pregunta: 

jes posible debilitar las condiciones sobre u, de tal manera que se pueda obtener una 

funcion que se aproxime a alguna de las soluciones “fuertes” de la ecuacién?; de ser posible 

encontrar una funcién de este tipo, zcdmo saber si ésta resuelve la relacién original?. La 

manera natural para responder a estas cuestiones es convertir la ecuacién diferencial 

parcial en una integral, de tal manera que una solucién a ésta sea ahora localmente 

integrable y una vez diferenciable, con lo que se ha conseguido debilitar momentaneamente 

la propiedad de ser dos veces continuamente diferenciable. 

Existe una teorfa general para resolver ecuaciones diferenciables parciales. El cdlculo 

de las variaciones identifica una clase importante de problemas no lineales que pueden 

ser resueltos usando técnicas relativamente simples del andlisis funcional no lineal. Esta 

es la clase de problemas variacionales, es decir, ecuaciones diferenciables parciales. 

Por tal motivo, es muy conveniente discutir el problema de encontrar soluciones adi- 

cionales a Ja ecuacién parcial buscando puntos criticos de funcionales de energia. E] punto 

es que mientras usualmente es extremadamente dificil resolver la ecuacion parcial, pue- 

de resultar més sencillo encontrar maéximos, minimos u otros puntos criticos de cierto 

funcional. 

En este trabajo se estudiard el funcional de energfa 

Ieful = f eiVuP + te) de, 
U
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definido en H', donde W es un potencial biestable con minimos locales en u = +1 y 

W(+1) = 0. Obsérvese que si ¢ & 0, es necesario que u © -E1, excepto quizd, en un 

conjunto de medida cero. La intencién es tratar de probar que exisic al menos una 
solucién diferente de u = +1 que exhibe transiciones utilizando el teorema det paso de 
montaiia.



Capitulo 1 

Motivaciones. 

1.1 Algunas nociones de Geometria Diferencial. 

Una manera de modelar aspectos fisicos y geométricos de los fendmenos de tensién su- 

perficial, es a traves de los conceptos clasicos de la Geometria Diferencial. Supdngase 

que Mf es una superficie suave y sin picos en el espacio ambiente iR3, La superficie M 

puede pensarse como “sumergida” en el espacio ambiente IR’, la cual es muy parecida 

a un plano IR? en pequefias vecindades de todos sus puntos. Por ejemplo, una pelota 

esférica es muy parecida en pequeiias vecindades de cualquiera de sus puntos a pedazos 

de plano. En este trabajo, normalmente se pensard en este tipo de objetos cuando se 

hable de superficies, a menos que se especifique lo contrario. Una manera natural para 

describir mateméticamente a una superficie regular (suave y sin picos), es simplemente 

definirla como }a imagen de varias funciones 

x, U,; SVAN, 

con Uy CIR? y 1) C ik? conjuntos abiertos, tales que x; son homeomorfismos (funciones 

continuas, uno a uno con inversa continua), diferenciables (que es posible aproximar punto 

a punto un plano tangente) y la déferencial (el plano tangente aproximado punto a punto) 

es también uno a uno. A la funcién x normalmente se le llama parametrizacién. No se 

discuturd aqui con detalle esta definicién, aunque se recomienda fuertemente consultar las 

referencias 

Tomese un punto p en la superficie 42. Intuitivamente es clara la posibilidad de dibujar 

un plano tangente a Mf en cada uno de sus puntos. La eleccién de una orientacién en el 

plano tangente induce una orientacién en una pequefia vecindad de Af del siguiente modo.
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Figura 1. Banda de Mobius. 

Un movimiento positive o negativo de curvas cerrradas en un plano es simplemente la 
eleccién de Ja direccién en cémo se recorren éstas. De este modo, la eleccién de recorrido de 
curvas cerradas en una pequefias vecindades del plano tangente a M, induce un recorrido 

positivo (6 negativo) de curvas cerradas en vecindades pequefias de la superficie M. Es 

en este sentido en que puede definirse una orientacidn para la superficie M (figura 2). 

Claramente, la direccién de recorrido para curvas esta determinada, por el vector tangente 
osu negativo, y esta eleccién considera automaticamente a uno de dos vectores, al normal 
o su negativo. En el caso de una superficie M, intuitivamente es claro que a cualquiera 

de sus puntos se le puede asignar un vector normal. La manera de hacer esta asignacién 

es tomar una parametrizacién x : U C IR? —+ M en un punto p € M dado, y definir ef 

mapeo N : x(U) —> R° 

N(q) = SE (a). (1.1) 
~ [xy A Ky | 

Donde q € x(U), x = ox, Xu = & y el simbolo “A” sc refiere al producto vectorial usual 

definido para iR3, No siempre os posible extender de manera continua este mapeo a toda 

la superficie M; mds generalmente, si V C M es un conjunto abierto en My N: VC IR? 

es un mapeo diferenciable que asocia a cada punto q € V un vector normal unitario (de 

longitud unitaria) en q, se dice que N es un campo de vectores normales unttarios en 

V. No todas las superficies admiten un campo continuo de vectores normales unitarios 

definido en toda la superficie; ademas, hay ejemplos en los que el campo resulta no ser 

uno auno. Por ejemplo, no es posible definir un campo continuo para la banda de Mobius, 

debido a que en cada punto de esta superficic le corresponden los vectores normales N' (p) 

y -N(p} (figura 2). 

En lo subsecuente, diremos que una superficie M cs orientable si es posible definir 

en todo M un campo continuo de vectores normales unitarios. La cleccién de tal campo 

N sord llamada simplemente una orientacién. Obviamente, siguiendo esta definicién, la 

banda de Mébius no es orientable. Una orientacién N en M puede ser usada para definir
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una direceién de rotacidn en cada plano tangente T;,(M) a cualquier p € M, del siguiente 

modo. Dado @ € IR, la 6-rotacién positiva en el punto p de la superficie orientada M esila 

transformacién lineal Ry : TyM — T,Af definida por Ra(v) = (cos @)v + (sin AN(p)Av, 

donde \(p) es Ja orientacion de M en p. La transformacién Rg es usualmente llamada la 

rotacién de mano derecha de la.terna {N(p).v, N(p) Av} con respecto al Angulo @ (figura 
a, 

  

Figura 2. Orientacién de S. 

Supéngase que N(p) es el vector normal a Af en p definido por una orientacién dada 

de M. y denétese como Tp(M) a el plano tangente de M en p Si por p se hace pasar un 

plano II(p) que contenga a N(p), este plano II(p) intersectaré a M a lo largo de una curva 

« Hamada secezén normal (figura 3). El vector unitario v, tangente a en p, es llamado 

la direccién normal de la seccién normal. 

  

  

Figura 3. 

En el estudio de la Teoréa local de curvas, normalmente se hace referencia a las férmulas 

de Frenet-Serret, debido a que éstas abarcan toda la informacién necesaria en el estudio 

de curvas Por ello es conveniente detenerse un poco en su deduccién. Una curva en el 

cspacio puede ser definida mediante una funcién @ de un intervalo I = (0, LJ], donde L es 

la longitud de la curva, en IR? utilizando como parémetro a la longitud de arco
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No es dificil probar que la velocidad &(s) = do tiene longitud uno para este pardmetro 
y que el vector & es ortogonal a @ y por lo tanto estd en II{p). En el plano, se define 

| &(s) |= #, donde 6(s) es el dngulo que forma la tangente con la direccién horizontal; 
por lo tanto, | &(s) { indica que tan rdpidamente Ja curva se aleja de la linea tangente en 
s. Esto ultimo motiva la siguiente definicién. 

Definicién 1. Sea a: T—>R? una curva parametrizada por longitud de arco s € I. 

El ntimero | &(s) |= &(s) es Hamado Ja curvatura de a en s. 

Tampoco es dificil probar que la curvatura asi definida no depende de la direccién en 

que se recorre la curva. Ahora bien, en los puntos donde k(s) ¥ 0, es posible definir 
de igual vas un vector unitario n(s) en la direccién de &(s) mediante la ecuacién 
ai(s) = k(s)n(s); fisicamente, puede pensarse a G como cl vector oath at de una 

particula que se mueve sobre la curva a con velocidad &. Derivando (a(s), @(s)) = 1, 
se observa que 7(s) (llamado simplemente vector normal) es perpendicular a la curva 
a(s), Por otro lado, es ona) don definir un nuevo vector unitario Namado vector b7- 
normal como b(s) = t(s) An(s), donde el simbolo “A” denota cl producto vectorial usual 
y us) = 5 (s). En consecuencia, b(s} es normal al plano determinado por los vectores 
(8) y n(s) (usualmente Mamado plano osculador), y | 6(s) | mide que tan distintos son 
los planos osculadores con respecto al osculador en s en una vecindad lo suficientemente 
pequeiia; es decir, ifs ) mide que tan rapido se aleja la curva del plano osculador en s en 
una vecindad lo suficientemente pequefia de s. Obsérvese que b(s) = t(s) A (8), por lo 

que 6(s) es perpendicular a t(s). En consecuencia b(s) es paralelo a n(s), por lo que es 
posible escribir 

b(s) = r(s)n(s). 

Para alguna funct6n 7(s). Esta tltima es conocida como la torsidn de a en s. No es dificil 
probar que a es una curva plana (totalmente contenida en un plano) si y sdlo si r = 0, 

y que 7 permanece invariante bajo cambios de orientacién. Finalmente, sdlo es neccsario 

calcular 7(s) en términos de la curvatura y la torsién. Como n = b At, se tienc 

ns) = —1b — kt 

En resumen, para cada valor del parémetro s, se tiene nt i yi terna unitaria 
{t,n,b} (llamada terna de Ferret) que junto con las derivadas i(s), n(s) y is ) expresadas
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en esta terna. arroja cantidades (7 y k) que proporcionan toda la informacién necesaria 

acerca del comportamuento de Ja curva a cerca del punto s. Pueden ahora enunciarse las 

ecuaciones de Frenet-Serret 

ka, 

—kt — 7b, 

Normalmente, al inverso R = 1/k de la curvatura se le Hama redio de curvatura en s. 

Claramente, un circulo de radio r tiene curvatura 1/r y radio de curvatura igual ar. 

Si se piensa que una curva cualquiera puede ser obtenida torciendo una linea recta, 

entonces puede concluirse que si dos curvas tienen la misma curvatura y torsién punto 

a punto, entonces ambas, salvo un movimiento rigido (traslaciones 6 rotaciones), son la 

misma; ademas, dadas dos cantidades k y 7 puede generarse localmente una curva con 

curvatura k y torsién 7. Este resultado es conocido como el Teorema fundamental de la 

teorta local de curvas; obsérvese que los puntos y sus tangentes son arbitrarias, por lo que 

su validéz se debe a la existencia y unicidad de soluciones de Frenet-Serret. 

En general, para cualquier curva regular C sobre la superficie M que pase por el 

punto p € M, puede definirse la curvatura normal como el numero k, = k cos 0, donde 

cos@ = (n,N) (producto punto o producto untertor), n es el vector normal unitario a la 

cuisa C, N el vector normal a la superficie M en py k es la curvatura de C en p. En 

otras palabras, k, ¢s ta longitud de Ja proyeccién del vector kn (justamente la aceleracién 

&{s)), sobre el vector normal a Ja superficie en p, con el signo dado por la orientacién N 

de M en p (figura 4). 

> Mp 

  

Figura 4. 

En el caso de la seccién normal ¥, ésta es una curva plana cuyo vector normal 7 tiene la
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direccién de la aceleracién y es colineal con N(p), por lo que cos = (n,N) = Ly ky = hy 
Es decir, k, coincide en este caso con la definicién 1 de curvatura para. curvas planas.. 

Definase como &(v) , (v tangente a la curva C), al vector cuya magnitnd es la proyeccién 
de kn en N(p) (es decir, k cos 8), y cuya direceién coincide con la de éste tiltimo; &(v) sera 
Namado el vector curvatura de C en la direccién v, enlendiendo que ésto se refiere a que 
k(w) es cl vector aceleracién en p con movimiento sobre y con velocidad unitaria (figura 
5). Claramente k(v) = k(—v). Entonces también puede escribirse k, = k = (k(v), N). 
La funcién &, esté definida en el conjunto compacto S! formado por todas las posibles 
direcciones v en cl plano tangente, por lo que k, alcanza su mdéximo y su minimo. Estos 
valores son llamados las curvaturas principales k y ky de Ja superficie M en el punto py 
las secciones normales 7, y y2 en las cuales los valores k, y ke son alcanzados son Hamadas 

secciones principales. 

  

Figura 5. Vector k(v). 

Definicién 2, La curvatura media H de una superficie M en el punto p € M con 

respecto al vector normal N(p) es el promedio de las curvaturas principales: 

_ Wythe 
ree 5 

A continuacién se dara wna de las definiciones cldstcas de superficie minima que invo- 

Jucra a la definicidn anterior. 

Definicién 3. Una superficie M es llamada ménima si la curvatura media H tienc 

valor idénticamente cero en todos sus puntos.
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1.2 Observaciones de Laplace y Gauss. 

En un ensayo sobre capilaridad presentado a La Real Sociedad de Londres en 1805, Tho- 

mas Young introdujo la nocién de curvatura media de una superficie. En el mismo trabajo, 

Young dié un razonamiento que justificaba por qué en ausencia de friccién en las pare- 

des frontera, el fluido toca a éstas formando un 4ngulo constante, dependiendo sélo de 

los materiales y no de la forma de las paredes; al afio siguiente, en 1806, Pierre Simon 

Laplace reintrodujo tal nocién y derivé para ella una expresion analitica formal. A conti- 

nuacién serd expuesta una versién con notacién moderna, muy parecida a la introducida 

por Gauss, de tal derivacién. 

Figura 6. Seccién normai de M en p 

Sea la superficie Af orientada positivamente, parametrizada por x : U—yYV, con 

Uc rm? y VCM conjuntos abiertos, y téngase en mente Ja construccién hecha en la 

seccién anterior para las secciones normales. Sea II un plano que pasa por el punto 

p ¥ que contiene a N(p) Tdmese Ja seccién normal y contenida en II (figura 6), y 

supéngase que + est4 parametrizada por su longitud de arco s. Recuérdese la definicién 

de n, a(s) = k(s)n(s); en este caso el vector normal a la curva coincide con el vector 

N(s) normal a la superficie, se tiene N(s) = n(s), por lo que, debido @ las formulas de 

Frenet-Serret 

    
dx dN dx dn : , 
(2%) Cade = (x, kk — rb) = —k. 

Considérese la curvatura positiva cuando 7 esté “doblada” en la direccién de N (fig 5). 

Como M esta orientada positivamente, (x, AX», N) es positive, por lo que la curva se 

‘dobla’ en ja direccién de —N(s), v por lo tanto
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dx dN 
p--(ES), (1.2) 

La parametrizacién x(u,v) de la superficie, determina la de +: 

Ys) = x(u(s), u(s))- 
Si se escribe 

ix du ts du 

ds’ ~~ ds 

€=—(Xe Nu), 2f = — (iu, No) + Gu, Nu), 9 = - On, Ne), (1.3) 

(donde x, = &, xy = &, N, = 48 y N, = %), y se sustituye en (1.2) se obtiene 

dxdu — dx du dNdu  dNdv b= ~((A+ SS) (ee), duds duds duds dv ds 

= ot +f + gi”. (1.4) 

Ahora, escribiendo 

E = (Xu, Xu) = peal?, P= Gu Xo), G = (XX) = [xe]. (1.5) 

Se observa que 

dx P _ dx, dx 
ds| ~ \ds’ds/’ 

= @eie , ded) (ded ado 
~ duds * duds "\duds — duds} /? 

= Bi +2Fuw + Go. (1.6) 
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Las cantidades E, F y G son los coeficientes de la primera forma fundamental, mientras 

que e, f ¥ g son los coefzcientes de la segunda forma fundamental. Es conveniente hacer 

algunos comentarios sobre estos tiltimos conceptos. El producto interior (punto) natu- 

ral en i? induce un producto interior en cada espacio tangente T,(M) de 1a superficie 

M, usualmente denotado por (,)p. Claramente, el producto interior de dos vectores en 

T,(\1) seré el producto interior de éstos como vectores de IR? A este producto interior le 

corresponde una forma cuadrética Ip : Tp(M) — iR dada por 

p(w) = (, 10) p = lw 

Esta forma, definida positiva, es llamada la primera forma fundamental. Notemos que 

si ésta se calcula para vectores tangentes a una curva  parametrizada por longitud 

de arco, se obtiene justamente la relacién (1.6); por lo tanto, I,(w) no depende de la 

parametrizacién, pero si del punto p. Los coeficientes proporcionan mucha informacién 

acerca de la geometria de la superficie. Por ejemplo, si el coeficiente F(u,v) = 0 para 

todo punto (u,v) € U, entonces se puede concluir que los vectores de la base {xu, xy} para 

el plano tangente, para x, son mutuamente ortogonales, y que las curvas coordenadas (las 

curvas que se obtienen cuando se aplica x a los puntos de la forma (u,v) y (uo, v), con 

Up, tp constantes) de la parametrizaci6n lo son igualmente. 

Retémese Ja superficie M con orientacién N. Recuérdese que el mapeo N : M —> Rn? 

definido por la relacién (1.1), toma sus valores en la esfera unitaria 

S? = {(z,y,2) € Rie? + y? +2? = 1}. 

Entonces, el mapeo N : M —+ S$? es conocido como el mapeo de Gauss de M. No 

es dificil probar que este mapeo es diferenciable y que la diferencial dN, es un mapeo 

lineal de T,(M) en Twp)(S?). Como los planos T,(M) y Tyi)(S?) son paralelos, puede 

pensarse que dN, es un mapeo lineal de 7,(.4) en si mismo. Es conveniente entender la 

manera en que opera dN, : T)(M) —> Tp(M). Para cada curva parametrizada a(t) en 

AM con a(0) = p, considérese la curva parametrizada N o a(t) = N(t) en la esfera 8. 

Esta representa la restricién del vector normal NV a la curva a. El vector tangente a N(£) 

defimdo por (0) = dN,(a(0)) pertenece al plano 7,(Af) y mide la razén de cambio del 

vector normal restringido a la curva a. 

La forma cuadratica [], definida en T,(M) por [I,(v) = —(dN,(v),v), es la segunda 

forma fundamental de M en p. Para dar una interpretacién geométrica de este ultimo 

concepto, considérese una curva @ M parametrizada por su longitud de arco y a(0) = p.
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Sea N(s) el vector normal a M restringido a la curva a(s). Entonces (V(s),4(s)) = 0, 
por lo que 

£-(N(s),&4(8)) = (N(3),4(5)) + (NG), &(s)). 

Y en consecuencia ' 

(N(s), 4(s)) = —(N(s), (s)). 

Aplicando la segunda forma fundamental al vector tangente &(s) en el punto p se obtiene 

TI,(4(0) = —(anp(a(0)), a(0), 

= —(N(0),4(0)), 

= (N(0),a(0), 

= (N,kn)(p), " (1.7) 

kn(p). 

Es decir, el valor de la segunda forma fundamental [],, para un vector unitario v € Tp(M) 
es igual a la curvatura normal (la expresién 1.5 fué definida en la seccién anterior) de una 

curva que pasa por p y es tangente a v. 

Sea x(u, v) una parametrizacién de M en el punto p. Entonces, la curva aw en M puede 
ser descrita bajo esta parametrizacién como a(t) = x(u(é), v(Z)) con a(0) = p. Obsérvese 
que 

& = Xyi+x,0, 
(18) 

aN(4) £Ntult), u(t) = Nuti+ Noo.
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Por otro lado, como My, y M, pertenecen a T,(M) (dN, : Tp(M) —> T,(4)), puede 

escribirse 

AN. = @uXy + @2Xn 
(1.9) 

Ny = @2Xy + G222Xy- 

Y en consecuencia 

AN (&) = (aut + a120)Xy + (G21 + G20) Xp. 

© bien 

an{%\=f ™ S2 \(e ], (1.10) 
u a2, G22 u 

Esto muestra que en la base {x,,Xy}, dN estd dado por la matriz (aj), 4,9 = 1,2. 

Por otro lado, la segunda forma fundamental expresada en términos de la base {xu, Xv}, 

esta dada por (utilizando las ecuaciones (1.8)) 

IL,@ = (dN (d),6) = (Nyt + Nyd, xute + xu) = et? + 2ftd + gd”, 

Resultando nuevamente la expresién (1.4). Es posible expresar los valores de aj, en 

términos de los coeficientes e, f y g, utilizando las relaciones (1.9) y (1.5). Lo importante 

es que e, f y g pueden ser calculados si se conoce la parametrizacién de la superficie. Por 

ejemplo, para el caso f = ~(Ny, xy), tenemos f = —(a11Xy+e@21Xv, Xv) = ~(aF+ayG); 

adeinds f = —(Ny, Xu) = —(12Xy + 429Xy; Xy) = —(G12E + ag2F*). Por tal motivo 

(an F + aaG) = —(apF + G22F), 

-(onE + en F), 

g = —(ai2F + aC).
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En notacién matricial 

e f\_f a en EF 

“(=e mR 6): (1.11) 

O bien 

41 Ga \ _ 

G12 B22 

Donde ( )~! representa la matriz inversa. 
o
s
 

a
s
)
 

S
n
 

~
~
 

“
—
~
 

hy
 b
y 

Q
y
 

N
e
 

i 

(1.12) 

Para calcular la curvatura media, considérese nuevamente el mapeo lineal dN,. Por 
un resultado clésico del digebra lincal, para cada p € M existe una base ortonormal (una 
base de vectores unitarios y ortogonales) {e1,¢2} de 7,(A4) tal que dN,(e1) = —he. y 
dN, (€2) = ~kge2, con ky > ke, y k1, ke son los valores mdéximo y minimo de la forma 
cuadratica Q(v) = (dN,(v),v), definida en el circulo unidad de T,(M). Calculando la 

segunda forma fundamental en estos vectores se obtiene 

YI(er) = -(4N(e1), er) = (hier, e1) = Ar, 

y andlogamente [],(e2) = —k,. Los valores k, y kg son justamente las curvaturas princi- 

pales en p (vease 1.7). Recuérdese que las curvaturas principales son los valores mdximo y 
minimo de la curvatura normal k, definida en el compacto 5? de T,(M); es decir, son los 
valores maximo y minimo de la segunda forma fundamental [],, restringida a el circulo 

unitario de T,() Tomando la orientacién standard de S?, Resumiendo, estas curvaturas 
resultan ser los valorcs propios negativos del mapeo dN,. Los vectores e, y 2 son las 

direceiones principales. Entonces, k, y kz satisfacen la ecuacién para k 

dN,(v) = —ku = —kIv, veéT,(M),u £0. 

Donde J es la matriz identidad en iR?. El mapeo lineal dN,(v) + kJv no es invertible; por 

lo tanto, su determinante debe valer cero; es decir, de la relacién (1.10) se tiene 

k? + k(air + yg) + 11022 — agiaig = 0.
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Como k, y k2 son raices de esta dltima ecuacién, por la definicién 2 

_ ky +k, —(an + a2) 

A 20 2 

Utihzando la relacién (1.12) 

H= 1 Eg —2Ff + Ge (1.18) 
2 EG-F? 

Esto demuestra que 2H = k, + ko es un invariante geométrico; es decir, es invariante bajo 

isometrias y cambios de coordenadas. Laplace observé esta ultima propiedad y también 

tenia conocimiento de otros conceptos como las curvaturas principales, aunque el modo 
y la notacién con que han sido expuestos aqui, son debidos a Gauss. Lo que motivé 
a Laplace para utilizar conceptos de la geometrfa de superficies, fue intentar clarificar 

conceptualmente y caracterizar cuantitativamente el levantamiento de liquidos en tubos 
capilares. Laplace probé (mediante un razonamiento de teoria de potencial) que el cambio 
de presién a lo largo de Ja superficie es proporcional al curvatura media; esto es, que las 

leyes de la Hidrostatica, en este caso son H = dru donde u es la altura de la superficie 

sobre el nivel correspondiente a la presién atmosférica y « es una constante fisica, de este 

modo, la ecuacién (1.13) se transforma en una ecuacidn diferencial para la superficie M. 
Para ilustrar esto ultimo, supéngase cierto el resultado de Laplace y que la superficie MW 
puede ser descrita como la grafica de una funcién z = u(x,y). El vector normal a la 

superficie descrita de este modo es justamente el gradiente 

Ug 

grad(z — u(z,y)) = V(z— u(z.y)) = | ty 
1 

E} mapeo de Gauss requiere que el normal a la superficie sea unitario; por lo tanto para 

este caso NV = a con W(z,y,z) = z—u(z,y). La parametrizacién estd definida por 

x(xz.y) = (z,y, u(x, y)) por lo que 

1 0 

X,=| 0 |], xyo{ 1 
Uz Uy 

Estos ultimos forman una base para el plano tangente Z,(M). Entonces, E = (Xz,Xz) =
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Ix. |? = 1-+u2; Fy G se obtienen andlogamente. Por otro lado, observese que (NV, x») = 0; 
derivando esta tiltima relacién con respecto a x se obtiene 

a 
aa Xz) = (Ny. Xe) + (N, Xue) = 0. 

En consecuencia 

~Uy/ fl tue +b 0 
Ue: 

e = —(Nz, Xe) = (N, Xen) = ~Uy/ 14 ud + ud { 0 )- tg . 
/ 21 2 

Lf/yfl + ud + ue. Thug + uy Une 

Eel simbolo “.” denota el producto punto, Los coeficientes f y g se obtienen similarmente 

. Por lo tanto 

EB=1+w, F=uuy, G=1+u. 

(1.14) 
tay es tee = Ye = Hk, 

Vituetal’ f Virwd? 9 rtd 
  

Ahora, utilizando (1.13), y sustituyendo la relaciones (1.14) se obtienc 

2H = aitigy + Qbuigy + CUyy, 

con 

Ug lly 1+ Lt uy = = 
1+ u2 +02)?" 1+ uz + ug)? (L-+u2-+ ua) ‘Di ¥ ye vu 

Entonces (bajo la suposicién de que se cumple el resultado de Laplace), sc obtiene la 

ecnacién 

Btlge + WUgy + Clyy = KU (1.15)
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para la altura vw. Es importante hotar que 

(1+ u)(L+ v2) — woe 1 
Sas 

(1 + u2 + u2)3 (h + u2 + u2)? 
  ac-~ b= 

para cualquier funcién u(z,y), por lo que la ecuacién (1.14) es, ademds de no lineal, de 

tipo eliptico. 

Es dificil dar ejemplos explicitos de superficies mimmmas, debido a la dificultad de 

encontrar soluciones explicitas a la ecuacién (1.15). Para superficies con uy, y Uy pequefios, 

la condicién de que ésta sea minima es aproximadamente que Au = 0; esta ultima es 

usualmente llamada ecuacidn de Laptace o simplemente laplaciano. Laplace observé que 

para este problema, el laplaciano no es adecuado para describir a lag superficies que 

aparecen en casos reales. Recuérdese que debido a que conceptualmente es preferible 

la manera de Gauss para derivar todos los conceptos de esta seccién, no se expondra 

aqui el modo en que procedié Laplace. De cualquier modo, aun usando otra notacién, fo 

importante es hacer notar sus observaciones. 

‘A continuacién se enunciard formalmente el resultado que engloba a estas observacio- 

nes, 

Teorema 1. (Poisson-Laplace). Supongamos que una superficie diferenciable M 

de dimensién dos en IR? es la interface entre dos medios homogéneos en equilibrio. Sean 

P, y Py las presiones en cada medio. Entonces la curvatura media H de la superficie M 

es constante e igual H = h(P; ~ P2), donde la constante A = i es llamado coeficiente 

de tensidn superfrcial y P, — P2 es la diferencia entre las presiones del medio (la presién 

resultante). 

En la siguiente seccién, se estudiard con detalle la demostracisn de este ultimo resul- 

tado, utulizando conceptos fisicos, as{ como las propiedades geométricas que hasta ahora 

se han expuesto. Conviene ahora hablar un poco de fendmenos capilares. El término 

capilar se derivd del latin “capdlus”, que significa cabello. Normalmente se usa ja palabra 

capilaridad para referirse al levantamiento de liquidos en tubos estrechos. No fue sino 

hasta el siglo XVIII que se comprendié que este fendédmeno, al igual que muchos otros, se 

manifiesta cuando dos materiales distintos se juntan, pero sin mezclarse. Si alguno de 

estos materiales es un fluido que forma con algtn otro fluido (0 gas) una superficie de 

interfase, entonces Ja interfase ser4 Hamada superficie capilar. Los intentos para explicar 

este tipo de fendmenos se remontan a Leonardo da Vinci, pero una teoria consistente y 

capaz de hacer predicciones, no aparecié sino hasta principios del siglo XIX en los traba- 

jos de Young y Laplace. Posteriormente, ésta fue puesta en una fundamentacién mucho 

inds solida por Gauss en 1830 y se convirtié en el objeto mds estudiado por las figuras 

clentificas de ese siglo. La teoria de Gauss fue conceptualmente diferente. Su razonamien-
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to se basdé en el principio del trabajo virtual. El trabajo sc define como la transferencia 

de energia de un objeto a otro por medio de una fuerza que acttia entre ellos, cuando el 

segundo es desplazado por ésta. El principio de trabajo virtual se basa en la suposicién 

de que la energia de un sistema mecdnico en equilibrio es invariante bajo desplazamien- 
tos muy pequeitos de los sistemas de referencia en un tiempo dado, en los que puede 
considerarse que fuerzas que actian no son significativas y que el trabajo es nulo. Tales 
desplazamientos son los Hamados desplazamientos virtuales. 

En las siguientes secciones se discutirén formalmente los conceptos de energfa y traba- 
jo, debido a que resulia muy convenicnte pensar algunos conceptos matematicos en estos 
términos. 

1.3 Fendémenos de superficie. 

1.3.1. Consideraciones Fisicas. 

Es generalmente aceptado que la energéa es cierta cantidad escalar que un objeto (onda 
© partfcula) posee, No es algo directamente observable, sin embargo en cicrtos cagos, es 

posible analizar el comportamiento de los objetos con cierta cantidad de energfa. Para 

predecir cl comportamiento de los objetos, se supone la conservacién de la energia con 
el propdsito de tener control sobre la energfa total. La conservacién de la energia no 

explica el modo en que la energfa se transforma, sino que cl total de ésta debe permanecer 

constante. El trabajo es la transferencia de encrgia entre objetos. Normalmente, no 
se necesita especificar la naturaleza de los objetos si la fuerza que efectuia el trabajo es 
conocida. Por ejemplo, si se empuja una caja, la fuerza que realiza el trabajo es el empujén 
que experimenta la caja, y el trabajo puede ser calculado sin tener conocimiento de quien 

empujé. En general, el trabajo puede ser caleulado ya sea por la fuerza aplicada o por los 

cambios de energia involucrados. 

Para dar una formulacién del trabajo, obsérvese que el desplazamiento de un objeto 
debe ser paralelo a la fuerza que actua. Si la fuerza aplicada es consiante y esta a un 
Angulo constante con respecto a el desplazamiento de longitud Ax, entonces 

W = FcosdAc. 

Donde 6 es el Angulo entre los vectores de fuerza y desplazamiento. Si se suman todas 

las pequefias contribuciones en cierto intervalo [r1, 2], entonces el trabajo realizado es la 

integral de linea sobre alguna curva c, sobre la cual se realiza el desplazamiento:
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W= fF -dr= | Prosar 

< A 

Si el producto punto es positivo (es decir, si el desplazamiento y la componente de 

la fuerza a lo largo del desplazamiento estén en la misma direccién}, entonces el trabajo 

es positivo y se agrega energia al objeto. Si el producto punto es negativo, el trabajo es 

negativo y se le resta energia al objeto. Esto no implica que se viola la conservacién de 

ta energia. Si se le suma energia al objeto, ésta viene de un segundo responsable de la 

fuerza usada en el cdlculo del trabajo. La energia total de dos objetos es constante, y el 

trabajo realizado es solamente la transferencia de energ{a (igual al trabajo realizado) de 

un objeto a otro. 

La energia cinética es una forma de energia asociada con el movimiento del objeto, 

esto es, con la magnitud de su velocidad lineal v o con su velocidad angular w. En la 

mecanica clasica, la energia cinética de wna particula en movimiento esté dada por 

K= =mv’*, 
2 

para la velocidad lineal. La energia potencial es la energia asociada con la posicidn relativa 
del objeto. También estd asociada con la compresién o elongacién de un resorte ideal 

U = tkzx?, donde es el cambio en la longitud del resorte y & es la constante de elasticidad. 

Si una fuerza externa realiza un trabajo en un sistema, el proceso es reversible y ademas 

el sistema regresa a su estado inicial de energia, el trabajo neto realizado es cero y se dice 

entonces que el sistema es conservativo. La energfa del sistema es entonces independiente 

de cémo fue realizado el trabajo y depende sdlo de los estados inicial y final del sistema. 

Si una fuerza es conservativa, entonces localmente tiene una energia potencial, es decir 

F=-—VU. 

Considérese ahora un fluido y supéngase que cada elemento de volumen en él es lo 
suficientemente pequefio para incluir un nimero grande de particulas; es decir, es un 
medio continuo. Cuando se hable de elementos de volumen, se entenderd que se consideran 

porciones con un volumen muy pequefio comparado con el volumen total del fluido. 

Si se sumerge un cuerpo 9, el fluido ejerce una fuerza de presién sobre la frontera del 
cuerpo, que serd denotada por 09. Tal fuerza es normal a la superficie y por lo tanto es 

de la forma p(z, y, z)fi, donde p(x, y, z) es justamente la presién y 7 es el vector normal 
unitario interior a 2. Entonces, la fuerza sobre el cuerpo 2 esta dada por
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[ fon dS, 

donde dS es el elemento de superficie del cuerpo. Esta ultima relacién puede escribirse 

yoo of(#)[4( 2) 
donde @; = pé,. Supdngase que p(2, y, z) esta definido en todo Q y no sdlo en su frontera. 
Aplicando el Teorema de Gauss en cada, coordenada se obtienc 

alg) 
Donde dV es cl elemento de volumen y cl signo negativo se debe a que se estd considerando 
al vector normal interior. 

Si se supone que actttan otras fuerzas sobre el cuerpo ©, por ejemplo la fuerza de 
gravedad, entonces esta tiltima estaré dada por 

I] pGaV; 

donde p es la densidad, G = gé es el campo gravitacional y g la constante de gravedad. 

Si 1 est inmévil, entonces existe un equilibrio de fuerzas entre la presidn y la gravedad. 
Esto es expresado por 

~ [ff voav + fff eaav =o. 
a 2 

O bien 

[[[oe-voyav =0. 
2
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Coino 2 es arbitrario, 

Vp =pG. 

Si el fluido esté en movimiento con velocidad v = v(z,y,2,¢), entonces sobre cada 

particula, por la segunda ley de Newton, se tiene 

dv 
eG — Vp =p 

Lldmense por comodidad v1, v2 y v3 a las coordenadas de la velocidad v. Claramente 

uy = 2, te = YY vs = 4, si se toma al tiempo como parametro para la curva que describe 

una particula de fiuido. Entonces 

aye 4 Bury Suny 4 Oi 
dv a { Me@, 9.2) 4) get + ad + ee + a Vuy-v oe 
an ve(z(t), y(t), 2(),t) |= | Geet S2u+ Geet SP} =| Voy [+ ae 

v3(x(t), 94), 2(2), £) Bag + Say 4+ Sas + He Voz -v ae 

En consecuencia 

av i 
me +(v-V)v=G- aN (1.16) 

Vu: Vv 

donde (v, V) = | Veo-v_ |. Obsérvese que en todo este desarrollo no se han considerado 

Vu3-¥ 

fuerzas de viscosidad. 

La ecuacién (1.16) es la Hamada ecuacién de Euler y es la requerida para el estudio 
del movimiento de un fluido. Fue obtenida originalmente por L. Euler en 1755 y es una 

de las ecuaciones fundamentales de la Mecanica de Fluidos. 

Claramente, si no se considera la fuerza gravitacional, en la ecuacién (1.16) sélo desa- 

parece el término G Para un fluido en reposo en un campo gravitacional, la ecuacién de 

Euler toma la forma 

Vp = pG. (1.17)
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Esta ecuacidn describe el equilibrio mecdnico del fluido; si no actua alguna fuerza externa, 
la ecuacién de equilibrio es simplemente Vp = 0; es decir p constante, por lo que la presién 
es la misma en todos los puntos del fluido. 

1.3.2 Fisica de peliculas y burbujas de jabén. 

Tl propésito ahora es estudiar cl fendémeno que se presenta cuando una superficie orientada 

M separa. a dos medios continuos, (en realidad, los medios estén separados por una capa, 

pero ésta es tan delgada, que puede pensarse como una superficie). Ambos medios ejercen 

cierta presién sobre la superficie de separacién; entonces la diferencia de presiones deberd 

determinar la forma de M. A continuacién sera modelada esta situacién. 

dxdydr     
1   

Figura 7. 

Supéngase que se tienen dos cuerpos semi-infinitos de cierto I{quido con apariencia 

plana separados por vapor a una cierta distancia ! (figura 7) y témese un elemento de 
volumen en cada uno, Témese como primer cuerpo el de arriba; éste esté a una altura r 
sobre el cuerpo inferior y su volumen es dzdydr. El segundo es el cuerpo inferior y su 
volumen es s* sin @ ds ddd, tomando como origen de coordenadas al primer elemento de 

volumen, por lo que 

ag = ssindsing 

y = ssin@cosd 

r = scosé, 

Sea f(s) la fuerza de interaccién entre dos moléculas que estén a una distancia s y
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supéngase que fuera de un radio d ya no existe tal interaccion. Claramente, la fuerza 

que actua es la de atraccién, por lo que 

f(s)<0 para s<d, f(s)=0 para s2>d. (1.18) 

Sea p el la densidad de moléculas en ambos cuerpos. La componente vertical de la fuerza 

entre los dos elementos de volumen es 

pdz dy drps? sin ds d6 d@ f(s) cosé. 

La fuerza total de atraccién por unidad de drea debe ser una cantidad positiva. Sir y 

s son fijos. el valor maximo de @ es aquel para el cual cos(®m) = 7/8 (figura 8). Por lo 

tanto 

Figura 8. 

d deos'r/s)ar 

- ff | [(02F(s) sind cos 6) ap dd ds dr 
ir 0 

3 i 

d d2a 

= -~ [ [ s2£(0)1/2(0 — 0s? ay" dg ds ar 

_ , é dan 

ff s°F(s)(1 — (r/s)*) dods dr 

_2 ‘ban 

Lf [soe — 1) dodsdr 
0 tr 

dd 

~or ff Hous —r?)dsdr. 
rt 

il
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Sea u(s) el potencial de la fuerza intermolecular. Entonces 

u(s) = f f(r)ar 6 =~=-f(s) con u(s)=0 para s>d. 

En consecuencia 

FQ) 

d : 
u(s)(s? —r? i= [ wore} dr 

, 

= pn 

o
e
 
~
 fu ef [Ber ) ds dr 

-2p'n | [ au(oyaser 
ivr 

Integrando por partes nuevamente 

aif, f “Of Paul) dr Fil) = -2np (Hf sus) ds) +f a 

a a 

= —2ip [fons aa fr u(r) a 

d 
= ang? f rule }(r —Odr, 

1 

Consecuentemente 

w/
[S

, 

d q 
F(0) = -20p? [Pur dr=~ [ uryane® dr, 

0 0 

obsérvese que 4ir’dr es un clemento de volumen, por lo que pucde escribirse dr = Anrtdr 

y por lo tanto se tiene la integral de volumen
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P() = -& | u(r) dr, 
Balp) 

donde p es un punto hubicado como en la figura 9. La prestén interna de Laplace esté 

definida por K = F(0) y es positiva definida debido a que u(r) es negativo 0 cero para 

todo r. 

“ 

a 
pl 1   

73
 

Figura 9. 

Por definicién. el trabajo realizado para alcanzar una separacién d es 

H = [roa = ] [-28 front -l a dl 

4 d 

3 por lo tanto 

Ja separacién produce dos superficies libres; en consecuencia, el trabajo realizado para 
separatlas puede igualarse con el doble de Ja energia superficial por unidad de area, que 

3 justamente la tensién superficial a: es decir
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1 o= 5H =~ / ru(r) dr (1.19) 
Balp) 

Como ambas superficies estan constituidas de Hquido, existe un fenédmeno de cohesién; 
esto es, para cada punto en el fuido existe una densidad de energia de cohesién ¢, que es 

la razén wu donde 6U cs la energia interna de cierta porcién de fluido que contiene al 
punto en cuestién. Para el modelo molecular normalmente se acostumbra tomar ¢ como 

oo) = 0 f ulryar, 
Ba(p) 

y por lo tanto 

=p / u(r) dr, (1.20) 

a 2¢ se le llama el potencial de Rayleigh y fuc introducido en el estudio de la presién 
interna de una superficie liquida curvada. $i se calcula la diferencia de potencial entre 

un punto 2p, sobre la superficie plana del liquido y en un punto 2p, en su interior, de tal 
forma que By(p) esté totalmente contenida en el fluido (figura 10a), es posible identificar 
la K de Laplace con tal diferencia de potencial mediante ¢, = dd. Emtonces 

d 

by ~ 2b; = —G, = —Ieep? [ pulr) dr = K. (1.21) 
a 

_ ee p, én) 
d _/ ad 

B 
Figura 10a, Figura 10b. 

Si se considera ahora una gota de radio R > d (figura 10b), la integracién para ¢, es 

idéntica a la del caso anterior, mientras que para el ¢, debe ser tomada sobre un volumen
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inds restringido debido a la curvatura de la superficie. Si @ es el Angulo entre el vector r 

x un radio fo R. entonces 

@ [cos™)(r/2R) 

@s = we f / r? u(r) sinOdr| dé 

3 0 
d 

tp? [? (i - a) u(r} dr, 

a 

Donde el Ifmite de integracién cos7!({r/2R) resulta de integrar la regién sombreada en la 

figura 10b. En consecuencia, la presién interna de la gota es 

26; - 26, = K+ H/R=K + 20/R, 

con H como en (119). Sise toma una gota no esférica sino una con superficie convexa, 

aprosxnnaudo secciones cuivas por secciones circulares, se obtiene 

, = _ 2,8 2), 26, = K+ H/R=K+o[ p+ ae (1.22) 

donde R, ¥ A, son los radios de las curvaturas principales de la superficie. Escribiendo 

(1.22) en ta forma 

1 1 
Ppa =h (ze + B) (1.23) 

se obtiene la Hamada ecuacién de Laplace, que modela la presién superficial. Tal ecuacién 

se refiere a la diferencia de presiones entre el Iiquido contenido en una burbuja esférica (0 
no necesariamente) y el gas afuera, pues la presién externa coincide con la presién sobre 

una superficie plana; para efectos del cdlculo, es indistinto si la superficie es esférica o 

plana. pues el potencial se anula fuera de Ba(pe) (figura 11). La ecuacién de Laplace 

prucba el teorema 1. Obsérvese que si R, y Re son positivos, entonces p, — p2 es positivo; 

esto significa que la presién interna es mayor en una gota convexa, que en una con superficie 

plana Si R, = Re = 00; es decir, si la superficie de separacién es plana, la presién
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Figura 11. 

es la misma en ambos medios. Estas ultimas observaciones fundamentan la teor{a de 
capilaridad de Laplace. 

EI siguente paso es investigar el equilibrio mecanico de dos medios contiguos utilizando 
la formula (1.23). Si se supone que no acttian fuerzas externas en la superficie de separa- 
cidén o en ninguno de los dos medios, entonces la presién es constante en cada medio. La 

ecuacién de equilibrio para este caso es 

iz + z = constante (1.24) 

De este modo, la suma de laa curvaturas tendrd que ser constante sobre una superficie de 
separacién libre de fuerzas externas. La condicién (1.24) significa que M debe ser esférica 
(como la superficie de una gota pequefia, para la cual el efecto de la gravedad puede ser 

despreciado). Sin embargo, si la superficie esta fija a lo largo de una curva (una pelicula 
de Iiquido en un marco sélido), su forma es menos simple. 

Cuando la condicién (1.24) es aplicada a peliculas delgadas sostenidas por un marco 
sélido, la constante a la derecha debe tener valor cera, debido a que cn este caso, M separa 
a dos medios iguales. La suma w + b debe tener el mismo valor en todos los puntos de la 

superficie, por lo que las curvaturas principales tendran signos opucstos; en consecuencia, 
si hacia un medio la seperficie es céncava, entonces hacia el otro seré convexa, y el radio 

de curvatura, salvo el signo, es el mismo en ambos casos. De este modo, la condicién de 

equilibrio para una pelicula delgada es 

1 1 
4 =0, (1.25 htEm 7° (1.25) 

En caso de considerarse un medio en un campo gravitacional, conviene suponer por 

simplicidad que alguno de los medios os simplemente la atmdésfera (cuya presién puede 
ser considerada constante en sobre toda la superficic), y el otro un fluido incompresible.
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Si po es la presién atmosférica, entonces estd es constante, mientras que para determinar 

py. ja presién del fhudo, usando la relacién (1.17) (deducida en la seccién anterior), y 

tomnando el eye z en Ja direccién vertical, se tiene 

dp _ Op _ op _ 
Be By Be 

En consecuencia 

p = —pgz + constante. 

De este modo, la condicidn de equilibrio se transforma en 

—4+ 4+ poe == constante, (1.26) 

o 

Es usualmente conveniente utilizar la condicién de equilibrio no en la forma (1.26), sino 

resolviendo el problema variacional de minimizar la energia libre total. Para un estudio 

detallado de esta resolucién, se recomienda consultar [12}. 

1.4 Ecuacién de difusién y funcional de energia. 

Sien un medio fisico hay un fluido de modo tal que éste no cubra el medio uniformemente, 

entonces habra un fenémeno de difusidn del fuido de los lugares con mayor a los de menor 

‘oncentracién, Si se piensa ahora en el proceso de difusién en un tubo vacfo, bajo la 

suposicién de que en todo instante ta concentracién del fuido es la misma en cada seccién 

del tubo. entonces este fendmeno puede ser descrito mediante una funcién u(x,t) que 

representard ta concentracién de substancia en el corte x y en el instante de tiempo ¢. 

De acuerdo con la ley de Nernst, la masa del fluido que pasa por la seccién x durante 

el intervalo de tiempo (t,¢+ dt) es 

6Q= pia, t)S5t = WS di, 
Ox
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con W = ~Ds, donde D os el cocficiente de difusién, S Ja superficie de el corte del tubo. 
En consecuencia, W(s,¢) es la densidad del flujo de difusién, esto es, la masa de gas que 

pasa por unidad de superficie por unidad de tiempo. 

Por definicién de concentracién, la masa de gas en cl volumen V es igual a 

Q=uVv. 

Por lo que, la variacién de masa del gas en el segmento del tubo (71,22) al variar la 

concentracién en du, es igual a 

6Q = / o(a) Su S de. 
a 

Donde ¢(2) es cl coeficiente de porosidad, definido como el cocicnte del volumen de los 

poros entre el volumen total Vo, igual, en este caso, a S da. 

Para oscribir la ecuacién de cquilibrio de la masa del gas en el segmento (2, #2) durante 
el intervalo de tiempo (t1, #2), obsérvese que la cantidad de masa del gas que sale del tubo 

por 2» es la misma que entra por 21, menos eleambio neto de masa cn [e1, £9} entre t = ¢) 

_yt=t 

sf [Pealgztonn)— Deadggluni] a= 8 fleuléta)~ Gea 

Esta Ultima relacién es llamada ecuacién de difusién cn forma integral. Para encontrar 
la ecuacién de difusién on forma diferencial, es necesario suponer que la funcién u(z, t) 

tiene derivadas tee ¥ Ue y que son continnas. Aplicando el teorema del valor medio para 

integrales se obtiene 

(tts) = {e(E)lulE, to)—w(E,t)]] (ean). 
a rats gana 

Ou du 5 [Dean $2(e2,7) ~ Den Galenn) 

Aplicando nuevamente el teorema del valor medio, ahora para derivadas 

se [pegs a] wees (to ~ ty) (m2 -—2) = S [ater Seu.9 - (tg — ty) (a ~ a4).
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Con tg, 4. £3 ¥ 24 puntos intermedios en los intervalos (ti, t2) y (1,22) respectivamente. 

Por lo tanto, simplificando la expresién 

a Ou 2 [owmgtaa] = [angie] 
t03 tha 

Observese que este razonamiento puede ser aplicado a cualesquiera intervalos. 

Finalmente, tomando los limites cuando 21,22 -+ © y t,t, —+ t se obtiene la 

ecuacion de difusién 

a Ou Ou 
— |D(x\) = =, (2, t). 1.27 Z Perzten| =e (127 

Nétese que en la deduccién, se ha supuesto ausencia de fuentes de substancia y de difusién 

a través de las paredes del tubo. 

Sj el coeficiente de difusién y la porosidad son constantes, la ecuacién (1.27) toma la 

forma 

Uy = Ours. 

Donde a? = 2 Finalmente, si el coeficiente de porosidad c es igual a 1 y entonces la 

relacién (1.27 

Bb 
¢ 
) es de la forma 

uy = Duzs. 

Si se quiere obtener ahora la ecuacidn de conduccedn de calor, la deduccién de ésta 

puede ser hecha de modo anélogo a nuestro razonamiento, a partir de las consideraciones 

fisicas adecuadas. La ecuacién que se obtiene es 

Qf, du 

Ox 
i (a0) + F(a,t) = coe, ‘). (1.28) 

Donde c es el calor especifico, p la densidad y F(z, t) la densidad de las fuentes térmicas 

en el punto z al tiempo ¢ para una barra homogénea de longitud !.
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Obsérvese que las ecuaciones (1.27) y (1.28) son muy parecidas; de hecho, considera- 

ciones de fenédmenos parecidos a éstos arrojan ccnaciones similares. 

El interés en estudiar fendmenos de difusién se debe a que éstos pueden ser relacionados 
con el problema de superficies minimas. Por ejemplo, un problema fisico en el que las 

superficies minimas juegan un papel central, pero en el que aparecen de manera menos 
directa que para las burbujas y peliculas de jabdn, es el estudio de algunos sistemas 
llamados de reaccién y difusidn. Como se verd mas adelante, estos sistemas se usan para 

modelar diversos fenémenas como Transiciones de fase y Fermacién de patrones. 

Para entender el proceso de difusién en el espacio, es necesario discntir antes una 

importante ecuacién Hamada ley de conservacién de momento. Para su deduccién, con- 
sidérese la cantidad de fluido que atraviesa cierto elemento de superficie AS en cl intervalo 

de tiempo At. Si v es la velocidad en cada punto del fluido, puede pensarse que v es 
practicamente constante sobre AS. Entonces, !a cantidad de fluido que atravieza a AS 
en Ad, es igual a v- nASAg, y la masa de éste es py -nASAt. Por lo tanto, para cierto 

volumen V sumergido en el fluido y delimitado por la superficie 5, la masa de flujo que 
sale de V en un intervalo de tiempo de longitud Ai es 

(/ pena) At. 

Aplicando el Teorema de Gauss (0 de la divergencia), esta iitima integral os igual a 

M(t)— M(¢+ At) tt ( I div(pv) de svat) At 

[f[toe y, 2,1) — plx,y, 2,64 At)) de dydz, 
v 

donde p es la funcién de densidad y en la primera igualdad se ha supuesto que no se crea 

ni se destruye la masa. Obsérvese que 

If (o(x, y, 2, t) — pla, y, 2,6 + At)) da dy dz ~ (iil —pr(a,y, 2,2) todyés] At, 
Vv Vv 

y por lo tanto, puede escribirse, tomando limites cuando dt — 0, 

[[[ ew(ow) ax dyae = = fff edesu2.t da dy dz. 

v v
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En consecuencia 

[[flose z,t} + div(pv)| dz dydz = 0, 

para todo cuerpo V en el fluido. Finalmente, como esta ultima relacién es valida para, 

todo volumen V y suponiendo el integrando continuo, 

plz, y, 2, t) + div(pv) = 0. 

Esta ultima relacién es la ecuacién de conservacién de masa para fluidos. Obsérvese que 

ésta se ha deducido a partir de la ley de conservacién, por lo que la misma ecuacién 

puede ser usada para modelar otros fenémenos; por ejemplo, en electromagnetismo, es 

la ecuacién de conservacién de carga. En contextos més generales, ésta es conocida 

simplemente como ecuacidn de conservacion. 

En general, el fendmeno de difusidn en el espacio esté caracterizado por una funcién 

u(z.y,z.t), que representa la concentracién (temperatura, densidad, segtin sea el caso). 

Si u(x, y, z,t) no es constante, entonces se da lugar a el fendmeno de difusién (en el caso 

de la propagacidn de calor, u representa la temperatura y si ésta no es constante, se 

presentan flujos térmicos de los lugares de mayor a los de menor temperatura). Para el 

caso general. la ley de conservacién de masa se escribe como 

[ff sult ys7,t) dasdy dz =- [[» -nd8. (1.29) 
¥ Ss 

O bien. 

u(x, y,2,£) + divV = 0, (1.30) 

donde Y = uv. 

Por otro lado, para ciertos procesos de difusién, la funcién de concentracién u(a, y, 2, t) 

cumple con la ley de Fourier, es decir 

du yg 
VrdS = (V-njds = —ke
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donde k ¢s una constante positiva (por ejemplo, el coeficiente de conductividad térmica 
en el caso de conduccién de calor), y $4 la derivada normal de u, definida por 

Ou Us mM 

an Vurn= | uy |-] met, 
Uy ng 

con n? + n3 +n? = 1, Normalmente, la ley de Fourier se escribe como 

Vs -kVu. (1.31) 

Y es el vector de densidad de flujo. Es importante seiialar que & es un cscalar sélo en caso 
de que el medio sea isétropo; pero si cl medio no Jo es, entonces & es un tensor (matriz de 

3 x 3), y el vector de densidad de flujo V es el producto del tensor k por el vector —Vu. 
Aqui solo serén considerados medios isétropos. La relacién (1.31) también es conocida 

como ley de Fick', cuando k es un cscalar positivo. 

Témese nuevamente cl volumen V limitado por la superficie S y supéngase que la 
densidad u(x, y,z,t} cumple con la ley (1.31) y que existen fuentes de flujo dentro de 
V. La ecuacién de equilibrio de flujo para el volumen V durante cl intervalo de tiempo 

{t1, te], debido a Ja ley de conservacién (1,29), es de la forma 

ta 

/- [Ponies [ff rarer dt, 

[| [fav avstes [ff Pacaues di, 
oy 

| if if (ua, y, 2, t2) ~ u(x, ¥, 2, ty)] de dy de 
v 

donde F = F(a,y,z,t) es la densidad de las fuentes (por ejemplo, en el caso de la 

conduccién de calor, F es la densidad de fuentes térmicas dentro de el volumen Y). 
Procediendo de modo totalmente andlogo al caso de la ley de conservacién de masa, se 

obtiene 

Adolf Fick (1829-1901), fisilogo aleman. Propuso la ley que lleva su nombre en 1855 para modelar 
Ja densidad de corriente de particulas en una sustancia homogénea cuyas particulas estén esencialmente 

fijas.



4. ECUACION DE DIFUSION Y FUNCIONAL DE ENERGIA. 41 

u(x, y, zt) + dwV — F(z, y,z,t) = 0. 

O bien 

ul, y,2,t) = kAu+ F(x, y,2,t). (1.82) 

Ahora obsérvese lo siguiente. Si se multiplica la ecuacién (3.32) por la funcién u, y 

posteriormente se integra sobre todo V, se tiene 

[]f oaeauae ff kududedyde ~ [ff uP dedydz 

Como uAu = wigs + Utlyy + Utes = £ (tte) + FZ (uty) + A(uu,) — u2 — uj — uh = 

div(uVu) — |Vul?, entonces 

Il] < (5) dz dy dz - I] bldvo(uVu) ~ |Vul’] dx dy dz = i uF de dy de. 

Por el teorema de la divergencia 

< } Iff#ecova| + fff lu ae dy de [fos de dy = fff uP ax dy de. 

v ¥ $ ¥ 

Si se tiene que u=06 ou en OV = S, y ademés no existen fuentes de masa, entonces 

I EG) seen 
El lado izquierdo de esta ultima relacién es la energia del sistema. La funcién I(u) = 

Q (3) dx dy dz es la integral de energta para (1.32). 
‘d 

Supéngase que las funciones u son estacionarias (independientes del tiempo), y que 

se tiene un fenémeno de difusidn lenta en el que se sigue satisfaciendo la ley de Fick. 

Entonces, la relacion (1.31) seré de la forma V = —[Vu, con € > 0. Durante la difusién, se
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llevan a cabo reacciones quimicas. Si se toman en cuenta estas reacciones en la modelacién 
del fenémeno, éstas pueden ser introducidas mediante la relacién LAV], llamada reaccién 
rdpida, Por lo tanto, la energia del sistema es 

[J {FP gt} esos v 

La energia del sistema depende de la funcién u. Dendtese como /(u) a la cnergia del 
sistema para la distribucidn wu. Por lo tanto, puede escribirse 

E(u) = [JP +50} dz dy dz. 

E(u) es el funcional de energia. 

Para mas dimensiones, H(u) tiene exactamente la misma forma. 

Si el proceso tiene lugar en un dominio regular Q CIR", n > 2, la enorgia total en 2 

bu) = f E1vaP + ao, 
2 

wes ahora una funcién de las variables espaciales (#1, 22,..,%,) € ©. Este tiltimo fun- 
cional de energia es justamente el que serd estudiado en este trabajo. Especfficamente, 

se estudiardn las caracteristicas de los estados de equilibrio cuando ¢ —> 0, para fun- 
ciones W que son potenciales biestables (con un comportamiento biestable o de “doble 

pozo” como en la figura 12, para el caso unidimensional), con minimos locales en u = +1, 
W(tl) =0yW2>0. 

Es conveniente escribir el funcional de energfa en la forma 

E,(u) = [Svar + MO ae, | (1.33) 
2 

Supdngase que ¢ 0, y que se tiene una coleccién u® con B.{u®) < M@. Para controlar 
el segundo término de E(u) es necesario que u-£1, excepto quizds, en un conjunto de 
medida pequeiia. Por otro lado, si la transicidn de +1 a -1 se da sobre una hipersuperficic 

(superficie de codimensién uno), ésta arrojaré una contribucién a la energfa por unidad 

de drea al término gradiente. Esto tiltimo hace suponer que E,(u) debe tener valor muy
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Wu) 

Figura 12. Potencial biestable, caso n = 1. 

cercano al rea de la regién de transicién. Por lo tanto, parae *% 0, al minimizar 

(1.33), se estard minimizando el drea de transicién; en consecuencia, la transicién se daré 

en conjuntos muy parecidos a las superficies minimas (ver el problema de 4rea de una 

superficie del cap 2). En la figura 13, A, representa las regiones en Q en las que u = +1, 

mientras que B, es la regién de transicidn. 

Q 

Figura 13. 

Funcionales similares a (1.33) para ¢ * 0, aparecen en una gran variedad de apli- 

caciones, tales como transiciones de fase y formacién de patrones, y han sido estudiados 

exhaustivamente en los tltimos diez afios. 

1.5 Transiciones de fase. 

Consideremos ahora un problema que sirve como motivacién directa al que aqui nos 

interesa En un articulo cldsico, J. D. Van der Waals consideré fluidos cuya energia libre 

a temperatura constante no sdlo esté. determinada por la densidad, sino también por el
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gradiente de la densidad. Posteriormente, J. W. Cahn y J, E, Hilliard revisaron tal articulo 
y tomaron lo que considcraron escencial de la teorfa de Van der Waals y usando csto 

obtuvieron resultados importantes relacionados con cl cambio de energfa entre fases. A 

partir de entonces, el estudio de gradientes ha sido considerado para analizar transiciones 
de fase y otros fenédmenos fisicos. 

En la teoria de Van der Waals, la energia de un contenedor en una seccidén transversal 

dex=—Laxr=Les 

bL 

Ee(0) = f (W(pl2)) + €o'(2)"] de 
aL 

Donde p(x) es la densidad del fluido, W(p) es la energia libre por unidad de volumen, y 
€ es un pardmetro pequefio. Si la masa total en el contenedor es Mo, entonces se tiene la 

restriccién adicional 

L 

| p(x) dz = My 

Van der Waals propone que las configuraciones estables del fluido son las que minimi- 

zan la energia sujetas a la restriccién anterior. 

Este problema puede ser planteado con métodos directos de cdlculo de variaciones 
y tcorfa elemental de regularidad para encontrar soluciones (no neccsariamente tnicas), 
variando los términos en el funcional. No serd desarrollado este trabajo aqui. La intencién 

es tnicamente mostrar la similitud de éste con el problema de difusién en el que aparece 
el funcional de energfa (1.33). 

1.6 Formacién de Patrones. 

Uno de los problemas mds importantes en Biologia, que ha sido objeto de un extenso estu- 
dio en }os iitimos afios, es el de la diferenciacién celular, y estrechamente relacionados con 
éste, los problemas de morfogénesis y formacién de patrones. Para atacar este problema 

es necesario recurrir a la informacién genética del organismo, pero los genes no pueden 

explicar directamente por sf solos las diferencias en diferentes partes del organismo puesto 
que puede suponerse que el material genético en la mayoria de las células es el mismo. 

Si se quiere construir una tcoria del desarrollo, es necesario hacer varias observaciones. 

Bi desarrollo es wna alteracién en el tiempo; si se supone que el desarrollo esté controlado
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por alguna substancia, entonces la teoria tendra que describir los cambios de concentracién 

de substancias como una funcidn de otras sustancias y del tiempo. 

Si se piensa en las interacciones més simples posibles para obtener un patron estable, 

la suposicién més sencilla que puede hacerse acerca de la dispersion de moléculas es que 

el decaimiento es proporcional al ntimero de éstas, es decir 

Oa 
a pa. 

Supéngase que la “comunicacién” entre células se efectua por un proceso de difusién y 

pensemos el modelo para una dimensién. Denotemos la posicién de una célula por ¢, con 

c¢ un niimero entero, y dos vecinos por c— 1 y c +1. Si las concentraciones son ae, @e+1 ¥ 

a,.1 Elintercambio neto de “informacién” entre dos células vecinas @- y¥ @e—1, esté dado 

por 

Ge-1 — Qe. 

La pérdida o ganancia de la célula, tomando en cuenta sdlo a las células vecinas esté dada 

por 

Da((Ge41 — Ge) + (Ge-1 — Ge)), 

Donde Dz es la constante de difusién. Si se cumple la ley de Fick (1.31) y la ley de 

conservacién de masa, entonces el intercarbio neto es nulo. Si ademas se tiene que el 

espacio es continuo y no existe separacién entre las células, entoces la difusién esté dada 

pol 

a? 

“a 

Los términos importantes para las reacciones de formacién de patrones son los de 

la produccidén como funcién de otras substancias involucradas, bajo las suposiciones de 

modos de decaimiento y redistribucién que hasta ahora se han hecho. Considérese el 

siguiente ejemplo 

6a _ ca? Pa 
a= pT Het Pere (1.34)
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Oh Oh ae 
ae =o ~ uh + Digg: (1.35) 

Donde a es un activador (substancia que estimula la produccién de otra sustancia 6 de 
ella misma) y h un inhibidor (substancia que inhibe la produccién de substancia). Si se 

supone que la concentracién de inhibidor es constante (igual a uno), la distribucién de 
activador es uniforme (sin cambio por difusidn), y se hacen las constantes ¢, jy v iguales 
a uno, entonces la ecuacién (1.34) se transforma en 

= =a a. 
ot 

En a = 1, (da/Ot) = 0, por lo que se tiene un estado de equilibrio. Si a es mucho mas 

grande que uno, a? — a es positivo y cada vez mds grande si los valores de @ aumentan; 
en consecuencia, el equilibrio es inestable. 

Obsérvese ahora la ecuacién (1.34). La concentracién de inhibidor esté controlada 
unicamente por la concentracién de activador presente en el sistema. Si (0h/0t) = 0, 
entonces la concentracién de inhibidor tendrd que ser h = a?. Insertando ésto en (1.34) 

se tiene 

da a? 
—=>-a=1l~-a. 
aa 

Obteniendo nuevamente un equilibrio en a = 1. Si a es mas grande que 1, 8a/dt es 
negativo; en consecuencia el equilibrio es estable. 

De este modo, se han encontrado los dos casos extremos, estabilidad 6 inestabilidad 
dependiendo de la concentracién de inhibidor en el sistema. Claro esta, ésto ha sido 

encontrado bajo el supuesto de que no hay cambios espaciales. 

Témense ahora las siguientes ecuaciones 

Og Oa 4 Dio + at PRO + kay? i * Dy? Po 

oh . ah 
a7 pi? —vh + Dass + pr 

Estas ecuaciones permiten una descripcidn tedrica de sistemas bioldgicos reales. Aqui 
po es 1a produccién basica de activador, p, es la produccién basica de inhibidor, p denota
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la densidad de sustancia. El término isa es un regulador en caso de saturacién de 

produccidn de activador. No serdn tratados en detalle estos problemas. Lo que interesa es 

hacer notar que en éstos, normalmente se plantean y estudian ecuaciones muy similares a 

las relaciones (1.34) y (1.35), (casos particulares de las relaciones (1.27) y (1.28)), dedu- 

cidas para los fenémenos de difusién y propagacién de calor respectivamente. Obsérvese 

que tanto en las ultimas ecuaciones como en (1.34) y (1.35), no importando cuales hayan 

sido las suposiciones, la modelacién consiste esencialmenete en estudiar ligeras variaciones 

de la ecuacién de difusién. Las modelaciones en este tipo de problemas también pueden 

hacerse en algunos casos, a partir del planteamiento de un funcional de energia, y tratar 

de explicar los patrones de difusin a través del estudio de las transiciones de fase de los 

puntos eriticos de tal funcional.
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Capitulo 2 

Casos particulares. 

2.1 CaAalculo en Espacios de Funciones. 

Para entrar en materia, es necesario conocer algunos resultados de la teoria de cdlculo 
vatiacional para funcionales en espacios de funciones de IR en IR. Un Espacio de Funciones 
XY es un conjunto de funciones que es un espacio vectorial; es decir, si f,g € X enton- 

css ft+geXyaf €X paraa € R. Para precisar, témese el conjunto de funciones 
J: [a,b] —+ IR diferenciables denotado por C{a,]. En general, los conjuntos C"[a, | 
denotaran espacios de funciones definidas sobre un intervalo [a,] que son n veces con- 

tinuamente diferenciables. Claramente, todos estos conjuntos son espacios de funciones. 
Si estos conjuntos tienen ademas definida una norma || fj], entonces son llamados Espa- 

ctos Nermados. Es posible igualmente definir un producto escalar (f,g) para espacios de 
funciones, pidiendo a éste que cumpla con las propiedades conocidas del producto punto 
para espacios Euclideanos. Una vez habiendo definido la métrica en el espacio X, pueden 
ser definidos mapeos continuos entre espacios de funciones. Estos mapeos seran llamados 

funcionales. No nos detendremos en estas cuestiones por el momento. En el Apéndice 

sobre Espactos de Sobolev justificaremos lo que aqui se presenta. La intencién es més bien 
hablar de operadores lineales entre espacios de funciones. Sea L : X —+ Y un mapeo 
continuo entre dos espacios de funciones X y Y; L es un Operador Lineal si cumple 

Lf+g)=LY)+ L(g), Lof)=al(f); aer, f,geX. 

Sea J . X —+ IR un funcional definido en un espacio normado X; el propésito es 
encontrar una forma de “derivacién” para espacios de funciones equivalente a la conocida 
para espacios Euclideanos. Para ello, deffnase una dzreccién en el espacio de funciones X 

como un elemento h € Cia, 6] (vease el apéndice); entonces se dird que el funcional J 
tiene derivada de Gatedut en fy € X en la direccién de h si el limite 

49
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tiny 2fot th) ~ J(fo) _ lim ; Gilde + th) (reso Di (fo); 

existe, Cuando se hace mencidn a la derivada Gatedux, también se dice que se esta 

tomando la primera variacidn de J en la direccién de h. De igual modo, puede definirse 
la derivada de Fréchet para J on fo 6 simplemente decir que cl funcional J es diferenciable 

en fo si existe un funcional Jineal continuo y para todo h € X tal que 

I(f +b) — JA) = ph + o(lial). 

Donde o(||A||) es un término que tiende a cero cuando |[h|| —> 0. El funcional lineal 
continuo se denota por 

g = DI(fo). 

Es posible probar que en caso de existir y ésta es nica; igualmente puede probarse 
que si el funcional J tiene derivada de Fréchet entonces éste tiene derivada de Gatcaux 

entodohe XxX y 

Dy (fo) = DI(fo)h- 

Como ejemplo de lo anterior, sea F = F(z, f(x), f/()) una relacién entre la funcién 

f(x) y sus derivadas. Supéngase F continua y témese el funcional I : X -— IR definido 

por 

b 

I) = f FG f@), f(a) de, (2.1) 

con X C Cl({a, 8}, IR), f € X y norma ffl = tnax (|| + [f'[). Entonces 

Jf +h) - Ff) tt 

b 

[P@ se) + h(x), f(a) + b'(@)) ~ F(, f(z); F'(@)) ae 

fl 

& 

fore. f(a), f@))b+ FG, f@), f@))a
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+ o(2,f, f+ h]de 

b 

= [lie f(x), f@))h + Fes, £2), f'@))h! + of|Ala)] de. 
a 

Donde y = f(z) y z = fi(x). El segundo renglén de esta igualdad es cierto bajo el 

supuesto que , y F; existen y son continuas en el punto (z, f(z), f(z). Bajo estas 

mismas suposiciones, se tiene 

DJ(fo)h = DI(fo)h = [[Fyh + Fh!) de, 
Ey 

debido a la linealidad de DJ(fo) en h. 

Ahora, se desearfa tener algin criterio que detecte cuando un funcional evaluado en 

alguna funcién fo(z} = yo, resulta ser un valor mdzzmo o ménamo; es decir, se quisiera 

encontrar los extremos del funcional. La manera como seré encontrado tal criterio, resulta 

ser totalmente andloga a la ya conocida para funciones definidas sobre espacios Euclidea- 

nos. Sea J: X —> iR un funcional definido en un espacio normado X. La manera natural 

para detectar un minimo local para J en yo € X es observando la siguiente condicién 

Jy) = F(yo)- 

Siempre y cuando y esté muy cercano a yo. Una condicién necesaria pero no suficiente 

para encontrar extremos locales para el funcional J es justamente 

DiJ (fo) = 0. 

Para toda direccién h € X en la que la derivada de Gatedux esté definida. 

Sea F(z. y(z), y'(z)) € C1(R, IR) y el funcional (2.1) con condiciones de frontera y(a) = 

Ay y(b) = B, supéngase ademas que yp es un extremo de J. Toémese el funcional 

I(h) = J(yo +h). 

Con h € X tal que h(a) = A(b) = 0. Entonces: en caso de que yo sea un punto critico 

(maximo o mintmo), se tendra 

DI(0)h = 0
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Es decir 

b 

[ie y(), y'(a))h(a) + Pele, y(2), y'(e))hi (e) dar = 0. 

Con y = f(x), y' = f"(e). Ahora, si se supone que # F(x, yo(z), y4(w)) existe, entonces 
es posible integrar por partes para obtencr 

[1o,vla),v C@)h(w) ~ bo) SF, yl), ah(e))] do + Paw, vola)-uha))M(a) [B= 0 
@ 

Como h(a) = h(b) = 0, el término de frontera se anula; de este modo, se obtiene 

e 

[e- ! Pynde = 0. 
LOY dx 

Para toda A € C"[a, b] con h(a) = A(b) = 0. Ahora, como esto tiltimo se cumple para toda 
h, Por el lema fundamental del cdlculo de variaciones (véase por ejemplo [9]}, se obtienc 
la denominada ecuacién de Buler para el funcional J 

d 
S-a F, = 0. (2.2) 

Por lo tanto, sion fp = yo el funcional J tiene un punto eritico, entonces en tal punto 
debe satisfacerse la ecuacién de Euler. 

Para el problema con dos variables, considérese ahora un dominio acotado Q C IR’, y 
sea 

J(u) = [[ Fey wuelo,),up(2,9)) dz dy, 
9 

con u una funcién continua y diferenciable en 2, y F diferenciable. Supéngase que se 
conocen Jos valores de u en 02. Si up es candidato a ser extremo de J(u), entonces 

escribase u = up + th, con hlaq = 0, pues u es conocida en la frontera del dominio 2. 

Entonces, (procedicndo andlogamente a como se hizo para el caso de una variable), la 
derivada de Fréchet es
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DyJ(uto) = £ sua +th)leoo = ff UFuh + Fuglte + Fajhy) deedy = DJ(uo)h. 
nN 

Si up es un punto critico, DJ(up)h = 0, para toda A continua y diferenciable en Q. 

Observese ademas que Fy, he + Fahy = £ (Fuh) + Z(Fuyh) — (Fa )a- Z(Fi)h. En 

coisecuencla 

DI (ug)h I {(Fet - Lhadh - F(a) + (Fam + Fr,0))} de dy, 

[/ (ne - A(FaJe - F(t) de dy +f ( Boe ) “tds. 
o My 

tt 

La segunda igualdad es debida al teorema de la divergencia. Como hjan = 0, y DJ (uo)h = 

0 se tiene 

I (x - 21K.) - (.)) hdedy = 0. 

Esta Ultima igualdad debe cumplirse para toda h € C1(S)); debido al lema fundamental 

del cdlculo de variaciones para el caso en R? (véase [9]), se obtiene 

8 a Fy ~ Fo(Fue) ~ 5. (Fy) =0 (23) 

La relacién (2.3) es la ecuacién de Euler para este caso. 

Para espacios de funciones de mds dimensiones, las definiciones que hemos presentado 
como derivada de Gateaux y de ecuacién de Euler son totalmente andlogas. Una discusién 

mas amplia sera dada posteriormente en el apéndice sobre Espacios de Sobolev. 

2.2 Dos casos particulares del funcional de energia. 

La intencién ahora, es analizar dos ejemplos de funcionales que son casos particulares 

del funcional de energfa (1 83); estos son de la energia potencial de una membrana y el 

funcional de drea de una superficie .
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En primer lugar, témese el caso de la membrana. Supdngase que esta ultima esta 

determinada por una funcién z = (x, y), con » € C?(Q.IR). Si se desca encontrar la 
posicidn de equilibrio de una membrana fija en su frontera (y = o en O02, yo es dada), 
es necesario minimizar su energia potencial 

wy = [ [We away, 

sobre todas las funciones (x, y) definidas en el dominio Q y que coinciden en AQ. El 
funcional E(y) se conoce como integral de Dirichlet, y estd asociado al estudio de confi- 
guraciones de equilibrio en electrostatica, mecdnica de fuidos y otras teorfas fisicas. 

La ecuacién de Euler correspondiente, debido a la relacién (2.3), es 

a a 
5q 2) + 5yP0) =0. 

Es decir, Ay = 0. 

Si y es un punto erftico de E(y), entonces Ay = 0 en 2 con y = vp en OQ. 

Obsérvese ahora lo siguiente 

ier) m(e) = ff NOLME Nel 4, a 

= 5 f [e+ V+) + Wy, Ve) dody 

= ; [ [2000 9h) + VHP aay 

— prey at 2 = DiBy) +5 | f IWalP de dy 

= =| [adynaw ays 5 ff irvale ax dy 

= sth VAI? de dy. 

D,E(g) (la derivada de Gateaux), es idénticamente igual a cero en los puntos criticos, Si 
h #0 entonces la tiltima integral es estricLamente positiva, por lo que E(p +h) > E(y);
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entonces el problema tiene un Unico punto critico y es minimo. La existencia y unicidad 
del punto critico es debida a la existencia y unicidad de la solucidn de la ecuacién de 

Laplace (siempre y cuando OQ sea regular): gz + Yyy = Ay = 0. 

Notese que cuando la distribucién u es estacionaria en (1.33), y no se toman en cuenta 

1eacciones quimicas en el problema de difusién, el funcional de energia que se obtiene es 

inuy parecido a la mtegral de Dirichlet. 

Por otro lado, es sabido que el area de una superficie estd dada por 

[|] fie BP GP ara, 
a 

donde z= f(t,y), (2, y)eGy f= %, fy= oe se suponen continuas sobre %. 

Esta ultima integral puede ser pensada como una funcidn de la funcién f para obtener 

el funcional 

A) = ff Vi + Ga? + Ui de dy, 
n 

en cl que f es conocida sobre 02. La derivada de Gate@ux de A en la direccidn de h, es 

fehe + fyhy 

1+ (fs)? + (fy? 

Donde k = A(z. y) es una funcién continua y diferenciable, con h = 0 en OQ. 

Seaye+emyo = ff 
2 

Para un punto critico (ver la forma en que se dedujo la ecuacidn (2.3) de la seccién 

anterior}. se tiene 

If fobs + fuby dzdy = 0. 
1+ (fe)? + (fy)? 

La ecuacién de Euler (debido a (2.3)), es 

  

a fe a fy - — =0. 2.4 

x cam) Bl aa C4 
Si f. vy fy son muy pequenas. entonces la ecuacidn (2.4) es practicamente Af = 0, con f 
dada en 89.
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La ecuacién de Euler para A(f), (derivando la relacién (2.4)), puede ser escrita en la 

forma 

Fos(1 + (fy)?) - 2fanfefy + Syy(l + (fo)’) = 0 

Comparando esta tltima expresién con (1.15), (deducida en el capitulo 1), se llega a la 
misma condicion sobre la curvatura media H, para obtener superficics minimas. Iin este 

caso ja superficie M esta dada por X = (x,y, f(x, y)), por lo que B = ||Xal| = i+ (fe)”, 

P= (Ks, Xy) = fey y G = Ryl] = 1+ (fy)?; ademas e = (Xie, N), f = (Ray), 
g = (Xy,N), con N = (~fz, —fy, 1). 

De este modo, se ha rescatado la condicién ya antes encontrada para superficies 
minimas, pero esta vez con procedimientos variacionales. 

Si la superficie M esté dada en la forma paramétrica M = M(u, v) y Q es una region 
del plano (u, v), mapeada en U bajo la aplicacién M(u, v) entonces 

Az I [|My A My|| du dv. (2.5) 

Esta tiltima integral representa una vision mds general que el problema en que la superficie 
es la grafica de una funcién, por lo que es conveniente pensar en este sentido. 

Nétese que cuando 0 C IR’, para e = 0, el funcional de energfa (1.33), (véase la seccién 
1.4 del cap.1}, es prdcticamente el funcional de drea de ta superficie; en consecuencia, 

(1.33) esta muy préximo a la relacién (2.5), para ¢ = 0. 

Como caso particular, considérese f = f(x). Tin este caso, el perimetro de la curva 
descrita por la funcién f, esté dado por 

b ae 

P(f)= f Jie Pe) ae. 
De manera andloga, si la curva descrita por f esta parametrizada por a(t) = (a(t), y(t), 

con t € (—e,€), entonces 

Donde v(t) = (#, wt) es el vector tangente a la curva en el punto (x(t), y(t)). Nétese que 
estas Uiltimas ecuaciones son exactamente la definicién del parametro de longitud de arco 

(véase el cap.1, seccién 1.1). -
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2.3 Caso unidimensional. 

2.3.1 Sistemas con un grado de libertad. 

Un sistema con un grado de libertad es un sistema cuyo estado esté determinado por una 

cantidad escalar, descrita por la ecuacién diferencial 

d= f(z) zZeEIR (2.6) 

Donde a=“ yi= &, para un pardmetro ¢ (usualmente el tiempo), en cierto intervalo 

(a.b). A x se le llama variable de estado (0 pardmetro de orden, en el lenguaje termo- 

dindmico o de transiciones de fase). En el caso de una particula de masa unitaria que se 

mueve en una direccién, la energia cinética del sistema (ver cap.1, seccidn 1.4), estd dada 

por 

T=cs". 

La energia potencial, es la funcién 

ute) =— f Fea, 

en donde f es la fuerza que actiia sobre la particula en la posicién 2. Observese que si se 

suma una constante a la energia potencial, la ecuacién (2.6) no se altera. 

Notese que la energia potencial U(x) determina a la funcién f, por lo que, para espe- 

cificar un sistema con un grado de libertad basta determinar la energia potencial. 

La energfa total es la suma 

B=T+U. 

En general, la energia total es una funcién E = E(x, 4). 

Uno de los resultados clasicos en fisica (véase cap.1, seccidén 1.4), es la ley de conserva- 

cién de la energia : La energta total de los puntos que se mueven de acuerdo a la ecuacién
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(2.6) se conserva; es decir E(x, 2) no depende de t. Esto puede corraborarse si se deriva 

la energia total con respecto a ¢ ‘ , 

(0+ U) = 8+ oa = (8 - f(x) <0. 

Escribase la ecuacién (2.6) en la forma 

a=y 9 = Flo). (2.7) 
El plano fase de la ecuacién (2.6) es el plano con las coordenadas x y y, donde el lado 

derecho de (2.7) determina el campo vectorial de velocidades en dicho plano. 

Una solucién de (2.7) es una funcién p : IR —> iR® que describe el movimiento de 
un punto tal que la velocidad del movimiento a todo tiempo t cs justamente el campo 
vectorial de velocidades en cl plano fase. 

De este modo, la curve fase esté dada por las ecuaciones paramétricas 

t= lt), y = P(t). 

La ley de conservacién de la energia permite encontrar las curvas fase ”fécilmente”. 
En cada curva fase la energia total es constante, por lo que cada una de éstas pertenccerd 
completamente a un nivel de cnergia E(z,y) = h. 

Un ejemplo sencillo de lo anterior, es 1a ecuacién bdsica de la teoria de oscilaciones (el 
oscilador arménico), dada por 

Para este caso se tiene 

. ] 1, 1 
T= x8", U = 52°, B= 58) + 5a", 

La velocidad fase en el punto (x,y) estd dada por (y, x), por lo que el campo de velo- 
cidades es tangente al radio vector punto a punto y de igual magnitud; o también, de la 
expresién para la energia £, se sigue que las curvas.fase son circnlos, De este modo, las 

particulas se mueven uniformemente alrededor de 0, por lo que
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x = rp cos(# ~ £), y =rosin(@ — ¢), 

(iy y 6 dependen de las condiciones iniciales). De este modo, los niveles de energia son 

ciiculos concéntricos y el origen. 

Supéngase ahora que un potencial de energia estd dado por la grdfica de una funcién. 

Para identificar los niveles de energia }y? + U(z) = E, es conveniente hacer algunas 

observaciones: cualquier posicién de equilibrio para (2.7) debe pertenecer al eje £ del 

plano fase. El punto (€,0) es una posicién de equilibrio si es un punto eritico de U, es 

decir, (dU/dz)|,-¢ = 0. Por otro lado, cada conjunto de nivel es una curva diferenciable 

en una vecindad de los puntos que no sean una posicién de equilibrio (por el Teorema 

de la Funcién Implicita). En particular, si el nimero E no es un valor critico de la 

energia potencial U entonces el conjunto de nivel correspondiente al valor & es una curva 

diferenciabie. 

2.3.2 Péndulo simple. 

Témese el caso 

# = —wy’ sin(z). (2.8) 

Esta es la ecuacién que modela el péndulo simple, con wo? = g/a, g la constante de 

gravedad y a ja longitud del péndulo. 

Si se supone |x] muy pequefio, entonces sin(x) + 2, por lo cual se tienen oscilaciones 

pequeias, En consecuencia 

E+ wos & 0. 

La solucién aproximada es z(t) = asin(wot + fo), con to una constante real. En conse- 

cuencia, seré obtemido un movimiento periddico de periodo T = 2m/ws. La curva fase 

estard dada por 

z(t) = asin(wot + to) y(t) = avy cos(wot + to). 

Donde t € (-oc, 96) No es dificil comprobar que
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Por lo que, para este caso, las soluciones aproximadas son eclipses con jes principales a y 

w/a y el origen. 

Para la ecuacién completa (2.8), se tiene 

2 2 
THs U = w"(cos(xo) — cos(z)), Baye wy” cos(z). (2.9) 

Los puntos exiticos de U se localizan en « = ka con k € Z; en consccuencia las posiciones 
de equilibrio para el sistema se localizan en (k7,0). La funcién x(t) = 0 representa 
el estado de equilibrio en e} que el péndulo esta suspendido sin moverse, en cuyo caso 

a = 0,4 = 0; la curva fase degenera en un solo punto. Esta cs una solucién vdlida ya 

encontrada anteriormente. Una segunda posicién de equilibrio es el caso # = 7, & = 0, 
que representa la posicién vertical del péndulo. El punto z = —7,% = 0 representa 

la misma condicién fisica. De hecho, los puntos « = kw, = 0 representan alguna de 
estas condiciones de equilibrio. Por tal motivo, es suficiente estudiar este problema para 
x € (0, 2x]. La ecuacién encontrada para la energia total en (2.9) no puede ser resuelta en 
términos de funciones elementales. No es facil encontrar una relacién util de @ en funcién 

de t. 

El valor de la energfa total al tiempo ¢ os el mismo que en el tiempo ty para cada nivel 

de energia, es decir 

2 zy" 2 E= a7 wo” cos(x) = a) cos(2) (2.10) 

Donde ap = 2(0) y #9 = £(0). 

De la relacién (2.10) se encuentra que, para cada curva fase 

_| a 
0)= | es 

Esta integral cs de tipo eliptico para ciertos valores de 2p y #0; no es posible encontrar una 

solucién explicita. Sin embargo, obsérvese que, para que la integral esté bien definida, es * 

necesario
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E+ugcosé >0 

Si se toma 2 = Oy ¢ #0 entonces, de la relacién anteror se obtiene 

ol | sin x/2| < 

Esta 1elacion se cumple siempre en caso de que ol > 1. En caso contrario, es necesario 

{zol |z| < 2aresin Quy” (2.11) 

De fa relacién (2 10) se tiene 

a(t) = bY Zo? + 2uZ (cosa — 1). (2.12) 

  

Z(t) = £2w9| cos x/2I. 

Y por lo tanto 

-/—& - /,“ 
d, tf (4ubcos? §) 4, 2wo| cos 4 

La solucién a esta ultima integral es 7 — ios {2Intan(2+)|. Por lo que, para 2 = 7, la solucién 

es infinita; por lo tanto, para este caso, el tiempo en que se recorre la érbita es infinito, 

que fisicamente representa la impostbilidad de que el péndulo se detenga exactamente en 

posicién vertical hacia arriba. 

Si se toman los distintos valores de E y se representan los niveles de energfa en el 

plano zy. se obtienen las curvas integrales en el plano fase. El Teorema de Existencia y 

unicidad de las soluciones para una ecuacién diferencial con condiciones iniciales dadas, 

garantiza que las distintas curvas en la representacién no se intersecten. Ademas, de la 

relacién (2.10) se observa que las curvas dentro de las separatrices son cerradas y por lo 

tanto z(t). £(t) son periddicas. El diagrama de la figura 14 muestra todos los distintos 

niveles de energia.
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Figura 14, Plano fase del péndulo 

Las soluciones para el caso sinz = x (a %& 0), estan representadas por !as curvas 
(elipses aproximadas) alrededor del origen. Estas curvas indican movimientos periédicos 
y en esie caso cl péndulo oscila de un lado a otro de la vertical hacia abajo. El valor 
maximo sobre la curva representa la amplitud de la oscilacién. 

Para valores de xo superiores a 2wp o inferiores a —2wo, de la relacién (2.12), se tiene 
que i(t) tiene signo constante y x(¢) crece o decrece continuamente. Las curvas que 

representan este caso son las lineas onduladas; éstas corresponden a los movimientos en 
los que el péndulo gira siempre en la misma direccién. Cuando el valor de £(t) es muy 
grande, las trayectorias oscilan periddicamente y se comportan como en la figura 14. 

Finalmente, si el estado inicial (la pareja (xo, yo), S¢ desplaza ligeramente del origen, 

la trayectoria correspondiente es una érbita cerrada y en consecuencia el péndulo oscila 
con amplitud pequefia alrededor del origen. Si el estado inicial se desplaza ligeramente 
de (1,0) (la posicién que corresponde a la posicién vertical de cquilibrio inestable), el 

péndulo se aleja de este punto para describir un trayectoria periddica o una ondulada. 

2.3.3 Funcional de energia; caso unidimensional. 

Tomese ahora el funcional (1.33), para el caso més sencillo; ésto es, para el caso unidi- 
mensional. E] funcional de energia tendr4 entonces la forma 

B.(u) = iE () + WO) a. (2.13) 
a 

En este caso, 2 es un intervalo (a, 6) de IR, y W(u) es un potencial biestable con minimos 
locales en u = <1 y W(+1) = 0, con comportamiento similar al de la figura 12. Obsérvese 

que E,(u) esta definido para todas las funciones u € C1(a, b). Nuevamente, cuando e #0,
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la defimcién del segundo término del funcional (2.13) implica que uv +1, excepto quizds, 

en un conyunto de medida pequefia, para colecciones u’ con Be (u®] < M . Por otro lado, 

la transicién de +1 a -1 puede ser dada sobre curvas derivables y éstas arrojarén una con- 

uibucin por unidad de perimetro al término gradiente (que en este caso es § (dufda)?). 

Esto ultimo, hace suponer que la ley de transicién debe estar cerca de un punto critico 

del funcional de perimetro (véase funcional de area, seccién 2.2). 

Las funciones u distintas de u = +1, que minimizan al funcional de energia (2.13), 

deben sausfacer la ecuacién de Euler (2.2), (véase seccién 2.1); por lo tanto 

fu 1a 
“de edu 

  

Por lo que 

du _ 1a (2.44) 
dx® é* du 

Esta ultima ecvacién puede ser reescrita en fa forma 

u = wof (a) 

Con ag = 4. De este modo, el problema de encontrar los puntos eriticos del funcional 

{2.13), es equivalente a resolver la ecuacién de Euler para wa y f(u) dadas. Nétese que 

la relacién uf = wf (u), es parecida al sistema descrito por un péndulo, ya estudiado con 

detalle en la seceién anterior. Para resolver la ecuacién (2.14), es conveniente tomar el 

revscalamiento 

==§ «f0 

Observando que # = ae = }4 la ecuacién (2.14) puede ser rescrita como 

@u a 
dé du’ 

Como eyemplo de lo anterior, témese la funcidn W’(u) = (1 — u?)?. donde u es justa- 

mente la transicién diferenciable entre los valores 1 y -1, la intencién es que esta transicién
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tenga un comportamiento similar al de la figura 15. Obsérvese que a la funcién minimi- 
zante u® ha sido escrita como w, pero entiéndase que el valor ¢ cs un pardmetro que indica 
el comportamiento de las transiciones en regiones pequcfias (de tamafio ¢). Nétese que la 
funcién W asf definida, nunca es negativa, ademas W = 0 en u = £1 y W(0) = 1, por lo 

que en el intervalo [—1, 1}, tienc un maximo local cn w = 0. Para valores de wu superiores 
en valor absoluto a 1, la funcién W es creciente y tiende a +oo cuando u aumenta en valor 
absoluto. Pov lo tanto, la funcién W(u) os un potencial biestable y su gréfica es como la 
figura 12 (ver cap.1, seccién 1.4). La intencién es encontrar una funcién diferenciable u 

que modele Ja transicién de u = La uw = —1, (figura 15). El funcional de energia para 
este caso es 

  

Figura 15. 

8 a 2\2 , e {du (1-1?) 
= fa{— A da. 2.18 Blt) [5 (z) + a da (2.18) 

Con ecuacién de Euler 

4, du -O8 —yu)—e—- =0 
a 4) a , 

o bien 

du 4 
io au —u). (2.16) 

Tomando el rescalamiento = = £, con ¢ # 0, la ecuacién (2.16) puede ser reescrita como 

5 = A(u® ~ u). (2.17)
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Multiplicando ambos lados de la ecuacién (2.17) por &, e integrando con respecto a €, se 

tiene 

2 

(3) sul +e, 

con € una constante real. Obsérvese que el valor de c debe ser 1, debido a que 

; (2) =(i- uv)? =W(a); (2.18) 

deiwando esta tiltima expresién con respecto a €, se obtiene la ecuacidn (2.17). 

Elevando a la potencia 3 ambos miembros de la ecuacién (2.18), se obtiene 

ul(é) _ fp. 
(l-uj(l+u) v2 

utilizando fracciones parciales, e integrando con respecto a € ambos jados, se obtiene 

[3 (22 HO) as= vere 
2\l-u ltu 

fo 

para cierta constante k. Por le tanto 

ky —Injl—ul+In]2 tul = 226+ Sy 

con ky una constante. Recuérdese que el propésito es encontrar la transicién de —1 a 1; 

por lo tanto. serén tomados en cuenta sé6lo valores de wu, tales que [uj < 1. En consecuencia 

l+u ky 
1 = 2V26 + > no av2e 5   

es decir.
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distribuyendo y despejando u, se obtiene 

evierd 4 

0S eR 

. : soe ye ‘ evi 2 = & 
Multiplicando y dividiendo el segundo miembro de esta titima relacién por ¢ (85D 
se tiene que la solucién a la ecuacién (2.17) es 

’ vied _ g-(v2er dy 
ul) = | =e 

& Viet 4. en (v2e+ 4) 
) = tanh(V3E + fy, 

Por lo tanto, la transicién ocurre en € = zh. Obsérvese que la constante &, en la solucién 
encontrada, es simplemente una traslacién de la solucién sobre el eje x; por convenicncia, 

témese k, = 0. Por lo tanto, recordando que € = 2/é, la solucién a la ccuacién (2.16) es 

Vax. oViale — e-Viele 
u{a) = tanh(——) = | ae gave | (2.19) 

Escribiendo (2.19) como 

1 — a Viale 
u(s) = Tyenviak Leaving } 

obsérvese que si el valor de ¢ est& muy cercano a 0 y x < 0, entonces el valor de u estard 

muy préximo a —1; por otro lado, escribiendo ahora . 

() = eVizle 1 

OMT \ isle pA} 

se observa que, si é esté muy cercano a 0 y x > 0, entonces u estard muy cercana a 1. 

Finalmente, si ¢ —+ 00, de la relacién (2.19), se observa que (a) —> 0. te
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Para dar una interpretacién a los resultados encontrados, obsérvese que para el caso 

limite ¢ < 0. la transicién no existe. Para el caso € = 00, se tiene que la regién de 

transicién es de tamaiio infinito, y la transicién es ja funcién u(x) = G; si se piensa que 

la variable < es el tiempo, entonces ja transicién de 1 a —1 se dard en un tiempo infinito, 

para este caso Los casos limite estan ilustrados en la figura 17, mientras que la transicidn 

para € > 0 finito, esta ilustrado en la figura 16. 

%  ue)stanh( &) 

  

Figura 16. 

u(x) =O 

  

  me
me
 
d
e
 

t t nn 

8 e=0. o 

Figura 17. Casos limite. 

Nétese que la ecuacién (2.18), es justamente la energia total F, definida en la subsec- 

cién 2.31, con T(x) = Eu(x))? y U(x) = (1 - wu}. De igual modo, la ecuacién (2.16) 

puede ser pensada como el estado de un sistema con un grado de libertad, como el definido 

en Ja subseccién 2.3.1. Sea 

i=, vu =A(u® - u). (2.20) 

En la figura estd representado el plano fase del sistema (2.20).
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Figura 18. Plano fase del sistema (2 20)



Capitulo 3 

Formulacién variacional: Paso de 

montana. 

La conexién entre peliculas de jabén y superficies minimas esté dada por el problema de 

Plateau!, que en términos generales dice lo siguiente: “dada una curva cerrada a existe 

una superficie Af de 4rea minima con @ como frontera” (véase [17]). Tal problema puede 

ser modelado mimimizando el funcional 

Alu) = [lace Vurvuy]'? dz = f [uel tel? ~ (tas vy) a2, 
n 2 

para funciones u € H*? C(O, 18°) (H™? espacio de Hilbert, véase el apéndice), que 

satisfacen la condicién de frontera de Plateau, es decir, el mapeo ujan : 92 -— a es una 

parametrizacién monétona (débilmente) que preserva la orientacién, donde 2 es el disco 

{(a.y): a? +y? <i} 

Laplace observé que si una superficie 1 minimiza localmente el drea para una fron- 

tera fija @, entonces necesariamente Ja curvatura media de M se anula. Considerando 

coordenadas isotermas en M (es decir (a2,uz) = (Uy, ty) ¥ (Ue; Uy) = 0), esto dltime 

puede ser descrito @ través de la relacién 

Au=0 

Debido a la elecci6n de parémetro, se obtiene 
  

! Joseph Plateau (1801-1883), fisico belga. Realizé varios experimentos con interfases entre dos medios 

(peliculas de jabén)} y formuls cuatro principios que describen posibles singularidades estables en tales 

superficies. 

69
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Ileell? ~ atyll? =0 = (te, ty) en 2 

junto con Ja condicién de frontera de Plateau. 

En 1930, Douglas y Radé [17], propusieron minimizar la integral de Dirichlet 

1 2 1 2 2 E(u) = 5 f IVulP? day = 5 f (etal? + yl?) dr dy 
2 2 

a a 

para resolver cl problema de Plateau sobre la clase 

Cla) = {u € H™(Q, i) : wlan € C°(0Q, IR’) }; 

para wlan que satisface la condicién de frontera de Plateau. 

Claramente, E(u) > A(u); la igualdad se cumple si y sdlo si u es conforme. De hecho, 

se tiene que 

inf Al) = inf E(u). 

La ignalcad anterior puede ser derivada del lema de e-conformidad de Morrey (véase [18)). 

En consecuencia, la solucién al problema de Plateau se reduce al siguiente resultado: 

Proposicién 1. Para cualquier curva a € C’, existe una funcién minimizante u de 

la integral de Dirichlet en C(q). 

Este tiltimo problema ha sido muy importante en la historia del célculo do variaciones; 
gracias al estudio de las superficies minimas, fueron desarrolladas importantes ideas que 

permitieron el crecimiento de tal disciplina. Por cjomplo, Courant establecié la existencia 
de supertficies minimas inestables utilizando el cldsico lema de paso de montafia. 

Para un tratamiento mds amplio del problema de Plateau, véase por ejemplo, [5] o 

(13). : : 
La intencién de este trabajo es probar que para el funcional de energfa (1.33), existen 

soluciones que exhiben transiciones. En el capitulo anterior, fue discutida la relacién 
existente ‘entre encontrar los puntos erfticos del funcional (2.13), y resolver la ecuacién
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diferencial (2.14); de hecho, la soluaén a la ecuacién (2.14), para un caso particular, 

exlube una transicién entre los valores u = £1, para una funcién « definida sobre IR. 

Para el caso general, la situacién es totalmente andloga; resolver el problema de encontrar 

puntos criticos para el funcional de energia (1.33), es equivalente a resolver una ecuacién 

diferencial parcial no lineal apropiada, llamada justamente ecuacion de Euler-Lagrange. 

Por lo tanto, es muy conveniente discutir el problema de encontrar soluciones adicionales a 

ta ecuacién de Euler-Lagrange, buscando puntos criticos de funcionales de energia, como el 

funcional (1.33). Es necesario ahora, introducir formalmente el céleulo de las variaciones. 

Supéngase que se quiere resolver la ecuacion diferencial parcial no lineal, descrita por 

Alu] = 0, (3) 

donde Af-] es un operador diferencial parcial no lineal y w es la incégnita, Existe una teoria 

general para resolver todas las ecuaciones parciales (3.1). El célculo de las variactones 

identifica una importante clase de problemas no lineales de Ja forma (3.1) que pueden 

ser resueltos usando técnicas relativamente simples del andlisis funcional no lineal. Esta 

es la clase de problemas variacionales, es decir, ecuaciones diferenciales parciales de la 

forma (3.1), donde el operador no lineal AJ] es la derivada de un funcional apropiado J{-]. 

Simbédlicamente, puede escribirse 

Al]= Ih 

en consecuencia, el problema (3.1) puede ser rescrito como 

Vial =0. (3.2) 

La ventaja de esta nueva formulacidn es que ahora las soluciones de (3.1} pueden ser reco- 

nocidas como puntos criticos de I{-]. Bajo ciertas circunstancias, estos ultimos pueden ser 

f4cilmente encontrados; por ejemplo, si el funcional I[] tiene un minimo en u, entonces 

presumiblemente ta relacién (3.2) es valida y u es una solucidn de la ecuacién parcial 

(3.1) original. El punto es que mientras usualmente es extremadamente dificil resolver 

directamente el problema (3.1), puede resultar mucho més sencillo descubrir minimos fo 

maximos, u otros puntos criticos) del funcional J{-] Un estudio mds detallado de funcio- 

nales definidos en espacios més generales que los euclidianos, seré dado en el aptndice 

sobre espacios de Sobolev.
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Por otro lado, obsérvese que si f es una funcidn definida sobre un subconjunto com- 
pacto K de IR, entonces f alcanza sus valores maximo y minimo sobre K; si éstos no son 
alcanzados sobre la frontera de K, entonces f’ = 0, en al menos dos puntos intcriores 

de K. En general, los dominios sobre los cuales esté definido el funcional de cnergfa, 
no siempre serdn conjuntos compactos; de hecho, pueden ser subconjuntos de espacios 
euclidianos de dimensién infinita, (llamados espacios de Hilbert reales). De esta wtima 

observacién, se desprende la necesidad de una “propiedad de compacidad”; es decir una 
propiedad equivalente a la compacidad para subconjuntos de espacios euclidianos. Esta 

propiedad es la condicidn de compacidad de Palats-Smale. 

Obsérvese también que si f es una funcién real continua y diferenciable, y ademds se 
tiene que f(a) = f (6), para a < b, entonces el Teorema de Rolle garantiza la existencia de 

al menos un punto ¢ € (a, 6) para el cual f/(c) = 0; nétese que los valores de la derivada f’ 
no crecen desmesuradamente cerca de ¢, debido a que la funcién f es continua y derivable 
en (2,6). La generalizacién de esta ultima afirmacién es justamente la condicién de 
Palais-Smale, y la generalizacién del teorema de Rolle para funciones reales es el llamado 
Teorema de Paso de Montafia; es este ultimo resultado el que garantizard la existencia 

de un punto critico, distinto de « = -£1, para el funcional (1.33), no sdlo en espacios 

euclidianos, sino en espacios mds generales, como los de Hilbert reales. 

Es conveniente interpretar ce] teorema de paso de montafia como aquel que permite 
encontrar el camino de “menor esfuerzo” sobre una cordillera de montafias, que conecte 
a dos puntos a la misma altura en valles distintos. En tal caso, lo esperado es que este 

camino tenga algtin “punto silla” (figura 19). 

punto silla 

  

Figura 19. Interpretacién del paso de montaiia.
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3.1 Puntos criticos y deformaciones. 

A continuacién se dardn algunas definiciones que serdn ttiles en lo sucesivo. Algunas de 

éstas pueden ser revisadas en el apéndice sobre espacios de Sobolev. Para un tratamiento 

detallado, véase [16] , [6], etc. 

Supdngase que FT es un espacio de funciones. Entonces un funcional es una funcién 

real en T, es decir, un mapeo de T en IR. Un funcional aditivo y homogéneo es llamado 

funcional lineal. 

Definicién 4. Un espacio de Hilbert real es un conjunto H, cuyos elementos se 

denotan por f, g,..., tal que 

(i) H es un espacio euclideano; es decir, un espacio real y lineal con un producto escalar 

defimdo por (, ), el cual define una norma: {[f|] = (f, f?? 

(ii) Hes un espacio completo con respecto a la métrica p(f,g) = ||f — gll; es decir, 

toda sucesién de Cauchy en H converge a un punto de H. 

(in} H es un espacio separable; es decir H contiene un subconjunto 5 numerable y 

denso en todo H; esto es, S = H. 

(iv) H es infinito demenszonal; es decir, dado n € Z*, H contiene n elementos lineal- 

mente independientes. 

Ahora sea 

I: HR. 

un funcional no tinea! en H 

Definicién 5. Se dice que J es diferenciable en u € H, si existe v € H tal que 

T{w] = Tu] + (v, w — u) + off[w — ull). 

El elemento v, si existe, es Unico. Escribase entonces 

[ul =v.
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Esta definicién es equivalente a la del capitulo anterior, debido al teorema de representa- 

cién de Riesz (vease apéndice). 

Definicién 6. Se dice que J pertenece a C!(H, IR) si Z'[u] existe para toda u € Hy 

el mapeo 

'iH—-H 

es continuo. 

Notacién. Sea c € IR. 

(i) A, = {ue H: Tu] < ch. 

(i) K. = {ue H: fu] =o, I'{u] = 0}. 

Definicién 7. 

(i) Se dice que u € H es un punto critico de I, si 

I'{ul = 0. 

(ii) El numero real ¢, es un valor critico si K, # @. 

Resultar4 muy itil tener un criterio que permita deformar conjuntos de nivel en otros 

esencialmente iguales; es decir, si c no es un punto eritico, ,es posible deformar el con- 

junto Agjc on Apo para algun € > 0, de tal manera que los conjuntos Acre Y Ace Sean 

esencialmente los mismos?; antes de responder a esta pregunta, seré analizado un ejemplo 

concreto, Témese el toro T, de dimensién dos en IR’, tangente a el plano II como on la 

figura 20. 

Definase h : 7 —> IR como la altura sobre el plano Il. Sea T, el conjunto de puntos 

x € T tales que h(x) < a, para a € IR. Cuando el valor de la altura h varia, también lo 

hardn los conjuntos A; obsérvese que 

(a) Sia <0 = A(g), entonces T, ¢s cl conjunto vacio. 

(b) Si h(q) < a < A(p), entonces T, tendré la forma de la figura 21.
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Figura 20. 

q 

Figura 21. 

Claramente, este tltimo conjunto puede ser deformado continuamenté alrededor del 

punto q, de tal modo que todas sus deformaciones sigan siendo esencialmente el conjunto 

de la figura 21. Intuitivamente es claro que al deformar alrededor del punto ¢ un conjunto 

de esta forma, eventualmente se obtendrd algo muy parecido a un disco. 

(c) Si h(p) < a < A(r), entonces 7, tendré ta forma de la figura 22a. 

  

Figura 22a. Figura 22b. 

El conjunto T, para este caso es practicamente un cilindro. 

(d) Si A(r) < a < A(s), entonces T, tomaré ahora la forma de la figura 22b. 

(e) Si A(s) < a, entonces T, es todo el toro. 

Los conjuntos T, obtenidos en los casos (a), (b). (¢): (d) y (e) son muy distintos entre
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si; intuitivamente cs claro que no hay manera de llevar uno a otro sin romper, es decir, de 
manera continua. Claramente, en tanto los valores de h(x) sc manicngan dentro de alguno 
de estos casos, los conjuntos 7), pueden ser deformados de modo tal que las deformaciones 

sean todas esencialmente la misma. Las deformaciones sélo pueden hacerse de manera 
continua dentro de los limites que marcan los distintos casos, cs decir, si no se tienen 

puntos criticos intermedios. 

Estas ideas ejemplifican cl resultado central de la tcoria de Morse, que serd presentado 
a continuacién. 

Recuérdese que la idea cs deformar el conjunto A,_, cn Acre para ¢ dada. Ls- 

pecificamente, resulta que bajo hipdtesis adecuadas, un conjunto de nivel se puede defor- 
mar en otro si no se atravieza un nivel critico. Esto proporciona una manera indirecta 
de probar existencia de puntos criticos (soluciones a J’(u) = 0), si es posible establecer 

que dos niveles criticos no pueden deformarse uno en cl otro. Para probar lo anterior, es 
necesario resolver una ecuacién diferencial apropiada en el espacio de Hilbert H y seguir el 
flujo gradiente asociado a J. El espacio H es de dimensién infinita, por lo que es necesario 

dar una condicién de compacidad sobre este espacio. 

Definicién 8. Un funcional J € C}(H,IR) satisface la condicién de compacidad de 
Palais-Smale si toda sucesién {ug}f2., C H que satisface 

(i) (7 [ua] } 22, es acotado en H 

(i) Mfy,] —> 0 en A 

es precompacta en H; es decir, para toda subsucesién ticne una subsucesién {u,}f1 

existe u € EH tal que uj, —> u. 

Si H =, y se toma una funcién f : IR —+ iR diferenciable, entonces la condicién 

de Palais-Smale es: para toda sucesion {x,}%2, en IR que satisface que {|f(x,)|}21 <c, 
para una constante c € R y que | f’(x,)|—> 0, se tiene que x, —> 2* para algin «* ER 
y para alguna subsucesién {x,,}. Pava este caso, la condicién de compacidad se justifica 
mediante el siguiente resultado: Toda funcién continua y diferenciable acotada por arriba 

(6 por abajo) que satisfase la condicién de Palais-Smale alcanza su valor mdximo (6 su 
valor minmo), Este ultimo es una generalizacién del teorema cldsico de andlisis real: 

Toda funcién continua def inida en un subconjunto compacto KC de IR alcanza sus valores 

mdzimo y minimo sobre K. 

Para ilustrar la definicién 8, considérese por ejemplo, la funcién f IR —> IR, definida 

por f(z) = 1/2. Si se considera en IR la sucesién x, = 7, con n perteneciente al conjunto 

de los naturales, la sucesién {1/n}>*, esté acotada por cero y la sucesién f’(n) = -Ur
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conveige a cero, pero no exite 2 tal que t, —> z. Por Jo tanto la funcién f no satisface 

la condicién de Palais-Smale 

Dendtese por C a la coleccién de funciones J € C?(H,IR) que ademéas satisfacen la 

condicién: I’: H —3 H es una funcién de Lipschitz en subconjuntos acotados de H. 

Ahora serd formulado e! lema de deformacién. 

Lema 1. (de deformacién). Supéngase que J € C satisface la condicién de Palais- 

Smale v que I[u] — oo si |[ul| —> 00. 

Supéngase ademas 

K, = 9. 

Entonces para cada € > 0 lo suficientemente pequefio, existe una constante 0 < é<ey 

una funcién 

ne C([0,U x 2:4), 

tal que los mapeos 

mu) = n(t,u), (0<t<1ueH) 

vatisfacen 

(i) mo(u) = u, (ue H) 

(i) m@)=4, (ug I e- e+) 

(iii) T{ne(u)] < Thu, (we HO Sts 1) 

(iv) m(Acxs) C Acs- 

Antes de demostrar este resultado, es necesario discutir su significado. El propdsito es 

deformar sin que las propiedades “generales” de los conjuntos se pierdan; para esto, hay 

que deformar de manera continua. Intuitivamente es claro que el mapeo 1 : H —> A, 

puede ser llevado a otro mapeo m : H —+ H, mediante una familia de transformaciones 

dada por m : H —+ H, donde ¢ € [0,1] es el parémetro de deformacidn, (puede ser 

pensado como el tiempo}. Un mapeo continuo
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s 

m: H x [0,1] — H, 

tal que (0,u) = mo(u) y m(1,u) = mez) es Namado una homotopfa entre mo y m- 
Las propiedades que se preservan bajo cierta homotopfa son las llamadas estables. Para 
ilustrar qué tipo de propiedades son estables y cuales no, t6mense por ejemplo, mapeos 

f : 18 — IR*. La propiedad de que una curva pase por el origen tangencialmente no es 
estable dado que una pequefia deformacién puede inmediatamente desconectar a ésta del 
origen (figura 23a), mientras que la propiedad de intersectar transversalmente a el eje x 

es estable (figura 23b). : 

   
Figura 23a. Figura 23b. 

La homotopia 7, que intercsa para el loma de deformacidn, de acuerdo con la condicién 

de Palais-Smale y K, = 0, debe preservar la propiedad de no “contener” puntos cr{ticos; 
es decir, el lema 1 establece que, en caso de que ¢ € IR no sea un nivel critico del funcional 
I (es decir, si I~*{c] no contienc ningtin punto x tal que J'[u] = 0), entonces existe una 

homotopfa que deforma al conjunto Ac;, en el conjunto A,_. para ¢ > 0 lo suficientemente 

pequefia, de tal modo que la deformacién no incluya puntos criticos de I. ‘ 

Demostracién del lema de deformacién., 

Retomando el ejemplo del toro, puede dibujarse un flujo representado por “flechitas” 
tangentes a la superficie T, pensada esta ultima como en la figura 20; este campo tangen- 

cial corresponde al gradiente de la funcién altura en T. Ndtese que en los puntos p,q,7r y 

s, este flujo tangente se anula, tiene distinto comportamiento en pequeiias vecindades de 
estos puntos; por lo tanto, si se toman puntos diferentes a éstos sobre el toro, entonces 

una primera condicién natural para poder deformar una pequefia vecindad de éstos en 
otro conjunto de tamafio menor es justamente que los flujos tangentes no se anulen cn 

una vecindad de puntos regulares de la superficie. Por lo tanto, el primer paso en esta 
demostracidn sera probar en general esta condicién.
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En primer lugar, puede asegurarse que existen constantes 0 < ly «> 0 tales que 

fully =o para todo u € Acge — Acre. (3.3) 

Para probar tal aseveracién, razénese por contradiccidn. Si se supone que la relacién 

(3.3} es falsa para cualesquiera constantes o,€ > 0, entonces existen sucesiones {ox}? ¥ 

fe, }?, tales que 

a, — 0, & 70 

y elementos 

ug € Aste ~ Ace (3.4) 

tales que 

NZ'luallie S oe. (3.5) 

De la relacién (3.4), se tiene que {Z[u,]}22, estd acotado en H debido a que 

Actew Acre = {UE Hi c-€ < Iful Set}. 

Ademas, de la condicién (3.5), se tiene que J’[u,] —+ 0. De acuerdo con la condicién de 

Palais-Smale, existe una subsucesin {uz, }$2, y u en H tales que 

Ue, Pu en HF. 

Pero puesto que [ € C?(H.'R), de las relaciones (3.4) y (3.5), se tiene que en el caso lintite 

T{uj = ¢, Iu] = 0.
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En consecuencia K, # @; una contradiccién a la suposicién inicial K, = @. Por lo tanto, 
(3.3) se cumple para todo u € IZ. 

E] siguiente paso es definir la homotopia que deformara subconjuntos acotados de H. 
Para ello, escdjase 6 € IR tal que 

oe 

O<dS<e, a<é< >. (3.6) 

Y definanse 

A 

B 

{we H|Ifulse-e o Iful>cte} 

{ue Hle~6é < Iu] <td}. 

it 
nM 

Considérese ademés el mapeo w ; H —> i definido por w({u) = dist(u, A)-+dist(u, B). 
Sea vu € H. Por la Hipétesis J es una funcidén de Lipschitz en H; por lo tanto, existe una 
constante positiva A & IR tal que 

( zlu] - Hel is A lfu-od, 

para todo u,v € H. Obsérvese que 

dist(A, B) < dist(u, A) + dist(u, B), 

se cumple para todo u en H. Témense, por cjemplo, u € A y b € B (o al contrario). En- 
tonces, para subconjuntos acotados de JI (|| u-v |]|< K para todo wu, v on el subconjunto), 
se tiene que 

dist(u, A) + dist(u, B) > M || u-v ||> x || Zlu] ~ Je] [> Me — 8), 

con M = Bae) De este modo, la funcién w esté acotada por abajo en subconjuntos 
acotados de H. En consecuencia, la funcién 

dist(u, A) 

dist(u, A) + dist(u, B)’ 
  ou) = (ué A).



31. PUNTOS CRITICOS Y DEFORMACIONES. 81 

esti bien definida (para subconjuntos acotados de #), y satisface 

O<¢gsl, 
{ peom a g=lenB. 6.7) 

Sea ademas 

1 si O<#<1 
a = { it si i> (88) 

Tomese finalmente el mapeo 

V:H +H 

definido por 

V(u) = ~o(@)h( tele] (we B). (3.9) 

Y considérese para cada u € H la ecuacién diferencial ordinaria 

{ 9 =V(n) (> 0) 
(0) = u. 

De la relacién (3.9), se observa que el mapeo V : H —+ H es acotado y Lipschitz en 

conjuntos acotados; por lo tanto existe una tinica solucién para todo tiempo ¢ > 0. Si se 

escribe 

nentu=n(u),  (¢20,ue A) 

v se restringe a los tiempos 0 < ¢ < 1, se observa que si u ¢ I7*[e — ¢,c + €], entonces 

u € A, por lo que g(u) = 0: en consecuencia V(u) = 0 y 

dn 
ano (u€ A)
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de donde se concluye que 7 es constante con respecto a ¢. Tomando el valor de 7 en cero, 

se encuentra que 7(u) = u para u ¢ I7![c — €,c + €]. Por lo tanto, la homotopia 

1 O((0,1] x HH), 

asi definida satisface las condiciones (i) y (ii) del lema 1. 

El siguiente paso cs comprobar que el valor de J € C, restringido al mapco 7:(w), es 
menor que cl valor obtenido sin aplicar la homotopia. Para ello, calciilese 

Sttnw)] = onl}, Sete), (80) 

(F'[m(e)], V oe(e))), 

UI Cle )), ~ 90) ) PF Ie) Tre)» 

Il —9 (mee) ACL [ne (DIL eee)? 

Obsérvese 

a 
qlln()] s 0 (we HO<t<l). 

Por lo que J[m(u)] es decreciente como funcién de f, en consecuencia J[m(u)] < To (u Js 

por lo tanto la condicién (iii) se cumple. 

FE] ultimo paso es probar que el conjunto deformado bajo la homotopfa resulta ser uno 

mas pequefio contenido en cl original. 

Tomese algin u € As. El propésito es probar 

mt) € Acs 

y eu consecuencia concluir ta condicién (iv).
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Si n(u) ¢ B para algtin 0 < t < 1, entonces la prueba se ha terminado debido a que 

la eleccion de u implica I[m(u)}| < c— 4 y como I[m(u)] < Ilm(u)] < ¢— 4 se tiene que 

mu) € Aes. Por otro lado, si 

mule B, ts), 

de la relacién (3.7), se tiene 

gnu) =1,  OStS)), 

sustituyendo en (3.10) 

< tla) = ACL ee fnew) HP. 

Ahora, si {|I‘[m(u)}{] > 1, entonces de la relacién (3.8) 

nde = a m (Foon 

En consecuencia, (3.3) implica 

S Tin(e)] = =U tna) < 2. (3.11) 

Por otro lado, si |i/“[m(u)]}| < 1, entonces (3.8) implica 

ACL fea) ) = 1. 

Y de la relacién (3.3), se obtiene 

£dlnuu)] = A inlet? < -0". (3.12)
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Ahora, tomando las relaciones (3.11) y (3.12) 

[5 Bla
 1 

Tm (ude < [(-o?at. 
4 

pues a < ¢, Por lo tanto 

I[m(u)] < tu] -— o? < (e+ 4) - 

y finalmente, por la relacién (3.6) 

2 

Tm (w)] < e+ > -o <e~5 

Por lo tanto m,(u) € A,_s, con lo que queda demostrada la condicidn (iv). Con ésto ultimo 

queda demostrado el lema 1. 

oO 

A continuacién serd discutido el resultado que garantizaré la existencia de puntos 

criticos no triviales (distintos de u = +1), para el funcional (2.1). 

3.2  ‘Teorema del Paso de Montana. 

Sea g : JR —+ IR una funcién continua y diferenciable, tal que g(a) = g(b), restringida al 

intervalo (a, b]; entonces la funcién no es monétona en cl intervalo [a, 6], por lo tanto debe 

existir un maximo o un minimo (por lo menos}, de g(x) en tal intervalo; es decir, existe 
un punto ¢ € [a, 6] tal que g‘(c) = 0. Este resultado es conocido como El Teorema de 
Rolle. Dos posibles casos de tal resultado, estan representados por las figuras 24a y 24b. 

La generalizacién de este tiltimo resultado es el teorema de paso de montatia, Al 
principio del capitulo se mencioné que el paso de montafia garantiza la existencia de 

puntos criticos para el funcional (1.33); ;cudndo estos puntos erfticos son puntos silla?; 

en general, puntos de este tipo no neccsariamente existen, a menos que se tenga alguna 

propiedad de compacidad sobre el espacio; ésta es la condicidén de Palais-Smale y algunas
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Figura 24a. Figura 24b. 

suposiciones adicionales. El siguiente es un ejemplo en el que no es posible encontrar el 

paso de montajia debido a que no se satisface Palais-Smale. 

Bjemplo. Considérese la funcién I(x, y) = e~* — y®. La grafica de ésta es como la de 

la figura 25. 

     Leexpx)-y? 

Figura 25. Grafica de I = exp(—z) — y?. 

Definase el conjunto Ip = {(x,y) : I(z,y) < 0}. Este ultimo es disconexo; por ejemplo, 

los puntos (0, 1) y (0, ~1) pertenecen a Jo, pero no existe el “paso de montajia” de altura 
minima 0 para ninguno de los caminos entre ambos puntos (figura 26). Esto se debe a que 

I no satisface la condicién de Palais-Smale; en efecto, considérese la sucesién de caminos 

{am}. con Om(é) = (m,t), -1 <# <1, que conectan a ambas componentes de Jo, tal que 

el maximo de J es alcanzado sobre {a} en los puntos zm = (m,0). Entonces J(zm) ——? 0 
y DI(zm) —+ 0 sim — oc. En este caso, la trayectoria de paso de montafia con menor 

altura se va al infinito. 

demas de Ja condicién de compacidad, es necesario un segundo ingrediente para
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Ix. y)= expt-x)-y¥ ? 

\ 

N
e
 

ws
 

Figura 26. No existe el paso de montafia para p y q en Jo. 

probar el “teorema de paso de montafia”; a saber el “lema de deformacién” {lema (1)). 

Este ultimo es un instrumento sumamente poderoso para probar la existencia de puntos 

criticos para ciertos funcionales. A continuacién serd enunciado formalmente cl teorema 
de paso de montafia. , 

Teorema 2. (de paso de montafia). Supéngase que I € C satisface la condicién de 
Palais-Smale. Supéngase ademas 

(i) J[0] = 0. 

(ii) Existen constantes r,a > 0 tales que 

Tul >a si {lull =r. 

(iii) Existe un elemento v € H con 

lull >, Ilo] <0. 

Definase 

T= {9 € C((0, 1]; Z) | g(0) = 0, 9(1) = v}. 

Entonces 

c= inf (gaax G)) get \O<e<i
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es un valor critico de J. 

Pata visualizar este resultado, piénsese que la grafica de la funcién J[u] es un paisaje 

como el de la figura 27 

  

  

Figura 27. 

La idea es buscar un camino g que pase por las montafias, que conecte a 0 con v y que sea el 

de minimo esfuerzo, es decir, un punto silla para I[-]; tal camino es “el paso de montafia”. 

Nétese que el teorema (2) garantiza la existencia de un punto critico correspondiente al 

“nivel de energia” c, pero éste no necesariamente tiene que ser un verdadero punto silla; 

tainpoco garantiza la existencia del camino éptimo que realice el paso de montafia. 

Demostracién del teorema del paso de montafia. 

La dermostracién se haré razonando por contradiccién y aplicando el teorema de de- 

formacién. 

En primer lugar, obsérvese que c > a. El propésito es encontrar de entre todas las 

trayectorias que unen a 0 con v, aquella que “escale” la menor altura posible; si el valor 

© no es tal altura, entonces es posible variar las alturas, para encontrar el valor deseado. 

Por lo tanto. supéngase que ¢ no es un valor critico de J, es decir 

K, = 9. 

  

jase entonces algtin numero ¢ lo suficientemente pequefio tal que
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O<e< 5 (3.13) 

De acuerdo con el lema de deformacién (lema (1)), debe existir una constante 

0<d<e 

y un homeomorfismo (mapeo continuo ¢ inyectivo entre dos espacios con inversa continua) 

nn: —> H 

con 

nlActs) C Acs 

nu)=u si ug I e—c,e+e. (3.14) 

El siguiente paso es escoger aquellas trayectorias que pasen a alturas no muy lejanas 
dei valor c y que unan a los puntos 0 y v ; es decir, témese alguna g & [ tal que 

quax Tio] e+ 4, (3.15) 

es decir 

quax Ilo] € Aces. 

Esta tiltima eleccién es posible debido a la definicién de c como infimo de cierto conjunto, 
Entonces, si se define
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G=N°9, 

se observa que la relacién (3 14) implica que ésta también pertenece a I’, puesto que 

n(g(0))=a(0)=0  -y ~— a(9()) = nv) =», 

pues 0 yu no pertenecen a J~"fe — e,¢ + €] debido a la eleccién (3.13), y a la hipdtesis 

(iii). En consecuencia, la relacién (3.15) implica 

max TIO) Se 63 

es decir 

gt) © Aes paratodo te 0,1], 

o bier 

ax T[G(t)] € Ac—ss 

la sido encontrada una trayectoria @ € F cuya altura méxima no excede el valor c — 6; 

por lo tanto 

c= inf (ax ta(d)) <e-6. 
o<t< 

Esto es una contradiccién, Por lo tanto, ¢ es un valor critico de J. El teorema queda 

demostrado
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3.3. Existencia de soluciones. 

E] propédsito ahora es establecer la existencia global de soluciones débiles del funcional 
(1.32), por lo que esencialmente hay que probar que éste satisfacc las hipotesis del tcorema 
de paso de montafia. 

Un resultado importante de andlisis funcional os la desigualdad de Gaghardo-Nirenberg- 
Sobolev, que asegura. la existencia de una constante C’ dependiente sdlo de p y » tal que 

llellcor arr) < ClLDullonapy)  lsp<n, 

para toda funcién u € CL(IR"), donde p* os el conjugado de Sobolev de p y esta determinado 

por p* = 22. Sise toma un abierto acotado U C IR”, con U de clase Cl yu W'?(U), 

entonces u € L?"(U/) y se tienc que [lll z+) < Cllullwequy, y on este caso C depende de 

p,n y U. Como corolario de este ultimo, si ademas u € wy?(V) para algin 1 <p<n, 
entonces |jullrea) < Cl|Dullzequ), para todo g € (1, p"], C dependiente de p,q,n y U. El 
caso 

llullezw) SCiDullz~, — (we Ho (V)} 

es llamado la desigualdad de Poincaré. La demostracién de estas desigualdades se pucde 

encontrar en [6], [1], ete. 

Obsérvese que el gradiente de u en « estd caracterizado por Vu(«)-v = Du(x)y = 
(Du, v), para todo v € IR", por lo tanto, puede escribirse 

t= f (5 Duy? + We me) d2, ue HA(U). ‘(a.16) 
U : 

La intencién es aplicar el lema de paso de montaiia a este wtimo, 

Antes de demostrar que ef funcional (3.16) satisfase las hipdtesis del paso de’ montafia 

para funciones u € H', considerese el siguiente problema 

al = f (5|Dul - F(a) dQ, we HAV). (3.17) 
uU
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La ecuacion de Euler de (3.17) puede ser escrita como 

Au = —f(u) en U 

{ u=0 sobre @U, (3.18) 

donde F(u} = f f(s)ds; entonces el funcional (3.17) puede ser utilizado para encontrar 
G 

soluciones débiles de la ecuacién (3.18). Obsérvese que en la ecuacién (3.18) se han tomado 

condiciones de Dirichlet en la frontera y funciones u € Ay (U/); recuérdese que el problema 

original es resolver la ecuacién de Euler del funcional (3.16) con condiciones de Neuman 

en la frontera para funciones u € H', pero las soluciones triviales u = +1 no pertenecen 

a Hi. Sin embargo, para resolver el problema 

eAu= f(u) en U 
Sat sobre dU, 

puede ser vsado un tratamiento andlogo al que aqui ser4 presentado. La utilizacién del 

tratamento para u € H}(U) es un poco mas simple debido a que contempla menos 

tériinos en las operaciones de las demostraciones. Supéngase que 

Isca4+l), Ilscati) (3.19) 
para 1<p< 24, para alguna constante C. . 

Ademas 

OS FQ) < rile (ZER) l (3.20) 
para alguna constante + < 3, 

Supdngase finalmente que parra0<a<A 

ajzP*! < |F(2)| < Alz[Ptt (z € IR). (3.21) 

Por comodidad, a partir de ahora se escribird H en lugar de H4(U), considerando que la 

norma en este espacio es
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; ay 

[hull = ( / ipa a) ; 
Uy 

y cl producto imterior es 

(u,v) = [De -Dedz, 

u 

(Obsé: vese que si se considera el problema con condiciones de Neuman para u € H'(U), 
k 

entonces la norma en este espacio deberia ademas contemplar al término 3° (|D°ullr» y 
a=] 

k 
el producto interior al término 3) (D°u, D%y)). En consecuencia 

a=l 

Tu} = sll? ~ f Flu) a= hie) — blu. 

La primera afirmacién es que J € C para todo u,v € H. 

Para demostrar ésta, nédtese que para todo wu, U2 € H se tiene que 

Iyjuo) = fill? = Shun + (we ~ mph =f [Dla + ou myn 

= 5 [Pu + (up ~ 4y)), D(uy + (ug — 41) dD 

= tf (\Du:? + 2(Dus, D(u2 ~ ta) + [D(u2 ~ u)[?) a 

= Lif + | (Dus, D(a ~ an)) 40.4 Hue — ml? 

= Afw) + (ur, ue ~) + Alves - a); 

de donde se observa que
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fut A] = Llu) +) + Afr); 

. hi vy . : . 
obsérvese que a = si — 0 si |[Al]| — 0, por lo tanto J; es diferenciable en uo con 

DI,{uj = u. En consecuencia, J, € C. 

Es conveniente introducir un resultado muy simple del andlisis funcional que garantiza, 

bajo ciertas cizcunstancias, la existencia y unicidad de una solucidn débil. Tal resultado es 

conocido como el teorema de Laz-Mulgram y es consecuencia del teorema de representacién 

de Riesz (véase apéndice). 

El teorema de Lax-Milgram asegura que para f : H —+ IR acotado en H (H cualquier 

espacio de Hilbert), existe un unico elemento u € H tal que Blu,v] = (f,u) para todo 

+ € H, donde B : H x H —+ iR es un mapeo bilineal tal que |Blu,2]| < ailullltell 
(ur € H)y Biull? < Blu, vj (u € A), para ciertas constantes a, 8 > 0. 

En consecuencia, debido a Lax-Milgram, para toda v* € H—1(U) (véase el apéndice), 

la ecuacién 

{ Av = —v* en U (3.22) 
v=0 sobre QU, 

tiene una unica solucién v € HA(U) Escribase v = Tv* para resaltar que el mapeo 

T. HOU) —+ HU(U) es un isomorfismo. Notese en particular que si w € Lenimt2(y), 

entonces el] funcional lineal w* definido por 

(w",u) = / wud (ue HUY), (3.23) 
u 

pertenece a H7}(U). 

Por otro lado, obsérvese que de (3.19) se tiene 

an < (24) ( 2n \=2 

Pa n—-2/) \n+2/)  ~? 

por lo que el maximo exponente al que puede elevarse u € U, sigue garantizando que 

flu) € D9?) C HU) siue AR). 
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A continuacién sera demostrado que si wu € Hj(U’). entonces 

Fylu] = T(F(w)). 

Para ello, ndtese que 

£ 

F(a +) = Fla) + aoe [a — s) f'(a+ sb) ds. 
0 

Aplicando aproximacién de Taylor con residuo. En consecuencia, para cada ug € Ai(U) 

qn [ue] [ Fes) a0 = f Pu + (ua. ~m)) dO 
v u 

[ eu) + Flen)(ug ~ tu) 40+ B, 
U 

entonces, debido a Ja relacién (3.22) y a la primera identidad de Green, se ticne 

Iy{us] Ja[aa] - [Ati@)w —wmjdQq+_—k 

1 In| + | VE F(uy) Vu — uy) dQ R 
u 

Jefe] + [Pr sew) - Dug — 4) d+ R. 

1 
Obsérvese que para el residuo R = f[f(1— s)f"(u + 8(u2 — u1)) ds }(e — 41)? dQ, debido 

vo 
a (3.19), se tiene 

|(1 — 8) fl(ur + 8(ug — u1)){ ds (ue — v4)? dO Ini < f 

C(L + fuy + 5(ug — wi) PPL — 8) ds (ug — 1)? dD IA
 

C
,
 

o
e
 
=
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1 

< fc [/o tbat bmi IG sha (uz — 1)? a 
u oO 

2 32 2 _ 33 _ 1 

< fe (s+ shar + lus =u [PO = 77 shu? te glue — uy)? ‘) ~ 1m) dQ 

< fe (1/24 1/2}ualP* + 1/6lu2 — wil?) (ue ~ ta)? d2 
Z 

COL juniP7? + fue — wl!) (ue — us)? dQ A 

T
h
e
,
 

» por Jo tanto 

IRL < [COs =m)? + fg — Pat [ Cha*(us ~ ur)? dQ; 
u u 

1. (by, 1. _2 
tamando 5 = Ger ¥ pr = Geil? 
Holder (ver apéndice) 

se tiene que 1/p* + 1/p = 1; aplicando la desigualdad de 

i mi 
RS [orale dQ+C [/ouroe in| (ic - uP) in) . 

i is oO 

Obséivese que p +1 < 2*: por lo tanto, aplicando la desigualdad de Sobolev 

RO< CC ice = uy) + fun — wy [Pd + C (fle eens)Po} (flee — urffcers)? 

IA
 

© fis =m) + fe —wpPP da + C(fDurllz2)? > (Due — uy)I}z2)? 
Z 

MI 

€ fen ~ uy)? + fp — wa]P*E AD + C (ljual} an)? (fea — tall)? 
i 

de donde se observa que [Rj —> 0 si uz — uw, ¥ por lo tanto 

Pofue] = Pole + (T(F(un)), we) + offlee = all), 

por lo que J> es diferenciable en u; con Digfw] = T(f(w1)).
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Nétese que si u, w € H4(V) con lull, |}w|] <2, entonces 

iMZofu) ~ Z3fe]ll th ITF(u) ~ TF) [ln 

WFQ) - Fe) 
sup{(f(u) — f(w),u~ w)su—w Hy, ju ull: <1}, 

I 
{] 

utilizando la desigualdad de Hélder 

A (25u] ~ Heol <HLFC) ~ $0) arg = tlle 
U0) — FOI Abe IA

 

En consccuencia, utilizando la observacién (3.18), para cada x € U se tiene 

ate 

Wl) FO) pavay = (/ Ir) - sco) , 
nde 
oa 

[Ar @llu— wh a) (6 € [u(a), w(a)];2ija) It 

ae 
< ( [(CO+1gP >) uw) in) 

. “a 
< ¢ (ic ful?! + fl?) fea — whee an) 

OU 

S CUD|lu— wll, 285 a 

< C(H)|lu- wllz2° wu) 

= C(L)|u~ wll, 

es decir, J, : Hi —+ Hj? es de Lipschitz cn conjuntos acotados; por lo tanto h € C y 

finalmente J € C. 

El siguiente paso es verificar que J[u] satisface la condicién de Palais-Smale. Para ello, 

supdéngase que {uz}, C Hy(U) es una sucesidn que satisface
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{Tfug]}%2,  acotada, (3.24) 

[ux] 0 en Hg(U). 

De acuerdo a lo antenor 

uy ~T(f(ux)) 0 en HA(U). 

Para cada ¢ > 0 se tiene 

(2'(ua), 2) U2'feallle lleilazg 
ellullag. T

A
T
A
 

para & suficientemente grande. 

Obsérvese que si en la ecuacién (3 22) se multiplica por una funcién u € Hd y se 

integra sobre todo U se obtiene 

[vatoran = ~ [ wad, 

t u 

integrando por partes (la. formula de Green) 

[du DTv*dQ= fw dQ, 

u a 

por lo que 

\(7'[ux]. v)| (Zi fea] - Zofual, v)| 
(ur — TUF (ua), 2)} 

[Du -De- [ PTUs) - Du dQ 
u i 

/ (Duy Du — f(u,)v) d0 
a 

" 
I 

    

, 
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v por lo tanto, para & suficientemente grande 

Selluf (ve Hy). 

  

/ (Duy - Du — f (ug)v) dQ 
oF 

  

Haciendo v = tp 

Selluell 

  

/ ([Dugl? — f(2x)uy) da 
ur 

  

para todo ¢ > Oy & suficientemente grande. En particular, si ¢ = L ‘ 

fF lz)uud0 <ul + Hell, (3.28) 
u 

para k suficientemente grande. Por otro lado, la relacién (3.24) implica 

ly as fp 
glluell - [ Flux) dQ<M <o, 

u 

para toda k y alguna constante M, por lo que (utilizando (3.20) y (3.25)), se deduce que 

Kol? IA
 M +2 / Flu) d= M42 [v£udue aa 

U a 

1A
 M + 27(Ilvel] + [feeell?). 

Como 27 < 1, se tiene que {u,}22, esté acotado en H}(U). En consecuencia, existen una 

subsucesién {uz}, y u © H(U) con 

uy —> u débilmente en Hd(U), 

up —> u fuertemente en LP*'(U) (véase [1], [6], etc.), 

puesto que p+ 1 < 2n/(n — 2) = 2". Pero entonces
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f (uy) — f(u) fuertemente en Hv), 

x por to tanto 

T(f(ux)) + T(f(u))  fuertemente en AYU). 

En consecuencia, u, — T'(f(uz)) —? 0 en H3(U) imphea 

u, —>u fuertemente en H3(U). 

y por lo tanto el funcional (3.17) satisface la definicién 8 (condicién de Palais-‘Smale) 

Sélo resta comprobar que se cumplen las hipétesis (i), (ii) y (iii) del teorema del paso 

de montaiia. Claramente, (1) se satisface debido a que I{0] = 1,{0) + Jo[0] = 0. Para la 

hipétesis (n), supdngase que u € H4(U) y |lul] =r, con r > 0. Entonces 

{uj = Llu] - Alu] = . — Iu). 

Como p+ 1 < 2*. la hipdtesis (3.21) implica 

  

\{ult = J Fada 
a i 

< Af fujP!aQ [ a 

< a tan) | 
< ClfulPeh 
< crt, 

Entonces
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2 a 

Tul = cre eo    

Para r > 0 suficientemente pequena, puesto que p+ 1 > 2. Finalmente, haciendo a = a 

se satisface (ii) completamente. 

Ahora, para la hipétesis (iii), escéjase algtin clomento u € H tal que u # 0. Supdéngase 

v = tu, para alguna t > 0. Entonces 

Iv] I, [tu] — Ia[éu] 

fh [ul - / F(tu) dQ 
a 

I 
tl 

1A
 #2yful — Abt? / |ul?*! dQ; 

U 

en el tiltimo renglén se ha utilizado la hipdtesis (3.21). Por lo tanto, J[v] < 0 para t > 0 

suficientemente grande. Queda satisfecha Ja hipétesis (iii). 

Por lo tanto, al ser satisfechas las hipdtesis del paso de montaiia, entonces existe una 

funcién u € HEU), wu £0 tal que 

ru) =u -TFta)) = 0. 

En particular, para cada v € H}(U) se tiene 

[du Dead f fluar, 
u Uu 

y en consecuencia, w es una solucién débil de (3.18) (véase el apéndice). 

Finalmente, consedérese nuevamente c! funcional (3.16). Para aplicarle a éste un 
tratamiento andlogo al anterior, es conveniente hacer algunas observaciones. Recuérdese
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que pata resolver el problema (3.18) se tomaron funciones u € Hd pero los minimos 

u = +1 no pertenecen a H}; sin embargo, para u € H’ sdlo debe considerarse la norma 

We 

ial = (i i) + De [PMule, 

y el producto interior 

k 
(u,v) = [dx »Dudz + ¥)(D*%u, D*v) 

u axl 

x seguir los mismos procedimentos de la demostracién anterior. Por otro lado, debido 

a que para (3.16) F(u) = +W(u) y el potencial W es no negativo, la hipétesis (3.20) 

es iecesania pues Ifu] > |lullu- Obsérvese ademas que (3.20) no se cumple para el 

ejemplo W(u) = (1 — u2)? visto en el capitulo 2. Finalmente, nétese que u = +1 son los 

puntos criticos para los cuales J[u] es minimo, por lo que estos valores son los que hacen 

que se cumplan las hipétesis (i) y (ii) del teorema del paso de montafia. EI resto de la 

dernostracién es totalmente andloga. 

Por lo tanto, puede concluirse la existencia de una funcién u € H(U), u% +1 tal que 

Ful = u— T(f(u)) =0. 

En particular, para cada v € H}(U) se tiene 

[dw DudQ= [ fea dx, 
uv u 

y en consecuencia, u es una solucién débil de 

rl = [ (1 +22) an, ve we) 
u
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Capitulo 4 

Algunas soluciones numéricas. 

En agosto de 1998, los Doctores Pablo Padilla y Clara Garza propusieron un modelo del 

movimiento de arena que oscila verticalmente (véase [2]). Para ello utilizaron la ecuacién 

patabélica no lineal 

a _ PAu+ Wu) =0 en Q; 
(4.1) 

Mug en an, 

donde u(x) es la variable de estado que representa la altura de la superficie de arena sobre 

algiin nivel de referencia y W’ es una densidad local de energia potencial. Obsérvese que 

si se toman soluciones estacionarias, entonces las soluciones de equilibrio (independientes 

del uempo) de (41) corresponden a puntos criticos de 

Btu) = | (Giver + “W() de. 
RX 

Al igual que en este trabajo, ellos consideran W(u) como un potencial biestable. Obsérvese 

nuevamente que para garantizar que E(u) permanezca acotado, es necesario que u(x) 

esté muy proximo a los ceros de W y en consecuencia las transiciones que separan a 

estos dos valores aumentan la formacién de patrones. La intencién es presentar algunos 

experimentos numéricos que hagan validos los resultados presentados en los dos capitulos 

anteriores, basados en los métodos numéricos utilizados por los doctores Pablo Padilla, 

Clara Garza y Hector D. Ceniceros 

El programa utilizado fué propuesto originalmente por el Dr Héctor D. Ceniceros para 
resolver el problema con condiciones homogéneas de Dirichlet en la frontera para 

103
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du, (0du, 0 au 
a” dada * ay ay 

) + s(E)IV (x), 

(W una cibica), en un rectdngulo de lado 1; éste estd progaramado en Fortran y resuclve 

la ccuacién parabélica, utilizando Crank-Nicholson, Gradientes Conjugados y se grafica, 
usando Matlab. El programa fué modificado por la Doctora Clara Garza pava obtencr 
soluciones a la ecuacién de Euler del funcional (3.16). A continuacién sera presentada la 

modificacién realizada al programa original. 

program dirichlet 

homogeneous dirchlet problem for Ut ~eta*(Uxx + Uyy) + s(t)W@) 
Wis a cubic. The problem is solved in the unit square. 

Crank-Nicholson scheme 18 used and the linear system 

is solved with CG. 

written by Hector D. Ceniceros 

10/24/96. 
con modificaciones de Clara Garza jul 99. 

a
n
a
n
a
n
a
o
a
a
n
n
a
 

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (a~h,o~z), INTEGER(i-n) 

PARAMETER (NMAX=256, MMAX = NMAX#NMAX, CGTOL = 1.d-6) 

DOUBLE PRECISION u(MMAX) 

DOUBLE PRECISION u0(MMAX), ui (MMAX) 

DOUBLE PRECISION b(MMAX), wp(MMAX) 

open(unit=50,file=’u.in’) 
open(unit=60,file='u.out’) 

w= 1,d0 

aw = 1.40 

aw = 10.d0 

bw = 10.40 

bw = -1.d0 

eta = 0.01d0 

apb = aw + bw



atb = awtbw 

give numerical parameters 

write (*,*)?N,dt,Tf’ 

read(*,*)N,dt,Tf 

jsteps = int(T£/dt + 0.000001d0) 

nodes = N#v 

Ms N-i 

inodes = M*M 

h = 1 d0/N 

h2 = heh 

flambda = h2/(eta*dt) 

ci = flambda -4.d0 

c2 = 2.d0*h2/eta 

write(*,*)’M,inodes’ ,M,inodes 

write (+,*) 
get initaal data ud 

call initial (inodes,u0) 

anterior points 

do 1=1,é 

xi = dble(i)+h 
write (50,*) 

do j=i,M 
andex = i + (j-1)+# 

yj = dble(j)*h 
write (50,*)xi,yj,u0 (index) 

end do 

end do 

tt 
t 

one step of forward Euler 

fac = etatdt/h2 

dt2 = 2.d0*dt 

£0 = 0.d0 

call nonlinear (anodes ,w,t0,apb,atb,u0, wp) 

first row 

write(+,*)u0(M+1)’ ,uwO(M+1) 

u(1) = u0(1)+£ac#(-4.d0#u0(1)+u0 (2) +u0 (M44) )-dt2*up (1) 

do i=2,¢- 

105 

ui) = u0i)+face (ud (i-1)-4.d0«u0(2) +u0 (i441) +00 (24M) )-dt2+wp (i) 

end do
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u(M) =u0(M)+fac# (u0(M~1)-4.d0#u0 (M) +u0 (24M) )-dt2ewp (M) 

rows two to one before last one 

do i=M+1,inodes-M 

iflag = mod(i,M) 
iflag2 = mod(i-1,M) 
if(iflag .NE. 0 .AND. iflag2 .NE. 0) then 

u(i) = u0(i)+face (0 (i-1)-4 .d0#u0 (2) +u0 (141) +u0 (1-M) +0 (14M) ) 

~dt2*up (i) 
else if(iflag .EQ. 0) then 

uli) = u0Ci)+fac¥(u0(i~1)-4.d0*u0 (i) +u0(i-M) +u0 Gi+M)) 

~dt2#wp (i) 
else if(iflag2 .EQ. 0) then 

ui) = u0(i)+fack (ud (itd) -4,d0*«u0 (i) +00 (4-M) +u0 Ci +M) ) 

-dt2*wp (i) 
endif 

end do 

last row 

Lleft = inodes -M + 1 

ucileft)=u0 (ileft) +fac*(-4.d0#u0(ileft) +u0 (ileft+1)+u0(ileft-M)) 

~dt2*up(ileft) 
do i=ileft+1,inodas-1 

u(i) =u0(i)+fact(u0(i-1)-4.d0*n0 (i) +u0(i+1) +u0 Ci-M) )~dt2*wp(i) 

end do 

ir = inodes 

u(ir)=u0 (ir) +fact(u0 (ir-1)-4,d0*u0 (ir) +u0(ir-M) )~dt2*wp (ir) 

end of first time step 

At each time step we solve Au = b to update u 

do i=1,inodes 

ulG) = ui) 
end do 

do j=t,jsteps 

tO = dble(j-1)#dt 
call nonlinear (inodes,w,t0,apb,atb,ul,wp) 

call geth(M,inodes,ct,c2,u0,wp,b) | 

do i=1,inodes 

u(i) = 2.d0#u1(1)-u0(i) 

end do 

call cg(M, inodes ,flambda,b,u,CGTOL,1ter) 

do i=i,inodes
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u0(a) = uiGi) 
ulQ) = ur) 

end do 

write(*,*) time=’ ,dble(j)*dt,’ zteratiens=’,1ter 

end do 

write sln at t=jstep*dt ~ TF 

anterlor points 

do 11,4 

xi = dble(i)*h 

write(60,*) 

do 3=1,4 

andex = 2 + (j-1)#tt 

yj = dble(j)=h 

write (60,*)x1,yj,uCindex) 

end do 

end do 

STOP 

EXD 

FEBS IGE IGE SUES ISERIES OEIC TE IG I TAI TIE A A TI TATA 

SUBROUTINE getb(M,1nodes ,c1,c2,u,wp,b) 

YEAHH a OOD ORCS GE UIE ISERIES AE ICO TI A A AA AAA 

PURPOSE: 

Computes raght hand side of Ausb. 

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (a-h,o-z), INTEGER (i-n) 

DOUBLE PRECISION u(1),wp(i) ,b(1) 

bU) = cltu(i) + u(2) + uli+i)-c2*wp() 

do i=2,H-1 

bG) = u(a-1)tcteuQa) + uditt) + uGitM) -c2*wpG) 

end do 

bOD = udl-i)tcltu(M) + u(2=H) -c2*ap (MH) 

do 1=M+1,anodes-H 

rflag = mod(1,M) 

iflag2 = mod(i-i,Ms 

af(aflag .NE 0 ANE aflag2 .E 0) then 

bQ) = uda-DecteuG2) + uGei) + uG-)+ uGHD -c2*up (i) 

else if(iflag EQ. 0) then 

pa) = ula-i)tct<u’2) = uG-M)+ use) -c2#ep (a)
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else if(iflag2 .EQ, 0) then 

bi) = cleu(i) + uCitt) + uCi-M)+ u(atM) -c2#wp (i) 
endif 

end do 

ileft = inodes ~M + 1 

b(ileft) = ci#u(ileft) + u(ileft+1) + u(ileft-M) ~c2*wp(ileft) 
do ixileft+i,inodes-1 

ba) = uli-t)+cteudi) + udati) + u(i-M) -c2ewp(i) 
end do 

ir = inodes 

b(ir)= uCir-1)+cleuCir) + uCir-M) -c2#wp(ir) 
return 
END 

JO Ho aos: bona a SSH RESO IORK Ea SOK aC ERAS EIOR I Ina a AIR A IAEA 

SUBROUTINE nonlinear (inodes,w,t,apb,atb,u, wp) 

Jl do HSS SS ino a ido RIS a EG Ir IE AEE I oR E OSCE IIR RA RACK AIR 

PURPOSE: 

Compute Au for the elliptic part. 

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (a~h,o-z), INTEGER(1-n) 

DOUBLE PRECISION u(1), wp(1) 

pi2 = 8.d0*atan(1.d0) 
st = sin(pi2#t/w) 

do i=1,inodes 

wp(i) = st#(u(i}**3 ~-apbeufi)*u(i) + atbeuCi)) 
Creo que con + se hacen interfases y con - picos 

wp(i) = (uGi)*4#3 -apbtu(i)*u(i) + atbeu(i)) 
end do 

return 
END 

Je poicteipe amino eR ai ooo} i doo a i SIC a AOR ICSS SO IDES I OIA FOI AGAR A IIASA RRA AR 

SUBROUTINE initial (inodes,u) 

yo odo oiioiok ij aiciciokioioiooicio io ainicooi i i dao gO GSS IR COI IOI A GIGS I AR II Ha a 

PURPOSE: 

Give the initial condition 

Para probar cambio cond. ini. a 0. 

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (a~h,o-z), INTEGER(i-n) 

DOUBLE PRECISION u(1)
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do 2=1,1nodes/2 

u(i) = 1,240 

end do 

do 1=inodes/2+1,inodes 

u(i) = -1.2d0 

end do 

RETURY 

END 

JES EI IO a OI TOI ACO ICI CRO RAO ARI R AAR A AA HAA AE 

SUBROUTINE cg(M,inodes ,flambda,b,u, TOL, iter) 

FEE II RIAU RAR AAA CR ADICIC BO AOR ICRC ATOR FR HOOK IE AIR AA AA AAA 

Conjugate gradient routine 

implicit double precision (a-h,o-z), integer (i-n) 

double precision u(1),b(1) 

parameter (MMAX=256 , NN=MMAX*NMAX , JMAX=1000) 

double precision r(NM) ,p(NM) ,q(NM) , Ar (NM) 

initialize 

call matrix_vector (M, nodes ,flambda,u,q) 

do 1=1,inodes 

r(i) = b(i) - Gi) 

pa) = r(i) 

end do 

call matrix_vector (M, inodes,flambda,r,q) 

call inner(inodes,r,r,rsi) 

write(*,*)’rsi’,rsi 

call inner (.:nodes,p,q,pq) 

write (*,*)’pq’ pg 
af (pq .EQ. 0.d0)pause ’CG:trouble’ 

alpha = rsi/pq 
Begin main computation loop 

do 3=1,JMAX 
do i=1,inodes 

ua) = u(a) + alpha*p(i) 
r(i) = r(i) - alpha*q(i) 

end do 

call inner(inodes,p,p,p2) 

test = alphaxsqrt(p2) 

if (test .LT. 0.d0)pause ’CG:possible trouble’ 

if(test .LT. TOL)GOTO 60
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call inner(inodes,r,r,rs2) 

beta = rs2/rsi 

call matrix_vector(M, inodes,flambda,r, Ar) 

do i=1,inodes 

p(i) = r(i) + beta*p(i) 

q(i} = Ar(i) + beta*q(i) 
end do 

call inner(inodes,p,q,pq) 
alpha = rs2/pq 
rsi = rs2 

end do 

continue 

iter =j-1 
return 

END 

FEOF CGE EO CIGAR ISO ORO IG IGRI ROI KOR IRA AH 

subroutine inner(N,p,q,pq) 

AEE A OER O GEO RIERA RRR SOR I RIOR IG RIG I ROR SOR AAO 

implicit double precision (a~h,o-z), integer (i-n) 

double precision p(1),q(1) 

pq = 0.d0 

do i=1,N 

Pa = pq + plid¥q(i) 
end do 

return 

END 
FEROS SAGO RAGGA IDE OCF GBC HCIII IR ROR RACE I a 

SUBROUTINE matrix_vector(M, inodes ,flambda,u, Au) 

FECA Ea BSAA SIG I OB A IO IG GG Ad foi II ak ak i ok 

PURPOSE: 
Compute Au for the elliptic part. 

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (a~h,o-z), INTEGER(i-n) 
DOUBLE PRECISION u(i), Au(1) 

cL = flambda + 4.d0 

Au(1) = cl#u(1) - u(2) - ud+1) 

do i=2,M-1 
Au(i) = -u(in1)+cl*u(i) - uit) - uGit) 

end do
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Au(H) = -u(M-4i) + ci*u(M) - u(2*M) 

do i=M+1,inodes-M 

iflag = mod(i,M) 
iflag2 = mod(i-1,M) 

if(iflag .NE. 0 .AND. aflag2 .NE. 0) then 

Au(i) = -uCi-1) + ci#uGi) - uitt) ~ uG-in- uGtM) 
else if(iflag .EQ. 0) then 

Au(i) = -u(i-t) + ci#uGi) - uGi-M)~ uGit) 

else if(iflag2 .EQ. 0) then 
AuCi) = ci#ui) - uGtt) - wGi-M)- uGi+) 

endif 

end do 

rleft = inodes -M + 1 

Au(ileft) = cl*u(ileft) - u(ileft+1) - u(ileft-M) 

do i=ileftti,inodes-1 

AuQi) = -u(i-i) + ci#u(i) - u(iti) - uCi-M) 

end do 

ir = inodes 

Au(ir)= -u(ix-1) + ci#u(ir) - u(ar-M) 
RETURN 

END 

Cc GOI IO OK AG Ik Aca 2k ak i a ak i ak a 2 ak aa 

subroutine output (M,U) 
c FOS GO GG a OR ROO a A I AG AIR dk ar kk a A ak ak oi a ok ak ak a a 

implicit double precision (a-h,o-z), integer (i-n) 

double precision U(1) 
do j=i,M 

ji = j-2 
write(15,4000)j 

write (15,3000) (U(j1*M+i) ,i=1,M) 
write(15,#)’J;? 

end do 
3000 format (2x,e24.17) 

4000 format(’U(:,’,14, *) = [ ) 
return 

END 

Nuevamente, se estdn usando las condiciones de frontera de Dirichlet. Obsérvese que si 

en la ecuacién parabdlica (4.1) se toman soluciones estacionarias, entonces para cada € > 0 

se tiene que u = 0 es una solucién que resuelve la ecuacién eliptica —e?Au + W'(u) = 0;
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por lo tanto, debido a que el interés es aproximar la transicién al rededor de u = 0, 
no es tan importante si sc toman condiciones de Dirichlet o de Neuman en la frontera 
para tiempos pequefios, razén por la cual se utilizé este programa para tal modelacién 

(ademds por razones prdcticas fué mucho mas sencillo utilizar la codificacién presentada 

observando que cualitativamente no es tan importante cuales condiciones de frontera sean 
utilizadas). 

Si el Potencial W(x) tienc forma de “W”, el programa permite visualizar la formacién 
de patrones (figuras 31, 32 y 33), mientras que si W(u) tiene forma de “M” se observa la 
formacién de “picos” (figuras 29 y 30). 

  

Figura 28. Condiciones iniciales para el potenciai 
en forma de “W” y en forma de “M”. 

            

  

A 
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<4 

   

    

Figura 29, ‘Tiempo final 0.6 para el potencial ' 
en forma de “M”.
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Figura 30. Tiempo final 0.66 para el potencial en 
forma de “M". 

  

Figura 31. Tiempo final 0.6 para el potencial en 
forma de “W”.
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o 4 

Figura $2. Tiempo final 1 para el potoncial en 
forma de “W”, 

  

a 'o 

Figura 33. Tiempo final 2 para el potencial en 
forma de “W",



Apéndice A 

Espacios de Sobolev. 

A.1 Motivacion. 

Considérese el siguiente problema. Dada una funcidn f € C((e, d]) hallese u(x) tal que 

-w'tu=f Uh 
{ua uy=0 " (At) 

Una solucién cldsice del problema es una funcion de clase C® en {a,b] que cumple 

{A.1) en el sentido usual. Aunque (A.1) puede ser resuelto integrando directamente, la 

intencién es dustrar un método a partir de este ejemplo elemental. 

Multipliquese (A.1) por alguna funcién 6 € C1({a, b]) e intégrese por partes sobre el 

intervalo [a, 0}; entonces 

b b rT) 

[vede + / uo da = [ foax Yor C'([2.8), (a) = 4(b)=0. — (A2) 
a a 

Obsérvese que (.A.2) tiene sentido si u € C'({a,6}) (En (A.1) se supone u dos veces 

continuamente diferenciable); por lo tanto. si se resuelve la ecuacién integral (4.2), la 

pregunta natural serfa bajo que condiciones esta solucion resuelve (4.1). Por el momento, 

WAmese a una solucién a (A 2) simplemente una solucién débit. 

La intencién es introducir un enfoque variacional a la teorfa de ecuaciones en derivadas 

parciales que permita cumplir varios propésitos, Primero, es necesario precisar la nocién
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de solucién débil, para lo cual, los espacios de Sobolev seran la herramienta basica; en 

segundo lugar, es necesario saber bajo qué condiciones cs posible garantizar la existencia 
y unicidad de una solucién débil, para posteriormente, poder demostrar si ésta cs de clase 

C? (esto se garantiza a traves de un resultado de regularidad), Finalmente, se desearia 
recuperar la solucién elésica. Para responder a estos requerimientos, ¢s necesario estudiar 
la teorfa de los cspacios de Sobolev. co 

A.2  Definiciones previas y notacién. 

Antes de continuar, serén introducidas algunas definiconcs y la notacién que se usard a 

largo de este apéndice. 

A partir de ahora, © designard un abierto de IR", con la medida de Lebesgue. Para 

consultar los conceptos de funcién integrable, funcién medible y congunto de medida cero 
se recomienda ver po. ejemplo [16], [11], etc. Sea £7(Q) (0 simplemente L’), el conjunto 

de funciones integrables sobre con valores en IR. Sea 

If de.       a= {Ife 

Habitualmente, se identifican dos funciones de L* que coinciden en c.t.p. (casi todo 

punto), excepto en un conjunte de medida cero. Es necesario conocer algunos resultados 

cl4sicos de integracién. A continnacién serdn mencionados. Para consultar las demostra- 

ciones de éstos, véase [1], [11], [16], etc. 

Teorema 1.(De convergencia mondtona). Sea {f,} una sucosidn creciente de funcio- 
nes de L! tal que sup f fx < 00. Entonces f,(x) convoge a f(x) ¢.t.p. en ; ademas f € 2 

no 
y Ifa ~ Fllnx — 0. 

Teorema 2.(De la convergencia dominada de Lebesgue}. Sea {f,} una sucesién en 

L}. Supéngase que 

i). fae) —> f(z), etp. en Q; 

ii). Existe una funcién g € L1 tal que para cada 7, ||fn(x)|] < g(2) c.t.p. de Q. 

Entonces f € Ly || fa — fllu1 — 0. 

Lema 1.(De Fatou). Sea {f,} una secosién de funciones de TD tal que
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i). Para toda n, f(x) > Oc.t.p. en Q: 

ui). sup f fa < oc: 
an 

Para todo punto z € Q, escribase f(x) = jim, inf f(z). 

Entonces f € Lt y 

[favs Jimjint [ fade. 
R a 

Notacion. Sea C,(Q) el espacio de las funciones continuas en Q y con soporte com- 

pacto, es decir, C,(Q) = {f € C(Q): f(z) =OVe ENK KC Qcompacto}. 

Definicién 1. Sea p € Reon 1 < p < 09; definase 

LP(Q) = (f . > RB; f medible y |fP € L')}, 

y¥ escribase 

\fe 

If llze = i yer 

Puede probarse que Z? es un espacio vectorial y que |] {[z» asi definida es una norma (véase 

Wh. 

Definicién 2. Sea 

L*(Q) = {f 2 —+ ik; f medible, |f(z)j < Cc.t-p. en Q,C constante}; 

escribase 

I iluce = inf {C; |f(2)] < c.t.p. enQ} 

También puede probarse que || [jz es una norma y que si f € L®, entonces se cumple 

flay S Uftice etp en 2 (véase (1).
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Definicién 3. Un espacio de Banach es un espacio normade que cs completo en la 
métrica definida por su norma, es decir, toda sucesién de Cauchy es convergente. 

Otro resultado cldsico es que L? es un espacio de Banach para todo l < p< oo (véanse 
{U, [16], etc.). 

Definicién 4. Seca H un espacio vectorial. Un producto escalar (u,v) es una forma 
bilineal de H x H on iR, simétrica definida positiva (es decir, (u,v) > OVu & Hy (u,v) > 0 

si u # 0). 

Definicién 5. Un espacio de Hilbert es un espacio vectorial H dotado de un producto 
escalar (u,v) y que es completo para la norma (u, v)/?. . . 

A partir de ahora H designard un espacio de Hilbert. Un ejemplo clasico de estos 

espacios, es L? dotado del producto escalar : 

(u,v) = [ w2yw(e) dz. 
a 

Para cualquicr discusién futura sobre funciones de n variables, el mudt-indice seré una 
n-ada ordenada 

@ = (04,02, ..., ny); 

de enteros no negativos a,. A cada multi-indice a se le asocia un operador difcrencial 

a\"(ar\™ o\" af a 
DS= (5. (5..) ™ (4) > 

  

cuyo orden es 

la] = a1 +02 +... +n. 

Claramente, si |a| = 0, entonces D°f = f. D® representa cualquiera de las derivadas 

parciales 

Olla(z) : od 
Ox Oxf? ..Oxen” 

D*u(x)
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Por ejemplo. si a = 6 y se toma D'u(z,y,2z) = se entonces el ntimero de veces en 
° 6, 

que se deriva parcialmente es 6 y [6[ = 2+3+1; lo mismo pasa con Puls, y,z) = aa 

v 16; =2+2+42. A partir de ahora, lldmese a a simplemente multi-indice. 

El soporte de una funcién continua es el complemento del abierto mas grande en el que 

f (definida sobre IR”), se anula. Alternativamente, éste puede definirse como la cerradura 

del conjunto {2 : f(z) # 0}. Sin embargo, cuando se trabaja con funciones medibles, esta 

defimicidn ya no es tan adecuada. Por ejemplo, si se piensa en la funcion caracteristica 

f > {0,1] — (0,1) dada por 

sizes irracional; 

sizes racional; ro={¥ 

no existe ningun abierto en (0, 1] (con la topologia heradada por iR), en el que f se anule, 

por lo tanto el abierto mas grande en el que f = 0 es el conjunto vacio; en consecuencia, 

el soporte de f asf definida es (a, 8]. Por lo tanto, es necesaria una definicién més general. 

Definicién 6. Sea @ € R* un conjunto abierto y sea f una funcién definida en Q 

con valores en IR Considérese Ja familia de todos los abiertos {U,}.e7, ([ un conjunto de 

indices), U, C © tales que para cadaie I, f =Oc.t.p. (casi en todo punto) de U,. Si se 

define 

v=UU, 
1el 

entonces f =O ctp. de U. Definase el soporte de u como 

Suppf =2\U, 

Donde 2 \ LU’ designa la diferencia usual de conjuntos. 

La teminologia “c.t-p.”, se refiere a que f = 0 en todo el conjunto en cuestion, salvo 

en un subconjunto de éste con medida (de Lebesgue) cero. Retomando el ejemplo de la 

funcion caracteristica f y usando la definicién (1). se tiene que U es todo el intervalo 

(0. 1. por lo que Suppf = 0.
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A.3  Espacios de Sobolev. 

Los espacios de Sobolev permiten utilizar las ideas del andlisis funcional en cl estudio la 

teorfa de ecuaciones en derivadas parciales. Esto tliimo es de gran utilidad, debido a que 
através del andlisis es posible obtener mayor informacién del problema en cuestién. Antes 
de dar la definicién formal de éstos, primero es necesario entender algunos conceptos 
previos., 

A.3.1 Derivadas débiles. 

Notacidn. Sea Cp°(U) el espacio de las funciones ¢ : U —» IR infinitamente diferencia- 

bles, con soporte compacto en U. La funcidn ¢ seré Uamada funcién de prueba. 

Motivacién para la definicién de derivadas débiles. 

Témese una funcién u € C'(U). Entonces, si @ € C2°, de la integracén por partes se 
observa que 

| ¥., de = (up) — fvsgde = ~ f u.6d2, (= 1,2,..40); (A.3) 
ao loa U u 

obsérvese que no hay términos de frontera debido a que @ es de soporte compacto. Mas 
generalmente, si & es un entero positivo, y u € C#(U) y a = (a4,..4,) es un multi-indice 

de orden |a| = a1 +... +, = k, entonces, de la integracién por partes 

| ub ode = (—1)' | Dislug de. {A.4) 
u Uu 

Oe own 

OP ST" Bayon 
Esta ultima igualdad so cumple debido a que D*¢ = 

formula (A.5) |a]-veces. 
@ y puede aplicarse la 

Claramente, la férmula (A.6) es valida sdlo si u € C*(U); en consecnecia, surge na- 
turalmente la siguiente pregunta: jcémo pueden variarse las condiciones sobre u para 

que (A.6) siga cumpliendose atin si u no es & veces diferenciable?. Obsérvese que cl lado 

izquierdo de (A.6) tiene sentido sdlo si u es localmente integrable; pero para, el lado dere- 
cho, si u no es C*, la expresién “D*u” no tiene significado obvio. Esta dificultad puede 
ser resuelta si se pide la existencia de una funcién v localmente integrable para Ja cual la 

formula (A.6) es vélida, escribiendo vy = D®u. :
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Definicién 9. Sea L},, el espacio L’ de las funciones localmente integrables. Supéngase 

que u.v € Li, y que @ es un multi-indice. Se dice que v es la a-ésuma derivada parcial 

débil de u. se escribe 

D*u =v, 

con tal que 

/ uD%b de = (1)! / vd de, (A.5) 
u U 

para todas las funciones de prueba 6 € C2(U). 

En otras palabras, si se tiene una funcidn u y existe v que satisface la condicion (A.7} 

para toda @, v actiia como D%u lo hace en la expresién (A.6), entonces se dice que D*u = v 

en el sentido débil. 

Lema 2. Una a-éstma derivada parcial débil de u, si existe, es Unica excepto en un 

conjunto de medida cero. 

Demostracién. Sean v, w € Lij,, tales que 

[uDreds = (-1)F! [ vbde, 
U U 

[ uvred: = (-1)!! [ woae; 
U u 

para toda 6 € C2(U). Entonces 

[e —u)ddr=0, Vee CU); 
U 

y por lo tanto, debido al lema fundamental del célculo de variaciones v — w = 0. Queda 

demostrado el tema.
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a 

A continuacién seran dados algunos ejemplos que ilustran clarameute la definicién (9). 

Ejemplo 1. Sea n = 1, U = (0,2) y témese 

@={f sid<#<]; 

WV shi sa <d 

Sea 

v(x) = {4 sid<z<]; 

“lO sil<a<2;' 

La afirmacién es que wu’ = v en el sentido débil. Para probar esto tiltimo, témese 

¢@ € C&((0, 2)). Queda por demostrar que 

2 2 

ide = — . [o dx [odes 

Obsérvese que 

1 2 

udidx = fadidat | dda [oes] O
m
e
 

~ wa | = (#0), [ #490) 
1 

= ~ [ddr+9()- 90) 
Q 

= — faredr= oysas 
0 ‘ 1 

= ~ [vide 

Con lo que queda demostrada la afirmacién.
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Por otro lado, uno se preguntaria si una funcién u continua por pedazos, tene derivada 

en el “sentido débil” Para responder examinemos el siguiente ejemplo. 

Ejemplo 2. Sean n= 1, U = (0,2) y tomese 

y= {7 sid<a2<1; 

wz) = 1 si2<2<2; 

Se afirma ahora que w’ no existe en el “sentido débil”, es decir, no existe u € Li,,((0, 2)) 

tal que 

2 2 

| ug! dn = — f vdde Vee C%((0,2)). (A6) 
0 0 

Para demostrar la afirmacién, razénese por contradiccién. Supdéngase que existe alguna 

funcion v € L},,((0, 2)) tal que (A.8) se cumple para toda ¢. Entonces 

2 2 

— 4 pos ‘ [een [v0 dx 

0 

L 2 

[otdev2 [ods i 

1 

~ [ ede+ 6(0) - 260) 
0 

UI - | eer ot) 
oO 

Ahora escdjase una sucesion {¢,,}°°_, de funciones de prueba tal que 

O<2<1, 

{$e0) =1¢n(2) 90 Ve #1; 

Remplazando o por @m ¥ tomando m —-+ cc, se tiene 

2 1 

1 = lin bm = lim, [vdmaz— f inte =0; 
0 9
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lo cual es una contradicci6n. 

Otra pregunta que surge naturalmente cs la siguiente: dada wu € Lj,.(Z) con wu’ = 0 

en el “sentido débil”, jnecesariamente se tiene que u = constante en el intervalo [?; de 
hecho, la respuesta a ésta es un resultado conocido, que serd dado a continuacién como 
lema. 

Lema 38. Sea u € Dh.(/) tal que 

[uw dx=0, WeeCt(l). (A.7) 
f 

Entonces existe una constante k tal que u = k c.t.p. 

Demostracién. Témese # € C,(1) tal que 

/ pdx = —1 
i 

Se asegura que para toda funcién w € C,(I), existe d € LL,(1) tal que 

g=w- (/oe} p. 

1 

Para ver esto Ultimo, obsérvese que la funcién 

hew- ( fe i| b 
1 

es continua y con soporte compacto en J, debido a que las funciones w y # lo son. Por 

otro Jado 

[raz = [| ~ (fear) 9 de 
f f
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[ode- | (Joas) va 
i 

[ode (Josef vas) | lor * + [+ (Jves] dz 
i 

= [ose fude=o 

1 i 
t 

por lo que A tiene primitiva tnica con soporte compacto. 

Sustituyendo el valor de ¢! en la hipétesis (A.9) 

fo - (Joes) dz =0, Yu € C1); 

9 también 

° Ul [wae [wp (/ox} dx 
i i I 

[ wede— (fore foe] let {2 (/ ve} | 
£ 

/| - (eee) } ots Vu € CoD); 
i i 

ll 
i 

por lo tanto (lema fundamental del cdlculo de las variaciones), u— ( up as] =Oct.p,; 
7 

es dear u=C con C= (; up a). Queda demostrado el lema (3). 
i 

A.3.2 Definicién de espacios de Sobolev. 

Seal <p <ooy k unentero positivo. El préposito es definir ciertos espacios de funciones 

cuyos miembros tengan derivadas débiles de todos los ordenes pertenecientes a espacios 

cP,
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Antes de dar una definicién general de este tipo de espacios, es conveniente detenerse 
en el caso mas sencillo. 

Definicién 10. Ei espacio de Sobolev 

wr), 

se define por 

Wi = {. € I*(1); Av € L*(1) tal que [ud'ax es - f vbde Whe aw}. 
i f 

Si p = 2, normalmente se escribe 

MDH =wie). 

Obsérvese que si u € C'(I) M LP(1) y ademas wu’ € L?(I) (aqui w’ es la derivada usual), 
entonces u € W?(I). Ademés la derivada en el sentido débil de u coincide con la usual. 

El espacio W! esta dotado de la norma 

lletlwsn = [ellce + ella. 

El espacio de H' estd dotado del producto escalar 

(u,v)in = (u,v) ya + (ul, v') 223 

con norma asociada 

Ufesllars = (Ulell 2 + lhel2)"7?: 

esta Ultima, es equivalente a la norma en W1?, 

Ejemplos.
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(i) La funcién u(x) del eyemplo (1) pertenece a W'?((0,2)). 

(ii) La funcién u(x) del ejemplo (2) no pertenece a W+?((0, 2)). 

Un resultado importante es el siguiente 

Teorema 4. El espacio W?? es un espacio de Banach. 

La demostracién puede ser vista en [1]. Los espacios de Sobolev W*(I), pueden ser 

definidos por recurrencia 

w(t) = {ue WEP(D) ul € WED}. 

e igualmente escribir 

HAD SW), (k=1,-)5 

No es dific:l comprobar que u pertenece a W*?(J) si y solamente si existen k funciones 

Uy. ., Uy € LP(Z) tales que 

[Disa = ~ f vide VOECR(D, Ve Hla k 
f i 

Cuando u pertenece a W*?(Z), pueden tomarse u! = 4, u" = v2,..., u” = vy y simple- 

inente designarlas por Dw, Du,...,D*u respectivamente. 

No es dificil probar que las propiedades descritas para los W)(I) pueden ser exten- 

didas a W*?(J). La norma en el espacio W*?(T) esté dada por 

k 

flullwee = flullze + 2 Deallee: 
a= 

y el espacio H* estA dotado por el producto escalar 

(u,v) qe = (u,v)z2 + 52(D%, D*v). 
ot
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De manera similar a como se ha procedido hasta ahora, pucden ser definidos los 

espacios W1?(2). 

Definicién 11. Sean 1, v,....0n € L?(Q). Tales que 

[wih ae = [vdan, Wea 1 

a a 

El espacio de Sobolev W'?(Q) esté definido por 

Wh (Q) = (. e L?; [a dex = [nde Vo € 02 (2) Vi= ton} 

Andlogamente, se escribe 

WO) = wl. 

Puede probarse que si u € W+(Q), entoncees v; es unica y ge =%. 

El espacio W1?(Q) esta dotado con la norma 

[er = flint > |e 

  

  

    

we 

el espacio H*(Q) esta dotado del producto escalar 

du a 
(u,v) mn = (u,v wer (Se ze) 

2\ 2 

, 
iB 

y la norma asociada 

  

  

  
fie = (e+ | 

es equivalente a la norma de W}?
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Un resultado importante es el siguiente 

Teorema 5. El espacio W'? es un espacio de Banach para 1 < p < 00. 

Para ver la demostracién a este ultimo teorema, véase [1]. A continuacidn seré dada 

la definicién mds general de espacios de Sobolev. 

Definicién 12. El espacio de Sobolev 

wera), 

es el espacio consistente de todas las funciones u : 2 — IR tales que para cualquier 

multi-indice a con fo] < k, D%u existe en el sentido débil y pertenece a TPQ). 

Andlogamente, si p = 2, se escribe 

HQ) = WFQ), (k= 1,.)- 

De aqui en adelante, dos funciones en W*?(U) serdn identificadas si coniciden c.t.p. 

Definicién 13. La norma de la funcién u € W*?(Q) esta definida por 

1/p 

X J 1DruP ae] sid<pso, 
JJullwes(ny = laisk 2 

DX esssup|D=ul si p = 00; 
lekkk 

donde esssup es el supremo esencial sobre el conjunto Q con la siguiente significacién. 
gn 

Supongase que k, € IR® (2 € G conjunto de indices), es una cota superior para Q c.t.p., es 

decir, salvo en un subconjunto de 2 con medida cero. El supremo esencial se define como 

el infimo de tales cotas superiores. 

Definicién 14. Sean {um}%_, una sucesién en W#(2) y ue W*(Q). Se dice que 

{tm}2_1 converge a u en W*? y se escribe 

Um—u en Ww*?(Q),
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si 

vali, || — Ullrvenny = 0. 

Definicién 15. Dendtese por WE?(M) a la cerradura de C®(Q) en WHP(Q). Asi, 

u € We? (Q) si y sélo si existen funciones wt, 6 C2°(M) tales que 

tm —ru en WD), 

Notacién, Andlogamente, se acostumbra escribir H#(Q) = W9?(0). 

Obsérvese que wE(Q) debe ser interpretado como el conjunto que comprende a todas 

aquellas funciones u € W*"(Q) tales que 

“D%=0 en O2” Va talque fal <k-1. 

Sin = 1 y Q es un intervalo abierto en IR, entonces u € W1"(Q) si y sdlo si u es una 

funcién absolutamente continua cuya derivada ordinaria (que existe ¢.t.p), pertence a 

1°(Q); sin embargo, este hecho sdlo ocurre para n = 1. En general, una funcién puede 

pertenecer a algiin espacio de Sobolev sin ser continua ni acotada. 

Ejemplo 3. Témese 2 como la bola abierta unitaria en iR” (dendtese esta ultima por 

By(0)), y 

uz) =|2\"" EN, 

Para qué valores de a, n y p se tiene que u pertenece a W'?(Q)?; Para responder a esta 

pregunta, nétese que u es diferenciable para valores distintos de 0, con 

Ou aa, 
Yes = Be, = [gle 2 #0, 

en consecuencia
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Sea 0 € C@(Q)} y € > 0. Entonces 

ube, dx = — / tig, dE + | udN; dS, 
2-80) 2-B.(0} 2B e(0) 

Con N la normal interior a 0B,(0). Sia+1 <n, entonces |Du(z)| € 1}(Q); y en este 

caso 

< [Pilz [ et dS < Ce 4 0, 
8B,(0) 

  

| / udN, 4S 
Be (0) 

Por lo que 

[vdzae=- [unde Vee CP(Q) con a<n-l. 

a a 

Ademés, |Du(x)| = <b; € 17(Q) si y sdlo si (#+ jp <n. Asi 
jzleFt 

. . n 
uEeWrQ) siysdosi a< 7. 

En particular, si a > 0, entonces u ¢ W1?(Q) para cualquier p > n. 

Finalmente, hay que mencionar que las derivadas débiles cumplen con varias de las 

propiedades usuales. Notese que mientras que éstas son obvias para funciones diferencia- 

bles, para funciones pertenecientes a espacios de Sobolev s6lo puede utilizarse la definicion 

de derivadas débiles, por lo que para este caso no lo son. Para encontrar una demostracién 

cujdadosa de tales propiedades, ver por ejemplo [6}, {1], etc. Aqui sdlo serén mencionadas. 

Propiedades de las derivadas débiles. 

Sean u,v € W*?(Q) y jal # &. Entonces 

(i) Dew € W890) y D9(Deu) = D*(D%u) = De*8u, Wer, B multi-indices.
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(ii) VA, # EIR, Aut pv © WEP(O) y D&(Au + pv) = AD%u + wD, con af < k. 

(iii) Si V CQ, entonces ue W*P(V). 

(iv) si € € C&(Q), entonces Eu € WEP(Q) y 

D*(éu) = 52 ( 8 ) DED By, 
Aga 

(v) W*?(Q) es un espacio de Banach. 

A.4  Espacios Duales. 

A.4.1 Dual de L?. 

A continuacién serdn citados algunos resultados de gran importancia en cl estudio de los 

espacios de Sobolev. Las demostraciones a tales resultados pueden ser vistas en {1}, [16], 
etc. 

Recuérdese que una forma lineal es un mapeo lineal definido sobre un espacio vectorial 
E con vatores cn R. Normalmente, se define cl espacio dual topolégico E! (o también E*) de 
un espacio vectorial EZ, como aquel cuyos elementos son los funcionales lineales continuos 

de & en iR. La norma en E’ esta dada por 

[fle = sup [f(z)|= sup f(a). 
aek 2ek 

I|z|| <1 lel} <4 

Si f € E’ yx € EB, generalmente se escribe (f,2) en lugar de f(x), y se dice que (,) es el 
producto escalar en la dualidad EB’, E. 

Sea | < p < 00. Se designa por p’ al exponente conjugado de p, es decir, al ntimero 

tal que 5+ 5 = 1. 

Teorema 6. (Desigualdad de Hélder). Sean f ¢ Py g € L” con 1 <p < 0. 

Entonces fg € Li y 

[ tax S |ilzeliolize-
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La desigualdad de Hélder, junto con el Teorema de representacién de Reisz, son su- 

matuente importantes en el estudio de los espacios L?. Mediante ambos resultados es 

posible proporcionar fa dualidad de los espacios L?. El teorema de representacén de Reisz 

permite representar a toda forma lineal mediante una funcién de L”’. Por conveniencia, 

éste sera presentado en tres casos distintos; para l<p<o,p=ly parap= co. 

I, Caso l<p<x. 

Teorema 7. (De representacién de Riesz). Sean | <p < oy @ € (L*)'. Entonces 

existe un tinice u € 1?’ tal que 

(o,f)=fufde, veel? 

Vitis 

lluilce = Heller. 

La importancia de este tltimo estriba en que toda forma. lineal continua sobre FP con 

¢ » < 2 se representa mediante una funcion de L?. La aplicacién @ —> u es un 

uprrador lineal isométrico y sobie, que permite identificar el dual de L? con L*’. Por lo 

tanto, es posible hacer la identificacin (L?)' = 1”. 

If, Caso p=1. 

Teorema 8. Sea 6 € (L!)'. Entonces existe u € L© unica tal que 

(f= fufde, vee th 

Ademas 

Hula = IIdllary- 

Andlogamente, este Ultimo teorema indica que toda forma lineal continua sobre L! se 

representa mediante una funcién de L®. La aplicacion 6 —> u es isometria que permite 

identificar el dual de L' con L®. Por consiguiente, es posible identificar (L')’ = L®.
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III Caso p = 20. 

El teorema (7) afirma que L® = (L')’. En consecuencia, el dual de L° contiene a 
L', pero es estrictamente mayor que L'; pueden construirse ejemplos concretos en Jos que 

las formas lineales continuas ¢ sobre L® no son del tipo (@, f) = fufdx, Vf € L°, para 

u & ZL} (yéase [1], {16}, etc.). 

A.4.2 Dual de un espacio de Sobolev. 

Recuérdese que en la definicién (5), se mencioné el ejemplo clasico del espacio de Hilbert 

L? con el producto escalar (u,v) = f u(a)u(x)d2; esto sugiere 1a equivalencia del teorema 
a 

de representacién de Riesz para este tipo de espacios. 

Teorema 9. (De representiacién de Ries-Fréchet). Para cada ¢ € H’, existe una 

unica f € H tal que 

(é,0) = (fv) Woe H. 

Ademas, 

fl = l¢lla. 

Obsérvese que el teorema (8) afirma que toda forma lineal continua sobre H puede 

ser representada a través del producto escalar. La funcién ¢ —> f es un isomorfismo 

isométrico que identifica a 7 con H’; sin embargo, esta identificacién no siempre es 

posible. Pueden ser construidos ejemplos que comprucben esta iltima afirmacién (véanse 

[2]; {16}, ete). 

Para definir el espacio dual de los espacios de Sobolev, nuevamente, es conveniente 

comenzar con el caso 2 = I. Normalmente se denota por W7!’(I) al espacio dual de 

W}? (1 < p< 00) y por H~1(2) al dual de Hj. 

Seguin la ultima observacién, no es posible identificar H} con su dual. Por otro lado, 

el teorema (7) afirma que es posible identificar £? y su dual. Por lo tanto 

Acca.
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Ademas, si J es acotado se tiene 

wiec Pow, para 1<p<oo; (A.8) 

Pero si J no es acotado, solamente se tiene 

wiecP ow, para lo ps2. (A.9) 

El teorema de representacién para este caso, afirma que los elementos del espacio 

1-1?" pueden ser representados a través de funciones de L?’; tal resultado es 

Teorema 10. Sea F € W71”". Entonces existen fy, fi € L” tales que 

(Fyv) = [ fovar+ [ fw'ax, Vp € We”; 

ademas 

Fl] = max{llfollze HI flllze }- 

Si I es acotado, puede tomarse Fy = 0. 

Como nota adicional, el teorema (10) sigue siendo valido para formas lineales y con- 

tinuos sobre W/!, 

La generalizacién de los espacios duales para W1(Q) es totalmente andloga y se 

cumplen jas mismnas contenciones, exeptuando que {A.10) se cumple para 75 < <p<w 

y (A.11) para 28 <p < 2, con Q CR" El teorema de representacién para este caso es 

de la siguiente ‘Yorma 

Teorema 11. Sea F € W7!”". Entonces existen fo, fr € L?'(Q) tales que 

(Fv) = [ fovde +S f geen, vu © WER(Q). 
1=1 t 

Ademas
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ea, (Walla = LF. 

Si Q estA acotado, pucde tomarse fy = 0.
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