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Introduccié6n 

Procederemos a introducir el importante tema de la tensién en k-graficas y 
daremos un breve resumen de los pricipales resultados obtenidos en este trabajo. 

La tensién: origen y problemas 

La tension en k-graficas pretende generalizar de manera natural una de las 
bien conocidas caracterizaciones de la conexidad en graficas, a saber: una grdfica 
es conexa si y sdlo si, independientemente de cémo coloreemos sus vértices con 
dos colores, siempre aparece una arista bicoloreada. 

Asi pues, una k-grdfica (hipergrafica regular con aristas de tamaio k) es 
tensa si y sdlo si independientemente de cémo coloreemos sus vértices con k 
colores, siempre aparece una arista k-coloreada. 

La tension se estudia por primera vez en [9] (para k = 3) y fué redescubierta 
en [2]. En lo adelante sdlo nos ocuparemos del caso en que k = 3. 

Una 3-grdfica tensa es 3-arbol si al eliminar cualquiera de sus ternas, la 3- 
grafica resultante deja de ser tensa. Una vez més, se puede apreciar que los 
3-drboles son una extensién del concepto de arboles ya conocidos. Sin embargo, 
a diferencia de éstos, los 3-4rboles pueden tener diferente cantidad de ternas 
para un mismo ntmero de vértices. 

Este hecho conlleva a plantearse el estudio de los 3-4rboles con un minimo 
numero de ternas. De los resultados de [6] sabemos que el maximo ntimero de 
ternas en un 3-Arbol con n vértices es (*5'). 

No es diffcil comprobar que el minimo ntimero de ternas de tales 3-4rboles 
es mayor o igual que eo] . En [2] se demuestra que esta cota es exacta .
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para toda n = ee donde p es primo. En dicho caso se prueba que indepen- 

dientemente de cémo coloreemos con 3 colores los elementos de Z, \ {0} (el 

grupo multiplicativo del campo finito de los residuos médulo un ntimero primo 

p) existe una solucién de la ecuacién 2 + y = z con colores distintos. En [7] se 

da una caracterizacién completa de las ecuaciones del tipo az + by = cz que 

cumplen la propiedad enunciada, con a, b,c € Zp \ {0}. 

Breve resumen del trabajo desarrollado 

El objetivo principal de nuestro trabajo es probar que la cota inferior antes 

mencionada para el tamafio de un 3-4rbol minimo es exacta para todo n € N. 

Para ello ofrecemos explicitamente, 3-d4rboles con el tamano requerido. 

En el capitulo 1 se sientan las bases para la comprensién del texto. 

En el capitulo 2 proponemos dos métodos para construir 3-4rboles minimos 

que constituyen la aplicacién més sencilla de algunas de las ideas principales 

que se desarrollan a lo largo de este trabajo. 

Con el primer método (al que llamaremos método de duplicacién) se cons- 

truye una familia infinita de 3-drboles de orden n = 3- 2* k € N haciéndose 

patentes la sencillez y elegancia de los argumentos inductivos. La segunda cons- 

truccién constituye una aplicacién del método general que se desarrolla en el 

capitulo 6. Utilizamos la familia de 3-4rboles construidos con el primer método 

para construir 3-4rboles minimos de orden 3-2'41,k EN. Estos constituyen la 

primera familia infinita que se conoce para el caso en que el ntimero de vértices 

es congruente con 1 mod 6. 

En {9} Sterboul construye 3-4rboles minimos de orden n = 2mod3, de 

safortunadamente sus demostraciones no son claras y pasan por alto detalles 

importantes. En el capitulo 3 ofrecemos una prueba completa de este caso, 

usando la construccién bdsica y las ideas principales de [9]. 

Para continuar, es importante conocer que la traza de un vértice v en una 

3-gréfica G = (V, E) es la grafica Tro (v) = (V \ {v}, E’) donde {z,y} € E’ si 

y sdlo si {v, 2, y} € E. , 

Sucede que para un 3-4rbol de orden n = 0,2mod3 y con [2] ternas,
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todas las trazas son drboles. Sin = 1mod 3, una de las trazas contiene un ciclo 

y el resto son Arboles. 

Para el caso particular en que todas las trazas son cadenas, a la 3-grafica 

en cuestién la llamaremos 3-cadena. Estas poseen por s{ mismas gran interés, 

independientemente de cémo se comporten con respecto a la tensiédn: pueden 

interpretarse como inmersiones de graficas completas en superficies con frontera. 

Contando con esta interpretacién topolégica de las 3-cadenas, es natural que 

analicemos con detalle los trabajos de Ringel, White y otros (ver [8]), sobre 

el niimero cromdtico de una superficie cerrada. La solucién de este problema 

consiste esencialmente en encontrar el maximo n tal que la grdfica completa de 

n vértices puede ser dibujada en la superficie en cuestién. 

Cuando n = 0, 1 mod 3 es necesario construir una 3-grafica de orden n donde 

todas las trazas son ciclos (3-ciclo). En dicho caso, si extraemos un vértice 

y todas las ternas que lo contienen, obtenemos una 3-cadena de orden n — 1. 

Hasta el momento no sabemos cémo se comportan con respecto a la tensién 

estas 3-cadenas. 

En el capitulo 4 presentamos un método para construir 3-cadenas tensas de 

orden n (y por tanto, 3-d4rboles minimos), para n = 0 mod 3 y se caracterizan las 

superficies obtenidas de acuerdo a su orientabilidad y al nimero de componentes 

de su frontera. 

Ocurre que para n = 3,15 mod 18 la frontera es conexa, por lo que se puede 

obtener un 3-ciclo tenso (ver [3]) pegando un cono de tridngulos con centro en 
un nuevo vértice. Este hecho prueba una conjetura para el minimo ntimero de 

ternas en una 3-grdfica 2-tensa (ver [3]), para todo n = 4, 16 mod 18. 
El caso 3 mod 6 se soluciona a partir de sistemas de ternas de Steiner cons- 

trufdos con el método de Skolem (ver [1]). La construccién utilizada para el 
caso 0mod6 es una modificacién de la que usamos para el caso 3 mod 6. 

- En el capitulo 5 ofrecemos otra manera de resolver el caso 0 mod 6; esta vez 

inspirada en el método de duplicacidn desarrollado en el capitulo 2. Dicha 

construcci6n seré de gran importancia para la solucién del caso 1 mod6. Para 

darle claridad a la exposicién, se tratan por separado los casos Omod12 y 

6mod 12 aunque las ideas generales desarrolladas en ambos, son esencialmente.
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las mismas. Conviene destacar que en este caso, para simplificar la demostracién 

de la tension, hacemos uso de 3-graficas cociente (ver [2]). 
Finalmente, en el capitulo 6 tratamos el caso 1 mod 3. Recuerde que aqui 

todas las trazas son arboles excepto una, que tiene un ciclo. La idea general 

para solucionar el problema es la siguiente: tomamos un 3-arbol H de orden 

n = 0mod3 y un ciclo C sobre su conjunto de vértices. Luego, extraemos 4 

ternas disjuntas de H y pegamos un cono de ternas con centro en un nuevo 

vértice al ciclo C’,, de tal suerte que la traza de todo vértice en la nueva 3-grafica 

sea conexa. Esta 3-grdfica con n + 1 vértices serd nuestra candidata a 3-4rbol 

minimo. 
En el caso 4mod6 partimos de las 3-cadenas tensas de orden n = 3mod6 

construidas en el capitulo 4 y para resolver el caso 1mod6 utilizamos los 3- 
arboles con n = 0mod6 vértices, construidos en el capftulo 5.



Capitulo 1 

Preliminares 

En este capitulo introducimos las definiciones, notaciones y resultados bdsicos 
necesarios para la comprensién del trabajo que se desarrollard posteriormente. 

1.1 Definiciones y resultados bdsicos 

En esta seccién vamos a ver con detalle el concepto de tensién en 3-graficas y 
los primeros resultados obtenidos en esta linea de trabajo. En la exposicién nos 
apoyaremos fundamentalmente en [2]. 

Una 3-gré fica es una pareja ordenada de conjuntos G = (V, E). A los ele 
mentos de V los denominaremos vértices. Los elementos de E son subconjuntos 
de vértices de cardinalidad 3 a los que denominaremos ternas de G. Al cardinal 
de & le Namaremos tamario de G. 

Denotaremos por frontera de G a la grafica OG = (V, E), sus aristas son 
los pares de vértices de G que pertenecen exactamente a una de sus ternas. 

Entenderemos por una coleracién de una 3-grafica G = (V, E), una funcion 
sobreyectiva de V a un conjunto de cardinalidad 3. Sean e € E y f una 
coloracién de G, diremos que e es heterocromética bajo f si las imagenes por f 
de los vértices de e son distintas dos a dos. Diremos que f es heterocromética 
si alguna terna de G es heterocromatica bajo f. 

Se dice que una 3-grdfica es tensa si y slo si todas sus coloraciones son he- 
terocromaticas. Una 3-grdéfica tensa G = (V, E) es un 3-érbol si para cualquier 
terna e € E, la 3-grafica G\e = (V, EX {e}) no es tensa. 

6
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Es interesante observar que a diferencia de los arboles en graficas, que tienen 

el mismo tamafio para un niimero fijo de vértices, en los 3-4rboles esto no ocurre. 

Por ejemplo, las 3-graficas sobre 6 vértices con conjuntos de ternas: 

{1,2, 3}, {1,2, 4}, {1, 2,5}, {1,3, 4}, {1, 3,6}, 
{ {1,4,5}, {1, 4,6}, {2,3, 5}, {2, 3,6}, {2, 5,6} \ 

{2, 4,6}, {2,5, 6}, {2,3, 5}, {3, 4, 6} 

son 3-Arboles con 10 y 8 ternas respectivamente sobre el mismo conjunto de 
vértices. 

Sea G = (V, £) una 3-grafica y X un subconjunto no vacfo de V. Definimos 

la traza de X como la grafica Tr¢g(X) = (V \ X, Ex) donde 

{ {1, 2,3}, {1,3, 4}, {1,4,5}, {1,5, 6}, \ 

Ex = {{uj,u.} CV\X | dz € X, {u, 1,2} € BE} 

y el esqueleto de G es la grdfica 8(G) = (V, S) donde 

S = {{u,v} CV | ae € V, (v1, 1,2} € E} 

Lema 1.1 G = (V, E) es una 3-grafica tensa si y sdlo si para todo subconjunto 
no vacto X de V, Trg(X) es una gréfica coneza. 

Demostracion. ; 

(=) Supongamos que existe un conjunto no vacio X de V tal que Tr¢(X) no 
es conexa, entonces existe f : V \ X — {R,V} que no deja aristas bicromati- 
cas en Trg(X). Si coloreamos los vértices de X con el color A obtenemos una 
coloracién de G que no es heterocromatica, luego G no es tensa. 
(<=) Supongamos que G no es tensa y que nuestro caso no es trivial, i.e. 
|V| = n 2 3, entonces existe una coloracién f : V + {R,V,A} que no es 
heterocromatica. 

Sea X = f~1(A), entonces la restriccién de f a V \ X no puede dejar aristas 
bicromaticas en Trg¢(X), luego Tr¢(X) no es conexa.y
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Sea p: V — V’ una funcién sobreyectiva del conjunto de vértices V de la . 

3-grdfica G = (V, E) en el conjunto V’. La 3-grdfica G’ = (V’, E’) con 

EB = {{v}, vy, v3} | A{v1, v2, v3} € E, p(u) = U;, t= 1, wy 3} 

es llamada el cociente de G por p, y es denotada por G/p. 

Usualmente p es el mapeo natural entre un grupo abeliano Hy uno de sus 

subgrupos S C H y usaremos la notacién G/S para el cociente de G por p. 

Proposicién 1.1 Cocientes de 3-grdéficas tensas son tensos. 

Demostraci6n. Si f es una coloracién de H/p, entonces f op es una coloracién 

de H. Como H es tensa, existe una arista {v, v2, v3} heterocromatica bajo fop, 

luego {p(v1), e(v2), e(v3)} es heterocromatica bajo f.—_ 

Graham y Lovasz en [6] definen un 3-bosque como una 3-gréfica donde cual- 

quiera de sus ternas es heterocromatica bajo alguna coloracién que no deja 

heterocromatica a ninguna otra terna. Claramente una 3-grafica es un 3-drbol 

si y solo si es un 3-bosque tenso. En [6], Lovdsz demostré que el tamafio maximo 

de un 3-bosque con n vértices es ("5"). 
Como ya se observ6 en el capitulo anterior, nuestro objetivo es el estudio del 

tamafio minimo (@,) de un 3-4rbol de n vértices. 

Corolario 1.1 ®, < ®,4;. 

Demostracion. Resulta inmediato de tomar un 3-drbol minimal con n + 1 

vértices, identificar dos vértices y aplicar la proposicién 1.1, 

Proposicién 1.2 6, > [| . 

Demostracién. Sea G = (V,E) un 3-4rbol minimal sobre el conjunto de 

vértices V, donde |V| = n. Para v € V denotaremos por Wal(v) el nimero de 

aristas en T’r(v). Por el lema 1.1, para cualquier vu & V, la traza Tr(v) es conexa.
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Luego, Gal(v) > n-2y 

3|E| = S > Gal(v) > n(n — 2) 

|E| > n(n—2 

n(n—2 ®, > [2] 

os ~2 -1 Proposicién 1.3 [22] <O, < ("°). 

Demostracién. Consecuencia directa de la proposicion anterior y la cota su- 

perior dada por Lovadsz para 3-drboles con n vértices.g 

La siguiente proposicién brinda una vaga idea de lo complicado que puede 

ser construir 3-4rboles minimos aunque corrobora una vez mas el hecho de que 

no se pueden construir 3-drboles con la simpleza que construimos los Arboles 

usuales. 

Proposicién 1.4 Sea H un 3-érbol de ordenn > 4 y tamario [e] entonces 

no es posible construir un 3-dérbol G de ordenn+1 y tamano | fetter) ) de 

tal manera que H CG. 

Demostracion. Sea H = (V, E) un 3-drbol de orden n > 4 y tamario [22 ae | . 

Si G = (V’, E’) es un 3-4rbol de orden n + 1 que contiene a H entonces por el 
lema 1.1, la traza del vértice extra en G tiene que ser conexa. Luego 

E'> [2e] +n-1> [ened a) 
3 3 

y por tanto, G no tiene el tamafio requerido.g 

Teorema 1.1 ©, = [| . 

Este teorema constituye el objetivo central de nuestro trabajo. Hasta ahora se 
habfa demostrado para algunos valores de n en [2], [4] y [9]. En los capitulos que’
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siguen demostraremos su veracidad ofreciendo de manera explicita, 3-drboles 
con el tamafio requerido para todo n € N. 

Diremos que una 3-grdéfica de orden n es localmente drbol para el caso n = 
0,2mod3 si la traza de cualquiera de sus vértices es un Arbol y para el caso 
n = 1mod 8, si una de las trazas contiene a un ciclo y el resto son arboles. 

De acuerdo al lema 1.1 y un argumento de conteo simple, el teorema 1.1 
establece la existencia, para todo n € N , de 3-grdficas tensas de orden n que 
son localmente drboles. Es por esto que dirigimos nuestros esfuerzos en la 
construccién de 3-graficas localmente drboles que van a ser, segtin el comentario 
anterior, las candidatas a 3-4rboles minimos. 

Por otra parte, los vértices de las 3-grdficas que vamos a construir poste- 
tiormente coinciden con los elementos de cierto grupo (V,+). Sea G = (V, E) 
cualquiera de estas 3-graficas, pasemos a definir las operaciones mds importan- 
tes que la involucran. Estas operaciones son muy naturales y no requieren de 
comentarios. 

e Sean z,y € V, entonces r+ y € V. 

e Seanz € Vy {y, z, w} € E, entonces {y, z,w}tze={y+a,z+2,wt+r}eE 
OR, 

e Sean SCV y FC E, entonces F+S={f+s|feFse€S}CE. 

Cuando los vértices son los elementos del grupo ciclico Z, utilizaremos con 
frecuencia el producto de un elemento de Z por una terna en /, que se define - 
como sigue. 

e Seant € Zy {x,y,z} € E, entonces t{z,y,z} = {ta, ty, tz}. 

e Seant¢ Zy FC E, entonces tF = {tf | f € Fh. 

Como se vera posteriormente, la mayoria de las construcciones propuestas 
son de la forma G = (Z,, F + Z,) y en ese caso es conveniente que consideremos 
a Z, como los primeros n naturales (incluyendo al cero) dotados de la suma 
modulo n. Esto nos permitiré utilizar a Z, indistintamente como grupo y ”
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como subconjunto de los naturales. Con el comentario anterior, la siguiente afirmacién no debe ser motivo de confusién: 

e Sin < m entonces Zn © Zm.- 

Los siguientes resultados sobre las simetrias de este tipo de 3-gréficas son 
obvios y se dan sin demostracion. 

Proposicién 1.5 $i G = (Zn, F + Zn) entonces para todo x € Z,y la funcion 9: Z,—Z,, definida como g (y) =y+z es un automorfismo de G. 

Corolario 1.2 $i G = (Zn, F + Zn) entonces las trazas de los vértices de G son isomorfas entre st. 

Un argumento sencillo para determinar el color de un vértice que es usado con frecuencia es el siguiente. Supongamos que f : Ve > {R, V, A} es una 
coloracién no heterocroméatica de G; tenemos dos ternas ey = {r1,%, zhyeg= {Z2, y2,z} de la 3-grafica G que tienen al vértice z en comin y se conocen los colores de x1, y1, 29 Y ye. Supongamos, ademds que f (xi) # flys) conie {1,2} y que {R,V, A} = {f (zi), f(y:)| 4 € {1,2}}. Bajo estas condiciones se puede deducir el color de z. Utilizaremos la Siguiente notacién para expresar este hecho, por ejemplo, si 

f(t) = R, fl) =V, (a2) =Vy fly) =A 
entonces f(z) = V y escribiremos: 

€1 = {21,41, 2}, €2 = {22,y2,z} EG _ 
{eon flu) =V. fle) V. fy <a pI EV



Capitulo 2 

Dos familias de 3-drboles minimos 

En este capitulo mostramos dos métodos para construir 3-drboles minimos. Con 

el primero se construye una familia infinita de 3-4rboles de orden n = 3-2*,k EN 

y se hacen patentes la sencillez y elegancia de los argumentos inductivos. La 

segunda construccién constituye una aplicacién del método general desarrollado 

en el capitulo 6. Usamos la familia de 3-drboles construidos con el primer 

método para construir 3-4rboles minimos de orden 3-2*+1,k € N. Estos 

constituyen la primera familia infinita que se conoce para el caso en que el 

numero de vértices es congruente con 1 mod 6. , 

2.1 Duplicando 3-drboles 

Sea H = (Z,,F +Z,) una 3-graéfica tal que n = Omod3. Denotemos por 

Aon = {5, 11, ...,2n — 1} C Zon. Para a € Aon consideremos las ternas 

a = {0,2,a} 

Definiremos la duplicacién de H como la 3-grafica 

H+ H = (Zon, (2F U {aa | a € Aon}) + Zon) 

Diremos que x € Z, es par six € (2) C Z, e impar en otro caso. Al conjunto de 

elementos pares lo denotaremos por P,, y al de los impares por I,. Claramente 

P,QNL=@y Z, =P, Ul. 

12
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El siguiente resultado sobre la estructura de H + H justifica porqué esta es 

la duplicacién de H. 

Lema 2.1 Sean Hy = (Pon, 2F + Pon) y He = (Ion, 2F + Ion). Entonces 

i) Hy, Hp CH +H. 
it) Ny nN Hy = 0. 

iti) Hy % HY Ho. 

Demostracién. Las afirmaciones i) e ii) son evidentes. Veamos que H; = H. 

Sea 91 : Zn — Po» definida como: g (x) = 22, para todo x € Zn, claramente g es 

biyectiva. Sea e € F+Z,, entonces existe f € F y w € Z, tales quee = f+w. 

Luego, g(e) =g(f+w) =2(f +w) = 2f + 2w. 

Como 2f € 2F y 2w € Pa, entonces g (e) € 2F + Po, como se queria. 

Andlogamente se puede probar que la funcién go : Z, — Ig, definida como: 

g(z) = 22+ 1, para todo x € Z, es un isomorfismo entre H y Ho.g 

Basicamente, para construir a la 3-grdfica H +H hemos “pegado” dos copias 

disjuntas isomorfas a H (Ay y Hz) usando las ternas {a | @ € Aon} + Zon. El 

lector interesado puede comprobar los puntos de contacto entre la construccién 

de H + H y el método de acoplamiento propuesto en [3]. 

Teorema 2.1 Si H es tensa entonces H + H es tensa. 

Demostraci6n.(Al absurdo) 

Supongamos que f : Zz, — {R,V, A} es una coloracién no heterocromatica de 

H+ H, entonces por el lema 2.1, f (Pen) #{R,V, A} y f (lon) 4 {R,V, A}. 

Caso 1. f (Pa) = R => f (Ion) = {V, A}. Por la proposicién 1.5 podemos su- 
poner que f (1) = V y f (3) = A. Luego, a_1+1 = {1,3, 0} es heterocromatica. 
(Contradiccién). 
Caso 2. f (Pan) = {R,V}. Por la proposicién 1.5, sin pérdida de generalidad 
f(0)=Ry f (2) =V y para no estar en el caso 1, f (Ion) = {R, A}. 
Para a € Ao, se tiene que 

a= {0,2,0}€H+H 7 

f(0) =R, f(2) =V, f(lon) = {R, A} 5 A) =R
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es decir, f(Ao,) = R. 

Por otra parte, Aon — 2 = ~Agn + 2 entonces para todo a € A», existe a’ € Aon 

tal que a — 2 = —a’ + 2 luego 

Qg ~ a! = {—a',-a' + 2,0} = {a-4,a-2,0}=6,¢H+H 

entonces, para todo a € Agy, si consideramos las ternas 

B,t2={a-2,a,2}€H+H \ 
@ =>f(a-2)=R 

{ f(2) =V, f(a) = R, f (lan) = {R, A} ila?) 
se tiene que f(Ag, — 2) = R. 

Como (Agr — 2, Aon, Aan + 2) es una particién de Ip, y f (on) = {R, A}, existe 

a’ € Ag, tal que f(a’ + 2) = A. De aqui que 

Oy +2= {2,40 +2} 6 H+H \ 
>. > f4=V {40 nV fa #2) oA faye tavy p> Fo 

y la terna 6, +4 = {a’,a’ + 2,4} es heterocromatica. (Contradiccién)._ 

Proposicién 2.1 Si H es una 3-gréfica localmente érbol entonces H+ H tam- 
bién lo es. 

Demostracién. Un argumento de conteo simple nos muestra que el tamatio 
de H+ 4H es igual a 

2|F + Zn + {aq |a€ An} + Zon| = BG) 4 2m? — In@nm2) 
cantidad que coincide con el tamafio de una 3-grafica localmente drbol de 2n 
vértices. Ademéas, por el teorema 2.1 H + H es tensa luego aplicando el lema 
1.1 y considerando que 2n = 0mod3 se tiene que la traza de todo vértice en 
H+ A es un arbol., 

Como veremos enseguida, teniendo en cuenta los resultados anteriores, es 
muy facil construir una familia infinita de 3-A4rboles minimos. 

Para k € N, consideremos la familia de 3-grdficas H;, definida como 

Hy = {Z3, {0, 1, 2}) 

Ay = Hy + Ager 

para k > 1.
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Corolario 2.1 Pura todo k € N, Hy es un 3-érbol minimo. 

Demostracién. Probaremos por induccién sobre k que Hy es tensa y local- 

mente arbol . Para k = 0 el resultado es evidente. Supongamos que para todo 

k <t se tiene que Hj, es tensa y localmente d4rbol entonces por el teorema 2.1 

y la proposicién 2.1, para k = t+ 1 se tiene que H;,, = H; + H; es tensa y 

localmente drbol, como se queria.g 

En la figura 2.1 se puede apreciar la traza de 0 en Ho, Hy y Ao. 

    

Figura 2.1 La traza de 0 en Ho, Hi, He y Hy 

2.2 El caso 3-2*4+1 

Aqui le daremos una “probadita” al método general desarrollado en el capitulo 

6 para resolver el caso 1 mod 3. Pasemos inmediatamente a enunciar el resultado 
principal de esta subseccidén. 

Teorema 2.2 Para todo n € N tal quen = 3-2", k EN, ezisten $-drboles de 

tamano [= 1] .  



CAPITULO 2. DOS FAMILIAS DE 3-ARBOLES MINIMOS 16 

Este teorema es importante ya que para su demostracién se construye la 

primera familia de 3-arboles mfnimos que se conoce para el caso en que el 

ntimero de vértices es congruente con 1 mod 6. 

Sean n = 3-2*,k EN y Hy = (Zn, Ex) el 3-drbol minimo de orden n construfdo 

en la seccion anterior. No es diffcil comprobar que T = {{0, Qe okt} + Zn} es 

un conjunto de 7 ternas disjuntas en H;,. Consideremos las 3-graficas: 

Hy, = (Zn, Ex \ T) 

Hy = HyU (Zn U {«}, {{, 0,1} + Zn}) 
donde por definicién, * + z = * para todo xz € Z,. 

‘Como se puede apreciar, el conjunto de ternas {*,0,1} + Z, describe el cono 

con centro en el vértice * que se ha pegado al ciclo (Z,, {{z,z +1} |x € Z,}). 

Proposicién 2.2 Para todo x € Zn, los vértices c—1 yx+1 estén en distintas 

componentes conezas de la traza de x en Hy. 

Demostracion. Por la proposicién 1.5 y el corolario 1.2 sdlo consideraremos 

el caso en que x = 0. La prueba se sigue por induccién sobre k. Para k = 0 

el resultado es evidente; supongamos que para k < ¢ se tiene que los vértices 

—1ly 1 estan en distintas componentes conexas de la traza de 0 en Hj entonces 

para & =¢t+1, por el lema 2.1.iii), aplicando la hipdtesis de induccidn, se tiene 

que los vértices —2 y 2 estan en distintas componentes conexas de la traza de 

0 restringida a los vértices pares de H},,. Por otra parte, si consideramos las 

ternas en Hj,,: 

a1, = {0, 2, -1} 

a5—-2 = {-2, 0, 3} 

aj+1 = {1,3,0} 

y el hecho de que —1 y 1 son vértices de grado 1 en Try:,,(v), obtenemos el 
resultado deseado.m 

Luego, como Hy, es localmente darbol, de la proposicién anterior y del hecho 

de que la traza del vértice * es un ciclo se deduce que: ,
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Proposicién 2.3 Para todo n = 3-2*,k EN, Hy es una 3-gréfica localmente 
arbol de ordenn +1. 

Para probar el teorema 2.2 va a resultar esencial analizar las coloraciones no 

heterocromaticas de H;. 

Lema 2.2 Sea f una coloracién no heterocromdtica de H;,, entonces existe una 

sucesion de 4 elementos consecutivos L C Z, tal que para cualquier par de 

colores distintos {c1,co} existen z,x +1 € L tales que {f (xz), f(z+1)} = 
{c1, C2}. 

Demostracién. (Por induccién sobre k). 

Para k = 0 el resultado es evidente, observe que este es el uinico caso donde 

la sucesién L = Zs consta de j3 elementos!. Supongamos que para k < ¢ el lema 

es cierto. 

Sean n = 3-2't! y f una coloracion no heterocromatica de H;,,. Por el corolario 
2.1, se tiene que H;+1 es tensa luego, existe x € Z, tal que {0,2°*), 2°?) +. 2 

es heterocromatica. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que « = 0 y 

por tanto f (P,,) = {R, V, A}. 

Por otra parte, Hj,, = Hj+H{ luego, por el lema 2.1 y la hipotesis de induccién, 

existen 4 elementos consecutivos en P,, que cumplen con la tesis del lema. No 

se pierde generalidad al suponer que 

f (0) =f (6) =A, f(2)=Vy f(4)=A 

Como as = {0, 2,5} € Hi,, se tiene que f (5) # A. Analicemos las coloraciones 
posibles del vértice 5. 

Caso 1. f (5)=R. - 

a-1+3= {3,5,2},0.1+4 = {4,6,3} © Hi, _ 

{ f(2) =V, f(4) =A, f(5) = f(6)=R ‘\ssa=r 

a1 +5= {5,7,4},a5+2 = {2,4,7} € Hy, _ 

{ f2)=V, f(A) =A, fH) HR ‘Ls sin=a
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1 +2 = {2,41}, {0,4,-2} +3 = {3,7,1. eH, _ 
(MOE R IM oI LA  }SIM=A 

Luego, la sucesién L = {0,1,2,3} cumple la propiedad requerida. 

Caso 2. f (5) =V. 
Si f (3) = R entonces la sucesi6n L = {2, 3, 4,5} cumple la propiedad requerida. 
Si consideramos que {0,2,—1} + 4 = {4,6, 3} € Hj,, entonces f (3) = A. 

{ a> +2= {2,4,1},a5+1 = {1,3,6} € Hi, 

f(2) =V, f(3) = f(4) =A, f(6) =R 

a_; = {0,2,-1}, {0,4,-2} +1 = {1,5,-1} € H! a 

{ "40 = Rf) =A, f2) —V, fl) =V hs 1 l)=V 

Luego, la sucesién L = {—1,0,1,2} cumple la propiedad requerida.q 

\say=a 

__Demostracién del teorema 2.2. Es suficiente probar que para todo k € N, 

Hy es un 3-arbol minimo. Por la proposiciOn 2.3, H, es localmente drbol. 

Sea f una coloracién de Hy. Como Hy C Hy, si f es heterocromdatica en Hj, ya 
acabamos. En caso contrario, por el lema 2.2 se tiene que independientemente 

de como se coloree al vértice *, existe un vértice x en Hy, tal que la terna 
{x, xz, +1} es heterocromatica.g



Capitulo 3 

El caso 2mod3 

En [9] Sterboul construye 3-4rboles minimos para n = 2 mod 3, desafortunada- 
mente sus demostraciones no son claras y pasan por alto detalles importantes. 
Nuestro propésito es dar una prueba completa de este caso, usando la construc- 
cién basica y las ideas principales de [9]. 

3.1 La construccién 

Como se vid en el capitulo 2, para probar el teorema 1.1 es suficiente construir 
un 3-drbol de n vértices con [2e2] ternas. En esta secci6n nos ocuparemos 
del caso en que n = 2mod3, conn > 8. Paran = 5 se puede considerar la 
construccién de £3; propuesta en [2]. 

Sea n = 3t +2, t > 2. Consideremos el grupo ciclico Z, = {0,1,...,n— 1}, 
sus elementos serdn los vértices de las 3-gréficas. La operacién interna de Zn; 
la suma médulo n, la denotaremos como es usual, por +. 

Un elemento importante de Z, en la construccién es l= [ Hi, donde las 
operaciones involucradas en su definicién se realizan en Q. 

Denotemos por 

B, = {—4,4, -7,7,...,— (31+ 1),31+1} CZ, 

No es dificil comprobar la validez de las siguientes propiedades de B,: 

e Para n impar [B,| = 21. 

19
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e Para n par — (31 +1) = 31+1 y |B,| = 2! -1. 

ereB,\{4}>2-36€B,. 

ecéB,\{-4}>27+36B,. 

e {{-2,—1,0,1,2},B, — 1,B,, B, +1} es una particion de Z,. 

Para x € Bn, consideremos las ternas siguientes: 

a = {0,1,2} 

By = {0,1,2} 

Estas ternas van a generar al conjunto de ternas en la 3-grafica i.e. cualquier 

terna es de la formaa+yo,+y donde y € Z,. Formalmente, denotaremos 

Gr, = (Zn, (a U {6.| LE Bn}) + Zn) . 

Nuestro proposito es demostrar que G, es un 3-drbol con nin=?) ternas. 

Veamos ahora cémo es la traza del vértice 0. Esta esta definida por todas 

las ternas que contienen a 0. Estas ternas son: a,a —1, a—-2, G,,8,—-l,y 

G,—x con z € B,. Luego, la traza del cero es el arbol representado en la Figura 

3.1. 

   31. 3141 31+2 

Figura 3.1 La traza del vértice 0 

Sea y € Z, y consideremos la funcién gy : Z, —» Zp, definida como g, (rz) = 
x+y para cualquier vértice z de G,. Claramente g, es un automorfismo de Gy,
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y por tanto la traza del vértice y es una gréfica isomorfa a la traza de 0. Mas 
atin, la traza de todo vértice en G, es isomorfa al mismo 4rbol. Mediante un 
argumento de conteo simple se puede comprobar que G,, tiene nn?) ternas. De 
aquf que G,, tiene el ntimero requerido de ternas y para demostrar el teorema 
1.1 para el caso que nos ocupa, sdélo nos resta probar que G,, es tensa. 

Teorema 3.1 G,, es tensa. 

Demostraci6n. Sea f : Z, > {R,V, A} una coloracién rojo-verde-azul de Z, 
donde ninguna terna en G,, es heterocromética. Como la traza de todo vértice 
es conexa, cada color tiene al menos dos vértices en su preimagen por f. 
En la demostracion consideramos dos casos, el primero cuando f(A f(-N= 
Ff (1) y el segundo cuando esto no es cierto. 
En el primer caso podemos suponer que f (0) = Ry f (1) =f (—1) = V. Como 
la coloracidn es popia, existe un vértice zx tal que f(z) = A. Al observar la traza 
de 0 en la figura 3.1 y con la hipotesis de que f no es heterocromatica se tiene 
que x € B, +1. Ademds podemos suponer que x # —3 ya que por lo menos hay 
dos vértices de color azul. Observe que en ese caso {z—1, —(x-1),2+2} C By. 
Luego 

{ Bur = {0,1,2— 1}, B_@ay+2- l= {0, 2,2 —- 1} € Gn 

f(0)=R, f)=V, f(z)=A \sie-y=r 

y 

6,42 -1= {-1,0,2 + 1}, 

at+(x-1)={z-1,z,r+1} €G, => f(e+1=R. 
f(-1) =V, f0)=R, f(e-1)=R, f(z)=A 

Por lo que la terna B_(z-1) + 2 = {1, 2,2 +1} es -heterocromatica. Esto es una 
contradiccién que nos muestra que el primer caso no puede ser posible. 
Consideremos ahora el segundo caso. Si existe x € Z, tal que f (x) # f (x - 1) 
f (% +1) entonces la coloracién g definida como g(z) = f (z— 2) para z € Z, 
es también no heterocromatica donde g(0) # g(—1) = g(1) y aplicamos el 
primer caso, llegando a una contradiccién. Luego, si f (x) # f (x — 1) entonces ° 

Hl
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f(e-1) 4 f (x«+1). Ademds, como a+2-1= {x-1,2,0+1}€ G,, no es 
heterocromatica se tiene que f (x) = f (x + 1). 
Estos hechos se pueden resumir en la siguiente propiedad: 

f@)A Fe -1) = (F@-NYNAF(e+l) and f(x)=f(@+)) (*) 
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que f (0) = Ry f (1) =V y por 
la propiedad (*) se tiene que f (2)=V y f(-1)=R. 

Lema 3.1 Para todo x € B, — 1, si f(z) = A entonces f(r +1) = Ry 
f(@-D=A. 

Demostracién. Sea x € B,, —1 y supongamos que f (x) = A entonces se tiene 

{ Bray = {01,241}, Bp +2 ={-lz,cr+l EG, 
F(-I=R, fO)V=R, fIIV=V, fe) =A 

por (*) f(x —1) # R, luego 

atze-l={c-l1,z,r+1 eG, “ay 

f(e) =A, fle+1)=R \ 5G =A 

\ssern=r 

con lo que termina la demostracién.g 

Lema 3.2 Para todo x € B, + 1, si f(z) = A entonces f(x —1) = Ry 
f@+=A 

Demostracion. Sea x € B, +1 y supongamos que f (x) = A entonces se tiene 

{om = {0,1,2-1},6_@)+2-1= {0,2,2-1} E€Ga 

f(0) =R, fl) =V, f(x) =A 

por (* ) f(a+1) # R, luego 

pore epee ty EG, 

bs Ha-yer 

f@-1=R, f(@)=A 

con lo que termina la demostracion.g 

\orern=s
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Sea x un vértice azul. Si s = —2 entonces la terna 3, — 2 = {—2,—1,2} es 
heterocromatica, lo cual es imposible. Si vemos la traza de 0 en la figura 3.1 

notamos que x € {B, — 1,B, +1}. 

Si z = —3 entonces por el lema 3.2 el vértice —2 es de color azul y siz = 3 

entonces por el lema 3.1 el vértice 2 es de color azul, lo cual contradice que el 

vértice 2 sea verde y que f sea no heterocromatica. 
Por tanto, por los lemas 3.1 y 3.2 podemos suponer que z € B, +1 y 

‘t+1¢€B,—1son vértices azules. Por otra parte, 2 es verde, x +1 es azul y por 
el lema 3.1, 2 + 2 es rojo. Luego, la terna G_(,1) + (e+ 1) = {2,4+1,2+ 2} 
es heterocromatica. Finalizando asi la demostracién del teorema.g



Capitulo 4 

3-cadenas tensas 

Las 3-cadenas son 3-graficas que por si mismas tienen gran interés, independien- 

temente de c6mo se comporten con respecto a la tensidn: pueden interpretarse 

como inmersiones de gradficas completas en superficies con frontera. 

En este capitulo presentamos un método para construir 3-cadenas tensas de 

orden n (y por tanto, 3-drboles minimos), para n = 0 mod 3 y se caracterizan las 

superficies obtenidas de acuerdo a su orientabilidad y al nimero de componentes 
de su frontera. 

4.1 El caso 3 mod 6 

Consideremos el grupo abeliano Z3 © Z;, sus elementos serdn los vértices de 
nuestras 3-grdficas y escribiremos az para denotar al vértice (a, x). Sdlo consi- 
deraremos el caso en que ¢ es impar, luego n = |Z3 @ Z,| = 3t = 3mod6. 

Notese que usaremos a para denotar en elemento de Z3 y x 6 y para denotar 
elementos de Z;. El simbolo + denotaré la suma en el grupo indicado: Z3, Z; 
6 Z3 @ Zh. 

Si e = {v1, v2, v3} es una terna de vértices y v es un vértice entonces e+y = 
{u, + u,v + u,v; + v}. Si F es un conjunto de ternas entonces F + y es 
{f +u|f € F}. Diremos que un conjunto de ternas F es cerrado si para todo 
v€ 2302; se tiene que F =F +v. 

24



CAPITULO 4. 3-CADENAS TENSAS 25 

Consideremos los siguientes conjuntos de ternas: 

A} = {{0z, lx, 2r} |x eZ}, 

on a€ Zs, Al = { {ar ay, (a +1, 4)} | tye Zi } y 

Av = { {ary (a+1, eiytl) } | oa oy, \ . 

Como ¢ es impar, A? y A? estan bien definidos. Sea A = ALU APU AB, 
consideremos la 3-grdfica G; = {Z3 © Z;, A}. 

Introduzcamos alguna terminologia. Para todo x € Z;, llamaremos columna 
al conjunto de vértices {Oz, lz, 2x}. En una columna tenemos un orden ciclico 
natural inducido por el orden 0 < 1<2<0Qen Z3. Por otro lado para todo 
a € Zz, al conjunto de vértices {a0, al,..., (a,t — 1)} lo amaremos fila. En 
una fila se tiene un orden ciclico natural inducido porelordnO<1<2< 
- <t-1<0de Z%. Esta estructura toroidal de Z3 6 Z (ver la figura 4.1) nos 
permite hablar de la siguiente (previa) columna o fila. Nétese que el conjunto 
A} es el conjunto de columnas. 

  

Figura 4.1 El toro Z, ® Zm 

Proposicién 4.1 Los conjuntos A} ,A? y A? son cerrados. 

Demostracion. Sea e = {0x,1z, 21} € Al yv=ayE€Z30@ Zz, entonces 

etu={(a,r+y),(a+let+y),(a+2,z)} EA!
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luego A} es cerrado. 
Sea e = {ax,ay, (a+ 1, 4)} € A? y v = bz € Z3 @ Z,, entonces 

etu={(atb,2+2z),(at+b,y+2z), (at+b4+1,%+2)} 

como 
ty tem ty 2z _ etyt2z _ (x+z2)+(y+z 
2 an) rn 2 

haciendo 

c = a+b 

w= £+2 

r= ytz 

se tiene que: 

  et+u= {cw, cr, (c+1, wir\be A? 

Andlogamente, se comprueba que A} es cerrado.g 

Sea Aut(G;) el grupo de automorfismos de G;. 

Proposicién 4.2 Aut(G;) es transitivo en vértices. 

Demostracién. Sean v1, v2 € Z3  Z,. Demostremos que la funcién Pury? 
Z3 © Z; > Z3 & Z; definida como: py, ,,(v) = uv + (v2—v), Vu € Z3@ Z; es un 
automorfismo de G;. 

Claramente p,, ,, es una biyeccion de Z3@Z, en si mismo, pues es una “rotacién” 
de este, ademas manda ternas en ternas ya que 

Poy,v (€) =et+ (ve _ v4) eA, Vee A 

pues por la proposicién 4.1, A es cerrado. Luego py, », €Aut(G,) y manda al 
vértice v1 a v2, obteniéndose el resultado deseado.g 

Proposicién 4.3 Ain A? = 0, Vi 4 3. 

Demostraci6n. Evidentemente, Aj M (A? U A?) = @ ya que A! es el tinico 
que contiene ternas con los tres vértices en la misma fila. Por lo que sélo nos 
quedarfa comprobar que A? N A? = 9. 
Sea e = {00,01, (1,3)} € A?. Como % = 3 # BS = 1, entonces e ¢ Ad. 
Luego, por la proposicién 4.1 se tiene que A? N A? = 0.
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Proposicién 4.4 El ntimero de ternas en G; es n(n?) 

Demostracidn. No es dificil comprobar que |A}| = t , |A?| = |A3| = 3(5). 
Por la proposicién 4.3, se tiene que: 

3 . 

Ua: 
i=l 

= [Ac] + |Ar] + [Ae 
  

  

Luego, 
3 

Uaipat+3t¢-1)=9 22D og 
i=l     

Proposicién 4.5 5, = (Z3 @ Z;, A} U A?) es un sistema de ternas de Steiner 
(STS). 

Demostraci6n. De la demostracién de la proposicién 4.4 sabemos que 

1 2 t t(3t-1 
JA UA? =t+3() =e 

que es el ntimero de ternas requeridas para un STS de orden 7 = 3t. 

Veamos que todo par de elementos en Z3 @ Z;, aparece exactamente en una 

terna de 5; Esencialmente hay tres tipos de parejas en Z3 @ Z;. 

Si {v1, v2} estan en la misma columna, claramente hay exactamente una 
terna de A} que los contiene y no aparece en ninguna terna de A?. Si {u1, v2} 
estan en la misma fila, hay exactamente una terna de A? que los contiene y no 
aparece en ninguna terna de A}. Si se encuentran en filas y columnas distintas, 
sin pérdida de generalidad, podemos suponer que v = az y v2 = (a+ 1,y). 4 
y v2 aparecen en una terna de S; si y sélo si existe un elemento v3 = az tal que 
22 = y(mod t) y hay un unico z que satisface esta congruencia.» 

Es importante observar que 5S; fue construido utilizando el método de Skolem 
(ver [1]). 

Proposicién 4.6 Un par de vértices cualesquiera esté contenido en una o dos 
aristas de G.



CAPITULO 4. 3-CADENAS TENSAS 28 

Demostracion. Por la proposicion 4.5 S; es un STS luego, un par de vértices 

cualquiera aparece en al menos una terna de G;, por la proposicién 4.3 es sufi- 

ciente probar que para cualquier par de vértices {u,v}, existe Ai, i € {1,2,3} 

tal que {u,v} no forma terna en Aj. Si {u,v} estan en la misma columna, en- 

tonces no pertenecen a A? ya que S; es un STS y {u,v} estd en una terna de 

A}, de otra manera {u,v} no forma terna en Al. 

Teorema 4.1 G; es una 3-gréfica tensa. 

Este teorema es uno de los resultados mds importantes en esta seccién y serd 

demostrado posteriormente. 

Teorema 4.2 Para todo t = 1mod2, G; es una 3-cadena. 

Demostracién. Sea v un vértice de G;. Por el teorema 4.1 y el lema 1.1, 

la traza Trg,(v) es una grdfica conexa. Por la proposicién 4.4 y un argumento 

de conteo simple Trg,(v) es un drbol. Por la proposicién 4.6 tiene que ser una 

cadena. 

Analicemos con més detalle la traza de un vértice, la del 00 por ejemplo. 

Por definicién es la grafica con conjunto de vértices Z3 @ Z, \ {00} y conjunto 

de aristas que es la unién de los conjuntos siguientes: 

A; (00) = {{10, 20}} 

A}(00) = {{0a, (1, 8)}, {2z, (2,-x)} | xe Z} 

A}(00) = { {Oa, (1, $*)}, {2x,(2,-c-l} |re H%} 

Notese que la traza de 00 restringida a la fila 2 es la cadena 0, —1, 1, —2, 2, —3.,... 

en la que se omitié la primera coordenada (igual a 2) de cada vértice. Luego, 

por la proposicién 4.2 hemos probado que: 

Proposicién 4.7 La traza de un vértice en la fila i, restringida ala fillai—1 

es una cadena.
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Proposicién 4.8 Una pareja de vértices esté en la frontera de G, si y sélo si 
es de la forma: {u,v + (1,1/2)}. Las componentes conexas de la frontera son 
las clases Z3 ® Z,/ ((1,1/2)). Sit =0 (mod 3) hay 3 componentes, de otra 
manera la frontera es conexa. 

Demostracién. Notese que el vértice (1, 1/2) tiene valencia 1 en la traza de 
00. Por la proposicién 4.2 se tiene que en T'rg,(v) el vértice v + (1,1/2) es de 
grado uno, Vu € Z3 @ Z; y por lo tanto, la arista {u,v + (1,1/2)} aparece en 
la frontera de G; . De aqui que las componentes conexas de la frontera quedan 
determinadas por las clases Z3 © Zz/ ((1, 1/ 2)) . Como 1 es generador de Z3 y 
1/2 es generador de Z; ,sit =0 (mod 3) hay 3 componentes, de otra manera 
la frontera es conexa.g 

Pasemos a demostrar el importante teorema 4.1. 
Supongamos que no es cierto. Sea f : Z36Z; > {R, V, A} una coloracién de 

. 
rc Gz que no deja ternas heterocromaticas. Usaremos la notacién a: ... R... para 

denotar que en la fila a el x-ésimo vértice est4 en R (esta coloreado de rojo). 
El “tridngulo” de colores tiene dos orientaciones: R + V 3 A —> R6 
R-V+<-—A-*# R. Veamos que el orden ciclico en una fila heterocro- 
matica es compatible con una de estas dos orientaciones de los colores. Su- 

. zxtl yytl pongamos que tenemos la coloracibn a: .. RV .. RA... y denotemos 
por © al vértice (a + 1, y+?) . Como {az,(a,y+1),O} {ay,(a,c+ 1),0} 
{(a,2+ 1), (a,y+1),©} son ternas en G; (ver la figura 4.2) entonces inde- 
pendientemente del color de ©, aparecer4 una terna heterocromatica. Luego 
podemos hablar de la orientacién de una fila heterocromatica, en el sentido 
anterior.
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Ox ayt+I axtl gy 

3 2 eA? \ eA? / EA? 

© 

Figura 4.2 Las filas tienen orientacién 

Sea a una fila heterocromatica. Podemos demostrar que cualquier color 

(digamos R ) aparece en la siguiente fila. Sin pérdida de generalidad, tenemos 
yytl 

la coloracién a: ... R.. VA. y denotemos por © al vértice (a + 1, 4"). 
Como {az,ay,O} y {az, (a,y +1), ©} son ternas en G; (ver la figura 4.3), © 

tiene que ser R. Por tanto si una fila es heterocromatica, la que le sigue también 

lo es. 

ay+l ax ay 
eo - " e 

3 eat] <a} 

© 

Figura 4.3 Caso de fila heterocromatica 

Si todas las filas son monocromaticas, toda terna en A} esté coloreada con 
los tres colores, lo cual es imposible. 

Si una fila es bicromatica, por la proposicién 4.7, ningtin vértice de la siguiente 
fila puede estar coloreado con el tercer color. 

Supongamos que existe una fila bicromatica a , digamos rojo-verde. En la fila 
a+1 no hay vértices azules, por la observacién anterior. Sia +1 es una fila 
rojo-verde, entonces la fila a + 2 no tiene vértices azules y esto contradice el 
hecho de que la coloracién sea propia. Luego, podemos suponer que la fila a+1 
es monocromatica roja y que la fila a + 2 tiene vértices azules. Si la fila a + 2 
es monocromética azul, alguna terna de A} es heterocromatica (imposible). Si
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la fila a + 2 es bicromatica, independientemente de como se escoja el segundo 

color, el tercer color apareceré en la fila siguiente (fila a ), lo cual es imposible. 

Por tanto la filaa+2 es heterocromatica y como habiamos visto anteriormente, 

todas las filas tienen que ser heterocromaticas, 

Como hay tres filas y dos orientaciones, podemos suponer que hay una fila 

(digamos la 0) tal que la que le sigue tiene la misma orientacion. 

Si la fila 0 no tiene dos vértices consecutivos con el mismo color, entonces 
0123 —3-2-1 

t= Ot, 3) y tendriamos la siguiente coloracién 0 :RVAR... RV A . Como 

{10, 00, (0, —1)} y {10.01, (0, —1)} son ternas en G;, el vértice 10 tiene que estar 

coloreado de azul y por la similitud de los vértices (proposicién 4.2) tenemos 
0123 -3-2-1 

la coloraci6n 1 :ARVA ... ARV . Por el mismo argumento, la fila 2 tiene la 
0123  —32- 

siguiente coloracién 2:VARV ...VA R. Por lo que cualquier terna en A} es 

heterocromatica. 

De aqui que en la fila 0 hay un vértice Oy tal que (0,y + 1) es del mismo co- 

lor y (0, y — 1) es de un color diferente. En dicho caso tenemos la coloracién 
ert]  y-lyytl 

0:...RV ..VAA ... Denotemos por © el vértice (1, $) . Como las ter- 
nas {(0,2+1),(0,y+1),0+01}, {0z,(0,y+1),O+01}, {0z,(0,y—1),O} 
y {Oz, Oy, O} estén en G; entonces © es rojo y el vértice © + 01 es azul. Esto 

contradice el hecho de que las filas 0 y 1 tienen la misma, orientacién (ver la 
figura 4.4).9 

Oxgd 

Oy-le Oy+1l~ | 

oS en? 
ea} \g* “ead 

2 
8 <A; oy @+01 

Figura 4.4 La contradiccién 

Como ya hemos observado, el 3-Arbol G; est4 asociado de manera natural a 
una superficie con frontera. A continuacién demostraremos que esta superficie
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es no orientable. 

Proposicién 4,9 La superficie asociada a Ges no orientable. 

Demostracién. De hecho, para cualquier trio de elementos distintos en Z;, 

“£,y y z, el camino simplicial, 0x, Oy, 0z,0z invierte su orientacién en G;. Para 

ver esto, observe la traza de Ox en G; en la figura 4.5 donde se puede observar 

cémo estén ordenadas las primeras coordenadas de los vértices en la traza de 

Ox en G;. 

0.1 0 1 0,3 2 2 2.2 2 
- eo @ e e      

eal 
Ox 

Figura 4.5 La forma de la traza de Ox en G; 

Esta estructura de la traza de Oz en G; se deduce de la proposicién 4.7 y 

del hecho de que S; = (Zs @Z, Alu A?) es un sistema de ternas de Steiner 

(proposicién 4.5). De aqui que si a la terna {Oz, Oy, (1, “$%)} € A? se le da la 
orientacion (Oz, Oy, (1, =#)) entonces la terna {0z, 0z, (1, #32) } tiene la orien- 
tacién (Oz, 0z, (1, 42)) ya que Ox es localmente orientable (también lo es la 
traza de 0x). Utilizando el mismo argumento basado en Oy y 0z, obtenemos 

orientaciones opuestas para la terna {Oy, 0z, (1, u=)} € A? 

4.2 El caso 0mod6 

Como en el caso anterior, los elementos del grupo abeliano Z3 @ Z; seran los 

vértices de nuestras 3-gréficas. En esta seccién consideraremos el caso en que t 

es par, luego, t = 2m yn = |Z3 @ Z,| = 6m = Omod6.
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Para resolver este caso, adaptaremos el método desarrollado en la solucién 

del caso n= 3 mod 6. La primera dificultad que se presenta es que para © € Zom, 

la operacién $ no esta bien definida: si z € (2) entonces la ecuacién 2y = 

tiene dos soluciones y si z ¢ (2), no tiene solucién. 

Denotaremos por Ag, C Zam al conjunto {0,1,...,.m—1}. Sea e € Zom 

entonces la operacién “corchete” se define como: 

l= { g si x € (2) 
fi4m siz ¢ (2) 

donde para z € (2), § = y denotaré la tinica solucién en Ag, de la ecuacién 

2y=z 

Esta operacion, un tanto artificial, nos permitira construir 3-cadenas ten- 

sas. En el siguiente lema daremos algunas de las propiedades de la operacién 

corchete. Su demostracion es sencilla y se la dejamos al lector interesado. 

Lema 4.1 Sean x,y,z € Zom entonces 

i) [z] € Aom = [x +1] ¢ Aam. 
ii) (c+ylars>u=y. 
wi) [e+y) =[xtz2ey =z. 

Consideremos los siguientes conjuntos de ternas: 

Al = {{0z,1z,2z} | 2 € Zam} 

aé Zs, 

ZAYE Lom 

aé Zs, 

ZyEe Zom 

Sean A = Al UA? UA’ y Gm = (Z3@ Zam, A). Al igual que en el caso 
anterior, siz € Zam, el conjunto de vértices {Oz, lr, 2z} es la columna z y si 

a € Zz el conjunto de vértices {a0,al,...,(a@,2m — 1)} es la fila a. Como se 
puede observar, el conjunto de columnas coincide con Al. 

  

A= {ans ay. (a+1,[z+y)])} 

AP = [a (a+1,[x+y+1))} 

  

Proposicién 4.10 Ai, N Ad, = 0, Vi Fj.
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Demostracién. Evidentemente, Al, (A?, U A?) = 0 ya que todas las ternas 
de Aj, estén compuestas por vértices en la misma fila y toda terna en A?, UA3, 
tiene vértices de dos filas distintas. Por otra parte, por el inciso i) del lema 4.1 

se tiene que A? A3, = Om 

Proposicién 4.11 G,, tiene n(n?) ternas. 

Demostracién. No es dificil comprobar que 

|A;,| = 2m 
2 3) 2. 9/2 Az) = 143) =3(77) 

y por la proposicién 4.10, se tiene que 

3 

Un 
i=1 

[A] = 
    

= [An] + |Amn| + [Aan 

luego, 

[Al = 2m + 6m (2m — 1) = OR) = ain) 

como se queria.g 

Proposicién 4.12 Un par de vértices cualesquiera esté a lo sumo en dos ternas 
de Gin. 

Demostracién. Sean u = ax y v = by dos vértices cualesquiera en Zon. 
Veamos que si {u,v} C t € Al, i € {1,2,3} entonces no hay otra terna en 

Ai, que contiene a la pareja {u,v}. Sit € A! el resultado es evidente. Para 
t € Ai, i € {2,3} consideraremos dos casos: si a = b obtenemos el resultado 
deseado por el hecho de que la operacién corchete esta bien definida y para 
a # b el resultado se sigue del inciso iii) del lema 4.1. 

Por el resultado anterior y la proposicién 4.10, sdlo nos queda demostrar que 
para algin A‘,, se cumple que si t € A‘, entonces {u,v} ¢ t. Siz = y entonces 
podemos suponer que u = az y v = (a + 1,2), en tal caso, por el inciso ii) del 
lema 4.1, {u,v} no puede formar terna en A?,. Por ultimo, siz # y entonces 
{u, u} no puede formar terna en Al.
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Teorema 4.3 G,, es una 3-gréfica tensa. 

Este teorema es uno de los resultados mas importantes en esta seccidn y serd 
demostrado posteriormente. 

Proposicién 4.13 Gy, es una 3-cadena. 

Demostracién. Sea v un vértice de G,,. Por el teorema 4.3 y el lema 1.1, 
Trem(v) es una grafica conexa. Por la proposicién 4.11 y un argumento de 
conteo simple Trgm(v) no tiene ciclos y por la proposicién 4.12, tiene que ser 
una cadena. 

La siguiente propiedad de la operacion corchete ser de utilidad en el estudio 
de las simetrifas de Gin. 

Proposicién 4.14 Si x € (2) entonces [x] + [—x — 1] = -1. 

Demostracién. Sea x € (2) entonces existe y € Aom tal que z = 2y. Luego 

[2] +[-e-1p= B+ tm sy 4+m—-y-lt+m=-l : 

Corolario 4.1 Siz € Zom entonces [x] + [—ax — 1] = —1. 

Demostraci6n. Si z € (2) el resultado se sigue de la proposicién 4.14. Si 
« ¢ (2) entonces aplicamos la proposicién 4.14 al elemento —z — 1 € (2)._° 

Consideremos las funciones 01, 02 : Z3 ® Loam — Z3 ® Zam, definidas como 

oi(az) = (a+1,2) 

o2(az) = (a,—-x-1). 

Proposicién 4.15 01 y 2 son automorfismos de Gin. Ademés 
i) 01 (AL) = Al, oy (A?) =A? yo, (A3,) = A3.. 
ii) 02 (A1) = AL, a2 (A) = A, y 0 (A3) = 22.
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Demostracion. La prueba de que 71 es un automorfismo de G,,, que cumple 

i) es inmediata y se la dejamos al lector. 

Sea e una terna de Gm, sie = {az,(a+1,x),(a+2,z)} € A}, entonces 

o2(e) = {(a,—2 -1), (a1, -e-1),(a+2,-2- pe AL 
Sie = {az, ay, (a +1, [z + y])} € A?, entonces 

o2(e) = {(a,-2 — 1), (a,-y-1),(a+1,-[e+y] - 1} 

y por el corolario 4.1 se tiene que —[z + y] -1 = [-x — y— 1], luego 

o2(e) = {(a,-@ -1),(a-y-1),(a +1, [(-e~1) +(-y-H +1) eA, 

ademas, como g2 es biyectiva y |A2,| = |A3| se tiene que 02 (A?,) = A3,. Por 
otra parte, 72 002 = Id luego, 72 (A3,) = a2 0.02 (A?,) = A?.m 

Proposicién 4.16 La traza de un vértice en la filai, restringida a la filai—1 

es una cadena. 

Demostracién. Por la proposicién 4.15 basta realizar la demostraci6n para 

vértices del tipo Ox, « € Agm. En dicho caso se puede comprobar que la traza 

del vértice Oz, restringida a la fila dos es la cadena determinada por las ternas: 

{(2,2— 9) ,(2,c+ 9), 0x} € Az, 7 € Aom \ {0} 
{(2,¢+9),(2,0+7—-1),02} € AB, j C Aone 

Lema 4.2 Siz € Zam \ {-2,—1} entonces [x + 2] — [z} = 1. 

Lema 4.3 Sea f una coloracidén no heterocromdtica de G,, donde las filas 0 y 

1 son heterocrométicas y tienen la misma orientacidn. Si en la fila 0 hay tres 

elementos consecutivos x, 2+1,£+2 que no repiten colores, entonces f (x — 1) # 

f (2). 

Demostracién. Como la fila 0 es heterocromatica, m > 2. Sin pérdida de 

generalidad vamos a considerar que las filas 0 y 1 tienen la siguiente orientacién 

de colores: 

R-V-A-R 
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Supongamos que las conclusiones del lema no son ciertas, entonces existe x € 
Zam tal que 

f(@-1) = f(@)=R 
fi@+l =V 

f(e+2) =A 

Caso 1. 2c 4 —2. Sea O = (1, [22 + 1]) entonces 

{(0,2—1), (0,2 +2), 0}, 

{Oz,(0,2+1),O} €G, 

f((0,2-1))=R, f (0x) = R, 

f(r +1) =V, f((0,242)) =A 
=>f(O)=R 

Por otra parte, por el lema 4.2 se tiene que © + 01 = (1, [2z + 3}), luego 

{(0,2-+1),(0,7+2),0+401}, 

{0z, (0,2 +2),0+01} € Gy | + s(@+09 <4 
f (Oz) = R, f ((0,2+1)) =V, f ((0,2+2))=A 

lo cual contradice que las filas 0 y 1 tengan la misma orientacién. 
Caso 2. 2x = —2. Observe que en Zom esta ecuacién tiene dos soluciones: 
gj=-lyaz,=—-l+m. 

{Oz, (0,2+1),10}, 
{Oz, (0,2+2),10} EG, 

f (0,2 — 1)) =R, f (Ox) = R, 

f((0,2+1)) =V, f((0,2+2))=A 

=> f(l0}=R 

Caso 2.1. f (x +3) = A. Consideremos las ternas 

{(0,2+1),(0,2+3),11}, {02,(0,2+3), 11} Gn 
f Or) = R, f ((0,2+1)) =V, f ((0,2+3)) =A \sran=a 

y otra vez, las filas 0 y 1 tienen orientaciones distintas. (Contradiccién).
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Caso 2.2. f (x +3) = R. Consideremos las ternas 

{(0,2 +1), (0,2 +2),11}, 
{(0,¢+1),(0,7+3),11}€ Gn \esay=v 

f(Ozr2+))=V, f((0,2+2))=A, f((0,7+3))=R 
{(0,2+2),(0,2+3),12}€Gn 

{ lore2y oa fersy ce pesUDey 
y considerando que f (11) = V y que la fila 1 tiene la misma orientacién que la 
fila 0 se tiene que f (12) = A. 

Por otra parte 

{(0,2+1),(0,2+2),1m}, {0z,(0,2 +2), lm} EGn _ 

{ f (Oz) = R, f ((0,2+1)) =V, f((0,2+2))=A \ + Fm) =A 

{(0,2 +2), (0,2 +3), (1,m+1)}, 

{(0,2+1),(0,2+3),(1.m+l}€Gn 

f((0,2+1))=V, f((0,c+2)) =A, 
f((0,2+3))=R 

{(0,2-—1),(0,c+1),(,m-l} eG, 

{Fdoa aR Horsey” pas 0) 4A 
y considerando que f (lm) = A y que la fila 1 tiene la misma orientacién que 
la fila 0 se tiene que f ((1,m—1)) =V. 

Si m = 2, se puede comprobar que al considerar solamente las ternas for- 
madas por elementos de las filas 1 y 2 se tienen las siguientes coloraciones de 
Z3 © Z4. Para x = —1 la coloracion: 

=>f(i,m+l)=R 

0123 
0-: VARR 

0123 

1: RVAR 
0123 

2: VRRA 

para x = 1 se tiene la coloracién: 

0: RRVA
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0123 
1: RVAR 

0123 
2: VRRA 

y en cualquiera de los dos casos aparece una terna en Al heterocromatica. 
(Contradiccién). 

Por tanto, en lo que resta de la demostracién vamos a suponer que m > 3. 
Consideremos las ternas 

{(1,m—1),1m, 20}, 

{(1,m—1),(1,m+1),20} € Gn } + s00)=v 
f((l,m—-1)) =V, f (Im) =A, f((1,m+1))=R 

{10, 12,21}, {10,11,21} € Gn . 

{ fo) a, fan ev Foca pA PQD=R 

Ademés, como m > 3 se tiene por el lema 4.2 que [m + 2] = [mj +1, luego 

__ {10, 1m, (2, (m))}, 
{10, (1,m ~ 1) ’ (2, [m])} € Gm 

f (10) =, f ((1,m —-1)) =V, f (1m) =A 

{11, 1m, (2, {m] + 1)}, 

{11, (1,m +1), (2, [m] + 1)} € Gn => f((2,[m]+1))=V 
f()=V, f(lm) =A, f((1,m+1))=R 

de aqui que los pares de elementos en la fila 2: {20,21} y {(2, [m]) , (2, [m] + 1)} 
no respetan una orientacion ciclica del tridngulo de colores, lo cual es imposible.g 

= f ((2,[m))) =R 

Corolario 4.2 Sea f una coloracién no heterocromatica de Gm, donde las filas 
0 y 1 son heterocromdticas y tienen la misma orientacion. Si en la fila 0 hay 
tres elementos consecutivos que no repiten colores, entonces en dicha fila no 
hay dos vértices consecutivos del mismo color. 

Pasemos a demostrar el importante teorema 4.3. Daremos una prueba similar 
a la del teorema 4.1 de la seccién anterior.
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Demostracién del teorema 4.3. Sea f : Z3 Zam {R, V, A} una coloracién 
de Gm que no deja ternas heterocromaticas. 

El “triéngulo” de colores tiene dos orientaciones: 

Ro=V>A—>R6RH+VH_AceR 

Veamos que el orden ciclico en una fila heterocromatica es compatible con una 
de estas dos orientaciones de los colores. Supongamos que tenemos la coloracién 

x xo+] yytl 

a:..RV RA... 

y denotemos por © al vértice (a + 1, [2 + y + 2]). Como 

{(a,2+1),(a,y+1),O} € A 
{azx,(a,y+1),O} € A’, 
{ay, (a,x+1),O} € A 

son ternas en G; entonces, independientemente del color de ©, aparecerd una 
terna heterocromatica. Luego podemos hablar de la orientacién de una fila 
heterocromatica, en el sentido anterior. 

Sea a una. fila heterocromatica. Podemos demostrar que cualquier color 
(digamos RF ) aparece en la siguiente fila. Sin pérdida de generalidad, tenemos 
la coloracién 

x yytl 
Qa:..R..VA .. 

y denotemos por © al vértice (a + 1, [z + y+1]). Como 

{az, ay, O}, {ax, (a,y + 1),O} € Gm, 
© tiene que ser AR. Por tanto si una fila es heterocromatica, la que le sigue 
también lo es. 

Si todas las filas son monocromaticas, toda terna en Al, esta coloreada con 
los tres colores, lo cual es imposible. 

Si una fila es bicromatica, por la proposicién 4.16, ningun vértice de la si- 
guiente fila puede estar coloreado con el tercer color. ;
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Supongamos que existe una fila bicromdtica a, digamos rojo-verde. En la 

fila a + 1 no hay vértices azules, por la observaciOn anterior. Si a +1 es una 

fila rojo-verde, entonces la fila a+2 no tiene vértices azules y esto contradice el 

hecho de que la coloraci6n sea propia. Luego, podemos suponer que la filaa+1 

es monocromatica roja y que la fila a + 2 tiene vértices azules. Si la fila a + 2 

es monocromatica azul, alguna terna de Al, es heterocromatica (imposible). Si 

la fila a + 2 es bicromatica, independientemente de como se escoja el segundo 

color, el tercer color apareceré en la fila siguiente (fila a), lo cual es imposible. 

Por tanto, la fila a+2 es heterocromatica y como habiamos visto anteriormente, 

todas las filas tienen que ser heterocromaticas, de lo que se deduce que m > 2. 

Como hay tre filas y dos orientaciones, podemos suponer que hay una fila 

(digamos la 0) tal que ella y la que le sigue tienen la orientacién: 

Ro=V-A-R 

Si la fila 0 no tiene dos vértices consecutivos con el mismo color, entonces 

m = 0(mod 3) y tendriamos la siguiente coloracién de la fila 0: 

0123 ~3-241 
O:RVAR..RVA 

Luego, 

e, = {00, (0,—1) , 10}, e2 = {01, (0,-1), 10} € Gn _ 

{ f((0,-1)) = A, f (00) =R, FO) =V \ + f00)=4 

y teniendo en cuenta que a2 es un automorfismo de G,, se tiene que 

o2(e1) = {(0, —1) ,00, (1,—1)}, 

09 (e2) = {(0, -2) 00, (1,-1)} € Gr >f(1,-D)=R 

f ((0,-2)) =V, f ((0,-1)) =A, f(00)=R 

lo cual contradice que las filas 0 y 1 tienen la misma orientaci6n. 

De aqui que en la fila 0 hay un vértice Ox tal que (0,2 + 1) es del mismo 

color y (0,x — 1) es de un color diferente. En dicho caso tenemos la coloracién 

z-laat+l yytl 

O:.. RVV..AR
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Denotemos por 9 el vértice (1, [x + y]). Entonces 

{(0,2—-1),0y,O}, {0x,0y,O} € Gn _ 

{recy en Fee toa pet@=A 

Ahora dividiremos el andlisis en tres casos: 

Caso 1. 2+ y € Zam \ {-2, -1}. 
Caso 2, x+y=-l. 

Caso 3. r+y = —2. 

Si estamos en el Caso 1, por el lema 4.2 se tiene que [tx + y+ 2] = 0+ 01. 
Luego 

{(C,2+1),0y,04 01}, 
| {(0,2+1),(0,y+1),04+01.EG,, | = s(@+09 =v 

f(O,c+1))=V, f(y) =A, F(Oy+D)=R 

lo cual contradice el hecho de que Jas filas 0 y 1 tienen la misma orientaci6n. 

Para el Caso 2 se tiene que © = (1, [~1]) = (1, —1) y al considerar las ternas 

{Oz, (0,y+1),0+401}, 
{(0,2+1),0y,0 +01} €G,, 

f (Oy) =A, f(Oy+1))=R 

contradiciendo que las filas 0 y 1 tienen la misma orientacién. 

Por ultimo, si estamos en el Caso 3, observe que por el corolario 4.2 el vértice 

(0, y — 1) tiene que ser de color A. En dicho caso, como m > 2 se tiene que 
([—1] = [-3] + 1, luego 

=> f(9+0l)=V 

{(0,z ~ 1) , (0, _ 1) , (1, {[-3])}, 

{0z, (0,y ~ 1) ’ (1, [-3})} E Gm => f(d, [-3])) =A 

f(Oe-D)=R, f (Or) =V, f((0,y-1))=A 

{(Ox) , (Oy), (1,[-3] + 1}, 

{0z, (0,y+1),(1,[-3) + D} € Gn => f((1,[-3] + ]l) =V 

f (0x) =V, f(Oy)=A, f(Oy+1))=R
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de aqui que los colores de la pareja de vértices {(1, {[—3]) , (1, [-3] + 1)} con- 

tradice la orientacién del tridngulo de colores que se le habfa dado a la fila 

O.m 

Una consecuencia inmediata de la proposicién 4.13 es que la 3-grafica Gm 

describe la triangulacién de una superficie con frontera, a la que denominaremos 

Sm, donde cada terna en G,, determina de manera natural, un tridngulo en Sin. 

Ademéas, la frontera de G,, coincide con la frontera de Syn. 

A continuacién daremos una descripcién de la frontera de S,, asi como su 

comportamiento con respecto a la orientabilidad. 

Lema 4.4 Seav € Z3® Zom, entonces {v,u + 1m} es una arista de la frontera 

de Gm. 

Demostracion. Sea v € Z3 @ Zom, no es dificil comprobar que para j € {1,2} 

oj (v+1m) = a; (v) + 1m 

luego, por la proposicién 4.15 podemos suponer que v = Or con © € Agm. 

Veamos que la pareja {Oz,(1,z-+m)} aparece exactamente en una terna de 

Gm. Esté claro que {Oz, (1,2 + m)} no forma terna en A}. 

Por otra parte, se puede comprobar que 

((z+y)=rt+m)e(y=ar+)) 

luego, si {Ox, Oy, (1,2 +m)} € A, entonces [r+ y+1]) =2+myy =z, lo 

cual es imposible. Si {Oz, Oy, (1,2 +m)} € A?, entonces [x+y] =x+my 

y =2+1. De aqui que {0z, (1,2 + m)} forma terna tinicamente en A?,, como 

se queria._ 

Denotaremos por C,, al ciclo de n vértices. 

Proposicién 4.17 La frontera de S, es la unién dem copias disjuntas de Cg. 

Demostracién. Como G,, es 3-cadena, todo vértice esté exactamente en 

dos aristas de OG, y por tanto, OG,, es la unién de ciclos disjuntos. Por el
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lema 4.4 estos ciclos de la frontera de S,, quedan determinados por las clases 

Z3 @ Lom/ (1m). 

Como (1m) = Ze la frontera de S,, esta compuesta por m copias disjuntas 

de Co. 

Veamos cémo se comporta S,, con respecto a la orientabilidad. 

Proposicién 4.18 La superficie Si, es no orientable. 

Demostracién. Sean x,y y z tres elementos distintos en Zzm, probemos 
que el camino simplicial Oz, 0y,0z,0xz invierte su orientacién en Gp. Por las 
proposiciones 4.13 y 4.16, la traza de Ox restringida a los vértices en las filas 0 
y 1 es una cadena y como la operaci6én corchete esta bien definida, las aristas 
de dicha cadena resultan de alternar ternas de A?, y A3, 
De aqui que si a la terna {Oz, Oy, (1, [x +y])} € A2, se > le da la orientacion 
Ox, Oy, (1, [x + y])) entonces la terna {0z, 0z, (1, [x + Z))} tiene la orientacién 
Ox, 0z, 1 z+ 2|)) ya que Oz es localmente orientable (también lo es la traza de 

Ox). Utilizando el mismo argumento basaclo en Oy y 0z, obtenemos orientaciones 
opuestas para la terna {Oy, 0z, (1, [y+ z])} € A?,-= 

   



Capitulo 5 

Otra vez el caso 0 mod6 

En este capitulo proponemos otra manera de resolver el caso 0 mod 6 donde se 

pueda aplicar el método general propuesto en el capitulo 6 para resolver el caso 

1mod6. Esta vez, la construccién esté inspirada en el método de duplicacién 

desarrollado en el capitulo 2. 

Para darle claridad a la exposicién, se tratan por separado los casos 0 mod 12 

y 6mod 12 aunque las ideas generales desarrolladas en ambos, son esencialmente 

las mismas. . 

Conviene destacar en este capitulo el uso de 3-grdficas cociente (ver [2]) para 

simplificar la demostracién de tensidn correspondiente. 

5.1 Una importante 3-grdfica no tensa 

En esta seccién presentamos una 3-grdéfica auxiliar que Jugard un importante 

papel en la solucién del caso que nos ocupa en este capitulo. 

Sea m = 3t, t € N; el conjunto de vertices de la 3-grafica sera Z,,. Denotemos 

por a, = {0,—t,a} donde a € {1,...,t}. La 3-grafica Gn es por definicién 

(Zm; {Qa} + Zi) - 

Lema 5.1 Sea f una coloracién no heterocromatica de Gm. Entonces, todas 

las clases de restos de Zm por el subgrupo (t) = Z3 son monocromaticas. 

Demostracién. Sea f : Zm — {R,V, A} una coloracién no heterocromatica 

de G», donde el lema es falso. Si y € Zn, observemos que para la coloracién 

45
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f+y:at f(a+y) el lema también es falso. Luego, podemos suponer que 

If (ax)| = 2, f(0) = f(-t) = Ry f(t) =V. 
Para todo a € {1,...,t} se tiene 

{ A+t= {t,0,a+t}eGn 

FO) =R, f(t)=V 

Qq-~t={-t,t,a-t}e Gm 
{ f(-t)=R, f(t)}=V \ofa-nea 

y como la coloracién es propia, existe z € {1,...,f— 1} tal que f(z) = A. En 

tal caso se tiene que 

La rarnea 

[ee eee ica 

{untatis (edhe th aetts (b0e +1) € Gn 

f(-t) = fO=R, fH =V, f@)aAa 
y esto es una contradiccién porque a, +2 = {x,2-t,c+t} © Ge 

\oHe-H=v 

\ssery=R 

Es util observar que este lema es equivalente a decir que toda coloracién no 

heterocromatica de G,, factoriza por una 3-coloracién de la 3-grdafica cociente 

(ver definicién en el capitulo 2) G,,/ (t). O sea, para toda coloracién f no 
heterocromatica de G, existe una coloracién f’ de G,,/ (t) tal que f = f’op 

donde p es el mapeo natural de Z,, en (t). 

Teorema 5.1 G,, es localmente drbol y no tensa. 

Demostracién. Consideremos la traza del vértice 0, ella esta definida por 

todas las ternas que tienen al 0, a saber: a,, Qa +t y Gq —aconaé {1l,...,t}. 

Luego, la traza de cero es la grafica (de hecho es un Arbol) representada en la 

figura 5.1.
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1 t+1 1-t 

  

  

Figura 5.1 La traza de 0 en Gn 

Por otra parte, si observamos que {0,—-t} C a, entonces en toda terna de 

Gym siempre hay dos elementos que pertenecen a la misma clase de restos de 

(t) en Zm. De aqui que si coloreamos a todas las clases de restos con el mismo 

color, la coloracién resultante serd no heterocromatica._ 

Con el resultado anterior se pone en evidencia que la condicién de ser local- 

mente Arbol es necesaria pero no suficiente para que una 3-grafica sea 3-arbol 

minimo. 

5.2 El caso 0mod 12 

> . . —2 : 
En esta seccién construiremos 3-drboles con [e2] ternas y sdlo considerare- 

mos el caso en que n = 0mod 12. 

Los elementos del grupo ciclico Z, = {0,1,...,7% — 1} serdn los vértices de la 

3-grafica H, que definiremos a continuacién. Recuerde que todas las sumas son 

modn. 

Diremos que x € Z, es par six € (2) C Z, e impar en otro caso. Al conjunto 

de elementos pares lo denotaremos por P, y al de los impares por I. 

Denotemos por A, = {1,2,...,§} C Zn y Ba = {1,2,..., 5} C An. 

Para a € A, y 6 € B,, consideremos las siguientes ternas: 

Eg = {0,—3,2a} 

G, = {0, 2,3 — 4b}
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Estas, generan a todas las ternas en la 3-grdfica H, ie. una terna es de la 

forma ée, + y6¢6,+y 6m +y donde y € Z,. 

Formalmente denotaremos 

Hy = (Zn, ({éa | a € An} U {Cos |b € Bn}) + Zn) 

En la figura 5.2 se puede apreciar la traza del vértice 0 para los primeros valores 

de n.
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Figura 5.2 La traza de 0 en Ajo, Hoq y He 

Sean H® = (Ph, {éa | a € An} + Pn) y Hn = (In, {Ea |@ € An} +I). 
Es importante observar que para construir a la 3-grafica H, hemos “pegado” 

dos copias disjuntas de Gz (H? y H,) usando las ternas ¢, y m. Este hecho
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queda, reflejado en el siguiente lema, andlogo al lema 2.1 y que por tanto, no 

demostraremos. , 

Lema 5.2 Para H® y H} se tiene que: 
i) HH CH. 
it) Hon Al =0. 
wi) Ho = H, = H}. 

El lector interesado puede comprobar los puntos de contacto entre la cons- 

truccién de H,, y el método de acoplamiento propuesto en [3]. 

Proposicién 5.1 Fl tamano de H, es mn?) 

Demostracion. Hay n(j — 1) + 3 ternas generadas por €,. El ntimero de 

ternas generadas por ¢, y 7 es a Estas ternas son distintas dos a dos y un 

cdlculo simple nos lleva al resultado deseado._ 

Ahora demostraremos algunas propiedades de la 3-gréfica H, que resultaran 

de gran importancia para probar que esta es tensa. 

Lema 5.3 Si f es una coloracién no heterocromdtica de H, entonces f es pro- 

pia en Py, o In. 

Demostracién. Sea f una coloracién no heterocromatica de H,, que no satis- 

face la tesis de nuestro lema. Observe que P,, e I, no pueden ser monocromaticas 

simulténeamente ya que en ese caso, uno de los colores no aparecerfa. Supon- 

gamos que f (In) = A, entonces f (P,) = {R,V} y como z +> 4+2 es un 

automorfismo de H, (ver proposicién 1.5) podemos suponer que f(0) = R, 

f(2) =V y se tiene que la terna ¢, = {0,2,—1} € H, contradice que f es no 

heterocromatica. 

Luego, ambas clases de restos, pares e impares son bicromaticas. 

Para dos vértices x,y € Z, definamos la distancia entre ellos como el mas 

pequefio numero natural d tal que (dmodn) +2 =y 6 (dmodn)+y =z. 

Sea A el color comtin entre P, e I,. Sean z e y dos vértices tales que 

f({z,y}) = {R,V} y la distancia entre ellos es minimal. Como r++ z+1
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es un automorfismo de H, podemos suponer sin pérdida de generalidad que 

y = 0, f(0) =R, f(t) = V y por tanto f (P,) = {R, A}, f (Ih) = {VA} 
yre {8 +1,54+3,..., ~1} . Ademas, por el cardcter minimal de la distancia 

entre x e y se tiene que para todo z € {7 +1,242,...,-1}, f(z) =A. 

Size {8 +1,543,...,-3 - 1} , denotemos por d a la solucién en B, de la 

ecuacion —3 — 2d +1 =<. Entonces la terna yy +1 —4d = {1 — 4d,z,0} € Hn 

es heterocromatica, lo cual es imposible. 

En otro caso, x € {-3 +1, —3t3,.., -1} y consideraremos dos casos. 

Si c = 1mod4, al tomar la solucién d en B, de la ecuacién 1 — 4d = x 

tenemos que la terna ¢, — 2 = {—2,0,2} © H,, es heterocromatica. 

Si z = 3mod4, al tomar la solucién d en B, de la ecuacién 3 — 4d = x se 

tiene 
natu = {x,2—23+42d,2} 6H, _ 

fle) =V, fle" 42d) =A fovev }et@=A 

y la terna Cz = {0,2,2} € H, es heterocromatica, lo cual es imposible. 

Lema 5.4 Si f es una coloracién no heterocromatica de H, entonces f es pro- 

pia, tanto en los vértices pares como en los impares. 

Demostracion. Sea f una coloracién no heterocromatica de H,, entonces por 

el lema anterior, podemos suponer que f (P,) ={R&,V, A} y R¢ f (Ih). 

Por el lema 5.2, la 3-grdfica generada por P, es isomorfa a G,/2 luego, por 

el lema 5.1, para todo elemento par a la clase de restos (3) + a tiene que ser 

monocroméatica. Por tanto, podemos suponer que f ((?)) = Ry f ((#) +2) = 
V. 

Para todo 6 € B, se tiene 

Co+ (3) = {0, 2,3 — 4b} + (3) 
f((3)) =B, £((G) +2) =V p> (3) +348) =V 

yR¢ f ((%) +3 - 40) 

Ademas, observe que 

U (a) +3) = U (@) 446-1) 
beB, © beB, 

A 
at
te
n 

on 
Me
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y por tanto, para todo b € B,, se tiene que f ((2) + 4b — 1) V. 

Por otra parte 

y+ 4b — 3+ (2) = {4b — 3, 4b — 1,0} + GF) 
FCG) = B FCG) +40 -D=V = f((3) + 4-3) =V 

yR¢ f ((3) + 46-3) 

Como todo vértice impar esta en una clase de restos de la forma (3) +4b-1 

6 (2) +46 — 3 podemos concluir que f (In) = V. 
Sea x € P, un vértice azul. Recuerde que f ((3) +2) = Ay por tanto 

podemos suponer que z € {2.4,...,2 — 2} = 2B, U(3—-2Bn). Six = 26, 

b € B, tenemos la terna heterocromatica n, = {0,2 —3%,4b-1} € Hy. En 

otro caso, r = 3 — 26,56 € B, y la ternam +2 = {x,0, 3 + 2b — 1} € H, es 

heterocromatica, lo cual contradice nuestras hipotesis.m 

Lema 5.5 Si f es una coloracién no heterocromatica de H, entonces, todas las 

clases de restos de Z,, por el subgrupo (2) = Z3 son monocrométicas. 

Demostracion. Sea f una coloracién no heterocromatica de H,, entonces por 

el lema 5.4 f es propia, tanto en los vértices pares como en los impares. Por el 

lema 5.2 P,, e 1, inducen 3-graficas isomorfas a G,/2. Finalmente, por el lema 

5.1 la propiedad que queremos demostrar se satisface para las clases de restos 

mod n/6 y estas son, precisamente, las clases de restos mod n/3 en Zn.o 

Lema 5.6 H,, es tensa si y sdlo si H,,/ (3) es tensa. 

Demostracién. Observe que toda coloracién no heterocromatica f’ de H,,/ (3) 

induce de manera natural una coloracién no heterocromatica f de H,. Por otra 

parte, por el lema 5.5, toda coloracién no heterocromatica f de H,, factoriza 

(i.e. f = f’ onat) por una coloracién no heterocromética f' de H,,/ (3) - 

Teorema 5.2 H, es tensa. 

ee
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Demostracién. Denotemos por H, = H,,/ (3). Sea f’ una coloracién no 

heterocromatica de H,. Como en el lema anterior, la coloracién f’ factoriza 

por una coloracién no heterocromatica f de H,, mas atin, por el lema 5.4 f’ (y 

también f) es propia tanto en los vértices pares como en los impares. Denotemos 

por t = } y recuerde que f : Z,/ (3) = Z, — {R, V, A} es una coloracién no 

heterocromatica de Hh. 

Primero demostraremos que hay un vértice x € Z, tal que f(x) = f(x + 1). 

Supongamos que no. Si no existe y € Z tal que f(y) = f(y + 2) entonces, 

t =0mod3, las clases de restos (3), (3) + 1 and (3) + 2 son monocromaticas 
y la terna C,;modt = = {0,2,7} € H,, contradice el hecho de que f es no 

heterocrométiea Luego, podemos suponer que existe y € Z, tal que f(y) = 

f(y +2) = R; en dicho caso f(y+1) # Ry f(y+3) # R. Supongamos 

que f(y +1) = V. La terna (¢,modt) +y +1 = {y+l,y+3,y} € H,, nos 

muestra que f(y +3) = V. Tomando como nuevo y al vértice y + 1 y repitiendo 

el argumento anterior el ntimero necesario de veces podemos concluir que no 

hay vértices azules lo cual contradice que f sea propia. 

De esta manera, podemos suponer que f(0) = R, f(1) = f(2) = 

Para todo b € B, = {1,..., 75} C Zn denotemos por b’ = —4bmodt € Z. 

Veamos que f(b'+3) #Y 

{ Cymodt = {0,2,6' +3} € H, 
f(0) =R, f(2)=B 

Ademéas, observe que {b' : b € B,} = (4) C Z. Como f es propia en el 

conjunto de los vértices impares, existe un vértice c’ € (4) tal que f(c’) +1) =A 
y claro, c’ # 0. Si denotamos por c al elemento en B, tal que c’ = —4cmodt 

entonces, 

\spweaey. 

(Cs modt) —2={-2,0,1} € Fi, 
(C,modt) -2={-2,0,c+1}€ A, @ >F(-2)=R 

and f(0)=R, fljy=V, fle+)=
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Ahora, sea d € B, tal que c + 4 = 4dmodt. Entonces 

(Cymodt) +c +1 = {e +1,c¢ +3,0} € My, 
¢,modt = {0,2,¢ +3} € A, = f(i+3)=R 

and f(0) =F, f(2)=V, fle+1)=A 

Como f es propia en el conjunto de los vértices pares, existe un vértice z € (2) 

tal que f(x) = V y consideraremos dos casos. 

Si x € (4) entonces b' =z —c’ — 4 € (4) y la terna 

(¢,modt) +¢ +1= {ce +1,¢+3,2} € A, 

es heterocromatica. (Contradiccién). 
Si z ¢ (4) entonces, b’ = x —c' —2 € (+4) y se tiene 

(C,modt) +c —1={ce'-1,¢+1,z}€ H,, 

fc -N#Y, f(+1=Y, fa) =B 

Por tanto, la terna (¢zmodt) +c’ -1= {c'-—1,c +1,-2} € H,, es heterocro- 

matica, lo cual contradice que f no lo sea.g 

\ane-y=28 

5.3. El caso 6 mod 12 

En esta seccién construimos 3-4rboles minimos con n = 6 mod 12 vértices. Co- 

mo se podra apreciar, el método propuesto constituye una modificacién del 

método desarrollado en la seccién anterior aunque en este caso también hay 

que superar algunas dificultades inherentes a él y trataremos de no ser reitera- 

tivos. 

Para n = 6 basta considerar la construccion de £13 propuesta en [2] aunque 
el método que proponemos a continuacién también es valido para este caso. 

Sea n = 12s + 6, s > 0. Consideremos el grupo ciclico Z, = {0,1,...,.n — 1} 

sus elementos serdn los vértices de la 3-grafica H, que definiremos posterior- 

mente. Recuerde que las operaciones de suma son mod n. 

oe 
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Denotemos por A, = {1,...,28 +1} C Z, y Bn = {1,...,8} C An. Esta claro 

que para s = 0, B, = {0}. 
Para a € A, y b € By, , consideremos las ternas siguientes: 

ég = {0,8s+4, 2a} 

Cy = {0,2,3— 4d} 
nm = {0,85 + 2b+ 6, 4b — 1} 

6 = {0,2,6s +5} 

estas generan al conjunto de ternas de la 3-grdfica H,. Formalmente, denota- 

remos: 

Hy = (Zn, ({€a | a € An} U {Cy | b€ B,} U6) + Z,) 

En la figura 5.3 se puede apreciar la traza del vértice 0 para los primeros 

valores de n.
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Figura’ 5.3 La traza de 0 en Aig y H30 

Nuestro propésito es demostrar que H, es un 3-4rbol con nin?) ternas, ex- 

cepto para n = 18. La siguiente proposicion si es valida para toda n = 6 mod 12. 

Proposicién 5.2 H,, tiene n(n?) ternas. 

Demostracién. Hay n(% — 1) + 3 ternas generadas por ég. El ntimero de 

ternas generadas por ¢, y 7, es n( — 1) y por 6 es n. Estas ternas son distintas — 

dos a dos y un célculo simple nos lleva al resultado deseado.g 

El lector puede comprobar con facilidad que la 3-grafica Hg es tensa. 

La 3-grafica Hyg es localmente drbol (ver la figura 5.3) pero no es tensa. Se 

puede comprobar que la coloracién f de Hyg: f ((6)) = R, f ((6) + 2, (6) +5) = 

V y f ((6) +1, (6) +3, (6) + 4) = A no es heterocromatica. 

a
w
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Por tanto, en lo adelante vamos a suponer que n > 30. El caso andémalo 

n = 18 lo trataremos en la subseccién 5.3.1. 

El siguiente paso es probar importantes propiedades de H,,. Para esto van 

a ser utiles los lemas 5.2, 5.5 y 5.6 que son validos también en este caso y se 

demuestran de la misma manera. 

Lema 5.7 Si f es una coloracién no heterocromdtica de H, entonces f es pro- 

pia en P, o Ty. , 

Demostracién. Sea f una coloracién no heterocromatica de H, que no satis- 

face la tesis de nuestro lema. Observe que P,, e I, no pueden ser monocromaticas 

simultdneamente ya que en ese caso, uno de los colores no aparecerfa. Supon- 

gamos que f (I,) = A, entonces f (P,) = {R,V} y comoz + 2+2 es un 

automorfismo de H, (ver proposicién 1.5) podemos suponer que f(0) = R, 

f(2) =V y se tiene que la terna ¢; = {0,2,—1} € Hy contradice que f es no 

heterocromatica. 

Luego, ambas clases de restos, pares ¢ impares son bicromdticas. Supon- 

gamos, sin pérdida de generalidad que f (Pn) = {R,V}, fUh) = {V,4}, 

f(0)=Vy fQ)=R. | 
. Entonces para todo b € B, se tiene 

{ee FO, é€ H, 

fO)=V, f2)=R 

ane er earn ee 

bs s@-4) =v 

f(2)=R, f(8—40) =V 
Notese que: 

\ = Fies—2+9) =v 

LJ 8s-26+11)= [J (8s —2b+9)U (3-48) 
beBy bEBn\{s} 

Luego, f (8s — 2b+ 11) = V, para todo 6 € B,. De aquf que 

ny +5 — 4b = {5 — 4b,4, 8s — 264 11}, 

Cy +2 = {2,4,5 — 46} € H, => f(5—4b)=V 
f(2)=R, f(4) © {RV}, f(8s -—2b+ 11) =V
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para todo b € By. 

Ademas: 
{ 6 = {0,2,65+5} € A, 

fO)=V, fQ)=R bo F(s+5)=V 

6+6s+3 = {6s + 3,6s+5,2} € Hn 7 3 —V 

{ fQ)=R, f(6s+5)=V b+ F543) 

6+6s+5= {65+ 5,654+7,4}, 

6+2= {2,4,68+7} © An => f(6s+7)= 

f(2)=R, f(4) € {RV}, f(6s+5) =V 

Luego, los siguientes 3s + 2 impares consecutivos son de color V : 

N = {6s +5,6s +7,..,1 — 45,3 — 48,5 —4s,..,-1, 1} 

Por la proposicién 1.5 z ++ x+1 es un automorfismo de H, y considerando el 

cardcter simétrico de las coloraciones de P,, e In, usando los mismos argumentos 

expuestos anteriormente, existe un vértice impar x € {1,3,..,6s — 1,68 + 1} tal 

que f(z) =V, f(e@+2)=Ay f(t#+N)=V. 

Pero esto contradice que f (2)= Ryaque2exr+ No 

Lema 5.8 Si f es una coloracidn no heterocromdtica de H, entonces f es pro- 

pia, tanto en los vértices pares como en los impares. 

Demostracién. Sea f una coloracién no heterocromatica de H,, entonces por 

el lema anterior, podemos suponer que f (P,) = {R,V, A} y R¢ f (I). 

Por el lema 5.2, la 3-grafica generada por P,, es isomorfa a Gy/2 luego, por 

el lema 5.1, para todo elemento par a la clase de restos (3) +a tiene que ser 

monocromatica. Por tanto, podemos suponer que f ((3)) =Ryf ((2) + 2) = 

V. 

Primero demostraremos que bajo estas hipdtesis se cumple que f (I,) = V. 

Para todo b € B, se tiene 

Cot (3) = fa 4b} + (3) 

F()) =R, F((3) + 2) =V = f ((2)+3-4b) =V 
yk¢ Tans
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Ademéas, observe que 

U (3) +3~- 4) = U (G) +4041) 
bcB, bcB, 

y por tanto, para todo b € Bn, se tiene que f ((#) + 4b +1) = V. 

Por otra parte 

U (3)+45+)= U (3) +46-3) 
beBn\{s} beBn\{1} 

Luego para 6 € B, \ {1} se tiene 

Cy + (3) + 4b — 3 = {4b — 3, 4b — 1,0} + GF) 
| f((2)) = R, f((3) + 40-3) =V \osee-nev 

yR¢ f ((#) +4b-1) 

Ademéas, si s es par entonces 

(2) +10s+9e L) ((3) +4041) 

y en otro caso, 

(2)+10s+9e [J ((3)+4b-1) 

b€B,\{1} 

De aqui que f ((2) + 10s + 9) = V, 

ts + (2) +3 = {3,48 + 2, 10s + 9} + (FZ) 
f((8)) = R, f(($) +108 +9) =V } rug) =V 

yR¢€ f£((3) +3) 

Cr+ (3) +1 = {13,0} + (3) 
| £((3)) = B, £3) +3) =V } a sugyen =V 

yR¢ f() +1) 
Como todo vértice impar esté en una clase de restos de la forma (3) +4b-1 

6 (3) +4b+16 (4) +1, podemos concluir que f (In) = V.
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Sea x € P, \ {(2) , (8) +2} un vértice azul. Recuerde que en ese caso, 

f ((3) +2) = Ay por tanto podemos suponer que z € {4,..., 4s}. 
Si x = 4s entonces la terna ¢, +48 = {45,48 + 2, 4s + 1} es heterocromatica, 

lo cual es imposible. De aqui que x € (2B, + 2)U (4s — 2B,). Siz = 2b4+2,b€ 

B, tenemos la terna heterocromatica n,+4s+2 = {4s + 2,2,4b—1+4s+2} ¢€ 
H,,. En otro caso, z = 4s—2b, 6 € B, y laternan,+z = {z,0,48 + 2b-1} © H, 

es heterocromatica, lo cual contradice nuestras hipdtesis. 

Teorema 5.3 Paran #18, Hy es tensa. 

Demostracion. Sea n # 18, denotemos por ¢ = § y A, = H,/(t). Sea f' 

una coloracién no heterocromatica de H,. Como en el lema 5.6, la coloracién 

f' factoriza por una coloracién no heterocromatica f de H,, mas atin, por el 

lema 5.8 f’ (y también f) es propia tanto en los vértices pares como en los 

impares, de aqui que t > 10. Recuerde que f : Z,/ (t) = Z, — {R, V, A} es una 

coloraci6n no heterocromatica de H,. 

No es dificil comprobar que 

{J {,modt = |) {0,2,4b+1} 
beBy beBn 

LJ mmodt = () {0,2(6+1),4b-1} 
beBn beBn 

y por tanto, denotando por ¢, = {0,2,4b+ 1} y 7 = {0,2(b+1),4b— 1} se 

tiene que _ . 

(Ze, (Co, 7% | 6 € Bn} + Zt) C An 

En el andlisis que sigue consideraremos dos casos: 

Caso 1. Sx € Z; tal que f (x) # f(z -D y f(z) =f (etl). 

Caso 2. Vx € Z, tal que f (z) # f (x — 1) se tiene que f (xz) # f(x +1). 

Anilisis del Caso 1. 

Por la proposicién 1.5 podemos suponer que = 1, f (0) = Ry f(1) = 

fQ)=V. 
Al considerar, para todo b € B,, las ternas siguientes en H,, se tiene:
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(“forte ieey foterne 

{"yoerriyev plo 
y como f es propia en I; se tiene que t > 3 y 

dd € B, \ {t-—1,t} tal que f (4d+3) = 

Luego , 

Cg + 4d +1 = {4d + 1,4d+3,0} € A, . 

(Foon f(4d+1) 4A, fat ea oy pad = 

Cy +2 = {2,4,4d+3}, 

| Cas 4d +1 = {4d + 1,4d +3, 4} € A, jos 
fQ)=V, f(4d+1) =R, f(4d+3)=A 

Si d = 1 entonces la terna 7, +1 = {1,5, 4} es heterocromatica, lo cual no puede 

ocurrir. Luego d > 2 y lo podemos tomar de tal manera que f (4d — 1) F A. 

De esta forma, tenemos que 

Ty +2= {2,4,4d - 1} € A, - 

fe et ie besae-nev 

Hani = {0, 2d + 4, 4d + 3}, 

| Many +4 = {4, 2d + 4, 4d —1} € Hp, \ sass 

(0) =R, f(4) =A, f(4d—-1) =V, f(4d+3)=A 

Finalmente, la terna 77 +2 = {2,2d + 4, 4d + 1} es heterocromatica (Con- 

tradiccién). Concluyendo asi el andlisis del caso 1.
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Analisis del Caso 2. Aqui consideraremos dos posibilidades. 

Si para todo x € Z, tal que f (x) # f (x — 1) se tiene que f (x) # f (x +1) 

y f(c—1) $ f (zc +1) entonces t = 1 mod3 , las clases de restos (3), (3) +1 

and (3) + 2 son monocromaticas y la terna ¢3 = {0,2,13} € H,, contradice el 

hecho de que f es no heterocromatica. 

En otro caso, existe un vértice x € Z, tal que f(e-1)=f(@+l=Ry 

f (z) = V. Entonces 

[Gan tnstoe Ue He 

f(i@-N=R, f(z)=V 

y para no estar enel caso 1 f (x +2) # R. Luego, f (« + 2) = V; tomando como 

nuevo z al vértice x +1 y repitiendo el argumento anterior el ntimero necesario 

de veces podemos conchuir que no hay véitices azules lo cual contradice que f 

sea propia. 

\ofernea 

5.3.1 El caso especial de orden 18 

Como pudimos apreciar, H\g es una 3-grdfica localmente arbol no tensa. 

Para resolver el caso excepcional n = 18 consideremos la 3-grdfica: 

Tig = (Zag, {€a; £4 | @ € {1,2,3}} + Zig) 

donde 

E,g = {0,12,2a} 

£, = {0,2*, 6a +5} 

Ahora seguiremos los pasos de la demostracién de tension para H,, n 2 30. 

Lema 5.9 Si f es una coloracién no heterocromética de T,g entonces f es 

propia en Pig 6 lig. 

Demostracién. Sea f una coloracién no heterocromatica de Tig que no sa- 

tisface la tesis de nuestro lema. Observe que Pig e Ijg no pueden ser monocro- 

maticas simultdneamente ya que en ese caso, uno de los colores no apareceria. 

ea
bn
ap
ep
tt
ba
cb
va
ma
to
ot
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s
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Supongamos que f (Ig) = A, entonces f (Pigs) = {R, V} y comoz++4r+2es 

un automorfismo de Tyg (ver proposicién 1.5) podemos suponer que f(0) = R, 

f(2) =V y se tiene que la terna £; = {0, 2,11} € Tig contradice que f es no 

heterocromatica. 

Luego, ambas clases de restos, pares e impares son bicromaticas. Supon- 

gamos, sin pérdida de generalidad que f (Pigs) = {R,V}, f (is) = {VA}, 

f (0) =Vy fQ)=R. 
Entonces ( ; 

f= 0,2,11 € Tig \ =>fd)=V (foev soy=R foley 
€,+9 = {9,11, 2} € Tig \ 

=>f9H=V (Voor piney foto 
€,+2= {2,4,13}, €,+11 = {11, 13,4} € Tig \ 

=> f (13) =V (oF@eR fay ev, 1 eteV) F08) 
y hemos probado que 3 vértices impares consecutivos son de color verde. 

Por la proposicién 1.5 z + +1 es un automorfismo de Tig y considerando el 

caracter simétrico de las coloraciones de Pj e 1g, usando los mismos argumentos 

expuestos anteriormente, existen 3 vértices pares consecutivos con el color que 

tienen en comin entre Ig y Pig : el verde. 

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que f (14) = f (16) = f (0) =V 

y f (2) =R. Nuevamente f (9) = f (11) = f (13) = V , ademas 

€) +16 = {16, 2, 15} € T; - 

[ere to ey fs fas=¥ 

luego hay 4 impares consecutivos de color V y con un argumento similar al 

anterior podemos suponer que f (12) = f (14) = f (16) = f(0)=VyfQ)=R 

y tenemos 
£5 +12 = {12, 2,17} € Tis \ 

>fU7)=V { f@=R, fav foto 
fo +2 = {2,6,1}, £;+1= {1,9,6} € Ng _ 

{ §(2) = R, f9) —V, f (6) € {R,V} \sfayav
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de aqui que los siguientes 6 impares son de color verde: {9, 11, 13,15, 17,1} y 

por tanto podemos suponer que {10, 12, 14, 16, 0} son de color verde. 

€,+15 = {15,5,2} € Tis _ 

*§(2) = R, f(15) =V \ 5 F)- 

Como cada color aparece por lo menos dos veces y f (lig) = {V, A} se tie 

ne que f (3,7) = A y la terna £; + 2 = {2,10,7} € Tig es heterocromatica. 

(Contradiccién).— 

Teorema 5.4 Tig es un 3-drbol de tamano 96. 

Demostracién. Comprobar que Tjg tiene el nimero requerido de ternas es 

simple y se lo dejamos al lector. 

Sea f una coloracién no heterocromatica de Tig entonces por el lema anterior, 

podemos suponer que f (Pig) = {R, V, A}. 

No es dificil comprobar que la 3-grdfica generada por Pig es isomorfa a Gog 

luego, por el lema 5.1, para todo elemento par a la clase de restos (6) + a 

tiene que ser monocromatica. Por tanto, podemos suponer que f ((6)) = Rf, 

£((6) +2)=Vy f((6) +4) =A. 
Luego 

€,+8= {8,10,1}, 69+2 = {2,6,1} € Tis _ 

{ 7 (2) =V,f(6) =R, f(8) =V, f(10) =A haraev 
[eee fa ta fhe sts | 7 (3) = . 

£4) =A, f (8) =V, f0) =A, f(l2)=R = 

y por tanto, la terna £; +1 = {1,3,12} € Tig es heterocromatica, lo cual 
contradice que f sea no heterocromatica. a



Capitulo 6 

El caso 1 mod 3 

Finalmente, tratamos el caso 1 mod 3. Recuerde que aqui todas las trazas son 

Arboles excepto una, que tiene un ciclo. | 

La idea general consiste en usar algun 3-drbol conocido para el caso 0 mod 3 

y ver la manera de agregarle un vértice en buenas condiciones. 

Para el caso 4mod 6 partimos de las 3-cadenas tensas de orden congruente 

con 3mod6 construidas en el capitulo 4 y para el caso 1 mod 6 utilizamos los 

3-drboles construidos en el cap{tulo 5 con n = 0 mod 6 vértices. 

6.1 Un buen candidato a 3-arbol minimo 

Cuando n = 1mod3, la cota inferior para el nimero de ternas en un 3-4rbol 

es roy Como ya hemos observado, esta cota puede ser alcanzada por una 

3-grafica donde la traza de un vértice es un ciclo y la de cualquier otro vértice 

es un drbol. 

El método que proponemos exige la existencia de una 3-grdfica M localmente 

Arbol con n = 0mod 3 vertices que debe cumplir ciertas propiedades. A partir 

de M construiremos una 3-gréfica M con n+ 1 vértices, donde las trazas de 

todos sus vértices son arboles, excepto una que es un ciclo. 

Consideremos el caso mds simple, donde M es una 3-cadena, ie. la traza 

de cualquiera de sus vértices es una cadena. Si M tiene } ternas disjuntas y 

la frontera de M es conexa, entonces hay una manera sencilla de obtener una 

65
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3-grafica M localmente drbol con n+1 vértices. Pegamos un cono de ternas con 

centro en un nuevo vértice, a la frontera de M (ver la figura 6.1) y extraemos 

el conjunto de ternas disjuntas. Observe que M es una casi 3-cadena, es decir, 

todas las trazas de sus vértices son cadenas excepto una, que es un ciclo. Es 

interesante observar que no se conoce si el hecho de que M sea tensa conduzca 

a que M también lo sea. 

  

  

Figura 6.1 Pegar un cono a la frontera 

Nuestro propésito es generalizar este método de construccién para el caso en 

que M no es 3-cadena y su frontera no es conexa. 

Primero, vamos a extraer de M un conjunto T de ; ternas disjuntas,obteniendo 

una nueva 3-erdfica M’. Observe que T es una particidén de los vértices de M y 

por tanto, la traza de todo vértice en M’ es la unién de dos 4rboles disjuntos. 

Deseamos encontrar un ciclo C sobre los vértices de M’ pero no cualquiera, 

uno que satisfaga la siguiente condicién: si v es un vértice del ciclo C y v~, vt 

son los vértices adyacentes a v en C’, entonces v7 y vt no estan en la misma 

componente conexa de la grafica Trap(v). 

Si M’ posee un ciclo con estas propiedades, entonces pegando un cono de 

ternas con centro en un nuevo vértice a C’, obtenemos una 3-grafica M conn+1
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vértices que satisface la siguiente propiedad. 

Proposicién 6.1 M es una 3-grafica localmente arbol. 

Demostracién. Sea * el nuevo vértice, la traza de * en M es el ciclo C. Sea 

uv cualquier otro vértice en M. Los vértices uv” y vt estan en componentes 

distintas de Tray(v) (de hecho, estas dos componentes son Arboles) y como 

estan unidos por la aristas {x, v~} y {*, vt}, entonces la traza de uv en M es un 

Arbol._ 

El resto de este capitulo esta dedicado a la construccién de 3-grdficas local- 

mente darboles mediante el método expuesto en esta seccién. Estas resultaran 

ser tensas y por tanto, 3-4rboles minimos del tamano requerido. 

6.2 El caso 4mod6 

Consideremos las 3-cadenas tensas de orden n = 3mod6 construidas en la 

seccion 4.1. Recuerde que G; = {Z3@Zt, A} donde t es impar, A = A}UA?UA} 

y 
At = {{0z, 1z, 22} |xE ZX}, 

. 
r a € Zs, at = { {ar ay, (a+1,*5*)} | zyy ch } y 

A} = { {aay (a +1, ztytt) } | ma oy, \ . 

Como se puede apreciar, el conjunto A} es un conjunto de ternas disjuntas en 

G;, (constituyen las t filas en Z3 @ Z;). Sea Gt = {Zz @ Zz, A? U AP} i.e. Gi es 

G, menos el conjunto de ternas Al. 
Denotemos por OG" la grafica frontera de G}, es decir, la grafica cuyas 

aristas son las parejas de vértices de G; que pertenecen exactamente a una 

terna de Gi. 
Por construccion, a cada vértice de OG}, inciden 2 aristas de la frontera de G; 

y dos aristas de una de las ternas de A} . Luego, OG; es una grdfica 4-regular.
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Sea C; la unién sobre todos los x € Z; de las cadenas 22 — Or — lr > 

(2,2 + 1/2). Como 1/2 es un generador de Z;, C, es un ciclo hamiltoniano, 

ademés {27,0x} y {0z,1z} son parejas contenidas en ternas de A} y por la 

proposicién 4.8, el par {1z,(2,xr + 1/2)} es una arista de la frontera de G}. 

Luego C; es un ciclo hamiltoniano en OG). Demostremos que C; cumple con la 

propiedad establecida en la seccién anterior. 

Proposicién 6.2 Para todo vértice v, los vértices v- y v* definidos por la 

subcadena de C;: v= — v > vt estén en distintas componentes conexas de la 

traza de v en Gi. 

Demostracién. Por las proposiciones 4.2, 4.7 y 4.8 se tiene que la traza de 

los vértices Ox, lz y 2x x € Z; en G;, son de la forma: 
Tr(Ox): (lja+1/2) .. lev « 2@ %.. (2,2—-1/2) 

Tr(lz): (2,2+1/2) ... 22 ~ Ox ... (0,2 -—1/2) 

Tr(2rz): (0,r+1/2) .. Or ~ Ix .. (1,2—1/2) 
donde ~ entre dos vértices significa que no hay arista entre ellos. Luego, 

la traza de cualquier vértice en G} son dos cadenas (resultado de extraer A} 

a G; ). Nétese que Z; tiene una accidn natural sobre C; adicionando (0, 1/2). 

En C; hay tres tipos de subcadenas de tamafio tres: 2x — 0x — lz , Or — 

lz > (2,2 +1/2) y la — (2,2 +1/2) — (0,2 + 1/2) que son las que tienen 

como vértice central a un vértice de la fila 0, uno de la fila 1 y uno de la fila 2, 

respectivamente. Se puede comprobar en el diagrama anterior que los vértices 

2x y 1x estén en cadenas distintas de la traza de Ox en G}, andlogamente para 

los vértices Ox y (2,2+1/2) en la traza de 1z y para los vértices lz y (0,2+1/2) 

en la traza de (2,2 + 1/2).— 

Sea G; la 3-grafica que resulta de agregar a G; un cono de ternas con centro 

en un nuevo vértice (*) al ciclo C;. 

Corolario 6.1 G; es una casi 3-cadena con frontera conexa. 

Demostracién. Que G, es una casi 3-cadena es consecuencia directa | de la 

proposicién anterior. Veamos que su frontera es conexa. Claramente, aGt es el 

conjunto de aristas C; en OG}, que no esté en C;. En 0G}, hay seis tipos de aristas, -
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tres asociados a las ternas de A! que son: {22,02}, {0z, lz} EC y {1z, 22} € 

C; y tres tipos de aristas asociados a la frontera de G; : {1z, (2,2 +1/2)} € C; 

y {(2,2 — 1/2), 0x}, {Oz, (1,2 +1/2)} € C;. Luego, C; es la unién sobre todos 
los « € Z; de las cadenas (2,2 — 1/2) — Ox — (1,z4+1/2) > (2,24 1/2). 

Notese que C; es un ciclo hamiltoniano por las mismas razones que Ci. 

_ on 

Or 20 af 21 

00 J "i (" nS 
Al 

rl % 

Figura 6.2 La gréfica frontera 0G5 

Teorema 6.1 Gi es una 3-grafica tensa. 

Demostracién. La base de la demostracién es la prueba del teorema 4.1. 

Nuevamente, sea {R, V, A} una 3-coloracién propia de Z3 ® Z, U {*} que no 

tiene ternas transversales en G; . 

Si ningun vértice distinto de + esta coloreado de rojo, entonces * tiene que 

estar coloreado de rojo. Luego alguna arista {v, v’} de C; es bicolor y la terna 

{u, * v'} es transversal, de aqui que la coloracién es propia en Z3 ® Z;. 

Nuevamente, las filas heterocromaticas tienen orientacién ya que las ternas 

de Al no aparecen en la prueba de esta parte del teorema 4.1. Por el mismo 

argumento, si una fila es heterocromatica, la que le sigue también lo es. 

Si todas las filas son monocromaticas, en la subcadena de C; : 20 — 00 > 

10 — (2,1/2) aparece cualquier bicoloracién posible de una arista por lo que 

independientemente del color que se le dé al vértice *, tendremos una terna 

heterocromatica. _ 

Notese que la Proposicién 4.7 también se satisface en G;. De aqui que si una 

fila es bicolor, la que le sigue no esté coloreada con el tercer color. 

Sea a una fila bicoloreada rojo-verde. Nuevamente, podemos suponer que la 

fila a+1 es monocromatica roja y la fila a+2 tiene vértices azules. La fila a+2
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no puede ser bicolor ya que el tercer color apareceria en la fila a. Supongamos 

que la fila a+ 2 es monocromatica azul. Sea v en vértice azul en la fila a y sea 

uy > v—vt > vt* una subcadena en C; que contiene a v. Nétese que u™ y 

vt* son azules y que v* es rojo, de aqui que independientemente del color de 

* se tendrfa una terna heterocromatica. Luego, la fila a+ 2 es heterocromatica 

y por tanto todas las filas son heterocromaticas. 

Podemos suponer que las filas 0 y 1 tienen la misma orientacién. Si la fila 

0 no tiene dos vértices consecutivos con el mismo color, entonces como en la 

prueba del teorema 4.1, podemos concluir que los vértices en Z3 © Z, estén 

coloreados de la siguiente forma: 

0123 -3-21 
O:RVAR..RVA 

0123 -3-2-1 
1:ARVA... ARV 

0123 -3-2-1 
O:VARV..VAR 

y t = 0(mod 3). De aqui que {00, 10}, {01, 11} y {02, 12} son aristas rojo-azul, 

verde-rojo y azul-verde respectivamente, en C; y alguna de ellas forma con * 

una terna heterocromatica. 

El caso en que la fila 0 tiene dos vértices consecutivos con el mismo color se 

demuestra de la misma manera que en el teorema 4.1.m 

6.3. El caso 1 mod 12 

Sean n = 12s y H,, el 3-4rbol construido en la seccién 5.2. Recuerde que 

Hy = (Zn, ({éa | ae An} U {Ce Nb | bE Bh}) + Zn) 

donde 

Ea = {0,8s, 2a} 

C, = {0,2,3 — 4b} 
{0,85 + 2b, 4b — 1} 

A, = {1,...,28} CZ, 

B, = {1,...,s} C An 

3
 

= 

lI
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No es dificil comprobar que el conjunto T = €9, + Z, es un conjunto de ternas 

disjuntas en H,,. Consideremos el ciclo C = (Zn, {{a,z + 1} | x € Zn}), se pue- 
de comprobar que la tinica terna que contiene a la pareja {z,c +l} es(, +2 = 

{z,x2 + 1,2 + 3} luego C es un ciclo hamiltoniano en OH), = 0 (Hn\ {E25 + Zn})- 

Sea Hy, la 3-grdfica que se obtiene de extraer a T de H, y pegar un cono de 

ternas con centro en un nuevo vértice (*) al ciclo C i.e. 

Hy, = (Zn U {+}, {Ea | @ © An \ {25}} U {p,m | 6 € Ba} U {#,0, 1}) + Zn) 

donde por definicién * + x = * para todo z € Zp. 

Ahora demostraremos que C’ satisface la propiedad que hace posible que la 

traza de todo vértice x € Z, en H,, sea conexa. 

Proposicién 6.3 Para todo xr € Zn, los vértices r—1 yx+1 estan en distintas 

componentes conexas de la traza de x en Hi,. 

Demostracién. Como H,, es 3-4rbol minimo, la traza del vértice 0 en H,, es 

un 4rbol. Por otra parte, si consideramos las ternas: 

G1 + 1, m, €2s—-1 — 48 + 2,61 + 48, 695,61 YG 

se puede comprobar que la subcadena: 

1-3 — 88 +2—-48+2 4s — 88s 4+ 2—--1 

esté contenida en Try, (0). Luego, en H/, los vértices 1 y —1 estén en compo- 

nentes distintas de Try, (0) ya que de otra manera, Try, (0) contiene un ciclo, 

lo cual es imposible. Finalmente por la proposicién 1.5, para todo x € Z, se 

tiene que los vértices s — 1 y x + 1 estan en componentes distintas de Try, (x), 

como se queria.g 

Corolario 6.2 H, es una 8-gréfica casi localmente arbol. 

Teorema 6.2 H,, es tensa.
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Demostraci6n. (Por reduccién al absurdo) . 

Supongamos que f es una coloracién no heterocromatica de H,. Como la - 

traza de * es un ciclo, f es propia en Z,. Por el teorema 5.2 H,, es tensa luego, 

existe una terna t € T tal que f (t) = {R,V, A}. Sin pérdida de generalidad, 

podemos suponer que t = {0,4s, 8s}, f (0) = R, f (4s) =V y f (8s) =A. 

Caso 1. Iz € {0,4s,8s} tal que f (x) = f (+2). 
Caso 2. Vz € {0, 4s, 8s} se tiene que f (x) # f (a+ 2). 

Andlisis del Caso 1. 

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que z = 0. Luego, f (0) = 

fQ)HR. 

€,+ 8s = {8s,4s,85 +2}, 

Eos-1 + 2 = {2,85 + 2,48} € Hy, => f(8s+2)=V 

f(2) =, f(4s) =V, f(8s) =A 

Veamos que f (2s) = R. Paras = 1, f (2s) = f (2) = R, si s => 2 consideremos 

las ternas siguientes 

€, = {0,88,2s}, es- 4+2= {2,88 +2,2s} € Hy _ 

{ f(0) =R, f(2) Rk f(8s) =A, f(8s+2)=V \ = fas) =R 

Luego, 

¢, + 8s = {88,85 + 2,83 — 1}, 

n, +48 = {4s, 8s — 1,28} € Hy } 60 =V 

f(2s) = R, f(4s) =V, f(8s) =A, f(8s +2) =V 
Si consideremos la subcadena siguiente en la traza de *: 

8s —-1— 8s — 88+1— 8542 

Como f es una coloracién no heterocromatica de H, el vértice 8s + 1 no puede 

tener el color R. Por otra parte: 

ey +4s = {48,0,4s+2}, 

£o5-1 + 48 +2 = {48 +2, 2,85} © Hn => f(4s+2)=R 

f(0) =R, f(2)=R, f(4s) =V, (8s) =A
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Luego 

C, +8s —1= {8s —1,85+ 1,48 + 2} € H, _ 

{ fice) yes eV feern)gR > fst I=¥ 
Si s = 1 entonces 

C49 = {9,11,8}, 7 +8 = {8, 11, 6} € Hi - 

{* #(6) = R, f(8) =A, f(9) =V b= fay=A 

y la terna n, + 11 = {11,2,9} € Hyp es heterocromatica. (Contradiccién). 

Finalmente, para s > 2 se tiene que: 

£o5-9 = {0, 85,48 — 4}, 

| £53 +2 = {2,88 +2,48— 4} EH, jo s—o=8 

f(0) =R, f(2)=R, f(8s) = A, f(8s+2) =V 

Egs-2 + 48 = (48,0, 8s — 4}, 

| 9 +88 —4 = {83 — 4,45 — 4,88} € Hn } + 160-01=8 

f(0) =R, f(4s—4) = R, f(4s) =V, f(8s) =A 
n, + 8s = {88,85 + 3,48 +2}, 

No +85 —4 = {8s — 4,88 + 3,45} € Hy }seeo1= 

f(4s) =V, f(4s+2)=R, f(8s -4) =R, f(8s)=A 

y laterna ¢,+8s+1 = {8s + 1,85 + 3, 8s} es heterocromatica. (Contradiccién). 

Andlisis de] Caso 2. 

Considerando las ternas: 

e1 = {0,83,2} € A, \ => f(2)4#V { floss) 24 f 240 
y para no estar en el caso 1 se tiene que f (2) = A. Con un argumento andlogo, 

f (4s+2)=Ry f (88+ 2) =V. 
El caso especial s = 1, n = 12 se analizard posteriormente. Supongamos que 

s > 2, entonces 

21 +2 = {2,88 +2,4}, eo = {0,85,4} € A, | _ 

Lioer f(2)=A, f(8s) = A, Bead Stn bs puy=a
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Luego, usando el automorfismo z +> x — 2 reducimos la demostracién al caso 

1, con lo que termina la prueba para s > 2. 

Para s = 1, se tiene que f(0,6) = R, f (2,8) =A y f (4,10) =V. 

¢,+2= {2,41} € Hp 

{ ‘WQ)=A, f(A) =V Loser 

Consideremos los dos posibles colores del vértice 1. 

Caso 2.1. f (1) =V. 
Si consideremos la subcadena siguiente en la traza de *: 

0-13-23 

Como f es una coloracién no heterocromatica de Hy, el vértice 3 no puede tener 

el color R. Por otra parte: 

¢, +4 ={4,6,3} € Mie . 

{ 1(3) 4 R, f(4) =V, cb gbsi@nv 

C143 = (5.2), C4 O= (6.8.5) € Ha | => f(S)=A {OCA TOV IOeR aaa foto 
Luego, las aristas en Trj- (*) : {0,1}, {1,2} y {5,6} tienen los 3 pares posi- 

bles de colores y como quiera que se coloree al vértice +, aparecerd una terna 

heterocromatica. (Contradiccién). 
Caso 2.2. f(1I)=A 

CG +1= {13,0}, (+4 = {4,6,3} € My _ 

70) =R, fl) =A, f(4) =V, f(6) = R \- A= 

G1 (0.2 1}, mS od Ul Ha | =>fdl=A {Soe R ia oa p=" pie 
Luego, al igual que en el caso anterior, las parejas de aristas en Trg (*) : {2,3}, 

{3,4} y {10, 11} tienen los 3 pares posibles de colores. (Contradiccion)._ 

Es interesante observar que la proposicién 6.3 y el corolario 6.2 son conse- 
n-l) 

cuencia directa del teorema 6.2 y del hecho de que el tamafo de H,, es +5
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6.4 El caso 7 mod 12 

Este caso es similar al caso 1 mod 12 por lo que usaremos las ideas desarrolladas 

en la seccién anterior. 

Sean n = 12s+6, s #4 Ly H, el 3-drbol construido en la seccién 5.3. Recuerde 

que 

Ay, = (Zn, ({Ea | @€ An} U {Com | bE B,} U6) + Zn) 

donde 

Eg = {0,85+ 4, 2a} 

¢, = {0,2,3— 4b} 
ny = {0,85 +2b +6, 4b— 1} 

§ = {0,2,6s +5} 
An = {1y.y28 +1} CZn 
B, = {1,...,s} C An 

No es dificil comprobar que el conjunto T’ = £254; + Zp, es un conjunto de ter- 

nas disjuntas en H,. Consideremos el ciclo C = (Zn, {{z,x2 +1} | x € Z,}), 

se puede comprobar que la nica terna que contiene a la pareja {x,x +1} 

es ¢, +z = {x,c+1,x+3} luego C es un ciclo hamiltoniano en 0H), = 

O(N {£9541 + Zn}). 

Sea H,, la 3-grafica que se obtiene de extraer a T’ de H,, y pegar un cono de 

ternas con centro en un nuevo vértice (*) al ciclo C i.e. 

H,, = (Zn U {*}, {Ea [ae An \ {25 + 1}}U {Co 7 | bE By} U {*, 0, 1}) + Z,) 

Teorema 6.3 H, es tensa. 

Demostracién. El caso en que n = 6 es muy simple y se lo dejamos al lector 

interesado, por lo que en la demostracién que sigue vamos a suponer que s > 2 

y por tanto, n > 30. _ 

Sea f una coloracién no heterocromatica de Hy. Observe que existe un 

vértice z en Z, tal que f(x) = f(*) ya que en otro caso, hay dos vértices
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consecutivos y, y +1 tales que f(y) # f(y+1) y por tanto la terna {*, y,y+1} 

nos conduce a una contradiccién. 

Luego, f es propia en Z,. Por el teorema 5.4 hay una terna heterocromatica 

£541 +z € H,. Como x z+ 1 es un automorfismo de A, y H, podemos 

suponer que x = 0. Sea f(0) = R, f(4s+2) =V y f(8s +4) = 

Ahora consideraremos dos casos. 

Caso 1. Jz € {0,45 + 2,85 + 4} tal que f (x) = f (z+ 2). 

Caso 2. Vz € {0,4s + 2,85 + 4} se tiene que f (z) # f (x +2). 

Analisis del Caso 1. 

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que t = 0. Luego, f (0) = 

f (2) = 
Ahora determinaremos el color de un conjunto de vértices que nos conduciran 

inevitablemente a la existencia de una terna heterocromatica. 

Eos-2 + 2 = {2,88 + 6,45 — 2}, 

€95-1 = {0,88 + 4,48 — 2} © Hy } a sts—2)=2 

f(0) = R, f(2)=R, f(8s+4) =A, f(8s +6) = 
€o5-1 + 48 + 2 = {48 + 2,0,85}, 

| £9 +88 = {85,45 — 2,85+4} € Hy } = s0n=% 
f(0)=R, f(4s — 2) = R, f(4s+2) =V, f(8s+4) =A 

6, + 8s+4= {8s + 4,45 + 2,85 + 6}, 

Eo, + 2 = {2,85 + 6,48 +2} © Hp } + j6e-6)=¥ 

FQ=R, f(4s+2)=V, f(8st4) =A 

¢,+88+4= {854 4,884 6, 83+ 3}, 

n, + 8s = {88,48 + 2,88 +3} € H, } see) 

f(4s+2) =V, f(8s) =R, f(8s +4) =A, f(8s+6) =V 

61 +2={2,85+6,4}, co = {0,85+4,4} © M, _ 
LAME RIOCR ford fete) = pasar 

é9+4s+2 = {4s +2,0,48 + 6}, 

E95-1 + 48 +6 = {45 + 6,4, 85 + 4} © Hy => f(4s+6)=R 

fO)=R, fA) =F, f(4s+2) =V, f(8s+4) =A



CAPITULO 6. EL CASO 1MOD3 77 

£953 +2 = {2,85 + 6,45 — 4}, . 

| £05-2 = {0,88 + 4,48 — 4} € An | se—0)=8 
f(0) =R, f(2)=R, f(8s+4) =A, f(8s+6)=V 

Eoe-9 +48 +2 = {45 + 2,0, 85 — 2}, 

£3 + 8s —2 = {8s — 2,4s — 4,85 + 4} € Hn => f(8s-2)=R 

f(0) =R, f(4s— 4) = R, f(4s+ 2) =V, f(8s+4) =A 

£051 +2 = {2,85 +648}, €25 = {0,85 + 4,45} € Hy , 4s) =R 
{Mee foe R fees) oA, Hes 48) <0 = FAs) 

Eo, + 48 +2 = {48 + 2,0, 85 +2}, 

€,+85+2 = {88+ 2,4s,8s+4} © H, => f(®s+2)=R 

f(0) =R, f(4s) =R, f(4s+2) =V, f(8s+4)=A 

é9 + 88 +4 = {88 +4,48 + 2,1284+ 4}, 

€, +48 = {48,128 +4,48+2} © H, => f(12s+4)=V 

f(4s) =R, f(4s+2) =V, f(8s+4) =A 

C,+12s+4 = {12s + 4,0,85+7}, 

| m +85+4= {85+ 4,48 + 6,85 +7} © An } seein =a 

f(0) =R, f(4s +6) = R, f(8s+4) =A, f(12s+4) =V 

C,+8s+5 = {85 +5,8s+7,854+ 4}, 

fo + 8s —2 = {85 — 2,48 + 2,88+5} € Hy 
f(4s + 2) =V, f(8s —2) =R, 
f(8s+4) =A, f(8s+7)=R 

Luego, como quiera que se coloree al vértice +, una de las ternas: 

=> f(8s+5)=R 

{*,85 + 2,85 + 3}, {*, 85 + 3,85+4} 6 {*,85 +4, 8s + 5} 

es heterocromatica, lo cual es imposible. 

Analisis del Caso 2. 

ey = {0,88 +4,2}€ M, _ 

{ 700) <r f(8s+4) =A, fy ap bri@=A
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{ 21 +4s+2 = {4s +2,0,4s +4} € Mn 
H(0) =R, fl4s+2) =V, fds +4) #V 

{ 1 +85+4= {85 +4,45+ 2,85 +6} € Tis 
f(4s +2) =V, f(8s+4) =A, f(8s+6) 4A 

bo fasta=r 

\ 5 s6546)=V 

21 +2 = {2,85+6,4}, a2 = {0,88 + 4,4} € Tis _ 

{AOR f(2) =A, f(8s+4) =A, f(8s+6) =V \ = f(4)=A 

Usando el automorfismo z + x — 2 reducimos la demostracién al caso 1. 

6.4.1 El caso especial de orden 19 

Para resolver este caso utilizaremos la 3-gréfica Tig construida en la subseccién 

5.3.1. Recuerde que 

Tig = (Zig, {Eas bq | ae {1, 2, 3}} + Zy8) 

donde 
Eq = {0, 12, 2a}, €, = {0, 2°, 6a + 5} 

Sea T el conjunto de ternas {€3 + Zig} y C el ciclo {{z,2 +1} | x € Zig}. 

Sea Tig la 3-grafica que se obtiene de extraer a T de Tig y pegar un cono de 

ternas con centro en un nuevo vértice (*) al ciclo C i.e. 

Tis = (Zig U {+}, ({ea | @ © {1, 2}} U {64 | @ € {1,2, 3}} U {#,0, 1}) + Zrs) 
donde por definicién * + 2 = * para todo x € Zyg. 

Teorema 6.4 Tis es un 8-dérbol con 108 ternas. 

Demostracién. Comprobar que Tis tiene el nimero requerido de ternas es 

simple y se lo dejamos al lector. 

Veamos que Tig es tenso. Sea f una coloracién no heterocromatica de Tis. 

Observe que existe un vértice z en Zyg tal que f(z) = f(*) ya que en otro 

caso, hay dos vértices consecutivos y, y + 1 tales que f(y) # f(y +1) y por 

tanto la terna {*, y, y + 1} nos conduce a una contradicci6n.
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Luego, f es propia en Zjg. Por el teorema 5.4 hay una terna heterocromatica 

é3t+z € Tig. Como z + ++1 es un automorfismo de T}g y Tig podemos suponer 

que z = 0. Sea f(0) = R, f(6) =V y fQQ2) =A. 
Ahora consideraremos dos casos. 
Caso 1. dz € {0,6,12} tal que f (x) = f (+2). 

Caso 2. Vx € {0,6, 12} se tiene que f (x) # f (x +2). 

Analisis del Caso 1. 

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que x = 0. Luego, f (0) = 

f(2)=R. 

€, + 6 = {6,0,8}, 22 +8 = {8,2,12} € Ns _ 

(sider fQA=R, fe) =YV, Hn 2 }eF@=R 

€, +6 = {6,8,17}, +12 = {12,2, 17} € Tis . 

f (2)=R, f(6) =V, f(8)=R, f(12)=A \sfan=r 

€, +12 = {12,6, 14}, ep +2 = {2,14,6} € Ts - 

fQ=R, f(6)=V, f(l2=A b> faaav 

£, +13 = {13,17,12}, €) +14 = {14,0, 13} € Tis } 
>f13)=R 

(fee 11) 2A 7a) -v 70) =e a 
Por otra parte, si f (11) = V, independientemente del color del vértice *, una de 

la ternas: {+, 11,12}, {*, 12,13} 6 {*, 13, 14} nos conduce a una contradiccién. 

Luego 

€,+ 14 = {14,8,16}, 2 +12 = {12, 6, 16} ET _ 

{ f(6)=V, FR)=R, f(l2)=A, f(I4)=V \ 3 pas) =v 

&y +12 = {12,16, 1} € Tis _ 

{ f (12) =A, f(16) =V, f(II) #V \ sf()=A 

fb T= U6), b+ 8 (6127) 6 Te | =>f=A {Fieve oR yayea, faa) 24s 710 
y una de las ternas: {*, 6,7}, {*, 7,8} 6 {*, 13, 14} es heterocromatica, lo cual 

es imposible.
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Analisis del Caso 2. 

= {0,12,2} ¢ Ts 
£70) 2 R, f(12) = cen 

\= /@) = { e1+8-< {6,0,8) € Ti 

f(0) = R, f(6) =V, f(8) AV 

€, +12 = {12,6,14} € Tis _ 

{ f(6) =V, f(2)=A, f(l4) 4A \ => f(i4)=V 

6, +2 = {2,14,4}, eo = {0,12,4} € Tis . _ 

{joer f(2) =A, f(12) = A, Ast, }erw-a 

Usando el automorfismo z+ x — 2 reducimos la demostracién al caso 1.9
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