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INTRODUCCION.

En algunos sistemzas de ecuaciones diferenciales, que modelan fendmenos
fisicas o biolégicos observamos la aparicidn de pardmetros. Dada la variedad
dc vadores quc dichos pardmetros pucden asumir; se puede obscrvar que de un
sistema a otro, de un valor del pardmetro a otro valor suelen ocurrir cambios
en la estructura cualitativa del sistema. A dichos cambios se les conoce como
bifurcaciones.

El propdeito de este trabajo es describir algunas de las bifurcaciones més
situples. Estas son representadas por las siguientes tres ecuaciones diferem-
ciales, las cusles dependen de un s6lo parimetro,

& = pr—z Pitch fork,
i = p-ux? silla ~ nodo,
i = pz—o° Transcritica
v ¢} sistema
o= —y+z{p— @+ i
g = z+yp-("+y") Kl

En el primer capitulo se realizard un andlisis del fiujo de les tres ecuaciones
diferenciales, determinando los puntos de equilibrio y la estabilidad de dichos
puntos en una vecindad de cada uno de éstos. Se mostraran los retratos fase
de cada ecuacion para algunos valores que puede asumir el parametro.

Después de hacer referencia a éstos ejemplos, se dardn los Teoremas de Ja
bifurcacién Pithfork y Silla-nodo para dimensién une. Dichos Teoremas nos
dicen cuando, dada cualquicr ccuacién diferencial cn R con un pardmetro,
cuye campo cumpla con ciertas condiciones, podemos encontrar una curva
de puntos de equilibrio de la ecuacién.

En ¢l scgundo capitulo analizarcmos con detalle ol flujo del sistema arriba
mencionado, el cual es un ejemplo que describe el fendmeno de 1a bifurcacién
de Hopd.

Posteriormente se demostrard el Teorema de la bifurcacidn de Hopf en R?,
¢l cual, a partir de ciertas condiciones que deberdn cumaplir los eigenvalores
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de la matriz jacobiana de derivadas parciales del campo evaluada en el punto
de equilibrio, se podrd garantizar la existeucia de drbitas cerradas del sistema
asi como tatubién la estabilidad de éstas.




CAPITULO 1

Comenzaremnos con la ecuacién:
i = ful), (1

En general z € R®, u € R*, f, € C',
fu €3 el campo de Ia ecuacién diferencial el cual involucra el partiinetro

i Un elemento x € R® representa la n—ada (1, ...x,) de ndmeros reales y
€' ws el espacio de funciones cuya primer derivada es continua, -

Definicién 1.1. Dada la ecuacién diferencial (1), decimos que Z £s un punto
de equilibrio si [, (&) =

Definicién 1.2. Decimos que Z es un punto de equilibric hiperbélico, si los
valores propios de D, f,(Z) tienen partes reales no nulas. -

Definicién 1.3, Dados dos campos f ygen R®, decimos que son topoldgicamoentc
equivalentes si existe un homeomorfismo / : R® — R" tal que H trans-
forma soluciones de f en soluciones de g v preserva la misma orientacién en

{os campos.

Deflnicién 1.4. Un campo vectorial f € X'( R"} (donde X'{ R"} denots el
espacio de campos vectoriales en R®) es estructuralmente estable si existe
una vecindad Ny de f, tal que cualquier campo ¢ € Ny es topoldgicamente
cquivalente a f.

La definicidn de valor de bifurcacion que se da a contimacion es propnesta
por Guekenheimer[1983).

Definicién 1.5. Un valor del pardmetro jg de la ecuacidu (1) para el cnal
el finjo de {1) no es estructuralmente estable es un valor de hifurcacidn del
parametro g




BIFURCACION PITCHFORK

En ests seccién analizarercos 1 bifurcacién Pitchfork para algunos valores
del pardmetro. Consideremos la ecuacién diferencial:

&= pz —1°, (2)

donde 7, € R. Para esta ecuacién fu(z) = puz — 3. Asumiendo el
pardmetro x los valores de 1,0,-1 tenemos que:

i)Cuando el valor de! pardmetro es cero, (i.e. = 0); la ecuacién diferen-
3

cial { 2) se reduce 8 £ = —z°.
Trazemos ls gréfica de la funcién fo(x) para tener una idea del compor-

tamiento del flujo.
Hx)

FIGURA 1.1.
De la gréfica anterior, podemos obeervar como sera el campo visto en el
espacio fase de la ecuacién diferencial.

N
~ ¥
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o

FIGURA 1.2.




Los puntos de equilibrio son aquellos valores de x donde f, () = (; por
1o tanto, £ = 0 s el tinico punto de equilibrio para esta ecuacion.

ii)Para p = 1, la ecuscién diferencial seré & = 7 — 27, La gréfica de la
funcién fi(z) es la siguiente: filx)

FIGURA 1.3.

De 1a grifica anterior, podemos ver como es el comportamiento del campo
cn cl cspacio fasc. :

>

-l o !

FIGURA 1.4

Los puntos de eqailibrio del campo son: x=0, x=1, x=-1.

iii)Para gt = —1, la ecuacién diferencial correspondiente es & = —& — u°.

La grédfica de la funcién f_;(x) se muestra s continuacion:
-

FIGURA 1.5.




Entonces el espacio fase de la ecuacion seré:

-
~

o+

FIGURA 1.6.
El punto de equilibrio del campo es » = 0.
De acnerdo al valor asnmido por el pardmetro, se presentan diversos ais-

teraas; frataremos a contimacion de apalivar la estabilidad estrictural de
cada uno de los sistemas presentados.

Definicién 1.6. Sca & punto de cquilibrio de Ia ecuacién  1). Decimos que
¥ es un punto de equilibrio estable s i para cualquier vecindad U © R" de
¥, existe nna vecindad Uy C U que contiene a 7 tal que la imagen de cada
sohacidn x, con condicidn inicial en [, estd en [7 para todo ¢ > 0.

()

FIGURA 1.7. Estabilidad.

V]

[¥]

Ejemplo. Sea

T = -y
P (3)

con (z(0}, 4{(0)) = (ky. ks).
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La solucién de la ecuacién diferencial ( 3) es:
x(t) = kycost — kysent
y(t) = kisent + kycost

El diagrams del espucio fase consta de circulog concéntricos en ¢l origen.

™

i
\S®

FIGURA 1.8,

Definicion 1.7. Decimos que F es punto de equilibrio asintéticamente es-
table, st ademds de cumplir con la definicién 1.5, Uy se pucde elegir de forma
que

Jim o) =

FIGURA 1.9. Estabilidad asintética.

Ui

'}

Ejemplo. Sea

§.
I

az — by

bz + ay. (4)

8
i
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con a < 0. La solucién del sistema ( 4) es el siguiente:

€™ (ucosht ~ vsenbt)
e*(usendt + veosht),

T
L

donde (u,v) es una condicidn inicial para el sistema.

El retrato fase del sistema mencionado son espirales (o sumideros) que

tienen como punto atractor el origen.
1y

9_—_,,

FIGURA 1.10

Definicién 1.8. # es punto de equilibrio inestable si no es estable.

Esto significa que existe una vecindad /' C R" de # tal que para todo
Uy C U que contiene a ¥ existe al menos una solucién z cuya condicidn inicial
esta en U; y que no permanece enteramente en U/ parat > 0.

»

FIGURA 1.11. Inestabilidad.

Por ejemplo, si tomamos el sistema { 4), pero ahora con a > 0, la solucién

pad

U
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al sistema sigue siendo el mismo, peroc el retrato fase en este caso son fuentes
que tienen como punto repulsor el origen.

1

ZE
7

FIGURA 1.12.

Para hacer un an4lisis de la estabilidad de ecuaciones no lineales, tenemos
que remitirnos, para empezar, a su estudio en forma local, es decir, en una
vecindad alrededor de cada uno de sus puntos de equilibrio.

Nos apoyaremos en los dos siguientes Teoremas para analizar la estabili-
dad de los puntos de equilibrio de nuestros ejemplos. Nos remitiremos sclo
a enunciarlos, sin dar su prueba, para su consulta se puede ver Perko [1986].

Teorema 1.1. Sea # un punto de equilibrio de un sistema como (1). Sila
matriz jacobiana de derivadas parciales eveluads en dicho punto, i-e. D: f,.(Z)
tiene todos sus eigenvalores con parte real negativa, entonces ¥ es un punto
de equilibrio asintdticamente estable.

Teorema 1.2. Sea i un puato de equilibrio de un sistema como (1). 5ilama-
triz jacobiana de derivadas parciales evaluada en dicho punto, i.e. D.f.(E),
tiene un eigenvalor con parte real positiva, entonces Z es un punto de equi-
librio inestable.

Retomemos ahora nuestra ecuacién (2). Con respecto a lo anterior ten-
emos que:

i) Para u = 0, la ecuacién correspondiente era & = —z°.

Habfamos visto que el punto de equilibrio cuando la ecuacién asumia este

10



valor del pardmetro era £ = 0.

Si calculamos la derivada del campo en el cero, es decir D, fo(0) observa-
mos que ésta es igual a cero.

Cuando se presenta esta situacion, (es decir cuando 1a derivada del campo
evaluada en el punto de equilibrio es igual a cero) en un sistema no lineal,
no podemos afirmar que tipo de estabilidad tendré dicho punto de equilibrio,
por lo cual en este caso haremos el andlisis en base al retrato fase del sistema.

En el caso de la bifurcacién Pitchfork, obeervando la figura 1.1., con-
cliimos que z = 0 es un puato de equilibrio asintéticamente estable.

ii) Para g = 1 Ia ecuacién es: &=z —z%

Los puntos de equilibrio de la ecuacién { 2) cuando ésta asume dicho valor
del pardmetro son £ = 0,z = 1 y z = —1. Analizando la derivada del campo
tenemos:

D £1(0} = 1, por lo tanto = = 0 es inestable.
D, fi(1) = —2, por lo tanto = = 1 es asintéticamente estable.
D, fi{-1) = 2, por lo tanto z = —1 es inestable.

De hecho, para poderlo comprobar, podemos observar el retrato fase cor-
respondiente, en la figura 1.2.

iii) Para u = —1 la ecuacién diferencial es £ = —z — z°.

El punto de equilibrio de la ecuacién 2 cusndo el valor del pardmetro es
—1es z = 0. Analizando la derivada del campo tenemos D, f (0} = —1,
por lo tanto el punto de equilibrio x = 0 es asintéticamente estable. Para
poderlo verificar, podemios observar el retrato fase de la figura 1.3.

De todo el andlisis presentado concluimos que, en general, dada la ecuacin

= f#(I)v

donde
f,u(x) = [T - 3:3,

Los puntos de equilibrio de la ecuacién son z = /gy z = 0.

11




Para s < 0 tenemos un punto de equlibric {z = O)para cada uno de
los diferentes valores del pardmetro. La derivada del campo es Do fu(x) =
4 —3z3. Evaluando esta derivada en el punto singular tenemos D, f.(0) = .
Aplicando el Teorema 1.1. tenemos que el punto de equilibrio z = 0 es
ssintéticamente estable.

Para g = 0 tenemos que al analizar el retrato fase de la ecuacién, del cual
concluimos que éste también resulta ser un punto ssintdticamente estable.

Para ;2 > 0 tenemos tres puntos de equilibrio por cada valor de g, estos
son z =+/fi, r=—/iyel puntox =0.

Evaluando la desivada en los puntos de equilibrio z = +,/z tenemos
D, fu(x/l) = =2, por lo tanto aplicando el Teorema 1.1. tenemos que
estos puntos de equilibrio son asintéticamente estables.

La derivada del campo evaiuada en el punto de equilibrio z = 0 es
D £,(0) = p, por lo cual éste punto de equilibrio es inestable.

Definicién 1.9. Un diagrama de bifurcacién es la representacion gréfica de
tos puntos de equilibrio, en el espacio fase (z, u).

El disgrama de bifurcacién correspondiente a la ecuacién Pitchfork es:

|
|
|
1
]
1
—00—:
'
(]
h Y

L4

FIGURA 1.13

Lag intersecciones de rectas paralelas al eje X con el diagrama de bifur-
cacién de la ecuacién, nos indican para cada valor especifico de u, cuantos
puntos de equilibrio hay asignados a dicho valor.

12




Existe un cambio considerable en la estructura cualitativa del sistema
cuando variamos el pardmetro alrededor del cero, es decir, como ya se habia
mencionado cuando u < 0 tenemos un punto de equilibrio (z = 0) el cual es
asintdticamente estable y para u > 0 tenemos ahota tres puntos de equilibrio,
uno de ellos inestable (z = 0) y dos asintéticamente estables (z = +,/n).
Entonces aplicando la definicién 1.5. tenemos que p = 0 es un valor de
bifurcacidn.

BIFURCACION SILLA-NODO

Considere 1a ecuacién diferencial:

i'=""—121 (5)

donde z, i € R. Para esta ecustién, f.(z) = u— 2.

Busquemos los puntos singulares de esta ecuacion y analizemos ia esta-
bilidad de cada uno de éstos.

a) Para i > 0.
Cuando el pardmetro es positivo existen dos puntos de equilibrio, estos

son: T = +/k, T = —\/h.
La derivada del campo es D, f.(z) = —2z. Ahora vemos & evaluar esta
derivada en el punto x = +,/j, dindonos como resultado D.f.(+/f) =

~2./H, por lo tanto aplicando el Teorema 1.1. este punto de equilibrio es
asintéticamente estable.

Analizemos la estabilidad para el puato r = — /. La derivada evaluada
en éste punto es D, f.(—/#) = 2,/K, entonces por el Teorema 1.2, dicho
punto es inestable.

13




La grifica de f,{z) cuando u es positivo se muestra en la siguiente figura.

1,‘!)

e N
N

FIGURA 1.14

El retrato fase de la ecuacién diferencial es el siguiente.

F N

FIGURA 1.15
b)Para 4 =0

El {inico punto singular es £ = 0. Nuevamente se presenta el caso en el
cual, al analizar la derivada del campo y evaluarla en el punto de equilibrio,
da como resultade cero, {(es decir D,f,(0) = 2(0} = 0), por lo tanto no
podemos usar los Teoremas 1.1. y 1.2.. Necesitamos analizar el retrato fase
de la ecuacién para este valor del pardmetro. La grafica de fy(z) = —1° es
el siguiente. hx)

FIGURA 1.18
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De ésta grifica podemos obtener el retrato fase de la ecuacién, el cuasl es
el siguiente.

M
N

FIGURA 1.17

Asi podemos ver que T = ( es un punto de equilibrio inestable.

c)Para i < 0
En este caso, como tenemos raices complejas, entonces no tenemos puntos
de equilibrio.
La gréfica de f,(z) cuando u es negativo es la siguiente.
0

/TN

FIGURA 1.18
El retrato fase de la ecuacidn se muestra en la figura 1.19

™

FIGURA 1.19

15




La bifurcacién silla-nodo, tiene el siguiente diagrama de bifurcacién.

ﬁl.
—— —_—t—
—\— 4 —
— —
€ ——dx
FIGURA 1.20

Nuevamente observamos que alrededor del parémetro y¢ = 0, pasamos
de dos puntos de equilibrio; uno de ellos inestable (x = — /i) y el otro
(z = +/0) asintéticamente estable cuando el parfmetro es positivo a ningiin
punto de equilibrio cuando el pardmetro es negativo.

Cuando el pardmetro es cero existe un iinico punto de equilibrio inestable
{z = 0}, entonces por la definicién 1.5. u = 0 es un valor de bifurcacién.

Después de haber visto los ejemplos de las bifurcaciones Pitchfork y
silla-nodo, los teoremas que veremos a continuacién nos dicen cuando, dada
cuslquier ecuacién diferencial en R (con un pardmetro}, cuyo campo cumpla
con ciertas condiciones, podemos encontrar una curva de puntos de equilibrio
de la ecuacion.

Miés ain, podemos hacer el anélisis de la estabilidad del dichos puntos,
asi como dar el diagrama de bifurcacién correspondiente a la ecuacién.

Teorema 1.3. (silla-nodo).
Considere la ecuacién diferencial en R

= fl‘(xL
donde u € (—¢,¢€), f. € C*. Suponga que:
Jo(0) =0, f(0) =0, f5(0)# 0y Y |0 (0) £ 0.

16
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Entonces existe una funcién 4 : (—e,€) — R tal que:
fum(z) =0,
ademds 4(0) =0, &'(0) =0, u"(0) £ 0.
Demostracién.
Definamos G(z, ) = fu(2). Observemos que:

_ _ o 8G _ Bf,
G(oso) = fﬂ(o) =0, 6.u (01 0) = aﬂ lﬂ»=° (0) # 0,
entonces podetnos aplicarie el teorema de la funcién implicita a la funcién
G, por lo tanto: existe una funcidn g € €, i : (—¢,€) — R la cual satisface
#(0) =0,
G(z, p(z}} = 0.

Apliquemnos ahora regla de la cadena para derivar la funcion G.

30'(23 :(z)) . 66‘(? :(r)) (5} =0,

Despejando u'(x) tenemos:
% (z, u(z))
p(z) = ———
% (2, u{a))
Derivando por segunda vez la funcién 4, evaluando en z = 0 y haciendo
las sustituciones correspondientes llegamos a la siguiente expresion:

—f5(0)

A'o=
WO = o

17




Observacién: los signos de f7(0) y gt‘— fu=o (0} determinan la "direccién”
de la bifurcacién. Si éstas derivadas tienen signos opuestos, entonces el dia-

grama de bifurcacién es el mgment:a
Iy

FIGURA 1.21.
Andlisis de la estabilidad de los puntos de equilibrio.

Para saber la estabilidad de los puntos de equilibrio tomemos la ecuacién
futz)(z) =0, derivémosla y despejemos f, ., (z).

f#(ﬂ"')

Suz(®) + p(z) =

entonces

@) = =Lt (0),

Por lo tanto la establhdad de los puntos de equilibrio dependers de los
Signos que asuma 3~ a -y " en una vecindad de cero. Para esto, tenemos que
dividir el anilisis en cuatro Casos.

8)3(0) > 0, 4"(0) > 0,
entonces se tiene que:
Wi(z) <0siz <0,
Wiz)>0siz>0.
Por lo tanto:
fun(@) >0s8iz<0,

18




fun(@) <0siz>0.

Entonces el retrato fase para este caso serd:

<>
=0 x>3a
. FIGURA 1.22.
b)%x(0) > 0, w*(0) < 0.
entonces se tiene que:
wiz)>0siz <0,

Wiy <0siz>0.

Por lo tanto: _
fuz(x) <0siz <0,

fumy(®) > 03siz>0.

El retrato fase sera:

AN

P N
~ T/

X 1 +

FIGURA 1.23.
¢)%(0) < 0, u"(0) > 0.
entonces se tiene que:

Wiz)<0siz <,

wi(z)>0s8iz2>0

Por 1o tanto:
f:‘(:)(.'ﬂ) <0six<0,

funlz) > 0siz> 0.

19



El retrato fase es:

N bl ra N
r Al BN <17
X< O 7o

FIGURA 1.24.
d)2e(0) < 0, "(0) < 0.
entonoes se tiene que:
wiz)>0siz <0,

Wiz) <0siz>0.

Por lo tanto:
fum(z) > 08iz <0,

f:‘(z)(m) <0 31 x>0

El retrato fase serd:

X< X >q

FIGURA 1.25.
Teorema 1.4.: Considere la ecuacidn diferencial en R
T = fulz),
donde i € (—¢,¢), f, € C*. Suponga que:

f

fuk=2) = —£u(2), £,00) =0, f5(0) =0, f(0) =0. fF"(0) #0y F& |uwo
0)#0.

Entonces existe una funcién u : (—¢,€) — R tal que:
fun(2) =0,
ademds u(0) =0, 4'(0) =0, p"(0) #0.

20




Demostracién.

Por el lema 2.4. que se demostrard en el Capitulo 2, tenemos que f,(z)
se puede escribir de la forma:

Julz) = xg,(x).
Podemos afirmar lo siguiente. La funcién g,(z) satisface las hipétesis del

teoremsa 1.3.

Dfu(x) = gu(2) + 2g,(z).

fo(0) = 90(0) + 0gg{(0) =

por lo tanto go{0) =
2fi(x) = 2g,(z) + zg, (=),

0 (0) = 2g5(0) + 0g5(0) = 0,

por lo tanto g4(0) =
3)f,(z) = 3g,(x) + zg; (x),

1o'(0) = 3g5(0) + 0gg'(0) #

por lo tanto g5(0) # 0.
4)-&(3:) = gulx) +Ig;(1),

00} _ 9g.(z) _ 04.(2)

i 3u op '
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af, _ Og, aq,
-{,f lu=o (0) = M lu=o (0)+0§f li=0 (0) # 0,

por le tanto:
% 1o (0) # 0.
8p
Entonces existe una funcién u € £, 4 : (—e,¢) — R la cual satisface
s0) =0,
gal(a)(x) =0
Ademads, 4'(0) =0, u"(0) # 0. En este caso,
—fo'(0)
#"(0) = gr———,
E,f l.u=0 (0)
Si los signoe de f§(0) ¥ 2% |,.a0 (0) son opuestos, el disgrama de bifur-

cacién de f..) = rg,.(x) = 0 serd el que,se muestra a continuacion.
H

*x

FIGURA 1.26.
Andlisis de la estabilidad de los puntos de equilibrio.
Como ya se habia caleulado, 1a derivada de f,(z) es:

£u(2) = 9u(z) + zg)(x),

evaluando en u = u(x) tenemos:




f_;.(:) (J:) = xg:.(:) (‘T)!
Yaque guxy(z) = 0. El anélisis de la estabilidad de los puntos de equilibrio
nuevamente lo dividiremos por casos.
a)%!j(o) > 0, u"(0) > 0.

entonces se tiene que:
#(x) < 0siz <0, entonces gl.,(z) >0 siz <0,

§ #ix) > 05z >0, entonces Gun(x) <08iz >0
Por lo tanto:
Sun(z) <0siz <0,

Juzy(2) <0siz >0,

El punto x = 0. también es punto de equilibrio, al evaluar en la derivada,
por hipétesis se tiene que es un punto de equilibric no hiperbélico, perc su
estabilidad se puede deducir de éste andlisis y del retrato fase que a contin-
uacidn presentamos.

A
T

T

*
F 3
+

FIGURA 1.27.
)38 (0) > 0, 4"(0) < 0.
enfonces se tiene que:
w'(z) > 0 si x <0, entonces Iuz)(@) <0siz <0,

H(z) <0 si z > 0, entonces g,.\(x) > 0siz >0
Por lo tanto:

Sumz) >0siz <0,

Jum(z) >0siz >0,
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El retrato fase en este caso es:

<> + o
FIGURA 1.28.

) %(0) < 0, 4"(0) > 0.

entonces se tiene gue:
#{x) < 0 si z <0, entonces Gz (T) <0 siz <0,

#(z) > 088z >0, entonces Gun{z) >0siz > 0.

Por lo tanto:
fua(r) >0siz <0,

fum(®) > 0 siz >0,

El retrato fase serd:

<= TGP
FIGURA 1.20.

)% 0) <0, u"(0) < 0.

entonces se tiene que:
#{(z) > 0siz <0, entonces Guiey(2) > 0si z <0,

#w(z) <0six>0, entonces Gun)(T) < 0siz >0

Por lo tanto:
fun(@) < 0siz <0,

fun(z) <0siz >0,

4




El retrato fase es:

N yd LY ya
> < ra ~
} [+] ¥t
FIGURA 1.30.
BIFURCACION TRANSCRITICA
Considere I ecuacidn diferencial
£ 2= pr— g2 (6)

donde z, 4 € R, para esta ecuacién diferencial f,(z) = uz — 22.
a)Para u >0

Cuando ¢l pardmetro es positivo tenemos dos puntos de equilibrio, éstos
son z = 0,z = u. La derivada del campo es: [, f.(z) = y — 2x. Tomemos
el punto de equilibrio £ = 0. Evaluando la derivada anterior en éste punto
singular tenemos D, f.(0) = u, como z > 0 el Teorema 1.2. nos dice que
nuestro punto singular z = 0 es inestable.

Para el punto de equilibrio = = 4, la derivada evaluada en éste punto
e8 D, f,(1) = —p, por lo tanto aplicando el Teorema 1.1. el punto singular
Z = g es asintéticamente estable.

La gréfica f,.(z) cuando 4 > 0 se muestra a continuacién:

=

7] N

FIGURA 1.31
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Entonces el retrato fase de la ecuacidn diferencial ( 6) para i > 0 es:

£—1 LY LY i
~ 1 I Cd L
° M

£
- x

FIGURA 1.32
b)Para u=0

El dnico punto de equilibrio es z = 0. La derivada del campo evaluada en
el punto de equilibrio es cero (ie. D,f,(0) = 0). Nuevamente necesitamnos
analizar el retrato fase de la ecuacién ( 6) para este valor del pardmetro. La
gréfica de fy(z) = —22, es la siguiente:

Wl)

FIGURA 1.33
El retrato fase de la ecuacion ( 6) para u =0 es:

A
A

FIGURA 1.34

Del retrato fase podemos observar que = = 0 es un puuto de equilibrio
inestable.

c}Para u < 0

Tenemos dos puntos de equilibrio cuando ol parémetro es negativa, éstos
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90ﬂ3=0,2‘=p.

Evaluando Ja derivada del campo en el punto de equilibiro z = 0 nos de
como resuitado D, f,(0) = u, entonces por el Teorema 1.1. éste punto de
equilibrio es asintéticamente estable,

Paza el punto de equilibrio = = u la derivada del campo evaluada en dicho
puntouD,f,(p)=g-y,porlomtoporei'Ibomna.lz el punto z = i es

hgréﬁcadef‘.(z)cumdou.<ﬂes-la&gmeneez

Tv’,m

N

FIGURA 1.35

De la grifica saterior podemos deducir el retrato fase de la ecuacién ( 6)
cuando el pardmetro es negativo.

¥
A

FIGURA 1.36

La estabilidad de los puntos de equilibrio & = u, r = 0 cambia drésticamente
cuando €l pardmetro toma valores alrededor del cero, es decir, el punto de
equilibric x = ( pasa de ser inestable cuando 1 > 0 a ser un punto de
equilibrio asintéticamente estable para u < 0.

Andlogamonte el punto de equilibrio z = p pasa de ser un punto de
equilibrio asintéticamente estable cuando 4 > 0 a un punto de equilibrio
inestable cuando i < 0, entonces = ( es un valor de bifurcacion.
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El diagrama de bifurcacion para la ecuscion = yr — z° es:

v
——— —
—— | ——
e, SV
€ < x

FIGURA 1.37
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CAPITULO 2
INTRODUCCION A LA BIFURCACION DE HOPF

En el capitulo anterior, consideramos varios tipos de bifurcaciones de
sistemas unidimensionales, las cuales pueden ocurrir en una vecindad de un
punto de equilibrio. Dependiendo de los valores asignados al pardmetro,
cuando se presenta ¢l caso en el cual, la derivada evaluada en el punto de
equilibrio se anulaba, analizabamos directamente el retrato fase. Ahora nos
toca saalizar el tipo de bifurcaciones que pueden ocurrir cuando en un sisteme
bidimengional, la matriz correspondiente a la derivada evaluada en el punto
de equilibrio tiene eigenvalores imaginarics purcs; es decir cuando el punto
de equilibrio de la linealizacién es un centro.

Las soluciones a los ejemplos que a continuacién analizaremos, pueden
consultarse en Hirsch, Smale[1987)].

Tomemos el sistema:

¥ = -,
donde g,(z) e C*,n € R.

En aste caso:

et 3

fuloy) = (" - 9"‘”)

Con esto se pretende ver como serd el comportamiento del campo del
sistema ( V) pars diversas funciones g,.

1) 5i g, = 0 el sistema ( 7) queda expresado como:

# ]
y. -,
El iinico punto de equilibrio es el origen. La derivada del campo, evaluada




en el punto de equilibrio es [a siguiente:
0 1
Difﬂ{o) = (__1 0)

La solucién con condicién inicial (29, 4o), para este sistema serd:

2(t) = zosen(t)+ yocos(t)
¥(t) = mocos(t) — pasen(t).

El retrato fase que podemos observar es el formade por un centro.
y

A\
L

FIGURA 2.1

2) Si consideramos ahora g,(2) = pz tenemos que el sistema ( 7) queda
expresado como:

£ o= y-pux
= -z

para esta funcién g, el campo seré:

ai = (' )

-z

E! vinico punto de equilibrio es el origen. La derivada del campo evaluada
en el punto de equilibric es la siguiente:

D.!fp(o; 0) = (:‘i‘ (1])';
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los eigenvalores de la matriz son:

A=1/2wpx \u?~ 4

Analizemos el tipo de eigenvalores que tendremos y la estabilidad alrede-
dor del punto de equilibrio para los diversos valores del pardmetro.

8i u € (0, 2) tendremos eigenvalores complejos cuya parte real es negativa,
eatonces nuestro punto de equilibrio serd un pozo ssintéticamente estable,
por lo cual al dibujar el retrato fase de 1as soluciones, éste seria el siguiente:

o .

N

FIGURA 2.2

Si i € [2, 00) tenemos eigenvalores reales. Entonces el punto de equilibrio
(0,0) es un nodo asintSticamente estable. El retrato fase de las soluciones
tendria la siguiente forma: y

FIGURA 2.3
Si 4 € (~2,0) el punto de equilibrio (0,0) sigue siendo un pozo, pero

3




inestable.

\%

FIGURA 24
$i 1 € (—o0, —2] el punto de equilibrio (0, 0) seré un nodo inestable.

N
/N

FIGURA 2.5

Consideremos ahora g,(z) = —uz + z°. Para esta funcién g, el campo

queda expresedo como:

Sulz,y) = (y - (xid M))-

Entonces el sistema { 7) queda expresado coma:
g = 3'_(33_”'3) (8)
¥ = -,
Ahora, para facilitarnos el andlisis del campo de esta ecuacién diferencial,
LOINeTMoB COTO caso particular cuando el valor del pardmetro es uno. Ea decir,
consideremnos el sistema:




y— (° - x)

_x,

I
]
El tinico punto de equilibrio de este sistema es el origen. Para hacer

un andlisis del retrato fase de este sistems dividiremos el plano en cuatro
regiones las cuales estdn limitadas por las siguientes curvas:

(9)

vt = {(z,9)/y > 0,z =0},
g* = {{z.p)/e >0,y =2* — 1z},

v = {{z.y)/y <0,z =0},
g~ ={{z.9)/x <0,y =2° -z},

Graficamente estas curvas son:
y

¥

FIGURA 2.8

Primero veamos como es el comportamiento del campo sobre cada una

de éstas curves.
Observemos que = ( en g%, g™, lo cual nos indica que sobre éstas dos

curvas, el campo tiene la forma:

£ Q
(y) = (“atga diferente de oera”)’
por lo tanto, sobre ambas curvas, el campo es vertical,
Para determinar la direccidn del campo, tomemos el punto (1,0) el cual
pertenece a g*. Sustituyendolo en el campo tenemos que:

()=()
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Entonces, para puntos que pertenezcan a la curvs g% tenemos que:
6)- ()
9) " \-z)
Por lo tanto el campo vectorial es vertical, con direccién negativa.

Andlogamente, si nos encontramos en la curva g~, el campo es vertical,

con direccién positiva, i.e.,
£y _ {0
v Az

Cuando nos encontramos situados en y*, tenemos que el campo es:
(5)-©)
) 0
Por lo tanto, el campo es horizontal con direccién hacia la derecha
En y~ el campo es de la forma:
z ¥
6)=6)
Por lo tanto el campo es horizontal con direccién hacia la izquierda.

La siguiente figura nos muestra la direccién del campo sobre las cuatro
curves analizadas,

FIGURA 2.7.

®




Lo que nos resta por ver, es saber como es el campo entre cada una de
estas 4 curvas. Llamemos:

A= {(z,y)/z > 0,y > g} (=)},

B ={(z,y)/z > 0,y < g}(z)},
C = {(z.y)/z < 0,y < g; (=)},
D= {(z,y)/= <0,y > g7 (z)}.

En A tenemos que: ¢ x
x > 0
¥ < 0,
¥
En B tenemos que: * °
i < @
¥y < 0

-

En C tenemos que:

L0 |
V A
co

L -

En D tenemos que:

w8

vV

e
(-3 g
n




De todo este anélisis, podemos obeervar que el campo rota alrededor del
punto de equilibrio. La siguiente figure nos muestra el comportamiento del
campo, y :

—

AN S
N N

FIGURA 2.8

BIFURCACION DE HOPF

Consideremos el sistema:

T = —y+ z(’-‘ - ('ta + yi)) (10)
v = z+ylp- @@ +17),

Para este sistema, f, : R? — R, donde

~v+o(u- (2 + y"')))
z+ylp -2t +97)) )
El tnico punto de equilibrio que tenemos es el origen. Para analizar ia

estabilidad del sistema en una vecindad del puato de equilibrio tomemos la
diferencial de f, evaluada en dicho punto, esta es:

fulz,y) = (

b0 =(4 1),

Loe eigenvalores correspondientes son: A = p+i. Por loe Teoremas 1.1, ¥
1.2. sabemos que la parte real de los eigenvalores (cuando ésta es diferente de
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cero), determina la estabilidad del sistema alrededor del punto de equilibrio.
Entonces para el sistema (10) el origen es asintéticamente estable cuando
# < 0 y resulta ser inestable cuando u > 0.

En el caso en que x4 = 0 tenemos un par de eigenvalores imaginarios
puros; dado que el sistema no es lineal, requeriremos del siguiente teorema,
el cual nos daré una idea de como seré el comportamiento del sistema para
este valor del pardmetro. (No daremos la pruebe del teorems, si se quieren
ver més detalles, se puede consultar Perko[1986]).

Teorema. Sea E subconjunto abierto de R3 tal que 0 € E y sea f, € C'(E).
Supongamos que la parte lineal del sistema es A = D.f,(0). Supongamos
que el origen es un centro para el sistema lineal, entonces el origen es un
centro, un centro-foco, o un foco para el sistema no lipeal.

Eatonces, de lo anterior podemoe concluir que para x = {}, tenemos tres
alternativas para el retrato fase; para determinar exactamente a cual de estos
corresponde el sistema, haremos un cambio del sistema a coordenadas polares
para concluir el andlisis del flujo.

El cambio de coordenadas rectangulares a polares esta dado por:
{x,y) = (rcosh, rsend),
Y su inverss es:

¢H(r,8) = (22 + 43, tan" (g /),

donde (z,y) # 0. El siguiente diagrama conimutativo, nos muestra el
cambio de coordenadas. P(x,y) y Q(x,y) son funciones de clase C' expresades
en coordenadas rectangulares.

(v )

R® — R?
Y al¥
e G, b . Ra
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Expresadas en coordenadas polares, tenemos que las ecuaciones cotre-
spondientes de este cambio son:

rf = rcos@P(rcosd, rsend) + rsenfQ(rcosh, rsend)
ri = rcosfQ(rcosh, rsenf) ~ rsendP(rcost, rsend),

Realizando 1as sustituciones correspondientes en el sistema (10) tenemos:

¢ = cosB(~rsenf + rcosd(u — r’)) + send(rcosé + rsen(u — r*))
8 = cost(rcosd + reen(u — r*)) — send(—rsend + reosd(u — r?)),

Simplificando, llegamos a que este sistema expresado en coordenadas po-
lares es:

fo= r(p—rd)
i- L (11)

Dadas las ecuaciones en coordenadas polares, podemos hacer el anélisis
de los retratos fase. Tomemos un ejemplo con x4 = 1. El sistema queda
descrito como:

# = r(l-r?)
6 = 1,

§i 0 < r <1y tenemos # > 0, por lo tanto r es creciente para r € {0, 1).
Sir > 1 tenemos ¥ < 0, por lo tanto r es decreciente parar > 1. Sir=1
tenemos ¥ = 0, por o que r es constante.

Ademis sabemos que el retrato fase son espirales (con el punto de equi-
librio inestable, por el valor del pardmetro). Cabe hacer notar la aparicién
deuncicloenr =1,




El retrato fase del sistema (11) cuando el valor del pardmetro es 1 es el

que se muestra en la figura 2.9.
y

FIGURA 2.0
Considere un sisterna de ecuaciones diferenciales

T = f,(z) (1)
cuyo flujo es ¢, (x,t) donde x € R®, u,t € R, f € CL.

Definicién 1.9. Dado el sistema de ecuaciones diferenciales como (1), un
ciclo o una érbita periddica de dicho sistema es cualquier solucién T, tal que

It +T) =I(¢) pars alguoa T € R.
Definicién 1.10. La 7' minima pars la cual se cumpla que l"{t +T) = I(t)
es llamado el periodo de la 6rbita I’

Definicidn 1.11. Una 6rbita periédica {0 un ciclo) de I' es llamada ciclo
Hmite estable si para cada € > 0 existe una vecindad U/ de T tal que para
todoze Uyt 20 Houlz, ), Dl <e

Analizando para cualquier valor del pardmetro el sistema ( 11} se tiene
lo siguiente:
f = r(p—rd)
6 = 1,

Sir = 06 pu—r? =G, tenemos que # = 0 lo cual implica que r es constante.

Si pedimos que u > 0 podemos despejar r de la segunda ecuacién, obteniendo
r = %,/ Por lo tanto, el ciclo pera cads valor u = g estars, dado por:
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Coo(t) = \/-“;(mtv sent)

Con respecto sl resto de Ias soluciones tenemos que si damos una condicidn
inicial rq tal que rp > ,/fig, tendremos que # < 0, lo cual nos dice que r es de-
creciente. Por otro lado, si tomamos como condicion inicial alguna r < /g
entonces tenemos que # > 0, lo cual quiere decir que r es creciente, ademds
de tener la caracteristica de estar contenida dentro de la érbita periddica.

Ambos tipos de soluciones se van enroscando al ciclo limite, esto lo de-
mostraremos a continuacién.

Teorema: El ciclo que aparece para cada u = pig, {donde yg > 0) del sistema
de ecuaciones diferenciales {10) es un ciclo limite estable.

Primeramente deremos un bosquejo de los pasos de la demostracién.

1)Definimos sobre el ciclo Ty, una seccidn transversal . Tomemos como
seccion I al eje X,

2)La aplicacién de Poincaré. La interseccién del flujo de la ecuacién
diferencial con la seccién transversal va formaundo una sucesién de puntos
sobre la misma seccidn , es ssi como definimos la aplicacién de Poincaré
P: ¥ — Z. Dicha aplicacién nos identifica un punto (z,0) € £ con e} primer
corte del Aujo ¢, (x,E) con T; es decir {P(x,0),0), de tal forma que = ¥
P(z,0) tengan el mismo signo.

¢},°c#.b
P rE

FIGURA 2.10.

Dicha aplicacién tiene un punto fijo p, dado por la interseccidn de la
geccién transversal con el ciclo.




3)La sucesién generada sobre la seccién transversal es mondtons y cre-
ciente para las soluciones con condicién inicial rp < /i (andlogamente es
mondtona decreciente para las soluciones con condicién inicial ry > /i)
Esta sucesitn es acotada por lo tanto converge, digamas & un punto p'.

4)Demostrar que p = ¢ donde p es ¢l punto fijo de la aplicacién.
5)El mapeo de Poincaré no depende de la seccién transversal ¥ que se
elija.
Demostracion:
1) Sea [, ¢l ciclo correspondiente para el valor del pardametro x4 = gq,
[y (t) = /po(cost, sent),

Ahora, tomemos como seccién transversal ¥ al eje X, claramente se puede
ver que la seccién X es transversal a T, en el punto de interseccin el cual

Hamaremos p = {p;, 0).
/‘"\rr;:,m

FIGURA 2.11.

2)La aplicacién de Poincaré.

Dado que la aplicacién de Poincaré esta determinade por el flujo del
sistema de ecuaciones diferenciales, entonces resolveremos el sistema para
tener la expresidn analitica de diche aplicacion.

Recordemos que nuestro sistema en coordenadas polares {cuando el valor
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del pardmetro es i = i) eSta expresado como:

r{go — 1)
1

.
é

(]

Entonces podemos resolver el sistema por variables separables déndonos
como solucién:

L — Lygame . Lo
Bl t) = (25 = o)™ + 72,0
donde ag = (r5,0) (con o < /Fe) es una condicién inicial del sistema.

Ya que nuestra seccién transversal T es invariante bajo la transformacién
s coordenadas polares y sabiendo que el periodo del ciclo es 27, entonces la
aplicacién de Poincaré serd:

Plre) = [(5 = o)e™ 4 =17

Observemos que si tomamos una solucién con condicion inicial tal que
re = /Ifa, entonces se tiene que:

PR = (o = 2o)emme +

= Vo

lo cual indica que la condicién inicial con ry = \/jig serd un punto fijo de
1a aplicacién, es decir esa condicién inicial pertenece al ciclo I,

/P

FIGURA 2.12.
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3) Es asf como generamos sobre 1a secci6n T una sucesidn de puntos dados
por la interseccién del flujo con I

= (f‘o,ﬂ)

a, = P(ao)

oz = P(a))
0y = P(a.,,..,)

donde ry < \/ﬁ Dicha sucerién puede verse con mayor claridad en la
siguiente gré.ﬁ_ca..

FIGURA 2.13.

En el andlisis del flujo que se realizo, vimos que ¢,(ap,t) es creciente
para @y = (ro,0), donde rp < ,/Hg. Por lo tanto se cumplen las siguientes
desigualdades:

{1(a0, @)l < HH{ag, a2}l < .. < |i{ao, an)i!-

Ademds la sucesién es acotada por la drbita periddica [, ya que no
la puede atravesar, porque implicarfa que $,(ap,t) intersects & la Srbita
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periddica, lo cual violarfs el teorema de Existencia y Unicidad. Por lo tanto,
ia sucesion es creciente y acotada, entonces converge, digamos & un punto g

4) Por demostrar que p = o',

Supongamos que p' > p. Esto significa que existe un elemento a,, de
la sucesién tal que ||(a0,a4)l| > {l(ae.p)il. pero sabemos que [, y ¢,(ao,t)
son continuas, entonces implicarfa que I, ¥ @,,(ao, ) se intersectan en algiin
punto, le cusl es una contradiccidn, ya que las soluciones no se pueden inter-
sectarse en ningin punto.

Z\s

\h%
Gn¢}lo(ao it)

FIGURA 2.14.

Ahors supongamos ¢ < p. Entonces lim,_..a, = ¢/, lo cual también es
una contradiccidn porque entonces p' seria el punto fijo de la aplicacién de
Poincaré pues si no se acumula en otro lugar la sucesién y no p como se habfa
supuesto.

5) El comportamiento no depende de la seccién transversal.

En ia demostracién, trabajamos con una seccién transversal determinada,
pero todo el andlisis realizado, no depende de Ia seccién transversal que se
elija, es decir, el comportamiento del mapeo de Poincaré sigue siendo esen-
cislmente ¢l mismo (la sucesién mondtona que se genera sobre la transversal
% sigue siendo mondtona creciente o decreciente en la transversal T').

Cémo lo garantizamaos?

Nos interesa encontrar un homeomorfismo que llamaremos H el cual con-
jugue |8 aplicacién de Poincaré de la seccién T en la aplicacién de Poincaré
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en la seccion T'; donde I’ es une curva diferenciable y transversal a [,
et el punte p. El homeomorfismo buscado, deber cumphr con €l siguiente

diagrama conmutativo, N P<
H H
Pe! ¥

Donde U/ es uns vecindad sobre T que contiene a el punto fijopy V es
una vecindad sobre I’ que también contiene a p.

Del diagrama conmutativo podemos obtener la siguiente ecuacién:
Pe(r) = H_IP}:'H(I),

0 bien,

HPFg(z) = Po H{z)

El homeomorfismo tendrd como punto fijo p v se define de la siguiente
manera:

HUCE-VCY
zeU ~H(x)eV
donde:
H(z) = ¢uylz,t)
H(p) = ¢ulp.t) =p
para el tiempo ¢ en el que ¢, (x,t) intersecta a L. Entonces la imagen

de cada elemento de la sucesién {a.} bajo el homeomorfismo H en I’ es
be = (01, ) N T

En donde la sucesidn {bx} es la aplicacién de Poincaré definida en la
seccion L' (con las mismas propiedades que {a:} en I).
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La siguiente figura nos presenta esta situacion.
HPg(z) = Py H(z)

EBHx)

FIGURA 2.15
H es continus.

Podemos afirmar que H es continua porque el flujo es continue, es decir:

(e ity P10 (51 9) = 9u(T o]

Ademds; la inversa del homeomorfismo esta definida de ia siguiente forma:

H™':V c Zhiarrowl C T

Hz)eV —-zeclU

donde:
qu(x) = ¢m_l(xs t)

Hp)=p
cont esto completamos la demostracion.
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Los retratos fase para los diversos valores del pardmetro son los que se
muestran en la Figura 2.16.

>0 5
’l‘ﬁ
N
4 L)
) N7

Figura 2.16

Finalmente, mostramos e} diagrama de bifurcacién correspondiente sl sis-
tema de ecuaciones diferenciales (10).

Figura 2.17
Observacidn acercs. de la parte imaginaria de los eigenvalores.

Introduzcamos ahora un nueve pardmetro o € R, con o % 0, en el sistema
{ 10} de la signiente forma:

—ay + 2(p - (27 + 7))
az + y(u - (28 + ),

‘; = (12)
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donde
oy +z(p- (22 + 7))
fm(ﬂ’;ﬂ) - ( ar + y{p,-—- (3'2 + 92)) )

El origen sigue siendo el inico punto de equilibric para el sistema (12).
Tomemos shora la diferencial de f, . evaluada en dicho punto, esta serd:

Defyn(0,0) = ( ;").

Claramente podemos observar que este nuevo pardmetro afecta dnicamente
a la parte imaginaria de los eigenvalores, i.e., los eigenvalores en este caso
serdn A(u, a) = p £ ad.

Nuestro propdsito con este ejemplo es analizar el comportamiento del flujo
del sistema cuando hacemos variar la parte imaginaria de éstoe eigenvalores.

Parsa hacer este andlisis, nuevamente transformaremos este sistema a co-
ordenadsas polares, déndonos como resultado la expreeidn:

8 = a,

Del sistema ( 13) se puede obeervar que el pardmetro o solo nos determina
la direccidn en la cual recorre el plano el dngulo 8. Grafiquemos los retratos
fase para loe diversos valores de u y a.

&)p>0,a>0 blu>0 a<0

N LD
N/

2




bju<0, a>0

i)

bjp<0, <0
\\
NVA
Es decir, cuando o < 0 ¢l dngulo # se mueve ex; sentido de las manecillas
del reloj y cuando o > 0 en sentido contrario. Observemos que la estabilidad

en uns vecindad del punto de equilibrio no se ve afectada cuando variamos
la parte imaginaria de los eigenvalores.

Por ejemplo, st el punto de equilibrio era asintéticamente estable cuando
# < 0, entonces el mismo punto de equilibrio (con el mismo valor de u)
seguird siendo asintéticamente estable para cualquier valor de a.

El sistema de ecuaciones (10) que se acaba de analizar con todo detalle
es un claro ejemplo del fenémeno de la bifurcacién de Hopf. Es decir, para
casos de sistemas mds generales de la forma:

z = —y+ur+ f(z,y)
v = z4+py+gEy),

donde f,g € C™ y son expresiones polinomiales con grado > 2.
Hopf demostré que contienen sl menos una drbita periédica no trivial; y
que el resto de las soluciones no estacionarias tienden a ésta 6rbita periédica.

Este Teorema y su demostracion se discutirdu con detalle a continuacion.
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Teorema de la bifurcacién de Hop{ en R3,

Considere el sistema de ecuaciones:
T 9:5(3’ y) (14)

¥ = hizy)
donde p € (—e¢,€) CR. Sea f, : R? — R?,

fﬂ(a'y y) = (9#(31 vh h,.(.‘l:, v)
Ju s el campo vectorial de clase C™ asociado a la ecuacién diferencial
{14}, y el cual cumple que £,(0,0) = (0,0} para cualquier valor de p.
Sea f el campo vectorial extendido, f : R? — R?,

f(‘tv ¥ F') = (9}1(11 vh h.,,(z, ¥), F)u

también de clage C®.

Consideremos ia matriz jacobiana de derivadas parciales del campo f,,
i.e., D_f.(0,0) con dos eigenvalores complejos conjugadoe distintos los cuales
Hamaremos A(u), M), tal que para p = 0, ReA(0) = O y para ¢ > 0,
Re(ps) > 0. Ademds, 2228 |_o> 0.

Entonces se cumple lo siguiente:

A) Existe una funcién u : (—¢,¢) —~ R de clase C* tal que (z,0, u(x))
estd en una Srbite cerrade de f cuyo periodo es = IT\}ETI' y radio que crece
como /i, para z # 0 pequefio, y 8i z = 0, entonces u(0} = 0.

Si (0,0} es un "atractor vago” para fa, (este concepto se definird en la
pégina 75) entonces:

B)las drbitas son atractoras y p(z) > 0 para z # 0.

C) Existe una vecindad U C R? que contiene al (0, 0,0} tal que cusiquier
érbita cerrada en U del flujo de f es una de las anteriores. (es decir, toda
érbita de f pasa por la curva (2,0, u(z)}).

Observacidn: El campo f tiene la propiedad de que cuando tomamos
. planos paralelos al plano XY i.e., u = yo, tenemos el campo f,, para e valor
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del pardmetro g, es decir, cualquier curva solucién del sistema (14) cuya
condicion iniciel esta en el plano u = i1y esta entetamente contenida en dicho
plano.

La demostracién de éste Teorema, es en csencia une aplicacion del Teo-
rema de la funcién implicita.

Mostraremos que para valores de 4 pequefios, existe una funcién de clase
C, Ia cual lleva al punto (z,0, 1) & la primer interseccién (P(z, u1),0, ) de
la érbita de (z,0, 1) bajo el flujo de f con el eje X, de tal forma que r y
P(x, u) tengan el mismo signo.

La funcién (2,0,ux) — (P(z,u(z)).0,1)) es la aplicacién de Poincaré
asociado a la orbita cerrads que pass por {z, 0, u(z)).

Definiremos la funcién de desplazamiento V(z, 4) = P(xz, u) — z. Usando
el Teorema de la funcién implicita encontraremos una curva (z, u(z)), de
cercs de V', es decir una curva por la cual straviezan ias érbitas cerradas del
flujo de f.

Usando algunocs resultados acerca de la aplicacién de Poincaré, encon-
traremos condiciones bajo las cuales las dérhitas sean atractorss.

La unicidad de dichas 6rbitas es esencialmente la unicidad que esta definida
intrinsecamente en e} Teoreme de la funcién Implicita.

Demostracién del Teorema.
1) Cenbio de base para obtener la matriz canénics.

Dado el sistema (14), cuya matriz jacobiana evaluada en el punto de equi-
librio tiene eigenvalores complejos conjugados distintos, se demostrard que
existe un cambio de base que depende de i que lleva a la matriz correspon-
diente D, .(0,0) a la forma:

_{Re\p)  ImA(u)
D.f.(0,0) = (-Imf\‘(#) ;?ne«\(i) )

se demostrari que los eigenvalores asi como dicho cambio de base son
funciones de u de clase C*. También se hard notar que dicho cambio de base
deja invariante al eje X.
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. - [euln) anip)
Lema 2.1. : Sea s (azl(#) Gn(u))’

una funcién de clase C™ de U C R — R*. Considere a la matriz con dos
eigenvalores distintos para todo p € [o,b] C U. Entonces los eigenvaiores son
funciones de clase C* de (a,b) CR — C.

Demostracién.

Tomemos 1a matriz ¥ calculemos sus eigenvalores, ie,
det(A - A} =0,

El polinomio caracteristico sera:

A% = (a1 (1) + za(p))A + o {p)az(n) — ar2(s)an(u),

Entonces las raices de diche polinomio son:

an() + onl) + @) — sm)Y: + dan
A1) = > ,

Como siempre tenemos eigenvalores distintos, entonces el discriminante
{a11(11) — age())? + 461209; # 0, para todo g, y como se tiene que cada a; 4
para i, = 1,2 es C*, entonces cada eigenvalor A(u) también es C*.

Lema 2.2.: Sea T : C? — C?, una transformacion lineal que es real en
vectores reales y que no tiene eigenvalores reales. Sea 11y + iy un eigenvector
con eigenvalor A. Entonces existe un eigenvector (1, 1) +i(a(u), S(p)), €l cual
tiene €l miamo eigenvalor.

Democetracion.

Cunlquier miltiplo complejo de v, es un eigenvector de T con eigenvalor
A. Entonces es suficiente demostrar que existe un escalar 2 € C donde
z = z + iy, tal que z(v; + ivg) = (1,0) + i(a(p), Bu)).

Demostrar que existe dicho escalar, es ficil geometricamente, puesto que
multiplicar por ¢ es rotar 180 grados, entonces s0lo hay que elegir el escalar
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apropiado que nos lleve al vector v, al vector (1,0).

Analiticamente esto es equivaleﬁte a resolver el sistema de ecuaciones

mr—vgy = 1
mz-vpy = @

Para que dicho sistema tenga solucién tenemos que ver que las columnas
del sistema son independientes sobre R, es decir que (41, va1) # c(vya, va2).

Supongamos que no son independientes, es decir que vy = cv, entonces:
oy fg = (1 +ic)y

despejando el vector vy, tenemos:

ty = (1 +ie) vy +ive),

mismo que deberia ser un eigenvector real, pero tenemos que este vector
€s:

Y= ! (i + )+—-i——(cv+ }
|-—l+c,lcva L T U2

142
el cual no es up vector real, por lo tanto la ecuacion tiene solucién.

Lema 2.3.: Sea T como en el lema anterior, entonces Tv, = ReAv, — ImAwy
¥y T = ImAv; + Redvs.




Ty, = ReT(v, + iwy),
va que T es real en vectores reales,

A = ReMyy +iw),
esto es porque v &s eigenvector de T,
= Re{ReAv) + ilmAv; + iRedvy — ImAwvg),
= ReAvy = ImAvg.

De forma semejante, demostraremos 1a segunda afirmacion.

Tva = ImT (v + i),
= ImA(ty + i),
= Im{ReAv; + iImAvy + iRedva — Fmhwg),

= ImAvy + Rely.

Por lo tanto la matriz correspondiente a esta transformacién seré:

(Rc«\(u) Im»\(u))
—ImMy)  ReMp) )

Usando los Lemas anteriores tenemos que si (1,0) + #(a{u), 3(i)) e un
eigenvector de la diferencial del campo f, evaluada en el punto de equilibtio,
es decir D, f,(0,0) con eigenvalor A(u), entonces (1,0) y (a(y), 8{y)) son
vectores independientes tal que la matriz en su forma candnica asociads es:

(ReA(p) fmx(u))
~ImM(p)  ReMy) )’

Ahora mostraremos que el eigenvector (a(u), 3(u)) es de clase C*° como
funcién de g,
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Considere ia diferencial del campo f, evaluada en el punto de equilibrio,

_ {oulp) ()
D:f#(o‘o)—(ﬂ;:(.u) ‘::’("‘))

Tenemos que, por ser (1,0} + i(a(u}, B(n)) eigenvector de la matriz, se
cumple:

T((1,0) + ialp), Bu))) = A(1,0) + i(a(n), Bu)),

(6 o)) (i)

Desarrollamos y obtenemos
au(p) = Rer(p)—Imi(u)a(pn)
an(p) = —ImA(u)B(u),

De éstes dos iiltimas ecuaciones podemos despejar los términos a(u), 8(u),

ReA(p) - a11(u)
b=

—an (1)
Bs) = E@T‘(p_)’

Debide a que el cambio de coordenadas en lineal para cada p y porque las
funciones a{p) ¥ 3{x) son de clase C, en ias nuevas coordenadas, el campo
. seré también de clase £, entonces ya podemos asumir que el cambio de
base ha gido hecho, es decir que:

ReM(p)  ImA(p)
D.f.(0,0) = (_Imﬁ(p) ;:‘\(‘:‘) )




2) Cambio a coordenadas polares,

Existe un dnico campo vectorial £, € C* en R? tal que f,(r,8) =
dy=* f,), donde ¢ : R? — R? es la transformacién a coordenadas polares,
¥(r, §) = (rcosh, rsens).

Considere €l signiente diagrama conmutativo:

? 4

fu A2

BE.J
Como ya se habfa mencionado, f, 8 el campo de la ecuacién diferencial
y ¥ s la transformacién & coordenadas polares, i.e., ¥(r, #) = (rcosé, rsend),
entonces del diagrama conmutativo se tiene que:

Fulr,0) = dy~ £y,

Tenemos que:

_ {9z, ¥)
fu(zs y) = (h“(.’ﬂ,y))’

a5(r) = 2", o),

Entonces se tiene la compasicién:
10, _ Yfrcosd rsend\(g.\ (rcosb
Wl = r(-—senﬂ cosf )(h,,) (rsenﬂ

Por lo tanto el campo f,,(r, #), es:

o (an8)
Futr.8) = (5:(,, a))
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_1 rcosdg,(rcosh, rsend) + rsenbh,(rcosd, rsen)
= r\~senfg,(rcosd, raendl) + cosbh,(rcost, rsenfl).

Queremos ver que el campo f, €8 también C*. Debido a que f, € €™ y
que las funciones seno, coseng también son ¢, la primer entrads del campo
£, resuita ser también C™.

Para Ia segunda entrada, i.e., f,(r,0), obeervamos que en r = 0 existe
una indeterminacién, entonces tomaremos el limite cuando r tiende a cero
de dicha funcién .

. x =1 1
11_% hy(r,0) = E -;-senﬂg,(rm@, rsenf) + ;_-cos&h,, (reosd, rsend)

= —senf lim gﬂ(rcoso, raend) + cosf lim hlf(roosﬂ, reend)
r=—( r rsl} r

Abora, sabemos que (g,(0, 0), h,(0,0)) = (0, 0}, entonces podemos sumdrselo
2 la expresién anterior, ddndonos:

N "MH gu(reost, rae:ﬂ) —~ 94(0,0) + MB hyu{rcosd, ru:ﬂ) — h,{0,0)

y esta expresion se puede esribir como:

= —2en8D,0, (0, 0)(cosd, send) + cosdDyh,.(0,0)(cosd, send)

Abors bien, tenemos la matriz

Be(p)  Imi(n)
Dy f,(0,0) = (-fmx(p) Rexit))’

57




por lo tanto:
lim b, (r,8) = —senB(ReAcosh + ImAsenf) + cosd(—ImAcosd + ReAsend)

=-Im A(u).
Entonces podemos redefinir el campo f,, de la siguiente maners:

7 (1 8) = cosflg, (rcosd, raend) + senBh,(rcosh, rsend)
fulr,0) o0 9., (rcosd, rsend) + 2 b, (rcosd, rsenf)

sir#0,y

(.8 = (oosﬂg,.(rcosﬂ, rser:ﬂl) ,-,:\ a(e:;ah”(rcosﬂ, rsenﬂ))

sir=0.

Ahora, para ver que el campo f,(r,0) es C*, mostraremos que las fun-
ciones 1/rg, (reos?, raend), 1/rh,(rcosd, raend) son también C*° cuando son
extendidas como arriba.

Lema 2.4.: Sea A: R% — R, de clase ™, Entonces:

A(‘t? y) - A(Oi 0) = 344.1(.‘1'.', y) + yAz(z- y)!

donde Ay(z,y) = Jy 225290 ds. Ay(x,y) = [3 2= bt son C°, asf:

a0,0=239 400 -= e

Demoatracién.
Considere la funcién A(tx, ty), derivémosla con respecto a t.

DAltn,ty) _ 940y 0ABu
, & T Hwa swa
donde v = ¢z, w = ty, entonces se tiene que:
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BA(tz, ty) aA
Bt au ¥
Ahora integremos con respecto a ¢, sobre el intervalo (0, 1),

DAtz ty) [ s Altnty)
f Tt = [ (St kv

Alz,y) — A0,0) = ] (A(“’ 1), A(g;tu)y) i@t

Podemos escribir la expresién de la siguiente manera:

_ Al ty) Atz ty)
MMrwmm-L tea + =Ly

con lo cual hemos demostrado la primer parte del Lema.
Ahora demostraremos que si,

Az, y) = ‘M&iﬂdt Ag(z,y) = 1"—L411dr entonces:

_ 84(0,0) _ 9A(0,0)

A;(0,0) 5 Ag(0,0) = __8y
Demostracion.

1 JA(tx,
Ale) = [ 220D g
entonces,
1
a0 = [ 2400,
porlo : 840, 0)
.41(0, 0} = ;S' .

Andlogamente para Aj, se tiene gue:
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Ag(z, y) = Al gf%yl&
40,0 = [ X0z,
A5(0,0) = i’f%i’l_

Con eato hemos demostrado el Lema.

Par ol Lems, se tiene que las expresiones 1/rg,(rcos@, raend), 1/rh, (reosd, reend)
pueden ser reescritas de la siguiente manera;

1 - * 09y ! Og,
;gu(rcoae, rsend) = cosf /o B2 (rtcosh, rtsend)di+send /o By (rteosd, rtsend)dt,

Andlogamente

1 _ 1 8h, 1 8h,
;h,‘(mosﬂ, rsenfl) = cosl ]o e (rtcos, rtsend)dt+send j; —é;(rtcosﬁ, rtsend)dt,

¥ con esto, podemos observar que dichas funciones son claramente de
clase C™. Por lo tanto, el campo f, como s¢ habia extendido es €.

3) La aplicacidn de Poincaré.

Hagamos algunas aclaraciones en cuanto a la notacién usada para el flujo
del campo f, y ¢l campo extendido f, mismos que son expresados tanto en
coordenadas polares como rectangulares.

El fiujo @, corresponde & el campo f‘,, dicho flujo esta expresado en
coordenadas polares. q),. R? x (—¢,&) x R = R?,

J’#(fv 8,t) = (&y (r,0,t), 5#("1 8,t)),
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anélogamente el flujo ¢, es el flujo del campo f, expresade en coordenadas
rectangulares ¢, : R? x (—¢,¢) x R —~ R?,

Sul( 1 t) = (aulz, 9. 8), bu(z,p. 1))

El flujo para el campo extendido f, se define de manera semejante, ¢ :
R? x (~¢,¢) x R — R3,

q-b(r, 0,1, t) = (a,(r,0,t),b,(r, 8. t), u)
Por 1iltimo, el lujo para el campo extendido f. se define:
o:R3x (—¢,¢) xR — R3,

¢(I= v B, t) = (ay(z! ¥ t)- bg(-'L Y. t)s I‘)

Cabe hacer notar que los flujos ¢ ¥ ¢ son conjugados, es decir, ¢ = y~1¢p.

a’ o2

¢ I

R N
Como ya acabamos de definir, el campo cuando r = () es: f(O, f,p) =
(0, ~ImA{u), u), el fiujo correspondiente ¢(0, 6, 4. t) = (0,0 — ImA(u)t, ).
La trayectoria del origen (r,8, u) = (0,0,0) es:

8(0.0,0,2) = (0, ~ImA(0)t.0).
Tomemos ahora el tiempo ¢t = ﬁ%ﬂ

- 2
#ﬂ, 0, 0, molTI') = (0, -2, 0)
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Ahora bien, para ue punto de la forma (0, 0, u), €l flujo serd:
6(01 0, i, t) = (‘Ov _Im’\(ﬂ)t! u)v

Si tomamas ahora el tiempo ¢ = -2,

- 2x
¢(01 09 B, m) = (01 "'21"1 .u)a
¥ entonces la trayectoria del (0,0, ) bajo ¢ es (0, ~2x, u)

Debido a esto, y a que los eigenvalores son funciones de u de clase £, se
tiene que:

| A(0) | /(ReA(k))? + (ImA(u))?

lo cual noe dice que las érbitas cerradas no triviales del campo f, tienen .
periodo semejante a ﬁ%ﬁ'

Definicion de la aplicacién de Poincaré.

Existe una vecindad U = { (r,0,) tg r € (~e,€), 4 € {~¢,¢)} tal quela
apiicacién de Poincaré P(r, 0, u) se define como:

P(ri 0, f-‘) = (P(T, l-‘)s ~2r, ﬂ):
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donde P(r, 4) es la coordenada en r de la primer mterseoc:én de la orbita

del punto (r,0, )}, con la linea § = —27. - pad Adawinias de F
e P «
(0,00) 4
JpGou) /
PlOu -l
OB,
Aplicadén de Poincaré en R?.

Obeervemos que dicha aplicacién depende del flujo, por lo cual P es C.

La funcién T(r, ), el cusl es el tiempo ¢ para el cual el flujo §(r, 0, . t) =
P(r, , 4) también es O,

Nétese que bajo v, el eje r se convierte en el ¢je X.
#{r,0) = (reas0, rsen0) = (r,0},

Definamos también la funcidn de desplazamiento: V : (—e¢,€) x (—¢,¢) —
R,

Vi{z,u) = P(x,u) — z, 0 bien, Pz, u) = V(z, u) +z.

=My

~
(=

Funcién de desplazamiento V(x, 4).
Esta wiltima funcién V(z, u) + x, esta bien definida y es de clase C® en
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una vecindad, U = { (z,0,u) tq € (—¢,€), 4 € (~¢.€}} .

(V(z, ) +2,0, 4} nos indice la primer interseccién de la érbita del punto
(2.0, ) con el eje X, tal que el gigno de z y el signo de P(z, ) sean los
MisSmos.

Cabe destacar que para cada valor de i existe una aplicacién de Poincard,
entonces sl variar x € {—¢, ¢), tenemos una familia de aplicaciones.

Ty p=Me

an
& (Pl o)y 0, M)

Aplicacién de Poincaré para un valor g del pardmetro

Una vez definida la aplicacién de Poincaré, demostremos el siguiente
Lema.

Lama 2.5.:
8P (z, 1)

ax l-"=0:i4-‘=#

= ¢ T’

Demostracion:

Por la forma en que se eligié el dominio de la aplicacién, el flujo. del
sistema satisfase la siguiente ecuacién:

T(x

)
Pz, p) = [o Gu(6,(%,0,2), bu(x, 0, £))dt

Tenemos que derivar P(z, ;) con respecto a r, entonces calcularemos:




lim
D0

Pz + Az, u) ~ Pz, pn)
Az

= e

Az Jo

' T{r+Az5)
. f i gulau(z + Ax,0,2), b,(z + Az, 0,t))dt

1

Tiz.m)
_K;.[) 9u(0u(x,0,8),b,(=,0,¢))dt

T(z.u)
= I.Z‘ .[0 gﬂ(a)l (3 +Ax,0, t), b,u(il: +4Azx,0, t)) — 9,,.(0‘,(1, 0, t)’ b“(s' 0, t))df

1 (Ti{ztasu)

Az Jrieg gulau(z + Ax,0,t),b,(z + Az, 0,8))dt

de la expresién anterior tenemos que:

T{x)
Ej@ gy.(ay(z -+ Ax; 0, t), b“(I -+ Aﬂ.‘, G, t)) - g“(a#(a;, 0, t)’ b,_,(:n, 0‘ t))dt

*

N /-'r(z.») Bgu(a.(=,0,2),b,(z,0,¢))dt M
=/ 5
por otro lado,
1 Tiztdep) AT OB Ar 0.0
Ax [r(,,,.) gulau(z z,0,1),b,(x + Az, 0,¢))dt

= g,.(a#(::, 0,T(z, 1)), bu{z, 0, T{z, ”)))07'(::, ) (2)

Queremos evaluar cada una de estas expresiones para r = 0,
Sabemos que (0,0) es punto fijo del flujo, entonces tenemos que
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. (0,0 = 0, ¥ (3,(0,0,8),5,(0,0,2)) = (0,0), entonoes la expresion (2)
Serd:

9u(0,4(0, 0, T(0, 1)), b,(0, 0, (0, p)))—_aT g;:_“_) lomo

(z,p)

= gu(ov 0) o imﬂ"‘ 0

por lo tanto la expresién (2) se cancela. Analizemos abora la expresion
.

09,(a4(2, 0, 1), 8,(2, 0, ) _
5 =

8g.(a.(z,0,t),b.(x,0,)) da,(z,0,t) + 094 (a,¢(z, 0}, b,+(2,0)) 8b,(z,0,2)
da or b dz

Evaluando la expresién anterior para r = 0 tenemos:
ag;l(a#r‘ (0| 0)1 bg,t(oy 0))dt _
Bz

agy (Or 0) aa.u,t(ov 0) + agﬂ(ot 0} abn,t(o'l 0)
fa oz b ax
Ahora bien, de nuestras hipétesis tenemos que:

_ (ReMp)  Ima(n)
D:£,(0,0) = (-Img(#) g:’\(’:‘)),

de la cual obtenemos:

39,(0,0) _ 89.(0,0)
e = feAlu), g5 = ImAu).
Por otro lado, necesitamos las expresiones de la derivada del flujo evaluado
€n Cerog, esto es:




D(d’#(osov t)) = etA’ .
donde A = D; £,(0,0). Dessrrollando, obtenemos:

cosImA(p)t  senImA(u)
D(8,(0,0.6) = o ( XL senfmd() )

entonces,

9%(2—0’2 = 'BAMBlogaImA(u)t, QE“—(OQ-;—O’—Q = —&' M) genImA(u)t.
¥ ahora sebiendo que el periodo en z = 0 es;

2n
TO,4) = 5= @)

podemos sustituir todo en la expresién (1), ddndonos como resultado:

2/ I h(u)
= jo- g (ReA(p)e' W cosTma(u)t ~ ImA(u)e ™ o) senTm (u)t)dt

2/ P ()
=/ 3 ReA(u)etR=*®) cos ImA(us)tdt

Br/ImA(p)
- .[o ImA(p)etBeME) sen I ) (u)tdt

Para la primer integral podemos hacer el cambio de variable 1 = ReA(u)t,
con €l cual nos queda la expresién:

3= fImd{u)

=/ e“cosImA(u)/( ReX{p))udu
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apliquemos el método de integracidn por partes para resolverla. Haciendo
4 = cosfmA(u)/( ReA(p))u, dv = e, llegamos al siguiente resultado:

2/ ImA) LR ReA(p)’
i "o mA(w)/ (ReMuludu = €T s s

Anglogamente, pars la segunda integral tenemos que, haciendo primero
un cambio de variable (x = I'mA(u)t), y después aplicando integracién por
partes Hegamos al resultado:

2
fzr/!m.\(u) RN/ T genudy = o T ITA(u)
0 ReA(p)* + I'mi(p)?

con lo cual tenemos que el resultado final pars la expresién serd:

D fImA{u}
/ “ 'R ReA(p)cosTmMu)t — ImM(u)senImA(u)t)dt

0

TR

con esto queda demostrado el Lema.

Aplicando el Lema 2.5., podemos obtener la parcial con respecto a r

evalusda en (z, 1) = (0, ) de la funcién de desplazamiento V(z,u), la cual
o5

(0, i) = R
Oz '




4} Usar el Tecrema de la funcién implicita para encontrar 6rbitas cerradas.

La maunera mas obvie para tratar de encontrar érbitas cerradas del Aujo
del sistema es tratar de encontrar los ceros de la funcién V', (es decir. encon-
trer los puntos fijos diferentes de cero del mapeo de Poincaré).

Como V(0,0) = 0, si alguna de las parciales de V, §£(0,0) 6 §£(0,0),
fuesen diferentes de cero, las condiciones del Teorema de la funcién implicita
pueden satisfacerse y podemos encontrar una curve de la forma: (z(u), u) 6
(z, u(x)) tal que ¥V =0 a lo largo de esa curva.

Pero, por desgracia no sucede eso, ya que %(0, 0) = 0 (porque el campo
se anula en el cero pars. todo p); y §2(0,0) = e*rRAMOVIMAO) _ 1 = g, porque
ReA(0) = 0.

Entonces, para encontrar las érbitas cerradas del campo, usaremos la
funcion:

- Vizgp) 0
Viz.u) = svhho ifa
0 =

Lema 2.6.:V es 0.
Demostracidn:

Lo primero que tenemos que ver es que V es continua en cero, para esto,
tenemos que demostrar que:

(zp)~(00) T

Habiamos visto que V(x, u) = P(x, 1) — 7. entonces,

Viz.p) _Plzp) _

I T

1.

Eutonces el problema se reduce a verificar que:

m Pz, p) _ 1
{ea)}—(00) T
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. P(x, 1 (Taw
E_{% _(I—i) = l]_l;% ; -/; g,u(au,t(zr 0)1 bu,l (Is 0))dt

1 fTi=w)

= i]_:.% h gu{a, e(x,0),b,+(2,0)} — g,(0,0)dt

¥ como g,(0,0) = 0,

_ j‘ T=#) 3g,,(a, (2, 0), bu(x, 0))dt
h o

Pero como ya se habia demostrado, esta integral era igual a TG , por
lo tanto:
lim e’ﬂiu? =1,
u—i
por lo tanto es continua en cero.
Ahora lo que tenemos que ver es que V es (™,

1 9V (te,
Vi = [ by,

porque V(0, ) = 0. Ahora,

Vigp)  f10V({tx.p)
z _./o Oz at,

para x # 0, pero de esta dltima expresidn podemos observar que V es
€™, puesto que V es 0%,




Lema 2.7.: 17(0, 0) =0, 2%2_-0), # 0, entonces existen vecindades Nj, N,
del cero, y una dnica funcidn g € C, u: N; — Ny, tal que u(0) =0 y
Viz,u(a)) = 0.

Lo que tenemos que hacer, es aplicarle el Teorema de la funcién implicita
8 la funcidn V, para ello primero tenemos que checar si dicha funcién cumple
con las condiciones de este teorema.

1}(0, 0) = 0, ahora tenemos que verificar gue ﬂ’};ﬂl #* 0.

v, . V{(0,p) - V(0,0)
% lto0y= liy "

= E-IPO 5(‘}(0, w) - V(0,0))

1.9V{(0,u)  8V(0,0)

= lim —~(

)

=0 i or dr
Fii 2-1!..\;5_) 1
= "8";;(8 7~ 1),

_ (FReA(p) 2xImMu) _ OImA(p) ReAlp) | smnerw
= 8up  (ImA{(p))? Be  (mA(m))E -

Si evaluamos en u = 0, tenemos:

__2n_0ReD)
T ImM0) Ou

ya que por hipdtesis tenemos que la derivada de la parte real de los
eigenvalores, evaluada en u = 0, es diferente de cero.
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Como acabamos de ver, a funcién ¥, cumple con el Teorema de la funcién
implicita, por lo tanto, existen vecindades V), N;, alrededor del cero, tal que
V(z,u(z)) =0, ie, que V = 0 a lo largo de la curva (z, u{z)), entonces:

Viewted _ g pere z # 0, por lo tanio V{(z, u{z)) = 0.

5) Condiciones pars la estabilidad de las érbitaa.
Ahora analizaremos algunos resultados de las derivadas de 4 y V en cero.

Lema 2.8.: y/(0) = 0.
Demostracién.

Por la manera en la cual elegimos el dominio de V, sabemos que si
V{z, u(z)) = 0 para x # 0, entonces 1a 6rbita cerrada que pasa por el punto
(,0,u(z)), cruza el eje X en el punto (&,0, u(£)), de tal forma que z y
tienen signo opuesto.

y =M

< x

N

El flujo correspondiente a la érbita de = no puede cortar en la parte
positiva del eje X, porque entonces x no serfa punto fijo de la aplicacién de
Poincaré (y por lo tanto V(z, u(z)) # G para ese valor de z).

Elijamos ahora una sucesién de puntos {z, } que converja a cero. Entonces
para cada z,, elemento de la sucesidn, existe un y, < @ (por la razén que se

menciono en un principio), y tal que uf{z.) = u(y,), porque tanto z, como
¥n estdn en la misma érbita del flujo.

Afirmacién: La sucesién { g} también converge a cero.
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Demostracion de 1a afirmacién.

Como el periodo de las 6rbitas en una vecindad del cero es & 2r/{A(0)],
podemos asumir que dicho periodo esta acotado en esta vecindad. Liamemos
k 8 la cota del periodo.

El periodo T € [0, k). Entonces restringiremos el dominio del flujo de la
ecuacién diferencial, Considere ¢, : [~a,a] x [-a,a] % [0, k] — R? donde
[~a, a] C (—€ ¢€).

Como se tiene que ¢, es continua, manda conjuntos compactos en ¢om-
pactos, es decir, ([~ e, a} x|—a, ajx[0, k]) = D C R? donde D es compacto.

Dado un punto (za,0, #{z,), ta) € [~a,a] x [~a,0] x [0, k], entonces su
imagen ¥ = (¥n,0) = Gu((Zn,0,1(z0),tn)) € D, por lo tanto, cualquier
sucesidn {§.} ests contenida en D.

Tomemos 1a aucesién {f}, la cual esta acotada, entonces dicha sucesién
contiene al menos una subsucesién convergente. Sea {f.x} una subsucesién
convergente. Como limn—co (Znk: 0, #(Zak), tar) = (6, 0,0, ty), por continuidad
de ¢, se tiene que: :

n‘lyélo ¢,u($nkn 01 .u(xﬂk)a tnk) = ¢p(01 O, 0, tﬂ) = (O, 0)1

por lo tanto, todas las subsucesiones convergentes {fay} convergen al
(0,0).
Ahors, para terminar, vemo# a demostrar que todas las subsucesiones

de {{ia} son convergentes, y por lo tanto como ya hemos visto todas estas
convergen a (0,0), con lo cual terminaremos la demostracién. -

Sea Y el conjunto de todas las subsucesiones convergentes. Considerese
shora al conjunto A C Y tal que para todo a € A, a es un elemento de
alguna susecién convergente {§,}

afirmacidn: A° = 0.

Supongamos que existe z € A°, entonces tomemos { z} U {§ }, 1a cual
resulta ser una susecién convergente, lo cual es una contradiccidn, por lo
tanto A° = 0.

Con esto demostramos que toda sucesién {fjn} = (yn,0) es convergente,
y converge al (0, 0).
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Continuemos con la demostracion det lema 2.8,
Ahora, como p(0) = 0, y come la funcidn p € C* en cero, se tiene que:

#(Ta) — u(ﬂ)

n

! = i
£'(0) zl:m
¥ por otro lado, también

oy e #{yn) — 12(0)
#(0) = lim, o
Por lo tanto:
i HE) = Q) _ ) — 6(0)
Tn—0 Ty n—0 Yn

Paro como p(x,.)/z, tiene signo opuesto & u{y,)/y., se tiene que
1/(0) = 0. Con lo cual demostramos el lema.
Lema 2.9.: V(0,0) = 2400 - #v8) - g
Demoestracion.
Como V(z, u(x)) = 0, vamos a obtener la derivada total de esta expresion.

Y (z,p(z)) | OViz,p(z)) W(z) =0
Sz Ju

Derivemos nuevamente,

2, OV (z, u(z))

FV(z.uz)) V(2 pe) +6“V(:c u(w))(

523 o H(z) "(z)) A T (z)=0
despejando ﬂ(ﬂ,‘—(ﬂl

BV(z.plz)) _ 12 6 Viz, ulz)) |

ba dop P Haﬁv(" B@)) (a4 B )]

P ()]
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ewluando en (0,0) tenemos que Q‘%ﬂﬂl =10, ¢'(0) = 0, por lo tanto:

&#v(0,0))

il £ RN

ox?

con lo cual demostramos €l lema.

Definicidn: (D,0) es un atractor vago para fy si 29 < 0.

Esta condicién implica que el origen es asintéticamente estable. Para ver
detalles se puede consultar Marsden {1976].

Lema 2.10.: Si (0,0) es un atractor vago para fp, entonces las orbites
que pasan por (r,0, u(x)) son atractoras y pf{z) > 0 para valores = # 0 y
pequenos.

Demostracion:

Primero demostraremos que u(z} > 0 para x pequefio y diferente de cero.
Sabemos que p(0} = 1/(0) = 0, lo cual indica que = = 0 es un punto critico
de p. Entonces, para demostrar que u(z) > @, Tenemos que ver queen z = 0,
Ia funcidn y tiene un minimo local.

Tomemos nuevamente la ecuacién V{z, u(z)) = 0 y derivémosla tres ve-
ces. Evaluando en r = 0 obtenemos la ecuacidén:

$VE.0) VO, _

"
3(0) Qudz 9zt

De esta ecuacidn, despejamos 1/(0) y tenemos:

#V(0,0)/82°

W) = TFV(0,0) /3001

Pero como ya se habfa visto,

8°V(0,0) 27 BReA(0)
udz  ~ ImA(0) du

> 0.
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y como (0,0) es un atractor vago, entonces se tiene que 4“{(0) > 0. Por
Io tanto p tiene un minime local en cero, entonces u(z) > 0 para valores de
Z peduefios.

vskip 3mm Ahora, pars demostrar gue la érbita que atraviesa el punto
(z.0,1(z)) es atractora, nos auxiliaremos del siguiente Teorema. La de-
mostracién de este Teorema se puede consultar en Perko[1986].

Teorema: Considere el sistema de ecuaciones diferenciales # = f,.(z), donde
x» € R™ i € R¥. Supongase que dicho sistema tiene una 6rbita periédica. Si
los eigenvalores de la derivada de la aplicacion de Poincaré asociados con esta
érbita son menores que uno en valor absoluto entonces la érbita es atractora.

Baséndonos ¢n el Teorema anterior mostraremos que los eigenvalores de
ls derivada de la aplicacién de Poincaré asociados con esta drbita son menores
que uno en valor absoluto,

Ls aplicacién de Poincaré asociada con la érbita que atraviesa {(z, 0, u(x)),
con x % 0 es P,;y(2) = P!, u(z)).

La derivada de P.(z), evaluada en el punto z es: 8P(x, p{z))/0x.

Debido a que 8P(0,0}/0z = 1, entoncea existe una vecindad del (0. 0), en
la cual 8P(z, u(x))/0z > ~1. Entonces solo necesitamos mostrar que para
z #0, 8P(x, u(x))/0z < 1,

Pedir que 8 P(z, u{z))/8z < 1 ea equivalente a pedir que 8V {z, u{x)}/8z <
0.

Considere la funcién:
_ OV(z,u(z)
f(x) = ax

Para demostrar que 8V {z, u{x))/0z < 0, tenemos que ver que la funcién
Sf(x) tiene up méximo local en {0, 0).

Analizemos la funcién f y sus derivadas en cero.

foy =202~

y también,
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ro=ZE00 , ZH00

Ahors derivemos por segunda vez la funcién f,

u'(0)=0

2
Fz) = WV;;;:('J)) 3";(;:2(:17)} .(I)_'_a"va(;;gx(z))( @)yl ”23 #(z) )

Evaluando en z = 0 tenemos:

Ya habfamos cslculado la expresién de p”(0) en términos de las parciales
de V, dicha expresion era:

won _ BPV(0,0)/823
#1(0) = ~#V(0,0)/30udz

La sustituiremos para obtener:

22700

Por lo tanto f(z) tiefie un méximo local en & = 0. Entonces
f(z) = 2430zl < 0 en una vecindad del (0, 0).

Entonces se tiene que

OP(z, p(z))
] —ar <1

por lo tanto las 6rbitas que pasan por (z, 0, u(z)) son atractoras.

6) Unicidad de las 6rbitas cerradas.
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Como ya se habfs mencionado, la unicidad de las 6rbitas ¢s heredada
del Teorems. de la funcién implicita. Podemos formalizar esto enunciandolo
como un lema.

" Lema 2.11. Existe una vecindad N del (0,0,0) tal que cualquier érbita
cerrada en N del flujo de f pasa por uno de los puntos (z,0, u(z)).

La demostracién de este lema la podemos consultar en Marsden{1976]
Con esto queda demostrado el Teorema de la bifurcacién de Hopf.
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Anexo 1.
Teorema de la funcién implicita.

El teorema de la funcién implicita es una herramienta indispensable en
la teorfa de bifurcacién. La siguiente versién nos servird para el estudio
bifurcaciones en ecuaciones diferenciales, cerca de un punto de equilibrio.

Teorema Sea u = {1, i3, ...44x) un vector en R*. Supongase que F : R* x
R — R, (4,7) = F(i, x), es una funcidn de clase C* que satisface:

F8,0)=0y5(0,0) £0

Entonces existen constantes 5 > 0y > 0, y una funcién de clase C? definida
en:
vimllpl <6~ R
tal que: _
¥(0) =0, Flu,yu)) =0
para jlull < §. Ademés, si hay un (ug,70) € R* x R tal que |jug|] < 6 ¥
lzo| < 7, ¥ que satisface la ecuacién F(ug, 7g) = 0 entonces 2o = ().




BIBLIOGRAFIA

GUCKENHEIMER, John. Nonlinear Oscillations, Dynamical Systems
and Bifurcations of Vector Fields. Springer - Verlag, New York, 1983.

MARSDEN, . Hopf’s bifurcations and its aplication. Springer - Verlag,
New York, 1976.

PERKO, Laurence. Diferential Equations an Dynamical Systems. Springer
- Verlag, New York, 1986.

HIRSCH, Morris W. and I. Smale. Differential Equations, Dynamical
Systems and Linear Algebra. Academic Press, 1987.

COURANT, John. Introduccién sl Céleulo y al adlisis matematico volu-
men 2. Limusa editores. Méxica, 1994.

DEVANEY, Robert L. An introduction to Chaotic Dynamical Systems.
Addigon- Wesley, 1989,




