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¡,Quién los ve andar por la ciudad 

si todos están ciegos? 

Ellos se toman de la mano: algo habla 

entre sus dedos, lenguas dulces 

lamen la húmeda palma, corren por las falanges, 

y arriba está la noche llena de ojos. 

Son los amantes, su isla flota a la deriva 

hacia muertes de césped, hacia puertos 

que se abren entre sábanas. 

Todo se desordena a través de ellos, 

todo encuentra su cifra escamoteada; 

pero ellos ni siquiera saben 

que mientras ruedan en su amarga arena 

hay una pausa en la obra de la nada, 

el tigre es un jardín que juega. 

Amanece en los carros de basura, 

empiezan a salir los ciegos, 

el ministerio abre sus puertas. 

Los amantes rendidos se miran y se tocan 

una vez más antes de oler el día. 

Ya están vestidos, ya se van por la calle. 

Y es sólo entonces 

cuando están muertos, cuando están vestidos, 

que la ciudad los recupera hipócrita 

y les impone los deberes cotidianos. 

J. Cortázar 

A Gisela con amor. 
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Introducción 

Las clases de módulos con propiedades determinadas juegan un importante 

papel en diversos aspectos de la Teoría de Anillos y Módulos, por ejem

plo; dada una clase C, de módulos, una de las cuestiones más importantes 

en la Teoría de Torsiones, así como en la Teoría de clases de Serre, es la 

de determinar cuando C es una clase cerrada bajo extensiones, es decir, 

dada una sucesión exacta corta con extremos en e, determinar cuando el 

centro de dicha sucesión también pertenece a C. l'vluchas de estas clases 

pueden ser determinadas por un solo módulo. Describir algunas de estas 

clases es nuestro interés principal. Inicialmente consideraremos dos clases de 

este tipo: Gen(U) y Cog(U) (la clase generada por U y la clase cogenerada 

por U, respectivamente), las cuales en general no son clases cerradas bajo 

extensiones, después extenderemos los resultados a las subcategorías cerradas 

a[JVI] de R - Mod. 

El objetivo central de este trabajo es caracterizar a los módulos U, para 

los cuales Gen(U), a[U] y Cog(U) resultan cerradas bajo extensiones, para 

esto, encontramos la relación entre las propiedades de dichas clases y las 

propiedades del módulo U. Para lo anterior, es necesario introducir conceptos 

especiales de proyectividad (en el caso de Gen(U) y a[U]) e inyectividad 

(para el caso de Cog(U)). 

Los primeros resultados, muestran que Gen(U) es cerrada bajo exten

siones si y sólo si U es auto-pseudo-proyectivo, además nos proporcionan 

otros criterios para establecer cuando Gen(U) tiene esta propiedad. 

V 
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vi Introducción 

Posterior a esto, encontramos que la equivalencia entre los conceptos 

auto-pseudo-proyectivo y auto-ext-proyectivo está completamente determi

nada por el hecho de que el anillo de endomorfismos del módulo en cuestión, 

tenga la propiedad ser perfecto derecho, además de cierta propiedad de 

minimalidad para el mismo módulo. 

Por otro lado, puesto que los módulos pseudo-proyectivos en particular 

son auto-pseudo-proyectivos, es de esperarse, que obtengamos mayor infor-

1nación acerca de su clase generada, por lo que tenemos la siguiente equiva

lencia: U es pseudo-proyectivo si y sólo si (Gen(U), F(Gen(U))) es una teoría 

de torsión cohereditaria, lo cual también es equivalente, a que el prerradical 

asociado a Gen(U) (la traza), resulte ser un radical o equivalentemente que 

dicho prerradical preserve epimorfismos. J'vlás alÍn; la propiedad de un módulo 

U de ser pseudo-proyectivo queda completamente determinada por su ideal 

traza T (el cual resulta idempotente). Así mismo, dicho ideal caracteriza a 

las clases Gen(U) y F(Gen(U)). Lo anterior se debe a que es suficiente que 

U= TU, para que el módulo U sea pseudo-proyectivo. El hecho anterior a 

su vez es equivalente a dar una descripción de las presentaciones proyectivas 

de U en términos de su traza. 

Para a[U] tenemos que: ésta es cerrada bajo extensiones en a[M] si 

y sólo si a[U] es una clase de torsión hereditaria en a[l\1]. Para estudiar 

este caso recordemos que siempre existe un generador Gen a[U]. Entonces 

Gen(G) = a[U] y podemos referirnos a los resultados anteriores. Notemos 

que esto no es completamente satisafactorio porque no poden1os inferir esta 

propiedad a partir de las propiedades del módulo 111. Las condiciones para 

que a[U] sea cenada bajo extensiones, son similares a las que mencionamos 

antes para Gen( U), por ejemplo; a[U] cerrada bajo extensiones en a[111] si y 

sólo si existe un generador de a[U] que es auto-pseudo-proyectivo en a[M]. 
Una de las aplicaciones nuís interesantes a este hecho, es que para verificar 

que a[U] es cerrada bajo extensiones, basta verificar que esto sucede para 

sucesiones exactas con término medio cíclico. 



Introducción vii 

La existencia de un generador pseudo-proyectivo de a[U] está íntimamente 

relacionada con el hecho de que todo generador en a[U], sea un T-módulo 

s-unitario (con T el ideal traza), así como con el concepto de anillo cociente 

plano y con algunas descripciones de R en términos de T y de los elemen

tos del generador. Todo lo anterior desemboca en dar condiciones para que 

Gen(T) con T un ideal idempotente se convierta en una subcategoría cerrada 

de R- Mod. 

También tenemos que la propiedad de que a[U] sea estable en u[M], es 

equivalente a que a[U] sea cerrada bajo cápsulas M-inyectivas (entre otras 

condiciones). 

Para concluir, observemos que la propiedad de que Cog(U) sea cerrada 

bajo extensiones, es completamente dual (en el sentido estricto) al hecho 

de que Gen(U) sea cerrada bajo extensiones, por lo que prácticamente para 

cada concepto y para cada resultado que relacione U con Gen( U), obtenemos 

por inedia de definiciones y argumentaciones duales, un resultado que rela

ciona U y Cog(U). Para concretar lo anterior, mencionaremos los siguientes 

resultados: 

• Cog(U) es cerrada bajo extensiones en a[.111] si y sólo si 
U es auto-pseudo-inyectivo en a[.1'1]. 

• U es pseudo-inyectivo en u[M) si y sólo si (T(Cog(U)), Cog(U)) es una 

teoría de torsión hereditaria en a[.1'1), lo cual también es equivalente a 

que el prerradical asociado a Cog(U) (el rechazo) sea idempotente, o 

bien, que dicho prerradical sea hereditario. 

Al estructurar este trabajo, la intención fue que estuviera auto-contenido (en 

la medida de lo posible), razón por la cual, está dividido en tres partes. En 

la primera parte se dan definiciones y resultados que no necesariamente cor

responden a la Teoría General de Anillos y Módulos, los cuales son estricta

mente necesarios para abordar el contenido central de esta tesis 



viii Introducción 

(Capítulo 2). En la segunda parte se desarrollan cada uno de los concep
tos y de los resultados que fueron mencionados en la presente introducción. 
Finalmente, la tercera parte consta de un apéndice, donde se encuentran 

definiciones y resultados que corresponden a la Teoría General de Anillos y 

Módulos, mismos que fueron usados para obtener algunos de los resultados. 

Cabe mencionar que este trabajo está basado en el artículo 

"On module classes closed under extensions" publicado en 1996, por el 

Dr. Robert Wisbauer ((Wis96]). 

Francisco Javier Santillán Covarrubias 

Noviembre de 2002. 
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Capítulo 1 

Preliminares 

1.1 Clases relacionadas con un módulo dado 

Sea R un anillo asociativo con elemento unitario y R - Mod la categoría 

de R-módulos izquierdos unitarios. 111 siempre denotará un R-módulo 

izquierdo y los homomorfismos siempre serán R-homomorfismos actuando 

por la izquierda. Una subcategoría plena de R - Mod, es una subcategoría 

en la cual los homomorfismos coinciden con los homomorfis1nos de R - Mod. 

Una subcategoría plena C de R - Mod, cerrada bajo submódulos, cocientes 

y sumas directas es llamada. subcategoría cerrada. 

Dado un R-módulo fil definimos la clase de módulos 111-generados, 

Gen(.M) ={NE R - Mod 1 existe un epimorfismo flJ(A) --+ N, para algún 

conjunto A }, 

Dos de las propiedades más importantes de Gen(M) están dadas por: 

Proposición 1.1.1. Sea M un R-módulo izquierdo. 

(1) Si NE Gen(!11), entonces todo cociente de N también está en Gen(M). 

(2) Si {N0 } 0 eA ~ Gen(M), entonces ffiANa E Gen(M) para todo 
conjunto A. 

1 



2 Preliminares 

Prueba. (1) Sea NE Gen(M) y N' ~ N. Entonces existe un epimorfismo 
f: Af(A)-+ N, para algún conjunto A. Si p: N-+ N/N' es la proyección 
al cociente, entonces pf : Af(A) -+ N / N', también es un epimorfismo, es 

decir, N / N' E Gen(M). 
(2) Sea {N0 }aEA una familia de R-módulos en Gen(M), entonces existen 

epimorfismos / 0 : ¡..¡CBa) ---+ N 0 para algún conjunto B 0 para cada a E A. 

Para la familia de bomomorfismos {/o}oEA, existe por la propiedad univer
sal de la suma directa un único homomorfismo J : EaAJl,f(Bo) -+ ffiANo 

que extiende a i 0 / 0 , con Im f = LA lm / 0 • Sea C = LJA B 0 , entonces 
ffiAJVJ(Bo) ~ Jl,fCC), con lo que ffiANo E Gen(l\1") para todo conjunto A. O 

Dualmente definimos la clase de módulos M-cogenerados, 

Cog(M)={N E R - Mod 1 existe un monomorfismo N---+ M", para algún 
conjunto A }, 

Desde luego, son válidas las afirmaciones duales a 1.1.l_para Cog(M}: 

Proposición 1.1.2. Sea M un R-módulo izquierdo. 

(1) Si NE Cog(M) y N' es un submódulo de N, enton~~sN¡-:E Cog(lln. 
'·. ~". . 

(2) Si {N0 }0EA ~ Cog(M), entonces ITA N 0 E Cog(M) para todo 
conjunto A. 

Prueba. Dual a 1.1.1. o 

Las proposiciones anteriores nos dicen que Gen{M) es el prototipo de clase 

de módulos cerrada bajo sumas directas y cocientes mientras que Cog{M) es 
cerrada bajo submódulos y productos directos. 

Consideradas como subcategorías plenas de R - Mod, Gen(M) esuna 
categoría cocompleta con conúcleos y Cog{M) es una categoría completa 
con núcleos. 



Clases relacionadas con un módulo dado 3 

El siguiente resultado nos proporciona una caracterización muy útil de 

Gen(M) y Cog(M). 

Proposición 1.1.3. Sean M y N R-módulos izquierdos: Entonces; 

(1) N E Gen(M) si y sólo si existe ~n subconjunto H s;;: Ho~n(M,N) con 

N =L:1ieHim h. 

(2) N E Cog(M) si y sólo si existe un subconjunto H s;;: Homn(N, M) con 

O = nheHNuc h. 

Prueba. (1) Supongamos que N E Gen(M). Entonces existe un epimorfismo 
g : Jvf(/\) ---+ N, para algún conjunto A. Para cada A E A, tenemos la 

inclusión i)o. : M -t ¡.,,¡CA), entonces para la familia de homomorfismos 

{g)o. := gi)o.he/\• tenemos por la propiedad universal de la suma directa que 

g es el homomorfismo inducido y por lo tanto Im g = LA Im 9)<.· Entonces, 

si H ={g)o.}}o.e/\, tenemos que Li.ell Im h = N. 
Ahora supongamos que existe un subconjunto H s;;: Homn(M, N), con 

N = L1ieu Im h. Entonces para la familia de morfismos en H, por la 
propiedad universal de la suma directa existe Ti : ]i.,¡U1> -t N, con 

Im Ti = Li.eulm h, con lo que Ti es un epimorfismo y por lo tanto 

NE Gen(M). 
(2) Dual a (1). D 

Una reformulación de la proposición anterior que se usará a lo largo de 
este trabajo es la siguiente: 

Proposición 1.1.4. Sean !vf, N y L, R-módulos izquierdos. Entonces; 

(1) N E Gen(Ji.'1) si y sólo si para todo homomorfismo distinto. de cero 

f: N -t L existe h E Homn(M, N) tal que fh '#O; 

(2) N E Cog(M) si y sólo si para todo homomorfismo distinto· de cero 

f : L ---+ N existe h E Homn(N, l\'1) tal que hf '# O. 



4 Preliminares 

Prueba. (1) Sea H = Homn(l\1", N) y T = ¿H Im h ~ N. Si f : N --t 

L es un homomorfismo, entonces f h = O para todo h E H si y sólo si 
T ~ Nuc f. Si suponemos que N E Gen(l\1), entonces por la proposición 

anterior T = N, en consecuencia N = Nuc f, lo que nos dice que f =O, por 

lo tanto si f #O existe h E H para el cual fh #O. 
Para el recíproco, sea f : N --t N / T, la proyección al cociente, entonces 

fh ,PO para algún h E H. Si N/T #O entonces como Im h ~ T, tenemos 

que fh = O. Esto es una contradicción, por lo tanto N/T = O, es decir 
N = T, y por la proposición anterior tenemos que NE Gen(M). 

(2) Sea H = Homn(N, M), K = n11 Nuc h ~ N y J : L --+ N un 
homomorfismo distinto de cero. Supongamos que hf = O para toda h E H, 
entonces Im f ~ Nuc h, para toda h E H, por lo que Im f ~ K. Si M 
cogenera N entonces por la proposición anterior tenemos que K = O, y por 

lo tanto f = O, lo cual es una contradicción, por lo tanto existe h E H, con 

hf #o. 
En la otra dirección, sea i: K --t N, la inclusión, entonces existe h EH 

con hi #O. Como Nuc h ::::> K, entonces hi =O, por lo tanto i =O, es decir, 
J< =O, por la proposición anterior esto significa que M cogenera N. O 

1.2 La traza y el rechazo de un módulo 

Definición.l.2.I. Dados M y Nen R- Mod, definimos la traza y el rechazo 
deM enN como 

Tr(M, N)= 'I:{Im J 1 JE Homn(M, N)}, y 

Re(N, M)= n{Nuc J 1 J E Homn(N, M)}. 

Estos submódulos de N están caracterizados por la siguiente propiedad: 

Proposición" 1.2.2. Para M y N en R - Mod, tenemos que: 

(1) Tr(l\J, N) es el mayor submódulo de N generado por M. 
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(2) Re(N, M) es el menor submódulo de N tal que N / Re(N, M) está 

cogen erado por l'vf. 

Prueba. (1) Sea L ~ N, L E Gen(..1\1"). Entonces existe un epimorfismo 
h : Af(A) --t L para algún conjunto A. Si Í:>.. : M --t AfCA} es la 

inclusión entonces por la propiedad universal de la suma directa h resulta ser 

el morfismo inducido por la familia {hi:>..}/\, por lo tanto 

L = Im h = Lt. Im hi:>. ~ Tr(/11, N). 
Sea H = Hom 11 (Af, N), entonces Tr(M, N) = 2::11Im h. Entonces la fa

milia H, induce un homomorfismo h M<11> --t N, ·con 

Im Ti = ¿ 11 1111 h, por lo tanto Ti : 1\1(11) --tTr(l'vf, N), es un epimorfismo, 

con lo que Tr(/11, N) E Gen(Af). 

(2) Sea I< ~ N tal que N / K E Cog(/11), entonces existe un monomorfis

mo h : N / J( --7 A1"' ,para algún conjunto A. Sean p : N --t N / I< y 

7r:>. : 111"' --t A/, las respectivas proyecciones. Por la propiedad universal del 

producto directo hp es el rnorfismo inducido por la familia { 7r:>.hP} "' por lo 

tanto I< = Nuc hp = n,.. Nuc 7r:>.hP ~ Re(N, AI). Sea H = Homn(N, 111), 

por la propiedad universal del producto directo existe Ti : N --t M 11 , con 

Nuc Ti = Re(N, /'vi), por lo tanto existe un monomorfismo de N / Re(N, M) 

en Af11 , es decir, N / Re(N, /'vi) está cogenerado por 111. O 

Por el resultado anterior tenemos que la traza y el rechazo están fuerte

mente relacionados con las clases Gen(A1) y Cog(M) respectivamente. Dicha 

relación queda expresada de la siguiente manera: 

Corolario 1.2.3. Sean Al y N módulos. Entonces; 

(1) N E Gen(M) si y sólo si Tr(M, N) = N. 

(2) N E Cog(M) si y sólo si Re(N, M) = O. 

Una de las propiedades más importantes de Ja traza y el rechazo es Ja de 

ser submódulos invariantes bajo homomorfismos: 

Proposición 1.2.4. Sean M, N y L módulos, y sea f: N --t L un homo
morfismo. Entonces 
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J(Tr(M, N))~ Tr(M, L) y J(Re(N, M))~ Re(L, M). 

Prueba. Para la primera afirmación simplemente observemos que si 

h E Homn(l\1", N), entonces fh E Homn(M, L) y f(Im h) = Im fh e 

Tr(M, L). Para la segunda, si x E Re(N, 111") y h E Homn(L, 1\11), entonces 

hf E Homn(N, M) y por lo tanto hf(x) = O, es decir, f(x) E Nuc h para 
toda h E Homn(L, 111"}, por lo que f(x) E Re(L, M). D 

1.3 La categoría u[M] 

Para estudiar las propiedades del módulo Al formamos la siguiente subcate
goría plena de R - Mod, 

a[MJ ={NE R - Mod 1 N es submódulo de un módulo M-generado}.· 

a[M] es cerrada bajo sumas directas, núcleos y conúcleos. Por lo tanto ex
isten en a[l\II] productos fibrados y sumas fibradas (ver A.8 y A.9). En a[M], 
existe el producto de cualquier familia de módulos aunque este no necesaria

mente coincide con el producto en R - Mod, por ejemplo, si 

IP' = {p E Z 1 p es primo} y 111 = EBpEIPZp, entonces z,, E a[M] y por lo 
tanto n,,EIP z,, E a[l\1]. Ahora, utilizando el hecho de que cualquier suma 
directa de grupos de torsión es de torsión y que cocientes de un grupo de 

torsión, nuevamente son de torsión, concluimos que TI,,E!PZP E a[M] es un 
grupo de torsión (como grupo abeliano), por lo tanto npEl'ZP E a[M], no 
puede ser isomorfo a n,,EIP z,, E z - Mod que no es de torsión. 

Observación 1.3.1. Sea C una subcategoría cerrada de R - Mod tal que 

111 E C. Si N E a[AJ], N es submódulo de un módulo M-generado, es decir, 
N es submódulo de un cociente de una suma directa de copias de M, como 

C es cerrada bajo submódulos, cocientes y sumas directas entonces N E C. 
En otras palabras, a[..iVI] es la menor subcategoría cerrada de R - Mod que 
contiene al módulo 1\1. 

Más aún: 
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Proposición 1.3.2. Si C es una subcategoria cerrada de R - Mod entonces 

C es de la forma a[.1\1"] para algún ME R - Mod. 

Prueba. Sea X un conjunto de representantes de clases de isomorfismo de 

módulos cíclicos que pertenecen a C y sea M = EflxexRx. Entonces es claro 
que M E C y por la observación anterior a(l\1) ~ C. Por otro lado, si I< E C 
y k E I<, entonces Rk '-+ 111", por lo que Rk E a(M) para todo k E K, con 
lo que EflkeKRk E a(l\1"), y como la suma es un cociente de la suma directa 

entonces LkeK Rk = K E a(M]. O 

También tenemos que: 

Proposición 1.3.3. Los conjuntos 

Me= {I< ~ 111<N> 1 K finitamente generado} y Mz = {Rm 1 m E Af(N)} 

son conjuntos de generadores en a[M]. 

Prueba. Sea N E a[l\1]. Como ya hemos visto, es suficiente probar que 

todo submódulo cíclico Rn ~ N, n E N, está generado por Mz (y por lo 
tanto por Me): Por definición existe un módulo M-generado Ñ con N ~ Ñ. 
Sea <p : 111<Al ---+ Ñ un epimorfismo y sea 1n E Af(A) tal que ip(m) = n E N. 
Entonces m E J\1(N), es decir, Rm E Mz y la resti:icción <p ln111 : Rm ---+ Rn 

es un epimorfismo. O 

Por lo anterior, a[l\1] tiene generador, por ejemplo, 

G := ffi{Rm 1mE111<N>}, es un generador de a(M]. 

También tenemos que cualquier N E a[M] tiene cápsula inyectiva en 
a[M], también llamada cápsula 111-inyectiva de N, y usualmente denotada 
por N. N es isomorfa a Ja traza de 111 en la cápsula inyectiva E(N) de Nen 

R - Mod, es decir, N= Tr(l\1, E(N)). Es muy conocido que N es la mayor 
extensión esencial de N en a(l\1"), (ver A.3.2). 

Las propiedades internas de Gen(J\;/) y a[JYI] están determinadas por las 
propiedades internas de 111, es decir, son propiedades relacionadas con M 
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mismo, como la 1\1-proyectividad o la 1\1-inyectividad. Por ejemplo, inde

pendientemente del anillo R, para un módulo semisimple, todos los módulos 
en a[M] son M-inyectivos y M-proycctivos. 

Para un estudio extensivo de las propiedades de a[M] ver [Wis91: C3-s15]. 

1.4 Clases de módulos cerradas bajo exten

siones 

Definición 1.4.1. Sea M un R-módulo izquierdo. Para dos clases de 

módulos e y D en a[MJ denotamos por EM(D, e) a la clase de R-módulos 
N, para los cuales existe una sucesión exacta 

o~c~N--+D~O 

en a[Mj, donde CE C y DE D. 

Decimos que C es cerrada bajo extensiones en a[M] si e= EM(C, C). 

En el caso de que a[M] = R - Mod escribimos E(D, e) := E.M(D, e)~ 

Proposición 1.4.2. Sean C y D subclases de R - Mod . cerradas 

bajo isomorfismos. Para cualquier ideal izquierdo I de R, R/I E. E(D, e) si 

y sólo si existe un ideal izquierdo J ::::> I de R, tal que J / I E C y .R/ J. E D. 

Prueba. Supongamos que R/ I E E(D, C). Entonces existe 'una sucesión 
exacta 

O~C~R/I~D ~·o 
con C E e y D E D. Para un único ideal .izquierdo J. :::> I de R, con 

Im f = J/I, J/I e! CE C y R/J ~ D E.D. La otra implicación es 
trivial. O 

En la siguiente proposición observaremos que las propiedades de C y D 

son transferidas a E(D, e). 

Proposición 1.4.3. Sean C y D subclases de a[M]. 
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(i) Si C y D son cerradas bajo submódulos (cocientes, sumas directas) en

tonces EM (D, C) es también cerrada bajo submódulos (respectivamente 

bajo cocientes y sumas directas). 

(ii) Si C y D son subcategorías cerradas de R - Mod entonces EM(D, C) 

también es una subcategoria cerrada de a[M]. 

Prueba. (i) Sea O --> G --> N --> D --> O, una sucesión exacta en a[MJ 
con G E e y D E D. Si O --> L --> N es exacta, formando el diagrama de 
producto fibrado* obtenemos el siguiente diagrama conmutativo 

o o o 

1 1 1 
0-t p• -t L -+ Q -to 

1 1 1 
0-t e -+ N -+ D -tO. 

Si e y D son cerradas bajo submódulos tenemos que P E C y QED 
y por lo tanto LE EM(D,C). Las otras afirmaciones se prueban de manera 
similar usando las propiedades de la suma fibrada y la propiedad universal 
de la suma directa respectivamente. 

(ii) Es consecuencia de (i). o 

1.5 Prerradicales 

Definición 1.5.1. Un prerradical r en R - Mod asigna a cada R-módulo 
N un submódulo r(N), de tal forma que cada homomorfismo N --> L, 

induce un homomorfismo r(N) --> r(L) por medio de la restricción, es 
decir, un prerradical es un subfuntor del funtor identidad en la categoría de 
R-módulos. 

Un prerradical es idempotente si rr 

r(N /r(N)) =O, para todo R-módulo N. 
r y se llama radical si 
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Si r es un prerradical en R - Mod, entonces r(R) es un ideal bilateral 
pues es invariante bajo todos lo endomorfismos de nR. 

Además tenemos las siguientes propiedades: 

Lema 1.5.2. Sea r un prerradical en R...:.. Mod entonces son válidas las 

siguientes afirmaciones: 

(i) Para cualquier familia de módulos {N0 }aeA• r(E9ANa) = E9Ar(Na)-

(ii) Para cualquier módulo N se tiene r(R)N ~ r(N). 

(iii) Si N es un módulo proyectivo entonces r(N) = r(R)N. 

(iv) Si r(L/ I<) = (r(L)+I<)/ I< para todo R-módulo libre L con I< ~ L, 
entonces r(A1/N) = (r(M) + N)/N para todo ME R - Mod con 

N~M. 

Prueba. (i) Sea {Na}aeA una familia de módulos e i 0 : N 0 --+ E9ANa, la 

inclusión, ésta induce un monomorfismo i°' : r(N0 ) --+ r(E9AN0 ) para cada 
a E A, de tal forma que i,, = i 0 Jr(Na)· Ahora, por la propiedad universal 
de la suma directa, la familia {i0 }aeA• induce un homomorfismo 

<p : E9Ar(1V0 ) ~ r(E9ANa) con Nuc <p = E9A Nuc i 0 = O, por lo que 

ffiAr(No) ~ r(EBANo)· 
Ahora consideremos la proyección 7í0 Y sea 

7r0 : r(EBAN0 ) ~ r(N0 ) el homomorfismo inducido por 7í0 , es decir, 

7r0 = 7ío lr((Jl,,Nn) Y sea (x0 )neA E r(E9ANo) entonces rr,,((x0 )aeA) = Xo E 
r(N0 ), para toda a E A, por lo tanto (xa)oeA E E9Ar(N0 ), es decir, 

ffiAr(Nn) = r(EBAN0 ). 

(ii) Consideremos el homomorfismo cp : R(N) --+ N, definido por 

(rn)neN >-+ L:neN rnn, este induce un homomorfismo q; : r(RCN>) --+ r(N). 
Entonces por (i), tenemos que r(R<N>) = r(R)<N>, y como q; = cp lrcn<Nl), 

entonces Im q; = {L:~=I aini J a; E r(R), ni E N} = r(R)N, por lo tanto 
r(R)N ~ r(N). 
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(iii) Sea N un módulo proyectivo, entonces existe un módulo libre F tal 
que F = N EB /(. Sin pérdida de la generalidad supongamos que F = R(l), 

para algún conjunto /. Nuevamente, por (i), tenemos que r(F) = r(R(l>) = 

r(R)CIJ = (r(R)R)<IJ = r(R)RCIJ = r(R)F y también r(N) EB r(I<) = 

r(F) = r(R)F = r(R)(N EB I<) = r(R)N EB r(R)I<. Por (ii), tenernos que 
r(R)N s:;; r(N) y r(R)I< s:;; r(I<), por lo tanto r(N) = r(R)N. 

{iv) Sea kf E R- Mod y N ~ AJ, y sean a: L ----+ M un epirnorfisrno 
con L libre, L' := a- 1(N), p: M ----+ M/N, y 7í: L--+ L/L' las 
proyecciones al cociente, consideremos el siguiente diagrama conmutativo 

L ~ L/L' 

Q l l/3 
M~M/N 

con f3 un isomorfismo. Este diagrama induce el diagrama conmutativo 

r(L) ~ r(L/L') 

&l l¡¡ 
r{M) ~ r(M/N) 

con 'iJ también isomorfismo. La hipótesis nos dice que 7f es un epi

morfismo, lo que implica que fi también Jo es, es decir, r(M/N) = Im fi = 
r(M)/(r{M) n N) ~ (r(M) + N)/ N. O 

Otra propiedad que nos será de gran utilidad en algunos resultados pos
teriores es la siguiente: 

Lema 1.5.3. Sea r un radical y I< ~ r{N), entonces r(N/I<) = r(N)/I<. 

Prueba. La proyección al cociente p N --+ N / /(, induce un 

homomorfismo fi : r{N) --+ r(N / I<), tal que p = p lrCNh por lo que 
Nuc fi = Nuc p n r(N) = I< n r(N) = I<, entonces .tenemos que r(N)/I< ~ 
lm fi s:;; r(N / K). Por otro lado, como /( ~ r(N), podernos definir el 

homomorfismo a : N/I< --+ N/r(N) corno n + f( o-t n + r(N), y 
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éste induce un homomorfismo a : r(N/K) ----+ r(N/r(N)). Corno r 
es un radical tenemos que a = O, es decir, r(N / K) = Nuc a = Nuc 

a n r(N/K) = r(N)/K n r(N/K), por lo que r(N/K) ~ r(N)/K, y 
en consecuencia tenernos la igualdad. O 

Observación 1.5.4. Combinando la proposición 1.2.2, el corolario 1.2.3 y 

la proposición 1.2.4 obtenernos que Tr(M, N) es un prerradical idempotente 

mientras que Re(N, !vf) es un radical. 

Cabe resaltar que el concepto de prerradical puede introducirse en 
cualquier categoría abeliana completa, cocompleta y localmente pequeña. 

En este trabajo nos concentraremos exclusivamente en la traza y el rechazo 

de módulos en a[MJ. 

1.6 Teorías de torsión en o-[M] 

Recordaremos algunas nociones básicas de teorías de torsión. Estas técnicas 

son familiares en R - Mod, aunque es bien sabido que también se aplican a 
cualquier categoría del tipo de a[l\1]. 

Definición 1.6.1. Una clase de módulos 7 en a[M] es Uam,ad,a una 

• clase de pretorsión si 7 es cerrada bajo sumas ~ir~~tll.l> ; ¿ocientes de 
módulos; 

• clase de pretorsión hereditaria si r es cerrada bájo sumas directas, 

cocientes y submódulos; 

• clase de torsión si 7 es cerrada bajo sumas directa8·, . cocientes 

y extensiones en a[l\1]; 

• clase de torsión hereditaria si 7 es cerrada bajo sumas directas, 
cocientes, submódulos y extensiones en a[M]; 

• clase estable si 7 es cerrada bajo extensiones esenciales en a[M]; 
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• clase TTF si T es cerrada bajo productos directos en a(M], 

cocientes, submódulos y extensiones en a(.Af]. 

Observación 1.6.2. Dado un prerradical r podemos asociarle dos clases de 

R-módulos 

'I'r = {N E R-Mod i r(N) = N}, y 

~r ={NE R-Mod 1 r(N) =O} 

'I'r resulta ser una clase de pretorsión mientras que ~r es cerrada bajo 

submódulos y productos directos. Una consecuencia de lo anterior es que no 

hay homomorfismos no nulos entre módulos en 'I'r y ~r· Más aún, si 'I' es 

una clase de pretorsión, M un R-módulo y t(l\1) denota la suma de todos 

los submódulos de 111 que pertenecen a 'I', entonces t(l\1) es un cociente de 

la suma directa de dichos submódulos por lo que t(l\1) E 'I'. Por lo tanto, 'I' 

contiene un submódulo mayor t(M) E 'I'. En este sentido 'I' da a lugar a un 

prerradical t de R - Mod. Combinando este procedimiento con la asignación 

previa r >--+ 'I'r restringida a los prerradicales idempotentes, tenemos que 

existe una correspondencia biyectiva entre los prerradicales idempotentes de 

R - Mod y las clases de pretorsión de R - Mod. Dualmente, existe una 

correspondencia biyectiva entre los radicales de R- Mod y las clases cerradas 

bajo submódulos y productos directos de R - Mod. 

Observación 1.6.3. Por el Corolario 1.2.3 y la Observación anterior tenemos 

que 'I''lr(M,N) Gen(l\1) y ~Rc(N,M) Cog(M), y además 
taen(M) = Tr(l\1, N) y rcog(M) = Re(N, 111). 

Definición 1.6.4. Un par (T, F) de subclases no vacías de a[M] es llamado 

teoría de torsión en a[N!] si satisface: 

(i) T ={T E a(M] 1 para toda F E F, Homn(T, F) = O} 

(ii) F ={FE a(M] 1 para toda TE T, Homn(T, F) =O} 

Proposición 1.6.5. Si (T, F) es una teoría de torsión; entone~ T es una 
clase de torsión y F es cerrada bajo submódulos, productos direétos y exten
siones. 
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Prueba. Veamos que la suma directa de cualquier familia de módulos en T 

está en T. Sea {T0 } 0 e1 s; T entonces Homn(T.,, F) = O para todo F E F 

y como Homn(EB1T0 , F) = f11 Homn(T0 , F) =O, entonces E91T0 E T. 

Por otro lado, sea TE T y T' e T. Tenemos que ver que Homn(T /T', F) 
es cero, para todo FE F, supongamos que Homn(T /T', F) =¡6 O para algún 

FE F entonces existe O =¡6 f E Homn(T /T', F). Si p : T --t T /T' es la 
proyección al cociente entonces p =¡6 O y por lo tanto O =¡6 fp E Homn(T, F) = 
O, lo cual es una contradicción, así f =O y entonces T /T' E T. 

Para ver que T es cerrada bajo extensiones consideremos la sucesión 

O --+ T' --t T ~ T" ---+ O exacta en u[M] con T', T" E T. Sea F E F, 
aplicando Homn( · , F) a dicha sucesión obtenemos la sucesión exacta 

O-¡. Homn(T",F) -----+ Homn(T,F) -¡. Homn(T',F) 

con lo que Homn(T, F) =O y por lo tanto TE T. 

Usando argumentos duales obtenemos que F es cerrada bajo productos, 
submódulos y extensiones. O 

Definición 1.6.6. Una teoría de torsión (T, F) es llamada hereditaria si T 
es cerrada bajo submódulos, cohereditaria si F es cerrada bajo cocientes de 
módulos, y estable si (T, F) es hereditaria y T es cerrada bajo extensiones 
esenciales en u[l\1"]. 

A continuación veremos como cualquier clase de módulos en u[M] puede 
extenderse a una clase de torsión. 

1.6.7 Teorías de torsión generadas y cogeneradas 

Definición 1.6.8. Para cualquier subclase C de u[M] definimos 

T(C) :={TE a(Mj 1 para toda C E C, Homn(T, C) = O}, y 

F(C) :={FE a(Mj 1 para toda CE C, Homn(C, F) =O} 

Dada esta definición es claro que e s; T(F(C)) y e s; F(T(C)). 



Definición 1.6.9. Las teorías de torsión (T(F(C)), F{C)) y (T{C), F(T{C))) 
son llamadas teoría de torsión generada por C y teoría de torsión cogenerada 

por C, respectivamente. 

Más aún: 

Proposición 1.6.10. Las siguientes afirmaciones son equivalentes: 

(a) (C, F(C)) es una teoría de torsión; 

{b) C = T(F{C)); 

(c) C es una clase de torsión. 

Prueba. (a)=>(b) Sea TE T(F(C)), entonces Homn(T,F) =O, para toda 
FE F(C) y por lo tanto TE C, con lo que C = T(F(C)). 

(b)=>(a) Es claro a partir de la definición que (T(F{C)), F(C)) es una teoría 
de torsión y por (b), (C,F(C)) es una teoría de torsión. 

(a)=>(c) Se tiene por la proposición 1.6.5 

(c)=>(b) Basta mostrar que T(F(C)) <;; C. Como ya mencionamos 
(T(F(C)), F(C)) es una teoría de torsión. Sea C E T(F(C)) entonces tenemos 

que Homn(C, F) = O, para todo F E F(C). Puesto que C es una clase 
de torsión, por la observación A.7.5 tenemos que C contiene un submódulo 

mayor T E C. Ahora supongamos que existe O '/= a : T' -- C/T para 
algún T' E C, entonces Im a E C y además Im a= C'/T con Te C' <;; C. 
Consideremos la sucesión exacta 

O --+ T -----+ C' -------+ C' /T -------+ O 

Como C es cerrada bajo extensiones tenemos que C' E C. Lo anterior 

contradice la maximalidad de T, la contradicción viene de suponer que a i= O, 

por lo tanto a= O, y en consecuencia C/T E F(C) y como T(F(C)) nF(C) =O 
entonces C = T E C y por lo tanto C = T(F(C)). O 

Proposición 1.6.11. Las siguientes afirmaciones son equivalentes: 
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(a) (T(C), e) es una teoría de torsión; 

(b) C = F(T(C)); 

(c) C es cerrada bajo submódulos, productos directos y extensiones. 

Prueba. La equivalencia entre (a) y (b) se obtiene como en la proposición 

anterior. (a)=>(c) se tiene también por la proposición 1.6.5 y (c)=>(b) se 
obtiene de forma dual a la proposición anterior. o 

Proposición 1.6.12. Si (C, F(C)) es una teoría de torsión, son equivalentes: 

(a) (e, F(c)) es hereditaria; 

(b) F(C) es cerrada bajo cápsulas inyectivas; 

(c) existe un módulo Jvf-inyectivo Q E a[M] con F(C) = Cog(Q). 

Prueba. (a)=>(b) Sea F E F(C) y F su cápsula ./11"-inyectiva. Sea 
f : e -t F COll e E c. Entonces Im f es un cociente de e y por lo 
tanto está en e por lo que Im f n FE e y como en F(C) =O, tenemos que 

Im f n F = O. Ahora, F <;:e F, entonces Im f = O, y por lo tanto f = O, con 
lo que FE F(C). 

(b)=>(c) Sea Q = TinxeF(c) RX, donde RX es la cápsula M-inyectiva de 
Rx. Entonces Q es ./11"-inyectivo y por lo tanto inyectivo en a[.111"], por (b), 

Q E F(C) y entonces Cog(Q) s;;; F(C). Ahora, sea F E F(C) y O -:¡!:. x E F. 
Considerando las inclusiones y de que Q es inyectivo en a[.111] obtenemos 
el siguiente diagrama conmutativo 

donde f resulta monomorfismo, y por lo tanto F es isomorfo a un 
submódulo de Q por lo que FE Cog(Q), es decir, Cog(Q) = F(C). 



~eorí~--~~ _to~ió_n_el1_'!_[~]___ _ ______ ----------------------- ______ ____!~ 

(c)=>(a) Sea C' ~ GE C, O=/= J' : C' ---+ Q e i : C' ---+ C la inclusión. 
Entonces como Q es inyectivo en a[M], existe O =/= f : C ---.¡. Q, esto es 
una contradicción pues por hipótesis Q E F(C), entonces f' = O con lo que 
(C, F(C)) es hereditaria. O 

Proposición 1.6.13. Las siguientes afirmaciones son equivalentes: 

(a) (e, F(C)) y (T(C), C) son teorías de torsión; 

(b) C es una clase TTF. 

Prueba. (a)=>(b) Se tiene por la proposición 1.6.5 

(b)=>(a) Es una consecuencia inmediata de las proposiciones 1.6.10 y 

1.6.11 o 

Para 111 

idempotente: 
R, las clases TTF pueden ser descritas por un -ideal 

1.6.14 Clases TTF en R - Mod 

Proposición 1.6.15. Para una clase C en R - Mod, las siguientes afirma

ciones son equivalentes: 

(a) (e, F(C)) y (T(C), e) son teorías de torsión; 

(b) C es una clase TTF; 

(c) existe un ideal idempotente I de R tal que: 

e ={CE R-: Mod 1IC=0}= R/I- Mod, 

T(C) ={TER- Mod 1 IT = T}, 

F(C) ={FER- Mod 1 Homn(R/I,F) =O}. 

Prueba. (a)-<=>(b) Se tiene por la proposición anterior. 

(b)=>(c) Sea I := n{J I J es un ideal izquiedo de R y R/J E e}, 
entonces I es un ideal izquierdo. Ahora, sea a E R e 
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(I: a) = {r E R 1 ra E I}, 

consideremos el submódulo cíclico Rli ~ R/ I, entonces Ra E C y además 
Rae! R/(I: a), entonces I ~ (I: a), y por lo tanto I es un ideal derecho. 

Para la primer igualdad: sea C E C y O # x E C, entonces Rx E C, 

además Rx = R/ J, con J = An(x), por lo que I ~ J, y entonces Ix =O para 
toda X E e, es decir, JC =o. Ahora supongamos que e es un R/ /-módulo, 
entonces C ~ (R/ J)CX) para algún conjunto X. Sea R/ J E C, entonces 

I ~ J, por lo que tenemos un epimorfismo R/ I --t R/ J, para cada ideal J 

que aparece en la definición de I, entonces por la propiedad universal del pro

ducto directo tenemos un monomorfismo R/ I --t n/l/ JEC R/ J. Puesto 
que TI/l/Jec R/ JE C, tenemos que R/ l E C, y por lo tanto (R/ J)(X) E C, 
es decir, CE C. 

Para la segunda igualdad: sea T E T(C), supongamos que T # IT, 
entonces T / IT # O, y T / IT E T(C). Ahora, I(T / IT) = O y por la 
descripción anterior para C, tenemos que T / IT E C, esto es una con

tradicción pues C n T(C) = O, por lo tanto IT =T. Para la otra contención, 
tomemos T tal que T = IT, y sea f E Homll(T, C) con C E e, entonces 

Im f E e, por lo que O = I J(T) = f(IT) = f(T) = Im J, y por lo tanto 
TE T(C). 

Para la última igualdad: como ya vimos R/I E C, entonces tenemos 

que Homll(R/ I, F) = O, para toda F E F(C). Sea f : C --t F y 
J ~ R un ideal tal que R/ J E C, entonces I ~ J, por lo que tenemos un 
epimorfismo R/ I ---t R/ J, el cual induce un monomorfismo 

Homll(R/ J, F) --tHomll(R/I, F), y por lo tanto Homll(R/ J, F) = O, 
para todo R/ J E C. Ahora bien, si suponemos que C E C y f # O tenemos 
que existe x E C tal que f(x) #O, y por lo tanto f lllz# O, lo cual contradice 

el hecho de que Homn(R/ J, F) = O, para todo R/ J E C, entonces f = O y 
por lo tanto FE F(C). 

Solo nos resta demostrar que I es idempotente, para ello sea a E J, 

consideremos el submódulo cíclico Ra ~ I / 1 2 • Es claro que (12 : a) 
es un ideal izquierdo e I ~ (12 : a), por lo que existe un epimorfismo 
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R/ I ---+ R/(I2 : a) y como Ra ~ R/(12 : a), tenemos que Rü. es un 

cociente de R/ I que como sabemos está en e y por lo tanto Ra E C. Puesto 

que lo anterior sucede para todo submódulo cíclico de I / 1 2 y C es cerrada 

bajo sumas directas tenemos que I / J 2 E C. Ahora consideremos la sucesión 

exacta 

O --+ I / 1 2 --+ R/ J 2 ----+ R/ I ----+ O 

Puesto que C es cerrada bajo extensiones tenemos que R/ 12 E C, por lo 

que I ~ J2 y por lo tanto J = 1 2 • 

(c)~(b) Puesto que I es un ideal, es claro que R/ I - Mod es cer

rada bajo cocientes y submódulos. Sea {N0 }oEA ~ R/I - Mod, entonces 

An(TIA Na) = nA An((no)aEA) = nA ( nnoENo An(no)) = nA An(Na) Y 
como I Na = O, para toda a E A, entonces I ~ An(IJA Na) y por lo tanto 

TIA N 0 es un R/ I -módulo. Para ver que R/ I - Mod es cerrada bajo ex

tensiones consideremos la sucesión O ---+ I< ---+ N ---+ L ---+ O exacta 

en R - Mod, sea n E N entonces Iñ = O en L, es decir, In ~ I<, por lo 

tanto I(In) ~ I /{ = O y como I es idempotente tenemos que In =O para 

toda n E N, por lo tanto IN = O, con lo que N es un R/ /-módulo y en 

conclusión R/ I - Mod es una clase TTF. O 



Capítulo 2 

Clases de módulos cerradas 

bajo extensiones 

2.1 Gen(U) cerrada bajo extensiones. 

Definición 2.1.1. Sea P un R-módulo y p : N -t L un epimorfismo 

en R - Mod. P es llamado pseudo-proyectivo respecto a p si para todo 
homomorfismo distinto de cero f E Homn(P, L) existen s E End(P) y 

g: P -t N que satisfacen pg = fs #O, es decir, el diagrama 

puede ser extendido no trivialmente al diagrama conmutativo 

p~p 

19 11 
.N~L-:-+O 

Pes llamado im-proyectivo con respecto·a psi las condiciones de arriba 

se satisfacen con s un epimorfismo. 

21 
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Como es usual dire1nos que P es proyectivo con res¡Jecto a p si las condi

ciones de arriba se satisfacen con s un isomorfismo (o s = ldp) 

Es fácil verificar que P es pseudo-proyectivo con respecto a p si y sólo si 

p J-Iomn(P, N) es esencial en Homn(P, L) como End(P)-submódulo. 

Estareinos interesados en módulos que son pseudo-proyectivos con re

specto a diferentes clases de epimorfismos. 

Definición 2.1.2. Sea JIJ un R-módulo y U, PE uf 111]. P es llamado: 

• U-pseudo-proyectivo en u[MJ si Pes pseudo-proyectivo con respecto a 

todos los epimorfismos p: N ~ Len a[l\1] con Nuc p E Gen(U); 

• auto-pseudo-¡Jroyectivo en a[l\1] si es P-pseudo-proyectivo en u[M]; 

• pseudo-proyectivo en a[lll] si es pseudo-proyectivo con respecto a todos 

los epimorfismos en a[111]; 

• im-proyectivo en a[M] si es im-proyectivo con respecto a todos los 

epimorfismos en a[111J. 

En lugar de decir pseudo-proyectivo en R - Mod sólo diremos 

pseudo-proyectivo para abreviar. 

Es claro que los módulos proyectivos cumplen todas las definiciones an

teriores, nuis adelante daremos ejemplos no triviales de algunos de estos 
conceptos. 

Observación 2.1.3. En general, Gen(U) no es una clase cerrada bajo ex

tensiones, por ejemplo; si U = Z 2, podemos formar la sucesión exacta en 

Z - Mod; O ~ 2Z4 ~ Z 4 ~ Z 4/2Z4 ~ O con extremos en Gen(Z2) y 

con Z 4 <f_ Gen(Z2). Uno de los objetivos de este trabajo, es dar condiciones 

necesarias y suficientes para que Gen(U) sea cerrada bajo extensiones. 

Con las nociones que hasta aquí hemos introducido podemos describir a 

los módulos auto-pseudo-proyectivos, que son algunos rnódulos para los que 

su clase generada es cerrada bajo extensiones, como veremos en la siguiente 

proposición. 
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2.1.4 Módulos auto-pseudo-proyectivos en u[M] 

Proposición 2.1.5. Para un R-módulo li'1 y U E a(M] son equivalentes: 

(a) U es auto-pseudo-proyectivo en a[!i'1]; 

(b) Gen(U) es cerrada bajo extensiones en a[M]; ' 

(c) todo generador en Gen(U) es U-pseudo-proyectivo en a[M]; 

(d) todo N E a(Ji'1] con una sucesión exacta uc11.> ~ N --4 U(A) ~ O 

pertenece a Gen(U). 

Prueba. (a)=>(b) Sea O ~ I< ~ N ~ L ~ O una sucesión exacta 
en a[M] con I<, L E Gen(U), tenemos que demostrar que N E Gen( U). 
Supongamos que Tr(U, N) # N. Entonces como Tr(U, N) es el mayor 
submódulo de N que es U-generado tenemos que /( ~ Tr(U,N), y 

L':= N / Tr(U, N) es un cociente de L, por lo tanto está en Gen(U). Para 
cualquier f : U ~ L' distinta de cero obtenemos por (a), el diagrama 
conn1utativo con renglones exactos 

u~u 

lg 11 

O ---t Tr(U,N) ~ N ~ L' ---t O, 

donde pg # O. Esto es una contradicción pues g(U) e Tr(U, N). Por lo 
tanto tenemos que L' = O, y en consecuencia N E Gen (U). 

(b)=>(a) Sea p: N ~ L un epimorfismo en a[l\il] con Nuc p E Gen(U). 
Para cualquier f distinta de cero en HomR(U, L) y p formamos el producto 
fibrado, y obtenemos el diagrama conmutativo con renglones exactos 

O ---t I< ---t N ~ L ---t O. 
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Puesto que pg' = Js' #O y por hipótesis PE Gen(U), existe h: U-+ P 

que satisface que pg'h = fs'h # O, lo cual muestra que U es U-pseudo
proyectivo en a[.111). 

(c)=>(a) Obvio. 

(a)=>(c) Sea G un generador en a[.111), p : N --+ L un epimorfismo en 

a[./\1] con Nuc p E Gen(U) y f E Homn(G, L) distinto de cero, tenemos que 
demostrar que existes E End(G) y g: G--+ N que satisface pg = Js #O. 

Puesto que G es U -generado, por la proposición 1.1.4 tenemos que existe 

k : U --+ G tal que fk #O, por (a), U es auto-pseudo-proyectivo y por lo 
tanto existen s' E End(U) y g' : U --+ N que satisfacen pg' = (fk)s' #O. 

Por otro lado, como U est1í en Gen(G), por 1.1.4, para s' E End(U) existe 

h E Homn(G, U) tal que s'h #O, entonces si s := ks'h y g := g'h tenemos 
que pg = p(g'h) = (pg')h = (fks')h = f(ks'h) = fs #O, y por lo tanto Ges 
U-pseudo-proyectivo en a[.111). 

{d)=>(b) Sea O --+ /( _!__,, N -4 L ---+ O una sucesión exacta en 
a[./\1] con J(, L E Gen(U), tenemos que demostrar que N E Gen( U). Por 
hipótesis existen epimorfismos k : u<NJ ---+ /(, l : U(A") --+ L, para 

algún A' y A" respectivamente. Sea A = A' U A", entonces la sucesión 
uc11.¡ 1~ N -4 L --+ O, es exacta (Im fkrrll.' = Im f = Nuc g), para 

l' = lrrN' y g formamos el producto fibrado y obtene1nos el diagrama con-
mutativo con renglones exactos 

uc11.¡ --r p g' 
----""---+ U(/\.) --r o 

11 l" 11' 
uc11.¡ --t N~ L --r o. 

Por (d), tenemos que PE Gen(U). Como h resulta ser un epimorfismo 
tenemos que 1V es cociente de P y por lo tanto N E Gen( U) como se deseaba. 

(b)=>{d) Sea N E a[M] y u<ll.) _!__,, N -4 U(/\.) ---+ O exacta en a[Ml 
Sabemos que Im f ~ u<ll.) / Nuc f E Gen(U) y N / Im f = N / Nuc g ~ Im 
g = uc11.¡ E Gen( U), entonces la sucesión O--+ Im f---+ N--+ Im g--+ O 

es exacta y por (b), N E Gen(U). O 



Observación 2.1.6. Sea G := EDn>oZm entonces Gen(G) es la clase de los 
Gr1Lpos abelianos de torsión, que es una clase cerrada bajo extensiones, por lo 
que G resulta auto-pseudo-proyectivo según la proposición anterior, y además 

G no es proyectivo en .Z - Mod. En la Observación 2.1.22 verificaremos que 
G tampoco es pseudo-proyectivo en .Z - Mod. 

Para /11 = R, la proposición 2.1.5 nos da la siguiente caracterización: 

2.1.7 Módulos auto-pseudo-proyectivos en R- Mod 

Proposición 2.1.8. Para un R-módulo U son equivalentes: 

(a) U es auto-pseudo-proyectivo; 

(b) Gen(U) es cerrada bajo extensiones; 

(c) todo generador en Gen(U) es auto-pseudo-proyectivo; 

(d) todo NE R- Mod con una sucesión exacta U(/\) ---t N ---t U(A) ---t O 

pertenece a Gen (U). 

Definición 2.1.9. Sea M un R-módulo y U, P E a[M]. P es llamado 
U-ext-proyectivo en a(/11], si P es proyectivo con respecto a todos los epi

morfismos p : N ---t L en a[M] con Nuc p E Gen(U), es decir, cualquier 
diagrama con renglón exacto 

puede ser extendido conmutativamente por algún P--+ N, siempre que 

Nuc p E Gen( U) y N E a(M). 

U es llamado auto-ext-proyectivo si es U-ext-proyectivo en R - Mod. 
Obviamente tal módulo es auto-pseudo-proyectivo. 
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Observación 2.1.10. A continuación veremos que cualquier Z-módulo es 
U-ext-proyectivo en a[Z], si U es divisible. Sea PE Z-Mod y D un grupo 
divisible distinto de cero. Sea p : N ---7 L un epimorfismo en Z - Mod, 

con Nuc p E Gen(D) y O 'i' f E Homz(P, L). Puesto que sumas directas 
y cocientes de divisibles, nuevamente son divisibles, tenemos que Nuc p es 

divisible, por lo que la sucesión exacta O~ Nuc p ~ N ~ L ~O, se 

escinde, es decir, existe h : L ~ N tal que ph = IdL, entonces si 9 = hf 

tenemos que f = p9 'i' O, con lo que P es D-ext-proyectivo en Z - Mod. 

En particular los grupos divisibles constituyen una familia de Z-módulos 
auto-ext-proyectivos que no son proyectivos. 

A continuación daremos algunas propiedades de los módulos 

auto-ext-proyectivos. 

Proposición 2.1.11. Sea M un R-módulo y U,P E a[M]. Entonces:' 

(1) Sumas directas y sumandos directos de módulos U,~ext,~proyeétivos son 

nuevamente U-ext-proyectivos (en u[M]). é', ··r;:·¿:··· 
(2) Una suma directa de copias de un módulo °duto~ext~proyecti;;~ es nue-

vamente auto-ext-proyectivo (en a[M]). :;;'{' 
'• 

(3) P es U-ext-proyectivo si y sólo si toda silce;io1í exacta 

en a[l\1"] con Nuc p E Gen(U) se escinde. 

Prueba. {l) Sea {M0 } 0 e1 una familia de módulos U-ext-proyectivos, 

p : N ~ L en a[l\1"] con Nuc p E Gen(U) y f : <B1M0 ~ L. Sea i 0 

la inclusión natural de 111"0 , en ffi1M0 y / 0 := /i 0 • Por hipótesis, para 

cada / 0 , existe 9 0 : M 0 ~ N, tal que pg0 = / 0 • Para la familia {9o}oel• 
existe por la propiedad universal de la suma directa, g : <B1M0 ~ N tal que 

9i0 = 9 0 entonces pgio = p90 = / 0 = ji0 , puesto que P9 y f coinciden en i 0 , 

para toda a E/, tenemos que pg = f, con lo que ffi11\10 es U-ext-proyectivo. 
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Para el converso supongamos que $1M0 es 

Sea p : N ---+ L en a[M] con Nuc p E Gen(U), 

U-ext-proyectivo. 

fo : Mo ---+ L 
y sea f := f 0 7í0 , donde 7í0 es la proyección canónica. Por hipótesis, para 

f, existe g: $1lvl0 ---+ N tal que pg = f, definimos g 0 := gi0 y tenemos 

que P9o = pgio. = fio = fo.7í0 Ío = foldM0 = fo., y por lo tanto Mo. es 
U-ext-proyectivo para toda a E /. 

(2) Supongamos que U es auto-ext-proyectivo. Por el inciso (1), tenemos 
que U(A) es U-ext-proyectivo, y como Gen(U) = Gen(UCAl), entonces U(A) es 

U(ALext-proyectivo, es decir, U(Al es auto-ext-proyectivo. 

(3) Supongamos que P es U-ext-proyectivo, entonces para ldp existe 
g : P ---+ N tal que pg = I dp y por lo tanto la sucesión se escinde. 

Para el recíproco, sea p' : N---+ L en a[.1\1] con I< = Nuc p' E Gen(U) y 

f: P---+ L. Formemos el digrama de producto fibrado para f y p' 

O~K~X~P~O 

Tenemos que p'g = fp, como la sucesión de arriba se escinde tenemos 

que existe· h : P ---+ X tal que ph = I dp, entonces si g' := gh tenemos que 
p'g' = p'gh = fph = f ldp = f y por lo tanto Pes U-ext-proyectivo. D 

Observación 2.1.12. Como se mencionó antes cualquier módulo 

auto-ext-proyectivo es auto-pseudo-proyectivo. La implicación inversa no es 
cierta en general: Considere un módulo U auto-pseudo-proyectivo junto con 

un submódulo U-generado I<. Obviamente U ffi(U / I<) es un generador en 
Gen(U) y por Jo tanto es auto-pseudo-proyectivo según Ja proposición 2.1.8. 

Si I< no es sumando directo de U, entonces U $(U/ I<) no es 
auto-ext-proyectivo. 

Como siempre, bajo condiciones adecuadas podemos encontrar en Gen(U) 
un generador auto-ext-proyectivo. 
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Algunos resultados y definiciones que se usarán en la siguiente proposición 

deberán ser consultados en el apéndice, pues corresponden a la teoría general 

de anillos y módulos. Por el momento, sólo recordemos que un anillo se llama 

local si el conjunto de las no unidades de R forma un ideal. 

Definición 2.1.13. Un generador _,y E Gen{U) es llamado mínimo si para 

cualquier descomposición X= X' El3 X", 'fr(X', X")# X". 

Observación 2.1.14. Si U es finitamente generado y suma de módulos con 

anillos de endomorfismos locales, entonces existe un generador U-mínimo. 

Proposición 2.1.15. Sea U E a[JVI] jinitamente generado y mínimo (en el 
sentido de arriba) y T = End{U). Supongamos que T es perfecto derecho 

o Ur es finitamente generado y T es semiperfecto. Entonces las siguientes 

condiciones son equivalentes: 

(a) Gen{U) es cerrada bajo extensiones en a[..1\1]; 

{b) U es auto-pseudo-proyectivo en a[M]; 

(e) U es auto-ext-proyectivo en a[..1\1"]. 

Prueba. (a)~{b) Se sigue de la proposición 2.1.5 

{c)=>{b) Es inmediata de la definición. 

Sólo falta demostrar (a)=>(c). Supongamos que T es perfecto derecho, 

por la proposición A.6.3, existe e E T idempotente primitivo, de tal forma 

que eTe es un anillo local. Puesto que eTe ~ End(eU) (como anillos: ehe >-+ 
(ehe)(em)), podemos suponer que End(eU) es un anillo local. Además, como 

e es idempotente tenemos que U= eU $ {l - e)U, donde eU es inescindible 

por ser e primitivo, entonces si U0 := cU y U 1 := (1 - c)U tenemos que 

U= Uo EB U1, y como U es mínimo, entonces Tr(U1 , U0 ) =F U0 • Supongamos 

que U no es auto-ext-proyectivo, por la proposición 2.1.11 esto es equivalente 

a suponer que Uo no es auto-ext-proyectivo, es decir, que la sucesión exacta 

O --+ J< --+ E ~ Uo --+ O. 
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no se escinde para algún I< E Gen(U). Es claro que U0 E. Gen(U), 
entonces por (a), tenemos que E es U-generado y como U0 es finitamente 
generado existe un epimorfismo 

para algún k EN. Sea S := End(U0 ). Puesto que f no es una retracción, 
ninguno de los fh lu0 E S es un isomorfismo, y como S es local, dichos 
homomorfismos están en Jac S. Usando nuevamente el hecho de que S es 

local, tenemos que Rads(Uo) = Rad(S)U0 • Además, si iu; : Vi <--+ U son 
las inclusiones con j = O, 1, por la propiedad universal de la suma directa 

Im fh = 'L~=l fhiu0 • + ¿~<=I fhiu,., y como Uo es finitamente generado, 
por el Lema de Nakayama (A.4.2), Rad(S)Uo es un S-submódulo superfluo 
de U0 • Por lo tanto concluímos que 

Uo = Im fh = ¿:;=! fhiu,. ~ Tr(U1, Uo) 

entonces Tr(Ui, Uo) = U0 , lo cual contradice la minimalidad de U y por 
lo tanto fes una retracción, por proposición 2.1.11 U es U-ext-proyectivo en 

ª~~- o 

Ahora caracterizaremos a los módulos pseudo-proyectivos en a[J\tl]: 

2.1.16 Módulos pseudo.;..proyectivos en a[M] 

Proposición 2.1.17. Sea U E a[M] las siguientes condiciones son equiva
lentes: 

(a) U es pseudocproyectivo en a[M]; 

(b) para NE a[M] y Tr(U,N)~ L ~ N se tiene que Tr(U,N/L)= O; 

(c) para cualquierN E a[M] yl< ~ N, Tr(U,N/I<)=(Tr(U,N)+I<)/I<; 

(d) (Gen(U), F(Gen(U))) es una teoría de torsión cohereditaria en a[.M]. 
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Prueba. (a)=>(b) Supongamos que Tr(U, N / L) no es cero, es decir, 
Tr(U,N/L) = I</L, con L ~ I< ~ N entonces, como la traza es un 
prerradical, tenemos que Tr(U, K) ~ Tr(U, N) ~ L. Por (a), para el epi
morfismo p: K --t K/L y f E Homn(U,K/L) existen s E End(U) y 

g : U --t I< que satisfacen pg = f s # O, lo cual es una contradicción pues 
g(U) ~ Tr(U, K) ~ L. La contradicción viene de suponer que Tr(U, N / L) # 
O, por lo tanto Tr(U,N/L) =O. 

(b)=>(c) Sea K ~ N y Tr(U, N) = L, entonces Tr(U, N/ L) =O, es decir, 
la traza de U en N se comporta como un radical. Sea T / I< = Tr(U, N / K) 
entonces (L+K)/K ~ T/K, para todo K ~ N, por el lema 1.5.3 tenemos 
que 

Tr(U, (N/K)/((L + K)/K)) = Tr(U, (N/K))/((L-f-'. K)/K) 

= (T / I<)/((L +K);/ I<) 

~T/(L+K)· 

Puesto que L ~ L + I< ~ N, usando' . due:;J~jJ1~I1t~. la hipót~~is tenemos 
-. . ' que ' -·. 

. .. 
Tr(U, N /(L +!<)~;=:;? 

y como N/(L + K)) ~ (N/I<)/((L +.K)/I<), entonces 

T /(L + K) ~ Tr(U,N/CL'+.K)) ~o · 

y por lo tanto T = L + K = Tr(U,N) +K. 
(c)=>(d) Sea O ~ I< --t N --t L --t O una sucesión exacta con 

K y L en Gen(U). Entonces K = Tr(U, K) ~ .J(Tr(U, K)) ~ _Tr(U,N). 
Consideremos la sucesión exacta 

O --t K --tTr(U, N) --tTr(U, N)/ I< --t O 

y observemos que Tr(U,N)/K = Tr(U,N)/(Tr(U,N) n K) .~ 

(Tr(U,N) + I<)/K = Tr(U,N/I<) ~ Tr(U,L) = L por lo tanto tenemos 
que Tr(U, N) = N, es decir, N E Gen(U). Entonces Gen(U) es una clase de 
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torsión y por la proposición 1.6.10 tenemos que (Gen(U), F(Gen(U))) es una 

teoría de torsión. Ahora, sea NE F(Gen(U)), y I< s;;: N. Por (c) 

Tr(U,N/I<) = (Tr(U,N) + I<)/I< = I</I< =O 

es decir, N / J( E F(Gen(U)) y por lo tanto F(Gen(U)) es cohereditaria. 

(d)=>(a) Sea p: N --+ L un epimorfismo en a[M] y O =F f E Homn(U, -!"-): 
Para f y p formamos el producto fibrado y obtenemos el diagrama conmu

tativo con renglones exactos 

P~U~O 

lg' 11 

N -2-....+ L ~O. 
Supongamos que Homn(U, P) = O, entonces P E F(Gen(U)), por lo tanto 

U E F(Gen(U)), lo cual es una contradicción, por lo tanto existe O =F _h : 
U--+ P, entonces sis:= s'h y g := g'h tenemos que fs = fs'h = pg'h = pg, 
y por lo tanto U es pseudo-proyectivo. O 

Los módulos pseudo-proyectivos en R - Mod pueden ser caracterizados 

por sus ideales traza Tr(U, R). Para ello recordemos el siguiente hecho. 

Proposición 2.1.18. Sea I un ideal izquierdo de R y N un R-módulo. 
Entonces IN E Gen (J), y por tanto IN s;;: Tr(J, N). Si I es idempotente 
entonces IN = Tr(J, N). 

Prueba. Sean E N y fn : I--+ N definida por fn(i) =in, Imfn =In s;;: 
IN, entonces In s;;: Tr(J,IN) para toda n EN, por lo cual LneNin s;;: 
Tr(I,IN), es decir, IN s;;: Tr(I,IN), por lo que IN = Tr(J,IN). Como 

Tr(J, N) es el mayor submódulo de N que está en Gen(J) tenemos que IN s;;: 
Tr(I, N). Para la segunda parte de la proposición supongamos que I es 

idempotente. Sea x E Tr(J,N), entonces x = L.T=ili(ai) con fj E Tr(I,N) 
y ªi E I, como I es idempotente tenemos que ªi = bící con bí, Cj E I. 

Entonces x = L,}~ 1 fj(aJ) = L,j=1 fj(bJcJ) = bi L.'./~ 1 fj(cJ) E I Tr(I, N) por 
lo tanto Tr(J, N) s;;: I Tr(J, N), y como I Tr(J, N) s;;: Tr(I, N) tenemos que 

Tr(I,N) = I Tr(I,N) s;;: IN de modo que Tr(J,N) =IN. O 
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Observación 2.1.19. Afirmamos que los ideales idempotentes del anillo R 
consituyen una familia de R-módulos pseudo-proyectivos. Sea I un ideal 
idempotente de R, entonces por la Proposición 2.1.18, Tr(J,N) =IN para 

todo N E R - Mod. De lo anterior, tenemos que si J( ~ N entonces 

Tr(I,N/K) = I(N/K) 2:! (IN+ K)/K = (Tr(J,N) + I<)/I(, y por la 
Proposición 2.1.17, I es un R-módulo pseudo-proyectivo. 

2.1.20 Módulos pseudo-proyectivos en R - Mod 

Proposición 2.1.21. Para U un R-módulo y T := Tr(U,R) las sigui~ntes 
condiciones son equivalentes: 

(a) U es pseudo-proyectivo; 

(b) Para cualquier R-módulo libre N 

Tr(U,N/K)=(Tr(U,N) + K)/K; 

y I< submódulo de N, 

(c) (Gen(U), F(Gen(U))) es una teoría de torsión cohereditaria; 

(d) Existe un R-módulo libre (proyectivo) P y. un epimor.fismo 

Po : P -l- U con P = Nuc po+Tr(U, P); 

(e) Existe un R-módulo libre (proyectivo) P, un epimorfismo p 0 : P ..,..,--t U 
y un homomorfismo qo : ij(A) ~ p tal que Poqo : u<A) ~ u es 

epirnorfismo; 

(f) Para todo R-módulo L, Tr(U, L)= T L; 

(g) U= TU; 

(h) F(Gen(U))= R/T - Mod. 

Si estas condiciones se satisfacen entonces T = T 2 y Gen(U) = Gen(T) 

Prueba. (a)<*(b)*>(c), se sigue del lema 1.5.2 (iv) y de la proposición 2.1.17. 

(b)=>(d) Todo módulo es cociente de un módulo libre (proyectivo). Sea 

Po : P ..,..,--t U un epimorfismo con P libre. Entonces P /Nuc p 0 2:! 
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Tr(U, P /Nuc p 0 ) =(Tr(U, P)+ Nuc Po)/ Nuc Po = P /Nuc po, es decir, 

P = Tr(U, P)+ Nuc Po· 

(d)=?(e) Por hipótesis existe un R-módulo libre P y un epimorfismo 

Po : P -t U con P = Nuc Po+Tr(U, P). Sea H = Homn(U, P) y 

q0 : U(ll) -t P, el homomorfismo inducid o por H, entonces Im q0 = Tr(U, P) 
por lo que, Im ]Jo<Jo = Po(Im Qo) = Po(Tr(U, P)) = Po(Nuc Po+Tr(U, P)) = 

Po(P) =U, por lo tanto p 0 q0 es un epimorfismo. 

(e)=?(a) Sea p : N -t L y O =I= f E Homn(U, L), entonces f Po =I= O 

y como por hipótesis P es libre (proyectivo) existe g' : P -t N tal que 

pg' = fp0 =I= O, también por hipótesis existe q0 : U(L>.) -t U tal que p 0 q0 

es un epimorfismo. Sea i : U -t u<L>.J la inclusión, entonces f Po<Joi =I= O. 

Sea s := PoQoi E End(U) y g := g'qoi : U -t N, entonces pg = p(g'qoi) = 

(pg')qoi = Cf Po)<Joi = f(PoCJoi) = fs =I= O con lo que U es pseudo-proyectivo. 

(b)=?(f) Sea L E R - Mod, y sea p : P -t L con P libre. Es claro 

que p(TP) = Tp(P) = TL entonces p lrP es un epimorfismo sobre TL 

y por lo tanto TL ~ TP/(TP n Nuc p). Por (b) tenemos que Tr(U,L) = 

Tr(U, P /Nuc p) = (Tr(U, P)+Nuc p)/Nuc p, entonces por el lema 1.5.2 (iii) 

Tr(U,P) TP por lo tanto Tr(U,L) (TP+Nuc p)/Nuc p 

~ TP/(TP n Nuc p) ~ TL. 

(f)=?(g) Obvio 

(g)=?(h) Si N E Gen(U) entonces para algun conjunto A, N ~ U(ll.) / K = 

(TU)C 11 l/J< = TU< 11>/J< = TN. Sea F un R/T-módulo y J: N -t F 

con N E Gen( U), entonces f(N) = J(TN) = T f(N) =O, por lo tanto F E 

F(Gen(U)). Para la otra contensión, sea F E F(Gen(U)), por la proposición 

1.5.2 TF <; Tr(U, F) =O, entonces Fes un R/T-módulo. 

(h)=?(a) Igual que (d)=?(a) en la proposición 2.1.17 

Por (c), tenemos que F(Gen(U)) es una clase TTF, por la proposición 

1.6.15 existe un ideal idempotente I tal que F(Gen(U)) = R/ I - Mod, por 

(h), F(Gen(U)) = R/T- Mod, entonces R/I es un R/T-módulo por lo 

tanto T(R/ I) = O, y puesto que T es un ideal tenemos que T = T R <; I, 
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análogamente I ~ T, por lo que T = I, y por lo tanto Tes idempotente. 
Combinando (e), 1.6.10 y 1.6.15 tenemos que 

Gen(U) ={NE R - Mod 1 TN = N}, 

entonces TE Gen(U) y por lo tanto Gen(T) ~ Gen(U). Por la proposición 

2.1.18 tenemos que Tr(T,N) TN, entonces si N E Gen(U), 
Tr(T, N) = N, es decir, Gen(U) ~ Gen(T), por lo tanto Gen(U) = Gen(T). 

o 

Observación 2.1.22. Con el resultado anterior podemos verficar que en 

general, los módulos auto-pseudo-proyectivos no son pseudo-proyectivos. Sea 

G := E9n>oZn, entonces como ya vimos en la Observación 2.1.6, G es 
auto-pseudo-proyectivo Z - Mod. Supongamos que G es pseudo-proyectivo, 
entonces por la proposición anterior, G = Tr(G, Z) G, pero como G es un 

grupo de torsión y Z es libre de torsión, tenemos que Tr(G, Z) = O, lo 
cual es una contradicción, por lo tanto G es un Z-módulo auto-pseudo
proyectivo, que no es pseudo-proyectivo en Z - Mod. Además, G tampoco es 

auto-ext-proyectivo, pues para p: Z. 4 ---+ Z 4/2.Z4 y f := nz., tenemos que 

g = 7rz 4 Y s ~Ida ((x,.)n>O ~ (p(x4), O, O, ... )). 

Definición 2.1.23. Dos R-módulos N y A1 son llamados: 

• traza equivalentes si Gen(N) = Gen(.Ñf); 

• epi-equivalentes si existen epimorfismos N---+ M y M---+ N. 

En la siguiente proposición observaremos la relación entre es_tas dos.no

ciones: 
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Proposición 2.1.24. Para dos R-módulos N, M las siguientes condiciones 

son equivalentes: 

(a) N y M son traza equivalentes; 

(b) existe un conjunto A tal que N(ll.) y Af(ll.) son epi-equivalentes. 

Prueba. (a)=>(b) Por hipótesis existen epimorfismos cp : N(A) --+ M y 

7/J : M(B) --+ N para conjuntos A y B respectivamente. Supongamos que 

alguno de dichos conjuntos no es finito y sin pérdida de generalidad supong

amos que card(A) 2'. card(B). Sea i 0 : N --+ N(A) la inclusión y 7/10 := i 0 7/J. 

Por la propiedad universal de la suma directa, la familia de homomorfismos 
{ 7/Jo.}o.EA induce un único homomorfismo 1jj : l\1(BxA) = J\f(A) --+ N(A), con 

Im 1jj = I:oEA Im 7/10 , y como 7/J es un epimorfismo entonces Im 7/10 = 
Im i 0 , por lo que Im 1f, = N(A). Análogamente existe un epimorfismo 
cp: N(AxA) --+ M(BxA) = J\f(A)_ Entonces si card(A) = {card(A), card(B)} 

tenemos que N(/\) y J\/(11.) son <'pi-equivalentes. Ahora, si ambos conjuntos 

son finitos entonces card(A) = card(N) y por lo tanto tenemos que 7/J y cp 

junto con las respectivas proyecciones, inducen epimorfismos JvJCMJ --+ N<Nl 
y N(N) --+ j\f(N). 

(b)=>(a) Supongamos que existen epimorfismos J\f(ll.) --+ N(ll.) --+ M<A>, 

entonces J\f(ll.) E Gen(NCll.l) = Gen(N) , es decir, Gen(l\I) ~ Gen(N). 

Análogamente Gen(N) ~ Gen(M) y por lo tanto Gen(N) = Gen(M). O 

Lema 2.1.25. Para un R-módulo U las siguientes condiciones son equiva

lentes: 

(a) U es im-proyectivo; 

(b) existe un R-módulo libre (proyectivo) P, un épimorfis"mop0 : P ~U 
y un homomorfismo q0 U --+ P tal que p 0 q0 : U .'...2'.; U es epimor
fismo. 

Prueba. (a)=>(b) Nuevamente usaremos el hecho de que todo módulo es 

cociente de un módulo libre (proyectivo). Sea po : P --+ U un epimorfismo 
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con P libre. Por (a), para Po e ldu existen s E End(U) y qo: U---+ P que 

satisfacen p 0 q0 = s # O, con s un epimorfismo. 

(b)=>(a) Sea p : N ---+ L un epimorfismo en R - Mod y O # J E 

Homn( U, L). Por (b), tenemos el siguiente diagrama conmutativo con renglón 

inferior exacto 
U~P~U 

la' li 
N~L~O. 

entonces, si s : poqo y g := g'q0 tenemos que fs = pg # O, con s un 

epimorfismo, con lo que U es im-proyectivo. O 

En la siguiente proposición daremos la relación entre los módulos pseud~ 

proyectivos, los módulos im-proyectivos y los módulos libres. 

Proposición 2.1.26. Para un R-módulo U las siguientes condiciones son 

equivalentes: 

(a) U es pseudo-proyectivo en R - Mod; 

(b) para algún conjunto A, u<AJ es im-proyectivo; 

(c) U es traza equivalente a un R-módulo im-proyectivo; 

(d) existe un R-módulo libre (proyectivo) P y f E End(P) con 

Im f = Jm f 2
, de tal forma que U es traza equivalente a Im f; 

{e) existe un R-módulo libre (proyectivo) P y f, h E End(P) con f = f 2 h, 

de tal forma que U es traza equivalente a Im f. 

Prueba. (a)=>(b) Por (a), y la proposición 2.1.21 (e), existe un R-módulo 

libre (proyectivo) P, un epimorfismo p 0 : P---+ U y un homomorfismo q0 : 

u<t:>.) ---+ P tal que poq0 : u<t:>.J ---+ U es epimorfismo. Sea A un conjunto 

de tal forma que card(A x ~) = card(A) y sean p0 := (p0 ) 11 : p<11> ---+ u<11J 

y <[o := (p0 ) 11 : u<11 J ---+ pCllJ los homomorfismos inducidos por Po y qo 
respectivamente, entonces la composición 



Gen(U) cerrada bajo extensio~~----------·--- 37 

u<11> = u<11 x~¡ ~ p(t.) ~ u<t.> 

es un epimorfismo. Además, como P es proyectivo tenemos que p<h) 
también lo es, por lo que tenemos el siguiente diagrama conmutativo con 

renglón inferior exacto. 

u<t.> ~ p(t.) ~ u<11> 

N ~ L ~O. 

entonces si s : Poifo y g := g' tfo tenemos que f s = pg # O, con s. un 
epimorfismo, con Jo que U(J\) es irn-proyectivo. 

(b)=>(c) Es claro, pues como anteriormente mencionamos Gen(UCAl) = 
Gen(U) para todo módulo U y todo conjunto A. 

(c)=>{d) Por hipótesis, U es traza equivalente a un R-módulo 

iln-proyectivo L, por el lema anterior existe un R-módulo libre (proyectivo) 
P, un epi1norfismo 710 : P ~ L y un hon1omorfismo q0 : L --+ P, de 

tal forma que p 0 qo : L --t L es epimorfismo. Sea f := q0 p 0 , entonces 

Im f 2 = qo]JoqoPo(P) = Qo(Poqo(L)) = qo(L) = qopo(P) = Im f. Además, de 
Ja hipótesis y de las igualdades anteriores se desprende que L = p 0 q0 (L) = 

Po( Im J), y qo(L) = Im f. Por lo anterior, tenemos que Po l1m ¡ y qo 

son epimorfisn1os sobre L e Im f respectivamente, por lo tanto tenemos que 

Gen{L) = Gen{Im f) y por lo tanto U e Im f son traza equivalentes. 
{d)=>{e) Por hipótesis existe un R-módulo libre (proyectivo) P 

y f E End(P) con Im f = Im j 2 , de tal forma que U es traza equiva
lente a Im f. Lo único que falta es encontrar h E End{P) que cumpla la 

igualdad que se pide. Consideremos el epimorfismo f : P--+ Imf, corno P 
es proyectivo, tenemos que para f misma, existe h E End{P) de tal forma 

que f = fh, por lo que f = f 2 = J 2 h. 
{e)=>{d) Es claro pues f = j2h implica que f = j 2 • 

{d)=>{a) Por {d), existe un R-módulo libre P y f E End(P), con 

f = f 2
• Consideremos la composición Im f ~ P ~ Im f, entonces 

/i(Im !) = Im f 2 = Im /, por lo tanto Ji es un epirnorfismo, y por el lema 
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2.1.25 tenemos que Im f es im-proyectivo. Con un argumento similar al 
usado en (a)=>(c) de la proposición 2.1.5, tenemos que U es pseudo-proyectivo 
en R-Mod. O 

2.2 o-[U] cerrada bajo extensiones 

a[U] es cerrada bajo extensiones en a(M] si y sólo si a[U] es una clase de 
torsión hereditaria en a[M]. Para estudiar este caso recordemos que siem

pre existe un generador G en a[U]. Entonces Gen(G) = a[U] y pode
mos referirnos a la proposición 2.1.5. Notemos que esto no es completa

mente satisafactorio porque no podemos inferir esta propiedad a partir de 
las propiedades del módulo M. 

2.2.1 u[U] cerrada bajo extensiones en u[M] 

Proposición 2.2.2. Para U E a[M] las siguientes condiciones son equiva

lentes: 

(a) a[U] es cerrada bajo extensiones en a[M]; 

(b) existe un generador G en a[U] el cual es G-pseudo-proyectivo en a[A_1"]; 

(e) todo generador en a[U] es auto-pseudo-proyectivo en a[M]; 

(d) a[U] contiene todos los módulos cíclicos de EM(a[U], a[U]); 

(e) todo N E a[.l\J] que tiene una sucesión exacta U(A) --+ N --+ U(A) 

(para algún conjunto~) pertenece a a[U]. 

Prueba. La equivalencia entre (a),(b) y (c) se tiene por la proposición 2.1.8. 

(a)=>(d) Obvio. 
(d)=>(e) Sea N E a[M] y U(A) ~ N ...!!....+ U(A) eX:acta en a[M]. Es 

claro que Im/ e lmg están en a[U], entonces la sucesión[O .~ lrnf ~ 
N --+ lm g --+ O es exacta y por lo tanto NE EM(a[U], u[U]); como a[U] 
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es cerrada bajo submódulos EM(a[U], a[U]) también lo es, por lo que Rx 
pertenece a EM(a[U],a[U]) para todo x EN, y por (d) R.x E a(U] para todo 

x E N con lo que LxEN Rx está en a[U], es decir, N E a(U]. 
(e)=>(a) Sea O -----+ ]{ _!____,, N ~ L --t O una sucesión exacta en 

a[M] con I<, L E a[U], entonces existe un módulo U-generado X tal que 
I<, L e;; X. Para un conjunto apropiado A, podemos encontrar un epi

morfismo h : u<"l -----+ X e inclusiones j : I< '---* X e i : L '---* X. Para 
V := h-1 (N) ~ u<"> tenemos que h(V) = N. Formemos el diagrama con

mutativo con renglones exactos de la suma fibrada para f y j. 

o o 

1 1 
o ----+ K ___!__,, N ---+ L ----+ o 

lj 1 11 

o ----+ X'_'~ Q ~ L ~o. 

Para q y h formamo~ ~l di;¡grarri~ coriinutativo con renglones exactos del 

producto fibrado 

o ----+ X ----+ p ~ V ----+ o 

11 1 lh 
o ----+ X ----+ Q ~ L ----+ o 

1 1 
o o 

Lo que nos conduce a una sucesión exacta u<.o.> -----+ P--+ u<.o.>. Por (e) 

PE a(U], es decir, existe un módulo U-generado Y con Pe;; Y, puesto que 
Q es isomorfo a un cociente de P que a su vez es submódulo de un cociente 

de Y, entonces Q E a(U], como N es isomorfo a un submódulo de Q tenemos 

que N E a(U]. O 
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En el caso particular de que U = R, el teorema anterior queda de la 

siguiente forma: 

2.2.3 a[U] es cerrada bajo extensiones en R - Mod 

Proposición 2.2.4. Para un R-módulo U las siguientes condiciones son 

equivalentes: 

(a) a[U] es cerrada bajo extensiones; 

(b) existe un generador auto-pseudo-proyectivo en a[U]; 

(e) todo generador en a[U] es auto-pseudo-proyectivo; 

(d) a[U] contiene todos los módulos cíclicos de E(a[U], a[U]); 

(e) todo R-módulo N que tiene una sucesión exacta UC6 > ~ N ~ U(6 ) 

(para algún conjunto .6.) pertenece a a[U]. 

En vista de la proposición 2.2.2 es natural considerar el caso cuando 
a[U] tiene un generador pseudo-proyectivo en a[U]. Este caso esta esencial

mente descrito en 2.1.17. Cuando a[U] tiene generador pseudo-proyectivo en 
R- Mod podemos referirnos a las propiedades del ideal traza. Para ello es de 

mucha utilidad desarrollar distintas técnicas para las diferentes situaciones 
que se puedan presentar. Recordemos algunos hechos y definiciones. 

2.2.5 T-módulos s-unitarios 

Definición 2.2.6. Sea T un anillo sin elemento unitario. Un T-módulo 
izquierdo N se llama s-unitario si u E Tu para toda u E N. 

Para un ideal T ~ R, todo R-módulo es un T-módulo y tenemos las 
siguientes relaciones: 

Proposición 2.2.7. Sea T un ideal en R. Para cualquier R-módulo N. 
Las siguientes condiciones son equivalentes: 
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(a) N es un T-módulo s-unitario; 

{b) para todo submódulo nL ~R N, L = TL; 

(c) para toda k E N y ui, ... , uk E N, existe t E T con Ui 

toda i = 1, ... , k; 

{d) para cuaquier conjunto A, NCA) es un T-módulo s-unitario. 

tu; para 

Prueba. (a)=>{b) Sea N es un T-módulo s-unitario, y nL ~R N. Es claro 

que TL ~L. Sea l EL entonces l EN, por hipótesis l E Tl ~ TL, y por lo 

tanto L = TL. 

{b)=>(a) Sea m E N, m #- O. Entonces por {b), Rm = TRm, y como 

T es ideal de R tenemos que m E Rm = Tm, entonces m = tm para algún 

t E T, con lo que N es s-unitario. 

{b)=>(c) Sea k E N, haremos inducción sobre k. Si k = 1 entonces por (a) 

existe t E T tal que u 1 = tu 1 • Supongamos entonces que el resultado vale para 

cualesquiera k-1 elementos de N. Sean u 1 , •.• , uk EN, puesto que N = TN, 

existen t; elernentos de T con i = 1, ... , k tal que u¡= t;u;. Sea v; =u¡ - tkui> 

para i = 1, ... , k-1. Por hipótesis de inducción existe t' ET tal que v; = t'v;. 

Sea t = tk + t' - t'tk. Entonces para toda u; con i = 1, ... , k - 1 se tiene que 

tu; = tkui + t'u¡ - t'tkui = tkui + t'(u; - tku;) = tkui + t'(v;) = tkui +V¡= 

tku;+u;-tkui =u;. Además tuk = tkuk+t'uk-t'tkuk = tkuk+t'uk-t'uk = Uk
Por lo tanto existe t E T tal que Uk = tuk para toda k E N. 

{c)=>(d) Sea (n,,.heA E JVC"l. Entonces n_,. = O para casi toda>. E A. 

Sean n_,.; los elementos distintos de cero en (n_,.),,.eA con i = 1, ... , k. Por (e) 

existe t E T tal que n_,.; = tn_,.;. Entonces t(n,,.heA = (n,,.heA con lo que N(A) 

es s-unitario para todo conjunto A. 

{d)=>{a) Obvio. o 

Para recordar definiciones y resultados acerca de los módulos planos ver 

A.7 y A.7.8. 
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Proposición 2.2.9. Para T un ideal en R las siguientes condiciones son 
equivalentes: 

(a) T es s-unitario izquierdo; 

(b) para todo ideal izquierdo I de R, TI = T n I; 

(c) para todo R-módulo nL ~n N, TL = TN n L; 

(d) R/T es un R-módulo derecho plano. 

Prueba. (a)=>(c) Sea nL ~R N. Tenemos que demostrar que TN n L ~ 
TL. Sea x E TN n L, en particular x E TN, por lo que x = 2:7=1 tini 
con ti E T y n; E N. El inciso (a), junto con la proposición 2.2.7 (c), nos 

dice que existe t E T tal que t; = tt; V i. Por lo tanto tx = t L~=I t;n; = 
L~=I tt;n; = L~=I t;n; = x, como x también está en L tenemos que x E TL, 
y por lo tanto TL = TN n L. 

(c)=>(b) Sea I un ideal izquierdo de R. Considerando nI ~R R, tenemos 

que TI = T R n I = T n I. 
(b)=>(a) Sea u E T, entonces Ru es un ideal de R y por (b), u E 

T n Ru = T Ru = Tu. 
(b)<=>(d) Se sigue de la proposición A.7.11. O 

Ahora estamos listos para la siguiente proposición: 

2.2.10 a[U] con generador pseudo-proyectivo 

Proposición 2.2.11. Sea U un R-módulo, G := Ef){Ru j. u E U(N)} y 

T := Tr(a[U], R) = Tr(G, R). Las siguientes co,;_diciones son.eqidvalentes: 

(a) G es pseudo-proyectivo; 

(b) todo generador en a[UJ es pseudo-proyectivo; 
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(c) a[U] es cerrada bajo extensiones y F(a[U]) es cerrada bajo cocientes 

de módulos; 

(d) (a[U], F(u[U])) es una teoría de torsión cohereditaria; 

(e) G es un T-módulo s-unitario; 

(f) todo módulo en a[U] es un T-módulo s-unitario; 

(g) U es un T-módulo s-unitario; 

(h) para cualquier k EN y g¡, ... , 9k E G, R = T + n7=1 Ann(g;); 

(i) para toda g E G, R = T + Ann(g); 

U) para todo N E u[U] el morfismo canónico 1/JN : T ®n N --t N es una 
biyección; 

(k) U= TU y (R/T)n es U-plano. 

Prueba. (a)<=>(b) Igual que (a)<=>(c) en la proposición 2.1.5. 

(c)<=>(d) Es obvio. 

(a)<=>(d) Es claro a partir de la proposición 2.1.21, pues por hipótesis 

u[U] = Gcn(G). 
(d)=>(c) Por (d) y 2.1.21, Tr(G, L) = TL para todo R-módulo. a[U] es 

cerrada bajo submódulos, entonces L = TL para todo nL ~ G, por 2.2.7, 

tenemos que G es un T-módulo s-unitario. 

(e)=>(a) Por (e) y 2.2.7, tenemos que TG = G y por 2.1.21, Ges pseudo
proyectivo. 

(e)=>(f) Sea lvl en a[U], por lo tanto Al E Gen(G). Entonces existe un 
epiformismo cp : c<Al --t iH para algún conjunto A. Por hipótesis G es 

un T-módulo s-unitario, por la proposición 2.2.7, c<AJ también lo es. Sea 
m E 111, entonces existe g E QCAJ tal que cp(g) = m, para g E Q(AJ existe 

t E T tal que g = tg, por lo tanto tm = tcp(g) = cp(tg) = cp(g) = m, y por lo 
tanto 1'1 es s-unitario. 
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(f)=>(g) y (h)=>(i) Obvio. 

(e)=>(h) Para k EN y g 1, ... ,gk E G, consideremos el monomorfismo 

/' : R/ n7=i Ann(g;) ----+ Gk, definida por r i---+ (rgi)1:;;~k· 

Por (e), Tlm-y = Im7, y como Im7 ~ R/ n7=i Ann(9;) concluímos que 

T(R/ n7=i Ann(g;)) = R/ n7=1 Ann(g;) 

Es decir, R/ n7=1 Ann(9;) E Gen(G). Además G es pseudo-proyectivo; 

entonces por la proposición 2.1.17 

Tr(G, (R/n7=i Ann(g;))) = (Tr(G,R) + n7=1 Ann(g;))/n7=1 Ann(g;) 

y por lo tanto R = T + n~=l Ann(g;). 
(g)=>(e) Por (g) y 2.2.7, uCNJ es s-unitario, y como G ~ U(N) entonces 

G también lo es. 

(i)=>(e) Para g E G existen elementos x E Ann(g), t ET con In= x + t, 
por lo tanto g = (x + t)g = tg E Tg, es decir, G es s-unitario. 

(e)=>U) Para NE a[U], N = TN (por (e)), es decir, 1/JN es suprayectiva. 

Para probar la inycctividad de 'l/JN consideremos ¿~=! t; @ n; E Nuc 'l/JN, 

donde t; E T y n; E N, es decir, ¿7= 1 t;n; =O. Como nT es un T-módulo 

s-unitario existe t ET con t; = tt;V i = 1, ... k (por 2.2.7). Entonces tenemos 

que 

Por lo tanto 'l/JN es inyectiva. 

U)=>(e) Consideremos un submódulo I< ~ G y formemos el diagrama 

conmutativo con renglones exactos 

T®I< -t T®G -t T®G/I<------+ O 

1 ~a l~a/;.. 
0-t G G / I< ------+ O 

Por (j) 7/Jo y 7/Ja/K son isomorfismos. De lo anterior concluímos que 'l/JK 
es epimorfismo por lo que I< = lin'l/JK =TI<, es decir, Ges s-unitario. 
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(a)=>(k) Puesto (a)=>(g), tenernos que U es s-unitario y por lo tanto 

U =TU. Corno G es pseudo-proyectivo por la proposición 2.1.21, T = T 2 , 

es decir, Tes s-unitario entonces por la proposición 2.2.9, (R/T)n es plano, 

en particular U-plano. 

(k)=>(g) Sea N ~ U un submódulo e i : L ~ N. Definirnos 

'PN : R/T ®n N -t N/TN y <pu : R/T ®n U --t U/TU como 

'PN((r+T)@n) = rn+TN y <pu((r+T)@u) = ru+TU, respectivamente, 

entonces el diagra1na 

O---+ R/T®nN 

l~N 
o---+ N/TN 

. i' 
---+ 

R/T®nU 

l~u 
U/TU 

es conmutativo, por (k), (R/T)n es U-plano, por lo tanto los renglones 

son exactos. De que U /TU = O se sigue que N /T N = O, es deci_r, N ~ T N 
por lo tanto U es un T-módulo s-unitario. · O 

Combinando los resultados anteriores tenemos las siguientes observaciones 

acerca de ideales idempotentes. 

Corolario 2.2.12. Para un ideal idempotente T de R, las sigÚ.i~ntes candi~ 
ciones son equivalentes: 

(a) Gen(nT) es cerrada bajo submódulos; 

(b) para cualesquiera R-módulos nL ~n N, TL = TN n L; 

(c) R/T es un R-módulo derecho plano; 

(d) Tes un anillos-unitario izquierdo; 

(e) para toda t E T, R = T + Ann(t); 

(f) para cualquier k E N y ti, .. ., tk E T, R = T + n~1 Ann(t;); 

(g) todo R/T-módulo izquerdo inyectivo es R-inyectivo; 
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{h) R/T - Mod tiene un cogenerador R-inyectivo. 

Prueba. Combinando las proposiciones A.7.11 y 2.2~9 obtenemos la 
equivalencia entre (b), (c), (d), (g) y {h). 

{f)=>(e) Obvio. 
(e)=>(a) Por (e), T es un anilo s-unitario (como en (i)=>(e) 2.2.11), por 

la proposición 2.2.9, TL = TN n L para todo R-módulo N y nL 5;n N, 
por lo que Gen(RT) resulta hereditaria. 

Por (a), Gen(nT) es una subcategoría cerrada, por la proposición 1.3.2 

tenemos que Gen(nT) = a[I<J para algún J( E R - Mod, y además 
Tr(a[I<J, R) = Tr(T, R) = T, entonces como T es un generador pseudo
proyectivo por la proposición 2.2.11, tenemos que (a) implica (e) y (f). 

(a)~(b) Sea nL <;n N, entonces TL 5; TN n L, por {a), TL 5; T1V n LE 
Gen(T) y como T L es el mayor submódulo de L que está en Gen(T) tenemos 

que T N n L 5; T L y por lo tanto T L = T N n L. 

El recíproco 
Gen(T) por(b), 

Gen(T). 

también es claro como ya se vió: sea nL 5;n N con N E 

TL = TN n L = 1V n L = L y por lo tanto L E 

o 

2.3 Subcategorías estables 

Recordemos que una clase T 5; a[1'tf) es llamada estable en a[M] si T es 
cerrada bajo extensiones esenciales en a[..1\1"). 

2.3.1 Subcategorías estables en u[M] 

Proposición 2.3.2. Para U E a[1'tf] las siguientes condiciones son equiva

lentes: 

(a) a[U] es estable en a[1'tf]; 

(b) a[U] es cerrada bajo cápsulas .l\tf - inyectivas; 

( c) todo módulo U -inyectivo en a[U] es M -inyectivo; 
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(d) para cualquier N E a[ .. M], Tr(a[U], N) es esencialmente cerrado en N; 

(e) para cuaquier módulo /YI -inyectivo N E a[ 111"], Tr( U, N) es un sumando 

directo en N; 

(f) para cuaquier módulo U-inyectivo N E a[.111"], Tr(U, N) es M-inyectivo .. 

Prueba. (a)=>(b) Sea N E a[U] y N su cápsula ./VI-inyectiva. N es una 

extensión esencial de N, por (a), N E a[U]. 

(b)=>(c) Sea N E a[U] y Nu su cápsula U-inyectiva. Nu es la mayor 

extensión esencial de N en a[U]. Si N es U-inyectivo entonces N = Nu, 
por (b), NE a[U], entonces Nu = N, por lo tanto N es M-inyectivo. 

(c)=>(d) Sea N E a[.llI], T := Tr(a[U], N) y Tu Ja cápsula U-inyectiva 

de T .. Entonces, T ~ Tu n N E a[U] y como Tes el mayor submódulo de 

N que pertenece a a[U] tenemos que T =Tu n N, por (c), Tu= T, es decir 

T = T n N. Supongamos que T ~e I<, J{ ~ N, entonces en particular 

T n N ~ I< y como T es la mayor extensión esencial de T en a[.111] tenemos 

que I< ~ T y por Jo tanto T = f{, es decir, Tes esencialmente cerrado en N. 

(d)=>(e) Sea T := Tr(a[U], N). Si N es .l\I-inyectivo entonces T ~ N, 

por (d), T es esencialmete cerrado en N, por Jo tanto T = T, es decir, T 

es sumando directo de N. Por otro lado, observemos que si N es U-inyectivo 

entonces Tr(U, N) también lo es, pues para cualquier homomorfismo 

J: U--+ N, Im J ~ Tr(U,N). Es claro que Tr(U,N) ~ T y como ambos 

son U-inyectivos tenemos que Tr(U, N) es sumando directo de T y por lo 

tanto de N. 

(e)=>(f) Sea N un módulo U-inyectivo en a[l\1"]. Entonces corno en la 

implicación anterior T := Tr(U, N) resulta U-inyectivo. Sea T' := Tr(U, T), 
entonces Tr(U, T) ~ Tr(U, T) = T' y como Tr(U, T) = Tr(U,Tr(U, N)) = 
Tr(U, N) = T (la traza es un prerradical idempotente) entonces T ~ T' .. 

Por (e), T' es sumando directo de T, es decir, T = T'(f)J{ para algún J( ~T .. 
Puesto que T ~ T' y T ~e T tenemos que J( = O y entonces T' = T. Por 

otro lado, T E a[U] y T U-inyectivo implica que T = Tu, y como T' = Tu 
tenemos que T = T' = T y por Jo tanto Tr(U, N) es ./VI-inyectivo .. 
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{f)=>(a) Sea N E a[U] y N' una extensión esencill! de N en a[Nf]. en

tonces N' s;; N. Además, N es U-inyectivo, por (f), Tr(/J, 1V) e:-; NI-inyectivo, 

por lo tanto N = Tr(U, N) EB /{, para algún /( s;; N. Por otro lado, N in

tersecta a Tr(U, N), entonces N n [{ = O y por lo tanto J( = O, es decir, 

N = Tr(U, N) E a[U]. Como N' s;; N y a[U] es cerrada bajo submódulos 

entonces N' E a[U] y por lo tanto a[U] es cerrada bajo extensiones. O 

Observemos que para una subcategoría estable a[U] s;; a[A1], los módulos 

U-inyectivos en a[A1] no tienen por que ser 111-inyectivos. La siguiente 

proposición nos proporciona un criterio para saber cuando un módulo 

U-inyectivo en a[A1] es A1 -inyectivo. 

Proposición 2.3.3. Para U E a[A1] las siguientes condiciones son equiva

lentes: 

(a) todo módulo U-inyectivo en a[NI] es 111-inyectivo; 

{b) todo módulo U-inyectivo en a[U] y todo módulo X E a[NI] para el cual 
Tr(a[U], X) =O, es Af -inyectivo. 

Prueba. (a)=>{b) Por hipótesis todo módulo U-inyectivo en a[M"] 
es 111-inyectivo, en particular si está en a[U]. Ahora, sea X E a[A1"] con 

Tr(a[U], ..-\'.") =O, y O -t R- ---+ U un monomorfismo. Entonces I< E a[U], 

por lo que el morfis1110 cero es el único morfismo de I< a X, el cual es 

trivialmente extendido por el morfismo cero de U a X, por lo tanto X es 

U-inyectivo y por (a), X es Al-inyectivo. 

(b)=> (a) Sea X E a[ivl], U-inyectivo. Entonces Y:= Tr(a[U],X) ~X 

es también U-inyectivo como se vió en la proposición anterior ((d)=> (e)), 

como Y E a[U], por (b), Y es Al-inyectivo y por lo tanto sumando directo 

de ..-\'.". Entonces X = Y EB Z para algún nZ ~ll X, además Tr{a[U], Z) = O, 
pues de lo contrario Y n Z # O debido a que Tr(a[U], Z) s;; Tr(a[U], X) = Y 

por Jo tanto Z es Al -inyectivo y en consecuencia ..-Y también lo es. O 

Proposición 2.3.4. Sea U E a[NI] y supongamos que a[U] es estable en 

a[Af]. Entonces a[U] es cerrada bajo extensiones en a[A1]. 



C2o_g_(U) __ cerr~da bajo extens_!ones 49 

Prueba. Sea O --+ /( --+ L ----+ N ----+ O una sucesión exacta en a[J\1"], 
con K, N E a[U). Por hipótesis Ja cápsula Jlf-inyectiva R de J( está en 

a[UJ. Calculando la suma fibrada* obtenemos el diagrama conmutativo con 

renglones y colun111as exactas. 

o o 

1 1 
o---+ /( -¡. L -¡. N -¡. o 

1 1 11 

o---+ R -¡. Q* -¡. N -¡.o 

El renglón de abajo se escinde. Entonces Q 2'! Rff>N E a[U], por lo tanto 

LE a[U]. O 

2.4 Cog( U) cerrada bajo extensiones 

El hecho de que Cog(U) sea una clase cerrada bajo extensiones está rela

cionado con condiciones de inyectividad para el módulo U, lo cual es el dual 

de las condiciones de proyectividad que se consideraron antes. A contin

uación se danín algunas definiciones y resutados duales a los de la sección 

2.1. 

Las nociones duales a 2.1.1 quedan como siguen: 

Definición 2.4.1. Sea Q un R-módulo y h: L ----+ N un monomorfismo 

en R - Mod. Q es llamado pseudo-inyectivo con respecto a h si para todo 

homomorfismo distinto de cero f E Homn(L, Q), existen s E End(Q) y 

g: N ----+ Q que satisfacen gh = sf #O, es decir, el diagrama 

0-i-L~N 
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puede ser extendido no trivialmente al diagrama conmutativo 

lf lg 
Q~Q 

Obviamente Q es pseudo-inyectivo con respecto a h si y sólo si 

Homn(N, Q)h es un End(Q)-submódulo esencial de Homn(L, Q). 

Q es llamado: 

• nuc-inyectivo con respecto a h si las condiciones de arriba se satisfacen 
con s un monomorfismo. 

• inyectivo con respecto a h si las condiciones de arriba se satisfacen con 

s un isomorfismo (o s = IdQ)· 

Aplicaremos estas nociones con respecto a diferentes clases de 
monomorfismos. Primero recordemos que para f : N ---+ kf, Conuc f 
está definido como Conuc f = 11-1 /Imf. Como estaremos tratando con 
monomorfismos, entonces que Conuc f E Cog(U) simplemente quiere decir 
M/N E Cog(U). 

Dual a 2.1.2 definimos: 

Definición 2.4.2. Sea .i'vf un R-módulo y U, Q E a[M]. Q es llamado: 

• U-pseudo-inyectivo en a[kf] si Q es pseudo-inyectivo con respecto a 

todos los monomorfismos h: L---+ Nen a[M], con Conuc h E Cog(U); 

• auto-pseudo-inyectivo en a[Af] si es pseudo-inyectivo en a[MJ con re
specto a todos los monomorfismos h : L ---+ N en a[111"], con 
Conuc h E Cog(Q); 

• pseudo-inyectivo en a[111"] si Q es pseudo-inyectivo con respecto a todos 
los rnonomorfismos en a[ll-fj; 
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• nuc-inyectivo en a[lvl] si es nuc-inyectivo con respecto a todos los 

monomorfismos en a[l\I]. 

Observación 2.4.3. Sea R = ( ~ ~ ) y S = ( ~ ~ ) , entonces S es un 
R-módulo izquierdo simple. Además, S es proyectivo, ya que como módulo 

izquierdo R = ( ~ ~ ) EB ( ~ ~ ) . Sea h : L ---+ N un monomorfismo con 

Conuc h E Cog(S), entonces Conuc h es isomorfo a un submódulo de sx para 

algún conjunto ,'{. Puesto que nS = IRS, tenemos que sx = s<n para algún 

conjunto Y. Entonces sx es semisimplc, por lo que Conuc h es sumando 

directo de sx, por lo tanto Conuc h ~ S(Z) para algún conjunto Z, con 

card (Z) ::::; card (Y), por lo tanto Conuc h es proyectivo. Con una argu

mentación dual a la hecha en 2.1.10, S resulta auto-pseudo-inyectivo en a[R]. 
Además, S no es inyectivo en a[RJ, pues S ~e ( ~ : ) • 

Observación 2.4.4. Al igual que Gen(U), Cog(U) en general no es una clase 

cerrada bajo extensiones, por eje111plo si U= Z 1,..-1, con p un número primo y 

n E N, podemos formar la sucesión exacta en Z - Mod; 

O ---+ pZp" ---+ Zp" ---+ Zv·/pZp" ---+ O con extremos en Cog(Zpn-1) 

y con Zp" r/:. Cog(Zµn-1). 

Dual a 2.1.5 tenemos: 

2.4.5 Módulos auto-pseudo-inyectivos en a[M] 

Proposición 2.4.6. Para U E a[.IVI] las siguientes condiciones son equiva
lentes: 

(a) U es auto-pseudo-inyectivo en a[.M]; 

(b) si h : L---+ N es un monomorfismo en a[M] con Conue h E Cog(U) 

y Homn(N, U)h = O, entonces Homn(L, U) =O; 

(c) Cog(U) es cerrada bajo extensiones¡ 

(d) (T(U), Cog(U)) es una teoría de torsión; 
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(e) todo N E a[l\if] con una sucesión exacta O --+ UA ~ N ·--+ UA 

pertenece a Cog(U). 

Prueba. (a)=>(b) Supongamos que Homn(L, U) i= O, entonces existe O i= 
f: L--+ U y por lo tanto existen s E End(U) y g: N--+ U que satisfacen 

gh = sf i= O, lo cual contradice la hipótesis de que Homn(N, U)h = O, por 

lo tanto f = O. 

(b)=>(c) Sea i : Re(N, U) ~ N. Entonces Homn(N, U)i = O, por (b), 

Homn(Re(N, U), U) = O. Por lo anterior tenemos que Re(Re(N, U), U) = 
Nuc O = Re(N, U), es decir, el rechazo de N en U es idempotente. Sea 

O --+ I< ~ N 2-+ L --+ O una sucesión exacta en a[l\1], con K, L E 

Cog(U). Por el corolario 1.2.3 tenemos que Re(!<, U) = Re(L, U) =O, además, 

g(Re(N, U)) ~ Re(L, U) O, por lo tanto existe un único mono

morfismo h : Re(N, U) --+ J{, como Re(JV, U) es idempotente tenemos 

que Re(N, U) ~ Re(I<, U) = O, Jo cual implica que N E Cog(U) y por lo 

tanto Cog(U) es cerrada bajo extensiones. 

(a)<=>(c) Sea O --+ ]{ --+ N --+ L --+ O una sucesión exacta en a[M] 

con J<, L E Cog(U). Supongamos Re(N, U) i= O, sabemos que Re(N, U) es 

es el menor submódulo de N tal que IV /Re(JV, U) está cogenerado por U. 

Entonces como N / /{ 2=' L E Cog( U) tenemos que Re( N, U) ~ I< con Jo que 

Re(N, U) E Cog(U). Con Jo anterior tenemos que existen homomorfismos no 

cero entre Re(N, U) y U. Sea O i= f : Re(N, U) --+ U e i : Re(N, U) --+ N 
Ja inc111sió11. Como U es auto-pseudo-inyectivo en a[l\I], existen s E End( U) 

y g: N--+ U tal que gi = sf i= O, es decir g(Re(N,U)) i= O. Lo anterior es 

una contradicción, pues para toda x E Re(1V, U) se tiene que x E Nuc g, esta 

contradicción viene de suponer que Re(N, U) i= O, por Jo tanto Re(N, U) = O 

y entonces N E Cog(U) con lo que Cog(U) resulta cerrada bajo extensiones. 

Para Ja otra dirección, sea h : L --+ N un monomorfismo en en a[JVI] 

con Conuc h E Cog(U) y O i= f : L --+ U. Para h y f formamos Ja suma 
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fibrada y obtenemos el diagrama conmutativo con renglones exactos 

O ----+ L ~ N ~ N/L ----+ O 

11 19' 11 

O----+ U~ Q----+ N/L----+ O. 

con g' h = s' f =I O. Puesto que U y N / L están en Cog(U) tenemos que Q 
también está en Cog(U), por lo tanto existe un monomorfismo <p: Q -t UA 

para algún conjunto A. Sea rr : UA ---+ U Ja proyección, entonces definimos 

s := rr<ps' y g := rr<pg', y obtenemos que gh = rr<pg' h = mps' f = sf =I O, 
con lo que U es auto-pseudo-inyectivo en a[.1\1]. 

(c)*>(d) Recordemos que 

T(Cog(U)) ={TE a[M] 1 para toda FE Cog(U), Homn(T, F) =O} y 

T(U) ={TE a[..MJ 1 Homn(T, U) =O}. 

Entonces es claro que T(Cog(U)) ~ T(U). Sea T E T(U) y supong
amos que T </; T(Cog(U)), entonces existe O =I f : T ----+ F para algún 
F E Cog(U) y por lo tanto tenemos un homomorfismo distinto de cero 
T---+ F -t UA ---+ U, para algún conjunto A. Esto es una contradicción, 

por lo tanto TE T(Cog(U)), es decir T(Cog(U)) = T(U). Por la proposición 
1.6.11, tenemos que Cog(U) es cerrada bajo extensiones si y sólo si 
(T(U), Cog(U)) es una teoría de torsión. 

(c)*>(e) Sea N E a[M] y O ---+ UA ....!._,, N ....!!....t UA exacta en a[M]. 

Entonces Ja sucesión O --+ Imf ---+ iV --+ lmg ---+ O, es exacta y como 
Im f ~ UA E Cog(U) e Im g ~ UA E Cog(U), por (c), NE Cog(U). 

Para el converso, sea O ---+ K ....!._,, N ....!!....t L -t O una sucesión exacta 
en a[.l\f], con K, LE Cog(U), tenemos que demostrar que NE Cog(U). Por 
hipótesis existen monornorfismos k' : I< -t UA' y l' : L -t UA", para 

algún A' y A" respectivamente. Sea A = A' U A" y l : L ....!'...+ uN' ~ UA 

entonces Ja sucesión O --+ I< ....!._,, N ...!f4 UA es exacta pues Nuc lg = Nuc 
g = Im/. Para f y k: K ~ UA' ~ UA, formamos la suma fibrada y 
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obtenemos el diagrama conmutativo con renglones exactos 

o--+ uA--+ Q--+ UA. 
f' g' 

Por (e), Q E Cog(U). Sea x E Nuc p, entonces O = g'p(x) = g(x), es 
decir x E Nuc g = Im f por lo tanto existe y E I< tal que f(y) = x, con lo 
que O= p(x) = p(f(y)) = f'k(y) y como f'k es mono tenemos que y= O, y 

entonces p es monomorfismo. De que N es isomorfo a un submódulo de Q, 
concluimos que NE Cog(U). O 

El siguiente resultado es dual a 2.1.17: 

2.4.7 Módulos pseudo-inyectivos en o-[M] 

Proposición 2.4.8. Sea U E a(Af] las siguientes condiciones son equiva

lentes: 

(a) U es pseudo-inyectivo en a[iH]; 

(b) si h L --+ N es un monomorfismo en a[M] para el cual 

Homn(N, U)h =O, entonces Hom(L, U) = O; 

(c) Cog(U) es cermda bajo extensiones, T(U) es cerrada bajo submódulos¡ 

(d) (T(U), Cog(U))) es una teoría de torsión hereditaria¡ 

(e) para todo monomorfismo h: L--+ N en a[M] con LE Cog(U) existe 

algún g : N --+ uA tal que gh : L --t uA es mono; 

(f) Ü E Cog(U). 

Prueba. La equivalencia entre los incisos (a), (b), (c) y (d) se obtiene como 
en la proposición anterior. 
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(d)=?(e) Sea h : L ---t N un monomorfismo en a[1\1] con L E Cog(U). 
Sea H = Homn(N, U), entonces por la propiedad universal del producto 
directo, existe un único homomorfismo g: N ---t UA con Nuc g = Re(N, U). 

Puesto que (b) y (d) son equivalentes, tenemos que HomR(Re(N, U), U)= O, 
es decir, Re(N, U) E T(U). Ahora, sea x E Nuc gh, entonces h(x) E Nuc g 

y h(x) E Im h 9o! L. Además, Re(N, U) n L ~ T(U) n Cog(U) =O, por. lo 
tanto h(x) =O, como hes monomorfismo entonces x =O y por lo tanto gh 

también lo cs. 
(e)=?(f) Sea i : u <-+ ü la inclusión, por (e), existe g : [) ---t uA de tal 

forma que gi es un monomorfismo. Supongamos que Nuc g =/' O, entonces 

tenemos que Nuc g n U =/' O, es decir, existe O =/' x E N de tal forma que 
gi(x) = g(x) = O, lo cual contradice el hecho de que gi es un monomorfismo, 

por lo tanto g es monomorfismo y en consecuencia Ü E Cog(U). 

(f)=?(a) Sea h : L ---t N un monomorfismo, O =/' f : L ---t U e 
i : U <-+ Ü la inclusión. Puesto que fJ es inyectivo en a[M] y por hipótesis 
fJ E Cog(U) tenemos el diagrama conmutativo con renglón de arriba exacto 

O-----+ L ~ N 

11 lg' 
u~ fJ ~ uA ~u 

Entonces, si g := 7rtpg' y s := 7rtpi tenemos que O =¡6 gh = 7rcpg'h = 7rtpif = 
sf y por lo tanto U es pseudo-inyectivo. O 

Por (f), 111 es pseudo-inyectivo en a[1\f] si y sólo si !vi cogenera su cápsula 
1\1-inyectiva. 

Un caso especial de los resultados previos es: 

2.4.9 Módulos nuc-inyectivos en u[M] 

Proposición 2.4.10. Para U E a(M] las siguientes condiciones son equiva
lentes: 
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(a) U es nuc-inyectivo; 

(b) para todos los monomorfismos h : L ---+ N y f L --+ U en u[M] 

existe g: N--+ U con Nuc gh ~ Nucf; 

(e) para todos los monomorfismos h: U--+ Nen u[M] existe g: N---+ U 

tal que gh : U --+ U es mono; 

(d) U y fJ son subisomorfos; 

(e) U es subisomorfo a un módulo M-inyectivo. 

Prueba. (a)*(b) Es claro a partir de la definición de nuc-inyectivo. 

(b)*(c) Sea h: U--+ N un monomorfismo en a[M]. Por (b), para Idu 

existe g: N--+ U con Nuc gh ~ Nuc Idu, por lo tanto gh es mono. 

(c)=?(d) Sea i : U <-7 Ü la inclusión, por (c), existe g : Ü --> U de tal 
forma que gi es un monomorfismo. Sea x E Nuc g, entonces existe O# r E R 

de tal forma que rx E U, entonces gi(rx) = rg(x) = O, lo que implica que 

rx = O y por lo tanto x =O, es decir, ges un monomorfismo, entonces U y 
Ü son subisomorfos. 

(d)=?(e) Obvio. 

(e)=?( a) Sea h : L --> N un monomorfismo y O# f : L --+U, por (e), 
U es subisomorfo a un módulo M -inyectivo I<, entonces tenemos el siguiente 

diagrama conmutativo con renglón de arriba exacto 

11 lg' 
u ~ I< ~ u 

Entonces si g := /3g' y s := /3a tenemos que gh = /3g'h = /3af = sf, 
además como a y /3 son monomorfismos s. también lo es, por lo tanto U es 
nuc-inyectivo. D 

Dual a 2.1.23 
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Definición 2.4.11. Dos R-módulos N y L son llamados 

• rechazo equivalentes si Cog(N) = Cog(L); 

• subisomorfos si existen monomorfismos N --t L y L --t N. 

La siguiente proposición es dual a 2.1.24, y relaciona las dos nociones 

anteriores: 

Proposición 2.4.12. Para dos R-módulos N, L las siguientes condiciones 

son equivalentes: 

(a) N y L son rechazo equivalentes; 

(b) existe un conjunto A tal que NA y L11. son subisomorfos. 

Entre módulos pseudo-inyectivos y nuc-inyectivos tenemos la siguiente 

conexión: 

Proposición 2.4.13. Para U E a[.M]: 

(a) U es pseudo-inyectivo en a[AI]; 

(b) existe un conjunto A tal que U/\ es nuc-inyectivo; 

(c) U es rechazo equivalente a un módulo nuc-inyectivo en a[Nl]. 

Prueba. (a)=>(c) U '-7 D induce un monomorfismo UA --t DA para todo 
conjunto A, entonces U '-7 UA --t ÜA es un monomorfismo, es decir, 

U E Cog(U) y por lo tanto Cog(U) ~ Cog(U). Por (a), y la proposición 
2.4.8, D E Cog(U), por lo tanto, Cog(U) = Cog(Ü), es decir, U es rechazo 
equivalente a un 1nódulo JI! -inyectivo, en particular nuc-inyectivo. 

(c)=>(b) Como, Cog(U) = Cog(I<), con J( nuc-inyectivo, por la 
proposición 2.4.12, existe un conjunto A, de tal forma que u11. y 1<11. son subi

somorfos. Sea h : L --t N un monomorfismo en a(JIJ] y O =¡6 f : L ---+ u11.. 



58 

Entonces por las hipótesis anteriores tenemos el siguiente diagrama conmu
tativo con el renglón de arriba exacto 

con s'af = g'h # O y s' un monomorfismo, entonces si s := /3s'a 

y g := f3g', tenemos que sf = f3s'af = f3g'h = gh # O con s un 
monomorfismo, por lo tanto U" es nuc-inyectivo. 

(b)=>(c) Es claro pues, Cog(U") = Cog(U) para todo conjunto A, en
tonces si A es el conjunto para el cual U" es nuc-inyectivo, tenemos (c). 

(b)=>(a) Sea h: L --t N un monomorfismo en a[M] y O# f : L ---? U. 
Consideremos a la proyección 7í>. : U" --t U y a la inclusión U <-+ U", para 
formar el diagrama conmutativo con el renglón de arriba exacto 

o-L~N 

t, ]·· 
U"~U"~U" 

Como U" es nuc-inyectivo, tenemos que s'i>.f = g'h # O, entonces si 

s := 7í.>.S'i>. y g := 7í>.9' tenemos que sf = 7í>.s'i.>.f = 7r.>.g'h = gh # O, y por 
lo tanto U es pseudo-inyectivo en a[M]. O 



Apéndice A 

En este apéndice presentaremos algunas definiciones y resultados que fueron 

usados libremente a lo largo de este trabajo y que corresponden a la Teoría 
general de Módulos. 

A.1 Submódulos esenciales 

Definición. A.1.1. Sea 11'[ un R-módulo y N un submódulo de M, se dice 
que N es esencial en M (N ~e M ), si K n N = O con K ~ M implica 
I< = O. En este caso, se acostumbra decir que M es una extensión esencial 
para N. 

Una equivalencia de la definición anterior es: 

Proposición. A.1.2. Sean N y M dos R-módulos. Entonces N ~e M si y 

sólo si para todo O =¡6 m E M existe O =¡6 r E R tal que O =¡6 rm E N. 

Prueba. Supongamos que N ~e M y sea O =¡6 m E M, entonces Rm =¡6 O y 
por lo tanto Rm n N =¡6 O. 

En la otra dirección, sea K ~ M con K n N = O, supongamos que 
K :f O, entonces existe O =¡6 k E K, por hipótesis existe O :f r E R tal que 

O :f rk E N con lo que I< n N =¡6 O, esto es una contradicción, por lo tanto 

I< = O y entonces N ~e lvl. D 

59 



60 

Definición A.1.3. Sea J\lf un R-módulo y N un submódulo de M, se dice 

que N es esencialmente cerrado en J\lf, si l\!f no contiene extensiones esen
ciales propias de N, es decir, si N ~e/( y /( ~ 111, entonces/(= N. 

Definición A.1.4. Dado l\lf un R-módulo y un submódulo N ~ M, un 

pseudo-complemento para N en 1\;f es un submódulo K ~-M máximo con 
Ja propiedad de que N n J< = O. 

Observemos~= {L ~./'vi 1 L n N =O} cumple las hipótesis del lema de 

Zorn, lo cual nos garantiza la existencia de pseudo-complementos. 

Lema A.1.5. Sea M un R-módulo y N es esencialmente cerrado en M. 

Entonces si J\f es inyectivo N también es inyectivo. 

Prueba. Sea J< un pseudo-complemento para N en M. Consideremos el 
monomomorfismo f : N ~ J\f / J< definido por n >--+ n + I< y la inclusión 
i : N <-+ !vi . Como !vi es inyectivo tenemos el diagrama conmutativo con 

renglón superior exacto 

O---N-1-M/K 

il/ 
M 

Es claro que N ~ (N EB K)/K. Sea T /K ~ M/K de tal forma 

que (N EB J<)/ K n T / K = O, entonces tenemos que T n (N EB K) = 
K. Observemos que T n N ~ T n (N EB K) = K , lo que implica 
T n N = O, como /( es un pseudo-complemento tenemos que T = K y por 

lo tanto T / K = O, es decir, (N EB K)/ I< ~e M / K, con lo que I resulta 
monomorfismo. Por hipótesis, N es esencialmente cerrrado en M por lo 

que (N EB J<)/ J< = M / K, es decir, N EB K = M y por lo tanto N es 
inyectivo. o 
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A.2 Cápsulas inyectivas en R - Mod 

Definición A.2.1. Sea D un grupo abeliano. D es divisible si para todo 

n EN y para todo x E D existe y E D de tal forma que x = ny. 

Proposición A.2.2. Todo grupo divisible es inyectivo como Z-módulo. 

Prueba. Sea D un grupo divisible. Por el criterio de Baer, es suficiente 
verificar que D es inyectivo respecto a los ideales de Z. Sea n E Z y f : 
nZ --t D un Z-homomorfismo, entonces f(n) E D por lo tanto existe 
y E D tal que f(n) = ny, entonces definimos f: Z --t D como f (m) = my 

con lo que tenemos que f extiende a f y por lo tanto D es inyectivo en 
Z- Mod. O 

De la proposición anterior y de algunos otros hechos se desprende el 
siguiente resultado (para mayores detalles ver [DAU94]): 

Proposición A.2.3. Si D es un grupo divisible entonces Homz(R, D) es 
inyectivo como R-módulo. 

Observación A.2.4. De la teoría general de grupos abelianos sabemos que 
cualquier grupo abeliano M se puede sumergir en un grupo divisible D, y 
por lo tanto Homz(R, !vi) --t Homz(R, D) resulta ser un monomorfismo. 

Combinando estas observaciones con las dos proposiciones anteriores y con 
el hecho de que 111 ~ Homn(R, M) ~ Homz(R, M) tenemos la siguiente 
proposición: 

Proposición A.2.5. Todo R-módulo izquierdo se puede sumergir en un 
R-módulo izquierdo inyectivo. 

Definición A.2.6. Una sucesión exacta O --t M ~ E se llama 
monomorfismo esencial si Im e ~e E. 

Definición A.2. 7. Sean E y M R-módulos, E inyectivo. E~tonces E ~s la 
cápsula inyectiva de M, si existe un monomorfismo esencial O ....,.¿, M ~ E. 
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Proposición A.2.8. Todo R-módulo tiene cápsula inyectiva. 

Prueba. Sea M E R - Mod, entonces existe un R-módulo inyectivo E de 

tal forma que M ~ E. Sea~= {nK ~ E 1 l\!f ~. K}, es fácil ver que ~ 
satisface las hipótesis del lema de Zorn por lo que ~ tiene máximos. Sea k 
uno de tales máximos. Supongamos que k ~. T con k e T C E, entonces 

tenemos que l\!f ~. T, ésto contradice la maximalidad de!"?, por lo tanto k 
es esencialmente cerrado en E y por el lema A.1.5, J? es inyectivo,. por lo 

tanto tenemos que J? es una cápsula inyectiva para M. D 

Una caracterización muy útil de la cápsula inyectiva es la siguiente: 

Proposición A.2.9. Sea ME R - Mod y E(M) su cápsula inyectiva. En

tonces 

(a) E(M) es la máxima extensión esencial de M en R - Mod .. 

(b) E(M) es el menor inyectivo que contiene a M en R- Mod. 

Prueba. (a) Supongamos que 111 ~. K para algún K E R-Mod. Puesto que 

E(M) es inyectivo tenemos el siguiente diagrama conmutativo con renglón 
exacto 

O---- M _....::.i'--K 

il/ 
E(M) 

Sea k E Nuc i, como M ~. I< tenemos que existe O :F r E R tal que 

rk E M, entonces i(rk) = i(rk) = ri(k) = O, como i es mono, tenemos que 
rk = O y por lo tanto k = O con lo que i es monomorfismo y por lo tanto 
K ~ E(M). 

(b) Se prueba de manera similar intercambiando K con E(M). D 

Observemos que de la proposición anterior obtenemos la unicidad de la 

cápsula inyectiva (salvo isomorfismos). 

Dado un R/ J-módulo una descripción de su cápsula R/ J-inyectiva 
es la siguiente: 
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Proposición A.2.10. Sea M un R/ J-módulo. Si E(M) es su cápsula 
R-inyectiva y En/J(!v!) su cápsula R/J-inyectiva, entonces 

En/J(M) = {x E E(M) 1 Jx =O}. 

Prueba. Sea E= {x E E(M) 1 Jx =O} y x E E, entonces existe r E R tal 

que rx E M, sir+ J = J entonces (r + J)x = Jx =O E J, en otro caso 
r + J "# J y por lo tanto {r + J)x "# Jx = O, es decir, todo x E E tiene 
un multiplo escalar en A1 sobre R/ J, entonces por la proposición A.1.2, 

M ~e E y por la proposición A.2.9, tenemos que E ~ En/J(M). Sea I 
un ideal izquierdo de R de tal forma que J ~ J. Consideremos el siguiente 
diagrama con renglón exacto 

O--+ l/J--+ R/J 

lf 11 
E ~ E(M) 

Este diagrama es conmutativo pues Homn/J(l/J,E) = Homn(I/J,E) 
y E(M) es inyectivo. Además, O = f(J) = J f (i) por lo que f (i) E E, es 
decir, E es R/ J-inyectivo, entonces por la proposición A.2.9, En/J(M) ~ 
E y por lo tanto En/J(l'vl) =E. O 

A.3 Cápsulas inyectivas en a[M] 

La existencia y unicidad de cápsulas inyectivas en a[M] se prueba de forma 

similar que en R - Mod. Una caracterización muy útil de la cápsula 
1\1-inyectiva es la siguiente: 

Proposición A.3.1. Sea NE a[l\1], N y E(N) las cápsulas inyectivas de 
N en a[M] y en R- Mod respectivamente. Entonces N ~ Tr(M,E(N)). 

Prueba. Es claro que N ~ Tr(M, E(N)) ~ E(N). Además, como ,E(N) 
es M-inyectivo entonces Tr{M, E(N)) también lo es: para cualquier ho

momorfismo f : l'vl -l- E(N), Im f ~ Tr(M, E(N)). Por otro lado, si 
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x E Tr(.ll!f, E(N)) entonces existe r E R de tal forma que rx E N (pues 
x E E(N)), es decir, N ~e Tr(M, E(N)), por lo tanto Tr(M, E(N)) junto 
con la inclusión N '---+ Tr(.114, E(N)) es una cápsula inyectiva para N, y por 

la unicidad, tenemos que N ~ Tr(.llI,E(N)). O 

De acuerdo con la proposicion A.2.9, tenemos la siguiente caracterización 

para las cápsulas inyectivas en a[M): 

Proposición A.3.2. Sea N E a(.ll!f) y N su cápsula M-inyectiva. Entonces 

(a) N es la máxima extensión esencial de N en a[i\!f]. 

(b) N es el menor inyectivo que contiene a N en a[./Vf]. 

A.4 Submódulos superfluos 

Dual a la noción de submódulo esencial, definimos la de submódulo. superj luo: 

Definición A.4.1. Sea ./\![ un R-módulo y N un submódulo de M, se dice 

que N es superfluo en ./\!f (N << ./\I), si N + K = M con K ~ M implica 
K =./\!f. 

Proposición A.4.2. Sea M finitamente generado, J(R) el radical de 

Jacobson de R e I un ideal de R. Si Is; J(R) entonces I./\!f << M. 

Supongamos que I./\'1 + I< = ./\'1 con K e M, entonces tenemos que 

./\!f = I ./\!f + K s; J(R)./\!f + K ~ J(./\I) + K. Puesto que M es finitamente 
generado existe un submódulo máximo H e l'v/ de tal forma que I< C H, 

entonces M s; J(.IV/) + K e J(./\!f) + H y como J(M) ~ H se tiene que 

J(.114) + H = H, es decir, ./\I e H lo cual es una contradicción, por lo tanto 
K = .114 con lo que IM << ./\I. 

La proposición anterior es una de las versiones del Lema de Nakayama. 
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A.5 Cubiertas proyectivas en R - Mod y en 

a-[M] 

Definición A.5.1. Una sucesión exacta /vi ~ N--+ O es un epimorfismo 

superfluo si Nuc rr « M. 

Definición A.5.2. Sean P y N R-módulos, P proyectivo. Entonces P 

es la cubierta proyectiva de N, si existe un epimorfismo superfluo P ~ 

N--+ O. Si los módulos están en a[NI], entonces P se llama a[M]-cubierta 

proyectiva de N. 

Definición A.5.3. Dado un módulo M y un submódulo N ~ M un suple

mento para N en !vi, es un submódulo I< ~ 1\1 mínimo con la propiedad de 

que N + I< = 1\1. 

Aunque existen suficientes módulos proyectivos en a[NI] y R - Mod, un 

módulo no necesariamente tiene cubierta proyectiva. La existencia de capsu

las inyectivas está relacionada con la existencia de pseudo-complementos, lo 

cual, como anteriormente observamos está garantizado por el lema de Zorn. 

Para obetencr cubiertas proyectivas necesitamos que existan suplementos, 

lo cual no siempre sucede, por ejemplo, cualquier submódulo propio de zZ 

carece de suple1nentos. 

Las siguientes afirmaciones describen a la cubierta proyectiva sin men
cionar su existencia. 

Proposición A.5.4. Sea /vi un R-módulo y P ~ N una cubierta proyec

tiva de N. Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones: 

(1) Si f : Q --+ N es un epimorfismo con Q proyectivo, entonces existe 

una descomposición Q = Q1 EB Q2, con Q 1 ~ P, Q2 ~ Nuc f , y 

f IQ,: Q1--+ N es una cubierta proyectiva de N. 

(2) Si (Q, f) es otra cubierta proyectiva de N, entonces existe un isomor

fismo h: Q--+ P con rrh =f. 
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Prueba. (1) De la proyectividad de Q tenemos que existe h Q --> P 

con 7rh = f. Puesto que 7f es superfluo, h resulta epimorfismo y por lo 

tanto h se escinde. Es decir, existe algún g : P --> Q con hg = Idp y 

por lo tanto Q = Im g Ea Nuc h, haciendo Q 1 = Im g y Q2 = Nuc h 
obtenemos la descomposición deseada. Q1 es proyectivo, y corno 7f = fg lq., 
el epirnorfismo f lq, es superfluo. 

(2) Si f es superfluo, Nuc f no puede contener un sumando directo dis~ 

tinto de cero, y por lo tanto Q 2 =O en (1). D 

Observemos que por (1), ningún cociente propio y no trivial de Z puede 
tener cubierta proyectiva en Z - Mod. 

A.6 Anillos semiperfectos y perfectos dere

chos 

Definición A.6.1. Sea R un anillo y J(R) su radical de Jacobson. R se 

llama semiperfecto si R/ J(R) es semisimple y los idempotentes en R/ J(R) 

pueden ser levantados a R. 

Definición A.6.2. Un anillo R se llama perfecto derecho si todo R-rnódulo 
derecho tiene cubierta proyectiva. 

Un resultado que enlaza los dos conceptos anteriores es el siguiente: 

Proposición A.6.3. Para un anillo R las siguientes condiciones son equiv

alentes: 

(a) R es semiperf~cto; 

(b) R tiene un conjunto completo de idempotentes ortogonales e1, ... ,en de 

tal forma que cada e;Re; es un anillo local; 

(c) Todo R-módulo derecho (izquierdo) simple tiene cubierta proyectiva; 
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(d) Todo R-módulo derecho (izquierdo) finitamente generado tiene cu

bierta proyectiva. 

Prueba. Ver [AF74: C7-s27]. o 

De la proposición anterior es claro que todo anillo perfecto derecho es 
semi perfecto. 

A.7 Módulos planos en Mod - R 

Aquí mencionaremos algunos de los resultados más importantes acerca de 

los R-módulos derechos planos, cabe resaltar que dichos resultados· también 
son válidos para los R-módulos izquierdos planos. 

Definición A.7.1. Un R-módulo derecho Fes plano si F ®R · preserva 
monomorfismos de R-módulos izquierdos. 

Proposición A.7.2. Sea {Fi}r una familia de R-módulos derechos entonces 

ffirFi es es plano si y sólo si cada F; es plano. 

Prueba. Sea L ~ M un monomorfismo de R-módulos izquierdos. En

tonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo 

(ffi1Fi) ®n L ---t (ffi1Fi) ®n M 

~i 1~ 
ffi1(Fi ®n L) ---t ffi1(F; ®n 11-f) 

Donde los isomorfismos están definidos por ((x.)r ® l) >--+ (x; ® l)r. El 
renglón de arriba es un monomorfismo si y sólo si el renglón de abajo lo es, y 

esto sucede si y sólo si cada (F;®nL) --+ (F;®nl\1) es un monomorfismo. O 

Proposición A.7.3. Todo R-módulo proyectivo es plano. 

Prueba. Rn es plano puesto que Rn ®n L ~ L. Por la proposición ante
rior tenemos que R(I) es plano para todo conjunto I, por lo tanto cualquier 
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módulo libre es plano. Entonces, como todo módulo proyectivo es sumando 

directo de un módulo libre, nuevamente, por la proposición anterior tenemos 
que dicho módulo proyectivo es plano. D 

Proposición A.7.4. Sean AFn y nE dos módulos dados, supongamos que 

nE es un cogenerador inyectivo. Entonces Fn es plano si y sólo si HomA (F, E) 
es un R-módulo izquierdo inyectivo. 

Prueba. Sea a : !lef --> N un monomorfismo de R-módulo~ izquierdos. 
Éste induce un diagrama conmutativo 

Homn(N, HomA(F, E)) 
Hom(o,1) 

Homn(.IVJ, HomA(F, E)) 

~1 l~ 
HomA(N ®n F, E) 

Hom(o®l,1) 
HomA(M ®n F,E) 

Si Fn es plano, entonces a®l : lief®nF--> N®nF es un monomorfismo, 

y nE inyectivo implica que Hom(a ® 1, 1) es un epimorfismo. Por la conmu
tatividad se sigue c¡u Hom(a, 1) es un epimorfismo, y polo tanto HomA (F, E) 
es un R-módulo inyectivo. 

Supongamos ahora que Hom;1 (F, E) es un R-módulo inyectivo. Regre
sando al argumento anterior podemos concluir que Hom( a® 1, 1) es un epi
morfismo. Sea O#- x E !lf ®n F. Puesto que nE es un cogenerador inyectivo 

existe una función A-lineal cp : /lf ®n F --> E tal que cp(x) #- O. Puesto 
Hom(n ® 1, 1) es un epimorfismo tenemos que cp = 'lf;(o: ® 1) para algún 

'l/J : N ®n F --> E. De que cp(x) #- O se sigue que (a® l)(x) #- O entonces 
a ® 1 es un monomorfisrno. Por lo tanto Fn es plano. D 

En el caso particular de que A = Z y E = Q,/Z, tenemos que: 

Corolario A. 7 .5. Un módulo Fn es plano si y sólo si F = Homz(F, Q,/Z) 
es un R-módulo izquierdo inyectivo. 

Por este resultado podemos obtener un criterio de planitud 
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Proposición A.7.6. Un R-módulo Fn es plano si y sólo si el homomor

fismo canónico F@n I ~ F es un monomorfismo para cada ideal izquierdo 

finitamente generado I de R. 

Prueba. Supongamos que F ©n I ~ Fes un monomorfismo para cada 
ideal izquierdo finitamente generado I de R. Entonces es claro que esto 

es válido para ideales izquierdos I arbitrarios, si 2: y¡ @a¡ E F ®n I, en
tonces a; pertenece a un módulo izquierdo finitamente generado J ~ I, y la 

composición F ®n J ~ F ®n I ~Fes un monomorfismo. Entonces si 
2: y¡@ a; va a cero en F, se debe a que 2: y;® a¡ es cero en F ®n J y por lo 
tanto cero en F ®n l. 

La inclusión I '---+ R induce entonces un monomorfismo F ®n I ~ F, y 
entonces tene1nos un diagrama conmutativo 

Homn(R, F) --+ Homn(I,F) 

:.l l:. 
--+ I®F 

Donde el homomorfismo de abajo es un epimorfismo. Entonces también 
lo es el renglón de arriba, y por lo tanto, por el criterio de Baer, Fes inyectivo, 
entonces por el corolario anterior F es plano. O 

Para finalizar esta sección presentaremos un resultado técnico. 

Lema A.7.7. Sea el diagrama 

I< 
Q 

L ~ N --+ o --+ 

71 7'1 7"1 
I<' ~L' ~N' --+ o 

conmutativo con renglones exactos. Supongamos que -y'· es un 

monomorfismo si y sólo si monomorfismo. Entonces -y" es un 

Im a' n Im -y' = Im 7'a. 



70 

Prueba. Supongamos que -y" es un monomorfismo. De la conmutatividad 
del primer cuadro tenemos que Im a' n Im -y' 2 Im -y'a. Ahora, sea 
y E Im a/ n Im -y', entonces existe k E I(' y l E L de tal forma que 

y = a'(k) = 1'(l), entonces /3'(y) =O, es decir, O= {3'-y'(l) = 1"/3(l) lo que 
implica que /3(l) = O, entonces l E Nuc /3 = Im a, por lo que existe s E K 
tal que a(s) = l, entonces -y'a(s) = -y'(l) =y, con lo que y E Im 1'a y por lo 

tanto Im a' n Im 1' = Im 1'a. 
Ahora supongamos que Im a' n Im 1' = lm 1'a. Sea x E Nuc -y", 

entonces existe l E L tal que /3(l) = x, entonces O = -y'' f3(l) = f3'1'(l) por 
lo que 1'(l) E Nuc /3' = Im a', entonces por hipótesis existe s E K tal que 

-y'a(s) = -y'(l) y como 1' es monomorfismo tenemos que a(s) = l y entonces 
O = /3a(s) = f3(l) = x por lo que 1" es un monomorfismo. O 

A.7.8 Anillos cociente planos 

Definición A.7.9. Una sucesión exacta corta O~ I< ~ N ~ L ~O 
de R-módulos derechos es llamada pura si I( ®n J.f ~ N ®n Mes un 
monomorfismo para todo R-módulo izquierdo M. 

Lema A. 7.10. F es un R-módulo derecho plano si y sólo si para c'ada !deal 
izquierdo finitamente generado I de R el Z-epimorfismo, µ 1 : F@.nf-¿_ FI 

con µ¡(w ®a.) = wa es un monomorfismo. 

Prueba. Sean i 1 : I ~ R e iFI : FI ~ F las' inélusfones ·y 

/J, : F ®n R ~ F el isomorfismo dado por µ(z ®a) = za. Consideremos el 
siguiente diagrama conmutativo 

F I -l.!:.!...+ F 

Entonces I dF ® i1 es mono si y sólo si µ 1 también es mono, entonces 
por la proposición A. 7.6, tenemos que F es plano si y sólo si· µ¡ es un 
monomorfismo. o 
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Proposición A.7.11. Para un ideal derecho J de R las siguientes condi

ciones son equivalentes: 

(a) R/ J es un R-módulo derecho plano; 

(b) la sucesión exacta O --+ J --+ R --+ R/ J ~ O es pura en Mod- R; 

( c) para todo ideal izquierdo I de R, JI = J n I. 

Si J es un ideal (bilateral) en R, las siguientes condiciones también 

son equivalentes a las anteriores: 

(d) todo R/ J-módulo izquierdo inyectivo es R-inyectivo; 

(e) R/ J - Mod contiene un cogenerador R-inyectivo. 

Prueba. (a)=>(b) Sea N un R-rnódulo izquierdo, entonces N ~ L/K con 
L libre por lo que la sucesión O --+ I< --+ L ~ N --+ O es exacta. 
Aplicando J ® · , R ® · y R/ J ® · a la sucesión anterior, obtenernos el 
diagrama conmutativo 

J®K ---t R®K ------> R/J®K ------> o 

1 1 lo 
o ------> J®L ~ R®L ~ R/J®L ------> o 

1 1 1 
J®N --.L+ R®N ------> R/J®N ------> o 

1 1 1 
o o o 

con renglones y columnas exactos. Por (a), R/ J es plano, por lo tanto a 
es monomorfisrno. Tenemos que demostrar que /3 es rnonornorfisrno. Sea x E 

Nuc /3, es decir, f3(x) =O, x puede ser levantada a y E J ® L, µ(y) E R ® L 
va a dar a f3(x) =O E R ® N, por Jo tanto µ(y) proviene de algún elemento 
z E R ® K y z es enviado a un elemento u E R/ J ® K. Pero a(u) = 
cp(µ(y)) = O, como a es rnonornorfisrno se tiene que u = O. El elemento 
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z E R ® I< debe ser entonces la imágen de algún elemento v E J ® K, y 

v debe ser enviado a y E J ® L, además L libre, implica L plano (A.7.3), 
es decir, µ es mono1norfismo. Concluimos entonces que y va dar a cero y 

por lo tanto x = O, con lo que /3 es monomorfismo y entonces la sucesión 

O -+ J -+ R -+ R/ J -+ O es pura en Mod-R. 

(b)=>(a) Consideremos la sucesión exacta O --+ K -+ L -+ N-+ O. 

Aplicando · ®K, ·®L y ·®Na la sucesión O-+ J-+ R--+ R/J-+ O 
que por hipótesis es pura en Mod - R, obtenemos el siguiente diagrama 
conmutativo con renglones y columas exactos 

o o o 

l l 1 
J®K ~ J®L ---7 J®N ~o 

l "Y 11/J i~ 
o ----+ R®K ---1!.-t R®L ---7 R®N ~o 

la l~ 1 
R/J®K __p_,, R/J®L ---7 R/J®N ~o 

1 1 1 
o o o 

Tenemos que mostrar que /3 es un monomorfismo. Sea x E Nuc /3, existe 
y E R ® ]( tal que 0<(y) = x, entonces O= /3(x) = /30<(y) = r¡µ(y), por lo que 
µ(y) E Nuc r¡ = Im 1/;, por lo tanto existe z E J ® L tal que 'lf;(z) = µ(y), 
puesto que e; es un monomorfismo, por el lema A.7.7, Im'lf;cp = Imµ n lm'lf" 
por lo tanto existe w E J ® K tal que 1/Jcp( w) = µ(y), entonces µ-y( w) = 
1/Jcp(w) =µ(y), como µes monomorfismo entonces -y(w) =y, y por lo tanto 

O = 0</(w) = 0<(y) = x, con lo que /3 es monomorfismo y en consecuencia 
R/ J es un R-módulo derecho plano. 

(c)<:}(a) Consideremos la sucesión exacta O-+ J ....!'4 R ~ R/ J-+ O 
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y el diagrama de Z-homomorfismos 

o 

1 
J®I 

iJ®ld1 R®I 
p®ld1 

R/J®I ------+ o 
lµ lµj lµ~ 

O ------+ I n J --4 I ~ (R/J)I 

1 
o 

donde µ, µ 1 y µj están dadas por a ® b o-+ ab con a y b en los respectivos 
módulos. Dicho diagrama es conmutativo con renglones y columnas exactas 

entonces, por el lema A.7.7, µj es un monomorfismo si y sólo si JI= J n I, 
y por el lema A. 7.10, tenemos que R/ J es plano si y sólo si JI = J n I. 

(c)=>(d) Primero observemos que si u E J entonces Ru es un ideal 

izquierdo de R, y por (c), u E JnRu = JRu =Ju. Sea Q un R/ J-módulo 
izquierdo R/ J-inyectivo y E(Q) su cápsula R-inyectiva. Sea I un ideal 
izquierdo de R. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo con renglón 
exacto 

O ----t I ----t R 

il 11 
Q ~ E(Q) 

Entonces O # f(l) E E(Q). Sea z E J f(l) n Q entonces z = uf(l) E Q 
con u E J. Puesto que Q es un R/ J-módulo tenernos que J z = Juf(l) = O, 
por la observación anterior tenemos que u = tu para algún t E J por lo que 

z = uf(l) = tuf(l) E Juf(l) =O y como Q ~e E(Q) tenemos que Jf(I) = 
O. Por la proposición A.2.10, f (1) E Q y por lo tanto Q es R-inyectivo. 

(d)=>(e) Sea J un ideal de R, R' = R/ J, y E= E(ffisesS), donde Ses 
un conjunto completo de representantes de clases de isomorfismo de módulos 
simples. Entonces E es R' -inyectivo. Afirmamos que E es un cogenerador 

R-inyectivo de R' - Mod. Sea ME R' - Mod y m E M, m #O. Entonces 
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R 1
1n tiene submódulos max1mos, sea K uno de tales máximos. Entonces 

S = R'rn/ /( es simple. Tenemos entonces el diagrama con renglones exactos 

O~ R'm ~ lvl 

O~ S ~E 

Donde f m existe debido a la R' -inyectividad de E y además ],,. =I O si 
rn =I O. Definimos <p : M ~ EHom(M,E) como ip(x) = (f(x))¡eHom(M,E)· 

Entonces <pes un monomorfismo: supongamos que x =I O y ip(x) = O, en

tonces f(x) = O para toda f E Hom(M, E). Pero esto una contradicción 
pues fx =I O si x # O, por lo tanto x = O, con lo que <p es un monomorfismo. 
Hemos demostrado entonces que todo R'-módulo está en Cog(E). Por (d), 

E es R-inyectivo, y por lo tanto R' - Mod tiene un cogenerador R-inyectivo. 

(e)=*'(d) Sea 1\1 E R/ J - Mod, R/ J-inyectivo, y sea E un cogener
ador R-inyectivo de R/ J - Mod. Entonces existe un R/ J-monomorfismo 
M ~ Ex para algún conjunto X. Puesto que 1\1 es R/ J-inyectivo se 

tiene que Ex = Jvl EB K para algún K E R/ J - Mod. Dicha descomposición 
está en R - Mod, y como E es R-inyectivo, Ex también lo es. Entonces 
tenemos que 1\1 es sumando directo de un R-inyectivo, lo que implica que 
Jvl es R-inycctivo. 

(d)=*'(a) Consideremos al Z-módulo E= Q/Z. Con una argumentación 
similar a la realizada en (d)=*'(e) podemos ver que E es un cogenerador inyec

tivo de Z - Mod, pues E= Q/Z = ffipePZp~ = EBpePE(Zp) = E(ffipePZp) 
(la última igualdad se da porque Z es neteriano). Es claro que R/ J es 

un R/J-módulo derecho plano, por el corolario A.7.5, esto sucede si y 
sólo si Homz(R/ J, Q/Z) es un R/ J-módulo izquierdo inyectivo, por (d) 

Homz(R/ J, Q/Z) es R-inyectivo (izquierdo), aplicando nuevamente A.7.5, 
tenemos que R/ J es un R-módulo derecho plano. D 
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A.8 Producto fibrado 

Aquí presentaremos Ja construcción de Jos diagramas de producto fibrado y 

suma fibrada junto con sus propiedades más importantes. 

Definición A.8.1. Sea / 1 : M 1 ~ M y h : M 2 ~ M dos homomorfismos 

en R - Mod. Un diagrama conmutativo en R- Mod 

P ~M2 

Mi ---+ M 
Ít 

es llamado producto f ibrado (cuadrado cartesiano) para el par (f 1, h) si, 
para todo par de homomorfismos 

91 : X ~ /vf1, 92 : X ~ /11!2 con /191 = /292, 

existe un 1ínico homomorfismo 9: X---+ P con P19 = 91 y= P29 = 92· 

Para un par de homomorfismos el producto fibrado está determinado 

de manera única salvo isomorfismo: si ¡11 : P' ~ M 1 , ¡12 : P' ~ M 2 

es también el producto fibrado para / 1 , h como arriba, entonces existe un 
isomorfismo h : P' ~ P con p¡h = p;, i = 1, 2 .. 

Proposición A.8.2. Para todo par f 1 : /lifi ~ JV/ y h : M 2 ~ l\'1 de 

homomorjismos en R - Mod el producto fibrado existe. 
Considerando las proyecciones 7r; : M 1 EB M 2 ---t M;, i = 1, 2, obtenemos 

un homomorfismo 

y con la restricción rr; de 7r; a Nuc p• ~ M 1 EB M2, el cuadrado 

Nuc p• w' ---.!...+ M2 

.. 
w\1 l!· 

M1 ---7 M 

" es el producto fibrado para el par (Ji, / 2 ). Por construcción 
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Nuc p• ={(m1, m2) E /vI1 E9 M2 1 !1 (m1) = h(m2)}. 

Prueba. Sea g¡ : X --+ M 1. g2 : X - M2 tal que f1g1 = f2g2 y 

g : X --+ llvI1 E9 llf2 , el correspondiente homomorfismo dado por la propiedad 
universal de la suma directa. Entonces 

p~=h~9-h~9=~h-~h=~ 

y por lo tanto g se factoriza a través de Nuc p•. 

Propiedades A.8.3. Si el diagrama conmutativo en R- Mod: 

P ~ 1'vI2 

"
1 l lh 
Mi --+ llf 

f1 

representa el diagrama de producto f ibrado, entonces: 

(i) Existe el siguiente diagrama. con .renglones 'exactos: 

O ~ IC .. •-J: d•:Z > M2 

11 "•J }· 
0--+K~Mi ~ M 

.. ~1·. 

(ii) Si f 1 es mono, entonces h 2 también lo es. 

(iii) Si !1 es epi, entonces h 2 también lo es. 

o 

(iv) Si f 1 es mono, entonces para el diagrama conmutativo con el renglón 
de abajo exacto 

0-+ P ~M2~C 

11 

O-+M1 ~ M ~C---+0 

tenemos: el primer cuadrado es el producto fibrado si y sólo si el primer 

renglón es exacto. Si f 2 es epi, entonces ph también lo es. 
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Prueba. Usando la presentación y la notación de la proposición anterior 
podemos suponer 

P = Nuc p• ={(mi, m2) E M1 E9 M2 1 f1(m1) = f2(m2)}, h1 = n~,: h2 = 71"~. 

(i) Haciendo K = Nuc / 1 y K --+ P, k ~ (k, O), obtenemos el diagrama 

deseado. 

(ii) Es una consecuencia de (i). 

(iii) Sea / 1 epi. Entonces, para m 2 E M2, existe m 1 E M 1 con 

f1(rn1) = h(m2). Entonces (mi.m2) E P y h2(m1,m2) = m2. 
(iv) Sea / 1 mono. Si el primer cuadrado es el producto fibrado, esco

giendo una representación como en (1), primero obtenemos que h 2 es mono. 

Para m 2 E Nuc ph, existe m 1 E M 1 con /1 (m¡) = f2(m2). Esto significa 
(m1,m2) E P y h 2(m1,m2) = m2. por lo tanto el primer renglón es exacto. 

Ahora supongamos que el primer renglón es exacto y 9 1 : X --+ M1, 

92 X --+ M 2, con p/¡91 PÍ292 O, es decir, existe un 
único k : X --+ P = Nuc PÍ2 con h 2 k = 92 • También tenemos que 

f¡h1k = f2h2 k = /¡91.Y / 1 mono, implica que h 1k = 9 1 y el cuadrado es 
el producto fibrado. D 

A.9 Suma fibrada 

Definición A.9.1. Sea 91: N--+ N 1 y 92: N--+ N2 dos homomorfismos 
en R - Mod. Un diagrama conmutativo en R - Mod 

es llamada suma f ibrada para el par (91, 92) si, para todo par de homo
morfismos 
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existe un único homomorfismo h : Q ~ Y con hq1 = h1 y hq2 = h 2. 

Nuevamente, Q está determinado de manera única salvo isomorfismo. La 
suma fibrada es también llamada suma amalgamada o cuadrado cocartesiano 

(ver [Wis9 l]). 

Proposición A.9.2. Para todo par 9 1 : N ----+ N1, g 2 : N ~ N2 de 

homomorfismos en R - Mod la suma fibrada existe. 

Con inyecciones E; : N; ~ N 1 EEl N 2, i = 1, 2, obtenemos un homomor

fismo 

Con homomorfismos canónicos E; N; ----+ N 1 EEl N 2 ~ Conuc q• el 

cuadrado 

gil lc. 
N 1 ~ Conucq• 

es la suma f ibrada para el par (91, 92). Por construcción, 

Im q• = (91E1 + 92E2)(N) ={(g¡ (n), 92(n)) 1 n E N }~ N1 EEl N2, y 
Conuc q• = N 1 EEl N2/Im q•. 

Prueba. Supongamos que para i 1,2, tenemos homomorfismos 

h; : Ni ----+ Y con h1Y1 = h292· Entonces obtenemos el diagrama 

N ~ N¡ EEl N 2 -> Conuc q• 

h17r¡ -h.27r2 l 
y 

con (h17í1 - h27r2)q• = (h17r1 - h27r2)(g1E1 + 92E2) = h¡g¡ - h292 = O. 
Por lo que existe un único homomorfismo h : Con u e q• ~ Y, con lo cual 
obtenemos el diagrama deseado. O 
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Propiedades A.9.3. Si el diagrama conmutativo en R- Mod: 

N __!:._,, N2 

Ni ---+ Q 
91 

representa el diagrama de la suma f ibrada, entonces: 

{i) Tenemos el diagrama conmutativo con renglones exactos: 

N 1 ---t Q ---t C ---+ O 
91 

(ii) Si h es epi, entonces g 1 también lo es. 

{iii) Si f2 es mono, entonces g 1 también lo es. 

79 

{iv) Si h es epi, entonces para el diagrama conmutativo con el renglón de 
arriba exacto 

tenemos: el segundo cuadrado es la suma librada si y sólo si el renglón 

de abajo es exacto. Si f 1 es mono, entonces Ji i también lo es. 

Prueba. {i) De la proposición anterior tenemos que 

Im q• = {(!1(n),h(n)) 1 n EN} 

con lo que obtenemos el homomorfismo 
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lo que nos conduce al diagrama deseado 

N ~ N2 ----+ N2/ h(N) ~ O 

fil lo• 11 

N1 ~ Q --.!-+ N2/h(N) ~ O 

(ii) Obvio 

(iii) Si f 2 es mono y g 1(n 1 ) = (n1,0) + lm q• = O E N1 E9 N2/lm q', 

entonces existe n E N con (n 1, O) = (!1 (n), h(n)), es decir, n = O y por lo 

tanto n 1 = f 1 (O) = O. 
(iv) Sea h epi. Si el segundo cuadrado es la suma fibrada, entonces 

por (i) g 1 es epi. Escogiendo /( = Nuc h. Si n 1 E Nuc g¡, entonces 

(n1, O) E lm q', es decir, existen EN con (n1, O)= (f1(n), h(n)), es decir, 
n E /( = Nuc h· Por lo tanto el renglón de abajo es exacto. 

Ahora supongamos que el renglón de abajo es exacto y sean 

h;: N; ~Y, i = 1,2, homomorfismoscon h1f1 = h2f2 • Entoncesh1f1i =O, 
y la propiedad del comícleo de Q nos da un único homo1norfismo h : Q ~ Y 

con hg¡ = h¡. Entonces h 2 h = h1f1 = hg1f1 = hg2h y por lo tanto h2 = hg2 
puesto que f 2 es epi. Y en consecuencia el segundo cuadrado es la suma 
fibrada. O 
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