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;Quién los ve andar por la ciudad

st todos estdn ciegos?

Ellos se toman de la mano: algo habla

entre sus dedos, lenguas dulces

lamen la himeda palma, corren por las falanges,
y arriba estd la noche llena de ojos.

Son los amantes, su isla flota a la deriva
hacia muertes de césped, hacia puertos
que se abren entre sdbanas.

Todo se desordena a través de ellos,

todo encuentra su cifra escamoteada;
pero ellos ni siquicra saben

que mieniras ruedan en su amarga arena
hay una pausa en la obra de la nada,

el tigre es un jardin que juega.

Amanece en los carros de basura,
empiezan a salir los ciegos,

el ministerio abre sus puertas.

Los amantes rendidos se miran y se tocan
una vez mds antes de oler el dia.

Ya estdn vestidos, ya se van por la calle.

Y es sélo entonces

cuando estdn muertos, cuando estdn vestidos,
que la ciudad los recupera hipdcrita

y les impone los deberes cotidianos.

J. Cortdzar

A Gisela con amor.
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Introduccion

Las clases de mdédulos con propiedades determinadas juegan un importante
papel en diversos aspectos de la Teoria de Anillos y Médulos, por ejem-
plo; dada una clase C, de médulos, una de las cuestiones mds importantes
en la Teoria de Torsiones, asi como en la Teoria de clases de Serre, es la
de determinar cuando C es una clase cerrada bajo extensiones, es decir,
dada una sucesién exacta corta con extremos en C, determinar cuando el
centro de dicha sucesién también pertenece a C. Muchas de estas clases
pueden ser determinadas por un solo médulo. Describir algunas de estas
clases es nuestro interés principal. Inicialinente consideraremos dos clases de
este tipo: Gen(U) y Cog(U) (la clase generada por U y la clase cogenerada
por U, respectivamente), las cuales en general no son clases cerradas bajo
extensiones, después extenderemos los resultados a las subcategorias cerradas
o[M] de R — Mod.

El objetivo central de este trabajo es caracterizar a los médulos U, para
los cuales Gen(U), o[U] y Cog(U) resultan cerradas bajo extensiones, para
esto, encontramos la relacién entre las propiedades de dichas clases y las
propiedades del médulo U. Para lo anterior, es necesario introducir conceptos
especiales de proyectividad (en el caso de Gen(U) y o[U]) e inyectividad
(para el caso de Cog(U)).

Los primeros resultados, muestran que Gen(U) es cerrada bajo exten-
siones si y sélo si U es auto-pseudo-proyectivo, ademds nos proporcionan
otros criterios para establecer cuando Gen{U) tiene esta propiedad.
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Posterior a esto, encontramos que la equivalencia entre los conceptos
auto-pseudo-proyectivo y auto-ext-proyectivo estd completamente determi-
nada por el hecho de que el anillo de endomorfismos del médulo en cuestién,
tenga la propiedad ser perfecto derecho, ademds de cierta propiedad de
minimalidad para el mismo médulo.

Por otro lado, puesto que los médulos pscudo-proyectivos en particular
son auto-pseudo-proyectivos, es de esperarse, que obtengamos mayor infor-
macidén acerca de su clase gencrada, por lo que tenemos la siguiente equiva-
lencia: U es pseudo-proyectivo si y sélo si (Gen(U), F(Gen(U))) es una teoria
de torsién cohereditaria, lo cual también es equivalente, a que el prerradical
asociado a Gen(U) (la traza), resulte ser un radical o equivalentemente que
dicho prerradical preserve epimorfismos. Mas aiin; la propiedad de un médulo
U de ser pseudo-proyectivo queda completamente determinada por su ideal
traza T (el cual resulta idempotente). Asi mismo, dicho ideal caracteriza a
las clases Gen(U) y F(Gen(U)). Lo anterior se debe a que es suficiente que
U = TU, para que el médulo U sea pseudo-proyectivo. El hecho anterior a
su vez es equivalente a dar una descripcién de las presentaciones proyectivas
de U en términos de su traza.

Para o[U] tenemos que: ésta es cerrada bajo extensiones en o[M] si
vy sélo si o[U] es una clase de torsién hereditaria en o[AM]. Para estudiar
este caso recordemos que siempre existe un generador G en o{U]. Entonces
Gen(G) = o[U] y podemos referirnos a los resultados anteriores. Notemos
que esto no es completamente satisafactorio porque no podemos inferir esta
propiedad a partir de las propiedades del mdédulo M. Las condiciones para
que o[U] sea cerrada bajo extensiones, son similares a las que mencionamos
antes para Gen(U), por cjemplo; o{U] cerrada bajo extensiones en o[M] siy
sélo si existe un generador de o[U] que es auto-pseudo-proyectivo en o[M].
Una de las aplicaciones mds interesantes a este hecho, es que para verificar
que o[U] es cerrada bajo extensiones, basta verificar que esto sucede para
sucesiones exactas con término medio ciclico.
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La existencia de un generador pseudo-proyectivo de o[U] estd intimamente
relacionada con el hecho de que todo generador en o[U], sea un T'—médulo
s—unitario (con T" el ideal traza), asi como con el concepto de anillo cociente
plano y con algunas descripciones de R en términos de T" y de los elemen-
tos del generador. Todo lo anterior desemboca en dar condiciones para que
Gen(T) con T un ideal idempotente se convierta en una subcategoria cerrada
de R — Mod.

También tenemos que la propiedad de que o[U] sea estable en o[M], es
equivalente a que o[U] sea cerrada bajo cdpsulas M-inyectivas (entre otras
condiciones).

Para concluir, observemos que la propiedad de que Cog(U) sea cerrada
bajo extensiones, es completamente dual (en el sentido estricto) al hecho
de que Gen(U) sea cerrada bajo extensiones, por lo que practicamente para
cada concepto y para cada resultado que relacione U con Gen(U), obtenemos
por medio de definiciones y argumentaciones duales, un resultado que rela-
ciona U y Cog(U). Para concretar lo anterior, mencionaremos los siguientes
resultados:

e Cog(U) cs cerrada bajo extensiones en o[M] si y sélo si
U es auto-pseudo-inyectivo en o[M].

e U es pseudo-inyectivo en o[M] si y sélo si (T(Cog(U)), Cog(U)) es una
teoria de torsién hereditaria en o[M], lo cual también es equivalente a
que el prerradical asociado a Cog(U) (el rechazo) sea idempotente, o
bien, que dicho prerradical sea hereditario.

Al estructurar este trabajo, la intencién fue que estuviera auto-contenido (en
la medida de lo posible), razén por la cual, esta dividido en tres partes. En
la primera parte se dan definiciones y resultados que no necesariamente cor-
responden a la Teoria General de Anillos y Médulos, los cuales son estricta-
mente necesarios para abordar el contenido central de esta tesis




viii Introduccién

(Capitulo 2). En la segunda parte se desarrollan cada uno de los concep-
tos y de los resultados que fueron mencionados en la presente introduccién.
Finalmente, la tercera parte consta de un apéndice, donde se encuentran
definiciones y resultados que corresponden a la Teoria General de Anillos y
Mddulos, mismos que fueron usados para obtener algunos de los resultados.

Cabe mencionar que este trabajo estd4 basado en el articulo
“On module classes closed under extensions” publicado en 1996, por el
Dr. Robert Wisbauer ([Wis96]). '

Francisco Javier Sant‘i‘llén‘ Cova.rrubla.s o
" Noviembre de 2002.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Clases relacionadas con un mdédulo dado

Sea R un anillo asociativo con elemento unitario y R — Mod la categoria
de R—mddulos izquierdos unitarios. A4 siempre denotard un R—mddulo
izquierdo y los homomorfismos siempre serin RK—homomorfismos actuando
por la izquierda. Una subcategoria plena de R — Mod, es una subcategoria
en la cual los homomorfisinos coinciden con los homomorfismos de R — Mod.
Una subcategoria plena € de R — Mod, cerrada bajo submddulos, cocientes
y sumas dircctas es llamada subcategoria cerrada.
Dado un R—mdédulo Af definimos la clase de médulos M-generados,

Gen(M) = {N € R — Mod | existe un epimorfismo AM{A) —s N, para algin
conjunto A },

Dos de las propiedades mds importantes de Gen(M) estin dadas por:
Proposicién 1.1.1. Sea M un R—mddulo izquierdo. ‘
(1) .Si N € Gen(M), entonces todo cociente de N también estd en Gen(M) ;

(2) St {Na}laca <€ Gen(M), entonces @sNa e'G‘en‘(M) para - todo
conjunto A. E EI
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Prueba. (1) Sea N € Gen(M) y N' € N. Entonces existe un epimorfismo
f: M®) —s N, para algin conjunto A. Sip: N —3> N_/N' es la proyeccién
al cociente, entonces pf : M) —s N_/N’, también cs un epimorfismo, es
decir, NN’ € Gen(M).

(2) Sea {Na}aca una familia de R—médulos en Gen(M), entonces existen
epimorfismos f, : M{P=) — N, para algtn conjunto B, para cada o € A.
Para la familia de homomorfismos {fa}aeca, existe por la propiedad univer-
sal de la suma directa un tdnico homomorfismo f : @aM(Be) —s @, N,
que extiende a iqfa, con Im f = 3, Im fo. Sea C = | |, Ba., entonces
@AM Be) 2= AL(C) | con lo que ®aN, € Gen(M) para todo conjunto A. O

Dualmente definimos la clase de médulos M-cogenerados,

Cog(M)={N € R — Mod | existe un monomorfismo N — MA, para algun
conjunto A }, :

Desde luego, son vilidas las afirmaciones duales a 1.‘1‘1;?3‘?31 Cog(M)

Proposicién 1.1.2. Sea M un R—mddulo izquierdo.

(1) Si N € Cog(M) y N' es un submddulo de N, ehtéﬁces_'N’, ECog(I\l)

(2) Si {No}aca & Cog(M), entonces [], Na IS Cog(M) ' para todo
conjunto A. ST e

Prueba. Dual a 1.1.1. S O

Las proposiciones anteriores nos dicen que Gen(M) es el prototipo de clase
de mdédulos cerrada bajo sumas directas y cocientes mientras que Cog(M) es
cerrada bajo submddulos y productos directos. : ST

Consideradas como subcategorias plenas de R — Mod, Gen(M) es” una.‘
categoria cocompleta con contcleos y Cog(M) es una categorla completa
con niicleos. :
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El siguiente resultado nos proporciona una caracterizacién muy ut11 de
Gen{(M) y Cog(M).

Proposicién 1.1.3. Sean M 'y N'R'—m'o’du'los izqdie'rdo.’s. Eﬁtdh'ces;' .

(1) N € Gen(M) si y sdlo si e:mste un subconjunto H c H va(M"N)_con
N =3 ,cylm h. ‘

(2) N € Cog(M) si y sdlo si existe un subconjunto H C HomR(N M) con
0 = ey Nuc h.

Prueba. (1) Supongamos que N € Gen(M). Entonces existe un epimorfismo
g : M) —» N, para algiin conjunto A. Para cada A € A, tenemos la
inclusién iy : M — MO, entonces para la familia de homomorfismos
{g» = gir}rca, tenemos por la propiedad universal de la suma directa que
g es el homomorfismo inducido y por lo tanto Imm ¢ = 3", Im gx. Entonces,
si H ={ga}aea, tenemos que >, Im h = N.

Ahora supongamos que existe un subconjunto H € Hompg(M, N), con

N = 3>,c; Im h. Entonces para la familia de morfismos en H, por la
propiedad universal de la suma directa existe i : M) — N, con
Im h = Z,leulm h, con lo que I es un epimorfismo y por lo tanto
N € Gen(M).

(2) Dual a (1). O

Una reformulacién de la proposicién anterior que se usard a lo largo de
este trabajo es la siguiente:

Proposicién 1.1.4. Sean M, N y L, R—mddulos izquierdos. Entonces;

(1) N € Gen(M) si y sdlo si para todo homomorfismo dist‘intqrde/éera
f: N —s L existe h € Homg(M, N) tal que fh #£0; )

(2) N € Cog(M) si y sdlo si para todo homomorﬁsmo dzstznto de cero
f: L —> N eziste h € Homg(N, M) tal que hf # 0.
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Prueba. (1) Sea H = Homp(M,N) y T =5, ImhCN. Sif: N —
L es un homomorfismo, entonces fhA = 0 para todo h € H si y sélo si
T < Nuc f. Si suponemos que N € Gen(A), entonces por la proposicién
anterior 7" = N, en consecuencia N = Nuc f, lo que nos dice que f = 0, por
lo tanto si f % 0 existe i € H para el cual fh # 0.

Para el reciproco, sea f : N —» N _7 T, la proyeccién al cociente, entonces
fh # 0 para algin hh € H. Si N_~T 3 0 entonces como Im 2 € T, tenemos
que fh = 0. Esto es una contradiccién, por lo tanto N /T = 0, es decir
N = T, y por la proposicién anterior tenemos que NV € Gen(M).

(2) Sea H = Homp(N, M), K = (\yNuc h C N y f: L — N un
homomorfismo distinto de cero. Supongamos que hf = 0 para toda h € H,
entonces Im f C Nuc h, para toda h € H, porloqueIm f C K. Si M
cogenera /N entonces por la proposicién anterior tenemos que X = 0, y por
lo tanto f = 0, lo cual es una contradiccién, por lo tanto existe A € H, con
hf #0.

En la otra direccién, sea z : K —» N, la inclusién, entonces existe h € H
con hi £ 0. Como Nuc h D K, entonces hi = 0, por lo tanto 7 = 0, es decir,
K =0, por la proposicién anterior esto significa que M cogenera N. O

1. 2 La traza Yy el rechazo de un maddulo

Deﬁnlcxén 1.2 1 Dados M y N en R Mod defmlmos la traza y el rechazo
de M en N como :

Tr(JVI N)={Im f| fe HomR(M M}ty
Re(V, M)= N{Nuc /| f € Homg(N, M)}.

Estos submédulos de NV estdn caracterizados por la siguiénte propiedad:‘
Proposicién 1.2.2. Para M y N en R — Mod, tenemos que:

(1) Tr(M, N) es el mayor submddulo de N generado por. M.
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(2) Re(V,M) es el menor submddulo de N tal que N Re(N, M) esta
cogenerado por M.

Prueba. (1) Sea L € N, L € Gen(M). Entonces existe un epimorfismo
h : MW —— [ para algin conjunto A. Si iy : M — M) es la
inclusién entonces por la propiedad universal de la suma directa h resulta ser
el morfismo inducido por la familia {hix}a, por lo tanto
L=Imh=3%, Im hiy € Tr(M, N).

Sea H = Homp(M, N), entonces Tr(M,N) = > ,Im h. Entonces la fa-
milia H, induce un homomorfismo kA : M — N, -con
Im A = 3, Im h, por lo tanto h : M) —Tr(M, N), es un epimorfismo,
con lo que Tr(M, N) € Gen(M).

(2) Sea KK € N tal que N K € Cog(M), entonces existe un monomorfis-
mo h: N/K — A% para algiin conjunto A. Seanp: N — N /K y
7ea : M® — A, las respectivas proyecciones. Por la propiedad universal del
producto directo hp es el morfismo inducido por la familia {mahp}a, por lo
tanto I = Nuc hp = [, Nuc wyhp D Re(N,M). Sca H = Homp(N, M),
por la propiedad universal del producto directo existe h : N — M# con
Nuc : = Re(N, M), por lo tanto existe un monomorfismo de N,/ Re(N, M)
en M, es decir, N~ Re(N, M) estd cogenerado por M. O

Por el resultado anterior tenemos que la traza y el rechazo estin fuerte-
mente relacionados con las clases Gen(Af) y Cog(M) respectivamente. Dicha
relacién queda expresada de la siguiente manera:

Corolario 1.2.3. Sean M y N mddulos. Entonces;
(1) N € Gen(AMd) si y solo si Tr(M,N) = N.
-(2) N € Cog(M) si y sdlo si Re(N, M) = 0.

Una de las propiedades mads importantes de la traza y el rechazo es la de
ser submédulos invariantes bajo homomorfismos: : g
Proposicién 1.2.4. Sean M, N y L mddulos, y sea f : N — L un Iiomb-
morfismo. Entonces : :
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F(Tr(M, N))S Tr(M, L) y f(Re(V, M))S Re(L, M).

Prueba. Para la primera afirmacién simplemente observemos que si
h € Homgp(M,N), entonces fh € Homg(M,L) y f(Im h) = Im fh C
Tr(M, L). Para la segunda, si z € Re(N,M) y h € Homp(L, M), entonces
hf € Homz(N, M) y por lo tanto hf(z) = 0, es decir, f(z) € Nuc h para
toda 2 € Homg(L, Af), por lo que f(z) € Re(L, M). o

1.3 La categoria o[M]

Para estudiar las propiedades del médulo Af formamos la Siguiente suBcaée—
goria plena de R — Mod, e

o[M] ={N € R— Mod | N es submédulo de un médulo M-generado}.:

o[M] es cerrada bajo sumas directas, niicleos y conticleos. Por lo tanto ex-
isten en o[AM] productos fibrados y sumas fibradas (ver A.8 y A.9). En o{M],
existe el producto de cualquier familia de médulos aunque este no necesaria-
mente coincide con el producto en R — Mod, por ejemplo, si
P={pe€Z|pesprimo} y M = &,cpZ,, entonces Z, € o[M] y por lo
tanto [],.p Zp € o[M]. Ahora, utilizando el hecho de que cualquier suma
directa de grupos de torsién es de torsién y que cocientes de un grupo de
torsién, nuevamente son de torsién, concluimos que [],.pZ, € o[M] es un
grupo de torsién (como grupo abeliano), por lo tanto [],cpZp € o[M], no
puede ser isomorfo a [],.pZ, € Z — Mod que no es de torsién.

Observacién 1.3.1. Sea C una subcategoria cerrada de R — Mod tal que
M eC. Si N € o[M], N es submédulo de un médulo M-generado, es decir,
N es submdédulo de un cociente de una suma directa de copias de M, como
C es cerrada bajo subméduloes, cocientes y sumas directas entonces N € C.
En otras palabras, o[M] es la menor subcategoria cerrada de R — Mod que
contiene al médulo M.

Maids aiin:
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Proposicién 1.3.2. Si C es una subcategoria cerrada de R — Mod entonces
C es de la forma o[M] para algin M € R — Mod.

Prueba. Sea X un conjunto de representantes de clases de isomorfismo de
mdédulos ciclicos que pertenccen a C y sea M = @.ex Rz. Entonces es claro
que M € C y por la observacién anterior o[M] C C. Por otro lado, si K € C
y k € K, entonces Rk — M, por lo que Rk € o[M] para todo k& € K, con
lo que @kex Rk € o[M], y como la suma es un cociente de la suma directa
entonces >, Rk = K € o[M]. (]

También tenemos que:

Proposicién 1.3.3. Los conjuntos
M. ={K C MM | K finitamente generado } y M, ={Rm|m € M(N)}
son conjuntos de generadores en o[M].

Prueba. Sea N € o[M]. Como ya hemos visto, es suficiente probar que
todo submddulo ciclico Rn € N, n € N, estid generado por M, (y por lo
tanto por M,): Por definicién existe un médulo M-generado Ncon N [ N.
Sea ¢ : M —5 N un epimorfismo y sea m € M®) tal que p(m) =n € N.
Entonces m € MM es decir, Rm € M. y la restriccién ¢ |gm: Rm —> Rn
es un epimorfismo. a

Por lo anterior, o[Af] tiene generador, por ejemplo,
G :=@{Rm|m e MM}, es un generador de o[M].

También tenemos que cualquier N € og[M] tiene cdpsula inyectiva en
o[M], también llamada cdpsula Af-inyectiva de N, y usualmente denotada
por N. N es isomorfa a la traza de A en la cipsula inyectiva E(IN) de N en
R — Mod, es decir, N= Tr(M, E(N)). Es muy conocido que /V es la mayor
extensién esencial de N en o[M], (ver A.3.2).

Las propiedades internas de Gen(M) y o[M] estdn determinadas por las
propiedades internas de M, es decir, son propiedades relacionadas con M
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mismo, como la M-proyectividad o la Af-inyectividad. Por ejemplo, inde-
pendientemente del anillo R, para un mddulo semisimple, todos los médulos
en o[M] son M-inyectivos y M-proyectivos.

Para un estudio extensivo de las propiedades de o[M] ver [Wis91: C3-s15].

1.4 Clases de moddulos cerradas bajo exten-

siones

Definicién 1.4.1. Sea M un R—mddulo izquierdo. Para dos clases de
médulos C y D en o[M] denotamos por Ep(D,C) a la clase de R—médulos
N, para los cuales existe una sucesién exacta

0 —C —— N — D —— 0

en o[M],dondeC€C y De€D. :
Decimos que C es cerrada bajo extensiones en o[M] si C = Ex(C, C)
En el caso de que o[M] = R — Mod escribimos E(D, C) := EM(D C)

Proposicién 1.4.2, Sean C y D subclases de R — Mod:: cerradas
bajo isomorfismos. Para cualquier ideal izquierdo I de R, R/Ie F(D, C)rvsz -
y sdlo si existe un ideal izquierdo J D I de R, tal que J /I € C y“R/’J‘E D.

Prueba. Supongamos que R ”I € E(D,C). Entonces existe una sucesién
exacta Co
0 y ¢ —Ls Rt > D » 0
conC € C y D € D. Para un tnico ideal izquierdo J:D I de R, con
Imf=J/1I,J/I=2Ce€C y R/7J =D e€D. La ‘otra implicacién es
trivial. ' : ST O

En la siguiente proposicién observaremos que la.s propxedades de CyD
son transferidas a E(D, C). :

Proposicién 1.4.3. Sean C y D subclases de o[M].
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(i) Si C y D son cerradas bajo submddulos (cocientes, sumas directas) en-
tonces Eps(D,C) es también cerrada bajo submddulos (respectivamente
bajo cocientes y sumas directas).

(ii) 82 C y D son subcategorias cerradas de R — Mod entonces Eps(D,C)
también es una subcategoria cerrada de o[M].

Prueba. (i) Sea 0 — € — N — D — 0, una sucesién exacta en o[M]
conCe€Cy Deb. Si 0 — L — N es exacta, formando el diagrama de
producto fibrado* obtenemos el siguiente diagrama conmutativo

0

1
Q — P —— L — Q@ —— 0
l l l

0 y C »y N > D > 0.

Si C y D son cerradas bajo submddulos tenemos que P € C y Q €D
y por lo tanto L € Ep(D,C). Las otras afirmaciones se prueban de manera
similar usando las propiedades de la suma fibrada y la propiedad universal
de la suma directa respectivamente.

(ii) Es consecuencia de (i). a

1.5 Prerradicales

Definicién 1.5.1. Un prerradical r en R — Mod asigna a cada R—mddulo
N un submédédulo r(&), de tal forma que cada homomorfismo N — L,
induce un homomorfismo r(N) — r(L) por medio de la restriccién, es
decir, un prerradical es un subfuntor del funtor identidad en la categoria de
R~mdédulos.

Un prerradical es idempotente si rr = r y se llama radical si
r(N_/r(N)) = 0, para todo R—mddulo N.
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Si r es un prerradical en R — Mod, entonces r(R) es un:ideal bilateral
pues es invariante bajo todos lo endomorfismos de gR.

Ademas tenemos las siguientes propiedades:

Lema 1.5.2. Sea r un prerradical en R — Mod ’eryztonces son vdlidas las
siguientes afirmaciones: : PR : .

(i) Para cualguier familia de médulos {Na}aca, r(®aNa) =‘€BAr(N.¢,‘).
(ii) - Para cualquier médulo N se tiene r(R)N C r(N). '
(iii) Si N es un mddulo proyectivo entonces r(IN) = r(R)N.

(iv) Si r(L/K) = (r(L)+K) 7K para todo R—mddulo libre L con K C L,
entonces r(M_ /N) = (r(M) + N) /N para todo M € R — Mod con
N C M.

Prueba. (i) Sea {/Na}aca una familia de médulos e i, : Ny — D4V, la
inclusién, ésta induce un monomorfismo i, : r(N,) — r(©4N,) para cada
a € A, de tal forma que Z, = is |r(wva).- Ahora, por la propiedad universal
de la suma directa, la familia {Za}aca, induce un homomorfismo
@ : ®Dar(N,) — r(®daN,) con Nuc ¢ = &4 Nuc z, = 0, por lo que
Bar(N,) C r(BalN,).

Ahora consideremos la proyeccién 7o : @DaN, — N,. Y sea
a : r(BaN,) — r(N,) el homomorfismo inducido por m,, es decir,
Ta = Ta |r(@aNa) Y S€a (Za)aca € r(PalN,) entonces To((ZTa)aca) = Ta €

r(N,), para toda @ € A, por lo tanto (Za)aca € Har(N,), es decir,
@®ar(N,) = r(DalNg).

(ii) Consideremos el homomorfismo ¢ : R®™) —s N, definido por
(Tn)nen > D _nen TaM, este induce un homomorfismo @ : r(RM")) — r(N).
Entonces por (i), tenemos que r(RW™)) = r(R)W™), y como @ = © | (rwny,
entonces Im @ = {Z:-;l a;n; | a; € r(R),n; € N} = r(R)N, por lo tanto
r(R)N C r(N).
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(iii) Sea N un médulo proyectivo, entonces existe un mdédulo libre F tal
que F = N @ K. Sin pérdida de la generalidad supongamos que F = R},
para algin conjunto /. Nuevamente, por (i), tenemos que r(F) = r(R(")) =
r(R)Y) = (¢(R)R)Y) = r(R)RY = r(R)F y también r(N) @ r(K) =
r(F) = r(R)F = r(R)}(N & ) = r(R)N & r(R)K. Por (ii), tenemos que
r(R)N C r(N) y r(R)K C r(K), por lo tanto r(N) =r(R)N.

(iv)Sea M € R—Mod y NC M, ysean a: L — M un epimorfismo
con L libre, L':=a~'(V), p: M — M /N,y w:L — L/L' las
proyecciones al cociente, consideremos el siguiente diagrama conmutativo

L ——— /L
| o
M —t» M/N ,
con # un isomorfismo. Este dxagrama induce el diagrama’ con}nutéfivo“
r(L) ., r(L /L")
gl L2
r(M) —2— (M N)

con B también isomorfismo. La hipétesis nos dice que # es un epi--
morfismo, lo que implica que $ también lo es, es decir, r(M /N)=Im =
r(M)/(xr(M) N N) = (r(M)+ N)/N. . (]

Otra propiedad que nos serd de gran utilidad en algunos resultados pos-
teriores es la siguiente:

Lema 1.5.3. Sea r un radical y K C r(N), entoncesr(N/K) =r(N)/K.

Prueba. La proyeccién al cociente p : N — N/I(, induce un
homomorfismo $ : r(N) ~— r(N/K), tal que 5 = p [.(v), por lo que'
Nuc 5 = Nuc pNr(N) = K Nr(N) = K, entonces tenemos que r(NV) 7K =
Im p € r(N/K). Por otro lado, como K C r(N), podemos definir el
homomorfismo &« : N/K — N_ /r(N) comon + K — n+ r(N), y
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éste induce un homomorfismo & : r(IN,/K) — r(N r(N)). Como r

es un radical tenemos que & = 0, es decir, r(N K) = Nuc &@ = Nuc
aNr(N/K)=r(N) K Nn r(N/K), porloquer(N/K) Cr(N)/K,y
en consecuencia tenemos la igualdad. B

Observacién 1.5.4. Combinando la proposicién 1.2.2, el corolario 1.2.3 y
la proposicién 1.2.4 obtenemos que Tr(M, V) es un prerradical idempotente
mientras que Re(N, A7) es un radical. k

Cabe resaltar que el concepto de prerradical puede introducirse en
cualquier categoria abeliana completa, cocompleta y localmente pequefia.
En este trabajo nos concentraremos exclusxvament;e en la traza y el rechazo
de mdédulos en o{M].

1.6 Teorias de torsién en o[M]

Recordaremos algunas nociones basicas de teorias de torsién.. Estas tecmcas
son familiares en R — Mod, aunque es bien sabido que tambxen se aphcan a’
cualquier categoria del tipo de o[A]. :

Definicién 1.6.1. Una clase de médulos 7" en o{M] és fua

médulos;

o clase de pretorsiéon hereditaria si 7 es cerrada ba_]o sumas dlrectas,
cocientes y submddulos; T

e clase de torsion si T es cerrada bajo sumas dxrectas, ‘cocientes
¥y extensiones en o[M); F

e clase de torsion hereditaria si T es cerrada bajo sumas dlrectas,
cocientes, submédulos y extensiones en o[M]; :

e clase estable si T es cerrada bajo extensiones esenciales en o[M];:
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e clase TTF si T es cerrada bajo productos directos en o[M],
cocientes, submédulos y extensiones en o[M].

Observacién 1.6.2. Dado un prerradical r podemos asociarle dos clases de
R—médulos

T ={N € R—Mod |r(N) =N}, ¥y
Fr = {N € R—Mod | r(N) = 0}

T, resulta ser una clase de pretorsién mientras que §, es cerrada bajo
submdédulos y productos directos. Una consecuencia de lo anterior es que no
hay homomorfismos no nulos entre mddulos en ¥, y §.. Méas aan, si T es
una clase de pretorsién, M un R~-médulo y t(AM) denota la suma de todos
los submédulos de A/ que pertenccen a ¥, entonces t(M) es un cociente de
la suma directa de dichos submédulos por lo que t(AM) € . Por lo tanto, ¥
contiene un submdédulo mayor t(M) € T. En este sentido ¥ da a lugar a un
prerradical t de 7 — Mod. Combinando este procedimiento con la asignacién
previa r +— T, restringida a los prerradicales idempotentes, tenemos que
existe una correspondencia biyectiva entre los prerradicales idempotentes de
R — Mod y las clases de pretorsién de 2 — Mod. Dualmente, existe una
correspondencia biyectiva entre los radicales de 2~ Mod y las clases cerradas
bajo submddulos y productos directos de R — Mod.

Observacién 1.6.3. Por el Corolario 1.2.3 y la Observacién anterior tenemos
que Tpyary)y = Gen(M) y Srevary = Cog(M), y ademids
tgen(ary = Tr(M, N) y rcogary = Re(V, M).
Definicién 1.6.4. Un par (T, F) de subclases no vacias de o[M] es llamado
teoria de torsién en o[M] si satisface:

(i) T ={T € o[M] | para toda F' € F, Homg(T, F) = 0}

(ii) F ={F € o[M] | para toda T" € T, Homg(T, F) = 0}

Proposicién 1.6.5. Si (T,F) es una teoria de torsidn, entoﬁqé.s T es una
clase de torsién y F es cerrada bajo submddulos, productos directos y exten-
siones. :
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Prueba. Veamos que la suma directa de cualquier familia de médulos en T
estd en T. Sea {Ta}aesr € T entonces Homp(7,, F) = 0 para todo F € F
y como Homp(&;T%, F) =[], Homg(Ts, F) = 0, entonces &7, € T.

Por otro lado, sea T € Ty T/ < T. Tenemos que ver que Homz(T.~T’, F)
es cero, para todo F' € F, supongamos que Homz(7 /7T, F) # 0 para algin
F € F entonces existe 0 % f € Homp(T /T',F). Sip: T — T /T es la
proyeccion al cociente entonces p % 0 y por lo tanto 0 # fp € Homgz(T, F) =
0, lo cual es una contradiccién, asi f = 0 y entonces T 7T' € T.

Para ver que T es cerrada bajo extensiones consideremos la sucesién
0 —T — T — T" —> 0 exacta en o[M] con T, T” € T. Sea F € F,
aplicando Hompg( - , F') a dicha sucesién obtenemos la sucesién exacta

0 —— Homp(7T”,F) —— Hompg(T, F) —— Hompgp(T', F)

con lo que Homp(T,F) =0 y porlo tanto T € T.

Usando argumentos duales obtenemos que F es cerrada bajo productos,

submédulos y extensiones. a

Definicién 1.6.6. Una teoria de torsién (T,F) es llamada hereditaria si T
es cerrada bajo submédulos, cohereditaria si F es cerrada bajo cocientes de
médulos, y estable si (T,F) es hereditaria y T es cerrada bajo extensiones

esenciales en o[M].

A continuacién veremos como cualquxer clase de mdédulos en o[M] puede
extenderse a una clase de torsién.

1.6.7 Teorias de torsiéon generadas y‘ cogeneradas

Definicién 1.6.8. Para cualquier subclase C de o[M] definimos

T(C) :={T € o[M] | para toda C € C, Homg(T,C) = 0}, y
F(C) :={F € o[M] | para toda C € C, Homp(C, F) = 0}

Dada esta definicién es claro que C C T(F(C)) y C C F(T(C)).
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Definicién 1.6.9. Las teorias de torsién (T(F(C)),F(C)) y (T(C),F(T(C)))
son llamadas teoria de torsion generada por C y teoria de torsién cogenerada
por C, respectivamente.

Mi4s aun:
Proposicién 1.6.10. Las siguienies afirmaciones son equivalentes:
(a) (C,F(C)) es una teoria de torsié’n; .
(b) €= T(F(C));
(¢) C es una clase de torsion.

Prueba. (a)=-(b) Sea T" € T(F(C)), entonces Homg(T, F) = 0, para toda
F € F(C) y por lo tanto T € C, con lo que C = T(F(C)).

(b)=>(a) Es claro a partir de la definicién que (T(F(C)),F(C)) es una teoria
de torsién y por (b), (C,F(C)) es una teoria de torsién.

(a)=>(c) Se ticne por la proposicién 1.6.5

(c)=(b) Basta mostrar que T(F(C)) € €. Como ya mencionamos
(T(F(C)), F(C)) es una teoria de torsién. Sea C € T(F(C)) entonces tenemos
que Hompg(C,F) = 0, para todo FF € F(C). Puesto que C es una clase
de torsidn, por la observacién A.7.5 tenemos que C contiene un submdédulo
mayor T' € C. Ahora supongamos que existe 0 % a : T — C /T para
algin 77 € C, entonces Ina € Cy ademas Ima=C'/Tcon T Cc C’' C C.
Consideremos la sucesién exacta

0 —= T — C' —— C' T —— 0

Como C es cerrada bajo extensiones tenemos que C’ € C. Lo anterior
contradice la maximalidad de T, la contradiccién viene de suponer que & 3% 0,
por lo tanto & = 0, y en consecuencia C~T € F(C) y como T(F(C))NF(C) =0
entonces C =T € C y por lo tanto C = T(F(C)). - O

Proposicién 1.6.11. Las siguientes afirmaciones son equivalentes::
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(a) (T(C),C) es una teoria de torsion;
(b) ¢ =F(T(C));
(c) C es cerrada bajo submddulos, productos directos y eztensiones.

Prueba. La equivalencia entre (a) y (b) se obtiene como en la proposicién
anterior. (a)=>(c) se tiene también por la proposicién 1.6.5 y (c)=-(b) se
_obtiene de forma dual a la proposicién anterior. .

’ Proposicién 1.6.12. Si (C,F(C)) es una teorta de torsién, son equz"ualenies:
(a) (c,F(C)) es hereditaria;

(b) F(C) es cerrada bajo cdpsulas inyectivas;

(c) eziste un mddulo M-inyectivo Q € o[M] con F(C) = Cog(Q).

Prueba. (a)=>(b) Sea F & F(C) y F su cdpsula AM-inyectiva. Sea
f :C —s F con C € C. Entonces Im f es un cociente de C y por lo
tanto estd en C por loque Im f N F € C y como CNF(C) = 0, tenemos que
Im fNF =0. Ahora, FF C,. 1?', entonces Im f = 0, y por lo tanto f = 0, con
lo que F € F(C).

(b)=(c) Sca Q = J1rrer(g Rz, donde Rz es la cipsula M-inyectiva de
Rz. Entonces Q es M-inyectivo y por lo tanto inyectivo en o[Af], por (b),
Q@ € F(C) y entonces Cog(Q) € F(C). Ahora, sea FF € F(C) y 0 # = € F.
Considerando las inclusiones y de que @ es inyectivo en o[M] obtenemos
el siguiente diagrama conmutativo

donde f resulta monomorfismo, y por lo tanto F es isomorfo a un
submédulo de @ por lo que F € Cog(Q), es decir, Cog(Q) = F(C).



Teorias de torsién en o[M] 17

(c)=@)SeaC'" CC€C,0#f':C'"—Q e i:C" — C la inclusién.
Entonces como @ es inyectivo en o[M], existe 0 ¢ f : C — @Q, esto es
una contradiccién pues por hipdtesis QQ € F(C), entonces f’ = 0 con lo que
(C, F(C)) es hereditaria. O

Proposiciéon 1.6.13. Las siguientes afirmaciones son eguivalentes:
(a) (c,F(C)) y (T(C), C) son teorias de torsidn;
(b) C es una clase TTF.

Prueba. (a)=>(b) Se tiene por la proposicién 1.6.5
(b)=>(a) Es una consecuencia inmediata de las proposwxones 1.6.10 'y

1.6.11 B L
Para M = R, las clases TTF pueden ser descritas por un ibideal
idempotente: e '

1.6.14 Clases TTF en R — Mod

Proposicién 1.6.15. Para una clase C en R — Mod Ias szguzentes aﬁrma.—
ciones son equivalentes:

(a) (c,F(C)) y (T(C), C) son teorias de torsion;
(b) C es una clase TTF;
(c) existe un ideal idempotente I de R’_‘tal que:
c={C € R—Mod|IC=0}=R/I— Mod,
T(C) ={T"€ R—Mod | IT =T},
F(C) ={F € R— Mod | Homp(R I, F) = 0}.
»Prueba.- (a)<>(b) Se tiene por la proposicién anterior.

(b)=>(c) Sea I := ({J | J es un ideal izquiedo de R y- R/J € ¢},
entonces 7 es un ideal izquierdo. Ahora, scaa € R e
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{J:a)={reR|racl},

consideremos el submdédulo ciclico Ra € R 71, entonces Ra € C y ademas
Ra= R/ /(I :a), entonces I C (I : a), y por lo tanto J es un ideal derecho.

Para la primer igualdad: sea C € C y 0 ## z € C, entonces Rz € C,
ademds Rx = R ~J, con J = An(z), porloque I C J, y entonces Iz = 0 para
toda z € C, es decir, /C = 0. Ahora supongamos que C es un R I —mddulo,
entonces C = (R 1)) para algin conjunto X. Sea R~J € C, entonces
I € J, por lo que tenemos un epimorfismo R,/ — R /J, para cada ideal J
que aparece en la definicién de I, entonces por la propiedad universal del pro-
ducto directo tenemos un monomorfismo R/I — [, ;¢ R~J. Puesto
que HR/JGC R/ J € C, tenemos que R I € C, y por lo tanto (R ~I)X) e C,
es decir, C € C. »

Para la scgunda igualdad: sea T° € T(C), supongamos que T° # IT,
entonces T /IT # 0, y T./IT € T(C). Ahora, I(T /IT) = 0 y por la
descripcién anterior para C, tenemos que 7T € C, esto es una con-
tradiccién pues C N T(C) = 0, por lo tanto IT = T. Para la otra contencién,
tomemos T tal que T = IT, y sea f € Homgr(T,C) con C € C, entonces
Im f € C, por lo que 0 = If(T) = f(IT) = f(T) = Im f, y por lo tanto
T € T(C).

Para la dltima igualdad: como ya vimos R I € C, entonces tenemos
que Homgp(R /I, F) = 0, para toda FF € F(C). Sea f : C — F y
J € R un ideal tal que R~J € C, entonces I C J, por lo que tenemos un
epimorfismo R, I —» R/J, el cual induce un monomorfismo
Homp(R,/J, F) —Homg(R /I, F), y por lo tanto Homg(R/J,F) = 0,
para todo R_~J € C. Ahora bien, si suponemos que C € Cy f # 0O tenemos
que existe z € C tal que f(z) # 0, y por lo tanto f |r=7 0, lo cual contradice
el hecho de que Homg(R,~J, F) = 0, para todo R ~J € C, entonces f =0y
por lo tanto F € F(C).

Solo nos resta demostrar que I es idempotente, para ello sea a € I,
consideremos el submédulo ciclico Ra € I I2. Es claro que (I2 : a)
es un ideal izquierdo e I € (I2? : a), por lo que existe un epimorfismo
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R/T — R//(I? : a) y como Ra = R, (I?: a), tenemos que Ra es un
cociente de R~ I que como sabemos esti en C y por lo tanto Ra € C. Puesto
que lo anterior sucede para todo submédulo ciclico de I/I? y C es cerrada
bajo sumas directas tenemos que /7% € C. Ahora consideremos la sucesién
exacta

0 sy I/T? y R /T? »y RAT > 0

Puesto que C es cerrada bajo extensiones tenemos que R_~I? € C, por lo
que I C I? y por lo tanto I = I2.

(c)=>(b) Puesto que I es un ideal, es claro que R/ — Mod es cer-
rada bajo cocientes y submddulos. Sea {Ns}aea € R /I — Mod, entonces
An(JTaNa) = NaAn((1a)aca) = ﬂA(ﬂnnewa An(na)) = NaAn(Na) y
como IN, = 0, para toda a € A, entonces I € An([], Na) y por lo tanto
1. Na es un R I—mddulo. Para ver que R, I — Mod es cerrada bajo ex-
tensiones consideremos la sucesion 0 — K — N — L — 0 exacta
en R — Mod, seca n € N entonces {2 = 0 en L, es decir, In € K, por lo
tanto J/(In) € JK = 0y como I es idempotente tenemos que In = 0 para
toda n € NNV, por lo tanto /N = 0, con lo que NV es un R ~I—mddulo y en
conclusién R_~I — Mod es una clase TTF. O



Capitulo 2

Clases de mdédulos cerradas
bajo extensiones

2.1 Gen(U) cerrada bajo extensiones.

Definicién 2.1.1. Sea P un R—mdéduloy p : N — L un epimorfismo
en R — Mod. P es llamado pseudo-proyectivo respecto a p si para todo
homomorfismo distinto de cero f € Hompg(P, L) existen s € End(P) y
g : P — N que satisfacen pg = fs s# 0, es decir, el diagrama

P
l!
N2 L —0o0

puede ser extendido no trivialmente al diagrama conmutativo

P —s_"P o -
N =25 L — 50

P es llamado im-proygct‘ivo‘ con' respecto:a p si'las condiciones de arriba
se satisfacen con s un epimorfismo.

21
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Como es usual diremos que P es proyectivo con respecto a p si las condi-
ciones de arriba se satisfacen con s un isomorfismo (o s = /dp)
Es facil verificar que P es pseudo-proyectivo con respecto a p si y sélo si
p Homp(P, N) es esencial en Hom g (P, L) como End(?)~-submdédulo.

Estaremos interesados en mddulos que son pseudo-proyectivos con re-
specto a diferentes clases de epimorfismos.

Definicién 2.1.2. Sea M un R—mddulo y U, P € g[M]. P es llamado:

e U-pseudo-proyectivo en o[M] si P es pseudo-proyectivo con respecto a
todos los epimorfismos p: N — L en o[M] con Nuc p € Gen(U);

e auto-pseudo-proyectivo en o[M] si es P-pseudo-proyectivo en o{M];

e pseudo-proyectivo en o[ M] si es pseudo-proyectivo con respecto a todos
los epimorfismos en o[Af];

e im-proyectivo en o[M] si es im-proyectivo con respecto a todos los
epimorfismos en o[A7]. o ‘

En lugar de decir pseudo-proyectivo en R — Mod sélo diremos
pseudo-proyectivo para abreviar. Lo

Es claro que los médulos proyectivos cumplen todas las definiciones an-
teriores, mas adclante daremos ejemplos no triviales de algunos de estos

conceptos.

Observacién 2.1.3. En gencral, Gen(U) no es una clase cerrada bajo ez-
tensiones, por cjemplo; si U = Z,, podemos formar la sucesién exacta en
Z - Mod; 0 — 2Zy — Z4 — Z4,/2Z4s —> 0 con extremos en Gen(Zj) y
con Z, ¢ Gen(Z,;). Uno de los objetivos de este trabajo, es dar condiciones
necesarias y suficientes para que Gen(U) sea cerrada bajo extensiones.

Con las nociones que hasta aqui hemos introducido podemos describir a
los mddulos auto-pseudo-proyectivos, que son algunos médulos para los que
su clase generada es cerrada bajo extensiones, como veremos en la siguiente
proposicion.
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2.1.4 Médulos auto-pseudo-proyectivos en o[M]

Proposicién 2.1.5. Para un R—mddulo M y U € o[M] son equivalentes:
(a) U es auto-pseudo-proyectivo en o[M];
(b) Gen(U) es cerrada bajo extensiones en a[M], :f,;, .
(c) todo generador en Gen(U) es U—pseudo-‘pro’yectbivb en o[M]);

(d) todo N € o[AM] con una sucesidn erxacta UM — N — UWW) —3 0
pertenece a Gen(U).

Prueba. (a)=(b) Sea 0 — K — N — L —> 0 una sucesién exacta
en o[M] con K,L € Gen(U), tenemos que demostrar que N € Gen(U).
Supongamos que Tr(U,N) # N. Entonces como Tr(U,/N) es el mayor
submédulo de N que es U—generado tenemos que K <€ Tr(U,N), y
L':= N,/ Tr(U, N) es un cociente de L, por lo tanto estid en Gen(U). Para
cualquier f : U —— L’ distinta de cero obtenemos por (a), el diagrama
conmutativo con renglones exactos

U —=-U
I
0 — Tr(UN) —s N 2, L' —— 0,
donde pg # 0. Esto es una contradiccién pues g(U) < Tr(U,N). Por lo
tanto tenemos que L’ = 0, y en consecuencia N € Gen (U).
(b)=>(a) Sea p : N — L un epimorfismo en o[M] con Nuc p € Gen(U).

Para cualquier f distinta de cero en Homg(U, L) y p formamos el producto
fibrado, y obtenemos el diagrama conmutativo con renglones exactos

0 — K —s P 23U —5 0

Il lg’ lf
> L

0 - K >y N —E
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Puesto que pg’ = fs’ % 0 y por hipétesis P € Gen(U), existe bk : U — P
que satisface que pg’h = fs'h 7% 0, lo cual muestra que U es U-pseudo-
proyectivo en o[Af].

(c)=>(a) Obvio.

(a)=(c) Sea G un gencrador en ofM], p : N —» L un epimorfismo en
o[M] con Nuc p € Gen(U) y f € Hompg(G, L) distinto de cero, tenemos que
demostrar que existe s € End(G) y g : G —> N que satisface pg = fs # 0.
Puesto que G es U—gencrado, por la proposicién 1.1.4 tenemos que existe
k: U — G tal que fk # 0, por (a), U es auto-pseudo-proyectivo y por lo
tanto existen s’ € End(U) y ¢’ : U — N que satisfacen pg’ = (fk)s’ # 0.
Por otro lado, como U estd en Gen(G), por 1.1.4, para s' € End(U) existe
h € Homg(G,U) tal que s'h 5£ 0, entonces si s := ks'h y g := g’h tenemos
que pg = p(g'h) = (pg'Yh = (fks')h = f(ks'h) = fs # 0, ¥ por lo tanto G es
U-pseudo-proyectivo en o{A].

(d)=(b) Sea 0 — K <3 N 25 L — 0 una sucesién exacta en
o[Af] con K,L € Gen(U), tenemos que demostrar que N € Gen(U). Por
hipétesis existen epimorfismos k : UW) — K, 1 : UA)Y — L, para
algiin A’ y A” respectivamente. Sea A = A’ U A”, entonces la sucesién
[74C IRkt Gy N U AN SN 0, es exacta (Im fkwa = Im f = Nuc g), para
I! =lmp» y g formamos el producto fibrado y obtenemos el diagrama con-
mutativo con renglones exactos

Uw —— p L g > 0
fi l;. ll’
Uusy — N 25 L » 0.

Por (d), tenemos que P € Gen(U). Como A resulta ser un epimorfismo
tenemos que /V es cociente de P y por lo tanto IV € Gen(U) como se deseaba.
(b)=>(d) Sea N € o[M] y UM Ly N 25 UM 5 0 exacta en o[M].
Sabemos que Im f =2 UM/ Nuc f € Gen(U) y N/ Im f = N, Nuc g = Im
g = UW € Gen(U), entonces la sucesién 0 — Im f —> N —>Im g —» O
es exacta y por (b), N € Gen(U). a
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Observacién 2.1.6. Sea G := @.50Z,, entonces Gen{G) es la clase de los
Grupos abelianos de torsidn, que es una clase cerrada bajo extensiones, por lo
que G resulta auto-pseudo-proyectivo segiin la proposicién anterior, y ademads
G no es proyectivo en Z — Mod. En la Observacién 2.1.22 verificaremos que
G tampoco es pseudo-proyectivo en Z — Mod.

Para M = R, la proposicién 2.1.5 nos da la siguiente caracterizacién:

2.1.7 Modulos auto-pseudo-proyectivos en R Mod

Proposicién 2.1.8. Para un R—mddulo U son equzvalentes
(a) U es auto-pseudo-proyectivo; ’
(b) Gen(U) es cerrada bajo extensiones;
(¢) todo generador en Gen(U) es auto—pseudd-p}oyectivo,'

(d) todo N € R—Mod con una sucesidn exacta UN — N — U(W) —5 0
pertenece a Gen(U).

Definicién 2.1.9. Sea A/ un R—médulo y U, P € o[M]. P es llamado
U-ezt-proyectivo en o[M], si P es proyectivo con respecto a todos los epi-
morfismos p : N — L en o[M] con Nuc p € Gen(U), es decir, cualquier
diagrama con renglén exacto

Pr
17
N -2 L. —o0

puede ser extendido conmutativamente por algun P — N siempre que
Nucp € Gen(U) y N € o[M]. P R TN M N

U es llamado auto-ext-proyectivo si es U—ext-proyectwo en R Mod
Obviamente tal médulo es auto-pseudo-proyectivo.
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Observacién 2.1.10. A continuacién veremos que cualquier Z—mddulo es
U-ext-proyectivo en o[Z], si U es divisible. Sea P € Z—Mod y D un grupo
divisible distinto de cero. Sea p : N — L un epimorfismo en Z — Mod,
con Nuc p € Gen(D) y 0 $# f € Homgz(P, L). Puesto que sumas directas
y cocientes de divisibles, nuevamente son divisibles, tenemos que Nuc p es
divisible, por lo que la sucesién exacta 0 — Nuc p —>» N — L — 0, se
escinde, es decir, existe i : L — NN tal que p/i = Id., entonces si g = hf
tenemos que f = pg # 0, con lo que P es D-ext-proyectivo en Z — Mod.
En particular los grupos divisibles constituyen una familia de Z—mddulos
auto-ext-proyectivos que no son proyectivos.

A continuacién daremos algunas propiedades de los mddulos”
auto-ext-proyectivos. e

Proposicién 2.1.11. Sea M un R—mdéduloy U,P. € a[M] Entonce‘

(1) Sumas directas y sumandos directos de modulos

proyectzvos son
nuevamente U-ext-proyectivos (en a[M]) :

(2) Una suma directa de copias de un modulo auto- e:z:t-prayectwo es nue- )

vemente auto-ext-proyectivo (en o[M]).

(3) P es U-ext-proyectivo si y sdlo si toiia suce ezacta

0 — K —r X —24y'P—50
en o[AM] con Nuc p € Gen(U) se escinde.

Prueba. (1) Sea {M,}.es una familia de mdédules U-ext-proyectivos,
p:N — Leno[M]con Nuc p € Gen(U) y f: &M, — L. Sea i,
la inclusién natural de M,, en &M, y fo := fia. Por hipdétesis, para
cada fa, existe g, : M, —> N, tal que pg, = fo. Para la familia {ga}acr,
existe por la propiedad universal de la suma directa, g : &; M, — N tal que
GJia = ga €NtONces pgia = Pga = fa = fia, Puesto que pg y f coinciden en i,,
para toda a € I, tenemos que pg = f, con lo que &M, es U-ext-proyectivo.
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Para el converso supongamos que ®rM, es U-ext-proyectivo.
Seap : N — L en o[M] con Nuc p € Gen(U), fo : Mg — L
y sea f := fo7a, donde m, es la proyeccién candénica. Por hipétesis, para

f, cxiste g: ®;M, — N tal que pg = f, definimos g, := gia y tenemos
que Pga = PGia = fia = faTala = faldpr, = fa, y por lo tanto M, es
U-ext-proyectivo para toda o € I.

(2) Supongamos que U es auto-ext-proyectivo. Por el inciso (1), tenemos
que UM es U-ext-proyectivo, y como Gen(UJ) = Gen(U®)), entonces U es
U _ext-proyectivo, es decir, U") es auto-ext-proyectivo.

(3) Supongamos que P es U-ext-proyectivo, entonces para Idp existe
g : P — N tal que pg = Idp y por lo tanto la sucesién se escinde.

Para el reciproco, seap’ : N — L en o[M]con K = Nucp' € Gen(U) y
f : P — L. Formemos el digrama de producto fibrado para f y p’

0 y K y X 25 P —— 0
I g ¥
0 s K s N 2, L —— 0.

Tenemos que p'g = fp, como la sucesién de arriba se escinde tenemos
que existe h : P — X tal que ph = Idp, entonces si g’
P9 =p'gh= fph=fldpr = f y por lo tanto P es U-ext-proyectivo. O

:= gh tenemos que

Observacién 2.1.12. Como se menciondé antes cualquier moédulo
auto-ext-proyectivo es auto-pseudo-proyectivo. La implicacién inversa no es
cierta en general: Considere un mdédulo U auto-pseudo-proyectivo junto con
un submédulo U-generado K. Obviamente U @(U_~K) es un generador en
Gen(U) y por lo tanto es auto-pseudo-proyectivo segin la proposicién 2.1.8.
Si K no es sumando directo de U, entonces UPU, K) no es
auto-ext-proyectivo.

Como siempre, bajo condiciones adecuadas podemos encontrar en Gen(U)
un generador auto-ext-proyectivo.
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Algunos resultados y definiciones que se usarin en la siguiente proposicién
deberan ser consultados en el apéndice, pues corresponden a la teoria general
de anillos y mdédulos. Por el momento, sélo recordemos que un anillo se llama
local si el conjunto de las no unidades de R forma un ideal.

Definicién 2.1.13. Un generador X € Gen(U) es llamado minimo si para
cualquier descomposicién X = X' @ X", Tr(X', X") # X".

Observacién 2.1.14. Si U es finitamente generado y suma de médulos con
anillos de endomorfismos locales, entonces existe un generador U —minimo.

Proposicién 2.1.15. Sea U € o[M] finitamente generado y minimo (en el
sentido de arriba) y T = End(U). Supongamos que T es perfecto derecho
o Ur es finitamente generado y T es semiperfecto. Entonces las siguientes

condiciones son equivalentes:
(a) Gen(U) es cerrada bajo extensiones en o[Af];
(b) U es auto-pseudo-proyectivo en o[M];
(c) U es auto-ext-proyectivo en o[M].

Prueba. (a)<(b) Se sigue de la proposicién 2.1.5

(c)=(b) Es inmediata de la definicién.

Sélo falta demostrar (a)=>(c). Supongamos que T es perfecto derecho,
por la proposicién A.G.3, existe e € T idempotente primitivo, de tal forma
que eTe es un anillo local. Puesto que eT'e = End(eU) (como anillos: ehe +—
(ehe)(em)), podemos suponer que End(elU) es un anillo local. Ademsds, como
e es idempotente tenemos que U = eU & (1 — e)U, donde el es inescindible
por ser ¢ primitivo, entonces si Up :=elU y U; := (1 — e)U tenemos que
U =Uy&® U, y como U es minimo, entonces Tr(U,, Up) # Us. Supongamos
que U no es auto-ext-proyectivo, por la proposicién 2.1.11 esto es equivalente
a suponer que Uy no es auto-ext-proyectivo, es decir, que la sucesién exacta

0 —— K — £ <L, U, —> 0.
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no se escinde para algin K € Gen(U). Es claro que Up. € Gen(U),
entonces por (a), tenemos que E es U—generado y como Uy es finitamente
generado existe un epimorfismo

UkepUk=U* 2 E L v,.

para algin k € N. Sea S := End(Up). Puesto que f no es una retraccién,
ninguno de los fh |y,€ S es un isomorfismo, y como S es local, dichos
homomorfismos estan en Jac S. Usando nuevamente el hecho de que S es
local, tenemos que Radgs(Us) = Rad(S)U;. Ademas, si iy; : Uj — U son
las inclusiones con j = 0,1, por la propiedad universal de la suma directa
Im fh = K| fhiv,, + 32K, fhiy, , y como U es finitamente generado,
por el Lema de Nakayama (A.4.2), Rad(S)Up es un S—submdédulo superfluo
de Uy. Por lo tanto concluimos que

Up = Im fh=3K | fhiy,, € Te(Uy, Us)

entonces Tr(U;, Ups) = Up, lo cual contradice la minimalidad de U y por
lo tanto f es una retraccién, por proposicién 2.1.11 U es U-ext—proyectivo‘en
o[M]. , O

Ahora caracterizaremos ‘é_‘lq‘s{:rhédﬁlros'pseudo-proyectivos en av[‘J\/Ir 1
2.1.16 Mbédulos pseudo-proyectivos en o[M] - -

Proposicién 2.1.17. Sea Ue o[M] las siguientes condiciones son equiva-
lentes: & : S

(2) U es pseudo-proyectivo -en o[M];
(b) para N € o[M] y Tr(U,N)C L € N se tiene que Tr(U, N /L)= 0;
(c) pare cualquier N € o[M) y K C N, Tt(U, N/ K)=(Te(U, N)+ K) /K ;

(d) (Gen(U), F(Gen(U))) es una teoria de torsidn cohereditaria.en a[]‘{(]i :
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Prueba. (a)=>(b) Supongamos que Tr(U,N, L) no es cero, es dccir,
TY(U,NL) = KL, con L € K € N entonces, como la traza es un
prerradical, tenemos que Tr(U,K) € Tr(U,N) € L. Por (a), para el epi-
morfismo p : K — K_/L y f € Homg(U,K ~L) existen s € End(U) y
g : U —> K que satisfacen pg = fs # 0, lo cual es una contradiccién pues
g(U) € Tr(U, K) € L. La contradiccién viene de suponer que Tr(U, N /L) #
0, por lo tanto Ty (U, N_~L) = 0.

(b)=>(c) Sea K C N y Tr(U, N) = L, entonces Tr(U, N,~L) = 0, es decir,
la traza de U en N se comporta como un radical. Sea T/ K = Tx(U, N /K)
entonces (L + K) /K € T /K, para todo X € N, por el lema 1.5.3 tenemos
que -

T (U, (N/K) /(L + K)/K)) —-’I‘r(U (N/K))/((L-i—]()/l{)

=T/ K) /(L + ()/K)
=] T/(L + Ky

potesxs tLene_mos 7
que o A
_ X (U, N/(L'*‘I())' e

y como N/ (L + K)) = (N/I{)/((L K) ) entonces

T/(L+ K) = Tr(U NAL K)) = o

y por lo tanto T = L + K = Tr(U, N) + K.

(c)=>(d) Sea 0 — K —y N — T —) 0 una sucesién exacta con
K y L en Gen(U). Entonces K = Tr(U K) = f(Tr(U, K)) < Tr(U N) ~
Consideremos la sucesién exacta

0 — K —yTx(U, N) —Tx(U, N) /K — 0

y observemos que Tr(U,N)/K = Tr(U,N) (Te(U,N) N K) e
(Tr(U,N) + K) /K = Tr(U,N -K) = Tr(U,L) = L por lo tanto tenemos
que Tr(U,N) = N, es decir, N € Gen(U). Entonces Gen(U) es una clase de
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torsién y por la proposicién 1.6.10 tenemos que (Gen(U), F(Gen(U))) es una
teoria de torsién. Ahora, sea N € F(Gen(U)), y K € N. Por (c)

Te(U, N/K) = (Tx(U,N) + K) /K = K /K =0

es decir, N /K € F(Gen(U)) y por lo tanto F(Gen(U})) es cohereditaria. ™

(d)=>(a) Seap: N — L un epimorfismoen o[M] y 0 # f € Homg(U, L).
Para f y p formamos el producto fibrado y obtenemos el diagrama conmu-
tativo con renglones exactos

P23 U—30

ly’ lf
N 2L —0
Supongamos que Homg(U, P) = 0, entonces P € F(Gen(U)), por lo tanto
U € F(Gen(U)), lo cual es una contradiccién, por lo tanto existe 0 3# h :
U —» P, entonces si s := s'hy g := g'h tenemos que fs = fs'h = pg'h = pg,
y por lo tanto U es pseudo-proyectivo. a

Los mddulos psecudo-proyectivos en 2 — Mod pueden ser caracterizados
por sus ideales traza Tr(U, R). Para ello recordemos el siguiente hecho.

Propoéicién 2.1.18. Sea I un ideal izquierdo de R y N un R—mddulo.
Entonces IN € Gen(I), y por tanto IN C Tr(I,N). Si I es idempotente
entonces IN = Tr(I, N).

Prueba. Sean € N y f, : I — N definida por f,(Z) = in, Imf, = In C
IN, entonces In € Tr(J,IN) para toda n € N, por lo cual 3 _yIn C
Tr(I,IN), es decir, IN € Tr(I,IN), por lo que IN = Tr(I,IN). Como
Tr(Z, N) es el mayor submddulo de N que estd en Gen(/) tenemos que /N C
Tr(I,N). Para la segunda parte de la proposiciéon supongamos que I es
idempotente. Sea x € Tr(I, V), entonces = = 3 7, fi(a;) con f; € Tr(I,N)
y a;j € I, como I es idempotente tenemos que a; = bjc; con bj,c; € I.
Entonces z = 371, fi(a;) = 371, fi(bje;) = b; 3771, fi(e;) € I Tr(Z, N) por
lo tanto Tr(I,N) C I Tr(I,N), y como I Tr(I,N) € Tx({,N) tenemos que
Tr(I,N) =1 Tr({,N) € IN de modo que Tr(I,N) =IN. -
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Observacién 2.1.19. Afirmamos que los ideales idempotentes del anillo R
consituyen una familia de R—mddulos pseudo-proyectivos. Sea I un ideal
idempotente de R, entonces por la Proposicién 2.1.18, Tr({, N) = IN para
todo N € R — Mod. De lo anterior, tenemos que si ' € /N entonces
TY(I,N/K)=I(N/K) = (IN+ K)/K = (Ir(I,N) + K)K, y por la
Proposicién 2.1.17, I es un R—maédulo pseudo-proyectivo.

2.1.20 Modbdulos pseudo-proyectivos en R — Mod
Proposicién 2.1.21. Para U un R—mddulo y T := Tr(U, R) Ias szguzentes ‘

condiciones son eguivalentes:

(a) U es pseudo-proyectivo; o » N
(b) Para cualgquier R—mddulo libre N . y' I{y,r submo’dulo "de’ iN,
Tr(U, N/ K)=(Tr(U,N)+ K) /K ; O TR

(¢) (Gen(U), F(Gen(U))) es una teoria de torsz;zin colzei‘éditar‘iﬁ-
(d) Ezxiste un R—mddulo libre (proyectivo) P y un epzmorﬁsmo

: P — U con P = Nuc po+Tr(U, P);

(e) Existe un R-mddulo libre (proyectivo) P, un epimorfismo po : P — U
y un homomorfismo qp : U®) — P tal que pogo : UP) — U es

epimorfismo;
(f) Para todo R—mddulo L, Tx(U,L)=TL;
(8) U=TU;
(h) F(Gen(U))= R,~T — Mod.
Si estas condiciones se satisfacen entonces T' = T? y Gen(U) = Gen(T)

Prueba. (a)e(b)<>(c), sesigue del lema 1.5.2 (iv) y de la proposicién 2.1.17.
(b)=>(d) Todo médulo es cociente de un mdédulo libre (proyectivo). Sea
po: P — U un epimorfismo con P libre. Entonces P, Nuc p, =
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U € Gen(U) y por lo tanto Tr(U, P,/Nuc po) = P,/ Nuc pg, por (b),
Tr(U, P/Nuc po) =(Tr(U, P)+ Nuc po),” Nuc po = P Nuc po, es decir,
P = Tr(U, P)+ Nuc pg.

(d)=>(e) Por hipétesis existe un R—mddulo libre P y un epimorfismo
Po : P — U con P = Nuc po+Tr(U,P). Sea H = Homgr(U,P) y
go : UYN — P, el homomorfismo inducido por A, entonces Im gy = Tr(U, P)
por lo que, Im pago = po(Im qo) = po(Tr(U, P)) = po(Nuc po+Tr(U, P)) =
po(P) = U, por lo tanto pggo es un epimorfismo.

(e)=(a) Seap: N — L y 0 % f € Homg(U, L), entonces fpo 7% 0
y como por hipétesis P es libre (proyectivo) existe g’ : P — N tal que
pg' = fpe # 0, también por hipétesis existe go : U{®) — U tal que pogo
es un epimorfismo. Sea i : U — U la inclusién, entonces fpogoi #% O.
Sea s := pogot € End(U) y g := g'qot : U — N, entonces pg = p(g'qoi) =
(g )aoi = (fPo)goi = f(pogoi) = fs 7# 0 con lo que U es pseudo-proyectivo.

(b)=>(f) Sea L € R — Mod, y sea p: P — L con P libre. Es claro
que p(T'P) = Tp(P) = TL entonces p |rp es un epimorfismo sobre TL
y por lo tanto TL = TP, /(TP N Nuc p). Por (b) tenemos que Tr(U,L) =
Tr(U, P,/Nuc p) = (Tr(U, P)+Nuc p)_~Nuc p, entonces por el lema 1.5.2 (iii)
Te(U,P) = TP por lo tanto Tr(U,L) = (TP+Nuc p)~Nuc p
=TP, /(TP N Nucp)=TL.

(f)=>(g) Obvio

(g)=(h) Si N € Gen(U) entonces para algun conjunto A, N = UM /K =
(TUYMN K =TUWM K =TN. Sea Fun R/T—-méduloy f: N — F
con N € Gen(U), entonces f(N) = f(TN) =Tf(N) =0, por lo tanto F &
F(Gen(U)). Para la otra contensién, sea F° € F(Gen(U)), por la proposicién
1.5.2 TF € Tr(U, F) = 0, entonces F es un RT—maédulo.

(h)=>(a) Igual que (d)=>(a) en la proposicién 2.1.17

Por (c), tenemos que F(Gen(U)) es una clase T'TF, por la proposicién
1.6.15 existe un ideal idempotente I tal que F(Gen(U)) = R ~I — Mod, por
(h), F(Gen(U)) = R T — Mod, entonces R -1 es un R/T—médulo por lo
tanto T(R, 1) = 0, y puesto que T es un ideal tenemos que T =TRC I,
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andlogamente J C T, por lo que T = I, y por lo tanto T" es idempotente.
Combinando (c), 1.6.10 y 1.6.15 tenemos que

Gen(U) ={N € R—Mod | TN = N},
entonces T' € Gen(U) y por lo tanto Gen(T") € Gen(U). Por la proposicién

2.1.18 tenemos que T¥(7,N) = TN, entonces si N € Gen(U),
Tr(T, N) = N, es decir, Gen(U) € Gen(T’), por lo tanto Gen(U) = Gen(T).
]

Observacién 2.1.22. Con el resultado anterior podemos verficar que en
general, los médulos auto-pseudo-proyectivos no son pseudo-proyectivos. Sea
G := ®n>0Z,, entonces como ya vimos en la Observacién 2.1.6, G es
auto-pseudo-proyectivo Z — Mod. Supongamos que G es pseudo-proyectivo,
entonces por la proposicién anterior, G = Tr{G,Z) G, pero como G es un
grupo de torsién y Z es libre de torsién, tenemos que Tr(G,Z) = 0, lo
cual es una contradiccién, por lo tanto G es un Z—mdédulo auto-pseudo-
proyectivo, que no es pseudo-proyectivo en Z — Mod. Ademads, G tampoco es
auto-ext-proyectivo, pues para p : Zy —> Zy, 224 y [ := 7mz,, tenemos que
g=7z, ¥ 7 Idc ((Tn)n>o > (p(l’4),0,0,---))-

Definicién 2.1.23. Dos R—mdédulos N y AL son llamados:
e (raza equivalentes si Gen(N) = Gen(M);
e epi-equivalentes si existen epimorfismos N — My M — N.

En la siguiente proposicién observaremos la relacién entre estas dos.no-
ciones:
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Proposicién 2.1.24. Para dos R—mddulos N, M las siguientes condiciones
son equivalentes:

(a) N y M son traza equivalentes;
(b) eziste un conjunto A tal que N®) y MW son epi-equivalentes.

Prueba. (a)=>(b) Por hipétesis existen epimorfismos ¢ : N —y A y
¥ : M(B) s N para conjuntos A y B respectivamente. Supongamos que
alguno de dichos conjuntos no es finito y sin pérdida de generalidad supong-
amos que card(A) = card(B). Sea ia : N — N lainclusién y 1, 1= iat.
Por la propiedad universal de la suma directa, la familia de homomorfismos
{%a}aca induce un tnico homomorfismo 7% : M{E*A = A — N con
Im ¢ = D aca Im %, , y como ¥ es un epimorfismo entonces Im v, =
Im i, , por lo que Im ¥ = N, Andlogamente existe un epimorfismo
@ : NAxA) 5 Ar(BxA) — Ar(4). Entonces si card(A) = {card(A), card(B)}
tenemos que N y Af(®) son epi-equivalentes. Alora, si ambos conjuntos
son finitos entonces card(A) = card(N) y por lo tanto tenemos que ¥ y ¢
junto con las respectivas proyecciones, inducen epimorfismos M®™M — N®
y N® 5 Ar™,

(b)=>(a) Supongamos que existen epimorfismos M) — N 3 Af(A),
entonces M) € Gen(NM®)) = Gen(N) , es decir, Gen(M) € Gen(NV).

Anslogamente Gen(N) € Gen(M) y por lo tanto Gen(N) = Gen(M). (|

Lema 2.1.25. Para un R—mddulo U las siguientes condiciones son equwa-,

lentes:

(a) U es im-proyectivo;

. (b) - eziste un R-mddulo libre (proyectivo) ‘P, un epzmorﬁs ; 0 po : P s U-

y un homomorfismo g : U — P tal que poqo : U -—) U es epzmor—
ﬁsmo .

Prueba. (a)=-(b) Nuevamente usaremos el hecho de que, todo modulo es
cociente de un médulo libre (proyectivo). Sea po : P.— U un epimorfismo



36 Clases de médulos cerradas bajo extensiones

con P libre. Por (a), para pg e Idy existen s € End(U) y go: U — P que
satisfacen pggp = s 5% 0, con s un epimorfismo.

(b)=>(a) Sea p : N —> L un epimorfismo en R — Mod y 0 #.f €
Hompg(U, L). Por (b), tenemos el siguiente diagrama conmutatlvo con renglon

inferior exacto
uv—=2,p-2,U

LR
N 2, 1L —— 0.

entonces, si 8 : pogo y ¢ := ¢’qo tenemos que fs = pg # 0, con s un
epimorfismo, con lo que U es im-proyectivo. O

En la siguiente proposicién daremos la relacién entre los médulos pseudo-
proyectivos, los médulos im-proyectivos y los mdédulos libres.

Proposicién 2.1.26. Para un R—mddulo U las siguientes condiciones son

equivalentes:
(a) U es pseudo-proyectivo en R — Mod;
(b) para algin conjunto A, UM es im-proyectivo;
(c) U es traza equivalente ¢ un R—mddulo im-proyectivo;

(d) existe un R—mddulo libre (proyective) Py f €& End(P) con
Im f = Im f2, de tal forma que U es traza equivalente a Im f;

(e) eziste un R—mddulo libre (proyective) P y f, h € End(P) con f = f2h,
de tal forma que U es traza equivalente a Im f.

Prueba. (a)=>(b) Por (a), y la proposicién 2.1.21 (e), existe un R-médulo-
libre (proyectivo) P, un epimorfismo pg : P — U y un homomorfismo qp =
U®) — P tal que pogo : U®) —» U es epimorfismo. Sea A un conjunto
de tal forma que card(A x A) = card(A) y sean g := (po)a : PO — UM
Y Go = (po)a : UW) — P®) Jos homomorfismos inducidos por po 'y qo
respectivamente, entonces la composicién -
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UW = yxa) £, p(A) B, 1(a)

es un epimorfismo. Ademds, como P es proyectivo tenemos que P(A)
también lo es, por lo que tenemos el siguiente diagrama conmutativo con
renglén inferior exacto.

Uw 9, pny o

lv ls
N 25 L —o0

entonces si 8 : Podo Y g = 9'Go tenemos que fs = pg # 0, con s un
epimorfismo, con lo que U{?) es im-proyectivo.

(b)=(c) Es claro, pues como anteriormente mencionamos Gen(U)) =
Gen(U) para todo médulo U y todo conjunto A.

(e)=>(d) Por hipédtesis, U es traza equivalente a un R-—mddulo
im-proyectivo L, por el lema anterior existe un R-mdédulo libre (proyectivo)
P, un epimorfismo py : P — L y un homomeorfismo ¢ : L — P, de
tal forma que pggo : L — L es epimorfismo. Sea f := gopy, entonces
Im f2 = qopogopo(P) = qo(poge(L)) = quo(L) = qopo(P) = Im f. Ademds, de
la hipdtesis y de las igualdades anteriores se desprende que L = pggo(L) =
po( Im f), ¥y qo(L) = Im f. Por lo anterior, tenemos que pPo [rm s ¥ o
son epimorfismos sobre L e Im f respectivamente, por lo tanto tenemos que
Gen(L) = Gen(Im f) y porlotanto U e Im f son traza equivalentes.

(d)=>(e) Por hipétesis existe un R—mddulo libre (proyectivo) P
y f € End(P) con Im f = Im f2, de tal forma que U es traza equiva-
lente a Im f. Lo tdnico que falta es encontrar 2 € End(P) que cumpla la
igualdad que se pide. Consideremos el epimorfismo f : P — Imf, como P
es proyectivo, tenemos que para f misma, existe h € End(P) de tal forma
que f = fh, porlo que f = f2= f2h.

(e)=(d) Es claro pues f = f2h implica que f = f2.

(d)=>(a) Por (d), existe un R—mddulo libre P y f € End(P),. con
f = f2. Consideremos la composicién Im f & P Lmm I entonée's
fi(lm f) =Im f2 = Im f, por lo tanto fZ es un epimorfismo, y.por el lema -
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2.1.25 tenemos que Im f es im-proyectivo. Con un argumento similar al
usado en (a)=>(c) de la proposwlon 2.1.5, tenemos que U es pseudo-proyectivo
en R — Mod a

2.2 o[U] cerrada bajo extensiones

o[U] es cerrada bajo extensiones en o[M] si y sélo si o[U] es una clase de
torsién hereditaria en o[M]. Para estudiar este caso recordemos que siem-
pre existe un generador G en o¢[U). Entonces Gen(G) = o[U] y pode-
mos referirnos a la proposicién 2.1.5. Notemos que esto no es completa-
mente satisafactorio porque no podemos inferir esta proplcdad a partir de
las propiedades del mdédulo Af.

2.2.1 o[U] cerrada bajo extensiones en o[M]

Proposicién 2.2.2. Para U € o[M] las szguzentes condiciones son equiva-
lentes:

(a) o[U] es cerrada bajo eztensiones en o[M);
(b) ézz'sté un generador G en o[U] el cual es G-pseudo-proyectivo en a[]\ﬂ;
(¢) todo generador en o[U] es auto-pseudo-proyectivo en o[M];

. (d) o[U] contiene todos los mdédulos ciclicos de Eps(c[U], o[U]);

(e) todo N € o[M] que tiene una sucesion ezacta U} ——) N —) U(A)
(para algin conjunto A) pertenece a o[U]. - :

Prueba. La equivalencia entre (a),(b) y (c) se tiene por la proposxcxén 2.1.8.
(a)=-(d) Obvio. < o
(d)=>(e) Sea N € o[M] y U® L, Ny 24 U(A) exacta ‘en- a[M]

claro que Imf e Img estin en o[U], entonces la. suceswn 0 ——) Im. f —

N — Im g — 0 es exacta y por lo tanto NV € EM(O'[U] a[U]), como a[U]‘
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es cerrada bajo submédulos Ep(o[U], o[U]) también lo es, por lo que Rx
pertenece a Epr(o[U], o{U]) para todo z € IV, y por (d) Rz € o[U] para todo
x € N con lo que 3 . Rz estd en o[U], es decir, N € o[U].

(e)=(a) Sea 0 — K -3 N —£3 L — 0 una sucesién exacta en
o[M] con K,L € o[U], entonces existe un médulo U~—generado X tal que
K,L C X. Para un conjunto apropiado A, podemos encontrar un epi-
morfismo h : UM —» X e inclusiones j : K «—= X e i: L — X. Para

V := h=}(N) € U™ tenemos que h(V) = N. Formemos el diagrama con-
mutativo con renglones exactos de la suma fibrada para f y j.
0 0
0 y K- —L 5 N » L > 0

0

. Para q y h formamc

producto fibrado ..

y Vo '>‘0
h

B 1
0O — X —— —— L —— 0
l

Lo que nos conduce a una sucesién exacta U(®) — P — U(®). Por (e)
P € o[U], es decir, existe un médulo U —generado Y con P C Y, puesto que
Q es isomorfo a un cociente de P que a su vez es submédulo de un cociente
de Y, entonces Q € o{U], como N es isomorfo a un submédulo de Q tenemos
que N € o[U]. R
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En el caso particular de que U = R, el-teorema anterior queda de la
siguiente forma:

2.2.3 o[U] es cerrada bajo extensiones en R — Mod

Proposicién 2.2.4. Para un R-mddulo U las siguientes condiciones son

equivalentes:
(a) o[U] es cerrada bajo extensiones;
(b) existe un generador auto-pseudo-proyectivo en o[U];
(c) todo generador en o|U] es auto-pseudo-proyectivo;
(d) o[U] contiene todos los mddulos ciclicos de E(o[U],o[U]);

(e) todo R-mddulo N que tiene una sucesion exacta U®) —s N —; D)
(para algin conjunto A) pertenece a olU].

En vista de la proposicién 2.2.2 es natural considerar el caso cuando
o[U] tiene un generador pseudo-proyectivo en o[U]. Este caso esta esencial-
mente descrito en 2.1.17. Cuando o[U] tiene generador pseudo-proyectivo en
R — Mod podemos referirnos a las propiedades del ideal traza. Para ello es de
mucha utilidad desarrollar distintas técnicas para las diferentes situaciones
que se puedan presentar. Recordemos algunos hechos y definiciones.

2.2.5 T —moédulos s—unitarios

Definicién 2.2.6. Sea T un anillo sin elemento unitario. Un T"—médulo
izquierdo IV se llama s—unitario si u € Tu para toda u € N.

Para un ideal T € R, todo R—mdédulo es un T—mdédulo y tenemos las
siguientes relaciones: ’ : : '

Proposicién 2.2.7. Sea T un ideal en R. Para cualquzer R—modulo N. .
Las siguientes condiciones son equivalentes:
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(a) N es un T—mddulo s—unitario;
(b) para todo submddulo R L Cr N, L =TL;

(c) para toda k € N y uy,...,ur € N, ezxiste t € T con u; =.tu; para
todai=1,...,k;

(d) para cuaquier conjunto A, N es un T—mddulo s—unitario.

Prueba. (a)=>(b) Sea N es un T—mdédulo s—unitario, y pL Cr N. Es claro
que TL C L. Seal € L entonces I € N, por hipétesis l € 70 C T'L, y por lo
tanto L =TL.

(b)=-(a) Sea m € N, m # 0. Entonces por (b), Rm = TRm, y como
T es ideal de R tenemos que m € Rm = Tm, entonces m = tm para algin
t € T, con lo que IV es s-unitario.

(b)=(c) Sea k € N, haremos induccién sobre k. Si k = 1 entonces por (a)
existet € T tal que u; = tu,. Supongamos entonces que el resultado vale para

cualesquicra £ —1 elementos de V. Sean uy,...,ux € N, puestoque N = TN,
existen ¢; elementos de T con i = 1, ..., &k tal que u; = t;u;. Sea v; = u; — tru;,
parai=1,...,k—1. Por hipétesis de induccién existe ¢' € T tal que v; = t'v;.

Sea t = &y + t' — t't;.. Entonces para toda u; con i = 1,..., k — 1 se tiene que
tu; = tpu; + t'u; — t'ipu; = tpu; + t(u; — teu;) = tru; + t'(’v,‘) = tru; + vy =
tettit+ui—teu; = ui. Ademas tuy = trup+tur—t'trur = trup+t'ur—tug = ug.
Por lo tanto existe ¢t € T tal que u; = tu; para toda k£ € N.

(c)=>(d) Sea (12a)aean € N®). Entonces n, = 0 para casi toda A € A.
Sean n,; los elementos distintos de cero en (n)aea con iz = 1,..., k. Pori(c)’

existe ¢ € T tal que n,, = tn,,. Entonces t(na)aca = (121)aea con lo que N(A)

es s-unitario para todo conjunto A. .

(d)=>(a) Obvio. P

Para recordar definiciones y resultados acerca de los modulos planos ver
ATy A.78. : E
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2.2.8 Anillos s—unitarios

Proposicién 2.2.9. Para T un ideal en R las siguienies condiciones son

equivalentes:
(a) T es s—unitario izquierdo;

,(b) para todo zdeal zzquzerdo I de R, TI=TnN ]
(c) para todo R—modula rRLCr N, TL=TNNL;
(d) R/T es un R—mddulo derecho plano.

Prueba. (a)=>(c) Sea rL Cr NN. Tenemos que demostrar que TN N L C
TL. Seax € TN N L, en particular x € TN, por lo que =z = Zml ;1
con t; € T 'y n; € N. El inciso (a), junto con la proposicién 2.2.7 (c), nos
dice que existe t € T tal que ¢; = ¢¢; V 7. Por lo tanto tx = tZ:.‘:l tin; =
z:;, ttin; = 2;‘:, t;n; = x, como = también estd en L tenemos que xz € T'L,
yporlotanto 7L =TN N L.

(¢)=>(b) Sea 7 un ideal izquierdo de R. Considerando rJ Cr R, tenemos
que TI=TRNI=TnNI.

(b)=>(a) Sea u € T, entonces RRu es un 1deal de R y por (b), u €
T N Ru=TRu=Tu.

(b)<=>(d) Se sigue de la proposicién A.7.11. = i ()

Ahora estamos listos para la siguiente proposicién:; A

2.2.10 o[U] con generador pseudo—proyectlvo e

Proposicién 2.2.11. Sea U un R—madulo, G;_» @{Ru | u € U(N)} y
T := Tx(o[U], R) = Tr(G, R). Las siguientes condzc;zones son equivalentes:

(a) G es pseudo-proyectivo;

(b) todo generador en o[U] es pseudo-proyéctivo; :
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() o[U] es cerrada bajo extensiones y F(o[U]) es cerrada bajo cocientes
de mddulos; : )

(d) (o[U], F(olU])) es una teoria de torsidn cohereditaria;

(e) G es un T—mddulo s—unitario;

(f) todo mddulo en o[U] es un T—mddulo s—unitario;

(g) U es un T—mddulo s—unitario; :

(h) para cualquier k€ N y g1,..,9r € G, R=T + n?=k1 AﬁR(éi);'
(i) para toda g € G, R =T + Ang(g); |

(3) para todo N € o[U] el morfismo candnico Yn : T ®r N —> N es una
biyeccion; "

(k) U=TU y (R/T)r es U-plano.

Prueba. (a)<>(b) Igual que (a)<>(c) en la proposicién 2.1.5.

(c)<=(d) Es obvio.

(a)<>(d) Es claro a partir de la proposicién 2.1.21, pues por hipétesis
o[U] = Gen(G).

(d)=(e) Por (d) y 2.1.21, Tr(G, L) = TL para todo R—méddulo. o[U] es
cerrada bajo submddulos, entonces L = TL para todo gL C G, por 2.2.7,
tenemos que G es un T'—mddulo s—unitario.

(e)=>(a) Por (e) y 2.2.7, tenemos que TG = G y por 2.1.21, G es pseudo-
proyvectivo.

(e)=-(f) Sea A en o[U], por lo tanto M € Gen{(G). Entonces existe un
epiformismo ¢ : G — A para algin conjunto A. Por hipétesis G es
un T'—médulo s—unitario, por la proposicién 2.2.7, G también lo es. Sea
m € M, entonces existe g € G™) tal que @(g9) = m, para g € G existe
t € T tal que g = tg, por lo tanto tm = tp(g) = ¢(tg) = ¢(g) = m, y por lo
tanto M es s—unitario.
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(f)=(g) y (h)=(i) Obvio. : ,
(e)=>(h) Parak € N y gi,...,gx € G, consideremos el monomorfismo

v: R/ ﬂ:.;l Ang(g:)) — G*, definida. por 7 +— (rgihici<k-
Por (e}, TIm~y = Im~y, y como Imy = R/ ﬂ,_ AnR(g,) concluimos que
T(R/ iz Anr(g:) = R/ iz, Anr(g:) -
Es decir, R~ (", Anr(g:) € Gen(G). Ademsds G es ps;au:do-bfbyectivo; ’
entonces por la proposicién 2.1.17 : ’{3 i
Tr (G, (R/ iy Anr(9:))) = (Tx(G, R) + Nis, Anr(@:))./ n:;l Ann(g:)
v porlo tanto R=T+ ﬂ‘ 1 Ang(gi). .

(g)=>(e) Por (g) y 2.2.7, UM es s—unitario, y como G C U™ entonces
G también lo es.

(i)=>(e) Para g € G cxisten elementos =z € Ang(g),t € T con 1p =z + ¢,
por lo tanto g = (z + t)g = tg € Tg, es decir, G es s—unitario.

(e)=-(j) Para N € o[U]), N = TN (por (e)), cs decir, ¥» es suprayectiva.
Para probar la inyectividad de ¥n consideremos Zf;, t; ® n; € Nuc ¢y,
donde t; € T" y n; € N, es decir, ZL, t;n; = 0. Como p7T" es un T'—mddulo
s—unitario existe t € T con ¢; = tt;Vi =1, ..k (por 2.2.7). Entonces tenemos
que

Shiti®n =Y tt;9on,=3Fr totn=0

Por lo tanto ¥ es inyectiva.

(j)=>(e) Consideremos un submédulo K C G y formemos el diagrama
conmutativo con renglones exactos

TO@K — T®G — TG /K —— O
l'!uc lwc ‘ J'!IJG/R
00— K — G —s G/K —— 0

Por (j) ¥e ¥ %e, x son isomorfismos. De lo anterior concluimos que. ¥k
es epimorfismo por lo que K = Imyy, = TK, es decir, G es s—unitario.
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(a)=>(k) Puesto (a)=>(g), tenemos que U es s—unitario y por lo tanto
U = TU. Como G es pseudo-proyectivo por la proposicién 2.1.21, T = T2,
es decir, T es s—unitario entonces por la proposicién 2.2.9, (R /T) r es plano,
en particular U—plano.

(k)=>(g) Sea N C U un submdédulo ¢ 7 : L < N. Definimos
ony : R/T®r N — N//)TN y oy : R/T®r U — U -TU como
on(T+T)®n)=mn+TN y @u((r+T)Qu) =ru+TU, respectivamente,
entonces el diagrama

0 — R/T® N -’i"—/-f—f’l»‘ R/T®rU

ew, s
0 — NoTN 1,  UsTU
es conmutativo, por (k), (R“T)r es U—plano, por lo tanto los réngldneé

son exactos. De que U _7TU = 0 se sigue que N/TN = 0 es decxr N ,TNV
por lo tanto U es un T'—mddulo s—unitario.

Combinando los resultados anteriores tenemos las SIgmentes observac1ones :
acerca de ideales idempotentes.

Corolario 2.2.12. Para un ideal idempotente T de R,lasszgu ntescondz—
ciones son equivalentes: ‘
(a) Gen(gT) es cerrada bajo submddulos;
(b) para cualesquiera R-médulos pRL Cp N, TL=TNNL;
(c) R/T es un R-mddulo derecho plano; »
(d) T es un anillo s—unitario izquierdo;
(e) para todat € T, R =T + Ang(2); :
(f) para cualquier k € Nyty,.,tx € T, R=T + )t ArrVIRk(t;);

i=1

(g) todo R T—mddulo izquerdo inyectivo esR-inye(:ti’ub;
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(h) R/T — Mod tiene un cogenerador R-inyectivo.

Prueba. Combinando las proposiciones A.7.11 y 2.2.9 _obtenemos la
equivalencia entre (b), (¢), (d), (g) v (h). ' s

(f)=>(e) Obvio. )

(e)=>(a) Por (e), T es un anilo s-unitario (como en (i)=>(e) 2.2.11), por
la proposicién 2.2.9, TL = TN N L para todo R—médulo N y rL Cp N,
por lo que Gen(xT') resulta hereditaria.

Por (a), Gen(rT) es una subcategoria cerrada, por la proposicién 1.3.2
tenemos que Gen(gT) = o[K] para algin K € R — Mod, y ademais
Tr(o[K),R) = Tr(T,R) = T, entonces como T es un generador pseudo-
proyvectivo por la proposicién 2.2.11, tenemos que (a) implica (e) y (f).

(a)<»(b) Sea rL Cr N,entonces TLC TNNL,por(a), TLCTNNLe
Gen(T) y como T L es ¢l mayor submédulo de L que estd en Gen(T") tenemos
que TN N LCTLyporlotantoTL=TN n L.

El reciproco también e¢s claro como ya se vié: sea pL Cr N con N €
Gen(T) por(b), TL = TN N L = N N L = L y por lo tanto L €
Gen(T). O

2.3 Subcategorias estables
Recordemos que una clase 7 C o[M] es llamada estable en o[M] si T es
cerrada bajo extensiones esenciales en o[M]." ‘ '
2.3.1 Subcategorias estables en o[M] " -
Proposicién 2.3.2. Para U € o[M] las sz‘guien'téé c‘bindicz'ones son equiva-
lentes: : Sl ) o
(a) o[U] es estable en o[M];
(b) o[U] es cerrada bajo cdpsulas M—inyectivas;

(c) todo mddulo U—inyectivo en o[U] es M—inyectivo;
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(d) para cualqﬁier N € o[M], Tr(c[U], N) es esencialmente cerrado en N;

(e) para cuaquier mddulo M—inyectivo N € o[M], Tr(U, N) es un sumando
directo en N ; BT

(f) para cuaquier médulo U—inyectivo N € o[M], Tr(U,N) es M —inyectivo.

Prueba. (a)=>(b) Sea N € o[U} y N su cdpsula M—inyectiva. N es una
extensién esencial de NV, por (a), Ne o[U].

(b)=>(c) Sea N € o[U] y Ny su cdapsula U—inyectiva. Ny es la mayor
extensién esencial de N en o[U]. Si N es U—inyectivo entonces N = ﬁu,
por (b), Ne o[U], entonces Ny = N, por lo tanto N es M —inyectivo.

(e)=(d) Sea N € o[Af], T := Tr(c[U],N) y Tv la capsula U—inyectiva
de T. Entonces, T C Ty "N € o(U] y como T es el mayor submédulo de
N que pertencce a o[U] tenemos que T = Ty N N, por (c), Ty =T, es decir
T =TnN. Supongamos que 7" C,. K, K C NN, entonces en particular
TNNC K ycomo T es la mayor extensién esencial de 7" en o[M] tenemos
que K C T y por lo tanto T = I, es decir, T es esencialmente cerrado en V.

(d)=(e) Sea T := Tr(co[U], N). Si N es M —inyectivo entonces Tc N,
por (d), T es escncialmete cerrado en NV, por lo tanto T = f, es decir, T
ecs sumando directo de N. Por otro lado, observemos que si IV es U—inyectivo
entonces Tr(U, N) también lo es, pues para cualquier homomorfismo
f:U — N, Im f € Tr(U,N). Es claro que Tr(U,N) C T y como ambos
son U—inyectivos tenemos que Tr(U, N) es sumando directo de T y por lo
tanto de V.

(e)=(f) Sea N un médulo U—inyectivo en o[Af]. Entonces como en la
implicacién anterior T := Tr(U, N) resulta U—inyectivo. Sea 77 := Tr(U, ),
entonces Tr(U,T) € Te(U,T) = T' y como Tr(U, T) = Tr(U,Tr(U, N)) =
Tr(U,N) = T (la traza es un prerradical idempotente) entonces T C TV.
Por (e), 7" es sumando directo de T, es decir, T = T'® K para algin K C T.
Puestoque T C 7' y T C. T tenemos que K = O y entonces T' = 7. Por
otro lado, T € o[U] y T U—inyectivo implica que T = Ty, y como T' = Ty
tenemos que T = T' = T y por lo tanto Tr(U, N) es M —inyectivo.
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(f)=>(a) Sea N € o[U] y N’ una extensién esencial de N en o[M].
tonces N' € N. Ademas, N es U~inyectivo, por (f), Tr(I/, N¥) es M ~inyectivo,
por lo tanto N = Tr(U, ]’\7) @ K, para algin K C N. Por otro lado, NV in-
tersecta a Tr(U,JV), entonces N N K = 0 v por lo tanto KX = 0, es decir,
N = Tr(U,N) € o[U]. Como N’ C N y o[U] es cerrada bajo submédulos
entonces N’ € o[U] y por lo tanto o[U] es cerrada bajo extensiones. O

Observemos que para una subcategoria estable o[U] € o[M], los médulos
U —inyectivos en o[A{] no tienen por que ser M —inyectivos. La siguiente
proposicién nos proporciona un criterio para saber cuando un mdédulo
U —inyectivo en o[M] es A —inyectivo.

Proposicién 2.3.3. Para U € o[M] las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

(a) todo mddulo U—inyectivo en o[M] es M —inyectivo;

(b) tedo médulo U—inyectivo en o[U] y todo mddulo X € o[M] para el cual
Tr(o[U],X) = 0, es M —inyectivo.

Prueba. (a)=>(b) Por hipdtesis todo mdédulo U—inyectivo en o[M]
es M —inyectivo, cn particular si esti en g[U]. Ahora, sea X € o[A{] con
Tr(o[U],X) =0, y 0 — K — U un monomorfismo. Entonces K € o[U],
por lo que el morfismo cero es el inico morfismo de K a X, el cual es
trivialmente extendido por el morfismo cero de U a X, por lo tanto X es
U —inyectivo y por (a), X es A —inyectivo.

(b)= (a) Sea X € o[M], U—inyectivo. Entonces Y := Tr(o[U],X) € X
es también U—inyectivo como se vié en la proposicién anterior ((d)=> (e)),
como Y € o[U], por (b), ¥ es M —inyectivo y por lo tanto sumando directo
de X. Entonces X =Y & Z para algiin gZ Cp X, ademas Tr(c[U], Z) = 0,
pues de lo contrario ¥ M Z $# 0 debido a que Tr(o[U], Z) C Tr(c[U],X) =Y
por lo tanto Z es Af—inyectivo y en consecuencia X también lo es. [m]

Proposicién 2.3.4. Sea U € o[M] y supongamos que o[U] es estable en
o[A]. Entonces o[U] es cerrada bajo extensiones en o[M].
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Prueba. Sea 0 — K — L — N — 0 una sucesién exacta en o[A{],
con K, N € o[U]. Por hipétesis la cdpsula Af—inyectiva K de K estd en
o[U]. Calculando la suma fibrada* obtenemos el diagrama conmutativo con

renglones y columnas exactas.

0 0
| |
0 — K > L >y NV » O
! | I
0__’1?_.’@._ + N —— 0

El renglén de abajo se escinde. Entonces Q= RenNe o[U], por lo tanto
L € olU]. : o

2.4 Cog(U) cerrada bajo extensiones

El hecho de que Cog(U) sea una clase cerrada bajo extensiones estd rela-
cionado con condiciones de inyectividad para el médulo U, lo cual es el dual
de las condiciones de proyectividad que se consideraron antes. A contin-
uacién se dardn algunas definiciones y resutados duales a los de la seccién
2.1.

Las nociones duales a 2.1.1 quedan como siguen:

Definiciéon 2.4.1. Sea @ un R—mdédulo y h : L — N un monomorfismo
en R — Mod. Q es llamado pseudo-inyectivo con respecto a h si para todo
homomorfismo distinto de cero f € Homg(L,Q), existen s € End(Q) y
g: N — Q que satisfacen gh = sf $ 0, es decir, el diagrama ‘

0 — L -2 N

17
Q
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puede ser extendido no trivialmente al diagrama conmutativo

0 — L —25 N
| ES
Obviamente @ es pseudo-inyectivo con respecto a h si y sélo si
Hom z(N, Q)1 es un End(Q)-—subméddulo esencial de Homp(L, Q).

@ es llamado:

e nuc-inyectivo con respecto a h si las condiciones de arriba se satisfacen

con s un monomorfismo.

e inyectivo con respecto a I si las condiciones de arriba se satisfacen con
s un isomorfismo (o s = fdg).

Aplicaremos estas nociones con respecto a diferentes clases de
monomorfismos. Primero recordemos que para f : N — M, Conuc f
estd definido como Conuc f = A Imf. Como estaremos tratando con
monomorfismos, entonces que Conuc f € Cog(U) simplemente quiere decir
A N € Cog(U).

Dual a 2.1.2 definimos:
Definicién 2.4.2. Sea M un R—médulo y U, Q € o[M]. Q es llamado:

e U-pseudo-inyectivo en o[M] si @Q es pseudo-inyectivo con respecto a
todos los monomorfismos 2 : L — N en o[M], con Conuc h € Cog(U);

® auto-pseudo-inyectivo en o[M] si es pseudo-inyectivo en a'[M]’ con re-
specto a todos los monomorfismos o : L — N en o[M], con
Conuc /€ Cog(Q);

e pseudo-inyectivo en o[M] si Q es pseudo-inyectivo con respecto a todos

los monomorfismos en o[M];
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e nuc-inyectivo en o[M] si es nuc-inyectivo con respecto a todos los
monomorfismos en o{Af].

Observacién 2.4.3. Sea R = ( e 2 ) y S= ( . n ), entonces S es un
R—madédulo izquierdo simple. Ademads, S es proyectivo, ya que como médulo
izquierdo R = ( ? e ) ® ( . ) Sea h : L — N un monomorfismo con
Conuc h € Cog(S), entonces Conuc © es isomorfo a un submédulo de $¥ para
algin conjunto X. Puesto que S = RS, tenemos que S* = S para algin
conjunto Y. Entonces S~ es semisimple, por lo que Conuc h es sumando
directo de S¥, por lo tanto Conuc h = S¥) para algin conjunto Z, con
card (Z) < card (YY), por lo tanto Conuc h es proyectivo. Con una argu-
mentacién dual a la hecha en 2.1.10, S resulta auto-pseudo-inyectivo en o[R].

Ademads, S no es inycectivo cn o[R], pues S C. [ o § })-

Observacién 2.4.4. Al igual que Gen(U), Cog(U) en general no es una clase
cerrada bajo extensiones, por ejemplo si U = Zpyn-1, con p un niimero primo y
n (S N, podemos formar la sucesién exacta en Z — Mod;
0 — pZpyn —> Zpn —> Zpn / pZyn —> 0 con extremos en Cog(Zpn-1)
Yy con Zpn ¢ Cog(Zpn-1).

Dual a 2.1.5 tenemos:

2.4.5 Mébdulos auto-pseudo-inyectivos en o[M]

Proposicién 2.4.6. Para U € o[M] las szguzentes condzczones son equiva-
lentes:

(a) U es auto-pseudo-inyectivo en o[M];

(b) st h : L —» N es un monomorfismo en o[{M] con. Conuc he Cog(U)
vy Homg(N,U)h = 0, entonces Homp(L,U) = 0;

(c) Cog(U) es cerrada bajo extensiones;

(d) (T(U), Cog(U)) es una teoria de torsion;
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(e) todo N.€ o[M] con una sucesién eracta: 0 — UAN N — UA
pertenece a Cog(U). ’ e N

Prueba. (a)=-(b) Supongamos que Homp(L,U) # 0, entonces existe 0 #
f:L — U y por lo tanto existen s € End(U) y g : N — U que satisfacen
gh = sf # 0, lo cual contradice la hipdtesis de que Hompgp(N,U)h = 0, por
lo tanto f = 0.

(b)=(c) Sea i : Re(N,U) — N. Entonces Hompg(N,U)i = 0, por (b),
Homp(Re(NV,U),U) = 0. Por lo anterior tenemos que Re(Re(NV,U),U) =
Nuc 0 = Re(V,U), es decir, el rechazo de N en U es idempotente. Sea
0— K L N 25 L — 0 una sucesién exacta en o[Af], con K,L &€
Cog(U). Por el corolario 1.2.3 tenemos que Re(X, U) = Re(L, U) = 0, ademés,
g(Re(N,U)) < Re(L,U) = 0, por lo tanto existe un tnico mono-
morfismo h : Re(N,U) — K, como Re(N,U) es idempotente tenemos
que Re(NV,U) € Re(K,U) = 0, lo cual implica que N € Cog(U) y por lo
tanto Cog(U) es cerrada bajo extensiones.

(a)s=>(c) Sea 0 — K —> N — L — 0 una sucesién exacta en o[M]
con K, L € Cog(U). Supongamos Re(N,U) # 0, sabemos que Re(V,U) es
es el menor submdédulo de NV tal que N Re(NV,U) estd cogenerado por U.
Entonces como N /K = L € Cog(U) tenemos que Re(N,U) C K con lo que
Re(N,U) € Cog(U). Con lo anterior tenemos que existen homomorfismos no
ceroentre Re(W,U) y U. Sea0 # f: Re(N,U) — U ¢ i: Re(N,U) — N
la inclusién. Como U es auto-pseudo-inyectivo en o[A], existen s € End(U)
yg: N — U tal que gi = sf # 0, es decir g(RRe(N,U)) # 0. Lo anterior es
una contradiccién, pues para toda x € Re(V, U) se tiene que z € Nuc g, esta
contradiccién viene de suponer que Re(V,U) # 0, por lo tanto Re(N,U) = 0
y entonces N € Cog(U) con lo que Cog(U) resulta cerrada bajo extensiones.

Para la otra direccién, sea i : L — N un monomorfismo en en o{M]
con Conuc h € Cog(U) y 0 54 f : L —> U. Para h y f formamos la suma
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fibrada y obtenemos el diagrama conmutativo con renglones exactos

0 — L -2y N =3 N/L_—5 0

l! lg' If

0 —s U —2*5 Q —> N/L — 0.

con g'h = s'f # 0. Puestoque U y N _~L estdn en Cog(U) tenemos que @
también estd en Cog(U), por lo tanto existe un monomorfismo ¢ : Q — U4
para algin conjunto A. Sea 7 : UM — U la proyeccién, entonces definimos
s:=7ps' y g := wpg, y obtenemos que gh = wpg'h = nps’'f = sf # 0,
con lo que U es auto-pseudo-inyectivo en o[M].

(c)<>(d) Recordemos que

T(Cog(U)) ={T € o[M] | para toda F € Cog(U), Homg(T,F) =0} y
T(U) ={T € o[M] | Homr(T,U) = 0}.

Entonces es claro que T(Cog(U)) € T(U). Sea T € T(U) y supong-
amos que T ¢ T(Cog(U)), entonces existe 0 # f : T' — F para algin
F € Cog(U) y por lo tanto tenemos un homomorfismo distinto de cero
T — FF — UM — U, para algin conjunto A. Esto es una contradiccién,
por lo tanto T" € T(Cog(U)), cs decir T(Cog(U)) = T(U). Por la proposicién
1.6.11, tenemos que Cog(U) es cerrada bajo extensiones si y sélo si
(T(U), Cog(U)) es una teoria de torsidn.

(c)e>(e) Sea N € ofM] vy 0 — Ur L5 N £ UM exacta en o[M].
Entonces la sucesiéon 0 — Imf — N — Img —— 0, es exacta y como
Im fe2UM € Cog(U) e Im g C UM € Cog(U), por (c), N € Cog(U).

Para el converso, sea 0 — K —]—> N 25 L —» 0 una sucesién exacta
cn of[M], con K, L € Cog(U), tenemos que demostrar que N € Cog(U). Por
hipétesis existen monomorfismos &' : K — UN y I' : L —» UM, para
algin A’ y A” respectivamente. Sea A = A'UA" y [ : L Ly par Ly
entonces la sucesién 0 — K —2> N 22, U» es exacta pues Nuc l{g = Nuc

it

g=1Imf. Para f y k: K =5 u» 2 UA, formamos la suma fibrada. y
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obtenemos el diagrama conmutativo con ‘renglones exactos™

00— K —Ls N 12, pya

g & I

0 - UA - Q 5 UM,
J! g

Por (e), @ € Cog(U). Sea z € Nuc p, entonces 0 = ¢'p(z) = g(x), es
decir = € Nuc g = Im f por lo tanto existe ¥ € K tal que f(y) = z, con lo
que 0 = p(x) = p(f(¥)) = f'k(y) y como f'k es mono tenemos que ¥y =0,y
entonces p es monomorfismo. De que N es isomorfo a un submdédulo de Q,
concluimos que NV € Cog(U). O

El siguiente resultado es dual a 2.1.17:

2.4.7 Modbdulos pseudo-inyectivos en o[M]

Proposicién 2.4.8. Sea U € o[M] las siguienies condiciones son equiva-
lentes:

(a) U es pseudo-inyecti'uo en o[M];

(b) si h : L — N es un monomorfismo en o[M)] para. el cual
Homp(N,U)h =0, entonces Hom(L,U) = 0; b

(c) Cog(U) es cerrada bajo extensiones, T(U) es cerrada bajo submddulos;
(d) (T(U), Cog(l))) es una teoria de torsidn heredztarza,

(e) para todo monomorfismno h: L — IN en o[M} con L €: Cog(U) e.'z:zste
algin g : N —» UA tal que gh : L — U? es mono; »

(f) T e Cog(U).

Prueba. La equivalencia entre los incisos (a), (b), (¢) ¥ (d) se obtlene como
en la proposicién anterior.
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(d)=>(e) Sea h : L — N un monomorfismo en o[M] con L € Cog(U).
Sea H = Homg(N,U), entonces por la propiedad universal del producto
directo, existe un inico homomorfismo g : N — U*? con Nuc g = Re(N, U).
Puesto que (b) y (d) son equivalentes, tenemos que Homg(Re(N,U),U) = 0,
es decir, Re(V,U) € T(U). Ahora, sea z € Nuc gh, entonces h(z) € Nuc g
y i(z) € Im h = L. Ademds, Re(N,U) N L € T(U) N Cog(U) =0, por.lo
tanto h(z) = 0, como /it es monomorfismo entonces x = 0 y por lo tanto gh
también lo es. :

(e)=>(f) Sea i : U — U la inclusién, por (e), existe g : U — U de tal
forma que gi es un monomorfismo. Supongamos que Nuc g # 0, entonces
tenemos que Nuc g MU # 0, es decir, existe 0 #£ z € N de tal forma que
gi(z) = g(z) = 0, lo cual contradice el hecho de que g7 es un monomorfismo,
por lo tanto g es monomorfismo y en consecuencia Ue Cog(U).

(f)=(a) Sea h : L — N un monomorfismo, 0 # f : L — U e
i: U <> U la inclusién. Puesto que U es inyectivo en o[M] y por hipétesis
T € Cog(U) tenemos el diagrama conmutativo con renglén de arriba exacto

0 —s L -t N

L
U0 2, ur U
Entonces, si g := mpg’' y s := ®wpi tenemos que 0 3% gh = 7r<pg’h = 7r<pzf =
sf y por lo tanto U es pseudo-inyectivo. oo i =

Por (f), M es pseudo-inyectivo en o[M] si y sélo si 1\/1 cogenera su cdpsula
A —inyectiva.

Un caso especial de los resultados previos es:

2.4.9 Médulos nuc—inyectivos en o[M]

Proposicién 2.4.10. Para U € a[M] las siguientes condiciones son equwa—
lentes:
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(a) U es nuc-inyectivo;

(b) para todos los monomorfismos h : L — N y f: L — s U en a[M]
eziste g : N — U con Nuc gh € Nucf;

(¢) para todos los monomorfismosh : U — N en o-[M] ezzsteg N ——) U
tal que gh : U — U es mono; :

(d) U y U son subisomorfos;
(e) U es subisomorfo a un mddulo M—inyectivo.

Prueba. (a)=-(b) Es claro a partir de la definicién de nuc-inyectivo.

(b)=(c) Sea h : U —» N un monomorfismo en o[M]. Por (b), para Idy
existe g : N — U con Nuc gh € Nuc 7dy, por lo tanto gh es mono.

(c)=>(d) Sea i : U — U la inclusién, por (c), existe g : U —» U de tal
forma que gi es un monomorfismo. Sea z € Nuc g, entonces existe 0 #r € R
de tal forma que rz € U, entonces gi(rz) = rg(z) = 0, lo que implica que
rz = 0 y por lo tanto = = 0, es decir, g es un monomorfismo, entonces U y
U son subisomorfos.

(d)=>(e) Obvio.

(e)=>(a) Sea h : L — N un monomorfismoy 0 # f : L — U, por (e),
U es subisomorfo a un médulo M —inyectivo K, entonces tenemos el siguiente
diagrama conmutativo con renglén de arriba exacto

00— L 25 N
Il
v—=sKx LU

Entonces si g := B9’ y s:=Ba tenemos que gh = Bg'h = Baf = sf,
ademds como a 'y £ son monomorflsmos s tambxen Io es, por lo tanto U es
nuc—lnyectlvo ’ o o ) ‘ (|

Dual a 2.1.23
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Definicién 2.4.11. Dos R—médulos N y L son llamados
e rechazo equivalentes si-Cog(N) = Cog(L);

e subisomorfos si existen monomorfismos N — Ly L — N.

La siguiente proposicién es dual a 2.1.24, y relaciona las dos nociones
anteriores:

Proposicién 2.4.12. Para dos R—mddulos N, L las siguientes condiciones
son equivalentes: )

(a) N y L son rechazo equivalentes;

(b) eziste un conjunto A tal que N* y LA son subisomorfos.

Entre mdédulos pseudo-inyectivos y nuc-inyectivos tenemos la siguiente
conexién: g .

Proposicién 2.4.13. Para U € o[M]:
(a) U es pseudo-inyectivo en o[M];
(b) eziste un conjunto A tal que UM es nuc-inyectivo;
(¢) U es rechazo equivalente a un mddulo nuc-inyectivo en o[M].

Prueba. (a)=(c) U <+ U induce un monomorfismo U4 —;s 4 para todo
conjunto A, entonces U — U4 —s 4 es un monomorfismo, es decir,
U e Cog((j) y por lo tanto Cog(U) C Cog(U). Por (a), y la proposicién
2.4.8, Ue Cog(U), por lo tanto, Cog(U) = Cog(fj), es decir, U es rechazo
equivalente a un médulo Af—inyectivo, en particular nuc-inyectivo.

(c)=(b) Como, Cog(U) = Cog(¥), con K nuc-inyectivo, por la
proposicién 2.4.12, existe un conjunto A, de tal forma que U y K son subi-
somorfos. Sea £ : L — N un monomorfismoen o[M] y 0# f: L — UA.
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Entonces por las hipdtesis anteriores tenemos el siguiente diagrama conmu-
tativo con el renglén de arriba exacto

0—— I h

lf

UA 9

l“ B

KA A -2 pa

N

con s'laf = ¢g'h # 0 y s’ un monomorfismo, entonces si s := Bs'a
y g := B¢, tenemos que sf = fBsaf = Bgh = gh % 0 con s un
monomorfismo, por lo tanto U# es nuc-inyectivo.

(b)=>(c) Es claro pues, Cog(U%) = Cog(U) para todo conjunto A, en-
tonces si A es el conjunto para el cual U* es nuc-inyectivo, tenemos (c).

(b)=(a) Sea h : L — N un monomorfismoen o[M]y 0% f: L — U.
Consideremos a la proyeccién 7y : U — U y a la inclusién U «— UA, para
formar el diagrama conmutativo con el renglén de arriba exacto

h

0—L N
|
U g

Js

Us =2 pga T2 A

Como UA es nuc-inyectivo, tenemos que s'iaf = g'h 7# 0, entonces si
s:=mas'in y g = mag' tenemos que sf = my'irf = 7ag'h = gh # 0, y por
lo tanto U es pseudo-inyectivo en o[M]. o ; .



Apéndice A

En este apéndice presentaremos algunas definiciones y resultados que fueron
usados libremente a lo largo de este trabajo y que corresponden a la Teoria
general de Mdédulos.

“A.1 Submoddulos esenciales

Definicién A.1.1. Sea M un R—mdébdulo y N un submddulo de M, se dice
que NN es esencial en M (N €. M ),si KNN = 0 con K € M implica
K = 0. En este caso, se acostumbra decir que M es una extensién esencial
para V.

Una equivalencia de la definicién anterior es:

Proposiciéon A.1.2. Sean N y M dos R—mddulos. Entonces N C. M si y
solo st para todo 0 #m € M existe 0 #7r € R tal que 0 2 rm € N.

Prueba. Supongamosque N C. M y sea 0 #% m € M, entonces Rm # 0y
por lo tanto Rm N N # 0.

En la otra direccién, sea KX € M con K NN = 0, supongamos que
K # 0, entonces existe 0 # k € K, por hipétesis existe 0 # 7. € R tal que
0 #%£ rk € N con lo que K NN s 0, esto es una contradiccién, por lo tanto
K = 0 y entonces NV C., M. O
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Definicién A.1.3. Sea M un R—~médulo y N un submédulo de M, se dice
que N es esencialmente cerrado en M, si M no contiene extensiones esen-
ciales propias de NV, es decir, si N C, Ky K C A4, entonces K = N.

Definicién A.1.4. Dado A un R—mddulo y un submédulo N C M, un

pseudo-complemento para N en M es un submédulo K C-M mé&ximo con-

la propiedad de que NN K = 0.

Observemos § = {L € M | LN N = 0} cumple las hipétesis del lema de
Zorn, lo cual nos garantiza la existencia de pseudo-complementos.

Lema A.1.5. Sea M un R—mddulo y N es esencialmente cerrado en M.
Entonces si M es inyectivo N también es inyectivo.

Prueba. Sea K un pseudo-complemento para N en M. Consideremos el
monomomorfismo f : N — M /K definido por n +» n + K y la inclusién
2: N — M . Como M es inyectivo tenemos el diagrama conmutativo con

renglén superior exacto

0 NI mor
M

Es claro que N = (N@® K) /K. Sea T/K C M/ /K de tal forma
que (N K) K N T,/K = 0, entonces tenemos que I N (N & K) =
K. Observemos que T N N € T N(N® K) = K , lo que implica
T N N =0, como K es un pseudo-complemento tenemos que T"= K y por
lo tanto T/ K = 0, es decir, (N @ K) /K C. MK, con lo que 7 resulta
monomorfismo. Por hipétesis, N es esencialmente cerrrado en M por lo
que (N® K)/K = MK, es decir, N X = M y por lo tanto N es
inyectivo. O
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A.2 Capsulas inyecfivas en R — Mod

Definicién A.2.1. Sea ' D un grupo abeliano. - D es divisible si para todo
n € N y para todo z € D existe ¥y € D de tal forma que = = ny. '

.Proposicién A.2.2. Todo grupo divisible es inyectivo como Z—mddulo.

Prueba. Sea D un grupo divisible. Por el criterio de Baer, es suficiente
verificar que D es inyectivo respecto a los ideales de Z. Sean € Z y f :
nZ — D un Z-homomorfismo, entonces f(n) € D por lo tanto existe
y € D tal que f(n) = ny, entonces definimos f : Z — D como f(m) = my

con lo que tenemos que f extiende a f y por lo tanto D es inyectivo en
Z — Mod. m}

De la proposicién anterior y de algunos otros hechos se desprende el
siguiente resultado (para mayores detalles ver [DAU94]):

Proposicién A.2.3. Si D es un grupo divisible entonces Homz(R D) es
inyectivo como R—mddulo.

Observacion A.2.4. De la teoria general de grupos abelianos sabemos que
cualquier grupo abeliano M se puede sumergir en un grupo divisible D, y
por lo tanto Homgz(R, M) — Homz(R, D) resulta ser un monomorfismo.
Combinando estas observaciones con las dos proposiciones anteriores y con
el hecho de que M = Homp(R, M) C Homz(R, M) tenemos la siguiente
proposicion:

Proposicién A.2.5. TJodo R—mddulo izquierdo se puede sumergir en un
R—~mddulo izquierdo inyectivo.

Definicién A.2.6. Una sucesién exacta 0 — M =3 E se. llama
monomorfismo esencial si Im ¢ C, E.

Definicién A.2.7. Sean E y M R—modulos, E myectxvo Entonces E es la.
cdpsula inyectiva de M, si existe un monornorflsmo esenc1al 0- - M ——) E.
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Proposicién A.2.8. Todo R—mddulo tiene cdpsula inyectiva.

Prueba. Sea M € R — Mod, entonces existe un R—médulo inyectivo E de
tal forma que M C E. Sea § = {gK C E | M C. K}, es fdcil ver que §
satisface las hipétesis del lema de Zorn por lo que F tiene méaximos. Sea K
uno de tales maximos. Supongamos que K C. T con K ¢ T C E, entonces
tenemos que M C,. T, ésto contradice la maximalidad de K, por lo tanto K
es esencialmente cerrado en F y por el lema A.1.5, K es inyectivo,. por lo
tanto tenemos que K es una cdpsula inyectiva para M. O

Una caracterizacién muy 1itil de la cdpsula inyectiva es la siguiente:
Proposicién A.2.9. Sea M € R — Mod y E(M) su cdpsula myectzua En-
tonces .

(a) E(M) es la mdzima exstension esencial de M en R — Mod..

(b) E(M) es el menor inyectivo que contiene a M en R — Mod. ;
Prueba. (a) Supongamos que M C. K para algin K € R—Mod. Puesto que
E(M) es inyectivo tenemos el siguiente diagrama conmutatxvo con renglén

exacto "
0 M —2 K

3 z

E(M)

Sea & € Nuc %, como M C, K tenemos que existe 0 # r € R tal que
rk € M, entonces i(rk) = i(rk) = ri(k) = 0, como i es mono, tenemos que
rk = 0 y por lo tanto & = 0 con lo que 7 es monomorfismo y por lo tanto
K C E(M). :

(b) Se prueba de manera similar intercambiando K con E(M). 0O

Observemos que de la proposicién anterior obtenemos la unicidad de la

cdpsula inyectiva (salvo isomorfismos).
Dado un R_~J—mdédulo una descripcién de su cdpsula R/J—myectlva
es la siguiente:
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Proposicién A.2.10. Sea M un R/J—mddulo. Si E(M) es su cdpsula
R—inyectiva y Er;(M) su cdpsula R,/J—inyectiva, entonces

ER/J(I\/[) = {.’L‘ € E(M) | Jz = 0}.

Prueba. Sea F = {z € E(M) | Jz =0} y =z € E, entonces existe r € R tal

‘v querz.€ M, sir+J=J entonces (r + J)z = Jr = 0 € J, en otro caso

7 +'J # J y por lo tanto (r + J)z # Jx = 0, es decir, todo = € F tiene
un multiplo escalar en M sobre R, ~J, entonces por la proposicién A.1.2,
M C. E y por la proposicién A.2.9, tenemos que E C Eg_;(M). Sea I
un ideal izquierdo de R de tal formma que J C I. Consideremos el siguiente
diagrama con renglén exacto

0 > I.7J y R/J

L ls

E — EWM)

Este diagrama es conmutativo pues Homg ,(I,/J, E) = Homg(I /J, F)
y E(M) es inyectivo. Ademds, 0 = f(J) = Jf(I) por lo que f(I) € E, es
decir, E es R ~J—inyectivo, entonces por la proposicién A.2.9, Er, (M) C
E y por lo tanto Eg, ;(M) = E. O

A.3 Cé&psulas inyectivas en o[M]

La existencia y unicidad de cdpsulas inyectivas en g[M] se prueba de forma
similar que en & — Mod. Una caracterizacién muy 1itil de la cdpsula
M —inyectiva es la siguiente:

Proposicién A.3.1. Sea N € o[M], N y E(N) las cdpsulas inyectivas de
N eno[M] y en R— Mod respectivamente. Entonces N = Tr(M, E(N)).

Prueba. Es claro que N € Tr(M, E(N)) € E(N). Ademas, comq;E(‘N)’
es M —inyectivo entonces Tr(AM, E(IN)) también lo es: para cuaquii;r ho-
momorfismo f : M — E(N), Im f C Tr(M,E(N)). Por otro-lado,sf



64 e . . ... Apéndice

z € Tr(M, E(N)) entonces existe » € R de tal forma que rz € N (pues
z € E(N)), es decir, N C. Tr(M, E(IV)), por lo tanto Tr(M, E(NN)) junto
con la inclusién N — Tr(M, E(N)) es una cdpsula inyectiva para N, y por
la unicidad, tenemos que N = Tr(M, E(N)). |

De acuerdo con la proposicion A.2.9, tenemos la siguiente caracterizacién
para las cipsulas inyectivas en o[M}:

Proposicién A.3.2. Sea N € o[M] y N su cdpsula M —inyectiva. Entonces
(2) N es la mdzima eztension esencial de N en o[M]. -

(b) N es el menor inyectivo que contiene a N en o[M].~

A.4 Submdédulos superfluos
Dual a la nocién de submddulo esencial, definimos la de submodulo superfluo

Definicién A.4.1. Sea M un R—mdédulo y N un submodulo de M se dice.
que N es superfluo en M (N <« M), si N+ K =M con KCc M 1mphca'
K = M.

Proposicién A.4.2. Sea M (finitamente genéfado,' J(R) el radical - de
Jacobson de R e I un ideal de R. Si I C J(R) entonces IM << M.

Supongamos que JAM + KK = M con K C M, entonces tenemos que
M=IM+K C JR)M + K C J(M) + K. Puesto que M es finitamente
generado existe un submddulo maximo H c M de tal forma que K C H,
entonces M C J(M) + K C J(M)+ H ycomo J(M) C H se tiene que
J(M) + H = H, es decir, M C H lo cual es una contradiccién, por lo tanto
K = M con lo que IM < M.

La proposicién anterior es una de las versiones del Lema de Nakayama.
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A.5 Cubiertas proyectivas en R — Mod y en
olM]

Definicién A.5.1. Una sucesién exacta M — N — 0 es un epimorfismo
superfluo si Nuc m <« M.

Definicién A.5.2. Sean P y N R—médulos, P proyectivo. Entonces P
es la cubierta proyectiva de N, si existe un epimorfismo superfluo P ——»
N —— 0. Si los médulos estdn en o[M], entonces P se llama o[M]—cubierta
proyectiva de NV.

Definicién A.5.3. Dado un médulo M y un submédulo N C M un suple-
mento para N en M, es un submdédulo KX € M minimo con la propiedad de
que N + K = M.

Aunque existen suficientes médulos proyectivos en o[M] y R — Mod, un
mddulo no necesariamente tiene cubierta proyectiva. La existencia de capsu-
las inyectivas estd relacionada con la existencia de pseudo-complementos, lo
cual, como anteriormente observamos estd garantizado por el lema de Zorn.
Para obetener cubiertas proyectivas necesitamos que existan suplementos,
lo cual no siempre sucede, por ejemplo, cualquier submédulo propio de zZ
carece de suplementos.

Las siguientes afirmaciones describen a la cubierta proyectiva sin men-
cionar su existencia.

Proposicién A.5.4. Sea M un R—mddulo y P — N una cubierta proyec-
tiva de N. Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

(1) Si f : @ — N es un epimorfismo con Q proyectivo, entonces existe .
una descomposicion Q = Q1 & Qs, con Q; = P, Q2 = Nuc f y
flo:: @1 — N es una cubierta proyectiva de V.

(2) Si (@, f) cs otra cubierta proyectiva de N, entonces existe un isomor-
fismo h:Q — P con mh=f.
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Prueba. (1) De la proyectividad de @ tenemos que existe h : Q@ — P
con wh = f. Puesto que 7 es superfluo, h resulta epimorfismo y por lo
tanto h se escinde. Es decir, existe algiin g : P —» @ con hg = Idp y
por lo tanto Q@ = Im g & Nuc A, haciendo @, = Im gy @2 = Nuc:h
obtenemos la descomposicién deseada. @; es proyectivo, y como «w = fg IQ,, .
el epimorfismo f |g, es superfluo. : S
(2) Si f es superfluo, Nuc f no puede contener un sumando dlrecto dls-
tinto de cero, y por lo tanto Q2 =0 en (1). O

Observemos que por (1), ningin cociente propio y no trivial de Z puede
tener cubierta proyectiva en Z — Mod.

A.6 Anillos semlperfectos y perfectos dere-
chos

Definicién A.6.1. Sea R un a.hilldy J(R) su radical de Jacobson. R se
llama semiperfecto si R~ J(R) es semxslmple y los idempotentes en R ~J(R)
pueden ser levantados a R.

Definicién A.6.2. Un anillo R se llama perfecto derecho si todo R—mdédulo
derecho tiene cubierta proyectlva.

Un resultado que enlaza los dos conceptos anteriores es el siguiente:

Proposicién A.6.3. Para un anillo R las siguientes condiciones son equiv-
alentes:

(a) R es semiperft.zcto,:

(b) R tiene un conjunto completo de idempotentes ortogonales e1,-..,en de
tal forma que cada e;Re; es un anillo local;

(c) Todo R—mddulo derecho (izquierdo) simple tiene cubierta proyectiva;



Médulos planos en Mod — R 67

(d) Todo R—médulo derecho (izquierdo) finitamente generado tiene cu-
- bierta proyectiva.

Prueba. Ver [AF74: C7-s27). o

De la proposicién anterior es claro que todo anillo perfecto derecho es
semiperfecto. .

A.7 Mobdulos planos en Mod — R

Aqui mencionaremos algunos de los resultados mas importantes acerca -de:-
los R—mdédulos derechos planos, cabe resaltar que dichos resultados también -
son vélidos para los R—médulos izquierdos planos.

Definicién A.7.1. Un R—médulo derecho F es plano si F ®R preserva'
monomorfismos de R—médulos izquierdos.

Proposicién A.7.2. Sea {F;}; una familia de R—-modulos derechos entonces
@, F; es es plano st y sélo si cada F; es plano. P e

Prueba. Sea L —» M un monomorfismo de R—méddulos izquierdos.. En-
tonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo '

(@I F;))®r L — (B F)®r M

=| =

@(F; ®r L) —— &;(Fi®r M)

Donde los isomorfismos estdn definidos por ((z:); ® l) — (z; ® l);. El
renglén de arriba es un monomorfismo si y sélo si el renglén de abajo lo es, y
esto sucede si y sélo si cada (F;®zL) — (Fi®grM) es un monomorfismo. [

Proposicién A.7.3. Todo R~—mddulo proyectivo es plano.

Prueba. Ry es plano puesto que Rr ®r L = L. Por la proposicién ante-
rior tenemos que R{) es plano para todo conjunto I, por lo tanto cualquier
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moédulo libre es plano. Entonces, como todo médulo proyectivo es sumando
directo de un modulo libre, nuevamente, por la proposicién anterior tenemos
que dicho médulo proyectivo es plano. O

Proposicidon A.7.4. Sean sFr y rE dos mddulos dados, supongamos que
rE es un cogenerador inyectivo. Entonces Fg es plano si y sélo st Homy4 (F E)
es un R—mddulo izquierdo inyectivo.

Prueba. Sea  : M —— N un monomorfismo de R—modulos 1zqu1erdos._
Este induce un diagrama conmutativo :

Homp(N, Homa(F, B)) 22, Hom o(M, Hom(F, E))..

| I="

Homa(N ®r F,E) 2@, Homa(M ®r F,E)

Si Fr es plano, entonces a®1 : M@zrF — N®pF es un monomorfismo,
v rE inyectivo implica que Hom{(a® 1, 1) es un epimorfismo. Por la conmu-
tatividad se sigue qu Hom(a, 1) es un epimorfismo, y po lo tanto Hom 4(F, E)
es un R—mddulo inyectivo.

Supongamos ahora que Hom,4(F, E) es un R—médulo inyectivo. Regre-
sando al argumento anterior podemos concluir que Hom(a® 1, 1) es un epi-
morfismo. Sea 0 # =z € A @ F. Puesto que pFE es un cogencrador inyectivo
existe una funcién A—lineal ¢ : M ®pr F — FE tal que p(z) # 0. Puesto
Hom(a ® 1,1) es un epimorfismo tenemos que ¢ = ¥(a ® 1) para algin
P : N®r F — E. De que ¢(z) # 0 se sigue que (a ® 1)(z) # 0 entonces
o ® 1 es un monomorfismo. Por lo tanto Fr es plano. ]

En el caso particular de que A =2Z y E = Q ~Z, tenemos que:

Corolario A.7.5. Un mddulo Fg es plano si y sélo si F = Homz(F, Q/Z)
es un R—mddulo izquierdo inyectivo.

Por este resultado podemos obtener un criterio de planitud -
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Proposicién A.7.6. Un R—mddulo Fr es plano si y sélo si el homomor-
fismo candnico F ®@r I —> F es un monomorfisno para cada ideal izquierdo
finitamente generado I de R.

Prueba. Supongamos que FF ®p I — F es un monomorfismo para cada
ideal izquierdo finitamente generado / de R. Entonces es claro que esto
es vdlido para ideales izquierdos I arbitrarios, si J_v: ® a; € F ®gr I, en-
tonces a; pertenece a un maédulo izquierdo finitamente generado J C I, y la
composicién F @p J — F ®pr I — F es un monomorfismo. Entonces si
> yi®a; va a cero en F, se debe a que >_ y; ® a; es cero en F ®r J y por lo
tanto ceroen F ®@g 1.

La inclusién I — R induce entonces un monomorfismo FF®zr — F, y
entonces tenemos un diagrama conmutativo

Homp(R, F) —— Hompg(I, F)
F — IQF
Donde el homomorfismo de abajo es un epimorfismo. Entonces también

lo es el renglén de arriba, y por lo tanto, por el criterio de Baer, Fes inyectivo,
entonces por el corolario anterior F es plano. O

Para finalizar esta seccién presentaremos un resultado técnico.
Lema A.7.7. Sea el diagrama

K 2> 1 £, N —0

R -

I 4 - .
K o N > 0
conmautativo - con- renglones : exactos.~:-Supongamos ~que vy es ‘un
monomorfismo. Entonces «” es- un monomorfismo - 'si y  sélo si

Ima’ NIm v =Im Ya.
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Prueba. Supongamos que " es un monomorfismo. De la conmutatividad
del primer cuadro tenemos que Im ¢/ Im 4 2 Im +a. Ahora, sea
vy € Im o’ N Im 4/, entonces existe £ € K’ y | € L de tal forma que
y = a'(k) = v'(1), entonces B'(y) = 0, es decir, 0 = B'9'({) = v"B() lo que
implica que 8(I) = 0, entonces [ € Nuc 8 = Im ¢, por lo que existe s € K
tal que a(s) = [, entonces v'a(s) = ¥'(I) = y, con lo que y € Im o y por lo
tantoIm &' N Im v = Im va.

Ahora supongamos que Im &' M Im 4 = Im va. Sea z € Nuc v",
entonces existe [ € L tal que B(l) = z, entonces 0 = v"8(l) = B'v'(l) por
lo que 7(I) € Nuc B8’ = Im <o/, entonces por hipétesis existe s € K tal que
Y a(s) = v (l) y como ' es monomorfismo tenemos que a(s) = [ y entonces
0 = Ba(s) = B(l) = z= por lo que v es un monomorfismo. (]

A.7.8 Anillos cociente planos

Definicién A.7.9. Una sucesién exacta corta 0 — K — N — L — 0 -
de R-—médulos derechos es llamada pure si K ®g M —> N ®p M -es un
monomorfismo para todo R—médulo izquierdo M. REN

Lema A.7.10. F es un R—mddulo derecho plano si y solo si pm_‘aﬂ ada zdeal
izquierdo finitamente generado I de R el Z—epimorfismo, uy : F®RIk — F'I .
con p(w ® a) = wa es un monomorfismo.

Prueba. Sean ¢, : I — R e ip; : FI — F las nclusmnes y
: F®p R — F el isomorfismo dado por u(z ® a) = za, Consxderemos el
snguneutc diagrama conmutativo e

F®RI—L‘F—®”->F®RR‘

w ‘|

Fr =, F L
Entonces. - Idr ® iy es mono si y sélo si u;:-también es mono;- entonces -
por la proposicién A.7.6, tenemos que F es plano si'y solo si<"pr - es un

monomorfismo. ‘ o (]
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Proposicién A.7.11. Para un ideal derecho J de R las siguientes condi-
ciones son equivalentes:

(a) R/J es un R—mddulo derecho plano;
(b) la sucesidn exacta 0 — J — R — R /J —> 0 es pura en Mod — R;

(c) para todo ideal izquierdo I de R, JI = JnN1I.

Si J es un ideal (bilateral) en R, las siguientes condiciones tafﬁbién
son equivalentes a las anteriores: . :

(d) todo R ~J—mddulo izquierdo inyectivo es R—inyectivo;

(e) R/J — Mod contiene un cogenerador R—inyectivo. -

Prueba. (a)=>(b) Sea N un R—médédulo izquierdo, entohces N = L/K“con' '

L libre por lo que la sucesién 0 — K — L —> N = 0 es exacta.

Aplicando J® - , R® -y R/J ® - a la sucesién anterior, obtenemto’s‘el.

diagrama conmutativo

J®K — R®K — 3 R/JQK —— 0

! | L=

0 — J®L —*5 R®L —% 5 R/JQ®L —— 0

l ! l

J®N — 4 RN — 3 R/JQN —— 0

l l l

0 4] ]
con renglones y columnas exactos. Por (a), R~J es plano, por lo tanto o
es monomorfismo. Tenemos que demostrar que 8 es monomorfismo. Sea = €
Nuc S, es decir, 8(z) = 0, = puede ser levantada aye€ J® L, u(y) € RS L
va adar a 8(z) =0€ R® N, por lo tanto u(y) proviene de algin elemento
z€ R® Ky z es enviado a un elemento u € R/J ® K. Pero a(u) =
o(u(y)) = 0, como o es monomorfismo se tiene que u = 0. El elemento
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z € R ® K debe ser entonces la imdgen de algin elementov € J® K, y
v debe ser enviado a y € J ® L, ademds L libre, implica L plano (A.7.3),
es decir, # es monomorfismo. Concluimos entonces que ¥y va dar a cero y
por lo tanto x = 0, con lo que 8 es monomorfismo y entonces la sucesién
0—J— R— R/J - 0 es pura en Mod-R.

(b)=>(a) Consideremos la sucesién exacta 0 — K — L —+ N — 0.
Aplicando -® K, - ® Ly -®@ N alasucesion0 —w J— R — R "J — 0
que por hipétesis es pura en Mod — R, obtenemos el siguiente diagrama
conmutativo con renglones y columas exactos :

0 0 0

l l l

J®K —%5 J®L — J®N — 0

- e It

0 —> R®K —*»5 R®L —— R®N 50
I- N
R/J®K —2 - R/J®L —— R/AJ®N —— 0
l l ol

0 0 0

Tenemos que mostrar que 3 es un monomorfismo. Sea z € Nuc S, existe
y € R® K tal que a(y) = z, entonces 0 = 8(z) = Ba(y) = nu(y), por lo que
#(y) € Nuc 7 = Im o, por lo tanto existe = € J ® L tal que ¥%(z) = u(y),
puesto que ¢ es un monomorfismo, por el lema A.7.7, Imyy = Impuy N Imy,
por lo tanto existe w € J ® K tal que yYo(w) = u(y), entonces py(w) =
Yp(w) = u(y), como p es monomorfismo entonces y(w) = y, y por lo tanto
0 = ay(w) = a(y) = z, con lo que B es monomorfismo y en consecuencia
RJ es un R—mddulo derecho plano.

(c)<>(a) Consideremos la sucesién exacta 0 —» J 2y, R-25R/J—0
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y el diagrama de Z—homomorfismos
0

iy@Id;

JeI 22 por 2y p gl —— 0

e L

0 —sInJ —S5 1 2y (RonI
0

donde u,pur y Yy estidn dadas por a ® b +— ab con a y b en los respectivos
médulos. Dicho diagrama es conmutativo con renglones y columnas exactas
entonces, por el lema A.7.7, 1% es un monomorfismo si y sélo si JI = J NI,
y por el lema A.7.10, tenemos que R_“J es plano si y sélosi JI=JnNI1I.
(c)=>(d) Primero observemos que si u € J entonces Ru es un ideal
izquierdode R, y por (¢), u € JNRu = JRu = Ju. Sea Q un R/J—mdédulo
izquierdo R_~J—inyectivo y E(Q) su cdpsula R—inyectiva. Sea I un ideal
izquierdo de R. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo con renglén

exacto
0 —— I —— R

r] 7
Q — EWQ)

Entonces 0 # f(1) € E(Q). Sea z € Jf(1) N Q entonces z = uf(l) € Q
con u € J. Puesto que Q es un R,/ J~médulo tenemos que Jz = Juf(1l) = 0,
por la observacién anterior tenemos que u = tu para algin ¢ € J por lo que
z=uf(l) =tuf(l) € Juf(l) =0y como Q C. E(Q) tenemos que Jf(1) =
0. Por la proposicién A.2.10, f(1) € Q y por lo tanto Q es R—inyectivo.

(d)=(e) Sea J un idealde R, R' = R /J,y E = E(®;scsS), donde & es
un conjunto completo de representantes de clases de isomorfismo de médulos
simples. Entonces E es R'—inyectivo. Afirmamos que F es un cogenerador
R—inyectivo de R' — Mod. Sea M € R' — Mod y m € M, m £ 0. Entonces
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R'm tiene submddulos méximos, sea K uno de tales médximos. Entonces
S = R'm 7 K es simple. Tenemos entonces el diagrama con renglones exactos

0 > R'm >y M
' fml-,. o lfm
0 y S > F

Donde f,, existe debido a la R’ —inyectividad de E y ademads f,,, £ 0 si
m # 0. Definimos ¢ : M —s EHmME) como p(x) = (f(x))reHomm,B)-
Entonces ¢ e¢s un monomorfismo: supongamos que z # 0 y ¢(z) = 0, en-
tonces f(z) = O para toda f € Hom(M, F). Pero esto una contradiccién
pues fp £ 0 si x # 0, por lo tanto = = 0, con lo que ¢ es un monomorfismo.
Hemos demostrado entonces que todo R'—mdédulo estd en Cog(FE). Por (d),
E es R—inyectivo, y por lo tanto R’ — Mod tiene un cogenerador R—inyectivo.

(e)=>(d) Sea M € R ~J — Mod, R~J—inyectivo, y sea E un cogener-
ador R—inyectivo de R,/J — Mod. Entonces existe un R ~J—monomorfismo
M — EY para algin conjunto X. Puesto que A es R J—inyectivo se
tiene que EX = M @ K para algiin K € R,~J — Mod. Dicha descomposicién
estd en R — Mod, y como E es R-—inyectivo, E~ también lo es. Entonces
tenemos que AL es sumando directo de un R—inyectivo, lo que implica que
M es R—inycctivo.

(d)=>(a) Consideremos al Z—mddulo E = Q. ~Z. Con una argumentacion
similar a la realizada en (d)=>(e) podemos ver que E es un cogenerador inyec-
tivo de Z — Mod, pues E = Q/Z = @pecpZp=~ = DperE(Z,) = E(BperZy)
(la dltima igualdad se da porque Z es neteriano). Es claro que R//J es
un R, ~J—mébdulo derecho plano, por el corolario A.7.5, esto sucede si y
sélo si Homgz (R, ~J,Q/Z) es un R ~J—mébdulo izquierdo inyectivo, por (d)
Homz(R,”J,Q~Z) es R—inyectivo (izquierdo), aplicando nuevamente A.7.5,
tenemos que I ~J es un R—médulo derecho plano. O
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A.8 Producto fibrado

Aqui presentaremos la construccién de los diagramas de producto f ibrado 'y
suma fibrada junto con sus propiedades mds importantes.

Definicién A.8.1. Sea f; : My, — My fo : My — M dos homorfxorfismbs
en R — Mod. Un diagrama conmutativo en R — Mod E

P 2, A,

ol s

Ml'——)M
N

es llamado producto fibrado (cuadrado cartesiano) para el par (f1, f2) si,
para todo par de homomorfismos

1: X — My, g2 : X — M, con fig1 = f292,

existe un tinico homomorfismo g : X — P con p1g = g1.Y = Pag = ga.

Para un par de homomorfismos el producto fibrado estd determinado
de manera tnica salvo isomorfismo: si p}| : P — M, p) : PP — M,
es también el producto fibrado para f;, f, como arriba, entonces existe un
isomorfismo h : P' — P con ph=p},i=1,2..
Proposicién A.8.2. Para todo par f, : My — M y fo : M; — M de
homomorfismos en R — Mod el producto fibrado eziste.

Considerando las proyecciones m; : My, @ My —> M,, i= 1 2 obtenemos
un homomorfismo

p* o fim = fama s ML My —'M, 7
y con la restriccion 7} de w; a Nuc p* C M1 @ Mo, él},‘cuadirado'
Nuc p* -”—l’) M,  ,
n;l ", lfz =
MM
es el producto fibrado para el:par (f1; f2). Pof construccion
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Nuc p* ={(m;, m2) € M1 & M> | fi(m1) = f2(m2)}.

Prueba. Sea g; : X — M. g : X — M, tal que figi = fego ¥
' §: X — M; & M,, el correspondiente homomorfismo dado por la propiedad
universal de'la suma directa. Entonces

P'd = Hmg — fom2g = g1f1 — g2f2 =0,
y por lo tanto g se factoriza a través de Nuc p*. O
Propiedades A.8.3. Si el diagrama conmutativo en 2 — Mod:
P 2 Ar, '
. hll ) l!z
M, — M.
representa el diagrama de producto fibrado, entonces:

(i) FEziste el siguiente diagmiﬁa':‘ oﬁ}r‘é 'glcf)rrié.:s'féz‘qict'os"

(i) 87 f1. es mono, entonces ha también lo es.::
(iii) Si fi es epi, entonces he también lo es.

(iv): Si fi es mono, entonces para el diagrama conmutativo con el renglén
de abajo exacto

0 —s P B2z, 22, o

m) L=

0 M L M 250 —500

tenemos: el primer cuadrado es el producto fibrado si y sélo si el primer
renglon es exacto. Si f» es epi, entonces pf. también lo es.
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Prueba. Usando la presentacién y la notacién de la proposicién:anterior
podemos suponer

P = Nuc p* = {(m;,m2) € M1 &M | () = fz(’mz)} h, =}y hz = 5.

(i) Haciendo K = Nuc f1 y K — P, k— (k,0), obtenemos el dlagrama
deseado.

(ii) Es una consecuencia de (i).

(iii) Sea f, epi. Entonces, para m, € M,, existe m; € M; con
fi(my) = f2(m2). Entonces (m,,m2) € Py ha(m,, m2) = ms.

(iv) Sea f; mono. Si el primer cuadrado es el producto fibrado, esco-
giendo una representacién como en (1), primero obtenemos que hs es mono.
Para my, € Nuc pfy, existe my € M; con fi(m,) = f2(m2). Esto significa
(mi1,m2) € Py ho(my, m2) = ma. por lo tanto el primer renglén es exacto.

Ahora supongamos que el primer renglén es exacto y g1 : X — M,

gz : X —~—— My, con pfigi = pfg2 = 0, es decir, existe un
tnico £ : X — P = Nuc pfo con hyk = g. También tenemos que
filmk = fohok = f191.Y fi1 mono, implica que h1k = g, y el cuadrado es
el producto fibrado. [}

A.9 Suma fibrada

V’Deﬁnic‘ién A.9.1. Sea g1 : N — Ny y g»: N —» N, dos homomorfismos
en"R:—Mod. Un diagrama conmutativo en R — Mod

N—iz—)Ne

n| |

Ny — Q
q1

es llamada suma fibrada para el par (gl, g2) si, para. todo par de homo-
morfismos

hi: Ny — Y, hy : N; — Y con hig) = hag,,
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existe un inico homomorfismo h: Q@ — Y con hq, = hy y hgs = hs.

Nuevamente, @ estd determinado de manera tinica salvo isomorfismo. La
suma fibrada es también llamada suma amalgamada o cuadrado cocartesiano
(ver [Wis91]).

Proposicién A.9.2. Para todo par gt : N — Ni, go : N — N> de
homomorfismos en R — Mod la suma fibrada eziste.
Con inyecciones €; : N; — N, ® N,, i = 1,2, obtenemnos un homomor-

fismo
q*: €191+ €92 : N —» Ny & Ns.

Con homomorfismos candnicos & : Ny — N; @ N, — Conuc ¢* el

cuadrado
N —23—) N,

Qllk J_é'z

Ny - Conuc ¢*
1

es la suma fibrada para el par (g1,9g2). Por construccidn,

Im ¢" = (g1e1 + g262) (V) ={(91(n), 92(n)) |n € N }C N, @ Na, y
: Conuc ¢* = Ny @& N /Im q*.

Prueba:. Supongamos que para ¢ = 1,2, tenemos homomorfismos
hi; : N; — Y con ;g1 = hags. Entonces obtenemos el diagrama

N -, N, $N24 —— Conuc.g*
Y
con. (hymy — homa)g* = (hlm‘ — hzwz)(gle; +go€z) = higy — hggz =0.

Por lo que existe un tinico homomorfismo & : Conuc ¢* — Y, con lo cual
- obtenemos el diagrama deseado. 0
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Propiedades A.9.3. Si el diagrama conmutativo en R — Mod:

N 2, N,

h l lyz

Ny, —— Q
9
representa el diagrama de la suma fibrada, entonces:
(i) Tenemos el diagrama conmutativo con renglones ezactos:

N 2, N, y C - 0

h l lﬂz l

Ny — Q —» C —— 0
5

(ii) SZ fo es epi, entonces gy también lo es.
(iii) Si f2 es mono, entonces g, también lo es.

(iv) Si fo es epi, entonces para el diagrama cqnmutaiivo con el renglén de
arriba eracto v R

0 s K —~» N L5 'N, » 0
I n| |2
K Ly N 2, 0 s 0

tenemos: el segundo cuadrado es la suma fibrada si y sdlo si el renglon
de abajo es exacto. Si f; es mono, entonces f, i también lo es.

Prueba. (i) De la proposicién anterior tenemos que

Im g* = {(fi(n), f2(n)) | n € N}

con lo que obtenemos el homomorfismo

9:Q = N; & Np/Tm ¢* —> Na/ f2(N), (n1,n2) -+ Im ¢* — n2 + f2(N),
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lo que nos conduce al diagrama deseado

N -, Ny —— N/ fo(N) —— O

J;l lga [

Ny —29 Q —Z5 N/ fo(N) —— 0

(ii) Obvio .

(iii) Si f2 es mono y gi1{n1) = (n1,0) +Im ¢* = 0 € Ny & N,/ Im a*,
entonces existe n € N con (n;,0) = (fi(n), f2(n)), es decir, n = 0y por lo
tanto rz; = f1(0) = 0.

(iv) Sea f, epi. Si el segundo cuadrado es la suma fibrada, entonces
por (i) g1 es epi. Escogiendo /X = Nuc f.. Si n, € Nuc g;, entonces
(n1,0) € Im g%, es decir, existe n € N con (n1,0) = (fi1(n), f2(n)), es decir,
n € K = Nuc f2. Por lo tanto el renglén de abajo es exacto.

Ahora supongamos que el renglén de abajo es exacto y sean
h; : N; — Y ,1=1,2, homomorfismos con h, fi = ha fo. Entonces b, /;i = 0,
y la propiedad del coniicleo de @ nos da un tnico homomorfismo h: Q@ — Y
con hg; = hy,. Entonces hy fo = h, fi = hg, f1 = hg2f> y por lo tanto ha = hgo
puesto que f, es epi. Y en consecuencia el segundo cuadrado es la suma
fibrada. (]
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