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INTRODUCCION

En esta tesis. estudiaremos la dinamica de los automorfismos de CP*, el espacio proyectivo
complejo de
dimension dos.

En la teoria clasica, s¢ estudian los automorfismos de CP', que son el grupo de las
wransformaciones de Mébius. En este grupo existen 3 tipos diferentes de automorfismos,
cada uno de los cuaies tiene una dindmica propia, a saber: el grupo de aquellos
automorfismos cuyva dindmica tiene dos puntos fijos, uno atractor v otro repulsor (elementos
hiperbélicos). el grupo de aquellos cuya dinamica consiste de un solo punto fijo (elementos
parabdlicos) ¥ aquellos con dos puntos fijos indiferentes (elementos elipncos) Los
elementos hiperbélicos son conjugados, mediante un automorfismo. a elementos de la forma
== J=. || = |, los elementos parabdlicos son conjugados a elementos de la forma

= = =+ 1, y los elementos elipticos son conjugados a elementos de la formaz — A=,
Ar=1

Estos automorfismos se generan tambien mediante la composicion de antiautomorfismos; es
decir. mediante una composicion de inversiones.

Uno de los objetivos de esta tesis es generalizar estos resultados a los automorfismos de
CP:.

El orden de la tesis es como sigue:
En el capitulo 1, se describen los espacios proyectivos complejos y algunas de sus

propiedades basicas.
En el capitulo 1, se estudian v se clasifican los automorfismos de CP?, en 6 clases
dinamicas diferentes. y damos sus clases de conjugacion..

En el Capitulo I se definen y se estudian el equivalente a las inversiones de CP' v
demostramos gue fodo automorfismo de CP- se genera como composicion de dichas
inversiones.

Finalmente en el capitulo IV, estudiamos la accion de un subgrupo libre en dos generadores,
del grupo de automorfismos de TP v que deja invariante la bola unitaria, Se estudia el
coniunto limite y la region fundamental de esta accion, restingida a la bola. El conjunto
limite se encuentra en la frontera de la bola unitaria v su accion es minimal, es decir la
cerradura de la orbita de un punto en el conjunto limite es el conjunto limite




CAPITULO
LOS ESPACIOS PROYECTIVOS

I.]1 GEOMETRIA DE LOS ESPACIOS PROYECTIVOS

1.1 1 Definicién’ Ef cspacio proyecnve de dimension n compleja. P, ex el espacio de las
rectas complejas de ™ que pasan por el origen: es decir, el resultado de identificar un
punto distinto del origen con 1odos sus nnihtiplos complejos:

()

Ty
Donde

(s ) ~ (A= A A1)

paratodo /A € C distinto de cero.

En esta tesis, siempre que se hable de rectas, planos, hiperplanes, multiplos. nimeros, etc.
se entenderd que nos referimos a rectas complejas. planos complejos. hiperplanos
complejos, miltiplos complejos, etc. excepto que se aclare lo contrario.

1.1.2 Proposicion: P’ ¢f espacio de las recias que pasan por el origen de C*, es la esfera
de Riemann, C U {=x}.

Demostracion:Sea L, = (z.1) larecta de C* conw= 1y sealy= (=0} larecta con
w=0.Seax = (z,, ) un punto de Z- wal que v, * 0.

El punto x nos determina una nica recia L que pasa por x v por el origen (0,0). La recta /.
queda definida como los multiplos de x°

L=jx
paratodo A € C.
En particular para A, = < que es un nimero complejo distinto de 0 (ya que wy # 0, x). Es
claroque 2,x € L) vaque 2,w, = 1.

Esto demuestra que para todo punto x de C* ~ L. existe un dnico 4, € C 1al que
Ayx € Ly Es decir que para todo punto x de C7 — Ly existe un punto /..x € L, tal que
X~ A

Seanx = (zo.w)y v = (2w, ) dos puntos de L, tales que x ~ 1. Esto implica que existe




2 € Cral que

}—.\ =2
Ay o= wy
Comox,y € L) emonces wy = w, = | porloque 2 = 1y por lo tanto x = 3.

Esto implica que € ~ L, médulo Iz relacion es igual a L. Por lo cual tenemos

Ci-Ly _
C-{O}’L‘

v L = Cvaque podemos identificar un nimero complejo = con el punto de 2, (2, 1). Y
cada punto (=, 1) € L, lo podemos identificar con el nimero complejo =. Es decir :

CZ"'Ln -~
Ty = ©

Pero nos faltan los representantes de ios puntos que estan conterndos en Ly — 0 _es decir,

que nos falan los puntos que nos representen a los puntos de Ly — 0
Sean (4,0} v (5.0) dos puntos de Lo — 0.
Sea 2.+ = £ . Entonces 2 € Cy es distinto de 0 ya que {a,h} € C - {0},
A.0(b,0) = (a.0)
Esto implica que cualesquiera dos puntos x,1 € Lo — (0.0). estan relacionados, Es decir:
xr~y vy, ) € Ly —-(0,0)
Es decir que cualquier punio de Lo — {0.0) es equivalente a todos los puntos de Ly — (0.0),

Sea p un punto de Ly ~ (0, 0). entonces:

Lo—(0.0) _
o "

Es decir P'es isomorfo a C U {p}, que ¢s la esfera de Riemann, 5°.
=Cu{y=8§°

A este punto p lo llamamos el punto al infiniro.

1.1 3 Definicion: La parte finita de P es el conjumo de puntos ales que w = 0.




Hay que notar. que no existe diferencia entre los puntos de la parte fimta y el punio al
mfinito. de hecho, P' —x = C. para todo punto x ¢ P*.

| 1.4 Proposicién: B* es C* 1y P,
Demastracién: La demostracion la vamos a hacer por induccion sobre n.

Por la proposicién anterior. tenemos que para el caso # = 1. la proposicion es cierta. va que
por la definicion que hicimos P? es igual a un punto.

Supongamos que es cierto paran = k — 1. Por demostrar ahora que es cierto paran = k
Denotemos por ¥ = (20,24,72, ...z, ) a los puntos de C*1

Sean H, = {x € Tz, = 1} el hiperplano complejoz; = 1y
Ho = {x e C'"' | z; = 0} el hiperplano complejo z; = 0.

Seax = (20x.T13.52, ... 2k ) un punto de C*' ~ Hy, es decir, tal que 2 2 0.
El punto x determina una Ginica recta compleja L que contiene ax y al 0. La recta £, queda
definida por todos los maltiplos complejos de x.

L=ix
paratoda 2 € C.

En particular para 2. = < que es un nimero complejo distinto de 0 va que =, = 0. Es
claro que A,x € H) yaque 2.2, = 1. Esto muestra que para todo punto x existe un {mico
numero complejo 2, tal que A,x € H, Es decir que para todo punto x existe un linico punto
2.x € H) tal que x ~ A.x. Esto muestra que C*~' - Ho modulo la relacion es igual a ;.

Fr
T

vH, = C' Es decir:
CA-] "HO - ¢

Sélo falta agregar los representantes de los puntos contenidos en Ho. Pero Hy, = C* por lo
que

Hu-—{ﬁ} - Cﬁ'
C-{0y =~ CT-10}

que por hipotesis de induccién es igual a P*'.

Entonces:




L8 oype
Con lo que probamos el resultado para 10da n
Entonces P” es C" union un P™'paratodan € N.
1. 1.5 Definicién: E/ hiperplano al infinito es el conjumio de puntos x € P rales guez, =0
;La parte finita dc P7es el conjunto de puntos x € P" tales que z, + 0 .
Para todo punto x de la parte finita de P" existe un punto » de la forma
Y= (0.0, Zpt, 1}

tal que
X~y

Por esta raz6n algunas veces, cuando nos refiramos a puntos de iz parte finita de P,
supondremos que éstos tienen la itima coordenada igual distinta de 0. Analogamente al
caso n = 1, no exisie diferencia entre los puntos de la parte finita. v los puntos del
hiperplano al infinito, de hecho P”—~ H = C", para todo hiperplano & < P™.

Tomemos ahora un subespacio C* & C™', k = 0. Es claro, por construccion, que

c -9

n

= IP.(‘-I c P

De hecho, el conjunto de los subespacios de C* < C™', con k = 0, es igual al conjunto de
los P4 < P7,

1.1.6 Definicion: Una recta en P" es of conjunto R de purios, tales que existe un
subespacio € < C™' 1al que

C1-0 _

c-o - F

Claramente & = P'.

Dados 4, B, (" nameros complejos tales que |4} + [B] + (| # O sea
Hipe = {ew.) e C | Az+Bw+(r = 0}

Por construceion H ; 4 es un subespacio C° < C°,

Sea

H_; e 6

Entonces, R es una recta de P, si y solamente si existen A, &, (" tales que |4 = IBl+ (] # 0




de modo que
R=R e
Claramente, {z,w.7) € P’ esun punto de R ; 5 siv solamente si
Az+Bw (=10
Dada K1 pc , es obvio que paratodo x € P y paratodal € C -0
YeRipe == xeR, _1upic

Es decir, R 50 = Risigic paratoda X = 0.
Como desde e! principio descartamos el caso enel que 4 = 0,B = 0v (" = 0, ¥ ya vimos

que R;pc = R, 50 . entonces a cada recta de P le podemos asociar un Gnico punto de
[F-de la siguiente manera:

Raipe — (A.B.C)
Analogamente a cada punto de P° le podemos asociar una unica recta de P2
(A.B,C) — Rine

Esto muestra que existe una dualidad entre las rectas v los puntos de P, Es decir que el
espacio de todas las rectas de P7 es igual a P-.

1.1.7 Propesicién: £/ espacio de puntos que estin en una recta dada R ;5 5 igual al
espacio dc fas recias que conticnen un punto dado (A, B, C).

Demostracion: Como ya vimos, un punio (z,%.7) € P estaenlarectaR 5. siy
solamente si

Az +Bw+ (i =0
¥ una recta R. .., contiene al punto (4, 8. () §1 y solamente si

ZA+wB+1C =0
es decir, que larecta R, 5 de P contiene al punto (z,w. 1} € B gi v solamente si el punto
{A4.8,C’) esta contenido en la recta K., . Esto prueba que a cada punto de la recta R 5 se

le puede asociar una nica recta que contenga al punto (z,4,1) y viceversa, lo que
demnuestra la proposicion. 1l

. . o -
1.1 8 Corolario: £/ espacio de rectas de P que contienen a un punto dado p = (ze.wo. o)
es ignala B4 esie espacio lo denciamos como %,




De ahora en adelante siempre que nos refiramos a una recta de P nos estaremos refiriendo
|
aun P

De igual manera defimmos un espacio de dimension &, P* < P*

Definicion: Un espacio provective de dimension k contenido en P™ es el conjunto de
puntos P* 1ales que cxiste un subespacio H' < €™ al gue

HY*-1l — 6 = pi
-0
Claramente P* = P

1.1.9 Proposicion. Dados P*v y P*. | subespacios de P 1al gque kg +ky =n+jconj2 0,
se intersectan en un espaciao P* que contiene al menos un P!

Plonphoop
Demostracién: La demostracion es consecuencia directa de la definicion, ¥a que por
definicion, existen H'+~! y H%:-1 subespacios de C™' tales que

H;;“laﬁ = PL'D

Héiml -—5 =
C-0
donde (kg + 1)+ (k) — 1) = (n+ 1)+ (j+1dconj+ 12 1.

Por ser subespacios de C™'. entonces H¥o~' ( H*+~! contiene al menos un K1, por lo que
entonces

He-l . § n Ho- -0 _ (Mo NH"Y -0 5 H? -0 _ P

4 k.
Penpt = 555 <o T—0 =0

para algun /¥ < P".
Esto muestra la propesicion

1.1.10 Definicién: Scan xy v x2 dos punios de P”. La recta R, .. generada por évios
yueda definida por

B o {(2ax) + 2ax2) | (2. 22) € C* - (0,0))
Xprs 7 C"‘O

Es decir la proyectivizacién del espacio que generan en C-.

Dado un espacio P v un pumto x contenido en P*, definimos Px. el espacio generado por Py
por x como




o {(Zix+2y) | ye P (3 h2) e CT=(0.0))
- C-0

Defimdo asi claramentex € P © Py = P.

Seanx).¥>...x; k puntos de P".Sea F, = {x;.x2.x35...x,} . i < k un conjunto de puntos de

P"_El espacio generade por F;. lo denotamos por F . y queda defimdo por
Fi=Feox

Claramente F-; es igual a un espacio, cuva dimension esa lo mas k-




CAPITULO I
LOS AUTOMORFISMOS DE P?

2.1 LOS AUTOMORFISMOS DE P*

Los automorfismos de un espacio provectivo P" lo podemos identificar con las
transformaciones lineales invertibles de €™, va que una funcién lineal inverrible de C™
manda rectas por el origen a rectas por el origen y tiene una inversa lineal, por lo que
pensadas como funciones de P” son funciones biyectivas. A toda funcidn lineal invertible de
C™'se le puede asociar una matriz cuadrada 4 € M,-;, con determinante distinto de 0. y
cada una de estas matrices representa un automorfismo de la sigwente manera:

La matriz
aw e GQan
ap dpny ..o@
M= "
am dm ... dpy

representa al automorfismo f,

Azozie,zn) = (g, Wy, W)

n
w, = E ayz,
el

donde

2.1.1 Proposicién: Scan My y M, € M., con determiname distinito de 0, las marices que

represemian a f v a g respectivamente. i My = M, es decir ia, = b, para iodos
ije {01, . . .n} dondea, y b, son las entradas 1.j de M ¥ M respectivamente. cnionces
fy g represemanal mismo awiomorfismode CP”.

Demostracién: Sean fv g los automorfismos representados por Af; v por A,
respectivamente. Seax = (Z¢.2y,.....3,)




0.1z = (W)

£(z0.21....20) = (X140 V)
donde
=Y a.z,
AL
b
¥ = Zb‘f"’ T Adgz, = 3y a,',:, = Aw,

el ,u-u

Por lo que
Mixy=gx) vyeP”

v por lo 1anio

Sy ~plxy VxeP”

Con io que se demuestra que fy g son el mismo auiomorfisme y por lo tanto la proposicion es
certa il

Es decir. dada una matriz M, € M,_, con determinante distinto de 0, que representa al
automorfismo £, el conjunto de matrices

= {M; | 1 e C-{0}}
s el comunro de todas las marnces que representan al automorfismo f de P”.

~~
2.1.2 Definicién. Dadas dos matrices M y M € M, con determinante distinio de cero, decimos
que son equivalentes, si inducen el mismo automorfismo; es decir, si existe /. € € - {0} 1al que

M= M y o denciamos como M ~ M.

Si a cada matriz Af 1a tdentficamos con todas las matrices que son equivalentes a ella, entonces las
clases de equivalencia forman un grupe que se denota como PSL{n + 1. C), que es el grupo de
automorfismos de ¥~

PSLin+1,C) = Aur(P™)

ves n_ual al grupo de matrices que e tienen deterrrunante igual a 1. Es claro que para toda matriz A,
existe AT € FTAM ~ Ml que dethf = 1.

Para el caso cuando 7 = 1. a los antomorfismos sz ies conoce como funciones DE MOBIUS. Este
caso ha sido estudiado a profundidad. En este capitulo nos dedicaremos a buscar resultados sobre
el comportamiento de los automorfismos, principaimente para el cason = 2, analogos a algunos
resultados conocides det caso n = 1. Los resuliados de las funciones de Mobius se daran por




demostrados y se hara referencia a ellos continuamente.

2.1.3 Propesicion: Los amomorfismos de P-mandan recias en recias. Si f e Anr{(P*} yR
AuB.Cy 10 recta deierminada por la ecuacion

Aus + Bo“' + Cnf =0

entonees fR ;o no.0. ) 1ambién es una recia.

ay f’[ Lo
Demostracién. SeaA; = | a, bs ¢, | unamatriz que representaaf.
az b_z [ 4
Entonces
a by ooy ot a;z+bw eyt
fRs.c )= a> by s w = ass o+ haw + 0ot
az b_‘. s I 0_:_‘4-1"'3\1'4—('_:!

En donde Az = Baw + Cat = 0.
Hay que demoswrar que existen 4.8, y €\ tales que {4, | + 18]+ |(";] # 0, que cumpian
quesix = (z,w,7} € B
x & Rypee © fix) € Ryys, o,
es decir,
Au: + Bn"‘ + (‘ul =0

51 v solamente si
Avfas~hyw+ept) +Bifaaz+baw +ca) + C{asz + baw + ¢t} = 0
es decir, si y solamente si
(Aia) + By +Ciay o+ (Arbr + Biha + Crba)w+ (Ayes + Bies + Crea)i = 0

lo que ocurre si v solamenie si el stguiente sistema de ecuaciones tiene solucion distinta de
(0.0.0)

Avay + Bia: +Crax = Ay
A]b]-i-B]b:'f-(']b_\ = Ba

ETa +B;C3 +C]C3 = (‘u




lo que es cierto, va que dei(M,) = 0 v (4. Bo. (o) = (0,0.0).

De hecho
Au h[ &
det] By b3 e dat ha e det by e det buen
p Co by e s boe by ex
e det(M ) = Ao det{M;) *Ho det(M;) *Co det(M;)
ay Ay
det|{ a» By ¢ SR v o
@ Fo € det| @ det| ' det] 7
5 as Cy o ¢ ds as ¢z . a, o
P det(M,) = Ao det(Af,) 8o det(M,) =Co de1(Af))
ay by Ay
det| a» b: R » ba kb b
a0z B det az o2 det ra det am
. ax b; Co a:s b h; as . a- b'_\
G = 50 “h =g P T ey

esto demuestra 1a proposicion. Il

Es decir. dada cualquier recta R v cualquier f € Aur(P*), f{R) también es una recta. Es
decir, lo automorfismos mandan rectas en rectas,

Esta demostracién es obvia si sabemos que toda funcién lineal invertible de €7 manda
planos por el origen, en planos por el ongen.

Pero esta demostracion nos hace notar que dada f € Awr(P*) y cualquier recta Ry 5,.c,,

f(Rn'oJ*‘o-('n) = R-'hl‘ii-f'l

en donde 4,.8, v C; quedan definidos como en ta ecuacion 2.1.4 por lo que ademas
encontramos un automorfismo que manda un punto (A¢. By, Cy) al punto (4. 8:.Cy ).

2.1.5 Definicién: Denotemos por M al espacio de recias de B2 v por M, al espacio de
recias gue pasan por el punio p.

En Ia seccion anterior, vimos que % = P* y que %, = P' yque alarecta R 50 de P7 le
podemos asociar el punto (4.8.C) € /K

2.1.6 Proposicion. Dada € Aur(P?), sca T 1al gne

(214



-

f(An.Bu.Cu) = (,4|,B].C|)
si
SRiosecs) = (Raymcy)
emonces f € 4ur(E*).

Demostracién: En la proposicion anterior se encontro este automorfismo. por lo que la
proposicion es cierta ll

Esta proposicidn muestra que la accion de un automorfismo de P2, sobre . también es un
automorfismo.
Liamamos a { el automorfismo dual de /.

T:m-n
Estos resultado nenen una importancia mayor de la que aparenta. va que si un automorfismo
S fija un punto p. entones si X es una recta que pasa por p , f(R) también es una recta que
pasa por .

Esto implica que ¢l espacio de rectas que pasan por p es un conjunto invariante bajo £ es
decir,

.7(-“?1") = M,
Es claro que 7 | s, € Anr(P' )}, es decir es una funcion de Mobius.

2.1.7 Definicién Sca f € An(P7) y sca p un punto tal que Ap) = p. La derivada
proyectiva de fen p es la funcion de B, en R, denotada por (d H)f(p),

([ 1)) : 78, -

([T =7 e

que cumple que

lo que implica que, para toda R € . es decir, para toda recta que pasa por p

(D) =T

donde claramente 7 (R} € &, v por lo tamo ([ [ }(p) € Aur{P').

La denivada provectiva es muy atif para describir la dinimica de las rectas alrededor de los
puntos fijos de los automorfismos. El hecho de que sea una funcion de Mébius. hace que




CONOZCAMOS Su comportamiento.

2.1.8 Lema: Todo Auiomorfismo de P iiene 1.2.3 o o punios fijos:

Demostracion: La formula de Lefschetz y el hecho de que la caracteristica de Euler de

P* = 0 nos garantiza que todo automorfismo de P* tiene por lo menos un punto fijo. Lo que

tenemos que ver ahora es que si tiene mas de 3 puntos fijos, entonces tiene una infinidad.

Seaf e Aw (P} 1al que f fija al menos 4 puntos. Sean @ . B. ¥ y & puntos fijos de f tales
que son diferentes enwe si.

Supongamos que f fija un nimero finito de puntos.

Sea R,y la recta que pasa por o y por ,B Es claro que f{R.5) = Rup vaque fiRog) es una
recta (por ser fun automorfismo de P~) tal que contiene a @ v a f;

a = fla) € fiRap)

}3 ’_‘f(ﬁ) € .ﬂRa.B)
Entonces f | g,, € Aur{P') .
Por la teoria de las funciones de Mbius sabemos que si f | z,, fuviera 3 puntos fijos
entonces senia la identidad, lo que significa que si R,.g contiene otro punte fijo de fentonces
f1r,s =1.donde [ es el amtomorfismo identidad, y por o tanto ftendria una infinidad de
puntos fijos. Esto implica que si ftiene un niimero finito de puntos fijos, no puede haber tres
de estos colineales.

Esto implica que

Sea R, larecia determinada y y por . Es claro que

fRy5) = Ry

es decir que R, ; es invanante,
Sea p el punto de interseccidn de R,y yde R, 5.

p=RapNRys

Como fipr) € Rup v p) € R,; por ser estas invariantes entonces

f(]?) = Ra.[l nR;ri =p

Es decir, p s un punto fijo de /.

Como supusimos que /tiene un nimero finito de puntos fijos, entonces los inicos puntos
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fijosdef |, sonay B Esdecirquep =aop = 8.
Supengamos quez p = a. Esto implica que ¢ € Rys Comoa # ¥,6 entonces { |, tendria

3 puntos fijos v por lo tano f | z,, = 7y por lo tanto f tendria un nimero infinito de puntos
fuos.

Entonces si p = a se contradice nuestra hipdtesis de que ftiene un namero finito de puntos
fijos. Lo misme sucede st suponemos que p = S, lo que demuestra la proposicion.

Entonce si ftiene un numero finito de puntos fijos entonces, ese nirmero solo puede ser 1. 2
03

A diferencia de ®'. un automorfismo de P* puede tener un nitmero < de puntos fijos v no
ser la identidad va que 1odos éstos. salvo a lo mas uro, pueden estar contenidos en una
recta.

2.1.9 Corolario: Sea fe Aut{P*) 1al que tiene un mimero infinito de punios fijos. Sea R
una recia tal quc contiene 3 punios fijos de [ entonces si existen a y B punios fijos de f
walesgque a. B € R _entonees = 1.

Demostracion. Lo primero que hay que notar es que si un puntox € R, entonces x es un
punto fijo de £, va que por definicién R tiene 3 puntos fijos de /. v por o 1anto

Slg =1
es decir
xeR=fix)=x

Sea R, s la recta determinada por a y por 8. Claramente R + R, g va que por hipotesis a,
B e R Seap = RNR.p. Comop € Rentonces fip) = pyporlotantof |, tiene tres
pumtos fijos y por lo tanto f fx,, =1

Seaxunpuntode P  tal quex € Ryx & R, Sean R, o v R, las rectas gue unen x con a
v con f respectivamente. Sean

Y=RMNRy,

8=RNRep

Claramente y v 6 son puntos fijos de f. ya que ambos son puntos de R, Esto implica que
R.a v R. g son rectas invariantes, va que contienen dos puntos fijos.

Esto implica que x es 1mersecc1on de dos rectas invariantes y por lo tanto es un punto fijo.
Es decir, que todo punto de P es punto fijo de fyporiotanto /= /. B

Es decir. si f & Awr{P" )}, tal que ftiene una infinidad de puntos fijos, pero f = /, entonces
todas los puntos fijos de /. salvo a lo mas uno. estan contenidos en una recta.




Veamos ahora un par de ejemplos en donde un automorfismo ftiene una infinidad de purnios
fijos. pero = /.

2.1.10 Ejemplo: Sea f € A {®7) 1al que
fewny=0z 0wy A=z01

En este caso fdeja fijala linea r = 0, yaque (2w 0} = (4= Aw.0) paratoda } = 0.

Tomemos ahora un punto pral que s = ¢, p = (z,u.1) y evaluemos f ()

fzow 1) = (A=, dw, 1)
Claramente (=, w, |} es un punto fijo de /'si v solamente (z.w. 1) = (0,0.1).

Esto implica que f es un automorfismo que tiene una infinidad de puntos fijos. v que no es el
automorfismo idenndad. Podemos notar que todes los puntos fijos, salvo uno. estan
contenidos en una recta.

2.1.11 Ejemplo: Sea f € Aur{(P*) 1al que
fewny=(+2twyy 2=x0
En este caso ftambien fija la rectar = 0, va que
Sz, 0) = (2w, 0)
pero en [a parte finita, fno nene puntos fijos , va que si A = 0, no existe (.. 1) tal que
(2w 1)=(z+2wm 1)

Entonces, fes un automorfismo que tiene una infinidad de puntos fijos. que no es la
identidad. En este caso todos los puntos fijos de festan contenidos en una recta.

Estos resultados se pueden generalizar a P" de la siguiente forma:

2.1.12 Proposicion: Si { € Aur(P"} y tiene un mimero finito de punios fijos entonces ftiene
a lo mas n+ § puntos fijus.

Demaostracion: La demostracion se hark por induccidn sobre n. Por el lema 2.1.8 sabemos
que la proposicion es cierta paran = 2. Supongamos que es cierto pararn < k- ]. Basia
demostrar que es cierto para n = k.

Sea fun automorfismo de B, tal que ftiene un nimero finito de puntos fijos. Supengamos
que ftiene & + 2 puntos fijos. Sea I = {x,.x>. _..x;.2} el conjunto de dichos puntos fijos.
Por hipotesis de induccion cada & puntos fijos de /' determinan un espacio proyectivo de




dimension & + I, P*'_ que es invariante, ya que si determinaran un espacio P < P, con
J £ k-1, este que tendria mas de j + 1 puntos fijos, y por lo tanto tendria una infinidad.

Sea P} ;_, el espacio provectivo generado por F — {Xp.1, X4 }. Por hipétesis de induccion
Xi1. X2 € P{T], 2 vaque entonces en P}l . habria mas de k puntos fijos de £, v por lo
tanto f tendria una infinidad de estos.

Sea R la recta generada por x,. v por x;.2. Por construccian, R es una recta invariante.
Dado que dimR = | vdimP*! = k + 1, entonces existe un punto p tal que

p=RN Pi:},:-"

Por construccidn fipr} = pva que
Apye P,

fmeRr
vaque Ry P2, . son invanantes. Por lo tanto

fp)=ROPI,, =

Es decir p es un punto fijo de f.

Como p € R. entonces si p # xi..x;-2. la recta K tendria 3 puntos fjos v por lo tanto
tendria una infinidad lo gue seria una contradiccion a nuestra supesicion de que f tene un
numero finito de puntos fijos.

Entonces p = xi.1 0 p = x;.2. Esto también seria una contradiccion a la suposicién de que f
tiene un numero finito de puntos fijos, ya que entonces alguno de los dos estaria en PI1,
lo cual ya habiamos visto que es imposible.

Entonces, si f € Amt(P") v f tiene un niimero finito de puntos fijos. entonces /tiene a lo mas
n+ 1 puntos fijos. B

Al igual que para el caso de los amomorfismos de P°_ un automorfismo f de P” puede tener
una infinidad de puntos fijos v no ser la identidad.

De hecho. podemos generalizar el corolario 2.1.9 de la siguiente manera:
2.1.13 Propesicién; Sea f € Au(P" ) 1al gue friene una infinidad de puntos fijos. Sea
P c Bralgue [ | o = I Si existen x1,x2,....X,,X -, puntos fijos de f, tales que

X e P osil £ 5 <0+ entonces existe un P™ 1al que P < P™ < P*, para el cual
Sl =1

Para la demostracion de la proposicion, mostraremos primero el siguiente lema.

2.1.14 Lema: Para iodo awomorfismo [, si Px es el espacio generado por un punie fijo x y
por un espacio invarianic I, entonces Px, es decir la union de las rectas de P a x, también
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es invarignic.

Demostracién. Por definicion, un punto p € Px esta en una recta R determinada un punto
Y & Pyporx Claramente f{p) € AR) v A(R) € Px.yaque fiR) queda determinada por

f(r) € Pypor fix) = x, v por o tanto f{p) € Px, lo que muestra la proposicion. Il

Demostracion de 12 proposicién: La demostacion se hara por induccion sobre n. Como va
demostramos que es cieno para el caso # = 2, st suponemos que es cierto paran < & - 1,
basta con demostrarlo para ¢l caso n = k.

Por hipotesis estamos suponiendo que existe un 7~ tal que f | ». = / v que existen
Xp,X2,..X, X tales quex;, & P~ Tenemos que demostrar entonces que existe P™ tal que
P prcPlenelquef |, =1

Sea Py = Px| el espacio generado por Py por x). Sea P, = P,1x,. 1 < j < i el espacio
generado por v por x;.x2,..x,,

Por como definimos /*,. éste tiene dimension a lo mas » —j < j.

Six.) € P, paraalgunaj £ i entonces P, tendria un £ fijo y por lo menos n —i +j + |
puntos fijos distintos. y por hipétesis de induccion existiria ™. tal que

Pt P Py Phparaelcual f - = 1 con lo que quedaria demostrada la
proposicion.

Entonces vamos a suponer que esto no sucede, es decir que x, € P,,5ij < ilo que
implica que P, nene dimension # ~ 7 + j, si 1 < j < i. En pamcular, P,_; tiene dimensién

n-1.

Sea K., la recta generada por x, y por x,.,. La dimension de R,,; es !, v por lo tanto
iniersecta a £,.; en al menos un punto. Si lo intersectara en mas de un punto entonces
R..s1 € Py lo que implicaria que

XXy € P}-l

Es decir que P, tendriaun P™ = P11} v mis de 7 punios fijos. lo que por hipotesis de
induccidn demostrania la proposicion,

Supondremos entonces que R, .y (1 | es exactamente un punto, Llamémesle x.
Rm—! nPl—! =X

Come x es interseccion de espacios invariantes es un punto fijo, v por lo tanto R, tiene 3
puntos invanantes v por lotante f |z, =/.

Sea £ el espacio generado por £ y por R, ;. Claramemte P™ es un espacio fijo, va que
es combinacion de puntos fijos. y ademas
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con lo que ta proposicion queda demostrada Il
2.1.15 Propesicién: Todo automorfisme fde P* riene 1,23 o « rectas invariantes.

Demostracién: Lo primero que hay que notar. es gue toda recta invariante contiene al
menos un punto fijo, ya que un automorfismo restringido a una recta invariante es unz
funcion de Mobius, y por lo tanto tiene uno , dos o una infinidad de puntos fijos. Esto nos
sirve mucho ya que si hay una recta invariante, ésta pasa por alguno de los puntos fijos de f,
por lo que basta que conozcamos el comportamiento de las rectas alrededor de los punics
fijos, para que deteciemos rectas invariantes.

Analicemos los posibles casos, segun el nimero de puntos fijos de f.
Si hay un solo punto fijo a:

Como « es el inico punto fijo de /entonces toda recta invariante contiene a «. Como
([1)Ae) € Aur(P') entonces tiene 1,2 o = puntos fijos, es decir que fdeja invariantes
1.2 o o= rectas invaniantes que pasan por a. Mas adelante veremos que el tinico caso posible

es que haya una linica recta invanante.

§i hay dos puntos fijo a y 5:

Sea Rq p la recta que contiene a @ v a 8. Por cantener 2 puntos fijos R, g es imvariante. $i
hubiera ofras rectas invariantes, éstas deben pasar por a o por §, ya que deben contener un
punto fijo.

Supongamos que por a, pasa al menos otra recta invariante R,. Por la derivada proyectiva
sabemos que solo puede haber dos casos: que pase exactamente una recta invariante mas
por @, o que todas las rectas que pasan por « sean invariantes, En ambos casos, si por §
pasara otrarecia Rp * Ro g . Seap = R, N Ryp. Por ser interseccion de rectas invanantes
entonces p es punio fijode £ Comoa € Ryy B € R, entonces p = a. f lo que nos lievaria
2 una contradiccién a [a suposicion de que ftiene exactamente 2 puntos fijos. Entonces la
tinica recta invariante que pasa por f es Ro .

Entonces si tenemos exactamente 2 puntos fijos hay tres casos: que la recta que los une sea
la tnica recta invariante, o que por alguno de los puntos pase otra recta invariante o que
todas las rectas que pasen por alguno de los punios sean invanantes. Es decir hay una, dos o
una infinidad de rectas invaniantes. Mas adelante veremos que si hay dos puntos fijos,
entonces hay por lo menos 2 rectas invanantes.

St hay 3 puntos fijos a, 8y ¥:

Sean Rop,Ray ¥ Rp,y l2s rectas determinadas pore y B, poray yypor v v
respectivamente. Claramente estas son diferentes entre si, y las 3 son invaniantes.

Supongamos que existe otra recta invariante R. Esta debe contener al menos uno de los
puntos fijos de f, supongamos @, por lo tanto por @ pasan tres rectas invanantes. v por la
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denvada provectiva. todas las rectas que pasan & son invariantes .

Sea pun punto de Rys,. p = B,y v sea R, la recta determinada por @ y por p. Entonces

# = Rgy N Ra,. Como ambas rectas son mvariantes, entonces p en fijo. lo que es una
contradiceion a la hipotesis de que ftiene exactamente 3 puntos fijos. Por lo tanto las tnicas
rectas invariantes son las determinadas por fos puntos fijos.

Si hay o= puntos fiyos. hay tres casos: fes la identidad. todos los puntos fijos estan
contenidos en una recta o todos estan contenidos en una recta excepto uno.

En el primer caso v en el tercero, ftendria una infinidad de rectas invariantes. En el
segundo, hay tres casos: una {mica recta invariante, que por uno de los puntos pase otra
recta invanante, o que todas las rectas que pasen por alguno de los puntos sean invanantes,
En 1odos los casos hay una, dos o una infinidad de rectas invanantes.

Es10s son todos los casos, y en todes hay una, dos, wes o infinitas rectas invariantes, con lo
que se demuestra la proposicion. il

12 CONJUGACION

2 2.1 Definicién: Sean [y g € Ant(P?). Decimos que fv g son conjugados (f ~ g}, si
cxiste h € Aur(P?) 1al que

0 visto de otra manera, si

Es facit observar que si / ~ g entonces fy g tienen la misma dinamica:
Si flx) = p entonces
glh™'(x}) = h7im(h™ (x)) = b fix) = B (p)

Por lo tanto sabemos que si en una hay puntos fijos. puntos periodicos etc. sabemos que en
la otra hay la misma cantidad de éstos y su comportamiento es el mismo,

Sif ~ g. entonces f'y g tienen la misma cantidad de puntos fijos:

Sea p un punto fijo de £, entonces A~ (p) es un punto fijo de g ya que:

gh™ () =k BT = kU Rp) = b ()
Asf mismo el comportamiznto de las lineas del haz de lineas de estos puntos fijos es rzual en
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ambas funciones, ya que si f ~ g, y pes un punto fijo de /. entonces como va vimos 4~ ()
es un punio fijo de g Sea x un punto de P°,x = p, v R, la recta que une x y .

([ Do ~ (st en

Sea it un automorfismo de P° v sea X’ = xq.x7. ¥>... una sucesion de puntos de P* Es claro
que X converge a x en P si v s0lo si A(X) = h(xq), h(x;). h{x2).... converge a h(x) en P2,

Sabiendo esto es claro que la dingmica es la misma en dos automorfismos conjugados va
que si f'(x} — p cuando 7 — ¢ para algin punto x de P*y p punto fijo de f, entonces
27N () — B (p) cuandon — o

limg"th™ () = limh™hth™ (1)) = b limfPe) = b))
vsif"(x } no converge. entonces " (h~'(x)) tampoco converge.

Durante este trabajo utilizaremos mucho esto v otros resultados de la conjugacion, va que
conjugando podemos lievar un ejemplo al parecer complicado a uno canénice. Por ejemplo:
Siempre podemos suponer que la recta invariante es fa recta s = 0, que si hay 3 rectas
invanantes entonces las otras 2 son los ejes, que si hay un nimero finito de puntos fijos son
algunos de éstos: (0.0, 1),(0,1.0) v {1,0,0). La demestracion de estos hechos ésta en los
sigutentes resuitados:

2.2.2 Lema: Dada una recta R en P* existe g € Aut(P*) tal que flR} = R..

Demostracion: Si R = R. la demostracion es trivial ya que g = 7 cumple, por lo que
podemos suponer que R = R,

Sean (a,B,1) y (y.4,1) dos puntos generadores de R. Como R = R, entonces siempre
podemos encontrar dos puntos en ella tal que la tercera coordenada 1 = 0y podemos dividir
entre ¢ de manera que la tercera coordenada sea igual a t. Primero vamos a transladar a
(.6,1) al (0,0.1) con la translacion T & Ant{P*) definida por

1 0 -7
M; = 0 ! =6 [{detM;=1)
60 1

es decir que 7{R) es una recta que pasa por el origen v por el punto
Mapl)y={e-y.f-61).

Es decir que para toda recta R = R. que no pase por el punto arigen, existe un
automorfismo 7' tai que 7{R) es una recta que pasa por el origen.

Falta mostrar que para toda recta R que pase por el origen, existe un automorfisme 4 1al que




h(R) = R..

Dado un pgnm v = (zo,wy, 1) y una recta R, que pasa por el origen y por v, existe
h € Aut(P°) tal que h(R) = R ytal que #(0,0,1) = (1,0,0). Esta h queda definida por la
matriz

| 2
M, = 0 1 o
wp —Zp O

Definida asi, der My = —wy es decir que es distinto de cero para toda recta distinta de Ia
recta {w = 0} Entonces

h(zo,wo, 1) = (2o + Lowe, Oi(0,0,1) = (1,0.0)

y por lo tanto #(R) = R..

En ¢l caso de que R sea la recta {w = 0}, e] automorfismo

A(z,w. 1) = (z,6,w)
manda Ra R,.

Es decir dada una recta R = R que pase por el origen , existe un sutomorfismo A tal que
h(R} = Ra.

Con esto demostramos que dada cualquier recta R existe f = Ao 7'tal que {R) = R. (T =/
s R es una recta que pasa por el origen). ll

Hay que notar que este Jema imphica que si un automorfismo f deja invariante una recta R,
por conjugacion siempre podemos suponer que dicha recta es la recta 1 = 0 ya que si fdeja
la recta R invariante entonces existe 7 = gfg™' € Aur(P?) tal que

S(Ra) = Ra
va que

F(R) =gle™'(Ra) = gAR) = g(R) = R.

¥ que por ser conjugada a f tiene su misma dinamica.
2.2.3 Corolario: Dadas dos rectas Ry y R\ existe g € Au(P*) tal que g(Ro) = R,.

Demostracion: Podemos suponer que ambas son distintas de la linea al infinito va que si
alguna fuera la recta al infinito ya estaria demostrado. Por el lema 2.2.2 sabemos que existen
hoy by tal que h,(R,) = R, parai = 0,1. Esto implica que h7'(R.) = R;. Definamos

2 = h7! o by, El automorfismo g por ser composicion de automorfismos, es un
awtomorfisme y cumple con lo que queremos va que:
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A7! o ho(Ro) = hi!(Rx) = Ry
|

2.2 4 Lema: Todo funcion lineal | - C* - C? se exviende a la linca al infinito.

Demostracion:Sea/ : C* — C?una transformacion lineal tal que su matriz asociada
b
M, = ': oo ]
(453 bg

Izow) = (@124 byw a2z + baw)

vial que detM, = 0 Entonces

v la extendemos 2 un automorfismo L : P* — P? de la siguiente manera;
(zZ.w,0) = (@2 +dw,aaz + baw 1)
de forma que en la linea el infinito {r = 0} se comporta asi:
L{z,w,0) = (a1z+ byw.a2z + bow . 0)
es decir deja la recta al infinito invariante.

Ahi como en cualquier otra recta invariante de un automorfismo, la funcion actia como una
ransformacién de Mébius.

(z.w,0) = (@z+ byw, a2z + baw, 1)

= a]% +b1
#10) - (55 10)

ai+ i
aznf-i-b:

-

ofa

La matriz asociada a L seria

v detM, = dethf, = 0.

2.2.5 Ejemplos;

!. Lafuncion lineal 7 ;. C* - C7, definida como /(z,w) = (2z,w).
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20
M =
01
y la extendemos a un automorfismo £ : B¥ —+ P2, tal que

200
M, = 010
00

Este es un ejemplo de una funcion con infinitos puntos fijos. que es distinto de la identidad.
En este ejemplo la funcion en la linea al infinito se comporta como multiplicacion por dos ya
que al punto (z,w,0) lo manda al punto (2z,w, 0) es decir:

z 2z
W W

g

En este caso los puntos fijos son todos los de la rectaz = 0 y el (1,0,0). Los primeros son
repulsores en todas las direcciones salvo en la direccién de la recta z = 0 en la que son
indiferentes y el ultimo es atractor. Todos los puntos fuera de 7 = 0 tienden al punto
(0,0,1). Todas las rectas que pasan por el (0,0,1) se van a ir pegando a ta recta w = 0,
excepto la recta = = 0 en la que la funcion es ia identidad y 1as rectas con z constante se van
a ir alejando de la recta 2 = Q. Las rectas con la w constante son invariantes y su dinamica es
la misma que enw = 0.

2.La funcion lineal / : C? « C?2, definida como /(z,w} = {2z, %)

]

X
I
| —
[~2NN 8}
vif=—

se extiende a un automorfismo L : P* — P? tal que

L]
o

ML= 0
0

St
—

En este ejemplo los puntos fijos son el (1,0,0),(0,1,0} v (0,0,1). Enlarectaw = Oyen
(1,0,0) la dinamica es practicamente la misma que en el caso anterior, pero el hecho de que
que en larectaz = 0 la dinamica sea como multiplicacién por un medio hace que ahora el
(0,0, 1) sea atractor en la direccién z = 0. Es decir que en este ejemplo se muestra la
existencia de puntos silla que no presentan los automorfismos de P! Enlarectar = Oel
punto (z,w,0) va al (2z, IT"" 0). Es decir que aqui también la recta 1 = 0 es invariante, pero




no la fija:

22 _ 4

oW

1

Todos los puntos fuera de esta recta tenden al (1.0,0). Aqui las rectas por el origen se van
pegando a w = Oy ias de w constante también. Las rectas con z constante se van & Ir
aleyando de larectar = 0.

2.2.6 Proposicién: Si f € Aur(P*) y deja invariante a la recta R emonces
Sfo2g : PP =R = P* — Res una funcion afin de C* - C*

2.2.7 Lema: La proposicion se cumple para R = R
ay h] (]

Demostracion: SeaM; = | g, b, ¢» | lamatriz asociada a la funcion £ Es decir,

az b] 3

Sfzw, ) = (@2 + b\ w + 11,822 + baw + ¢t @z + baw + ¢3t)

Por la suposicion de que R, es invaniante, sabemos que si 7 = 0 entonces

aaz +b_\w+c;(0) ={

para todas = y w por lo que @2 = b1 = 0y podemos suponer que ¢; = 1.
Entonces

a b1 Cy
Mf= az b: Cz
0 i

<

a b
Como sabemos que el detM, = 0, entonces el derl: ! bl jl 0
a» 0

Cuando las + Oes deciren P° - R,
Few 1) ={az+byw+er,a2+baw+c;,1)

Ahi podemos ver a la funcidn
f=g+T




en donde g es una funcion lineal de C* en C* dada por la matriz

a, b]
M, =
) [ az b:’ }

y T una translacion por el vector (5, c;), por lo tanto fes una funcién afin de C2 en C?, que
esisomorfoaP - L. B

Demostracion de la proposicion: Sea R unz recta de P* tal que f{R) = R. Por el lema
222 existe g € Aur{P?) tal que g(R) = R.. Seaf = gfg™'.

Dado que f (R ) = R., entonces f | 2 s una funcion afin de C* en €7

Como f ~ f entonces tienen la misma dinimica y por lo tanto / se comporta en P? - R, de
la misma forma que fen P* - g (R.) = P* — Ry por lo tanto fse comporta como una
funcion afin de C* en €.

2.2.8 Corolarie: Si f deja invariantes R; y R» y en R\ y Rz se comporia como la identidad,
enmonces f = 1

Dem: Sea Ry cualquier otra recta de P2. Por tener 2 puntos fijos (las intersecciones con R, y
con R ) entonces Ry es invariante. Por la proposicion anterior sabemos que si Rq es
invariante entonces / se comporta afinmente en fo2.5,.

Por hupotesis Ry y R2 son fijas, entonces f se comporta como una funcion afin que fija dos
rectas, es decir, como la identided. Basta ver que también es la identidad en R,.

SeaR e P*
fIR) =R
y.fip) = pparatodop e R,p + 5, donde
s=RNRe

Como Ry v R son invariantes entonces fls) € Ro v f{s) € R, por lo tanto
fisyeReNR=s

Es decir f{s} = s para toda s en Ry, es decir f | g, = Jy por lo tantof = [ en todo P° H

2.2.9 Lema: Dadas ires rectas Ro, Ry y R no concurrentes existe G € Awt(P?) wal que
fiRe) = Ra, AR1) = Rime0y ¥ fAR2) = R puay.

Demostracién: Por el lema 2.2 2 existe g € Aur(P? ) 1al que g(Ro) = (R, ).
Vamos a demostrar que existe b € Anr(P*) tal que

h(R.) = R:(g(R)) = Ry
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h(g(Rg)) = R{..-n}.

Sabemos que dadas 2 rectas IEG y Ry concurrentes en C? existe una funcion afin # de C* en
3 tal que h(Ra) = R{.-‘(;} Yy h(Rb) = R{.-o}.

Como P* -R. = C=.entonces g(R, } — R» y g(R2) ~ R son rectas de C* v por lo tanto
existe existe # tal que 7(g(R,) - K. y=FRymoy ~Ray h(g(R2) - R, }=Rpoy—Ra. La
funcion h es de la forma

hlzw) = (@12 + €1 baw +e2)

Entonces vamos a defimr
h(z,w, 1) = (@\z+ e, baw + €32, 1)

Es claro que defimendo / de esta manera
h(g(R;)) = R{:—O)
h{g(R2)) = Rp—y

Esto demuestra el lema va que entonces si G = hog

G{fo) = hog(Ra) = h(R.) = Ra

G(Ry) = hog(Ry) = h(g(R1)) = Ry=0)

G(R2) = hog(R2) = h(g(R2)) = R0y
|

2.2.10 Corolario: Dado un automorfismo f € Aut(P*} que deja invariantes 3 rectas no
concurrentes Ro, Ry 3 Rz, exisic F € Aur{P*), F ~ f1al que F deja invarianies las recias
Ra R0} ¥ R funt).

Demostracion: La demostracion es obvia de la proposicion, ya que sabemos que existe
G & Aw (P} tal que

G(Ry) = R«
G(R1) = Rym)
G(Ra) = R{u-ﬂ}
entonces
F = hh!

deja invariantes R, R0, ¥ Rjueo; v cumple que S~ F B

Esto muestra que si estamos estudiando ta dinamica de un automorfismo que deja
invariantes 3 rectas no concurrentes, podemos suponer que estas 5on Ry, R~y ¥ Rjueo)

2.2.13 Corolario; Sean Ry . R\ ¥ R12 3 recias no concurrenies. Enmonces dadas
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cualesquiera rectas Rxo, Rz y Rx no concurrentes, existe h € Awr(P*) tal que
hRi) =Ro, j=0,12

Demostracién: Por el lema 2.2.9 existen F| y F tales que

F.(Rp) =Rs
F(R1)=Rwm i=172
Fi(R2) = Ryt
Entonces
h = F‘-:;I °F[

cumple con io que queriamos, ya que

(R1p) = F3l e Fi(Rip) = F3H(R:) = Rao

MRy} =F' o Fi(R1y) = F3'(Rw) = Ruy

AR12) = F3' o Fi(R12) = F3'(Ruwo) = R22
|

2.2.12 Corolario: Sean x10,x1,1 ) X1 punios no colincales de P- X1y # X STE ]
Emionces dados cualesquiera 3 putos no colineales X29,.X2) ¥ X223 . X3, # X2, 5i 1+ jexiste
h € Aur(P?) tal que

h(I]J) =X:,, j= 0.1,2
Demostracion: Sea R, (. la recta determinada por x,; yporx,, i = 1,2, .,k = 0,1,2,

j*k
Claramente {R, 0.1, R, 02), .12} son no concurrentes, parai = 1,2y

Rty MR iy = Xy

si ko = k1. Por el corolario 2 2 11 existe & € Aur(P*} 1al que

h(Rign) = Rayn
esto implica que
h(x1,) = B(Ryywy N RLGx0) = Ragag) N Raguyy = x2,

to que demuestra el corolario.

2.2.13 Proposicién: Dada una recta Rde P yy - R = R, w € Aut{P'), existe
Y e An(P*), 1alque W(R) =Ryque ¥ |z =y.

2.2.34 Lema: La proposicion se cumple para R = R,
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Demostracién: Como y € 4ur{P') entonces
Wiz, w,0) = (@yz + byw,axw + 52w, 0)
Dados ¢1, €3 € C, definamos ¥, ., como
Yoo {ow, 1) = (@z+byw+ejraaz + baw + ca1,1)

Yeie:(Ra) = Ra, ¥ Weio |2, = w conlo que se cumple el lema.

Es decir que existe un automorfismo 'V, que cumple io que queremos, por cada punto de
C”. Es decir, que hay una infinidad. W

Demostracién de la proposicién: Por el lema 2.2.2 existe h € Am{P*) tal que
h(R) = R..
Seag=(h la)owo(h™ | ): R, — R. unafuncion de Mobius. Por el iema 2.2.14

existe una infinidad de G € Awr(P?) tales que G{(R.) = R-.vque G |z, =g SeaGy
alguno de estos automorfismos. Entonces definamos W, como:

=h'eGeoh
v vamos a ver que esta funcién curnple con lo que queremos:

q’n(R) =htoe Go ﬁh(R) =ht UGo(.Ra) = h'l(R-x) =R

Wo |p =" |p, ©Go lr oh |lr =h {p o(h g, owoh™ |g )oh |p,

con lo que se demuestra la proposicion. Al igual que para el caso R = R, hay una infinidad
de automorfismos que cumplen con esto. B

2215 Lema: 5 G € Am{P?), Res wuna recta imvarianie de G 1al que G |

R=RE€ Aur(P') y g es conjugadaag e Aur(P') . es decir que exisic § € Aur(P') 1al
gueg =gogod, enmonces existe una extension G de gy una exiension @ de ¢ tal
gieG =deGod,

Demostracién: Por hipotesis g = ¢ o g o ~'. Por la proposicion 2.2.13 existe
© e Aur(P) tal que ®(R) =Ry ® |z = ¢

SeaGy = ® o G o @' Por construccion Gg. € Aur(P°) y Go ~ G.

Faltaria mostrar que G es una extension de G, es decir que Gg.(R) = R, v que
Gy ip = g lo que claramente s¢ cumpie va que

i
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Go(R) = ®oGo @ (R) = OBG(R) = B(R) = R
Go Ir =® |5 oG {g o®7 }g =gogop™ =g
con lo que queda demostrado el lema. I
2.2.16 Propesicion: Dadas R, y R: rectas de P* vy, yy1 € Aur(P') tales que
V. R, = R,vquey,(Ry NR:) = wa(Ri N R2) = R\ N R, exisie una tinica
Y e A (P) wlque WR,) =R, yque¥ |p, =y,
2217 Lema: La proposicion se cumple para Ry v R
Demostracién: Como yy(z,0,1) = (212 +¢,1,0,a:z + d) fy
wa(0,w,0) = (0,a0w +car,baw + dat), y w,(0,0,1) = (0,0,1) emonces ¢; = 0 (i=12)y
d] = d: = d
Entonces w1(2,0,/) = (@12,0,a:z + dt), y w2(0,w, 1) = (0,baw, baw + dr), entonces
Viz,w, 1) = (a12,baw a:z + byw + dr)

es un automorfismo de P que cumple con lo que queremos. Esto demuestra la existencia
de ¥ por lo que s6lo falta probar la unicidad; es decir, que para todo automorfisme ¥ que
cumpla con la proposicion existe 2 € C tal que AW =¥

Sea ¥ '(z,w,1) = (Ayz+ Byw + Ci1, A2z + Baw + Cat, Azz + Baw + Cat) un autormorfismo
que cumple que

¥'(2,0,1) = v, (z,0,1)
Demostracion de la proposicién: Sabemos que existe un automorfimo A tal que
h(R\) = R v que h(R») = R, entonces
hwlh_l . R_-.o - Rg
hyoh™ Rug = Rump
por ¢l lema anterior sabemos que existe un tnico automorfismo Y tal que
Vg = by b7
9! |R..° = hlﬂ:h_l

Sea ¥ = h~'Wh, entonces




kY IRL = b 1Wh |R| = p 1Yy IRa-(u h= h"hlﬂ]h—lh =¥
T ig, = hWh{p = kW oy b= h byt = pe

Como ¥ & Aut(P*) y es uinica, emonces P € Aur(P*) y es imica, con lo que se
demuestra la proposicion. Wl

Esto implica que si conocernos el comportamiento de un automorfismo en 2 rectas
invaniantes, conocemos su comportamiento en todo B2,

En esta seccion hemos demostrado que para estudiar la dinamica de un automorfismo, basta
con estudiar la dinimica de las restricciones a las rectas invariantes, que pOT Ser estas
transformaciones de Mobius, conocemos el tipo de comportamiento que pueden tener.
También vimos que por conjugacion, podemos suponer que las rectas invariantes son las
fectas que tienen una de sus coordenadas igual a cero, y por lo tanto que los puntos fijos son
{0.0,1},(0,1,0)0(1,0,0).

En la siguiente seccion haremos una clasificacion de los automorfismos de P° precisamente
basandonos en su comportamiento en las rectas invariantes.

2.3 CLASIFICACION DE AUT(P?)

En el caso de P!, existe una clasificacion de sus autornorfismos, segin la dindmica de estos,
en elipticos (e) (que incluye el automorfismo identidad), hiperboticos (#) o parabolicos (p).

Cabe mencionar que tanto en el caso e como en el 4 el ejemplo canénico es

(z,w) = (az,w)

con la diferencia que en el caso ¢, ja| = 1 yen caso b, Ja| = 1.

Ambos casos tienen 2 puntos fijos pero en el caso e son puntos fijos indiferentes, mientras
que en el caso A uno de los puntos fijos es atractor y el otro repulsor.

El ejemplo canbnico del caso p es
(z,w) = (z+bw,w)

e

+4b

-

-

g

En este caso hay un solo punto fijo, que es repulsor en unas direcciones y atractor en otras.
El automorfismo identidad podemos clasificarlo como de tipo ¢ o p, pero durante este
trabajo lo consideraremos de tipoe.




-

Ahora vamos a hacer una clasificacion de los automorfismos de P2 andloga a la
antenommente mencionada:

Vamos 2 ir separando poco a poco los distintos tipos. Primero hacemos una clasificacion
segun la dinamica de las rectas invariantes que tiene el autornorfismo, Vamos a separar los
automorfismos que tienen 3 rectas invariantes no concurrentes de los que tienen todas sus
rectas invariantes concurrentes. Es decir, diferenciando los automorfismos tales que existe
una rects R tal que para todo punto fijo x de f, x € R de los que no cumplen con esta
caracteristica,

A los que tienen 3 rectas invariantes no concurrentes los vamos a clasificar por su
comportamiento en ¢stas. Obviamente en ninguna de estas rectas el comportamiento es
parabélico, ya que todas tienen al menos 2 puntos fijos (las intersecciénes con las otras dos
recta).

En los siguientes resultados se va a suponer que fas 3 rectas son no concurrentes.

2.3.1 Lema:Sean Ro,R1 y Rz recias invarianies de f 1ales que que f acnia
hiperbolicamente en R, y elipricamente en Ry. Entonces f actiia hiperbolicamenie en Ry .

Demostracién: Por conjugacion podemos suponer que Ro = Ra.R) = Ruo YR2 = Ro v
que f se comporta de la siguiente manera;
fz2.0.0) = (az,0,1)
conlal + 1,
RO,w, 1} = (0,bw,1}
conlp}=1.

Como ya vimos esto nos garantiza que f{z, w, 1) = (az,bw,t), entonces si 7 = 0

A

W

g

o

|
>
i

v dado que {a| # 1 vib| = 1 entonces | 2| = 1y por lo tanto el comportamiento en R es
hiperbélico. Esto nos va a determinar nuestro primer tipo de comportamiento:

TIPO H: Tiene 3 rectas invariantes no concurrentes de las cuales en 2 la dindmica es
hiperbolica y en la tercera el comportamiento es eliptico (que incluye la identidad) o
hiperbélico,

Automaticamente tenemos nuestro segundo tipo de dindmica:

TIPO E: Tiene también 3 rectas invariantes no concurrentes pero ahora el comportamiento
en todas es eliptico va que come probamos no puede haber 2 elipticas y una hiperbolica,

Estos dos tipos nos clasifican el comportamiento de todos los automorfismos que tienen 3
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rectas invariantes v claramente a) amomorfismo identidad se le clasifica como de TIPO E.

Ahora vamos a clasificar como TIPO P 2 los automorfismos gque tiene todas sus rectas
invariantes concurrentes, o lo que es lo mismo todos sus puntos fijos contenidos en una
recta.

Seafe Aut(P*) tal que todas las rectas que deja invariantes son concurrentes, Por
conjugacion podemos suponer que unz de estas es R..

S1 deja [a recta 2l infinito invariante entonces podemos suponer que
foowa) = (@ +bw+ct,d=+ew+g11)

a b e
es decir, que su matriz asociadaesM;=| 4 e g | Porloqueenr=0
001

o aztbw _ax+h
W

de+ew  di+e

:_, ai + b
° di+e

y este transformacion puede ser eliptica, hiperbélica o parabolica.

Caso I hiperbélico: & — A cond] = 1
Caso It } eliptico : ¢ — A con 4| = 1
Caso I ) parabolico :5 — £ + 8

Por el lema 2.2.15 podemos suponer que en los casos | y I fes conjugada a:

Yiz,w, 1) = (Az + o1, Bw + g1,1)
por o que cuando 1 = ¢
(z,w, 1} — (Az,B%,0)

W

=45

'

M
l
2

Obviamente estamos suporiendo que ¢ = 0 0 que g + 0 ya que de otra manera estariamos
en el caso anterior.

En el caso 11l podemes suponer que fes conjugada a;

Y(z.w,0) = (Az + Bw +ct, Aw + gi.4)
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porlogueent = 0,
{(5,¥,0) — (Az + Bw, Aw,0)

z Ar+Bw _AE+B . B . =
W ST T wtrtgswtB
E— 4B

Vamos a estudiar primero que pasa en los casos 1y Il y despuss estudiaremos ¢l caso IIT;
CASOSIYD:& — 42

Lo que tenemos que gnalizar es lo que ocurre en la parte en la que 1 = 0:
w1} — (Az+c,Bw4g1)

Es claro que si existe una recta invariante en la parte finita, su interseccion con la recta al
infinito seria fija. Como estamos supeniendo que los nicos puntos fijos de R. son (0, IN))
¥ (1.0.0) entonces si existe una recta invariante en la parte finita, ésta tendria que pasar por
alguno de estos puntos, es decir rectas con zconstante o con w constante,

Supongamos un punto fijo p = (2o, wo. 1) en la parte finita, entonces las rectas (12q,,1} y
(2,0, 7) serian rectas invariantes, por lo que tendriamos 3 rectas mvariamtes no
concurrentes y entonces ' seria un automorfismo de TIPO H o de TIPO E. Es decir que
no puede haber puntos fijos tales que 1 = 0.

Vamos a ver para qué casos hay puntos fijos en la parte finita; es decir, para cuales 4, B las
siguientes ecuaciones tiene solucion:

Az+c=z 2= lfA
Bw+g=w=w=]i3—

lo que implicaria que si A y B son distintos de 1 entonces en Ja parte finita hay un (nico
punte fijo (5, v55, 1) y al menos dos rectas invanantes ( z = == yw = &) lo que seria
una contradiccion.

EntoncesA =108 = 1.

8i B = | entonces ne hay puntos fijos y hay al menos una recta mvariante en la parte finita
que seria z = - en la que la dinamica es parabdlica.

=1

El caso en el que 4 = 1, tampoco hay puntos fijos y hay 2l menos una recta invariante en la
parte finita que seria la recta w = —£= en la que la dinamica es parabolica.

514 = 1 y B = 1 entonces también hay una recta invariante: la determinada por el origen y
por el punto (¢, g,1).
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es decir que ¥’ solo puede ser de alguna de estas formas
Wz.w,0) = (Az+ctw+gtt) A=zl
Wz, wi)=(z+ct,Bw+gtt) B=x1
Wizowr) = (z+ct,w+gnn)
Claramente fos dos primeros casos son equivalentes, por lo que podemos analizar solo une.
Wiz w,i) = (Az+e,w+gri) A=zl

En este caso los imicos puntos fijos son (0,1,0) y (1,0,0) y en la recta at infinito actia
elipucamente si |4| = 1 (Caso I) o hiperbolicamente si 14| = 1 (Caso 1),

Como por el punto (1,0,0) sélo pasa una linea invariante, es claro que (4] )¥(1,0,0)
achia parabélicamente.

Calculemos (¢]])'¥(0.1.0). Como ¥(ze,w,1) = (dza +¢,w+g, 1) entonces a una recta
con = = zp la manda a una recta con 2 = 4z + ¢ es decir

(4] 1) ¥010R.) = Rawe)

como A = 1, entonces (4] [}¥/(0, 1,0) nunca es la identidad y por lo tanto sélo hay dos
rectas invariantes. El comportamiento de (] [}\¥(0, 1,0) en el caso | es hiperbélico yenel
caso I es eliptico.

En el caso | faltaria estudiar los casos enel que |4 € 1yenel que 4| 2 1.

Si |4! £ 1 entonces en Ra el punto atractor es el {0,0,1) y en este caso el punito atractor de
@iw,1,0)es R« por lo que las rectas que pasan por el punto (0,1,0) van a tender a
larectaconz = -]-53- salvo Ro que es una recta fijz repulsora. En la recta invariante atractora
el automorfismo actia parabolicamente y por lo tanto (0, 1,0) es atractor en una direccién y
repulsor en otra.

Si{4] 2 | el punto atractor de R, es el punto (1,0,0) y por lo tanto las rectas que pasan por
(0,1,0) van atender a R, vy salvolarectaconz = 75 que es una recta fija repulsora,

Nos queda por estudiar es el caso en el que
Wz,w, ) = (c+ectl,w+gLr1)
es decircuando 4 = | y B = 1. En este caso, el automorfisme se comporta como la

identidad en R, yaquesir= 0
(z,w.0) ~ (z,n.0)
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¥ en este caso todas las rectas que contienen al punto (c, g, 0) son invariantes, y por lo tanto

(dn)‘]’(c,g,O) =7

En este caso el punto (¢, £,0) es un punto fijo que es atractor en unas direcciones y repulsor
en ofras.

Esto prueba que tanto en el caso I como en el II siempre hay al menos 2 rectas invariantes,
una parabolica y Iz otra hiperbolica (caso 1) o eliptica (caso IT), es decir, que en esios dos
casos hay 2 puntos fijos,

CASO I ) Andlogamente al caso anterior vamos a buscar puntos fijos que son la solucion a
las ecuaciones

Az+Bw+e=;
Artg=w=w= 1—%

SiA = 1 no hay puntos fijos y si4 + ] entonces hay un punto fijo en la parte finita

2
c-l-B‘“,‘ 2 1
1-4 1-4

En este caso hay una recta invariante con 2 puntos fijos por lo que pedriamos llevarlo al
caso{oal Il

Por lo tanto A = | y entonces el énico punto fijo esta en la recta al infinito.

St g = 0 entonces [ dejaria invariantes todas las rectas con w constante v en particular en la
rectaw = <ty fseria la identidad, por lo que estariamos en el caso anterior.

Entonces el caso Il se reduce al caso
(zwit) = z+Bwsetwignt)

es decir que su matriz asociada es de la forma

1 B
My = 01
00

- Oy [+

en donde g = 0.

Como el punto y = (1,0,0) es el inico punto fijo, si existiera otra recta invariante, ésta
tendria que contener a y: es decir, tendria que ser una recta con w constante.

Como g = 0, entonces w # w + gfsi 7 # 0 v por lo tanto no existe ninguna recta invariante
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diferente de ia recta al infinito.

Resumiendo: Si un automorfismo f tiene todas sus rectas invariantes concurrentes entonces
hay tres casos :

1} ftiene dos puntos fijos, y en la recta R que los contiene la dinamica es hiperbolica.

La derivada proyectiva en umo de estos puntos es parabolica, es decir R es la tnica recta
mvanante que pasa por éste. Por el otro punto pasa otra tnica recta invariante, la cual tiene
una dinamica parabolica,

2) ftiene al menos dos puntos fijos, y en la recta R que los contiene la dinamica es eliptica.
Si la dinamica en R es distinta de la identidad entonces f tiene exactamente 2 puntos fijos. La
derivada proyectiva en uno de estos puntos es parabdlica, es decir R es la unica recta
nvariante que pasa por éste. Por el otro punto pasa otra imica otra recta invariante, la cual
tiene una dindmica parsbolica.

Si la dinimica en la R en la identidad, entonces existe un punto de R en el cual ia derivada
proyectiva es fa identidad y por io tanto todas las rectas que lo contienen son invariante. En
todos los demas puntos de R la derivada proyectiva es parabélica; es decir, R es la imica
recta invariante que pasa por 8s1os.

3) ftene un (nico punto fijo y una {mica recta invariante.
Las matrices que representan este ulimo caso, son de la forma

1 B
0
0

- h

1
0
y forman un grupo llamado el Grupo de Heissenberg .

A cada una de estas matrices le podemos asociar un punto en R?, el (B, ¢, g), v el producto
de matrices induce un producto en R* distinto del candnice;

(a,8,7)+(a..B,.7,) ={(a+e, . B+a,r+B,.7+7.)

lo que muestra que R* tiene mas de una estructura de grupo.
q

2.3.2 Corolaria: fes un automorfismo con sélo un punto fijo p <> Solo hay una recia
invariante.

Demostracién: La demostracion es directa del andlisis que acabamos de hacer. B
Después de este analisis, queda demostrado el teorema principal de este trabajo:

2.3.3 Teorema: Sea f un automorfismo de P*. Entonces fes de alguno de estos tipos
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TIPOH 3h
Zhyle

TIPOE {3e}
Ip
TIPO P Ipylh
lpyle

La dinirmica alrededor de los puntos fijos puede vaniar en automorfismos del mismo tipo
segtn si la norma de los escalares es mayor o menor que 1, segin si el angulo de rotacion es
racional o no y segiin la derivada de &stos en los puntos fijos. A continuacién vamos a
estudiar con atencion algunos ejemplos representativos de los distintos tipos de
automorfismos;

2.2.4 Ejemplos:
DAz w0} = (w20

En este caso hay 3 rectas tnvanantes: Ry = (z.2,1).R: = (z,—=,0) y R: = (z,w,0). En Ry, f
es la funcion identidad por lo que no s6lo es invariame, es fija. En R», fmanda z en —z, es
decir, como un automorfismo elipuco de orden 2 y finalmente en R, fmanda z en + Jo que
también es un automorfismo eliptico de orden 2, Es claro que esta funcién es una tnvolucion
holomorfa, ya que al cuadrado es la identidad. Obviamente es un automorfismo de TIPO E,
de orden 2, por lo que sus puntos fijos son indiferentes.

2)fzw, ) = (24w w,0)

En este caso hay una infinidad de rectas invariantes: R, = (z,»,0); Rz = (z,0,7) v todas las
rectas con w constante. En R, fmanda z en = + | por lo que su inico punto fijo es el
{1,0,0), que es un punto parabdlico. En R; la functén es la idenudad. En las rectas con w
constante el comportamiento de f es parabdlico y todo punto de P? que no pertenezca a R»
tiende al purito fijo (1,0,0). Este automorfismo es de TIPO P (1py le).

Claramente su derivada en el punto fijo (1,0.0) es la identidad.

3) Az 0 = (2z +w),2w,1)

En este caso la dinamica de la recta al infintto es exactamente la misma del caso anterior,
Aqui el imico otro punto fijo de la parte finita es el origen. La tnica otra recta invariante
seria la recta w = 0 en la que ftiene un comportamiento hiperbélico v todas las rectas que
pasan por el onigen se van a ir pegando & ésta. Todos los puntos excepto el origen tienden al
punto (1,0,0). En este caso la derivada de fen este punto es hiperbélica en donde la recta
atractora es la rectz al infinito. Este automorfismo es de TIPO P (1p y th),
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4) fz,w.0) = (a(z + w),ow. 1) cona] = 1

Este caso es un ejemplo de un automorfismo de P° de TIPO P (1p v 1e) que solo tiene 2
rectas invanantes, Los puntos fijos y las rectas invariantes son los mismos que en el caso
antenior, pero la dindmica de estos es diferente. Los puntos fijos son indiferentes v la
dingmica de Ja recta w = 0 es eliptica. La derivada de fen (1,0,0) es efiptica Este
automorfismo es de orden finito si el argumento de 2 es racional. En este caso todos los
puntos serian periddicos con el mismo periodo excepto los puntos fijos.

SWizow, 1) - (c+wai,w17)

En este caso fiene un imico punto fijo (1,0, 0) v la Umica recta invariante es {a recta al
infinito. Claramente este es un ejemplo de un automorfismo de TIPO P (1 p).




L

CAPITULO Il
INVERSIONES ANTIHOLOMORFAS DE P*

3.1 INVERSIONES ANTIHOLOMORFAS DE P?

Guiandonos otra vez en la teoria de los automorfismos de P!, en la que se garantiza que
cualquiera de éstos puede ser generado por la composicion de 2 o 4 inversiones, surge
naturalmente el interés por las inversiones antiholomorfas en P2.

En P la inversién canénica es el antiautomorfismo i que manda z en L -

i(z,w) = (W,F)

G = (2]

G1) - (i)
L}

(1,0) = (0,1)
aunque la simple conjugacion también es una inversién con respecto a R.

o(z,w) - (2,@)
de hecho
i=geg
en donde g(z,w) = (w,2) € Awr(P')
Para definir la inversion canonica 7 en P¥ vamos a pedir que ésta se comporte en la finea al
infinito como la inversién candnica de P*:
{z,w,0) = (W.5.0)

2
I

(3] [q

vﬁﬂl‘—'

Generalizando a todo P2 definimos:
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3.1.1 Definicién: La imversion canonica de P* queda definida como:

i(z.w..r) = (%,2,7).
Y la conjugacion en P? seria:
plzow, 1y = (2,W.7)
De hecho
i=fep
en donde f € Aur(P?)
fzw 1y = (w2,

Vamos a estudiar el comportamiento de 1.

Lo primero que tenemos que notar es que 1° = [ ; es decir, 1 es una involucién
antiholomorfa.

iz(:,u‘.l) = i(i(z,w,r)) = i{ﬁ’,:,?) = (E,ﬁ,?) = (z,w,1)

Por como construimos i , ésta deja fijo el circulo unitario C de la recta al infinito; es decir,
para los puntos x

x= (e 1,0) &e[01x)
1(x) = 1(e®,1,0) = (1,e™*,0) = (¢*.1,0) = x

Otro punto fijo de lesel origen
1(0,0,1) = (0,0,1)

Como sabemos, la linea determinada por dos puntos fijos es una recta invaniante, entonces 1
deja invariantes a todas las rectas que unen los puntos de C con el origen {0,0,1).

3.1.2 Definicion: A/ conjunto de rodas estas rectas le vamas a lamar E, y va a ser un
espejo de inversion de I

Entonces
E, =CU{xe P | x=(e"221) 6€[0,2n])

Claramente larecta R = (z,2,7) € £,







A cada punto de R, distinto del origen le podemos asociar un §' de la siguiente manera
(z0.20,1) = (€%20.20,1) = C;, 6 € [0.2n]
(1.L1,0) = (¥, 1.0) = C,

Claramente un puntop € £, < p € C., U (0,0, 1) para algin =o € P!

E, = (U C.-) 0,1y

x?!

yC.NCy=Bsiz=w,

Es decir que por cada punto de R. excepto por el (0.0, 1) pasa un §*. Es decir
E=8"@§

en el que un $' ha sido colapsado a un punto. Es decir, £, es una variedad de tres
dimensiodnes, ta cual iene como frontera un §* ® 5" conun §? colapsade: es decir, un toro
cort un S' colapsado a un punto.

Hay que notar que £, no es el anico cono invariante, de hecho hay una infinidad de conos
invariantes. Esto es ¢laro va que en cada recta R de E,, i achia como una inversion
antiholomorfa de /', io que implica que deja un S* fijo y por lo tanto dado cualquier punto
fiiox & R la unidn de las rectas generadas por el S fijo de R y por x es un cono de
inversion que se comporta exactamente igual que £,.

3.1.3 Definicién; Liamamos imE, al conjunio de punios x 1ales que la recra que contiene a

xya{0,0,1) imtersecta a R, en un punio del interior de C. Es decir, los puntos (z,w,1)
para los que

Andlogamente llamames extE; a los puntos (2,w, 1) jales que
Z
%121
Por definicion un punto (z,w.r} € £, si y solamente si
=1
Por como construimos £,, éste separa a nuestro espacto en tres partes: El interior de E,

{imE,), el exterior de E,(ext£, ), v E,. Al decir que E, separa a P nos referimos 2 que dado
un punto x € intE, y otro punto ¥ € ext£, cualquier trayectoria que una x con y intersecta a

£, que es el espejo de inversion de 1 ya que comoe veremos | manda iniE, a extF, v
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viceversa

intE, « extE,

3.1.4 Proposicién: i(exlE,-) = imE, y viceversa

Demostracién: Sea p = (2o, wp,0) en el cual

Es decir un punto de extE,. Calculemos la accion de 1 en P

1(zq, w0, 0) = (W, 25,0)
y por lo tanto esta en int£, ya que

Ly = |51
o 1=

Anélogamente si p € intf, entonces i(p) € extE,.

Con esto demostramos la proposicion.ll

Claramente si p € R una linea que pasa por el origen, tal que R N Ry, = x entonces
i(p) e i(r)

que es una linea tal que i(R) N R« = i(x).

Enparicularlarectaz = Ovaadaralarectaw = 0.

Sea R una recta que contenga al punto (0, 1,0), es decir una recta con = constante,
Supongamos z = z.

R = (zo,m,1)
Si calculamos i(R)

s 1(R) = Izo,w,0) = (7,25, 7)

podemos constatar que /(R) es una recta ¢on w constante w = Ip.

Estudiemos ahora el comportamiento de 1 en las rectas que definien a £;; es decir, en las
rectas que son de la forma (e®z,z,7) con @ € [0,2n). Sea K, = (e%°z,z,1) la recta asociada
8.

Como sabemos que Rq, N R.. es un punto fijo. Analizemos su comportamiento en la parte
finita

{eoz,2.1) — (2.e72,1) = (eo(e~o2), (e02), 1)
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con lo que vemos otra vez, que es una rectz invariante en la que la accion de 1, es una
rotacion de argumento 8, seguido de una conjugacion. Es decir que el angulo de la rotacion
enunarecta R € E, depende del argumento de su interseccion con R. . Podemos notar que
fa recta real, con dngulo —"T“ con respecto al eje real, es fija. Esta linea también depende de
8. Es decir, en cadz una de Jas rectas complejas que determinan £,. una linea real (o §*)
queda fija. Es decir hay un cono real fijo, al cual llamaremos RE,. Los puntos de RE; son
los umicos puntos fijos de i. Es decir

i(x):x@xe]R.E,

Cuando llamamos a £, "un” espejo de inversion, queremos decir que para cada una de estas
lineas, existe otro espejo de inversion. Es decir, si / es una linea real de RE,. y si tomamos
un punto x € RE,; es decir, punto fijo de la inversion. x € /, el cono E,; generado porx y
por /, también es un cono invariante. En cada una de las rectas que generan este cono
también hay un S* fijo, el cual esté contenido en RE,. Es decir que para cualesquiera dos

espejos de inversion de i, EvE,
ENE = RE,
Ahora vamos a definir una inversion de P* en general.

3.1.5 Definicion: Una inversion de P? es toda funcion de la forma Ap il que
(4p)” = Id

Vvdonde A € Aut(P?), y p es la comjugacion entrada por entrada: p(z,w, 1) == m1)

Como ya habiamos visto
l=fep
donde f{z,w,1} = (w,z,1).

Lo pnimero que hay que notar es que por como esta definida p, p* = /d.
3.1.6 Lema: Si Ap es una inversion de P*, entonces se cumple que

Ap = pA
Demostracién:

Az,w 1) = (z + byw+erl,@:2 + bow + 021,22 + baw + ¢27)

entonces

Ap(z,w.1) = AR, W7} = (@12 + W1 T + 011,827 + b2I0 + 27,027 + baW + -1}
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mientras que

pA(z,w,1) = o (F1z + Fiw + o700z + Baw + 031,852 + Baw + T31 )

= (bT: W TLEr bW + T T + B + c_r)

= {(mz+byw+cinaz+baw + ol @z + baw +eat) = do(z,w,1)

De estas dos propiedades se deduce que el siguiente lema

3.1.7 Lema: Si Ap es una imversion de P? entonces
Id = ApAp = AAp*? = A4
v por lo tanto, si Ap y Bp son dos inversiones de P°.
ApeBp = AppE = AB
Esto implica que

3.1.8 Teorema: Dadas doy inversiones cualesquicra, su composicion es un automorfismo,
Es mas, dado un mimero par de inversiones, su composicion es un auiomorfismo.

Faltaria ver si todo automorfismo, se puede descomponer como composicion de inversiones,
Esto seria lo mismo que demostrar que dado cualquier automorfismo, éste se puede
descomponer en un nimero par de automorfismos A, tales que A4, = Id.

Vamos a detenemos a estudiar el comportamiento de o. Notemnos que

plzw,0) — (2,79,0)
es decir que p deja nvariante Ja linea al infinito, en la que fija toda la recta real. También fija
al origen, por lo que podemos deducir que deja invariantes todas las rectas que unen at

origen con la recta real de la linea al infinito, es decir, todas las rectas de pendiente real que
cruzan por el origen:

plz,rs, 1) = (52, 1)
conreR.

Es decir p actila en las rectas de pendiente real como una reflexion en el eje real de la recta
Sea E, cono de rectas que unen ¢l ongen con el eje real de la recta al infinito,

Ep={zr=t) | reR)
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A este cono lo vamos a llamar nuestro espejo de inversion £,.

E, divide a P* en dos partes:
M= {(:,w, N & =sx+iny s 0}

N={z.wn | -‘z’-,=.r+:y,y20}
Clarameme MUNU £, = P*.

Es claro que p (M) = N'y viceversa,, ya que si la parte imaginaria de § es menor que 0,
entonces la parte imaginaria de £ es mayor que 0 y viceversa.

Tomemos un punto x de P* que no pertenezca a £ o . Este esta contenido en una Unica recta
R que pasa por el origen. De hecho, como en toda recta por el origen < es fijo, entonces R
esta contenida en N o en M, salvo por el origen.

Sea ptal que

P=RNR.
Si nos fijamos en p(p) va a estar del lado "contrario” de £, del que se encuentra p , y como
p manda rectas en rectas y el ongen es fijo , entonces p(R) es una recta por el ortgen que
pasa por p(p) por lo que toda la recta K se va a encontrar del lado contrario de E, con
respecto a su imagen, en particular el punto x.

Sea L una recta con z = 7, constante, entonces () es una recta con z constante igual a Xg.
Es decir que el conjunto de rectas con z constante es invariante bajo p. Analogamente
sucede para las rectas con w constante y claramente con todo conjunto de rectas que tengan
pendiente constante real.

3.1.10.Proposicion : Toda inversion Ap deja invariante un cono E,,, , de dimension 3 real
gue actia como espejo de imversion, es decir quc Ap mapea la parte de adentro de E;, en
lo de afuera y viceversa,

Demostracion: Sea p un punto fijo de Ap. Si tomamos la derivada proyectiva de Ap en p,
ésta resulta ser una involucion anttholomorfa de P!, que por ser conjugada a la inversion
canonica de P’ deja un cireulo C fijo, lo que implica que existe un cono invariante bajo Ap.
Definimos a ese conjunio de rectas invariantes como £.4,. Sea R una recta del cono y
restrinjamos Ap a ésta .

Apr :R— R

Esta funcién también es una involucion antiholomorfa por lo que también fija un circulo
Crque contiene a p. Sea ghora R’ una recta que pasa por py que no esté contenida en £.4,.
Como R' & C, éste no es un punto fijo de la derivada proyectiva v por lo tanto su imagen
-

R’ se encuentra al otro fado de C. Esto implica que Ap(R') es una recta al otro lado de
E 4,.Como para todo punto s de P° existe una tnica recta que pasa por s v por p entonces
queda demostrado que Ap intercambia ambos tados de E.
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CAPITULO IV
DINAMICA DE UN GRUPO DE AUTOMORFISMOS QUE DEJA INVARIANTE B'

4.1 DEFINICION Y PROPIEDADES DE UN AUTOMORFISMO DE P* QUE
DEJA INVARIANTE B*

Vamos 2 ver ahora el caso particular en el que el espejo de inversion tiene su vértice en el
punto {0, I, 0), que Ia recta compleja invanante es la rectaw = 0 y que ¢l circule de
inverston sobre ésta es perpendicular a la interseccion de la bola unitaria con la recta w = 0.

Si pensamos ahora imicamente en la bola unitaria, e} espejo de inversion es la interseccién
de ésta con el cono, que dado que tiene su vértice en el infinito, en la parte finita, es un
cilindro. ;Como es esta interseccién? Primero la vamos a ver topologicamente por lo que
poedemos suponer que nuestro circulo de inversion en w = 0 es una recta real que pasa por
el otigen, es decir, un didzmetro de la circunferenciza interseccion de la bola con la recta
w={

La urterseccion del cono generado por este diametro y la bola unitaria es topologicamente
equivalente a la interseccion de una bola de dimension 4 con un espacio de dimension tres,
que es una bola de dimensién tres,

St la interseccion del espejo con la recta w = 0 no es una recta real sine un arco de
circunferencia, entonces geométricamente la interseccion del espejo de inversion con ia bola
UNitara s oMo un Cuemito,

Ahora vamos construir un grupo generado por dos automorfismos que fijan la bola unitaria
B*, y vamos a estudiar su comporamiento.

4.1.1 Definicion: Definimos como h,, : P* — P? a la funcion, al gue
hpr(z,w,1) = (=2p + (r* = p*)T,r0,2 + pi)

donde p.r € R~ .

4.1.2 Lema: h,, deja invariante la reciaw = 0. En esta recta h,, se comporia como una
inversion de P' en la que el circulp C,, de inversion es el circuio con centro en (~p,0,1) »
radio r.
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Demostracion: De la definicion de hy,,, se sigue que
hpe(2,0.1) = (~2p+ (r* - p*)1,0,2 + pi)

con lo que gueda demostradio el primer punto del lema
El circulo en esta recta con centro en (~p, 0, 1) queda definido por

Cpr ={(re®* =p,0,1) | B € [0.2n)}
Utilizando de nuevo la definicion de &,,,, se sigue que

hf-r(reﬂ_p’o,]) = (_(m'ﬂ_p)p-;.r:—pz,o’re‘ﬂ _p+p)

_ (e -p)yp+r-p?
B ( re™® 0.1

[ R,
_ (_BL_;_’_Q])
re

= (re® ~p.0,1)
para toda 8, con lo que queda demostrado que i, (C,,) = C,., siendo éste no sélo
invariante sino fijo. El centro del circulo, al aplicarle A, va al punto de interseccién de
w = 0 con la recta al infinito.

hp (~p,0,1} = (r*,0,0)
con lo que se demuestra el lema.
Otro punto fijo de A, es el punto (0,1,0) :

hp(0,1,0) = (0,r,0}.

por lo que el espejo de inversién £, queda determinado por las rectas determinadas por
este punto y los puntos de Cp,.r.

Que el punto (0, 1,0) sea un punto fifo nos muestra también que el conjunto de las rectas
con 2 constante es invariante. Sea R la recta con z = zo constante R = {zo,w, 1), entonces

hp.r(R) = (—Zop +r -PZ"“',?E +p)

y dado que la primera coordenada depende de = inicamente, #,.-(R) es una recta con
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z= ?;"-:; + p que tambien es constante,

En particutar fas rectas con = = re® — p van a ellas mismas ya que en la parte finita

hpore® —pw,1) = (<P p)p+ (r* ~ p?), 0, (re¥ <) + p)

= (-pre™® + p? + 7 —p? W re )

=(r2-p(rc"g) n ])
B * - ?

re re

= (re® —pe®w 1)

por lo que en efecto fija al circulo (re® — p,0,1) y en las rectas generadas por los puntos de
este circulo y el punto (0, 1,0) , /.. actia como una conjugacién seguido de una rotacion.

El angulo de rotacién no es el mismo en cada una de estas rectas, ya que depende del
argumento del punto del circulo que la generd: es decir la rotacion en la recta con
z = re® — p es exactamente .

4.1.3 Proposicion: i, es una inversion de P*.
Demostracién: Lo umco que nos falta demostrar ahora para que cumpla todos los
requisitos de una inversion, es que sea una involucién, Calculemos entonces: /3 ,(z,w

( (=2 + (F = pA)T)p + (- pYE + pr)
rw

\ —Ep+(ri-pl)f +p(z+pf)

1§

b}z, 1)

[ = Ppt+prt+ iz ripr e zpt o pYy
= rz“'

\ —zp+rir—pit+zp + pit

(rPz,r*w,r't)
= (z,w1)

Con lo que queda demostrado que / ., es una involucion de P* con cono de inversién definido por
Cory el punto (0,1,0)

+ 4.1.4 Definicién; Sea
H={h, | preR}

56




la familia de todas las inversiones de este tipo.

Dentro de esta familia de inversiones existen algunas con una caracteristica particular, las que
dejan invanante la bola unitaria. Como ya sabemos que todas estas dejan invariante la recta w = 0
¥ que en esta recta la inversion se comporta como una inversion de P! en el circulo con centro en
(-p,0.1) y radio r, si queremos que #,,, deje invanante la bola unitaria, la restriccion z la recta

w = 0 debe dejar invariante al circulo unitario ({w = 0} N} £4).

Para que una inversion de P* deje invariante un circulo este debe de ser perpendicular al circulo de
Inversion, por io que en nuestro caso r = Jp° = 1. Claramente, para que r tenga sentido p debe
ser estrictamente mayor quel. Esta condicion es necesaria y suficiente para que w = 0 N B* quede
wvaniante bajo .., faltaria probar que también lo es para que todo B* sea invariante.

4.1.5 Lema: hp.‘,;:—_Tﬁja B*parawdape Rp> 1.

Demostracion
hp,ﬁ(:""?’) = (—Bp— 7, (Jp2 -1 )W,r +p7)
Sea (z,w) tal que [z1” + wi® = 1, es decir un punto de la frontera de B*. Tenemos que
demostrar que
o] =
Veamoslo
h 2 _ 2 _ 1 2 . pz -1 2
wi ] = ||« |
2 2 ,/p*—] w pe -1 )w
=(Ll__,,)(£___1_p)+(( ) )((4*_ ) )
2+p irp 2+p Z+p

2+p I+p Z+p r+p

()R (Bl ) ()

- ( 1+2p+2p+zi%p? ) +( Pt — el )
kl* +2p +2p+p? kI +2p+2p+p?

_ ( L= tw)* +2p+2p +p* (i + ) )
2+ 2p+zp+p?

o LP+zprmpap?
EF+2p+opep?
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Como exusten puntos del interior de ta bola que son punto. fijos de hp_ oY sabemos que
hp_ fray deja invanante la frontera de la bola y manda puntos del interior en el interior
entonces por la continmdad de hp. fract el interior de la bola es invariante y por lo tanto
también el exterior. Con esto queda demostrado que #,,, deja invariante la bola unitaria

= ] ’pz -1,
Con lo que queda demostrado que k4, deja invariante la bola unitaria si y solamente si

Denotaremos por b, a hp_ freag
4.1.6 Definicion: Sea j,,, el automorfismo de P2, 1al que

Jpr=khp,
donde k(z,w,t} = (-2,W,7) es decir

Jorz, w0y = (zp - (rt — pywr,z + pi)
¥ sea
J={jo, | p,re R}

4.1.7 Lema: jp e esun automorfsmo que deja invariante B*

Demostracion: Claramente sir = Jp* ~ 1,
ijpz—_]— = (:p + r,w‘/pz -1,z +pr)

entonces j | = es un automorfsmo que deja invariante B*, ya que tanto 4, como k la dejan
mvariante. También es invariante la frontera de B* es decir §°.

De ahora en adelante denotaremos por j, a jp_ mwg

42 DINAMICA DE .
4.2.1 Propaesicién: Los inicos pumes fijos de j, son (1,0,1),(-1,0,1),(0,1,0) .

Demostracién: Los puntos fijos de j,., son los puntos para los que existe 2 tal que el
siguiente sistema de ecuaciones tiene solucién:

p+t =2z
"p2 ~1lw = jw
T4pr= At
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De la segunda ecuacion se deduce que siw = 0, entonces 2 = Jp? -] .

Entonces, si w = 0, de la primera ecuacion podemos deducir que,
s=(A-py= (Jp' -1 -p)r, pero por la tercera ecuacion, 7 = (1 — p)z; es decir, si
wx,

e (T o)

por lo que la Gnica = que resuelve este sistemna es la solucion para toda p > | cuandow = 0

esz = 0, y entonces
(Jpz—l -p)r=0=>1=0

Es decir si w # (. entonces el tnico punto fijo es (0, 1,0).

Siw = 0,entonces }a segunda ecuacion se cumple para toda 2.
En este caso

1= 2P

-

por la primera ecuacion, que st queremos que Sea constante, entonces f tendria que ser un
miltiplo compleje de z y entonces substituyendo en la tercera ecuacion

ZEpl = —Q;ir

2+ prt = poi+ P

2 2

=1

-
P

sif = 0, la ecuacion se resuelve, si 2 = 0, pero como estamos suponiendo que w = 0, ¢l
punto (0,0,0) no es un punto de P2,

Por lo que en ¢ = 0, el imico punto fijo es (0,1,0). Si ¢ = 0, la ecuacion se resuelve cuando
o=H

Es decir en los puntos (1,0,1) y (~1,0,1), con lo que queda demostrado la proposicion,

4.2.2 Lema: jpes un automorfismo de TIPO H.

Demostracion: Comoj, |wo esla composicién de dos inversiones de P' con circulos de

inversion ajenos, ya que el circulo de inversion de k | w.o es el eje imaginario

(z = ix, x € R), y por lo tanto no intersecta a C,, entonces j, es un amomorfismo de P2

que actua hiperbolicamente en w = 0, que por tener un punto fijo ajenoaw = O es un
automorfismo de TIPO H.
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Analizemos zhora de dinamica de jj,.
Calculando j,, en el punto (0,0, 1)
50,01y = (£.0.1)

queda claro que en w = 0 el punto (1,0, 1) es un punto fijo atractor v el punto (—1,0,1) es
un punto fijo repulsor.

Calculando ahora en un punto de fa parte finita de la recta que determinan los puntos fijos
(0.1,0)y (1,0,1) podemos deterrinar la dinamica de j, en esta recta.

ol 1) = (1, %—:iw,l)

+1

Como 1 2 ﬁ:- entonces en esta recta j, también se comporta hiperbdlicamente en esta
recta siendo (1,0, 1) el punto fijo atractor y (0, 1,0) el purrto fijo repulsor.

En la recta invariante determinada por (0,1,0) y (1,0, 1) evaluamos en (~1,w, 1)

. L +1
j,,(-l,u,])—(l, f;_—ll)

Comol g fﬁ:- entonces el punto atractor de esta linea es el punto (0,1,0) vy el repulsor el
(-1.0,1).
Dado que para todo pumto (z,0,1) = (-1,0,1)

Jp(z,0,1 - (1,0,1)

si m — oc entonces toda recta R que contenga al punto (0, 1,0) , es decir las de la forma
{az,w,z), distinta a la recta (—z,w,z) tiende a la recta (z,w, 2)

Jplaz,w,z) = (z,w,2)
sih—+ cparatodaa + ~1.

De este resultado se deduce facilmente que todo punto x € P x & (~z,w,z)
C Jp(x) - (1,0,1)
En particutar todo punto x € B*,x = (-1,0,1)
Jelx) = (10,1}

Detengamonos a estudiar el comportamuento de jp | ¢ .

Por como construimos j,. podemos conocer su comportamiento en B* ya que conocemos el
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comportamiento de 4, v de k sobre la bola.

Sabemos que el espejo de inversion 1:'}_ = (al que llamaremos de ahora en adelante £,,)
esta penerado por el circulo (z""“’p2 -1 -p0, I) y €l punto (0.1, ). Llamemos imE,, al

conjunto de puntos de la forma (z, . 1) tales que i + p| § Jfp” = 1,y extE,, al conjunto de
puntos x tales que x € L, U int£,: es decir, los puntos que tienen la forma (z,w, 1) con

c-pl2 Jp7—1.0delaforma(z.w,0)conz = 0.

Sabemos que £, es invaniante bajo h,. aunque ya lo sepamos, volvamos a demostrar que

ho(int(E,)) = ext(Ep)
¥ viceversa.

eax un punto de im(E,. ). entonces x = (z,w, 1) donde |z + p| £ fp? — 1., es decir

Se
z=le? -pcon?eR) Jr-1.
Si:

Bty = (~pae™ - p?) = 1, Jp7 = 17, (2™~ p) + p)

2 (3_1
= (—p-r—-e--—-l-, i — W,l)

ie~® e

en donde

pl -1
e

L:._I-_p-l-])

pr

v por lo tanto Ap(x) € extE,.
Siz=p
ha(x) = (-p= - L= 1mo0)
y como —p? — 1 * 0, entonces /i, (x) € extE,, con lo que se demuesma que
ho(intEp) = ext(£,)
Para demostrar que h,(cxtE,) = int(E£,), basta notar que, A, es una involucién
anttholomorfa continua.
Denotamos ahora por B(imE,) aimE, N B* | por BlextE, ) a cxtE N B*.

Por ¢] analisis que acabamos de hacer y por el hecho de que B* es invariante bajo h.es claro
que

hu(B(intkp)) = BlextE,)




¥ VICEVersa.
Analicemos ahora el comportamiento k.

Claramente k(£ ) es el conjunto de lineas determinadas por el punto (0, 1,0) v por el
circulo k(e'" " =1 -p,0, l) = (e"‘,fpl ~1 +p,0,1); es decir,

k(Ep) = E.,

analogamente

kGniE,) = int(k(E,)) = intE_,
y

k(extf,) = exr(k(E,)) = extE_,,
En particular

k(B(imE,.)) = B(iniE )

Y

k(B(extf,)) = k(BlextE_.))

4.2.3 Definicion: Sea
Qp = BlextE,) N B(extE_,)
Notemos que
B = B{im£, Y U B{imE_,Y U T},

en donde I3, = Q. U B(£,) U B(E.,) v claramente
k() =0,
Con estos elementos, va podemos analizar el comportamiente de j, g .

Como #,, deja invaniante £, entonces
JelEp) = khp(Ep) = E.p
ademas
JplimEyY = klextE,) = extk_,

JplextEL) = k(intE,) = imtE.,

y como intE_, < extk,, entonces
JpGntEL,) < jo(extE,) = imE_,

Si nos restringimos a la accion de j, sobre a bola unitaria, y como sabemos que

Q, < B{exiL,) entonces
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JEp) = Eop
Jp(BlntE, }) = BlextE.,) = B(imE,) U Q, U B(E,)

JrBlextE,)) = jp(BmE_,) U, UB(E_,)) = B(imE_,)
v por lo tanto

ir@) € jo(BlewE,))} = BOriE.,))

lo gue, en paricular. quiere decir que
Qe Njpl0)=8

vaque II. NB(imE_,} = £_,, lo también implica que
AN, =D

de hecho, como j.(B(imE_,)) < Blimk_.)y i, (BGmE,)) < B(inik,.)
Q.00 = @

paratodan € Z, y por lo tanto
J ) N a2, =8

para todos m,n € Z.m # n, con lo que podemos formular ia siguiente proposicion

4.2.4 Proposicién: Para todo punte x € B(intk, ) —{(~1,0,1}} existe un tinico N € N, 1al
que
JNx) € QU BES,)

Demostracién: Por como constuimos j, sabemos que todo punto de
X € B(imE, ) — {(-1,0,1)}},

Jplx) = (1,0,1)
es decir que Ve 2 0, existe Ny € N tales que

JY(x) € BiniE_,)
v tal que para todo w 2 N,
Jnlx) & B(imE )

en donde B, es ia bola abierta, con centroen (1.0.1) v con radio &.

En particutar parae = Jp* — 1 . B, N B* = R(iniE_,).

64




ol

SeaN = !\'m € N, entonces

A= JpUp(x)) € BliniE_p)
v por 10 tanto
Jr(¥) € FFUBUME ,)) = BimE_,) U, UB(E.,)
Y como j(x) € (iniE_,.) entonces j} (x) € Q, UB(E_,) lo que demuestra que para todo
punto x € B(iniE,.) existe N € N tal que j}(x) € Q, U B(E..), basta probar que es (inica

Por construccion, sabemos que ningun nitmero mayor que N cumple con esto, por lo que
tendriamos que probar que ningim menor que N lo cumple, lo que se sigue del hecho de que

I UB(EL)) < BGmE,)
Ji (BGmE,)) < B(iniEy,)
4.2.5 Corolario: Para iodo punto x € m cxiste un unico N € N ral que
J7(x) € Q,UB(E,)

Demostracién: La demostracion de este corolario es idéntica a la demostracion de la
proposicién 4.2.4 intercambiando f, por j;. ll

4.3 REGION FUNDAMENTAL DE j,

De estos dos hechos se deduce un resultado muy importante, pero antes de enunciarlo
vamos a dar primero una definicion:

4.3.1 Definicién: Sea f € Aur{P*) y sea ® < P* un conjunto de puntos, definimos la
arbita de © bajo f como la cerradura del conjunio de puntos Jpx) € P2 gles quen € Z, y
x € ®. Lo denatamos por @ ®); es decir,

OAL) = F(x) [n € 2,x € D} = Upaz (D)
4.3.2 Proposicién: @, (17,) = 8°

Demostracién: Sabemos por la definicion que

O,0) ={}x) Il neZxel))
v sabemos que
B = BimE,) UTY, U B(imE_,)

Obviamente
‘Q_I: < @JP (m-)
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y por la proposicion 4.2.5 y el corolario 4.2.6
BlimE,) - {(-1,0,1}} < {ii(x) | ne Z.xe(3,}
BGmiE) - {(1.0. 1)} < {jix) | ne Z,x € [T}

v como

BGmE,) = {(-1.0,1}} = BGniE,)

B(imE_;) - {(1,0.1)} = B{intE_,)
entonces

0,(%,.) o B(imE,) UBGME_ YU 1T, = B
Como {I; c B*y B* es un conjunto cerrado invariante bajo /., entonces

0,1 c B
v por lo 1anto

efr(m) = B4
]

4.3.3 Corolario: (2, es una region fundamenial de B* bajo la accion de j,..

Demostraciéon: Como va demostramos
QN0 JQ,) =0

paratodan € Ny por la proposicion 4.3.2 @, ({1,) = B* con lo que queda demostrado que
Q) es una region fundamemal de 5 bajo la accion de j.. W

4.4 CONSTRUCCION Y DINAMICA DE UN GRUPO DE AUTOMORFISMOS DE
P* QUE DEJA INVARIANTE B°,

Asi como definimos a las inversiones 4 también podemos definir inversiones A como las
inversiones de la forma dhd™' en donde d(z,w,f) = (w,z,N vy he H.

Es claro que estas inversiones dejan invariante la rectaz = 0, en la que se comporian como
las # en el eje w = 0. Obviamente d, @~ = k,,, es una inversion con un espejo generado
porun circulo enlarectaz = Oy el punto (1. 0,0). La dinamica de h,,, esigualaladehi., v
la accion de fip.» en las rectas de pendiente m es igual a la accion de A, en las rectas de
pendleme L Anilogamente a las inversiones h, A, deja invariante la bola unitaria si v solo
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H

sir= Jp?—1. Denotaremos por h, a h. - Es claro que
Beo(z.on 1) = (2. —pW + (7 = p? )10 + pi)

ho(zonn) = (.‘.’Jpz ~1,-pw-1,Ww +p7)

Sea d = dHd ~les decir el conjunio de todas las 4, conp,r € B

v en partcular

De iguat manera defiimos como £ +- € espejo de inversion de %, es decir. los puntos de la
forma

(=.re® +p, 1)
umén el punto de la recta al infinito (z,0,0).

Definimos como intE . al conjunto de puntos (=, w, 1) para los cuales la forma
m+pl £r

v como ex@,,,r al conjunto de puntos (z,w, 1) para los cuales
po+pl2r

unién los puntos (z,w,0) donde w = 0. En este caso también se cumple que

~ -~ -~
h p,(e.pr_,) = iME .,

Analogamente al caso anterior, sea 17_,,_, = kh pr 0 donde x(::,n‘, 1) = (Z,-W, 7).

Como k = dkd™! entonces J ,, = dkd " dh,.d™" = dih,,d™ = dj ,,d™ es decir es
conjugada a j,,, y por lo tanto tiene la misma dinamica. Sea

J={, lprer}
De igual forma denotaremeos por ;} a },""-T
Es decir} es un automorfismo de TIPO H (3h) con puntos fijos

(0,1,1).¢1,0.0).(0,-1,1). en donde el primerc es un punto atracter en todas direcciones,
el segundo un punto slla y el tercero un punto repuisor en todas direcciones.
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Claramente para todo x € P° x € (z,—w,r)
7,5) = (0.1,1)
En particular, todo punto x € B x = (0,1, 1)

Tpx) =~ 0,1,1)
Asi mismo, sean
8(imk,) = iniE, 01 B

B(exit, ) = exiE, 0 5"

y de la misma manera

Tr(ﬁp) n}:(ﬁp) =0 VmpeZm=+n
y por lo tanto &, es una region fundamental de B* bajo la accion de ; .
4.4.] Definicion; Sea T, el grupo generdado por j, y por j -

Comenzaremos por dar condiciones aritméticas para que I',., sea un grupo libre.
4.4.2 Proposicion:Dadospyq € R.otales quep+ Jp° -1 £ L.g+ Jy" =1 £ 1y que

(p+,/,72——-1)2+(q+‘/¢ﬁ_-1)221

emtonces I, es un grupa libre.
~~
Demostracién: Tomemos el grupo de automorfismos generado por j, v por f,.
o d
Frg = (j,., j,?), es decir todos los f € Awt (P?) tales que se puedan descomponer como

una composicion finita de generadores del grupo.

Por simplicidad llamemos xq,x) y x2 2 (1,0,1),{(0,1,0) y (-1,0, | ) respectivamente, es
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decir a los puntos fijos de j. y yo.31 ¥ 32 a (0,1.1),(1.0,0) y (0,-1,1) respectivamente, a
los puntos fijos de j .

SeaF = {xg,.x1.x2, 001,02}

La condicién de que p + Jﬁ £ I implica que
B'nE,+9

va que ¢! punto (p+ pt~ | ‘0.1) e E,UB.

Analogamenie

b"nﬁq*ﬂ

Y la condicidn de que (-p + - )2 + (-—q +Je7 -1 )2 2 1, implicz que

£, ﬂﬁ, NB* =8.yaque

57 YESIS WO BERE

MR Bt LA BIBLBTER)

ENE, = (e 57— T ~pe® fF 1 ~41)  8.6: € [0.20)

y COmo
(—p+,f;ﬁ)2+(-(,;v-{»,/qrz——])2 z1
entonces
(c# =7 —pet: fF o0 ~g1) € B V6,6; € [0,21)
v por lo tanto

E,NE,NB =0
lo que nos garantiza que I, es un prupo libre,
Estudiemos ahora el comportamiento, de I, tanto en la bola unitaria £°, como en todo P2,
4.4.3 Definicion: Sca A, el conjunto limite de T .
Dado que todos los elementos de Iy, (salvo £) son automorfismos de TIPO H, y sabemos

que el conjunto imite, es igual a la cerradura del conjunto de los puntos fijos de los
elementos del grupo que sean de TIPO H. entonces

AP@: {IEP: |f(x}=x‘fe r;uy;f*]}

es decir. ¥ € A, siy solamente si existe una sucesion {x,} de punios fi;os de elementos de
I'p; tal que

Iimx, = x

Jomd
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Comovavimos {x € P~ | fix) = x,f € Tppf # T} = (T,.0)(F) , entonces
A,n.q = (rpq)(}?)

Notemos que tanto j, como ; o dejan invanante ef conjunto de puntos, tales que tienen la
siguiente forma

(Zn}..“'n)... Io}.) AeC- 0, (:o,“'g.fu) € R:‘ - (0.0.0)

vaquesi (2o, wo.70) € BY - (0,0.0) entonces

Jplizu, Avg Alg) = ().(:op+to).2(wng3 -1 ),}.(:n +pro))

en donde (zup +io.wofpm — 1.7 +p10) e B -¢0,0,0).
Lo mismo sucede para ; o

Liamamos RP* al conjunto de puntos de la forma (A=, Aw, Aydonde 2 e C-0y
(=.w.1) € R - {0.0,0).

4.4.4 Proposicién: £/ canjunta limite A, estd contenido en RP?.

Demeostracién: Como RP? es un conjunto invariante de fu v de fq, entonces también es un
conjunto invariante de cualquier elemento de I, y por lo tanto

r!’-?(m:) = RP?
y dado que F = RP?, entonces
Iy (F) < RP?
v por Jo tanto también su cerradura, es decir
A, C RE?
B

4.4.5 Corolario: 5 x € P*, dada cualgquier sucesion {f.}~, de elementos de T, 1af que
{f.(x)} 2, es una sucesion convergenie. entonces

limf{(x) = a € RP*

Demostracion: Por definicién de conjunto limite, @ € A, 4 va que por construccion existe
x € P, y una sucesion {f,} 1, de elementos de I',., tal que

li_ry_f](:r) =a

v por la proposicién 4.4.4 sabemos que A, © RP® en particular 48
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Estos resultados nos muestran que si queremos estudiar Ayp.g basta fijarnos en RP* que por
ser un espacio de dimension 2, es mucho mas facil de manear.

4.4.6 Corolario: Six € B*, dada cualquier sucesion {f,}*, de elemenios de g wal que
{f(x)} ) es una sucesion convergente, entonces

hmf(x)=a e RP* NS = !
Demostracién: Dado que B v 57 son invariantes bajo [, .y F |« < §*, entonces
Ao |n €S NRP = 1

¥ POT COMO construimos @, @ € A, v porlotantoa € S'

Llamamos BA,., aS' NApg = B NApg = TpglF | g )

Como F |z g = {(1.0.0),(0.1,0)}. entonces A, = BAL, UT,4((3,6,0).{0.1.8))

4.4.7 Proposicidn: Sea Q,, = Q. N ﬁ‘,, entonces (1, es una region_findamental de B*
bajo la accion de Ty,

Demestracion: Como va sabemos
QpNjp(C2) =0

ﬁq n } q(Q‘?) =0
entonces
Qpq Nip(Qpq) = 8

QP-&‘ N }q(QP-q) =0

Estos elementos nos describen toda la dinamica de I,
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