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PREFACIO

Sin lugar a dudas, se estd mejor preparado para futuros retos mientras més disciplinas se
conozcan. Las matemiticas financieras, ricas en aplicaciones y crecientes avances
tedricos, son una de estas disciplinas.

He seleccionado de esta apasionante area algunos temas, representan sélo una
pequeiia parte, en relacién con la valuacion de opciones; y he tratado de presentarlos de
una manera breve y clara, pero, sobre todo, con perspectiva matemética. Este trabajo es el
resultado.

El propésito es una presentacion logica de las técnicas matematicas usadas en
finanzas para la evaluacion de opciones Americanas y Europeas sobre acciones. Existen
excelentes libros que tratan estos temas o brevemente o de una manera informal, en
contraste, el tratamiento en este trabajo se intenta sea una extension con un acercamiento
diferente, tomando como base el enfoque matematico de los temas tratados.

A fin de facilitar la comprension, algunos temas se ilustran con un ejemplo
acompafiado de un programa en MATLAB. Dichos programas se han traducido a Visual
Basic para su uso en tres hojas de calculo de Excel 97 y se encuentran en el disco que
acompafia esta tesis. Aun cuando se traté de hacer algoritmos eficientes, se debe enfatizar
que su unico propdsito es dar solucién numérica a los mismos.

El material estd dividido en tres partes intimamente relacionadas. El capitulo
primero define los conceptos y términos necesarios para la descripcion de un modelo
estocastico representativo de los titulos accionatios. El capitulo segundo contiene una
introduccién de los elementos basicos en la interpretacion de los titulos opcionales de
compra y venta. El énfasis es puesto en el modelo binomial de valuacién de opciones, la
manera en que converge a la formula de Black & Scholes, y como la flexibilidad del
modelo permite la valuacién de opciones Americanas. El capitulo tercero se enfoca en la
resolucion analitica y numérica de la ecuacién diferencial de Black & Scholes.
Finalmente, se concluye con la técnica de la simulaciéon (Método de Montecarlo) para
evaluar opciones lookback.




iNDICE

CAPITULO I: PROPIEDADES PROBABIL{STICAS DE LAS ACCIONES . .............. 1
Introduccién a los productos derivados ... ... ... i e e 1
Transacciones de contadoyadelantado . ... .. ........ . ... . . . ... 2
Contratos de FUILTOS . . . .. . L i i e i i et e e 2
Tasacontinuadeinterds . ... .. ... ... ... .. . e 2
Elproceso Wiener . . . ... ...ttt it it ittt aia e amaaean 3
Elproceso Wienergeneralizad0o . ... . ... ... 00 et 6
Elprocesodelto . ... . ... i i ittt e 8
lemadelto . ... ... ... e e e g
El modelo estocasticoparalas acciones .. ... ... ... ... i, 10
La distribucién lognormal enlas acciones .. ... ... i i i 13
Ladistribuciénde latasaderendimiento . ......... ... ... .. . o, 15
Estimacion de la volatilidad histdrica .. ... ........... ... . o oL, 18

CAPITULO II: EL METODO BINOMIAL EN LA VALUACION DE OPCIONES ......... 30
g 4= e 31
Perfiles de pérdidasyganancias . ......... ...t innr i e 31
PerfildeunCalllargo . .. ... ...ttt i e 32
PerfildeunCallcorto . ..... .. . ..ttt it 32
Perfildeun Putlargo . .. ... ... ... . e 35
Perfilde un PUt COmO . . .. ... L e e e 36
Elmétodo binomial ... .. ... . . ... e 38
Arbitraje con posicidnecorta .. ... L. L o e e, 40
Arbitraje con posicidnlarga . . . ... . L. e e 41
Modeloparaunperiodo .. ... ... . .. i e 42
Inversién indiferente alriesgo . . . . . ... L o e e 44
Modelo parados periodos . .. .. ... .. e e e 46
GeneraliZaCiOn . .. vt ittt i e e e e e i s 47
Paridad Put Call . ... . .. it ittt e it 49
La volatilidad en la férmula binomial . ... ... ... .. . i oo L 83
Laférmulade Black & Scholes .. .. ... ... . ... i 57
Convergencia a la formula de Black & Scholes ... .................... 60
Valuacion de opciones AMEMNCANAS . . . . v ot i i b et it i n e eeeeeneanns 65
El método binomial en la valuacién de opciones Americanas . ............. 66

CAPITULO III: LA ECUACIONES DIFERENCIAL DE BLACK & SCHOLES .......... 69
{ a ecuacion diferencial de Black & Scholes ... ......... ... ... ..., 69
Ecuaciones diferenciales parciales . . .. ... .. .. i i i i i e 7
FOrmMas CANGMICAS . . . v v v v v v et m e et et s e s man s s s st 71
La ecuacion de difusidn . . . . . ... e e e e 72
Propiedades basicas de la ecuacién de difusidbn . . .. ... ... Lol 72
Condiciones de fronlera de la ecuacién de difusidn .. ......... ... ... .. 72
Solucionporsimilitud .. ... ... ... e 73
Lafuncidndelta . .. ... i e e e e 73
Unicidad dela soluciin . . . . . .. . i i e i e s 79
Solucion por la transformada de Fourier . . ... ... i i, 80
Sclucion explicita de la ecuacién diferencial de Black & Scholes .. ......... 84
ElHedge ratio . ... ... ... v et ittt et e 88
Solucion numérica de la ecuacién diferencial de Black & Scholes . ... ... .. .. 91
El método implicito de diferencias finitas . . ......... ... ... .. L, 93
El método explicito de diferenciasfinitas . . ....... ... .. .. oL, o4
Elmétodode Crank-Nichalson ... ......... ... ... .. 94
Dividendos en la ecuacion diferencial de Black & Scholes . . .............. 101
Opcioneslookback ... ... ... . i i e, 107
Conclusién ... .. ... .. e E S 112
Apéndice de términos estadisticos . ... ... .o aaaia oo 113
Bibliografia .. .. ... i i e e s 117

ii



A mis padres.



CAPITULOI

PROPIEDADES PROBABILISTICAS

DE LAS ACCIONES

En este capitulo se desarrollan algunos aspectos probabilisticos y estadisticos de los
titulos accionarios. Se mostrara un modelo estocdstico que describe el comportamiento
del precio de las acciones, e inferiran ciertas distribuciones probabilisticas de sus
variables, y en consecuencia se calculardn sus intervalos de confianza. Comenzar con la
definicion del proceso de Wiener y sus propiedades es fundamental en la construccicn del
modelo. Identificado el modelo, es relativamente facil obtener su esperanza y varianza, lo
que lleva a poder estimar una importante caracteristica, la volatilidad de la accion.

Introduccion a los productos derivados

Los mercados derivados son aquellos en los que se intercambian instrumentos derivados.
Un instrumento derivado es aquel cuyo valor depende del valor de otro instrumento,
conocido como bien subyacente; por lo tanto, el valor del instrumento derivado existe por
su dependencia del valor o precio del bien subyacente. Los instrumentos derivados
“siguen” el perfil de pagos o movimientos del precio del bien subyacente, aunque esto
solo se observa durante la vigencia del instrumento derivado; puesto que siempre tiene
una fecha de vencimiento previa o igual a la del] bien subyacente. Los instrumentos
derivados toman como bienes subyacentes una gran cantidad de instrumentos o bienes,
como pueden ser: instrumentos de deuda, acciones, petrdleo, café, cacao, plata, etc., y
todos ellos pueden ser agrupados en las siguientes categorias:

+ Acciones ¢ Indices de Acciones
+ Tasas de Interés (Instrumentos de deuda)
+ Tipos de cambio (divisas en general)
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PROPIEDADES PROBABILISTICAS DE LAS ACCIONES

* Bienes (metales, quimicos, agropecuarios, etc.)
¢ Indices de Precios

En ailos recientes, los instrumentos derivados han llegado a ser de gran importancia en el
campo de las finanzas; los futuros y las opciones son dos ejemplos de instrumentos
derivados.

Transacciones de Contado y Adelantadas

Para comprender la importancia del plazo de vigencia de los instrumentos derivados es
necesario entender cudl es la diferencia entre hacer una operacién de contado y una
adelantada (en forward). La distincion entre ambas tiene que ver con ¢l tiempo en que se
hacen las transacciones:

+ Transaccion de contado: es un acuerdo de las condiciones para la entrega de un
activo (financiero o de otro tipo) y su liquidacién inmediata.

+ Transaccion adelantadas (en forward): es un acuerdo, en un momento inicial,
acerca de las condiciones para la entrega y liquidacion futura de un activo.

Contratos de Futuros

Un contrato de Futuro es un compromiso legal entre un vendedor y un comprador para
comprar o vender un cierto bien subyacente a una fecha futura para un cierto precio,
cantidad, calidad, locacién y tiempo establecidos.

Un inversionista que compra un contrato de Futuro tiene una posicién larga en
Futuros, mientras que el inversionista que vende Futuros tiene una posicién corta en
Futuros.

Tasa continua de interés

Considere un capital K invertido / afios a una tasa de interés anual r;. Si la tasa es
compuesta o convertible anualmente, el monto de la inversion es:

M= K(l +r1)'

Si es compuesta m veces por aiio, el monto de la inversion es:

mi

m=k(1+%)

Sea K=$100, r, =10% anual, y el tiempo de un afio, asi que ¢ =1. Cuando se tiene una tasa
compuesta anualmente (m=1), la férmula muestra que un capital de $100 crece a

s100(1+%) " =s110

Capitulo [ 2
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Cuando se tiene una tasa compuesta semestralmente (m=2), la férmula muestra que el
capital de $100 crece a

$100(1 +~9§-)2" =$110.25

Si se tiene una tasa compuesta trimestralmente (m=4), la formula muestra que el capital de
$100 crece a

$100(1 Jr%)a'I =$110.38

Los efectos de incrementar la frecuencia de la tasa compuesta, es decir, incrementando m
se pueden resumir en la siguiente tabla:

Frecuencia Monto del capital
m de la tasa $100 al final de un
¢compuesta ano
1 | Anual 110.00
2 | Semestral 110.25
4 | Trimestral 110.38
12 | Mensual 110.47
52 | Semanal 110.51
365 | Diaria 110.52

El limite cuando m tiende a infinito se conoce como la tasa continua de interés:
mi mr
M=im K(1+5)" =K im (1+%)" | = ker
m
pues lim (1 + 5,,1-) =g
Por tanto un capital K=$100 invertido un afio a una tasa r=10% crece:
M=Ke"' = 100e%"! = $110.52

Este es el mismo valor (truncado a centésimos) que el de la tabla cuando m =365. Por
tanto para fines précticos la tasa continua se puede pensar como una tasa compuesta

diariamente.

El proceso Wiener

Una variable cuyo valor cambia en el tiempo de una manera aleatoria se dice que sigue un
proceso estocastico. Los procesos estocdsticos se pueden clasificar en discretos y
continuos. Un proceso estocastico discreto es uno en el que el valor de la variable puede
cambiar solamente en ciertos valores fijos del tiempo, mientras que un proceso continuo
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cambia en cualquier momento. Sea Z(?) la posicién de una particula al tiempo . En este
caso f toma valores reales no negativos en las abscisas y Z(r) en las ordenadas (o quizds en
el plano o espacio). La temperatura de una habitacion en cualquier instante de tiempo es
un ejemplo de un proceso estocastico continuo.

En este capitulo se analiza un proceso estocastico continuo para el precio de las
acciones. Es de importancia mencionar que en la practica los movimientos de los precios
de las acciones no siguen un esquema continuo. Los movimientos de los precios de las
acciones estan restringidos a valores discretos, usualmente multiplos de § 1/8, y sus
cambios sélo pueden observarse cuando las Bolsas de Valores estin abiertas. Sin
embargo, el proceso estocastico continuo es un modelo bastante util para la mayoria de los
propdsitos.

Un proceso markoviano es un proceso estocastico particular donde sélo el valor actual es
relevante para predecir el futuro. El valor histérico de la variable y la manera en que se ha
obtenido del pasado el valor actual son irrelevantes.

Asi, por ejemplo, los precios de las acciones se supone siguen un proceso
markoviano. Supéngase que el valor de una accion de IBM es hoy de $100. Si el valor de
la accion sigue un proceso markoviano, nuestra prediccion para el valor futuro de la
accidén no deberia ser afectado por el precio de hace una semana, un mes o un afio. El
tnico factor relevante es que el precio de la accion vale hoy $100'. La propiedad
markoviana implica que la distribucién probabilistica del precio en cualquier momento
futuro del tiempo depende unicamente del valor actual $100 de la accién.

Los modelos de los precios de las acciones se expresan usualmente en términos de
lo que se conoce como un Proceso de Wiener. Un Proceso de Wiener es un caso particular
de un proceso estocastico markoviano. Se ha usado en la Fisica para describir el
movimiento de una particula (10* cm. de diametro aproximadamente) inmersa en un
liguido o gas que describe trayectorias continuas ¢ irregulares. El movimiento de tal
particula es llamado Movimiento Browniano, en honor al botanico inglés Robert Brown,
quien descubrié el fenémeno en 1827.

El comportamiento de una variable Z que sigue un proceso de Wiener puede ser
entendido considerando los cambios en su valor en pequefios intervalos de tiempo.
Considere un intervalo pequefio de tiempo Af=(t-s) y definase Z(¢) - Z(s) como el cambio
en Z durante Al

Definicién. Un movimiento Browniano o un proceso de Wiener con parametro de
varianza ¢? es un proceso estocastico Z(f) que toma valores en los niimeros reales

satisfaciendo:

iy Z(0)=0;

'Aspectos estadisticos de los valores histéricos del precio de las acciones de IBM, pueden ser itiles para
determinar la volatilidad de las acciones. Lo que se enfatiza aqui es que la trayectoria particular seguida
por la accion en el pasado es irrelevante.
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i) Para cualesquicra s, €1, €52 €4 € ... €5, €4, las variables aleatorias
Z(t1y—2(s1), ..., Z(tn) — Z(s) son independientes;
iii) Para cualesquiera s < ¢, la variable aleatoria AZ= Z(¢) - Z(s) se distribuye
normal con media  y varianza Atg?, es decir, AZ ~ N(0,Atg?).
iv) Las trayectorias son continuas, es decir, la funcion ¢ » Z(f) es una funcién
continua de .
Un movimiento Browniano estdndar es un movimiento Browniano con ¢ = 1. También
se puede hablar de un movimiento Browniano que comience en z, es decir, Z(0) = z. Si

Z(#) es un movimiento Browniano (que comienza en cero), entonces Y{(¢) = Z(f) + z es un
movimiento Browniano que comienza en z.

Propiedades. Considere ahora un movimiento Browniano estandar; se pueden
establecer las siguientes propiedades

i} AZ = e/Ar, donde & es una variable aleatoria que se distribuye normal

. X- — .
estandar, es decir, € ~ N(0,1) pues, &= afx = Ajmo;ver apéndice

(A.2.iii)
i1} La definicién implica que Z sigue un proceso Markoviano.

iii) Sea T un periodo de tiempo relativamente largo y Z(7) - Z(0) el incremento
en el periodo. Si se divide T en N pequefios intervalos de tiempo de
longitud At, se puede escribir:

T=NAlYy
Z(T) - Z(0) =_)A:fI AZ:ZN:, g AL
J= j=
N
Lz -20)]= /ar % Hy]=0
2 N N
varl (1) - 20)]= (/a1 ) > varle]=a1 Y 1=Na =T

= =

iv) La covarianza de cualesquiera dos AZ es cero:

coW(AZ,AZ') = E[(AZ - 0)(AZ' - 0)] = E[AZAZ'] = E[AZ]E[AZ'] =0

Asi en cualquier intervalo de tiempo de longitud 7, el incremento en el valor de una
variable que sigue un proceso Wiener se distribuye normalmente con media cero y
desviacién estandar raiz cuadrada de 7. También se debe recordar que la varianza es
aditiva cuando se estd hablando de variables aleatorias independientes normalmente
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distribuidas, lo que se puede demostrar utilizando la funcién generatriz de momentos; o
ver el apéndice (A.2.iv)

Ejemplo

Suponga que la variable aleatoria Z, que sigue un proceso Wiener esta
inicialmente en 25, Z(0) = 25, y que el tiempo 7 se mide en afios. Al final del
primer aiio, 7= 1, el valor de la variable estard normalmente distribuida con:

E[Z(T) - Z(0Y] = E[Z(T) - 25] = 0, con lo que

E[Z(D)]) =25,y
Var[Z(T) - Z(0)] = Var[Z(T) - 25] = Var[Z(T)) = T, y en consecuencia una

desviacidn estandar de

JVarlZ(TY] = JT =1

Al término de dos afios, 7 = 2, se distribuye normalmente con media 25 y
desviacion estandar de V2. Note que la desviacién estindar, la incertidumbre de
valor de la variable en un cierto tiempo en el futuro, se incrementa tanto como la
raiz cuadrada del tiempo que se quiera anticipar.§

En el cdlculo diferencial es comun considerar incrementos pequefios para posteriormente
tomar el limite cuando la variable tiende a cero. Asi Ay/Ax se convierte en dy/dx en el
limite. Se puede proceder de igual manera con los procesos estocasticos continuos. Un
proceso de Wiener es el limite cuando Af = 0 en el proceso anteriormente descrito para Z.
En consecuencia se puede escribir

de=¢jdl

El proceso Wiener generalizado

Un proceso de Wiener generalizado para una variable x puede ser definida en términos de

dz como sigue:
dx = adt + bdz

donde a y b son constantes.

Para entender mejor la ecuacion se puede dividir en los siguientes componentes. El
término adr implica que x tiene una tasa de cambio de valor esperado (expected drift rate)
de a por unidad de tiempo. Sin el término bdz , la ecuacion queda:

dx = adl

lo que implica que
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ax _
d =9
(8]
X =Xxgt+ af

donde xo es el valor de x en el tiempo cero. El término adr representa la parte
deterministica de la evolucion de x, representada por la linea recta en la grafica. En un
intervalo de tiempo de longitud 7, x se incrementa en una cantidad de a7’ Del término bdz
se puede decir que agrega ruido a la trayectoria seguida por x, es decir, es la parte
aleatoria y por tanto impredecible del movimiento de x. La cantidad de ruido agregado es
b por el proceso de Wiener. En un pequefio intervalo de tiempo A, el cambio en el valor
de x, Ax, es:

Ax = aAt + bAz = aAt + be JA1

donde como de costumbre ¢ es una variable aleatoria que se distribuye normal estandar.
Por lo descrito en el apéndice (A.2.vi) Ax tiene también una distribucién normal con las
siguientes esperanza y varianza:

Elax] = E[aAt+stE ] = ElaAt] + b /A1 Ele] = ant

2
Var|Ax] = Var[aAt +be AL ] = (b \/E) Varlel = b2A1
Ax ~ N(aAt, b2AtL)

lVa[or de la
variable x
dx=adt
dc=adi+bds  — -~ —= l “
N Un proceso de Wiener, dz
W Tiempo

PROCESQ DE WIENER GENERALIZADO

De esta manera el proceso de Wiener generalizado tiene una tasa de cambio de valor
esperado (expected drift rate per unit of time) por unidad de tiempo de a y una tasa de
cambio de varianza (variance rate per unit of time) por unidad de tiempo de b%. El proceso
de Wiener o movimiento Browniano estandar que se desarrollé tiene una tasa de cambio
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de valor esperado (expected drifi rate) de cero y una tasa de cambio de varianza (variance
rate) 1. El"drift rate” de cero significa que el valor esperado de Z en cualquier momento
futuro del tiempo es igual a su valor actual. La tasa de cambio de varianza 1 significa que
la varianza del cambio en Z en un intervalo de tiempo de longitud T es igual a T.

Argumentos similares a los propuestos muestran que un cambio en el valor de x en
cualquier intervalo de tiempo de longitud T se distribuye normalmente con:

E[x(T)-x(0)] = EL‘;, Ax} =), (E[aAt] +bJar E{e,-]) =§% {anr) = ag‘: At=aT

=

Var[ x(T) - x(0) ] = Var|;_§; Ax] =Y. (0+ (b Jar)yvare;]) =§I b2A¢ = b? ﬁi At =BT
z = -

J=1

siendo,
N

Ax =2, (am+bsjm)

J=1

b=

x(T) ~x(0) =;

J

Ejemplo

Considere la situacién donde la posicion de una compafia medida en miles de
délares, sigue un proceso de Wiener generalizado con una tasa de cambio de
valor esperado de @ = 20 por afio y una tasa de cambio de varianza de b* = 900
por afio. Inicialmente la posicion de la compaiiia es de 50, x(0)=50. Al final del
primer afio, (T = 1), la posicion de la compaiiia tiene una distribucién normal
con:

E[x(T) - x(0)] = E[x(T) - 50)] = aT, con lo que E[x(T)] =207+ 50=70,y

Var[x(T) - x(0)] = Var[x(T) - 50] = Var{x(1]= 6T,y por tanto una desviacion
estandar de

JVarb(TY} = b T =30.

Al final de seis meses, (T = 0.5), tendra una distribucion normal con un valor
esperado de E[x(T)] = 20(0.5) + 50 = 60, y [Var[(T)] =30/05 =21.21.
Note que la desviacion estandar, {a incertidumbre de la posicion de la compaiiia
en un cierto tiempo en el futuro, se incrementa tanto como la raiz cuadrada del
tiempo que se quiera anticipar. También, observe que la posicidn inicial de la
compaiiia puede ser negativa, lo cual puede ser interpretado como que la
compaiiia pide fondos prestados.§

El proceso de Ito
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Se puede definir otro tipo de proceso estocastico, el cual se conoce como el proceso de
Ito. Es un proceso de Wiener generalizado donde los parametros a y b son funciones de
las variables x y el tiempo ¢. Algebraicamente se le puede representar como:

dx = a(x,0)dt + b(x,Ndz

Con lo que la tasa de cambio de la esperanza y varianza del proceso de Ito son factibles de
cambiar en ¢l tiempo.

Lema de Ito

Un resultado importante en el drea de los procesos estocasticos fue descubierto por el
matematico Kiyoshi Ito en 1951, el cual se conoce como el lema de Ito. Supongase que el
valor de la variable x sigue un proceso de Ito:

dx = a(x,0dr + b(x,t)dz

donde dz es un proceso de Wiener, @ y b son funciones de x y ¢. La variable Ax tiene una
tasa de cambio de valor esperado de a(x,f) y una tasa de cambio de varianza de 6%(x,f). El
lema de Ito afirma que una funcion f{x,r) continua en (x,/), junto con sus derivadas
parciales, sigue ¢l siguiente proceso:

dfix,t) = [-‘La( t)+6f(gt[) % g t)bz(x r)]dr+[—-&’[—b( I):|

donde dz es el proceso de Wiener ya estudiado. Asi f{x,f) también sigue un proceso de Ito

con:
aﬂa'i’t)a(x,r)-k 5]‘(5;1) +%6]‘(x f)bz( t)]

tasa de cambio de valor esperado de: {

2
tasa de cambio de varianza de: [Qif.;c’—t)b(x, I)} .

Ejemplo

Antes de analizar cualquier aspecto matematico de las acciones, se puede hacer
una interpretacién practica y somera de la informacion financiera que se publica
sobre las acciones que cotizan en el New York Stock Exchange en un listado que
aparece en publicaciones como el Wall Street Journal. El siguiente es un listado
parcial de varias acciones, donde se analiza a la Baltimore Gas and Electric,

BaltimrGE.
NEW YORK STOCK EXCHANGE
52 Weeks Yid Vol Net
Hi Lo  Stock Sym Div. % PE 100§ Hi Lo  Close Chg
-B-B8-B-

29 5/8 17 3/4 BakrHughs BHI 46 18 dd 2761 26 2512 26 +3i8
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191/8 16 5/8 BarkFentrs BKF 1.81e 10.0 .. 165 181/8 177/8 181/8 ..

2558 17 BaldorElec BEZ 40f 16 23 66 241/2 243/8 243/8-1/8
337/8 24 3/8 Bali Cp BLL 124 44 12 551 285/8 283/8 281/2-1/4
123/4 41/4 BallyMfg BLY .. dd 6386 103/4 101/8 101/ -1/4
978 6 BallimrBep BBB .. 9 2163 101/8 8314 9718 +1/4
26 5/8 21 1/2 BalimrGE BGE 1.48f 57 16 619 26 255/8 257/8 +1/8
72 61 1/4 BaltimrGE pfB 450 67 .. 250 &7 67 67 12
61 1/2 42 1/8 BancOne ONE 140 24 17 5865 58 57172 571/2-3/8
18 1/2 B 3/8 BancFla BFL .. 10 87 185/8 181/4 185/8 +112

Las primeras dos columnas proporcionan la cotizacion del precio mas alto y el
mas bajo de la accion en las dltimas 52 semanas, $26% vy $21'%,
respectivamente. El 1.48f significa que los dividendos pagados a los tenedores
en el trimestre anterior fue de $1.48 por accién. Este valor corresponde a una
tasa anual del 5.7%, ya que la accion BaltimrGE se vendio en $25% (e! precio de
cierre en la peniilltima columna), asi que la tasa de dividendos es de 1.48/25.875
=0.0572 0 5.72%.

El listado de las acciones muestra que las tasas de dividendos varian
ampliamente entre empresas; tasas altas de dividendos no son necesariamente
mejores inversiones que las que tengan menores tasas. Las ganancias totales de
un inversionista vienen de sus dividendos y de la apreciacion que en el valor de
la accidn se tenga. Las empresas emisoras que tienen una tasa baja de dividendos
presumiblemente ofrecen mejores prospectos de apreciacién, ya que de no ser
asi los inversionistas no estarian dispuestos a mantener esa baja tasa en sus
portafolios.

El cociente P/E (price earnings ratio), es la relacion del valor actual de
la accién con respecto a las ganancias del afio anterior. El cociente P/E dice
cuanto un comprador de acciones tiene que pagar por dolar de ganancias que la
empresa emisora genera por cada accion. El valor P/E también varia
ampliamente entre empresas emisoras; donde no se reporte una tasa de
dividendos y un cociente P/F significa que las empresas tuvieron cero
dividendos, o cero (o negativas) ganancias.

La columna del volumen reporta que 619 lotes de BaltimrGE fueron
comercializados el dia anterior a la fecha en que se publicé el listado. Los titulos
usualmente se comercializan en lotes de cien cada uno; aqueilos inversionistas
que quieran lotes de menor cantidad (“odd lofs ), generalmente deben pagar
comisiones mayores a sus agentes de inversién. El precio mas alto y el mas bajo
de las acciones que se comercializaron el dia anterior fueron $26 y $25% ,
respectivamente. Finalmente el precio de cierre fue de 25% lo que representd un

aumento de Y& con respecto al dia anterior.§
El modelo estocastico para las acciones.

Los precios de las acciones siguen procesos estocasticos, pero antes de sugerir uno cabe
sefialar algunos de su aspectos:
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+ lLas acciones que se consideran no pagan dividendos. Por lo que las ganancias
serdn debidas a la apreciacion o depreciacion de las mismas, lo que conduce
primeramente a considerar los cambios en el precio de las acciones (AS) en un
pequefio intervalo de tiempo (Af), y un porcentaje o tasa de rendimiento en

dicho periodo (%).

*» El precio de una accién no puede ser jamés negativo, por lo que el modelo que
describe su evolucién ha de ser tal que impida la aparicion de tales valores.

Para construir ¢l modelo se analiza la tasa de cambio del valor esperado (expected drifi
rate) y la tasa de cambio de la varianza (variance rate) de AS.

El movimiento en el precio de una accion debe ser, aproximadamente,
proporcional a su valor; es decir, que si una accién vale hoy $100 en un mes puede variar
entre $90 y $110; si vale $10 podra variar aproximadamente entre $9 y $11. Lo que
implica que si § es el precio de la accion, la tasa de cambio de valor esperado (expected
drift rate) del precio de la accion deberd ser xS, para algin parametro constante u, es
decir, E[S]=uS. Si se considera ahora un intervalo pequefio de tiempe, At, el incremento
en la tasa de cambio de AS debera ser uSA¢, es decir:

E[AS) = uSAt

El parametro g corresponde a la tasa esperada de rendimiento anualizada de la accién en
un intervalo pequefio de tiempo. Para identificar plenamente al pardmetro se supone una
tasa de cambio de varianza (variance rate) del precio de la accién siempre de cero, con lo
cual se tendria un modelo de la forma:

AS = uSAt
¢ S5~-5

-So

S, =ult

lo que implica:
S=8(1 +pAD

Donde S; es el precio de la accién al tiempo cero. La ecuacion muestra que el precio de la
accion crece a una tasa de interés anual simple por unidad de tiempo. En promedio u es
8% mas grande que el rendimiento de una inversion libre de riesgo como los bonos del
tesoro norteamericano (Treasury bill); asi, por e¢jemplo, cuando el rendimiento de un
T-bill es del 5%, un valor tipico para la tasa esperada de rendimiento para la accion seria
del 13% anual. :

Dado que en realidad una accién no sigue un modelo deterministico, cabe preguntarse
cémo ha de ser la varianza de la tasa de rendimiento en un intervalo pequefio de tiempo,

es decir, Var[-%ﬁ:l. Debe, pues, tener un mismo valor sin importar cual sea el precio de la
accion. En otras palabras, un inversionista estara tan indeciso de su tasa de rendimiento
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cuando el precio de la accion tenga un valor de $50 6 cuando valga $10. Se define o
como la tasa de cambio de varianza instantanea (instantaneous variance rate) del
rendimiento en un pequefio intervalo de tiempo, ie., Var[AS/S)/Ar=¢. Haciendo ahora
uso de las propiedades de la varianza, se tiene que:

Var[AS] = 6282 At

Al término o se le conoce como la volatilidad del precio de la accién. Los valores
tipicos de & para una accién cualquiera estan en el rango de 20 a 40%.

Estos argumentos sugieren que S, el precio de la accién, puede ser representado por un
proceso de lto, el cual tiene una tasa de cambio de valor esperado instantanea
(instantaneous expected drift rate) de uS y una tasa de cambio de varianza instantanea
(instantaneous variance rate) de ¢*S”. Lo que se puede expresar de manera discreta como:

AS = uiSAl + 6SAZ

Esta ecuacion es el modelo mas habitual para describir la evolucién del precio de
las acciones. Este proceso es el llamado movimiento Browniano geométrico. Es
geométrico en el sentido de que § est4 presente en la determinacién de los parametros del
modelo, es decir, al aumentar o disminuir S también lo hacen sus parametros y como se
mostrard mas adelante § no puede jamas alcanzar valores negativos, pues tiene una
distribucion lognormal. La version completa del modelo es:

%zy&—kaa@,
pues AZ=¢/Al

donde ¢ y u son constantes.

Ejemplo

Considere una accién que no paga dividendos, tiene una volatilidad de 25% al
afio, y con una tasa esperada de rendimiento del 20% anual. Con estos datos z =
0.2 y o = 0.25. El modelo para el precio de la accién es:

% = 0.2A1+0.25¢ JAT

Considere ahora un intervalo de tiempo de una semana o 0.0192 afios, y un
precio inicial de la accién de $100. Entonces Ar = 0.0192, §= 100, y

AS = 100(0.00384 +0.03464%)

AS=0.384+3.464¢

Capitulo I 12




PROPIEDADES PROBABILISTICAS DE LAS ACCIONES

lo que muestra que el cambio en el precio de la accion tiene una distribucién
normal con media de $0.384 y desviacién estandar de $3.464 §

Finalmente, los parimetros del modelo son:

£ 48] = Huni]+ o J7 Elel =

Var[%} =0+ (GJE ) ’ Varle] = 62 At

Por tanto;

AS 2
S ~N(,uAr,a Ar)
La distribucion lognormal en las acciones

Sea X una variable aleatoria positiva, y definase una nueva variable aleatoria Y=InX, Si ¥
se distribuye normalmente con media uy y varianza o, entonces se dice que X se
distribuye lognormal. Su funcién de densidad est4 dada por:

2
“(lﬂx_z;é:r_)_ parax > 0
/(x;# v, G%) = #Mé’

y con:

E[X] = epriod

Var[X] = e2ur20} _ g2ur+a}

La grafica de una variable que tenga una distribucién lognormal, a diferencia de Ia grafica
de la normal, esta solamente definida para valores positivos y esta sesgada a la derecha
(sesgo positivo, es decir, la cola mayor de la curva se tiende a la derecha) asi que su
media, mediana y moda son todas diferentes.

Del modelo estocéstico propuesto para las acciones se puede tomar la versién continua:
dS = uSdt + oS5dz

y del lema de Ito, se sigue que el proceso de una funcién f{S,f) es:

2
dfis, ) = [ a]g?s’,t)#S+ aﬂaS; ) + %ﬂa(s% ’)stz ]a’t+ [ 9 BS.;"I) aS:Idz
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donde a = uS'y b = gS. Si ahora se define {S,7) = InS, entonces:

RS, 1) _ 1 82KS, 1) 1 ofs, 1)
5 =S —-(%2;=—§ —%:0 con lo que:

afiS,1) = [u—ta? Jdr + [oldz

Como & y u son constantes, la ecuacion indica que f{S,1) sigue un proceso de Wiener
generalizado, y en consecuencia:

Af ~ N( (u—30D)As aZAr)

;

Al tiempo actual f{S,#) = InS, y en algtn tiempo futuro AS,7) = InSy. Su cambio durante el
intervalo de tiempo 7- f es Af = InSy - InS' y estd normalmente distribuido, con:

InS7~tnS~ N(u— +o2)(T-1),6%(T-1))

De las propiedades de la distribucién normal (A.2. v) expuestas en el apéndice se sigue
que:

nSr~NMInS+ - +a?)(T-1),6%(T-1))

Lo que muestra que InSr se distribuye normalmente y en consecuencia Sr se distribuye
lognormal, y su valor esperado y varianza estdn dados por:
E[Sy] = eI SHu-FaT-t 30HT1) _ oI Stu(T-t)F o HT-1p+4a2(T=1)
= SeT-0
Var[Sr] — eznnS+(u——2LaI)(T—r)]+2a2(r—f) — g2l S+w—-;-a2)(?‘-:)]+a2(r-r)
—e? lnS+2y(r—f)-az(r-r)aaz(r-;) —e? In S+ 2 T-0—a 2 (T-t)+o 2 (-
= ST 2pT—pra™(T=1) _ pin S242(T—)

=5? eZy(T—r)[ e? (T _ | ]

Un intervalo de confianza para Sy puede ser calculado a partir de la distribucién normal
estandar:

InSy~N(InS+ @ = +a2)(T-1),0%(T-1))
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InSy~ Efln S7]

= ~ N0, 1)
J Var(lnSy]
nS7-(InS+ (u - La?)(T-1))
= “‘N(O, ])
aJT—1
InSr—(InS+ - 3o2)T-1)
Pl~Ziun < ( 2 ) ) <Ziap |=1-a

ogJT—t
Donde « es el nivel de significancia de la prueba y es tal que da lugar a un intervalo del

(1- a)100% de conftanza y Z,,, , es el cuantil (percentil) de nivel 1- «/2 de una
distribucién normal estandar.

Pl-306)T-0)~Z1-poJT=1 +InS <InS7 < Z1-0p6yT=1 + (= 16T ) +InS]

=]l-a

P[ eW-TONT-0-Z1-an0 T 1S o S0 o pZ1un0 T +(;1—~;I,~a1)(T-r)+InS:| =1—a
(Set-FaT-1r-21400 T SoZana T +u=atyr-0) )
es un intervalo del (1- &/2)100% de confianza para Sr.

Ejemplo

Considere que el precio de una accién vale $50, con una tasa anual de valor
esperado del 18%, y una volatilidad del 20% anual. Un intervalo del 90% de
confianza para el precio de la accidén dentro de medio afio viene dado por:

(SeUJ-Jrﬂz)U'--')-Zlm'zﬂvﬁ . Sel+aKI-1Z e T )
(50 e(o.lswo.sw.z;’)(o.s)-l.6449(0.2;\6‘5‘ 50 8(0.13-0.5(0.2)1)(o.sm.mw(oz),ﬁ.? )
(42.9226,68.3503) §

La distribucion de |la tasa de rendimiento

La propiedad del precio de las acciones de distribuirse lognormal puede usarse para
calcular la distribucién de la tasa continua de rendimiento de una accién del tiempo ¢a T
relativamente largo (mayor o igual a un afio). Se define la tasa continua de rendimiento

anual del tiempo ra T como #.

Por tanto:
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ST — Se:;(?‘;:) SRS Tl In SQT,

nSr—InS=103L ~ N((u - Lo2)(T-0,0%T- 1))

De las propiedades de la distribucion normal expuestas en el apéndice (A.2. vi) se sigue
que:

77 1n TT "’(C” 392, (7 - t))

~Mu-1o0. 25

El resultado muestra que la esperanza de la tasa continua de rendimiento es u - 0.5¢°. Esto
puede parecer extrafio, ya que anteriormente u se definié como el valor esperado de la tasa
de rendimiento en un intervalo pequeiio de tiempo; y si ahora Ar = T - ¢, se tendria que

E[S7] = SerT-D
InES7]=InS+ (T -1

=1nE{Sr]—lnS_I"E[%“LE[ 1 m(Sr)]

(T-1) - (T-1 (T-1

Sin embargo esta ultima igualdad es falsa, pues el logaritmo no es una funcién lineal, es

decir no es cierto que
Fl=Am(F) ]

Asi pues, 7 se refiere a una tasa compuesta continuamente, mientras que g se refiere a una
tasa de interés (simple) anual en un intervalo de tiempo.

Ademds, siguiendo el mismo procedimiento que condujo a este resultado pero tomando
ahora f{S,f) = S en el lema de Ito, se tiene

fS, D | 8*AS, 1) oS, 1) —0
as ar

asz o

Por tanto

2
df(S,t)=[afgS,[) g+ 280, 1ISS0) ZSZ}der[aa%’)aS]dz

dS = [uS ]dt + [6S)dz

que en su version discreta es
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% =udl+aAZ
y en consecuencia
AS 2
S ~N(,uA[,J Al)
es decir
1.As foit
A S N (,u * At )
Asi
sl
K="

Indudablemente esta diferencia es debido a la forma de tomar f{S,¢) en el lema de Ito, para
el primer el primer caso (1) , se toma una funcién no lineal, para el segundo caso se toma

una funcién lineal.

Ejemplo

Considere una accién con una tasa esperada de rendimiento anual del 20% y una
volatilidad del 25% por afio. La distribucion de la tasa continua de rendimtento 5
dentro de 18 meses es:

_dt _a
']N{” 2’ T~t)

0252 025
~N 020252 025
U N( 2 ,/1.5]
5~ N(0.168,0.204)§

Se le calculara ahora un intervalo de confianza. Partiendo de la distribucién para # se tiene

que:
)

’7 (Ll 20)! (T—I)
1 - £[n] ~ MO, 1)

i Var[n]

n
’I_‘ﬂgz—az) ~ N0, 1)

T—1
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1 2
—(u—~0
P_Zl—u."2<uo'—2l<zl-uf2 =l-a
T—1
Plu—+502-Ziun—=L— <n<pu-Lte2+ 7, L]:1_0
[#2 e H<it—=7 ln,__.T_t

1.2 g 1 _2 g
— 30— Zeat =l — 50 + Zepp
(" M A “’Zﬁ-—,)
es un intervalo del (1- a/2)100% de confianza para #.

Estimacion de la volatilidad histérica

Para calcular empiricamente la volatilidad del precio de las acciones, usualmente se
observa el precio de las acciones en intervalos iguales de tiempo (por ejemplo,
diariamente, semanalmente, o mensualmente).

Se define:
»n +1: el nimero de observaciones

S;: el precio de la accién al final del i-ésimo intervalo (i = 0,1,..., n)
7: lalongitud de cada intervalo de tiempo en afios

y sea

()
U;=1n Sr'fl

Como S, = Si_1e*, u, es la tasa continua de rendimiento en el i-ésimo intervalo. Dado que
u; ~ N(u!, /?), siendo:

= 1.2 _ 1.2
W=u-z0 T-=@u-709)t. y
g’ =¥ (T~ =01
entonces u,, iy, ..., 4, €s una muestra aleatoria de » elementos de una distribucién normal.

La varianza muestral s* dada por:

2:

: 1 igl(u’_-u—)z 0

-

§
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siendo 7 la media de las u,; es un estimador usual de la varianza, por lo que puede usarse
para estimar a a2, Como Var[w} = ¢’t, la varianza muestral 5* es por tanto un estimador de
a*t, luego entonces ¢” puede ser estimada por 8t

~2 _ st
g T

Para aproximar un error del estimador () se hara uso del estimador méximo-verosimil de
una distribucién normal, tal estimador en este caso es’:

s =L ¥ - )

-

Cuando el tamafio muestral » es grande, la diferencia de utilizar #n, n - 1 o n + 1 como
divisor en el estimador de o?t es pequeiia; los estimadores s y s/? serdn entonces
aproximadamente iguales. Ahora, tal estimador cumple con las propiedades establecidas
en el apéndice (A.4. iv) y por la propiedad de invarianza de los estimadores
maximo-verosimiles, el estimador maximo-verosimil de ¢ f7 es:

s=6/t o &f=—%

G

ya que ¢ /T es la raiz cuadrada positiva (una funcién con inversa) de la varianza. Ademas,
es asintoticamente eficiente con distribucion asint6tica normal, es decir;

HE[(B%ll‘llf(U;Jf)z}

Para calcular la varianza del estimador s, se observa que:

s~ Njaol,

2La funcién de verosimilitud para una muestra de tamafio n de una distribucion normal con pardmetros u!
y 6'? estd dada por:

- X (u "}u")z
1 nf2 =1 Py
L= (Zmﬂ?-) € ¢
n n O Gu-pt)?
InL =~2 In(2n) ~ 3 In{g’ )—E St
n . IZ
oL o mMH)

3!~ 27T 200
— gt

olng A )

apf - af2

resolviendo el sistema

‘E M .l=i| (u; "?)2
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(u—pt)?
Ru,pu!,al) = Yo e 2077
al J2n
—uh?
Influ,u,67) = —%— —Ingl/ -~ % In(2m)
AInflu,u!, o) -
—gar— =-uydl 3—#
Flnflup, o) _ Sw-u)’ |
oa'? gii ‘Yz, cOomo

2_\
E (-aa—lnf(U;af)) 1= E[ aa,-z Inf{U; cr)] se tiene que

)
5 (Zrmvson) | = grila-u?]-5

27 0'1'2 i .
1/nE ( + InAU; cr)) =5 = s~N(af,ﬂ-), es decir

5 N( ‘/— 2n )
Y aplicando las propiedades de la distribucion normal (A.2. vi) se concluye que:
N( /T g2t J
J_ JT° 2nt
- ( r )

De esta forma el error de este estimador es aproximadamente:

g __ _ s
fﬂ_\ntn

Una manera de elegir n que funcione razonablemente bien es tomar el cierre de los precios
de las acciones diarias de los tltimos 90 a 180 dias més recientes (los dias en que la casa
de bolsa se encuentre cerrada han de ser ignorados para el mejor cdlculo de la volatilidad).

Este andlisis supone que la accién no paga dividendos, lo que puede arreglarse para una
accioén que si los paga sustituyendo la féormula por

_inf Sitdiv
ui_ln( Sint )

donde div es el dividendo pagado en el dia i (ver la seccion dividendos en la ecuacion
diferencial de Black & Scholes del capitulo I1I).
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Ejemplo

{. Considere una accion con una tasa esperada de rendimientos del 14% anual y
una volatitidad anual del 20%. Se tomaran intervalos de tiempo de 3.65 dias, es
decir, At =0.01 afios. Como:

% ~ N(;zAt, azAl) >
~ M0.0014,0.0004)

El método de Monte Carlo aproxima el comportamiento de los precios
financieros usando simulaciones por computadora para generar trayectorias
aleatorias del precio. Las simulaciones se basan en extracciones aleatorias de
una variable de una distribucion probabilistica deseada. Un buen algoritmo
generara niimeros que parecen independientes en el tiempo, si tal sucesion es
verdaderamente aleatoria es un asunto que no se discutird. Los buenos
algoritmos generadores de nimeros aleatorios deben generar series que pasen
todas las pruebas convencionales de independencia; de no ser asi, las
caracteristicas de los precios simulados tendran un comportamiento diferente al
estudiado. MATLAB ofrece un generador de ndmeros aleatorios a través de su
funcién randn, que se distribuye normalmente con media cero y varianza uno.

Una trayectoria para el precio de las acciones se¢ puede simular tomando
repetidamente muestras de M(0.0014, 0.0004). Una manera de hacerlo es tomar
muestras de ¢ ~ M0, 1), para luego transformarlas usando la relacién:

% = 0.0014 +0.02¢,

Las tablas al final del capitulo muestran dos simulaciones particulares de los
movimientos de los precios de las acciones en 89 periodos. Se supone un precio
inicial de la accion de $20. En el escenario A, para el primer periodo el nimero
aleatorio generado es 0.6577 (se muestran sélo cuatro cifras decimales) con lo

que -‘% =0.0146y 8§, = 20.2911. También se muestran la parte deterministica de
la trayectoria y la componente estocastica.

Se calcula ahora la esperanza y varianza del precio de la accién,

E[S+] = Sert’)
= 200.14)0:89)

=22.6539

VarlSy] = S2e2T-0 e0-0 _ 1 ]
— 20262(0_14)(0.89)[80.2?(0.39) _ l]

=18.5989

El intervalo de 95% de confianza para Sy viene dado por:

(Se(u-J,-az)(i"—r)—Z|_md\'7'—_f ’Sew—%az)(7>f)+z|_d;a\_757 ) —
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0.14-0.5(0.2) }(0.89)-1.96(0.2), .89 0.14-0.5(0.2) | {0.89)+1.96(0.2) 0.39
(ZOe( 02)%) 02,78 50,( ®2)?) 0.2), )

(15.3746,32.2121).

Por lo que, del valor final del precio de la accién de 100 trayectorias diferentes
que se puedan generar se tiene la confianza de que en 95 de ellas el valor final
estara dentro del intervalo. En este ejemplo, $20.833 es el precio final de la
accién en el escenario A; $24.4723 en el escenario B, y ambos precios estan en
el intervalo.

El intervalo de 95% de confianza para la tasa continua de rendimiento anual
viene dado por:

-tor-7_n—Z -2+ 7 p—Z J
(.U 14 1-af2 '_T—l“u 2 1-af2 T

_ N 2 1.96(0.2) _ 5 1.96(0.2))
_[0.14 0.5(0.2) = 0.14-05(02) ==

=(-0.2955, 0.5355) o
(-29.55%, 53.55%)

es decir, que para varios escenarios la tasa continua de rendimiento estara en el
intervalo en el 95% de los casos. Para estos escenarios se tiene que:

1 Sy
U T—:I"[S]

" 0—1@ ln[z—oi%gi] = 0.0458 0 4.45% para el escenario A, y

e (),LQ In[ 24';(?23 ] =0.2267 0 22.67% para el escenario B.

en ambos casos las tasas estan dentro del intervalo.
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35 - - —

3 -

Precio de la accién

Componente deterministica
— Escenario A
o= Escenario B |

| IR

0 — - - -
0 n 1 3 14 55 66 77 88

Periodos

SIMULACION DE TRAYECTORIAS

2. Se calculara ahora la volatilidad histérica de las accién de Telmex (Ultima
tabla)

L e L (3, _ (L) _ (s,m)
s-‘/n__l;z}u, "(n_])(‘glu,) donde w; = In 5] Y u,=In S

en los dias que pagan dividendos. Haciendo los céaleulos pertinentes
{aproximandos a cuatro decimales) se encuentra que:

89 89
121 w,=03572 vy Ez u?=00578 . 5=0.0253

Dado que el afio tiene. 52 semanas, hay 104 dias no laborables (sabados y
domingos) y 9 dias feriados; lo que hace un total de 252 dias laborables. Por
tanto:

r= T;'? = 0.0039 afios

y el valor de la volatilidad es:

A S 0.0253 '
F=—i = =04019 o 40.1901% anual
JT ~ /00039 ’

con un error aproximado de:

g _ 04019 _, g3

J2n 2(89)

o 3.01% por afio.
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ESCENARIO A

Parte
deterministica
de la Trayectoria

Variable Componente
Periodo Aleatoria S;=5.,(1 +giary  Estocastica ASIS = 0.0014 +0.02¢; S; =8..1(0.0014+0.022:) + 5
1 £ ge; JAr =0.02g;

Precio de la Accidn
Si =S (ot +ae, JA Y+ S

Modelo
ASIS = par+oe, fA

-0.5934

20.2780

21.0050

20.9160

229125

20.5880

25 20.7000

21.1480

24.4789

233779
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_l__21 2600

21.7640

220440

221000

22.1560

22.2680

""""22 3240' |

22,3300

22.4920

21.6520

PROPIEDADES PROBABILISTICAS DE LAS ACCIONES

243004

23.2400

22.4246

-0.0195 21.85%6

22,7462

-0.0151
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ESCENARIO B
Parte Modelo Precio de la Accion

deterministica ASIS =+ oe, N Si = Sia(ubt+aci 81 )+ S

de la Trayectoria .
Variable Componente AS/S =0.0014+0.02¢; 5, =8,-(0.0014 +0.02¢)) +8;-
Periodo Aleatoria S; =S (1 +iAf) Estocastica

gei JA =0.02¢,

0.0003
00238 -
-0.0312

19.8809

20.4708

21.4667

19 0.7002 20.5320 00140 0.0154 21.7039

- 29 -0.8889 20.8120 200178 -0.0164 21.4703

21.9237

0.6541 210920 00131 0.0145 23.0670
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4508799 212600
47 01210 21316

0.0190 22.5751

00038 222716

51 10175 21 4280 0.0204 0.0218 233123
55 13426 215400 -0.0269 0255 23.5729
24,6995

63 -1.6376 21.7640 -0.0328 -0.0314 22.9415

21,9320

22.0440 ' 24,9125

77 -0.6967 22,1560 -0.0139 -0.0125 26.0141

81  -1.1085 22.2680 00222 -0.0208 25.0209

85 -0.6915 22,3800 -0.0138 -0.0124 25.2930

92,4920 0014 0.0000 24.4723
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TELMEX

Periodo
1 7 Fecha Cicrre Dividendos‘ _

S S*?'. -

1n(Si/Si—l_)_ _

46,6875

23-Dic-98 50.2500

10 J4-Dic-98 4962307
11 28-Dic-98  50.0000

13 30-Dic-98 49.0000

488125

8-Ene-99  46.2500

23 14-Ene-99 429375 1.0163 0.0161

799 05Ene99 48 6875 ' N 0.9911 -0.0089

33 29Ene99 511250 0.9867 -0.0134

39 8-Feb-99 53.2656 1.0050 0.0050

Ts27500
53,5625 -
52.6875
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21-Abr-99

381250

571875

374873

56.8750

PROPIEDADES PROBABILISTICAS DE LAS ACCIONES

~ 69.0000

67.3125

1.0000 0.0000
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CAPITULO I

EL METODOQ BINOMIAL EN LA

VALUACION DE

OPCIONES

La introduccion ofrece una breve exposicion de las principales definiciones y
caracteristicas (los perfiles de pérdidas y ganancias) que coadyuvan al mejor
entendimiento de los titulos opcionales de compra y venta. Ademads, se establece la
terminologia que se usard a lo largo del capitulo. El niicleo del capitulo es la
distribucion binomial, que constituye un elemento bdsico en la construccion del modelo
de valoracién de opciones; y como se verd, en el caso limite converge a la bien conocida
formula de Black & Scholes. Al lado de las relaciones matemdticas, otros conceptos son
necesarios en su desarrollo: el arbitraje y la inversion indiferente al riesgo.

Uno de los grandes mercados que comercializa con los contratos de opciones es el
Chicago Board Options Exchange (CBOE), estos contratos estdn suscritos a (bienes
subyacentes) acciones, indices accionarios, monedas extranjeras, productos agropecuarios,
metales preciosos y futuros de tasas de interés. Aunque sus diferencias son de caracter
cuantitativo, entre otras, las mas transparentes son las que se suscriben sobre acciones y
son las que se presentan.

Una opcién otorga el derecho pero no la obligacion de comprar (o vender) un
cierto bien subyacente a un precio establecido y durante un periodo determinado.

El precio de ejercicio de una opcidn (X, e«xxercise; K, strickye) es ¢l precio de compra o

venta del bien subyacente y a la fecha de contrato se denomina expiracién o fecha de
vencimiento (T - 1).
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Las opciones se clasifican:

¢ Opciones de compra (Call, “C"). Este tipo de opciones otorgan a su tenedor, el
derecho de adquirir el bien subyacente a una fecha futura determinada para un
precio establecido.

+ Opciones de venta (Put, “P”). Este tipo de opciones otorgan a su tenedor, el
derecho de vender el bien subyacente a una fecha futura determinada para un
precio establecido.

Existen dos posiciones en cada contrato. Por una parte esta el inversionista que ha tomado
la posicion larga (long position), es decir, ha comprado la opcidn. Por la otra esta el
inversionista que ha tomado la posicion corta (short position), es decir, ha vendido o
suscrito la opcién. El suscriptor de la opcion recibe un pago, pero posteriormente tendra
responsabilidades potenciales.

Prima

El inversionista que utiliza las opciones debe pagar una prima (premium), la cual
representa la compensacién del comprador por el peder de ejercer la opcion si el hacerlo
le proporciona ganancias, y se compone de los siguientes valores:

+ Valor Intrinseco. Se define como el maximo de cero y de el valor que tendria si
fuera ejercida inmediatamente. Por lo que para las opciones de compra (Call) es
el max[Sr - X,0), siendo St el precio de mercado de la accion (S7,«S»pot). Para
las opciones de venta (Put) es el max[X - Sy ,0]. Durante la vida de una opcion
se dice que esta dentro del dinero (in-the-money) cuando ésta tiene un valor
intrinseco, en el dinero (at-the-money) cuando el precio de ejercicio y el de
mercado son iguales, fuera de dinero (out-of-the-money) cuando el ejercerla no
produce ninguna ganancia o cuando no tiene valor intrinseco. Lo que muestra
claramente que una opcion sera ejercida solamente si estd dentro del dinero.

+ Valor Extrinseco. La diferencia entre el valor de la prima de la opcién y su
valor intrinseco es llamada el valor en el tiempo (time value) de la opcion o
valor extrinseco. Este valor hace referencia a la posibilidad de esperar, y no
ejercer inmediatamente la opcidn, para que el precio de mercado se sitlie en una
posicién favorable. Es importante notar que cuando la opcién esta a punto de
vencer (expirar) el anico valor que tiene es su valor intrinseco.

Una opcién que puede ser solamente ejercida al vencimiento se le denomina Europea (y
se le denotara con una letra mindscula) y una opcidon que puede ser ejercida en cualquier
momento de la vida del contrato se le llama Americana (se le denotard con una letra

mayuscula).
Perfiles de pérdidas y ganancias

Los diagramas de pagos relacionan dos cosas: el precio del bien subyacente (acciones,
petréleo, etc.) y las ganancias o pérdidas de la opci6n en la fecha de vencimiento. Asi, no
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solo se considera el valor intrinseco de la opcion, sino que se incluye el valor que se pago
o se recibid por la prima, segiin sea el caso.

Perfil de un Call largo

Este es el perfil basico al vencimiento del contrato cuando se ha adquirido una opcién de
compra, es decir, cuando el inversionista tiene una posicién larga. En la grafica se puede
observar que si el precio de mercado de la accion (Sy) en la fecha de vencimiento es
menor al precio de ejercicio (X) entonces la opcién no tiene ningiin valor; la opcion expira
fuera del dinero y el comprador de la Call pierde la prima C que pagé por Ia opcién. Si
por el contrario el precio de mercado de la accién estuviera por arriba del precio de
ejercicio, entonces la opcidn tiene valor y estd dentro del dinero, por lo que se puede
comprar la accion a X, siendo que su precio de mercado es més alto. Entre mas alto sea el
precio de mercado mayor sera el beneficio que obtenga la posicion larga.

G/iPA

Punto de
equilibrio
X Sr=X+C

0
o/ s

Y

fuera del dinero | dentro del dinero
en el dinero

Perfil de ganancias para un Call largo

Cabe hacer notar que no se obtiene el beneficio de todo el valor intrinseco cuando el
precio de la accion S, es mayor que X, debido a que se tuvo que pagar una cantidad C al
principio de la operacién. Sy - X seria el beneficio de ejercer la opcién, pero se llega al
punto de equilibrio (break-even point) hasta que Sy = X + C para recuperar el precio
pagado por la opcién'. Sélo a precios mayores del punto de equilibrio, Sr > X + C, se
obtendrian ganancias “reales” de haber comprado la opcién?. Se mostrara ahora lo que
sucede con el emisor de este instrumento.

Perfil de un Call corto

El emisor o suscriptor de la opcion de compra recibe la prima C y se compromete a
vender al comprador el bien subyacente (Sy) a un precio de X. A lo largo de la vigencia del
contrato, entre mas alto se encuentre el precio del bien subyacente mas pierde el emisor de

'En la férmula del punto de equilibrio se estdn sumando cantidades de diferentes periodos, sin contemplar
el valor del dinero en el tiempo. Las cantidades Sry X se dan en la fecha de vencimiento o en el momento
que se ¢jerce la opcion, pero el comprador de la Call tuvo que desembolsar C cuando compré la opcidn.
2Por supuesto no se estén considerando los costos de transaccién, comisiones, impuestos, entre oiros.
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la opcion. Esto se debe a que la posicion corta tiene que comprar la accién (bien
subyacente) en el mercado a Sy y venderla a X.

G/P 4

C
XN
0

v

Sr

Perfil de ganancias para un Call corto

Por otro lado, si la Call termina fuera del dinero (Sr < X) entonces el emisor se ve
beneficiado quedandose con el importe de la prima C, puesto que el tenedor no va a
gjercer la opcién. Como se observa en el diagrama, la posicidn corta es totalmente
simétrica a la posicidn larga, porque todo lo que gana la posicién larga es exactamente lo
que pierde la corta y viceversa. Como se puede ver s una posiciéon muy desventajosa si se
compara con el Call largo, claro esta que precisamente por ello el emisor de la opcién
cobra la prima C al principio de la operacién. Ademas, en términos muy generales, se
puede decir que el emisor de la Call piensa que la accion no va a subir de precio mientras
que el comprador de la Call esta dispuesto a pagar la prima (C) con la idea de ejercerla
cuando el precio de la accion suba.

Vale la pena mencionar que las posiciones cortas en opciones representan una
contingencia probable para el inversionista que tiene la posicion larga y por ello existe un

sistema de margenes que cubre las posibles pérdidas que se tengan.

Ejemplo

El siguiente cuadro es una reproduccién de un listado de opciones sobre
acciones (son las mas sencillas para el analisis) del Wall Street Journal. La parte
que se analizara es sobre las acciones de Motorola.

LISTED OPTIONS QUOTATIONS

—Cal— —Put—
Option/ Strke  Exp. Vol Last Vol Last
Morgan 70 Dec 50 1172
715/8 70 Jan 40 314 ..
715/8 75 Jan 60 34 6 434
715/8 80 Jun 30 1916
Motrla 75 Dec 448 123/8
89 1/4 75 Jan 229 1438 ..
89 1/4 80 Dec 210 858 1 116
89 1/4 80 Jan 349 101/4 761 11/8
891/4 85 Dec 355 41/4 871 1/8
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89 1/4 85 Jan 442 B34 552 214
89 14 85 Apr 10 914 49 4748
89 1/4 85 Jul 124 1138
89 1/4 90 Dec 1756 1/2 748 138
8914 90 Jan 738 4 338 414
8914 80 Agr 7 7 38 7112
89 1/4 95 Dec 25 1116 369 61/8
8914 85 Jan 501 2 37 734
8914 85 Apr 69 478 20 10
89 1/4 100 Jul O YA B
89 144 105 Jan 443 5116 5 161/2
89 1/4 110 Jan 131 34
MryGRd 5 Dec . .. BB5 218
23/4 5 Jan 584 316 962 27M6
23/4 5 Apr 1354 T7HE 56 22/16
23/4 5 Jul 127 172 55 214

Cabe mencionar que para las opciones sobre acciones cada contrato da el
derecho de comprar o vender 100 de las acciones. Los ndmeros de la columna
debajo del nombre de la emisora de la accion representan el altimo hecho del dia
anterior del precio de la accion en el New York Stock Exchange, para el caso de
Motorola es de $89.25 por accién. La columna con el nombre Strike (price)
muestra que las opciones sobre Motorola se comercializan con un precio de
ejercicio de $75 a $110 con incrementos de $5. Mientras que para algunas
acciones sus precios de ejercicio son generalmente puestos en intervalos de
cinco puntos, intervalos méas grandes pueden ser puestos para acciones con un
valor superior a $100, e intervalos de $2)% pueden ser usados para acciones que
se venden por debajo de $30. Si el precio de la accién se mueve en intervalos
fuera del rango de los precios de ejercicio de los ya existentes, nuevas opciones
con precios de ejercicio adecuados pueden ser ofrecidas. Por tanto, en cualquier
momento, las opciones dentro y fuera del dinero seran listadas, como lo es en el
ejemplo de Motorola. La siguiente columna en el listado proporciona el mes de
maduracién (expiration date) para cada contrato. El tiempo preciso de
expiracion es a las 10:59 p.m. del sabado siguiente al tercer viernes del mes de
maduracién. El dltimo dia en que la opcidn se comercializa es el tercer viernes
del mes de maduracién. Las opciones sobre acciones se dan en los ciclos
trimestrales de Enero, Febrero o Marzo. El ciclo de Enero consta de los meses de
Enero, Abril, Julic y Octubre. El de Febrero de Febrero, Mayo, Agosto y
Noviembre; y el de Marzo con los meses de Marzo, Junio, Septiembre y
Diciembre. Los dos iltimos pares de columnas muestran el nimero de contratos
{volumen) comercializados en ese dia y el precio de cierre para la Call y la Put,
respectivamente. Cuando una opcidn no se comercializé tres puntos aparecen en
la columna del volumen vy del precio.

Ganancias para un Call largo. Segin el listado una opcion Call con
maduracion en Abril sobre una accién de Motorola con un precio de ejercicio de
$90, se vende en $7. Hasta el dia de expiracion de la opcién Call Americana (el
sabado posterior al tercer viernes de abril), el tenedor de la Call puede ejercer su
derecho de comprar las acciones de Motorola por $90. El dia en que se publicé
el listado, las acciones de Motorola se vendian en $89.25. Si el precio permanece
debajo de $90, la opcién expirara sin valor, y el inversionista que compré la
opcion Call perderd $7 pagado por la prima. Si, por otra parte, el precio es
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superior a los $90, $100 por ejemplo, la opcidn sera redituable ya que da a su
tenedor el derecho de comprar en $90 una accién que vale $100.

Ganancias para un Put largo. En el mismo ejemplo; el precio de la
opcion Put es de $7.50. Lo que da derecho a su tenedor de vender las acci6n de
Motorola por $90 en cualquier momento hasta la fecha de expiracidn, si asi lo
desea. Por lo que si fuese ejercida inmediatamente, el tenedor tendriz una
ganancia de $90-$89.25=30.75. Obviamente la persona que paga $7.5 por el
derecho no tiene ninguna intencién de ejercerla inmediatamente. Si el precio de
la accion de Motorola es superior a $90 cerca de la fecha de expiracién, la
opcidn Put se dejard expirar perdiéndose el valor de la prima. Sin embargo, si la
accién termina en $86, el tenedor de la opcién la ejercera, con una ganancia de
$90-586=34. A pesar de la ganancia obtenida, el tenedor de la opcion Put afin
pierde, pues tuvo que pagar $7.5 en su compra.§

Perfil de un Put largo

G/P& Punto dc
equilibrio
Zz Sr=X-P

0 \XW— -
P : Sr

dentro del dinero | fuera def dinero

en ¢l dinero

Perfil de ganancias para un Put largo

Si las expectativas de los inversionistas son a una baja en el mercado (bear marker),
entonces se requiere de un instrumento para protegerse ante una probable baja en el precio
de la accién u otro bien subyacente. Este instrumento es la posicién larga en una opci6n
de venta (Put). El diagrama basico de un Put largo difiere del Call en que el segmento
inclinado tiene una pendiente negativa. El beneficio de tener la opcién se obtiene cuando
baja de precio el bien subyacente por debajo del precio de ejercicio pactado (X)

El derecho de ejercicio (de vender) lo tiene la posicién larga en la Put, dado que
por ello pagé la prima Py tiene derecho a las ganancias en caso de haberlas. Como se
observa en el diagrama, las ganancias estan limitadas al punto Z, si por alguna razén el
bien subyacente llegara a tener un precio de cero, el beneficio méaximo consistiria en
vender a X el bien que tiene un precio de mercado de cero.

Por otra parte, el poseedor del derecho de venta no ejercera éste si el precio del

bien en el mercado es superior a X. Preferiria tomar el precio del mercado (S7) que ejercer
su opcidn de venta a un precio de X.
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Dado que existe una prima de la opcién que se tiene que pagar al principio, el punto de
equilibrio, sin considerar el valor del dinero en el tiempo, es de Sy = X - P. Si el precio del
bien subyacente (Sr) es menor que esa cantidad entonces existe una ganancia real al
ejercer la opcion puesto que ademas de tener un valor intrinseco positivo se recupera la
inversion en la opcion.

Perfil de un Put corto

La contraparte de cualquier posicion larga en opciones de venta (Put) es el suscriptor y se
dice que tiene la posicion corta en la opcién (Put corto).

G/P &

T /——_
0 - »
X Sr

Perfil de ganancias para un Put corto

El suscriptor recibe una prima y a cambio se compromete a comprar el bien subyacente.
Durante la vigencia del contrato, el emisor va a tener una pérdida contingente cuando el
precio de mercado del bien subyacente sea menor al precio de ejercicio (Sy < X), pues en
cualquier momento puede ser requerido para pagar el precio de ejercicio del bien
subyacente, aunque su precio real en el mercado sea menor. Si por el contrario, el precio
de mercado es mayor que el de ejercicio (Sy > X) el Put estard fuera del dinero y la
posicion larga no ejercerd su derecho de venta, quedandose entonces el emisor con la
prima.

Al igual que con las Calls la posicion corta en la Put es simétrica a la posicién
larga, porque lo que gana una parte lo pierde la otra.

Ejemplo

Una opcion sobre el S&P 100, es una opcién Americana, que cotiza en el
Chicago Board Option Exchange, basada en el indice Standard and Poor’s de
un grupo de 100 acciones. La construccién del indice es a través de un promedio
ponderado al valor de mercado de las acciones del grupo. En contraste con las
opciones sobre acciones, las opciones sobre indices no requieren que se compre
o venda ¢l indice en si, pero si que se pague su vaior en efectivo. Por ejemplo, un
contrato da el derecho de comprar o vender 100 veces el indice al precio de
ejercicio especificado.
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El 19 de octubre de 1987 (“Black Monday™) el indice Dow Jones perdié 508
puntos para cerrar en | 738.74. Las acciones, por ejemplo, de IBM perdieron
31% para cerrar en 103%, mientras que ta Kodak cerraba en 627% perdiendo

27V .

Al sonar la campana de apertura de aquel dia, el indice Dow Jones perdia
inmediatamente 200 puntos para situarse en 2 046, A las 10:00 a.m. ¢l indice se
habia situado en 2 100, comenzando con una serie de altibajos durante la mayor
parte del dia. Pero lo peor estaba por venir. Cerca de las 14:45, comenzd una
venta masiva, lo que restd otros 300 puntos al indice. Al sonar la campana de
cierre, parecia que el indice habia perdido la sorprendente cantidad de 400
puntos. Sin embargo, el enorme volumen mantuvo las computadoras trabajando
con ftransacciones realizadas horas atrés. Es después de dos horas que los
inversionistas se dieron cuenta que la pérdida total del dia excedia los 500
puntos.

Dias antes, el indice Dow Jones mantuvo un ritmo creciente tras otro. En
una estrategia financiera considerada por muchos corredores como segura,
sugerian a sus clientes suscribir opciones Put sobre el indice S&P 700 con un
precio de ejercicio que estaba entre 14 y 15% por debajo del indice, es decir,
suscribian opciones que estaban fuera del dinero (15% fuera) y recibian
pequefias cantidades de dinero por concepto de las primas. La gran mayoria de
los clientes suscribieron Puts “no cubiertas” {(naked puts) por una estrategia
como vender futuros sobre el mismo indice, por lo que no podian protegerse de
una baja en el mercado. Los suscriptores creian firmemente quedarse con esas
primas, pues aunque el mercado comenzard a bajar, creian tener el tiempo de
cancelar sus posiciones (comprar opciones Put). Imagine su sorpresa cuando el
19 de Octubre el mercado se desplomaba mas del 20%; no podian contactar con
sus corredores porque estaban fuera de alcance o sus teléfonos estaban
ocupados. Sin embargo, al cierre los corredores podian telefonearlos con la
noticia de que los tenedores de las opciones Put demandaban su derecho de
vender y que por lo tanto enviaran un cheque de caja por la cantidad completa.
Las opciones sobre el S&P /00 se liquidan en efectivo por lo que algunos
tuvieron que vender todo lo que poseian para reunir esa enorme cantidad de
dinero, lo que contribuyd ain mas con la volatilidad extrema de los mercados
después de semanas.

La cara sonriente de la moneda. En septiembre de ese mismo aito algunos
inversionistas compraron opciones Put fuera det dinero sobre el indice S&P /00
a un precio de entre $2 y $3 como una proteccion de una baja en el mercado. El
20 de octubre, un dia después dei desplome, el valor de los contratos se habia
elevado a $130. Haciendo calculos: mientras que ¢l indice perdia mas del 20%,
el valor de las opciones se elevaba a $130, un movimiento del 4200%; es lo que
se conoce como apzlancamiento.§

Capitulo Il 37




EL METODO BINOMIAL EN LA VALUACION DE OPCIONES

El método binomial

Dentro de los aspectos importantes del método binomial, destaca su flexibilidad en la
valuacion de opciones Americanas, caracteristica que solo comparie con la solucion
numérica de la ecuacion diferencial parcial representativa de las opciones.

Una técnica dtil y muy popular para la evaluacién de opciones involucra la
construccion de lo que se conoce como un drbol binomial. Este es un arbol que representa
las posibles trayectorias que pucde seguir el precio del activo subyacente durante la vida
del derivado financiero.

El siguiente ejemplo muestra aspectos importantes en la valuacion de opciones.
Suponga que el precio de una accion puede tomar s6lo dos valores en la maduracién de la
opcion: su precio puede incrementarse o decrementarse. La accién se vende ahora en
3100, y su precio puede duplicarse a $200 o decrementarse a la mitad en $50 al final del
afio. Una opcién Call sobre la accidn tiene un precio de ejercicio de $125 y una fecha de
maduracion de un afio. La tasa libre de riesgo es del 8%. Al final del afio, el valor de la
opcion sera Gnicamente su vator intrinseco (su valor en el tiempo al final del periodo es de
cero): cero, si el precio de la accion baja, o $75, si el precio de la accién llega a $200.
Estas posibilidades se muestran en el siguiente arbol binario:

200 75
100 c

50 0
Precic de la accidn Valor de la opcién Call

Compare estas ganancias con las de un portafolio que consiste de una accién y pedir un
préstamo de $46.30 a una tasa de interés del 8%. Las ganancias de este portafolio también
dependen del precio de la accidn al final del afio.

Valor de la accion al final del afio 50 200
-Pago del préstamo con intereses -50 -50
Total 0 150

El gasto necesario para establecer este portafolio es de $53.70: $100 del valor de la
accion, menos $46.30 del préstamo. De esta manera, el arbol para el valor del portafolio

€Ss!
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150

53.70

Valor del portafolio

iEl valor de este portafolio® es exactamente dos veces el valor de la opcion Call para
cualesquiera de los dos valores de la accion! En otras palabras, dos opciones Call
replicarén exactamente las ganancias de este portafolio; luego entonces, el precio de venta
de dos opciones Call debe ser igual al costo de establecer el portafolio:

2C=%53.70
o cada Call deberia venderse a C=$26.85.

En vista de lo anterior, si se pide un préstamo Yy se compran acciones en la
proporcién adecuada se puede replicar una posicién larga con opciones Call. Asi, dado el
precio de la accidn, el precio de ejercicio, la tasa de interés, el tiempo, y la volatilidad de
la accién (representada por las tasas de incremento o decremento), se puede encontrar un
precio para las opciones Call.

La nocién de réplica juega un papel muy importante en el siguiente portafolio:

0= { ~2C: suscribir dos opciones M=5-2C

1S : comprar una accion

Note que el portafolio IT est4 perfectamente cubierto (hedged) de los cambios en el precio
de la accion, es decir, el valor del portafolio es independiente del precio final de la accién:

Valor de la accién al final del afio 50 200
-Obligaciones por las dos Calls 0 -150
Ganancia neta 50 50

Se ha creado un portafolio libre de riesgo con una ganancia de $50 al final del afio. Su
valor debe ser el valor presente de $50 o $50/1.08=$46.30.

De la férmula propuesta:

[1=§-2C

*Conjunto formado con diferentes activos financieros con la finalidad de diversificar el riesgo de inversion.
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46.30 =100 - 2C vy por tanto
C= 26.85

La habilidad para crear un portafolio perfectamente cubierto es la clave en este
argumento. Asi, este portafolio permite expresar el valor de la opcién en funcion de la
cantidad de acciones.

Se afirma que tal valor es el precio justo para la opci6n. Pues si el precio estuviera
sobrevaluado o subvaluado se podrian obtener ganancias sin riesgo por medio del
arbitraje:

Arbitraje con posicién corta

Suponiendo que el precio de la opcién fuera mayor, por ejemplo $30, podria pedirse un
préstamo para comprar las acciones y suscribir opciones {(posicion corta). Al término del
periodo, sin importar el valor final de la accién, se devolveria el préstamo con un saldo
positivo,

Para ver el resultado de la operacién en forma analitica, se recurre a una tabla que
muestra la posicién al inicio y en la fecha de vencimiento del portafolio. La primera
columna muestra los activos financieros que integran ¢l portafolio, en la segunda se tienen
los movimientos de ingresos o egresos para generar el portafolio al inicio, y en la tercera
se tienen los valores en la fecha de vencimiento de los contratos que integran el portafolio.

Flujo inicial Flujo al final del periodo para sendos
de dinero precios de la accion.
S§r=50 $=200
Suscribir dos opciones $60.00 $0.00 -$150.00
Comprar una accién -$100.00 $£50.00 3200.00
Pedir prestados $40 al
8; e ° $40.00 -$43.20 -$43.20
Total $0.00 $6.80 $6.80

iAunque la inversién inicial es cero, en un afio se obtienen ganancias y sin riesgo! Note
que el valor presente de las ganancias es igual al dobie del precio en que se sobrevalud la
opcion. El valor presente de $6.80 al 8% es $6.30. Como se suscribieron dos opciones, la
ganancia por opci6n es de $3.15 que es exactamente igual al sobrevalo de la opcién, $30,
menos su valor justo de $26.85.
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Arbitraje con posicion larga

El otro caso puede ilustrarse suponiendo que se subvalia la opcién, por ejemplo en $24.
La estrategia consistiria en vender en corto® las acciones e invertir la cantidad obtenida a
la tasa libre de riesgo, y comprar las opciones (posicion larga). Las acciones de la venta en
corto se devolverian integramente al final del afio y se obtendria también un saldo
positivo, como lo muestra el siguiente cuadro:

Flujo inicial Flujo al final del periodo para sendos
de dinero precios de la accion.
$7=50 S$y=200
Comprar dos opciones -$48.00 $0.00 $150.00
Venta en corto $100.00 -$50.00 -$200.00
Invertir $52 al 8%
-$52.00 $56.16 $56.16
Total ' $0.00 $6.16 $6.16

Si se conjunta el resultado de ambos arbitrajes se comprueba lo afirmado.

Finalmente, se puede concluir que el rendimiento del portafolio I1 es la tasa libre de
riesgo (denotada por 1), pues de no ser asi se podria hacer arbitraje como se mostro.

E—%zrmt o All = rTToAt

Esta expresion es de gran utilidad en la construccién de la ecuacion diferencial de Black
& Scholes como se mostrara en el tercer capitulo.

En la generalizacion del modelo hay que considerar ciertas restricciones:

+ Los mercados son perfectos y competitivos, es decir, no hay costos en las
transacciones, no hay requerimientos de margen, y no se pagan impuestos. Los
contratos o titulos son infinitamente divisibles, es decir, los inversionistas pueden
comprar fracciones de contratos si lo desean. Hay una unica tasa de interés, ry , y
los inversionistas pueden sin ningun riesgo pedir y prestar dinero a esa tasa.

+ Los inversionistas prefieren mas riqueza que menos, con lo que se esta seguro de
que todas las oportunidades de arbitraje serdn inmediatamente aprovechadas

*Vender acciones que no se poseen todavia en espera de que su precio baje cuando se tengan que devolver.
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Modelo para un periodo

El precio de ia accién hoy es de S, en la fecha de maduracion (un periodo) puede tomar
uno de dos valores; si hay un movimiento al alza entonces valdrd uS, si hay un
movimiento a la baja valdrd dS. Siendo el valor de u=1+r, y el de d=1+r, . Los
parametros r, y ry son las posibles tasas de rendimiento de! bien subyacente en ese primer
periodo (se considera que r, > 0 y r4 < 0 para un caso real). Graficamente se puede
representar como:

(1+n)5=uS

(1+r)S=dS

Se define r =1+ r,, donde el parametro r, es la tasa de interés sin riesgo durante el
periodo. Para que no haya oportunidades de arbitraje, se requiere que u > r > d (observe
queu>r>d < r,>n>ry.

Si# > d > r, un inversionista podria hacer arbitraje pidiendo dinero prestado a la
tasa r, (0 ) para comprar la accion en el mercado. Al final del periodo, el precio de la
accidn (sin importar que se haya incrementado o decrementado) valdria mas que el monto
de su deuda, siendo tal diferencia su ganancia.

Por otra parte, si r > d > u un arbitrajista realizaria una venta en corto de la accién
e invertiria el dinero a la tasa libre de riesgo. Sin importar cual sea el valor final de la
accién al final del periodo, el monto invertido tendra un valor superior, con lo que podra
comprarse la accion (saldando la deuda) y obtener asi, ganancias.

Para valuar una opcién Call (Europea) sobre la accion, sea ¢ el valor actual de la
opcion Call, ¢, su valor al final del periodo si el precio de la accion es uS, y ¢, su valor al
final del periodo si el precio de la accion es dS. Si X es el precio de ejercicio de la opcién,
en su fecha de expiracidn la opcion tendra valor intrinseco inicamente.

Graficamente:

oo=max[0,uS-X]

2

ce=max|[0,dS-X]

El portafolio, que proporciona las mismas ganancias al final del periodo que la Calil,
consta de una posicion larga en A acciones y un préstamo por un monto B a la tasa libre de
riesgo 7. Por ser B un préstamo tendra siempre un valor negativo, y A sera siempre no
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negativo. Establecer este portafolio requerira una inversiéon de AS+B > 0. Al final del
periodo, el valor del portafolio para un alza y una baja del precio de la accién sera:

s {

Se selecciona a A y a B de tal manera que para cualquier posible resultado al final del
periodo, las ganancias del portafolio y el valor de la opcidn sean iguales, es decir, que los
portafolios sean equivalentes.

uSA+rB

dSA+rB

uSA+rB=c,
dSA+rB=cy4

Resolviendo el sistema, se encuentra que®:

_Cu—Cq
A= w-ds

_ucqg=dc,
B==ar

Recordando que no puede haber oportunidades de arbitraje, debe ser cierto que:

c=SA+B
CuzCd ucy—dc,
u—d (u—dr

[rcu —red ucy —dcy, ]
u—d u—-d

= r

[(E=E)en+ (225) ]

- r

Se define p = z:g,yen consecuenciag = 1-p = ;___2

Simplificando:

[peu+gcal
cs—F=

3El valor de A se puede leer como la diferencia en el valor de las Call dividido por la diferencia en el valor
de las acciones, con lo que los cocientes se pueden pensar como incrementos. A 4 se le conoce como el
hedge ratio de la opcion Call.
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Dado que 0 < » < u, entonces r -d < u-d yportanto 0 < ( r-d)/(u-d) <1, es decir, la
variable p puede ser interpretada como la probabilidad de un alza en el precio de la
accién, la variable g es entonces la probabilidad de una baja.

Inversion indiferente al riesgo

Un aspecto interesante que se observara en la formula de Black & Scholes es que el
modelo no requiere ninguna informacion acerca de la compensacién por parte de los
inversionistas para tomar diferentes riesgos. Lo que tedricamente significa que el precio
de una opcién no depende de las preferencias de riesgo del inversionista: dos
inversionistas que tengan diferentes preferencias de riesgo pueden estar de acuerdo en un
precio justo para una opcion.

Esta observacion conduce a un argumento ingenioso presentado por Cox y Ross: debido a
que las preferencias de riesgo no afectan el precio de la opcién, cualquier suposicion
acerca de las preferencias de riesgo, las cuales estan incorporadas dentro de una
metodologia vélida para valuar opciones, no puede afectar los valores producidos por esta
metodologia. Esto seria cierto aun si las supuestas preferencias de riesgo fueran
inconsistentes con aquellas expuestas por los inversionistas: las preferencias de riesgo son
simplemente irrelevantes.

De esta manera, los analistas pueden simplificar la tarea de evaluar opciones
suponiendo que las preferencias de riesgo de los inversionistas son cero. Especificamente,
esto es equivalente a suponer que fodas las acciones y cualesquiera otros activos
riesgosos tienen una tasa esperada igual a la tasa libre de riesgo y que todos los flujos de
efectivo deberian ser traidos a valor presente a la tasa libre de riesgo. A pesar de ser
inconsistente con la realidad, esta suposicion produce precios correctos para las opciones.

Se dice que una inversion es indiferente al riesgo (risk- neutral) si:

+ El valor esperado del rendimiento de cualquier activo financiero es la tasa libre de
riesgo; y

¢ si cualquier monto futuro se puede evaluar trayendo a valor presente su valor
esperado a la tasa libre de riesgo.

Ejemplo

El valor esperado de la accion se puede calcular con ayuda de las variables p y ¢:
E[S7] =pSu+ (1 - p)Sd
=pS(u—d)+ 5d

r—d
u_,dS(”“d)+Sd
=rS=(l+r)S

y usando propiedades de la esperanza:
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{554

Por lo que la inversion en titulos accionarios {con las caracteristicas
mencionadas) es indiferente al riesgo.

De igual manera se puede calcular el valor esperado de las ganancias (valor
intrinseco) de la opcion Call:

Eler] = pe. + ge

De manera que el valor calculado de la Call se puede escribir:

. [pcu+geca]  Eley)
- r - r+1

Esta dltima ecuacion se interpreta diciendo que el valor de la opcion Call es
igual al valor esperado de las ganancias de la opcion Call traido a valor presente.
Usando las propiedades de la esperanza, la ecuacién queda:

EI:CTC—C:I:rl

por lo que también el valor esperado del rendimiento de la Call es indiferente al
riesgo.§

En el ejemplo numérico considerado anteriormente, u = 1+1,d = 1+ (-0.5), r = 1 + 0.08,
T=1,c.=75, c;=0. Por tanto:

_r—d_1.08-05 _
P=y_d= 2-05 =038
g=1-p=0.613

_Cu—€a _ _T5-0 _

A= S—ds = 300350 = 03

_ UCy— dcy _ 2(0)'—05(75) L
B= oy = 2-05108 - 2313
L peu+gea _ 0.387(75) - 0.613(0)

=7 = 1.08

=26.875

Lo que concuerda con los datos obtenidos en el ejemplo. El kedge ratio de este ejemplo es
de una accidn por dos Calls, 0 de un medio. Por cada opcién suscrita, se debe de mantener
media acci6n en el portafolio IT para protegerlo. En este contexto el ratio tiene una fécil
interpretacion: es el cociente del rango de los valores de la opcion entre los valores de la
accién a través de los dos posibles resultados. La opcidn vale $0 o $75, lo que da un rango
de $75. El valor de la accién es $50 o $200, con un rango de $150. El cociente de los
rangos es 75/150 o un medio, que es el Aedge ratio que se establecio.
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Modelo para dos periedos

Ahora se considera la situacion de una opcion Call con dos periodos. Se supone que tanto
u como d son constantes durante los dos periodos. Los siguientes abanicos ilustran la

situacion;
s uusS
77
S duS
< dsg

dds

Observe que los eventos #S'y d”S son relativamente dificiles de suceder, ya que requieren
de dos movimientos consecutivos al alza o a la baja en los dos periodos. El evento
intermedio duS (= udS) tiene mas probabilidades de ocurrir, ya que se puede arribar a él
por dos trayectorias diferentes.

Paralelamente, el arbol binario para la opcién Call:

Crm=ma’.x[0,uuS'Xl
Cu

c ca=max[0,duS-X]
Cu

"N Cu=max[0,ddS-X]

El objetivo del andlisis es calcular el valor de la opcion en el nodo inicial del arbol. El
valor c., después de dos periodos es el valor de la Call si el precio de la accién tuvo dos
movimientos consecutivos al alza; ca y cu tienen definiciones andlogas. Si se analiza el
arbol binario en retrospectiva el valor de ¢, puede ser calculado de ¢, ¥y ca; €] valor de ¢y
de cu v cus; y finalmente el valor ¢ de ¢, y ¢4 . Asi pues, del andlisis anterior:

PCun + 4Cug
y =

_ PCau+4qCdd
- r

De manera similar el valor de ¢ se calcula en términos de ¢, y ¢4 ; y observando que el
valor de ¢4 es igual a c,; se obtiene:

PCu+gca
C=—F"

pl: PCuyu : qCud ] + q[ PCau 1— qCad ]

=7 F
P Cuwu+2pgCan + G cad
= p;
p? max[0, 425 — X] + 2pg max[0, duS — X] + g* max[0, d2S ~ X]

Capitulo 11 46




EL METODO BINOMIAL EN LA VALUACION DE OPCIONES

Esta 1ltima ecuacion muestra las probabilidades para un movimiento al alza, uno al centro
y otro a la baja de los nodos finales que se alcanzaron. Observe que los coeficientes del
numerador se comportan como una variable aleatoria discreta de una distribucion
binomial con parametro p.

Generalizacion

Suponga que se contintia aumentando el nimero de periodos, es decir, que el tiempo de
vida de la opcién se puede dividir en afios, meses o dias; cada uno con un doble proceso.
Se puede establecer un procedimiento recursivo que calcule el valor de la Call con
cualquier nimero de periodos:

i} (f )pfq”'J max[ 0,/ d"¥S - X]
J:

c= A

Aunque es, per se, una formula completa, se puede simplificar de una manera
conveniente.

Se encontrardn ahora los valores de j que hacen cero el valor maximo. Esto ocurre si el
valor final de la accién hace que la opcidn esté fuera del dinero, es decir,

max[0,wd"7S-X] = 0
= Wd"/S-X<0

= wWd < —SX

& Jlnu+(n-,Ind < In(X/S
=  jlnu-Ind)<In(X/S)—n
<=  Jjlin(u/d) < In(X/Sd™)

= J <In(X/Sd™) In(u/d)

o

<[ \InQX/Sd™) In(u/d)] +

Ahora, para toda j < a, max[0, #d"S - X]=0 y para toda j 2 a, max[0, ¥@"S - X]= i/d"S -
X. Por tanto,

)3 ( ;’ )pfq"'f[ufa’”‘fS—X]

j=a

c= -7
8i a > n, la Call estara fuera del dinero y valdra cero, pues a > n 2.

Reordenando la ecuacidn, se obtiene
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=3 (1) (222 |8 (1) ]

Note que la expresion entre corchetes del lado derecho es B{(a,n,p), ver apéndice (B.1),
mientras que la expresion del lado izquierdo se puede arreglar para que represente
también la distribucién acumulativa binomial.

Juntando aquellos términos de superindices iguales:

(2] () < 22 o 2) ([ (£)e] - (0)

donde p' es una probabilidad, pues siendo 0 <r <u y p < 1 setiene que 0 < p(r/u) < 1.

Ademas:

P ur-—a’+du—r ur —ud +ud—rd
up + — —d —d
1=pr+q1=(%)p+(%)q= pr q= U dr U — ur

~=|~

Conjuntando estos resultados, se obtiene una expresién mas compacta:
¢ =8B(a,n;p")~ Xr~"B(a, n; p)

Esta tltima ecuacién se explica de una manera intuitiva: es el valor presente de las
ganancias potenciales de la opcién ajustado por la probabilidad de que termine dentro
del dinero.

El valor para la opcion Put se calcula a partir de la ecuacion binomial para la opcion Call,
que se ha propuesto, observando que ahora su valor intrinseco es max[0, X-#/d"/S ]:

En:, (;’ )pfq"‘f max[ 0, X — #/d"7§ ]
put== =

Note que mientras la opcién Call esta fuera del dinero la opcidn Put esta adentro del
dinero y viceversa:

max[0, X-/d”S]=0 para j>a
max[0, X-#/d"™S | = vd"/S para j<a
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)3 (” ]pfq”‘f[X— wWd/S]

/0

put = P

Repitiendo los mismos célculos que se hicieron para la opcidn Call se obtiene:

put = Xr"B(0,a; p) — SB(0,a; p")
= Xr~"[1 - B(a,n;p) |- S[ 1 - Ba,m;p") ]
=S[B(a,n;p"y=1]-Xr"[ Bla,m;p)—1]
=c+Xr"-8§

A esta ultima ecuacion se le conoce como la paridad Put-Call.

Paridad Put Call

Suponga que se suscribe una opcidon Put (Put corto) y se compra una opcion Call (Call
largo) con el mismo precio de ejercicio, X, y misma fecha de maduracion, 7. Cuando
expiren las opciones, las ganancias netas serdn iguales a las ganancias en la Call menos
los pagos que tengan que hacerse por la Put. Las ganancias o pagos dependeran del valor
final de mercado del bien subyacente Sy

Sr< X Sr> X

Ganancias de la Call 0 Sr-X
Obligaciones de ia Put -(X-S7) 0
Total Sr-X Sr-X

Considere ahora un portafolio constituido de una accién y un préstamo (levered equity),
que se pagara a la tasa libre de riesgo 1. El préstamo es hoy de Xe™7 y S, se invierte en
comprar la accion. La ganancia total de este portafolio a la fecha de maduracién es Sy - X,
la misma que la de la estrategia con opciones.

Dado que en ambos casos las ganancias o pérdidas a la fecha de maduracion son
las mismas, el costo de establecerlas hoy debe ser el mismo. El gasto neto necesario en el
primer caso es p - c¢; se recibe una prima de p por la venta de la Put, mientras que se
desembolsa -¢ para la compra de la Call. De igual manera para el segundo portafolio se
tiene un gasto neto de Xe™"7 — Sy ; se recibe un préstamo de Xe "7 menos el costo de la
accion. Igualando estos gastos, se concluye que:

p-c=Xe " T-§; o p=Xe"T-So+c
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Ejemplo

Suponga que se tienen los siguientes datos sobre una accion:

* Precio de la accién $100

*  Precio de la Call $8.0559

+ Tiempo de expiracion tres meses
* Precio de ejercicio $95

* Tasa libre de riesgo anual 7%

Usando estos datos, se obtiene el valor de la opcién Put

P =X — 54 + ¢ = 95097012 _ 100 4 8.0559
= 1.4079 §

La ecuacién sélo se aplica a opciones Europeas sobre acciones que no pagan dividendos;
pues, la ecuacién sélo se cumplird si cada posicién se mantiene hasta el final del periodo.

Ejemplo

MATLAB ofrece un ambiente sencillo en la implementacién de las férmulas
calculadas. El método consiste en crear las funciones basicas que constituirdn la
ecuacion.

$FUNCION comb

$CALCULA LAS COMBINACIONES DE n EN j ELEMENTCS
%

% USO function y=comb(n, j)

function y=comb(n,j)

y=1;

for i=0:j-1
y=y*{n-i)/{3-i);

end

end

$FUNCION bin

%$CALCULA LA FUNCION DE DISTRIBUCION BINOMIAL ACUMULATIVA DE a A
% n CON PARAMETRO p

]

% USsO function y=bin(a,n,p}

function y=bin{(a,n,p)
y=0;

for j=a:n
yl=comb{n,j)*p"i*(1-p)~(n-j);
y=yl+y;
end
end

Capitulo I 50




EL METODO BINOMIAL EN LA VALUACION DE OPCIONES

$CALCULA LOS VALORES DE LAS OPCIONES CALL Y PUT EURQPEAS POR EL
$METODO BINOMIAL
%

$USO function [c,pl=opbin(S,X,rl,u,d,n}

%

% c EL VALOR DE LA OPCION CALL EUROPEA
% p EL VALOR DE LA OPCION PUT EUROPEA
% 5 EL VALOR DE MERCADO DE LA ACCION

3 X EL PRECIO DE EJERCICIO

% rl LA TASA LIBRE DE RIESGO

% u LA TASA AL ALZA DE LA ACCION

% d LA TASA A LA BAJA DE LA ACCION

% n EL NOMERO DE PERICDOS

function [c,pl=opbin(s,X,rl,u,d,n)

r=1+rl;

pp=(r-d}/{u-dj;

pl=(u/r) *pp;

a=fix (log(X/(S*d"n))/log{u/d})+1; %fix CALCULA LA PARTE
% ENTERA

c=S*bin(a,n,pl)-X*r*{~n)*bin{a,n,pp);
p=c+X*r~(-n)-8;
end

Considere una opcidn Europea con cuatro periodos de un mes sobre una accion
que no paga dividendos y que tiene un precio de $80, precio de ejercicio de $80
y tasa libre de riesgo del 10% anual. Suponga que w=1.5 y d=0.5.

Con estos datos setieneque: ri=0.1 y p= ;:d =0.6

Usando la funcién opbin, se encuentra que:

» [c,p}l=opbin(80,80,0.1,1.5,0.5,4)

c=
41.7512

16.3923

El siguiente diagrama muestra la situacién

405
27
120 180 90 135
3] 45
L
2 10 15
5

PRECIOS DELA ACCION
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325
192.27
118.512 55
70,5934 30
417511 < £ 5756 16.363 ) c())
0 0
0

VALORES DE LA CALL

o 0
4.6280 0
16,3021 1675 < nam élz.mz 35
' 29.0306 < e 1156 <42.7272 .
’ 62.7272 75

VYALORES DE LA PUT

Los valores de la Call y de Ja Put se calcularon en retrospectiva usando la
relacion:

_peutqgcy  0.6c, +0.4cy
Y 1.1
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La volatilidad en la férmula binomial

Un elemento muy importante en la valoracion de opciones es su volatilidad. A partir de la
volatilidad se desean encontrar ecuaciones que determinen el valor de u, r, d, yp.

En la construccion del drbol binario, se considerd que r, representaba la tasa libre
de riesgo durante 7- ¢ como durante el periodo Af[=(7- f)/n], ahora, es necesario hacer una
distincion.

A la tasa anual libre de riesgo durante el intervalo de tiempo T- { se le continuaré
denotando por r\; y a la tasa libre de riesgo durante Ar se le denotara por #,. Como 7,
depende del mimero de subintervalos, #, en que se subdivide 7- ¢ su valor debe ser
ajustado. De esta manera:

Fi=rid y como:
r=1+r; suvalor también tiene que ajustarse

r=1+71=1+r A
En el capitulo anterior se encontré que Sy tiene una distribucién lognormal con
E[S7]=SerT y
Var[Sr] = §2e2(T-0] go*(T-0 _ 1]
Dado que para un periodo de longitud 7-:

E[S7] = pSu+qSd
Var{Sr] = E[S%—] - E2[S7]
= p(Su)® + g(Sd)* [ pSu+ qua’:l2

= Sz[pu2 +qd? - (pu + qd) 2]

y st se considera que 7-¢ es un periodo de longitud Ar; y que u es la tasa libre de riesgo r,,
se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

Se" & = pSu + qSd
2
SPetnstfertar 1] = Sz[pu2 +qgd? - (pu-!-qd) ]

e =pu+qd
eZnAH‘JZAI :puz + qd2
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El sistema expone dos ecuaciones y tres incognitas, por lo que hay que imponer una
tercera condicion. Por simplicidad se define: a ="' y p2 = g2ndua’sl _ g2, 0%A

+ Siu= %, de la primera ecuacién del sistema:

a=pu+(1-pd=plu—-dy+d

a— .
P= " g ¥ €n consecuencia

-1 p_1.a-d_u—d-a+d u-a
g=1-p=1 u—d = u—d T u—-d

De la segunda ecuacidn del sistema:

2 gy g
b2=pu2+qdz=z:§u2+z:;aﬂ=a(u ud_);d u=a(u+d)—1=au+a31,-—1

O=au?—(b2+ Du+a

Resolviendo la ecuacion de segundo grado:

2
(bz + l)+ (b2 n 1)2 Ry 1 +ezr.Af+a2m + \/(anmmzm + 1) — 4g2nid
= =

2a - Zerii

¢ Sip='%
De la primera ecuacion del sistema:
2a=u+d .. d*=4a*+u?-4au

De la segunda ecuacion:

26 = + d® = u? + 4a? + ut — dau

0=u?-2au+2a? -5b2)

Resolviendo la ecuacion de segundo grado:

T A0l — 2
u= 2a+ [4a 24(2a b =a+ b2 ~a? =a+Ja%e”¥ -a? =a+a/e”d -1
=e"A'[1+ /eazm_] ] ¥ para que 2a-—-u+d;

d=e"A"[l —Jer M ] :I
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De esta manera, los valores para 1 y d se calculan a través de la volatilidad, y obviamente
de r, y At también.

Observe que sin importar cual sea el valor de v,
S 1o
imu=1"y  limd=1

Estas dos imposiciones son bastante convenientes en la solucién del sistema, ya que
conservan las desigualdades que en un principio se establecieron:

d<r<uy

Ejemplo

Considere una opcién Europea con un tiempo de expiracién de 3 meses sobre
una accidn que no paga dividendos. Con precio de mercado y precio de ejercicio
de $100 y $95 respectivamente; tasa libre de riesgo del 7% y volatilidad del 20%
anual.

En estas condiciones S =100, =95, »,=0.07, 7~ = 0.25,0=0.2

La siguiente tabla muestra los diferentes valores para la opcion Call y Put al
incrementar el valor de n; asi como el valor de las variables r, u, d, p, plque
también dependen de ». Los valores se han calculado teniendo en cuenta las dos
soluciones que se encontraron al sistema de ecuaciones. Los valores estan
redondeados a  millonésimas y se ha usado la  funcién
opbin(S,X,rl,u, d,n) para encontrar sus valores,

Para n =50 se tiene que

At = (T—fin=0.25/50 = 0.005
r=1+7% =1+rAr=1+0.07(0.005) = 1.00035

Primera solucion

2
1+62r.AI+a’A.!+ J(82r|m+dldl+ l) — qeinu

u= Zena

3
1 + @20.07X0.0054(0.2)}(0.005) ,. J (ez(o_ovxooosmo‘z)z(o.ooﬂ + 1) — 4 20.07X0.005)

= 7 (€.07%0.005)
=1.01496

d=1/u=098526

p=(e"™ ~d)(u—d) = () _ (.9852)/(1.01496 ~ 0.9852) = 0.508074

p'=4p=7913980.508074) = 0.515495
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>>[c,pl=opbin (100, 95,0.00035,1.01496,0.98526,50)

c=
8.218924

p=
1.5731173

Segunda solucion

u =e"‘-“|:] + et ]
= ewomoms | 4 [R5 ) |- | 014498

d= ermrI:] _ \,’ealm_ i ]
- 6(0,07)(0.005)[1 - ,l'e(O.Z)’(0.00S) -1 ] =(.986202

p=172

1.014498
p=%p= 00035 (0-5) = 0.507071
»>>[c,pl=opbin (100, 95,0.00035,1.014498,0.986202,50)

c=
8.061527

p=
1.413776

Primera solucién (v=1/d)

100 1.000175 1.010406

1000 1.000018 1.003202 0.996808 (501937 0.503536 8.089061 1.441037

Segunda solucion (p=1/2)
d p’

1000 1.000018 1.003180 0.996855 05 0.501581 B8.055597 1.407574

§

En el siguiente tema se mostrara que cuando » tiende a infinito el método binomial
converge a la formula de Black & Scholes. Ademas, ensayando para diferentes valore de p
se encuentra que la aproximacion es mejor (la gréfica tiende a la figura caracteristica de la
campana de Gauss) para valores de p cercanos a 2 (y para npg > 10) por lo que la
segunda solucion se prefiere a la primera.
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La formula de Black & Scholes

Cuando se defini6 la inversion indiferente al riesgo se encontré que:

_E[CT]
c= ri+1

es decir, €l valor de la opcién Call es igual al valor esperado de la opcién Call al final del
periodo traido a valor presente. Por comodidad se supondra que tal valor es traido a valor
presente pero a una tasa continua:

o= Elcr]

= e

Eler] = E{ max(Sr- X, 0)] =[( s - X)fs)ds

donde Sr es la variable aleatoria continua de una distribucién lognormal, y como se
mostrd (capitulo anterior); es tal que:

nSr~N{InS+(r1 - a*2)(T— 1), 0%(T-1))
siendo, ademas, f{s) su funcién de densidad.

Ahora; max(Sr-X,0) = Sr-X si Sr> X, es decir, para s > X, por lo que:

E max(Sr-X,0) ] = f ( s - X)fs)ds =:j As)ds —X T As)ds
=X =X =X

COn:

g-LIns-tns—(r\-a22T-0 T /20%(T-0)

_ 1
)= et
El segundo sumando de la integral es;
T X °° {lns-InS—(r —021'2)(7"—1)]2/202(7'—:)4:5_'
X s)ds = e '
fo() rafT=] ;;[x §
In(s/S) — (r1 — 6*2)(T - §)

aJT—t

1 ds ds
dw = —— =+ S S =ofT—tdw
e aoJT—1¢ (S ) §

y haciendo el cambio de variable w = , Se tiene que:
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Para calcular el limite de la integral, se despeja s del cambio de variable propuesto, es
decir;
In(s/S)=wa JT—1 +(r1 —a22)(T-1) . §=8e" T +ri=a't{i=n
y como § > X se tiene que:

Sewa\TTr-l{n—a’lH)(T—r) =Y

S In(X/S) — (r| — o2/12X(T-1)
oJT—t

=b

y se define:

In(S/X) + (r1 — a22)(T - 1)
oJT—t

b=

=ds

Con lo que la integral queda:

X j As)ds = Xﬁ ‘ VL e™""2dw = X[ 1 - N(b) ] = XN(~b) = XN(d>)

Para la siguiente integral, se tiene:

s _f As)ds = s j 1 —[Ins—lnS—(ru—azflJ(T—r)]z/Zoz(T—r)dS

2noyT
@
=5 L vy,
2n
wo 'T_ﬂr.-alfz)(r—r) -w2/2
= Se dw
5 27:
oo
=S j‘ L —wi2ewe [To7 +ry(T-0-0*12T-0 gy
2n
= Sen (- j —[wz.fz-wa\’ﬁTafa!/Z(T-r)] dw
w=b 27[

pero observe que:

sz—wa T- t+—-(T H=% [w -2woyT—t +0*(T- f)]

~Alw-olT=i T

con lo que:
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s | fisyds = Sentn | —L_p05(e-0.77 )’
"!Xﬂ) ¢ u:LJ \/ﬁ ¢ w

=Sen ™[ 1 -N(b-0JT1 )
= Sen™N(o [T—1 -b)
=Se”(T")N(am +a’2)

por lo que si se define: dy =a /T~ +d;

s _[ fs)ds = Se"U=ON(d, )

=X

y por tanto

_ Eler]

T enir-n
_ SenTON(dy) — XN(dh)

eri(T=1)

= SN(d\) = Xe ""IN(d>)
la cual se conoce como la férmula de Black & Scholes para opciones Europeas.
El calculo de la Put es a través de la paridad Put-Call:
p=c+Xe T H_g
= SN(d1) - Xe " T IN(dp) + Xe D - S

= X T0[ 1 - Nd2) -5 1 - M) ]
= Xe "TD N(=d3) - SN(~-d1)

Recapitulando, la féormula de Black & Scholes para valuar una opcion Call Europea es por
tanto:

¢ =SN(d) - Xe " TON(d)

donde
p In(S/X) + (r| + 2T - 1)
l =
o’ —
4 = S + (r1 ~a?2)(T-1)
o gJT—t
y donde:
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N(d): es la funcion de distribucion acumulativa de una variable que es normalmente
distribuida con media cero y varianza uno, es decir, es la probabilidad de que tal variable
sea menor o igual que d.

r1: es la tasa libre de riesgo durante 7- ¢.
La férmula tiene una interpretacién particular en relacién al portafolio consistente de una
posicién larga en acciones y un préstamo a la tasa libre de riesgo r,. Al final del presente
trabajo, se mostrara que N(d\)=A, el nimero de acciones en el portafolio. En previo
desarrollo se mostrd que c=SA+B, siendo B la cantidad de dinero invertido a la tasa libre
de riesgo. Paralelamente, se observa que B =Xe'"-9N(d,). El primer término en la

formula de Black & Scholes, SN(d\), es la cantidad invertida en las acciones; el segundo
término, Xe " TON(d,), es el dinero pedido a préstamo.

Convergencia a la formula de Black & Scholes
Se desea que la formula del método binomial de valoracion de opciones converja a la
férmula de Black & Scholes cuando # tiende a infinito, es decir, cuando 7- £ es dividido
en una gran cantidad de periodos. Al subdividir el periodo de tiempo, se considerara que
el precio de la accion sigue los principios que se establecieron en el capitulo anterior, es
decir, que su distribucidn es lognormal.
La férmula binomial de valoracion de opciones que se calcul6 es:
¢ =8B(a,n,p"y— Xr~"B(a, n, p)

A T- n

Comor"=(1+?)"=(1+rAD)"= (1 +¥)

se tiene que:

, . ri(l-0y" .
lim »" =lim (1 +—(n )) = N0
H—=0 =00

limr = e (-0
H—=o

Por otra parte, se mostrard gque mientras » tiende a infinito,
Bla;n,py - Md2) y  Bl@n,p') - Ndi)
La distribucion binomial acumulativa referida a p es,
B(a,mp)="Plas<j]
y como  es una variable aleatoria discreta que se distribuye binomialmente, su media es

np y su varianza apq.

Capitulo II 60



EL METODO BINOMIAL EN LA YALUACION DE OPCIONES

Por el teorema del limite central, si n es grande, la variable definida por:

z=4=EU _noo 1)

[Var(j]

luego entonces

B(a,n;p)zP[asj':':P[a_np I ]:P[sz]= 1-PIZ<bl=1~N®)

JPg ~ /npg
a-np
donde b = —=
DG

y por la propiedad de simetria de la distribucion acumulativa normal estandar:
B(a,n; p) = N(-b)
Ahora, recuerde que de la formula binomial:

a = [ In(X7Sd™y/ in{u/d)}] + 1
In(X/S)—nlnd
= In(u/d)

donde ¢ es un nimero entre cero y uno, y por tanto:

_ In(X/S) - nInd + e In(u/d)
a= In(u/d)

Por otra parte sea Sr el precio final de la accion al tiempo 7- £. Durante los n periodos, Sr
pudo haber seguido cualquier trayectoria, entonces

Sr=w/d"NS

siendo j la variable aleatoria discreta binomial que representa los movimientos al alza (de
manera similar #- / representa los movimientos a la baja) durante los » periodos. Asi,

S+/S = wdr
In(Sr/S) =jlnu+(n-j)Ind
=jIn(u/d)+nind

Recuerde que el precio de la accién sigue una distribucion lognormal;

In(S7/S) ~ N{(r1 - $a2)(T - .6%(T - n)
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luego entonces:

E[In(S7/S) | = E[j In(u/d) + nInd | = In(u/d)E[f] + nlnd
1 E[In(S1/S) ] —nind

E[j] /) ie.,
_(r—z6)T-n-nind
P = In(u/d)

Note que r; es la tasa referida a p.

Por otra parte, para:

Var[ In(S1/S) ] = Var[ j In(u/d) + nind ] = In*(u/d)Var[j)

Var[j]l = Vi’i[ﬁ%&;i] ie.,
_a¥T-))
"P4= 02 (wla)
o (T-1)
JPa = —neia

Acomodando los valores obtenidos se tiene que:

In(X/S) - nlnd+eln(uid)  (r1- +a?)(T—1)—nlnd

_a-np In(u/d) In(u/d)
NG g /(T-¥)
In(z/d)

_ InQ¥1S) = (r1 — 30T — 1) + e In(u/d)
B o JT-1)
_ In(SIX) + (r1 = 70T — 1) — eIn(uld)
- o J(T-0
In(S/X) + (r1 — 302 )T - f) - e In{u/d) _ In@SI0+(r - T )T-0) .

o J[T=D o fT=D e

-b y como  lim In(u/d) = 0

lim (-5) =}im
lm (-6) = ds

La forma en que p influye sobre el valor de &, es a través de ry (y claramente también, a
través de los valores de u v d ), ya que como se¢ establecio en la primera ecuacion del
sistema de ecuaciones;

e =pu+qd
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Por lo que para calcular el valor 4, se hara un simil con la tasa | relativa a p/, es decir,

e =p'ytg'd

= (Fp)u+(F4)d

= %(puz +qd2)

. . . _ I
y usando la segunda ecuacién del sistema de ecuaciones ( y recordando que &/ =7 ):
er’, Ar _ %leIAHalAI =

ra)” L 2ramctar )
e’ = | Fe-t =

eriT=n _ | o2 {T-y+02(T-0)

r y mientras # = o

(-1 = =T p 2 \(T-1pa(T) =
er;(T—!) — er|(T—I)+O'2(T-!) y por tanto,
ry=ri+0o?
Paralelamente al desarrollo expuesto, se tiene que:

In(Y/S) —nind +eln(uid)  (r} - 30)T-1)-nlnd

b = a-np' _ In(u/d) In(u/d)
Jnr'q’ o /(T-9
In(uid)

_ InQX1S) = (ri — 362 )T ~ 1) + ein(u/d)

B o [(T=0

In(S/X) + () — 362 )T - 1)
cj(T-1)

_ In(SIX) +(r1 + 02 = 30> )T 1)

N ¢ J(T—10)

_ In(SIX) +(ri + 362)(T-1)

c f(T-10)

lim (-4") = y sustituyendo el valor de r{

ie.

lim (-b) = dy

Finalmente, al conjuntar todos estos resultados:
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lim ¢ =lim (SB(a, n,p"y—Xr~"B(a, n,p))
¢ =S81im B(a,n,p') - X lim r™" lim B(a, n, p)
¢ =SN(d\) — Xe T~ N(d)
Con lo que la férmula binomial converge a la formula de Black & Scholes cuando el

intervalo de tiempo 7- f se subdivide infinitamente y w, r, d, p se escogen de la manera
descrita.

Ejemplo

Recordando el dltimo ejemplo: Considere una opcién Europea con un tiempo de
expiracion de 3 meses sobre una accion que no paga dividendos. Con precio de
mercado y precio de ejercicio de $100 y $95 respectivamente; tasa libre de
riesgo del 7% y volatilidad del 20% anual.

En estas condiciones $=100, X=95, r=0.07, T- ¢ =0.25, =0.2

$FUNCION normal

$FUNCION PARA CALCULAR EL AREA DE LA DISTRIBUCION NORMAL ESTANDAR
$DE CERO & x.

%

%050 function y=normal (x)

function y=normal (x)
y=0.5+0.5*erf{x/sqrt(2));
% erf ES LA Fq(NCION ERROR DE ALTA PRECISION
% erf(x)=?TIe‘fzdt
T 9

v

af 0T

el (eoseigeol, 1.2 T F sy,
2 M= 5= [ A
% N(x)=% +%erf(x/\f':2-)
return
end

$FUNCION bs
$FUNCIGN PARA CALCULARR LOS VALCRES DE LAS OPCIONES CALL Y PUT
$EUROPEAS A TRAVES DE LA FORMULA DE BLACK & SCHOLES

Uso: function {c,p)=bs(S,X,rl,T,vol)

EL VALOR DE LA OPCION CALL EUROPEA
EL VALOR DE LA OPCION PUT EUROPEA
EL VALOR DE MERCADO DE LA ACCION
EL PRECIO DE EJERCICIO

1 LA TASA LIBRE DE RIESGO
FECHA DE MADURACION EN AROS

ol LA VOLATILIDAD

o0 OO Of o P oP o o0 A OP

«-R XWwdn

function [¢,p)=bs(S§,X,rl,T,vel)
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dl={1log (S/X)+{rl+0.5*vol"2) *T} /{vol*sqrt (T});
d2=dl-vol*sqrt(T);

c=3*'normal {dl)-X*exp(-rl*T) *normal {d2);
p=c+X*exp(-rl*T)-5;

Usando la funcién bs, se encuentra que:
>>[c,pl=bs(100,95,0.07,0.25,0.2)

c=
8.0559

1.4079

Resultados que son muy cercanos a los obtenidos en el ejemplo anterior para
valores grandes de n.§

Valuacion de opciones Americanas

Hasta ahora, las opciones que se consideraron fueron Europeas. Por ello, nuevamente, se
retoma el uso de los 4rboles binarios en la valuacién de opciones como se ilustrd
anteriormente.

Se mostrard a continuacién de una manera intuitiva que el valor de una opcién
Call Europea (que no paga dividendos) es igual al valor de una opcion Call Americana
sobre la misma accién, es decir, que ¢=C. Para ilustrar la naturaleza genecral del
argumento considere una opcidn Call Americana sobre una accidén que no paga
dividendos con un mes de expiracién cuando el precio de la accion es de $50 y el precio
de ejercicio es de $40. La opci6n esta muy adentro del dinero y el poseedor de la opcién
puede decidirse a ejercerla inmediatamente.

Si el inversionista planea tener la accion por mas de un mes, no seria conveniente
gjercer la opcion. La mejor estrategia seria mantener la opcién y ejercerla al final del mes.
De esta manera, ahorra el interés de los $40 del precio de ejercicio durante el mes, y como
la accién no paga dividendos no se sacrificaria ningin ingreso por concepto de ia accién.
Otra razdn para esperar es el hecho de que el precio de la accién puede situarse por debajo
de los $40 en un mes. {Siendo el caso, la opcién expira sin valor y ¢l inversionista
agradece que la decisién de ejercer inmediatamente no haya sido tomada! Este argumento
muestra que no hay ventajas en ejercer inmediatamente la opcién si el inversionista planea
mantener la accidn por el resto de vida de la opcion.

Por otro lado, si el inversionista planea ejercer la opcién y vender la accién; la
mejor estrategia para €l seria vender la opcién. La opcién seria comprada por otro
inversionista que desea conservar la accién. Tal inversionista existe, pues de no ser asi, el
precio actual de la accién no seria de $50. De esta manera, el precio obtenido por la venta
de la opcion ( = valor intrinseco + valor en el tiempo) seria mayor a $10, su valor
intrinseco.
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Recapitulando, una razon por la cual una opcién Call no deberia ser ejercida antes del
tiempo de expiracion es por el seguro que proporciona. Cuando se mantiene la opcidn, en
lugar de la acci6n, proporciona un seguro para el inversionista ante una baja en el precio
de la accién inferior al precio de ejercicio. Una vez que la opcién se ha ejercido el seguro
termina. El valor del dinero en el tiempo, es una razén més para esperar; mientras mas se
dilate el tiempo de pago es mejor.

Sin embargo no sucede lo mismo con las opciones Put Americanas, donde puede
ser beneficioso un pronto ejercicio de la opcién. De hecho, en cualquier momento de su
vida una opcion Put deberd ser ejercida prontamente si estd suficientemente dentro del
dinero. Considere una situacion extrema, donde el precio de ejercicio es de $10 y el precio
de la accién es virtualmente cero. Un ejercicio inmediato de la opcién permite a un
inversionista una ganancia de $10. Si el inversionista espera, la ganancia de ejercerla
podria ser menor de $10 pero no podria ser mayor de $10 pues no se permiten precios
negativos de la accién. Ademds, recibir $10 ahora es preferible a recibirlos en el futuro.
Por tanto la opcién Put Americana debe ser ejercida inmediatamente.

Resta pues, evaluar la opcidén Put Americana.

El método binomial en la valuacion de opciones Put Americanas

Recuerde que un drbol binario representa las posibles trayectorias que puede seguir el
precio de una accidn durante la vida de la opcién. La opcidn se evaliia comenzando al
final del 4rbol (al tiempo T) y regresando hasta el nodo inicial.

Se define P; como el valor de la opcién Put Americana en el j-ésimo nodo para el tiempo
iAtdonde 0 </ <N, 0 <j<i siendo N el numero de subintervalos de longitud Ar en que
se subdivide el tiempo de vida de la opcién. El precio de la accién en el nodo (i.j) es
Sw/d?. El valor de la opcién Put Americana en la fecha de expiracién es max[X-S3,0], de
esta manera:

Pu;=max[X - Sw¥d¥4,0) j=0,1,2,..,N

De los calculos obtenidos en el capitulo anterior, se hace un simil para el célculo de Ia
opcion Put Americana

P, +qgP
ppPutal

Donde P, , P, representan los valores de la opcién al alza y a la baja respectivamente; PYyqsus
probabilidades correspondientes. La tasa libre de riesgo r, se incluye en la relacién r =1+r,.
También se encontré que tales pardmetros pueden tomar los siguientes valores {segunda

solucion).
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Ar=(T-0IN
r=1+r At
p=qg=1/2

u=en M1+ (e 1]
d:ermr[l _ p'errzAr_l ]

Por tanto ¢l valor de la opcidn es,

P, = pPi+lJ'+l +QP;'+1J' _ O-SPr'+IJ+I +0-5Pi+[J
W r - 1+r A2
para 0<i<N-1 y 0<j<i

Por ser la opcién Americana, su valor en cada nodo debe ser comparado con su valor
intrinseco, para finalmente obtener:

i O.SPH.;J'H +0.5Pi+l,i
P,-J-:max{X—Sufd 1, Ty, ]

Ejemplo

Considere una opcién Put Americana con cinco meses de vida sobre una accién
que no paga dividendos cuando el precio de la accién es $50, con precio de
ejercicio de $50, tasa de interés libre de riesgo del 10% anual y una volatilidad
del 40%.

Con estos datos:
§=50, X=50, r=0.10, 6=0.40, y T=0.4167.

Se divide el intervalo de tiempo en 5 y 1000 subintervalos respectivamente.

$FUNCION amput

$FUNCION PARA CALCULAR EL VALOR DE UNA OPCION PUT AMERICANA POR EL
$METODO BINOMIAL

)

$0US0 function P=amput(S,X,rl,T,vol,n)

function P=amput(S§,¥,rl,T,vol,n)

$DEFINICION DE DATOS
dt=T/n;
r=1+rl*dt;
u=exp{rli+*dt) * {1+sgrt{exp(dt*vol*2)~-1)};
d=expi{rl+*dt) *{l-sqrt{exp(dt*vol"2}-1)];

pp=0.5;

qg=0.5;

for k=n+2:-1:1
P(1l,k)=0;

end

Capitulo It 67



EL METODO BINOMIAL EN LA VALUACION DE OPCIONES

$CALCULO DEL VALOR DE LA OPCION

for i=n+1:-1:1

for j=i:-1:1
cl=X-S5*u~{j-1)~d~({i-j):
c2=(pp*P(1,j+1)1+qg*P(1,J)) /r;
a{l,jr=maxi{cl,c2} ;
end
P=a(l,1:i);
end
return;
end

>>P=amput (50,50,0.1,

4.5388

>>P=amput (50,50,0.1,

P=
4.2855

It
]
!
i

0.4167,0.4,5)

0.4167,0.4,1000)
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CAPITULO III

LA ECUACION DIFERENCIAL
DE

BLACK & SCHOLES

En este wltimo capitulo se enmarca la presencia de la ecuacion de Black & Scholes como
un caso particular de una ecuacion diferencial parabdlica. Como tal, el arribo a su
solucion puede seguir diferentes caminos, y en el interin necesitarse definir nuevos
conceptos que faciliten la resolucion plena del problema.

La ecuacion diferencial de Black & Scholes

En el capitulo primero se establecio que el modelo estocdstico que representa el
comportamiento de las acciones es,

dS = uSdt+ aSdz para el caso continuo

AS=uSAt+gSAZ  parael caso discreto

Sea ¢ el precio de la opcidon Call contingente a la accién S. El lema de Ito afirma que una
funcion f{x, () sigue el siguiente proceso:

dflx, ) = {6}( ) a(x r)+aﬂx’t)+lazf(x’ b3(x, r)]dr+[ /6 (x,t)]dz

ot 2 ox? Ox
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siendo dx=a(x,t)dt+b(x,1)dz un proceso de Ito.
Por tanto,

dc(S,[):{60{(3}.?,{)1“‘5,_F dc(S, 1) L1 9%c(S, f) 252]{}, [6 (S, 1) S]dz

ot 2 882 ES

siendo a(S,0)=uSy b(S,N=oS.

Discretizando la formula, se obtiene:

2
ac(s,:)#SJr 0cS.) | 18680 e

_ (S, 1)
Ac(S,z)_[ £ a5 +5 352 1A+ as GSAZ

siendo AS'y Ac(S.¢) los incrementos en Sy ¢ en un intervalo pequefio de tiempo Af.

A fin de eliminar el proceso AZ (= ¢,/Af ) se construye el siguiente portafolio IT,

—c : Suscribir una opcion (posicioén corta en una opcién)
60 i Jc . L .
tasS Comprar 5 acciones (posicion larga en acciones)
dc
aSS c=
Obsérvese la semejanza de % con A= c% o el hedge ratio del capitulo anterior.

Un cambio Al en el portafolio durante At da como resultado:

e/
All = aSAS Ac ie.,

dc lac o2 2:| _Zc
An_aS[uSAz+aSA2] [ s+ o+ 5 S 0tS? |Ar- SEaSAZ

_ 1 d%¢c 22]
= [a:*zaSZ"S Al

En el capitulo segundo se establecié la formula que relaciona al portafolio anterior;
All=r 1 [1AL

con ry la tasa libre de riesgo durante At. De igual manera se establecié que el portafolio [T
esta libre de riesgo durante At, pues de lo contrario, podria hacerse arbitraje.

Asi,
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2.
Al = —[-g—f+ %—%0282 ]Al
2
de 182
| Gs-c]={ &+ 1550 ]

8¢ 1 8%

dc
o 2852 “o-0is? + a?r’S ric

Esta ultima expresion recibe el nombre de ecuacion diferencial de Black & Scholes.

Ecuaciones diferenciales parciales

Las ecuaciones diferenciales parciales se pueden clasificar de diferentes maneras. Antes
que nada, las ecuaciones pueden ser lineales o no lineales; dependiendo de los
coeficientes de las derivadas parciales en la ecuaciones. Si la ecuaciéon es una
combinacion lineal de la funcién y sus derivadas parciales, se le llama ecuacion
diferencial parcial lineal.

El segundo tipo de clasificacion tiene que ver con el orden de diferenciacién. Si
todas las derivadas parciales en la ecuacién son de primer orden, entonces la ecuacién
diferencial parcial también sera de primer orden. Si hay parciales cruzadas, o segundas
parciales, entonces la ecuacion diferencial parcial se le llama de segundo orden,

El tercer tipo de clasificacion es intrinseco a la ecuacion general lineal de segundo
orden:

a(x, I)T+b(x t) + c(x, t) 8{2 +d(x t) +e(x t) +j(x Du+gx,0)=0

x ax

y se clasifican de la siguiente manera:

* si b2 —4ac <0 laecuacion es eliptica
¢ sib? —dgc =0 laecuacién es parabdlica
¢ sib?~4ac >0 laecuacidn es hiperbolica

Formas candnicas

Las tres ecuaciones diferenciales parciales de segundo orden mas importantes son

azu

1. La ecuacion de Poisson 6;5’- by_z =flx,))
., a a

2. La ecuacion de onda ca o) : =20
< u u

3. Laecuacion de calor Friaien
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La ecuacion de Poisson es la representacion estandar de la ecuacion eliptica. La ecuacion
de onda es el ejemplo estandar de la ecuacion hiperbélica, y la ecuacién de calor de una
ecuacion parabdlica.

La ecuacién de Poisson con /= 0 es llamada la ecuacién de Laplace. La ecuacion de
Poisson y la ecuacidn de Laplace aparecen en el estudio de problemas de potencia. La
ecuacion de onda surge del estudio de la vibracién de cuerdas y en problemas de
propagacion de ondas. A la ecuacién de calor se le conoce como la ecuacién de difusion,
pues se presenta en el estudio de la conduccién del calor en soélidos y en problemas
concernientes a procesos de difusién en gases y liquidos.

En particular, la ecuacién de Black & Scholes

G, 1 rade,, oo _
o v 20 S E g S e =nie
es parabdlica para S > 0.

La ecuacién de difusion

La ecuacion de calor o difusion:

Q%u _ du
axr " A

representa ¢l flujo (difusién) de calor en un medio continuo, y ha sido estudiada por casi
dos siglos, de ahi que se disponga de una considerable cantidad de teoria acerca de sus
propiedades y soluciones. La idea intuitiva es considerar que u representa la temperatura
uniforme dentro de cada elemento de seccion transversal a lo largo de una barra, la cual se
supone estd perfectamente aislada en su superficie lateral.

Propiedades basicas de la ecuacion de difusion

* Principio de superposicion. Si u),us,... ,uy son soluciones, entonces para
cualesquiera  constantes €1,€2,...,€¢ la  combinacion lineal
u(x, )y =ciuy,cauz, ... ,ciuy también es solucion.

+ Es una ecuacion lineal.

¢ [Es una ecuacidn parabdlica

Condiciones de frontera de la ecuacién de difusion

Es claro que de las condiciones iniciales y de frontera dependera la solucién de la
ecuacién de difusién. En su solucion se considerara solamente el caso para una regi6n
infinita. También se considerara que el calor fluye en una barra de longitud muy grande,
haciendo que Z, la longitud de la barra, tienda a infinito. En este sentido, los siguientes
son los parametros del problema:

2
%zg—‘: —w<x<o, >0
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con condicidn inicial
u(x,0) = up(x)
donde

* uo{x) es una funcién con un nimero finito de discontinuidades de salto
. . .
+ lim wo(x)e ™™ =0 para cualquier a > 0

1x1

+ lim u(x,f) =0 para cualquierz> 0

Iri—oo

Se dice que un problema esté bien planteado si existe una solucion, es Gnica y es analitica
{existe el limite de la derivada). Tal es el caso de la ecuacién de difusién, y para fines
practicos, se pensara que la solucién de la ecuacion de difusion es una funcién continua de
X.

Solucion por similitud

Algunas veces sucede que la solucién a una ecuacién diferencial parcial, junto con sus
condiciones iniciales y finales, depende de una combinacién especial de las dos variables
independientes. Si tal es el caso, el problema se puede reducir a una ecuacion diferencial
ordinaria en donde tal combinacion es la variable independiente. La solucidn a esta
ecuacion diferencial ordinaria se le conoce como solucicn por similitud a la ecuacion
diferencial parcial original.

Antes de proceder a resolver la ecuacion, conviene definir algunos conceptos:

La funcion delta

La funcién delta es usualmente definida en una de las tres formas siguientes

A. Por la ecuacion
[ 8yar=n

donde 5(r) =0 para s+ 0

B. Como un limite:
o) =lim f:(9)
de una secuencia de funciones que satisfacen
=1

i) lim f(¢) = 0 para todo 0
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C. Por la propiedad

T SNt = f{0)

donde f{{) es una funci6n arbitraria, continua en el origen.

Lo anterior, o cualquier otra definicion de &(r), careceria de significado si se pretendiera
ver a 4(f) como una funcién ordinaria, pues no es una funcién en el sentido de la
definicidon usual. Su comprension es mejor si la funcién delta se presenta como un
concepto nuevo, una funcién generalizada, como a veces se le llama, caracterizada por
ciertas propiedades. La definicion C ofrece un significado preciso; A o B sin embargo, no
especifican de manera tnica a J(¢) porque existen otras funciones generalizadas que
satisfacen A o B.

Estas funciones tienen un enorme valor operacional en las matematicas de ia fisica. En
honor de Paul A.M. Dirac, quien popularizo el uso de estas funciones, son comiinmente
Namadas las funciones delta de Dirac.

A continuacion se presentan ciertas propiedades de J(¢):

i} dat)= %5(!) , por lo que si @ =-1, 4(¢) es par.

i) ]? ot — )Hdr = A7)

Ejemplo

1. Los siguientes modelos son ilustrativos y de particular interés

]

fn=1 2
@ 0 si 1ft>¢

Silfi<e

La siguiente grafica de la funcion muestra tres elementos de la sucesién infinita
de la funcion delta. Note que mientras ¢ tiende a cero la grafica tiende a ser mas
alta y més delgada.

f(t)

——

12

4
b
r
-

":28"

Tres miembros de la funcién delta
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Ahora, haciendo uso de la definicion B, se encuentra que ¢l area bajo la curva o
bien su integral es uno, independientemente del valor de ¢, es decir,

§ e 2() =1
Por otra parte

]Eirgf,;(t) ={ para =0, y por tanto

8() =Him £.()
Luego entonces, de una manera intuitiva, se puede describir a &(t) como una
“funcidn” que es cero en todas partes excepto en ¢ = 0, donde se hace infinito, y

que ademas tiene un area unitaria bajo su gréfica.

2. La siguiente funcién es muy conocida en probabilidad

f:;(t) - CJI'E e-llfcz

Para ¢ > 0, esta funcién es una curva gaussiana, pues si ¢ =g /2, entonces

_ 1 —(1-0) 1202
Ay = e
(1) o

la cual es la funcién de densidad de la distribucion normal con media cero y
desviacién estandar ¢. Como en el caso anterior, la grafica de la funcion se hace
maés alta y mas delgada a medida que ¢ se hace pequefio, es decir, a medida que
la desviacién estandar se hace pequefia.

< (1)

0.5

Curvas gaussianas
Asi,
[ fodi=1y

lci_r.? Je(ty=0 para =0
y pot tanto
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() =limg £i(0)

Observe que la funcién de densidad se desploma rapidamente (vale cero) cuando
| —o0.

§

Retomando la ecuacion de difusion, se busca una solucién en la que wu,(x,7) dependa
solamente de x y / a través de la combinacion & = x/t#, con lo que u(x, ) = 12 U(x/tF).

En particular se ensayard la forma ws(x, 1) = =12 Ux/t'7?),

Diferenciando se encuentra que

Ous 1 p_snrpeey_ L,-3n
5 = ol TEUG) - 5 UE)

U,  in _.l_ié)
vy (x/r'72) 20t

U@, 1YQ
NN

B bI|—

K=

Similarmente

_68% 3
UGN

a_zﬁ_ V=12
2 = U

_U'®
1Jr

De esta forma

Bus _ Qus
ot~ ox?

_LU’(C)é_L@: U@
2 4 f1 24ttt

U@+ 5leU@+U@l=0 e
v'@+leu@] =o

Capitulo III 76



LA ECUACION DIFERENCIAL DE BLACK & SCHOLES

la cual es una ecuacién diferencial ordinaria.
Integrando,

U'©)+5eUE)=C

Esta nueva ecuacién diferencial lineal de primer orden se resuelve usando el siguiente
factor de integracion:

U(Qet? + FetEUE) = Cet?
[U@et? ] =Cet?
Integrando
UE)e+s - K=C [ ex¢de
(&) = Ce+€ [ evddE + Ke=i¥
=C | dg + Ke 57
=CE+ Ke %€
para C y K constantes. Si en particular se toma C=0y K=1/2 /7 , la solucién es
usx, 1) = 72UV
1 x4

To/m
_ 1
C 27 (J2)

para —co<x<w, (>0

oG- 2 )

es decir, Ia solucién es la funcion de densidad de la distribucién normal con media cero y
desviacién estandar /2r , y como se mostré en el ejemplo 2,

us(x, 0) = (x).

La funcién us(x,0) cuando ¢ = x = 0 se interpreta, idealizadamente, diciendo que
en el principio todo el calor esta concentrado en un solo punto, en x = 0, con valor
infinito; mientras que en otro lado, x # 0, su temperatura es nula. Ademads, como su
integral es uno, tal cantidad de calor es unitaria. Por otra parte, para f > 0, aunque sea
pequefio, y para cualquier x, us(x,7)>0 : el calor que en un principic se encontraba
concentrado en x = 0 se difunde inmediatamente a lo largo de la barra. A la funcion
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us(x, 1) se le conoce como /a solucion fundamental de la ecuacion de difusion, y puede ser
usada para derivar una solucién explicita al problema con condicion inicial

u(x,0) = up(x).

Si us(x, 1) es una solucidn de la ecuacién de difusién, entonces también lo es

u()‘(.x_ f'], [) = u()(ﬂ _x, [) = 2 ‘/IH e“(’f—l‘)zﬂh
Pues,

Qus _ 1 201-%) gy 12X

ox 2\/% 4¢ € - 2t us (1 ~x,1)
azu j - —x 2

2 = vl =, 0[2_1} + IZHT} us(n —x, 1)
Pus _Bus __1_(1=0" e, =l
o2 o~ 2/m 4P 22/

_n=»?

a2 i —x, 0+ [-_2'-}—}%-(?1 —x.f)

siendo # cualquier nimero.

Con valor inicial
us(n —x,0) =0(n ~x)

luego entonces, para toda # , la funcién

cus(n = x,0) = ug(n(n — x)

satisface la ecuacién de difusion, donde en particular s¢ toma la constante ¢ = u(#),

Ahora, como la ecuacion de difusion es lineal, se puede usar el principio de superposicion
a soluciones de esta forma. Asi, sumando infinitamente todas las soluciones para

- < # < oc e obtiene la integral

u(x, f) =_L uolm)us(x — n,Hdn

__1 ~G-myHds g
2 Jat _L uo(ne n

con condicién inicial,

u(x, 0) = [ uo(n)d(n —x)dn
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que es la solucién explicita al problema iniciaimente planteado. Tal solucién sélo es
valida para toda funcién continua ws(#) que satisfaga las condiciones inicialmente
propuestas, pues si #o(4) = e”", la integral diverge. Finalmente, utilizando una propiedad
de la funcion delta, la condicién inicial queda

t(x,0) = up(x)

Unicidad de la solucion

Supéngase que hay dos funciones u;(x,f) y u2(x,r) que satisfacen la ecuacion de difusion.
Sea

vix, £) = u (x, ) — ua(x,n

y considere la funcidn E 5

o

E@Q)=% | v, 0dx

- =
Claramente ; g

E()=0 § 2x

l[ul(X,O)—uz(x, 0)]205: g g
I,

3 1 Loty - uo(y e
=0

E(0) =

M|-—-

Diferenciando respecto a £,

7 d
E'() = %sz(x D) "gi‘f)
]? vix,0)—F%=5 32;(,; 2). ¢ integrando por partes
ov(x,
- weo 0[5

y por la condicién establecidas de la ecuacién de difusion v(eo, /) = v(—0,1) =0

E() =~ j [6v(x ’)] dx <0
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Por lo que £(¢) es una funcion no creciente y como £(0) = 0, entonces E(f) < 0. Pero, por
definicion de E(r), £(¢) > 0, por tanto E(r)= 0 para ¢ > 0.
Ast, v(x,t) =0y 1y = up, de manera que la solucién es Unica.

Solucion por la transformada de Fourier

La anterior solucién también puede derivarse usando la transformada de Fourier. La
transformada tiene una gran importancia al resolver problemas que involucran ecuaciones
diferenciales o integrales.

La transformada de Fourier F () de una funcion f'(¢) se define por
F(w) =ji e dt
La transformada inversa de Fourier se puede expresar en términos de F (w):
1) = 5 jj; F(w)e™ da
F (w) y f(¢) son llamadas pares de transformadas de Fourier.

Ejemplo

Sea

fy=e" para a> 0
Eatonces

Flew) =j e~ g~ gy

Dado que la integral no puede ser evaluada con técnicas elementales, se puede
diferenciar respecto de w bajo la integral, es decir,

Flw)=- L. tea* gt iy

Ahora, sean
u = je~ = du = —iiwe™dt = we ™ dt
dv=te " dt = v= -Le“"z

2a

en la integracidn por partes

! - —r'wlL -at? “
Fl{w)= —ie Pl

=—m

o
‘__LU_ I e—a!’e—fwtd[
2a =

= —%F(cu)

F'(w) -~ 5=Flw)=0
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Esta ecuacion diferencial tiene el siguiente factor de integracion

e o dw — ew’Ma’
eV MaF () - e () = ()

(Fe)ewe) =0
Fw) = Ce™

El valor de C se calcula haciendo w =0

— _.w ~ar? gy ﬂ
C—F(O)—_Le dt = VG
Flw) = LZG“”’““

Y

Utilizando la transformada inversa,

2
- J'4aer(urdw

(- +}
—ar? 1 —w?
e~ = j e Ma gt o

2 G

El siguiente caso especial para a =1/4A ser4 de gran utilidad

@
fm _p —Aw?
Ferltlzi:jef!wefw:dw §

—00
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A fin de poder aplicar la transformada de Fourier en la solucion de la ecuacion de
difusién, se multiplica la ecuacion por e e integra sobre ~ow <x <o,

< 2
o= em(2- 24)e
= % _L u(x, Ne~"“=dx —_o_[: %e““‘dx

Utilizando integracion por partes en,

0 @
—ix fy = au ot

_[ 6x2€ Bx +iw j u e“‘“"dx

x=—o0

i | B

donde
U = e iwx du =—iwe *dx
_0u _ Ou
dv=oxr & = o

Nuevamente integrando por partes
iw j g—;e‘f‘”"dx = ia)[ ue x|+ iw _f u(x, t)e""“*‘d.x]
= -w?*U(w, 1)

donde

u =e ¥ du =—iwe " dx

d

Qy—dx vV =u
x R
se ha supuesto que =~ 6u tiende a cero cuando x tiende a *oo en la integracion por partes.

Asi, la ecuacion transformada queda,

0= U'{w, ) +w? Uw,f)
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y como

u(x, 0) = up(x) entonces

Uw, 0) = Un(w).
Mulitiplicando por el factor de integracién el 97t = g0 |3 ecuacién diferencial obtenida,

0 = e U@, 1) + w?e”  Uw, 1)

= (e Uw,n)

Hw, = ce
Sit =0 entonces U(w,0) =c, i.e., c= Uyw).
Asi, |
U(w, 1) = Us(w)e "

Haciendo uso de la transformada inversa de Fourier, se obtiene, finalmente, la sclucion
u(x,r}y de la ecuacion de difusion.

u(x, 1) = j Ulw, e™ de

I

Ug(w)e™ t]em)xdw

“l— S S t"l

T
T[ uo(q)e""”’dqile"”;’e"‘”‘da)
5 uo(q)li j e—mzreaw(x—n)dw}dn

Observe que la integral entre corchetes es la que se obtuvo en el ejemplo para el caso
especial a=1/4A.

=3 1 [

(L

-]

__ 1 ~(x-m) ¥t g
= uo(n)e
= I o(m) 7

b
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Solucion explicita de la ecuacion diferencial de Black & Scholes

La ecuacion diferencial de Black & Scholes para una opcion Call Europea con valor ¢(S.7)
esta dada por:

3c(S,0

8%c(S, 1)
a 2

as?

+r|Sac(—S’t):rlc

2¢2
g8 S

con condiciones iniciales y de frontera
(0,0 =10
oS, =S si S—oo
c(S, ) = max[§-X,0]

La primera condicién muestra que el valor de la opcion es cero si el precio de
mercado del bien subyacente es cero, es decir, si la opcion estd “completamente” fuera del
dinero. Por otra parte, el precio de la opcién Call aumenta conforme lo hace el precio del
bien subyacente, pues su valor intrinseco es mayor. La tltima condicion establece que al
expirar la opcion su Unico valor es su valor intrinseco.

El primer paso para transformar la ecuacién de Black & Scholes en la ecuacion de
difusion es eliminar S'y 5%

Se define
§=Xe' = x=In(5/X)
{ = T—1/0.507 = 7=(T-00.50"
¢ =Xv(x, 1)

Asl,

at otor T otk 2
i ks AR~
Ze_0(8)e [oZy o2 4)-[E] 55 -%]

Con lo que la ecuacion de Black & Scholes se transforma en,

i - _aﬁgl _X_all:_-l_o.z]
v
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G __ 1.2 ,8%¢(S, 0 dc(S, 1)
5 =208 Tam TnSTas tnie
1 o2x2v 1 20| X [ﬂ @]_ X\ov
oxdY - 203{52] &y r;S(S)a - X(x, T)
dv_ v ov kav__kv

ot ox?  ox  Tox
av _ o%v _1ev _
+( 1)8x kv

ot~ ox?

donde k= r/0.557%, con

c(S, T) = max[§S- X, 0]
= max[Xe* - X, 0]
= Xmax[e* - 1,0]
y como
oS, 1) = Xv(x,7)
oS, Ty =Xv(x,0) =
v(x, 0} = max[e* - 1,0]

Observe que la nueva ecuacion diferencial contiene solamente un parametro, &, en lugar
de los cuatro parametros originales del problema.

El siguiente cambio de variable convertira la ecuacion diferencial en la ecuacion
de difusion.

wx, 7) = e u(x, 1)

Asi,
%:' = e“”'ﬂ’% + fetfry = e“(% + ﬁu—‘ siendo A = ax + fft
6v Aau
= e 4 yged
x i
2
-gx—;j—e g +ae“g”+ua e g”ae‘lwe [g +2ag“+ua2]

y, la ecuacion se transforma en
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2
e AR DR

eﬂ[%;—+ﬁu:| [g’;’+2a@+ua ]+(k e |:a”+ua] kebu

ﬁu+ =[a? + (k- 1)a+k:|u+[2a+(k—l)]6“ 5x2

Para que esta igualdad sea la ecuacion de difusién, se debe cumplir que

f=a?+k—Da+k
0=2a+(k-1)

Resolviendo el sistema de ecuaciones, se encuentra que,

k-1

=t~ 1) - Sh- 12 —k=~f(k-1)? —k=—[k ~ 2k +1+4k]

=g (k+1)?

Asi:  v=ewHiy(x, 1) = u(x, ) Th- ki
La ecuacion de Black & Scholes, finalmente, se¢ ha transformado en la ecuacién de
difusion:

ou_ o
ot Ox2

para —w<x <o, 7>0

Si 7 =0, se encuentra que la condicién inicial es:

vix,T) = e'%(*-')x-%(kﬁ—l)lru(x, 7)
v(x, 0) = e~ TE-Dry(x, 0)
max(e* — 1, 0) = e"7® Dy (x)
up(x) = max(e Fl-lxgx _ g 3l-1x ()

— max(e%(hl)x _ e%(k-l)x, 0)

La ecuacién de difusion tiene por solucién:

[-a]

1 ~G-m)?at g
Vi ,,J_w uo(n)e n

u(x,7) =
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Es conveniente hacer el cambio de variable x' = (5 —x)/ /27 que facilita el calculo de la
integral.

Asi,

n=x+x'J21

dn= {2t dx’'

Si e s oTk-  entonces  #>0 y  uo(n)=e W _ Tkl

Luego entonces

n=x+x'J21 >0, ie., 0>x' > —=

J2T
Asi,
J21 T ,
u(x,7) = 3 Tae I uo(x+x' 21 Ye ™ ey’
nt x'=—xf‘m
= 1 I I:e%(kﬂ)(xd-x' 2ty _ e%(k—l)(.ﬂx'\f) :le_xfl,rzarx.'
2oy
1 © Lo -
e [ enten gyt ert [ etend gy
J2m oy oW V2n o g 3w
= 11 - ]2

En el calculo de 1), observe que

bt e 1) 2 = e 1) - e s xithr 1) 27 - (k4 1)

= %{k-g- )27 - -%-[x'z +x'(k+1) 21 - %(’H' 1)2T:|

= —‘i—(k+ 1?r- %[x’ - -é—(fH» 1)J2r :|2

de esta manera,

oo

o Tkt

1 P RS ”
[1 — j e;(kd»l)x L 2T —x fzdxr
J2n x'=—xt 2t
o Tl =

e Tt 4[X-2 k1) T T gyt

‘/?2; .vt':--x-!r Jir

1 1 2 =
_e: (ktlx g gtk 1) -" e—-{-[.\"—%(kﬂ)‘ﬂ? ]zdxf

J2n x=f (7T
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Sea

p=x' =2+ /Z X =p+l+1) /T
dp =dx’

y los nuevos limites para la integral son,

' —X
W>X >
J2T
oo>p+%(k+l)m> \/_2i
T
—-x_ 1
0> p> e —2(k+l)\/§r_
o> p>—d
Asi,
I = Tkl g g lht1ye e~ d
27: f)=-[d] p

= e T g T D N

El célculo para f; es semejante a [, excepto que ahora (k+1) se sustituye por (k-1) en todo
el procedimiento,

Iy = ¢T3 TN(L)  con dz:\/;‘_rju%(k_])\/ﬁ

Finalmente, regresando los cambios de variable,

c(S,1) = Xv(x, 1)
= Xe";‘("‘”"e'%("“)zfu(x, 7)
- Xe—%{k—l)xe—%(kﬂ)zr[e Flhel)x, %(km!rN(dl) —ett-Dx, %(k—l)’rN(dz)]
= Xe*N(d)) - Xe~*"N(d-)
= SN(d] ) _Xe—[r|!0.502](T—r)(0.5r11)N(d2)
= SN(d\) — Xe " "-IN(d>)

donde
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x+ 5+ 1)21

==+ (k+ 1) V21 =

2 I
In(S/X) + +(r1/0.562 + 2T - )0.56%  In(S/X) +(r1 +0.56>)(T - 1)
- 2 } o [T-D ’
di In(S/X) + (r1 — 0.562XT - 1)
alf(T-0

El calculo de la opcion Put Europea se realiza a través de la paridad Put-Call.

p=Xe {0 _S+¢
= Xe~"(T-0 — § + SN(d\) - Xe™"TON(dy)
= Xe=T-[ 1 - N(da) ] - S[1 — M) ]
= Xe O N(=dy) — SN(~d))

El hedge ratio

El hedge ratio de la opcion es,

_dc
=88
= —a-N(d )+N(d )__Xe—n(T-r)_a,_N(ar )
as™ ! ! a5 2
od N
= SN'(d\) 55 + N(d1) = Xe T ON () 5¢

X
s

4 X1
X (7= 5%
— Xe-n{T-ON'(d
oJT-1t } ¢ ( 2)[0'\/T—t ]

= N(d) +[SN'(d1) —Xe""T"’N'(dz)][Ea—FIT——I_}

= N(d1) +SN’(d1)[

A continuacion se verificara que,

SN'(d1) = Xe "IN (d2)
Dado que,
d

j e—szﬂds

entonces

—&n

Nr(d|)= e

1
JIn
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Asl,
SN'(d}) = Xe " T-9N'(d2)

1 _» —rr=-n__1 42
S e dif2 =Xe r{7T-0 e 32
J2n J2n

Se—di+di2 — yp-n(T-n

& —In2(SIX) = 21n(SIX)r1 +0.562 )T — 1) — (ry +0.502) (T - 1)?

2 202(T—1)
4 In2(SIX) + 2In(S/X)(r1 = 0.562) (T = ) + (r1 = 0.50)X(T — 1)’
2 ° 26T —1)
di  d}  2In(SIX)e(T—1) - 2r10%(T - 1)?
"2t s 20T - 1)

= ~In(S/X) - (T-Hr,
Sustituyendo este valor encontrado,

Se-dii+difl2 = ye-n(T-5
Se—ln(SlX)—(T-r)r. = Xe— (-1

Xen (7= - Xe (T-1)

Por tanto la igualdad es cierta.

Asi, se concluye que,

A =Nd)
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Solucion numeérica de la ecuacion diferencial de Black & Scholes. Los
métodos de diferencias finitas

Los métodos de diferencias finitas se usan para obtener soluciones numéricas de
ecuaciones diferenciales parciales. Constituyen una técnica muy poderosa y flexible y, si
se aplican adecuadamente, son capaces de generar soluciones numéricas precisas de
diferentes tipos de ecuaciones diferenciales parciales.

La idea central de los métodos de diferencia finita consiste en remplazar las
derivadas parciales de la ecuacidon diferencial por aproximaciones basadas en las
expansiones de series de Taylor de una funcion cerca de los puntos o punto de interés. Por
ejemplo, la derivada parcial S, ¢)/0r se define como,

_[ AS, t+At) - fiS, 1)

of ~ Ar»

y se puede aproximar por,

of _ fS1+a)-AS,0)
ot At

44

la cual se conoce como una aproximacion por diferencia finita, ya que envuelve pequefias
diferencias de la variable dependiente f. Esta diferencia finita en particular se llama
diferencia progresiva, por sumarle Ar a 1. Como lo sugiere la definicién, mientras mas
pequeiio sea A7 mas precisa serd la aproximacion.

También se tiene que,

of j(S N —fS,1—AD)
ot t—-O Al

y por tanto, la aproximacién por diferencia finita

of _ AS,H-AS, -4
or At

que se conoce como diferencia regresiva.

Observe que,

1 AS, e+ Al) - iS5, 1) AS,H=A8,t=Af)
L] i iy LRALRE0 |
[j(S + A - S, 1= Al ]
Ar—»O 2At
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lo que da origen a la aproximacién

of _ SiS,t+ AN =AS.1-A))
ET 2AL

que se conoce como diferencia centrada.

De la misma manera, se pueden definir aproximaciones por diferencias finitas para &f/as.
2
Para la parcial segunda, %2{, se puede definir una aproximacion simétrica por diferencias

finitas como una diferencia progresiva de una diferencia regresiva de la primera parcial o
viceversa. En cualesquiera de los casos se obtiene una aproximacion simétrica por
diferencia centrada.

of fS0-AS-AS, 0

a8~ AS

Q{i~__1__[f(S+AS,t)~ﬂS,t) f(S-AS+AS,I)'—ﬂS-AS,[)}

asr = AS AS - AS
=f(S+AS’t)_2ﬂS=l)+f(S“AS:[)

AS2

A fin de ilustrar la técnica, se considera una opcidén Put Americana sobre una accién que
no paga dividendos. La ecuacion diferencial que la opcién debe satisfacer es,
%‘?-+r1S-% +%0282§T§ =rP

Se supone que Ar=7/N y se consideran los siguientes N +1 puntos 0, 1Af, 2Arf,...,T. Se
escoge también un cierto nimero de puntos para el precio de la accidn. Sy es el precio de
la accion y es suficientemente grande que, cuando se alcanza, el valor de la opcién Put
pricticamente carece de valor. Se define AS=Sn./M y se considera un total de M +1
puntos; 0, 1AS, 2AS,...,Sw De esta forma, se ha dividido el plano § x ¢ en una red que
consta de (M+1)x(N+1) nodos. El punto (i) de la red es el punto que corresponde al
precio de accion iAS y al tiempo jAs. Se usaré la variable P; para denotar el valor de la
opcion en el nodo (i)

Malla para 1a aproximacién por diferencias finitas

2z

0,0)

8 » & & 0 b 0
-8 & & B 0 PO
LI T I N B B B R 3
-8 % 0 0 B O 0
40 k20
[N I B BN N N B AN )
LI BN I I I I O )
a8 8 20 P e
L I A B A
L I B B R W
5 85 500 0 P
> 8 & &P s B 0
* 8 & & 0 8 8 0
LN I I I I I B
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El método implicito de diferencias finitas

Para un punto interior (ij) de la red, 8P(5,t)/8S se puede aproximar por una diferencia
centrada

8P P(S+AS,0) - P(S=AS,1)
as ~ 2AS8
que brevemente se escribira,

P _PU+1L)-Pi-1,) Piry=Piiy
E 245 =7 2AS

Para OP/¢t se usa una diferencia progresiva

Q£~ Pij+| _Pi,f
or Al

Para &*P/8S? se usa una diferencia centrada simétrica

3P Pij—2Pij+Piy
882 ~ AS?

Sustituyendo estas aproximaciones, y notando que S =iAS, la ecuacién diferencial se
transforma en,

Piy—Piay +l0'2i2/_\82 Pin;=2Pi;+ Py — P,
AS? - 4]

Pijo = Pij
2AS 2

J .
Al +riAS

para i=1,2,. .. M-1y j=0,1,.,N-1
Reordenando, se obtiene

aiPij+biPij+ciPinj=Pijn
donde

a; = —é—rlim— %aziZAt

bi=1 +02iAt+r At
=L a1l 2p
ci = 2r|1At 201AI
Los métodos implicitos requieren de la solucién de un sistema de ecuaciones. Se

considerara la técnica de LU (descomponer la matriz original un una matriz triangular
superior y en una matriz (riangular inferior) para resolver numéricamente este sistema.
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El método explicito de diferencias finitas

El método implicito de diferencias finitas tiene la ventaja de que siempre converge a la
solucién de la ecuacién diferencial a medida que AS y Af se aproximan a cero. Una de las
desventajas del métedo implicito es que deben de resolverse M -l ecuaciones para
calcular los valores de P, de los P,,... El método puede simplificarse si los valores de
OP/3S y 8°P/8S? en el punto (i,f) de Ja malla se suponen iguales a los del punto (ij +1).
Asi,

P _ Puijn = Pi-i

oS~ 2AS
9*P Pijn = 2P + P
o8z = AS?

y la ecuacién diferencial se transforma en

P,',,'+L; Pi; +r1iA..S‘Pi+1J+12;§HJ+] N %azizASz Piviye —22’&,;1 +Picrjn —rPy
o
Pi=a}Piij +biPiga + ¢ Piviyn
donde
a; = ﬁ(-&rlmm%amm)
b = T (1-0%20)
¢ = —llelE(%r|iAl+%azi2m)

Si al tiempo j +1, se conocen los valore P, para todos los valores de i, entonces se puede
explicitamente calcular P,;. Estaes la razén por la cual el método es llamado explicito.

Este método es facil de usar, pero frecuentemente sufre de problemas de
inestabilidad. Estos problemas surgen debido a que los ordenadores usan aritmética de
precision finita; lo que introduce errores de redondeo en las soluciones numéricas. Este
método es estable si los errores de redondeo no se magnifican en cada iteracién en el
procedimiento de solucién. Si los errores de redondeo se incrementan en magnitud en
cada iteracion, entonces el método se vuelve inestable.

El método de Crank-Nicholson

El método de Crank-Nicholson se usa para sobreponer las limitaciones de estabilidad
impuestas por el método explicito. El método implicito de diferencias finitas de
Crank-Nicholson es esencialmente un promedio de los métodos implicito y explicito.
Especificamente, para el método implicito se tiene
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PU’H = a,‘P,'_u + b,‘P,'J' +Cr'Pi+lj
y para ¢l método explicito se tiene
aiPicijer + b0 Pijni +¢; Piijm = Py
Promediando estos dos métodos se tiene
‘%“(Piﬁl +ai P + b Pijn + C,’Pf+|,,f+1) = %(Pu +aili,+ bipi,j"'ciPiH,j)

Si
Bij+l = Pi,j+1 +G:P,'_|J'+| +b:P,'J'+| +C:Pi+1j+]

se obtiene
Piy+aiPiyj+biPij+ciPiny =gij

Lo que muestra que este método es similar al método implicito de diferencias finitas. La
ventaja del método de Crank-Nicholson es que converge més rdapidamente a la solucion
que ¢l método implicito o explicito.

El valor de la opciones Put al tiempo T es su valor intrinseco, por tanto
Pin=max[X—iAS,0] para i=0,1,.. .M
El valor de la opcidn cuando cuando el precio de la accion es cero es X, por tanto
Poj=X para j=0,1,.,N

El valor de la opcién tiende a cero cuando el precio de la accidén tiende a infinito. Por
tanto se puede usar la aproximacion

Pu;j=0 para j=0,1,. N
Esta tres ecuaciones definen el valor de la opcién Put a lo largo de tres lados de la malla.

Asi dado los valores P,x se pueden obtener los valores g, v explicitamente para i= 0, 1,...,
M. Resta encontrar los valores de la opcion Put en los otros nodos de la red. Considere los

puntos correspondientes al tiempo T-Af;
a,-P,-_l'N_l + b,‘P,‘,N_I +C,-P,-+|,N_1 +P,-,N_1 =giN para i= 1,2, ...,M— 1
que forman un sistema con M-1 ecuaciones, las cuales pueden ser resueltas para las

incognitas Pip.i, Pasets - » Parinva. Una vez calculados estos valores, cada valor de Py se
compara con X-iAS. Si Py < X-iAS, la opcion se debe ejercer al tiempo T-Ar y Py, se
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define como X- iAS. Los nodos correspondientes al tiempo 7-2A¢ se manejan de manera
similar hasta obtener P, Pag, ..., Par10. Uno de estos valores es el que interesa.

La implementacién del algoritmo de Crank-Nicholson se basa en el hecho de que
el sistema de ecuaciones se expresa en forma matricial

[ rry 0 O 0 Pia- g1N
a; rra €2 : Pan- g2
0 (45} ’ ’ : = :
CM-2
. 0 0 am-1 rrym || Py || g
Cp=g

siendo rr= b, +1, donde la primera matriz es tridiagonal, es decir, solamente los
elementos de la diagonal, la supradiagonal y la subdiagonal no son cero. Lo que tiene
importantes consecuencias en la soluciéon del sistema. Primero, no se tienen que
almacenar todos los ceros de la matriz, solamente los que son diferentes a cero. Segundo,
la estructura tridiagonal de la matriz, hace que existan algoritmos eficientes en su
solucion.

Supongase que la matriz C se puede factorizar en las matrices L, matriz triangular inferior
y U, matriz triangular superior.

I 0 0 0 I w3z 0 - 0

121 [22 ' 0 1 - .

L=}y 0 . . 0 U= 0 ° 0
: ' ' 0 : R TV YR

0 ... 0 Iyerm— a-iam 0 0 0 1

Al multiplicar C =LU, sin contar los elementos cero, se obtienen las siguientes ecuaciones
rn=l

a= 1., paracada i=2,3,.., M-1; (diagonal inferior)

rr= i, para cada i=2,3,..., M-1; (diagonal principal}

= Litti 1 para cada i =2, 3,..., M-2; (diagonal superior)

El problema original C p=g puede ser escrito L(U p)=#, el cual a su vez puede ser dividido
en un problema mas simple,

L 7=g con U p=¢ un vector intermedio.
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La solucién de L y U es un caso simple de eliminacién gaussiana.
L =rr

up=c/ly

Paracada i=2,3,..., M-2, tomar

],.,.|= a,

Le=rr -1t

My =Gl

y finalmente

It pr2 = Qugel

lM—I,M-I = rrae - huaae Upr2 pae

Ejemplo

Se retoma el Gltimo ejemplo donde se valuo una opcién Americana.

Considere una opcion Put Americana con cinco meses de vida sobre una accion
que no paga dividendos cuando el precio de la accidon es $50, con precio de
ejercicio de $50, tasa de interés libre de riesgo del 10% anual y una volatilidad
del 40%.

Con estos datos:
5=50, X=50, r1 =0.10, ¢ =0.40, y T=0.4167.

El siguiente algoritmo hace uso del método de Crank Nicholson para valuar la
opcidn Americana. Por el momento, aunque se considera la funcion de
dividendos, esta es cero.

% Funcién cndiv
$ FUNCION PARA CALCULAR EL VALOR DE UNA OPCION PUT CON DIVIDENDOS
% POR EL METODO DE CRANK NICHOLSON DE DIFERENCIAS FINITAS

%

% UsCO [Pl= cndiv (tipo,h,Smax,¥,rl,T,vol,N,M}

% tipo :a & A para calcular la opcién Americana,
% con cualquier otra letra calcula la opcién
% Eurcopea

% h :Es la funcion de dividendos

% Smax :El valor maximo del precio de la accién
% X :El precio de ejercicio

% rl :La tasa libre de riesgo

% vol :La volatilidad

% P :Matriz de salida de M x N

% M Numero de filas de P

% N :Nimere de columnas de la matriz P
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function[F]=cndiv(tipo,h, Smax, X, rl,T,vol,N,M)

dt=T/N; %SE DETERMINAN LOS TAMAROS DE PASQ PARA EL TIEMPO Y
dS=Smax/M; % PRECIO DE LA ACCION

for j=1:M+1 SDEFINE LOS VALORES DE LA JLTIMA COLUMNA DE P
P(j,N+l)=max {X-(j-1)*ds,0});
end

for i=1:N $SE DEFINEN LOS EXTREMOS DE P
P{M+1,i)=0; % LA ULTIMA FILA
P{l,i)=X%; $ LA PRIMERA FILA

end

for k=N:-1:1 $COMIENZA EL CICLO GENERAL
$SE DIFINEN LOS COMPONENTES DE LA MATRIZ TRIDIAGONAL C

for j=1:M-1
a(j,k)=(0.5*rl*j*de~0.5* {vel*2)*(3~2)*dt)-0.5...
*feval {h, J*dS, k*dt) *dt/dSs;

rr(ji=((vol™2)*{i~2)*dt+rl*dt)+2;

c{j,k¥=(-0.5*r1*j*dt-0.5*{vol"2)* (372} *dt}+0.5...
*feval (h, j*dS, k*dt) *dt/d5;

% SE DEFINEN LOS COEFICIENTES DE P PARA EL VECTOR g
aa{j, k)=(-0.5*rl*j*dt+0.5*{vol"2)*(j~2) *dc+0.5...
*feval (h, $*dS, k*dt) *dt/dS) / (1+rl*dt);

Bb(§)=(1- (volr2)+{§~2)*dt) / (1+rl+*at);

cc(i, k) =(0.5r1*j*dt+0.5% (vol~2) * (j°2) *at-0.5. ..
*feval (h,j*dS, k*dt) *dt/d8)/{1+rl~*dt};
end

$SE DEFINEN LOS ELEMENTOS DEL VECTQR g
for j=2:M

g(j-1,N+1)=P(j, N+1)+aa(j-1) *P{j-1,N+1)+bb(j-1)*P (], N+1}...
+cc (j=-1) *P(J+1,N+1);
end

%$SE RESUELVE EL SISTEMA DE ECUACIONES POR EL METODO LU
% DE DESCOMPCSICION DE MATRICES

% SE CALCULAN LAS MATRICES L,U

1(1,1}=rr{l);
u(l,2y=c(l1,k}/1(2,1);

for i=2:M-2
1(i,1i-1)=a{i,k);
1(i,iY=rr(i)-1{i,i-1)y*u(i-1,1i}):
u(i,i+ly=c{i,k)/1(i,i};

end
1(M-1,M-2)=a{M-1,k);
1(M-1,M-1)=rr{M-1}-1{M-1,M-2)*u(M-2,M-1};
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$SE CALCULA z DE Lz=g
z(1)=g(l, k+1)/L{1,1);

for i=2:M-1
z{i)={(g (3, k+1)-1(1,i-1)*z(i-1}}/1(i,1i):
end

$SE CALCULA p DE Up=z
p(M-1,k+1l)=z(M-1);
for i=M-2:-1:1
pli,k+ly=z(i)-u(i, i+1)*p(i+1,k+1};
end

% TERMINA LA SOLUCION DEL SISTEMA

% SELECCIONA EL TIPO DE OPCION QUE SE CALCULARA
for j=1l:M-1
if tipo==‘fa'| tipo=='A',
P(j+1,k)=max (p{j, k+1},%-J*dS); $PARA LA PUT

$AMERICANA
else '
P(j+1,k)=p(j, k+1); $EN OTRO CASO, CALCULA LA
$EUROPEA
end
end
$SE REDEFINEN LAS g's
for j=2:M

g(j—l,k)=P(j,k)+aa(j—1,k)*P(j—l,k)+bb(j—1)*P(j,k)...
+ecl{i-1,k}*P(j+l, k) :
end

end % TERMINA EL CICLO GENERAL

>> P=cndiv('a', 'hdiv',100,50,0.1,0.4167,0.4,10,20)
P =

Columns 1 through 7

5G.000C 50.0000 50.0000 50.0000 50.0000 50.0000 50.0000
45.0000 45.0000 45.0000 45.0000 45.0000 45.0000 45,0000
40.0000 40.0000 40.0000 40.0000 40.0000 40.0000 40.0000
35.0000 35.0000 35,0000 35.0000 35.0000 35.0000 35.0000
30.0000 30.0000 30.0000 30.0000 30.0000 30.0000 30.0000
25.0000 25.0000 25.0000 25.0000 25.0000 25.000C 25.0000
20.0000 20.0000 20.0000 20.0000 20.0000 20.0000 20.0000
15.0000 15,0000 15.0000 15.0000 15.0000 15.0000 15.0000
10.2040 10.1360 10.0747 10.0259 10.0000 10.0000 10.0000
6.6625 6.5205 6.3708 6.2112 6.0373 5.8426 5.6268

4.1576 3.9738 3.17741 3.5548 3.3103 3.0344 2.7174

2.4965 2.3134 2.1169 1.9047 1.6743 1.4226 1.1459

1.4542 1.2993 1.1376 0.9694 0.7952 0.6166 0.4372

0.8279 0.7103 0.5922 0.4749 0.3608 0.2530 0.1563

0.4635 0.3808 0.3013 0.2266 ¢.1588 0.1004 0.0544

0.2565 0.2014 0.15190 0.1063 0.0687 0.0393 0.0188

0.1405 0.1055% D.0749 0.0494 0.0295 0.0153 0.0065

0.0757 0.0545 0.0368 0.0228 0.0126 0.00860 0.0023

0.0389 0.0270 0.0174 0.0102 0.0053 0.0023 0.0008

0.0163 0.0111 0.0069 0.0039 0.001¢ c.0008 0.0003

0 0 0 0 Y 0 0

Columns 8 through 11

50.0000 50.0000 50.0000 50.0000
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45.0000 45.0000 45.0000 45.0000
40.0000 40,0000 40.0000 40.0000
35.6G000 35.0000 35.0000 35.0000
30.0000 30.000C 30.0000 30.0000
25.0000 25.0000 25.0000 25.0000
20.0000 20.0000 20.90000 20.0000
15.0000 15.0000 15.0000 15.0000
10.0000 10.0000 10.0000 10.00C00
5.394¢6 5.1652 5.0000 5.0000
2.3414 1.8658 i.1838 0
0.8398  0.5034  D.1642 0
0.2648 0.1169 0.0260 0
0.0785 0.0272 0.0046 ]
0.0230 0.0066 0.0009 Q0
0.0069  0.0017  ©.0002 0
0.0021 0.0004 0.0000 ¢}
0.0007 ¢.0001 Q.0000 0
0.0002  0.0000  ©.0000 0
0.0001 0.0000 0.0000 4}
0 0 0 0

5

[+%

a

-]

o

5

@

>

A fin de crear el grafico con estos datos en particular, se ha seleccionado el
rango de 0 a 100 para S (el grafico muestra las 21 filas), y el rango de 0 a 5
meses para el tiempo ¢ (el grafico muestra la 11 columnas). Siendo, en este caso,
la funcién de dividendos:

1]
Il

$FUNCION hdiv

$ES LA FUNCION CONTINUA DE DIVIDENDOS

%

$USO functien y=hdiv(S,t)

function y=hdiv{Ss,t)

y=0;

return;
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Dividendos en Ia ecuacidén diferencial de Black & Scholes

El precio de una opcidén sobre una accién que paga dividendos es afectado por estos pagos
y por tanto la ecuacion diferencial de Black & Scholes debe ser modificada. Los
dividendos tienen el efecto de reducir el precio de la accidn en la fecha en que se pagan
los dividendos (ex-dividend date). Los valores de las opciones Call estan por tanto
negativamente relacionados a los montos de cualquier dividendo anticipado, y los valores
de las opciones Put estan positivamente relacionados a los montos de los dividendos. Se
consederara el caso para una funcién D(S,t) continua. Sea df el periodo de tiempo en el
cual la accién paga un dividendo de D(S,1)d!. Se afirma que el precio de la accion debe
disminuir en una cantidad igual al dividendo pagado. (Si el precio de la accidn, por
ejemplo, disminuye mas que el dividendo, un arbitrajista podria obtener ganancias
vendiendo la accion antes que se paguen los dividendos y comprandola inmediatamente
después. De manera similar se tendria para un precio mayor a los dividendos.)

Con el pago de dividendos, el modelo estocdstico propuesto para las acciones se
transforma en:
ds = (uS - (S, ) ) di + aSdkz
Al inicio del capitulo se establecié un portafolio: IT= gg,S ¢ y un cambio, All, en el

valor del mismo durante A¢

- dc 166‘22]
All = [8[+ZBSZUS Al

Durante AI el tenedor del portafolio obtiene ganancias iguales a All y dividendos iguales a

D(S, t) € At, pues se recibe D(S,) por cada accion, y se tienen %g: acciones.

Definase AW como el cambio en el valor del portafolio durante Ar. Asi,
AW = AT+ D(S, t)—--At
_|_<¢ aC 1 6 C 202 Qg :|
_[ 82+ (5,095 |

a 252

y dado que el portafolios durante Az esta libre de riesgos

AW: I‘[I—IA[
2
[_% - 3956252 4 DS, t)—gg—]m = r.{ Zs- c]At

la ecuacion de una opcién Europea sobre una accién que paga dividendos es:

% 4 [ns- D(St)]ag. ;g?gozSZ:rlc
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sujeta a las condiciones; ¢(0,£) = 0, ¢(S,7) = max[0,5 -X] y a la condicidn adicional ¢(S.1) =
max[0,S -X] para una opcidén Americana.

Al evaluar la opcion Call Americana para el caso en que la accién no paga

dividendos (D(S,f) = 0 )} se mostrd que su valor era igual al valor de la opcion Call
Europea. Una extension de este argumento muestra que cuando hay dividendos, s¢ debe
ejercer la opcién solamente al tiempo inmediato anterior en que la accién pague los
dividendos.
El caso mas simple para una opcién Europea consisten en incorporar una tasa continua y
constante; es decir, D(S,#) = ¢S. Considere dos tipos de acciones; la primera con una tasa
continua de dividendos ¢ por afio y la segunda que no pague dividendos. El pago de una
tasa continua de dividendos hace que el aumento en el precio de la accion sea menor al
precio de la accién de no existir esta tasa en una cantidad g. Si, con una tasa g, la accion
aumenta de S al tiempo ¢ a Sy al tiempo T, entonces en ausencia de dividendos, creceria de
S al tiempo ¢ a S7e?7 " al tiempo 7. De manera similar, en ausencia de dividendos creceria
de Se-#71 a tiempo ¢ a Sy al tiempo 7. Por lo que para valuar una opcién Europea sobre
una accién que proporcione una tasa continua de dividendos g, el valor del precio de la
accion S, se sustituye por su valor presente Sre~9"9en la formula de Black & Scholes:

¢ =8e 1ON(d)|) - Xe " T-IN(d>)
p=Xe"TON(=dy) - Se™*TDN(-d)

y ¢Omo

In(Se~4T-9/X) = In(S/X) - ¢(T - £)

d = In(S/X) + (r1 — g+ a2 2)(T-1)
aJT—1

(S +(r1 — g~ 2T 1)

- oJT-t

d =d|~-cJT—-t¢

Ejemplo

Para valuar opciones sobre divisas, se define S como el tipo de cambio, es decir,
el valor de una unidad de divisa extranjera en ddélares americanos. Una divisa
extranjera tiene la propiedad de que su tenedor puede ganar intereses a la tasa
libre de riesgo prevaleciente en el pais de la divisa extranjera. La tasa continua
de dividendos es la tasa libre de riesgo en el pais extranjero. Por tanto, el
poseedor de la divisa extranjera recibe una tasa de dividendos igual a la trasa
libre de riesgo de la divisa extranjera.

Considere una opcién Call Europea de cuatro meses para comprar libras
esterlinas. Supéngase un tipo de cambio de a $1.6/£, un precio de ejercicio de
1.6, una tasa libre de riesgo en Estados Unidos de 8% anual, una tasa libre de
riesgo en Inglaterra de | 1% anual y una volatilidad del 14.1%.
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B n(S/X) +(r1 —q + 62 2)T-1)
oJT—1t
_ 2
_ in(1.6/1.6)+(0.08-0.11 +0.1413/2)(0.3333) = —0.07604
0.141 /0.3333

d

dy=di—afT-1t =-0.07604 -0.141 /0.3333 =-0.15141

N(d) = 04696
M) = 0.4398

¢ = Se™ON(d, ) — Xe " TON(dy)
= 1.6e~01H03330 4696 — 1.6e~004039)0.4398 = 0.0404
§

Considere ahora ¢l caso general de una opcidn con una tasa continua de dividendos D(S,1).
La ecuacidn diferencial propuesta es

dc dc | 1 9%
S +[nS-DE.0]5E+ 5 5maS =ne
Usando el método implicito de diferencias finitas, se obtiene

iy =2+ Cimty ,
AS? =ne

Cij+1 —Cij . S8 TGty ] 9, b
At LnisS- Dy = + a7 AS

y reagrupando
aijCi-ty +bicij+Cijcinj = Cijn
donde

aij = %HI‘A[— %0.21‘2A[_ %%‘D;‘J

bi=1+a%%Ar +r At

EJJ‘ = —'%'?'U'Af"' %O’zl‘?'Al-i-‘;_% ij

De igual manera, por el método explicito de diferencias finitas

Cirly+l ™ 2Cijs1 + Cic) jal
AS? - ey

i) g+l — Ci-1+1

2AS8

Eul 280y [r1inS- D,y 1"

1l 22,02
A7 +2atAS

reagrupando
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A;Cictyrt +b{Cipn + T i€ n = Ciy

donde
a‘.JA_ l+?‘|A[( 2!‘]!Af+ 20' 13 Af+2AS I'J)
e__ b 20
b = l+r|A!(] a2i’Al)
~® l L : _1_ 2;2 ___l..A_t i
C"J___"m1+r|At(2r”At+ F O itAL 3 ASD“’)

Promediando los dos métodos, se obtiene
Cijtacimy+bicij+ ??f,fcnl,u‘ = gij+l
donde
Bijel = Cijn1 + A Cim1 a1 + D] Cijnt + CiiCint jal

Observe que el método (de Crank Nicholson), es el mismo al expuesto anteriormente; con
la salvedad que hacen los dividendos D;; presentes en los coeficientes de la opcidn c.

Ejemplo

Cuando se evalian opciones sobre indices accionarios se supone, para fines
practicos, que el indice sigue un movimiento browniano. Suponga que el indice
esigual a Sy que

(.08S5e 006 si §> 1000
S, =9 0.055e700 si 1000>=S52=400
0.0185e~0.08t si S<400

es la funcion continua de dividendos sobre el indice.

Suponga que ¢l nivel actual del indice S&P es 800. Se pretende encontrar el
valor de una opcion Put Americana sobre el indice con tiempo de maduracion de
5 afios. Se supene una tasa de interés del 6% y una tasa de dividendos del 2.5%
anual. La volatilidad del indice es 17%.

» P=cndiv('a', 'hdiv',1600,800,4.06,5,0.17,10,20)

P =
Columns 1 through 7

800.0000 @00.0000 800.0000 B800.0000 8C0.0000 800.0000 B800.0000
720.0000 720.0000 720.0000 720.0000 720.0000 720.0000 720.0000
640.0000 640.0000 640.0000 640.0000 640.0000 640.0000 640.0000
560.0000 560.0000 560.0000 560.0000 560.0000 560.0000 560.0000
480.0000 480.0000 480.0000 480.0000 4B0.0000 480.0000 480.0000
400.0000 400.0000 400.0000 400.0000 400.0000 400.0000 400.0000
320.0000 320.0000 320.0000 320.0000 320.0000 320.0000 320.0000
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240.0000 240.0000 240.0000 240.0000 240.0000 240.0000 240.0000
166.1606 164.1908 162.3332 160.7637 160.0000 160.0000 160.0000
117.1087 114.2:44 111.3168 108.4314 105.3805 101.8512 97.6762
82.7480 79.3362 75.7839 71.9888 67.77489 62.9748 57.3714
58.8514 55.2580 531.4702 47.3980 42.9370 37.9735 32.3785
42.5085 38.9789 35,2792 31.3602 27.1735 22.6814 17.8251
31.6641 28.3405 24.9063 21.3459 17.6582 13.8515 9.9827
23.4225 20.4466 17.4270 14.3756 11.3193 8.3134 5.4442
17.1617 14.6144 12.0803 9.5859 7.1766 4.9222 2.9254
12.3586 10.2811 8.2536 6.3084 4.4948 2.8812 1.5622
8.5787 6.9909 5.4682 4.0405 2.7511 1.6574 0.8283
5.4588 4.3753 3.3514 2.4096 1.5808 0.5%051 0.4235
2.6898 2.1310 1.6081 1.1357 0.7267 0.4022 0.1802
0 0 o] 0 0 Y 0
Columns 8 through 11
800.0000 800.0000 800.0000 800.0000
720.00G0 720.0000 720.0000 720.0000
640.0000 £40.0000 640.0000 640.0000
560.0000 560.0000 560.0000 560.0000
480.0000 480.0000 480.0000 480.0000
400.0000 400.0000 400.0000 400.0000
320.0000 320.0000 320.0000 320.0000
240.0000 240.0000 240.0000 240.0000
160.0000 160.0000 160.0000 160.0000
9z2.6271 B6.5633 £80.0000 80.0C00
50.6931 42.3014 31.4045 0
25.8916 18.3155 7.2006 4]
12.6257 6.8289 1.8511 4]
6.1100 2.6403 0.5534 0
2.8872 1.0384 0.17%0 0
1.3623 0.4209 0.0621 0
0.6488 0.1765 0.0229%9 0
0.3119 0.0763 ¢.0089 g
0.1475 0.0331 0.0035 1]
0.0596 0.0126 0.0013 0
0 0 0 0

Donde la funcién de dividendos es:

$FUNCION hdiv

$ES LA FUNCION CONTINUA DE DIVIDENDOS

%
%$USO

function y=hdiv(S,t)

function y=hdiv(S,t)

glseif

if $»1000,

else

end

return;

$31 EL PRECIC DE LA ACCION ES
$SE PAGA UNA TASA DEL B%

y=0.08*S*exp(-0.06*t);

(400<=5)

& (5<=1000},
%$SE PAGA UNA TASA DEL 5%
y=0.05*S*exp(-0.086*t};

%SE PAGA UNA TASA DEL 1%

y=0.01*S*exp(~0.06*t);
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Opciones lookback

Se dice que un instrumento financiero es dependiente de la trayectoria si sus ganancias de
alguna manera dependen de la trayectoria seguida por el precio de la accion durante la
vida del instrumento. Por ejemplo, una opcion Put que da el derecho a su tenedor de
vender el activo subyacente a su precio promedio, que es calculado durante la vida de la
opcion, es dependiente de la trayectoria porque el precio promedio es una funcién de la
trayectoria seguida por el precio del activo subyacente. Aunque existen pocas formulas
analiticas para valuar este tipo de derivados, en la actualidad, ¢l método mas efectivo para
valuarlas es la simulacién por el método de Monte Carlo.

Considere, por simplicidad, un periodo de tiempo de 0 a 7, tal que al tiempo 0 el
tenedor de un contrato tiene el derecho, pero no la obligacion, de vender una accion al
tiempo T a un precio igual al maximo alcanzado durante 7. Tal contrato, llamado
lookback, es claramente una opcion Put, ya que da al tenedor la opcion de vender a un
precio particular en la fecha de vencimiento. Sin embargo, el precio de ejercicio es una
variable estocdstica y es determinada solamente al final del periodo.

La inversion indiferente al riesgo ofrece una forma de valuar la opcién lookback,
haciendo uso de la alta velocidad de los ordenadores. Considere la valuacién de la opcién
Put. Si P(¢) denota el precio de la accidn al tiempo ¢ € [0,7] y H(0) es el valor inicial de la
Put, entonces

H(0)=enTE* —MaxP(t) ap(n}
L 0<¢<T

= TE" -MaxP(t)j| —eTE [ P(D) ]
. 07T

=eTE" MaxP(r)j| - P

L 017

donde E" es el valor esperado y el asterisco recuerda que las trayectorias del precio de la
accion son referidas a una inversion indiferente al riesgo. Observe que en el segundo
sumando se ha usado el hecho que el valor esperado de P(7) traido a la tasa libre de riesgo
r es P(0). Lo cual es verdadero pues en una inversion indiferente al riesgo cualquier
monto futuro se puede evaluar trayendo a valor presente su valor esperado a la tasa libre

de riesgo.

Para encontrar el valor de H(0) usando el método de Monte Carlo, se simulan
varias trayectorias de {P(f)}, se encuentra el valor maximo para cada trayectoria, y se
promedian estos valores segun el nimero de trayectorias simuladas; su valor presente sera
un estimado de H(0), es decir,

BOy=e"TE 3 ¥, P©), ¥y =MaxPy
Jj=1 O0gk<n
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Considere, ahora, el siguiente movimiento Browniano Geométrico

dS = r\Sdt + oSdz

Si f{S,1) = InS, entonces por el lema de Ito,
2
[BﬂSt) |S+af(S!)+ 1 OAS, ) 282-’d [aj(St) }dz

dfiS, f) =

o T3 as as
dfS,0 =] Lrs+o- 1-Lo252 |ar+ | Los |
8.1y =] 1 - L o2 Jar+ adz

Asi, para un intervalo pequefio de tiempo Ay,

ui=InS;~ IS = [ ri - Lo? |ar+ e /A donde &~ MO, 1)
y u,~1\)[(r|—%az)At,azAt]

De la definicién de u;

S,'=Sj_|€u‘ y
So =S¢
S1 = 8Sge?

§2 = 8S1e¥t = Spete¥t = Spetr 2

E Uy
Sn=Spel

Una formula para calcular el valor de esta opcidn es proporcionada por Goldman, Sosin y
Gatto (1979):

T a?. 2\ o (a+a)T
H(0) = P(0)e W{J“ﬁ][l—frl]—P(0)+P(0)(1+2‘;l){1 N{ oy ”

donde a = r| - 632,

Una manera simple de mejorar la estimacién del método de Monte Carlo es a través de lo

que se conoce como antithetic variable technique. Suponga que f es un estimador
insesgado que se obtiene al promediar un par de estimadores insesgados /; y £, es decir,
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1 2

La varianza del estimador insesgado resultante es

var( 7 ) = L[ Var(fiy+ 2Cov(fi,f) + Var(f)
_ Var(fi)+ Var(fz2) . Cov{f1./2)
= 7 + 3

Lo que muestra que la varianza del estimador f es mds pequefia que la varianza de £ o

/> cuando Cov(fi,f/;) < 0. Por tanto, se desean dos estimadores insesgados negativamente
correlacionados. Por ejemplo, si la distribucién es simétrica respecto a su media y esta
media se conoce {(como es el caso de e~N(0,1)) entonces m/2 simulaciones conducen a m
trayectorias, ya que cada simulacion se “refleja” a través de su media, la cual tiene las
mismas propiedades estadisticas. Asi, por cada trayectoria simulada {P,;.}7, otra puede
ser obtenida simplemete cambiando el signo de &, construyéndose una segunda trayectoria
{PP;}7, la cual estd negativamente correlacionada con la primera. Si se simulan m
trayectorias, el estimador obtenido por esta técnica es un promedio de las 2m trayectorias

B(0) = e"‘Tﬁ (}fﬁ Vi + i Yan) - P(0)

m 2 0<ksg

Ejemplo

Considere que una opcidn lookback tiene los siguientes datos:
Tasa libre de riesgo del 5% anual

Volatilidad de 20%

Precio inicial de la accion de $40

Tiempo de maduracion de un afio

Haciendo uso de la formula se encuentra que

-nT T —.i— —
H(0) = P(D)e ?N{a‘fﬁ ][1 - 2"” }
PO) +P(0){1 + 2L { e “’;)TJ }

:40e—°-05ﬂm{g(2’31/(l)J 2(005) 40

0.22 (0.03 +0.22)(1)
caof3 4 g ) 1o 2020200 )|

=5.7162
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Los siguientes algoritmos calculan, el primero, el valor maximo del precio

de

una accién en una trayectoria simulada, el segundo, el valor de la opcion

lookback

SFUNCION QUE CALCULA EL VALOR MAXIMO ALCANZADO POR UNA ACCION QUE

$5IGUE UNA TRAYECTCRIA ALEATORIA DURANTE EL PERIODO T.
%

3USO function [PP, P]=traymax (S0, T, rl,vol,n}

%

%2 P : El valor miximo de la primera trayectoria

$ PP : El valor maximo de la segunda trayectoria (reflejada)
¥ So : El valor inicial de la accién

8 T : Periodo de tiempo

¥ rl : La tasa libre de riesgo

% vol: La volatilidad

£ n : El numero de divisiones del periodo

function [PP,P]=traymax(So,T,rl,vol,n)

dt=T/n;
mu=rl-0.5*vol"~2;
sigma=Q;
sigma2=0;

P=So;

PP=So:

for i=1:n
e=randn; $NUMEROS ALEATORIOS CON DISTRIBUCION NORMAL (0, 1)
u=mu*dt+vol*e*sqrt{dt); %MODELO PARA EL MOVIMIENTO BROWNIANG
$GECOMETRICO
uu=mu*dt+vol* (-e}*sgrt (dt); %anthitetic variable technique

sigma2=sigmaZ+uu;
sigma=sigma+u;

S=So*exp(sigma}; ¥%PRECIO DE LA ACCION EN EL SIGUIENTE PERIODO
S5=So*exp(sigmal2) ;

P=max (P, 5); %EL VALOR MAXIMO DURANTE EL PERIODO
PP=max (PP,55); % EL VALOR MAXIMO PARA LA SEGUNDA TRAYECTORIA

end

$FUNCION QUE CALCULA EL VALOR DE LA OPCION LOOKBACK

%
%USO function H=lookb{So,T,vol,rl,n,m)

%

¥ H : El valor de la opcidn lookback

% So : El valor inicial de la accién

% T : Pericdo de tiempo

% rl : La tasa libre de riesgo

% wveol: La wvelatilidad

¥ n : El nimero de divisiones del periodo
¥ m : El ntmero de simulaciones

function H=lookb(So,T,vol,rl,n,m)
5=0;
for j=l:m

[YY,Y]=traymax (50,T,rl,vol,n);
S5=8+Y+YY; %SE SUMAN LOS PRECIOS MAXIMOS ALCANZADOS

end

H=((S*exp(-rl*T)}/(2*m))-So; %SE ESTIMA EL VALOR DE LA
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$OPCION LOOKBACK

La siguiente tabla muesta los resultados obtenidos al hacer uso de la funcién

lookb con m=50000

» H=lookb(40,1,0.2,0.05, 100, 50000)

H =
5.1917
n HO)
100 5.1917
250 5.3834
365 5.4428
500 5.4704
§.
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CONCLUSION

La valuacién de productos financieros derivados es uno de los sucesos significativos de
las finanzas modernas, y como tal, sus modelos se basan en conceptos probabilisticos y
estadisticos.

El modelo que caracteriza a los titulos accionarios es fundamental en el desarrolio
del trabajo, pues su recurrencia es a lo largo de los tres capitulos. En el primero su
estructura estocastica se manifiesta en los graficos que son muy similares a los
encontrados en cualquier diario financiero. En el segundo, su presencia es fundamental en
la demostracion de la convergencia del modelo binomial al de Black & Scholes, v en el
tercero ayuda a establecer la ecuacion diferencial de Black & Scholes.

La primera férmula del método binomial de valuacion de opciones encontrada,
requiere que se impongan valores burdos a ¥ y a d a fin de encontrar un valor de la
opeidn; de ahi la importancia que la volatilidad de las acciones tiene al hacerse presente
en las nuevas propuestas de v y d que refinan el valor de la opcién. La precision ahora
alcanzada, puede compararse tanto como se quiera al valor proporcionado por el modelo
de Black & Scholes; pues como es sabido la distrubucién binomial converge a la normal
para valores grandes de n. Hasta el momento, los dos modelos presentados sirven solo
para valuar opciones Europeas que no pagan dividendos, pero una sencilla comparacion
del valor en cada nodo del drbol y su valor intrinseco permite la valuacion de opciones
Americanas,

En el dltimo capitulo se describe la técnica de la solucién por similitud en la
solucién analitica de la ecuacion de difusién con condiciones a la frontera conocidas de
antemano, la cual muestra aspectos versatiles y sustanciales, que se analizan en cierto
detalle, al encontrarse intimamente relacionada con la funcién delta de Dirac, y las
transformadas de Fourier. Este método lleva informacion valiosa de donde se deduce
inmediatamente la solucién general explicita de la ecuacién diferencial de Black &
Scholes tal y como se le conoce en la mayoria de los libros. No menos interesante es la
solucién numérica, donde a través de una fusién de los métodos explicitos e implicitos de
diferencias finitas se forma un sistema de ecuaciones que es resuelto por un caso simple
de eliminacion Gaussiana. De atractivo peculiar es la grafica trazada con la matriz
solucidn del sistemna, la cual claramente muestra una sucesién de perfiles caracteristicos
de las opciones hasta formar una especie de sillon reclinable sin brazos. Este método tiene
la ventaja de que incluye una funcién cualquiera de dividendos que no complica el
analisis de Ia ecuacion diferencial como es el caso en la solucién analitica. Finalmente
como introduccion a futuros temas se presentan las opciones lookback, que hacen un uso
exhaustivo de los ordenadores al calcular iterativamente su valor.

Asi, se han mostrado algunos modelos que por sus cualidades y estructura
matematica a menudo son extremadamente utiles y explican gran parte del problema, pero
que por si solos no bastan, en la comprension cabal de los modelos financieros.
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APENDICE DE TERMINOS ESTADISTICOS

A.1 Esperanza, Varianza y Funcién Generadora de Momentos

El valor esperado de la variable aleatoria X se define como:

E[X]=z]‘: xfx;), si Xes discreta
E[X]=[: xfx)dx, siXes continua; con flx,) la funcion de densidad de X,
E[g(X)]=j:: g(x)f{x)dx, para g una funcién real de la variable aleatoria X,

Mientras que la varianza se define como:

Var[X]=2Z( x; — u)*fx,), si X esdiscreta
J

Var[X]=I~°°( x— ) fx)dx, si X es continua.

La funcién generatriz de momentos es el valor esperado de e

mx(t) = E[e*¥] = X e*Ax), si X es discreta

X

mylr) = E[e™] =I_: e“fx)dx, siXescontinua.

Propiedades de la Esperanza, Varianza y Funcién Generatriz de
Momentos

1) ElaX, +bX; ]= aE[X,] + bE[X3]

ii) Var[aX + b ]= a* Var[.X)

1i1) max.s(t) = ePmy(ar), paratoda ay b constantes.

iv) Sean Xi, X, ..., X, variables aleatorias independientes con funciones generatriz de
momentos  my,(£), my,(t), ..., my (1) respectivamente. Si Y= X+ Xt ..+X, s

entonces
my(r) = Ef #5250 ] = Ele1 |E[e2]... Ele] = my, (Omx(0), ..., my, (1)
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A.2 La Distribucion Normal

1) La variable aleatoria X se distribuye normalmente si su funcién de densidad es:

—x-p)?

f(x): .I_eTZ_

T, 2n

11) Si X es una variable aleatoria que se distribuye normalmente, entonces

EX]1=pn
VarlX] = a?
mylt] = era’in
ii) Sea X una variable aleatoria que se distribuye normalmente, y E[X]=u y Var[X]=¢>.

. . (X-u) o .
La variable aleatoria £ = - 'g#" se distribuye normalmente con media cero y

varianza uno:

b= {14 (- (4) =0
Varlel = Var & |- va{ 5=}, Jo? ~0=1

iv) Secan X,, X3, ..., X, variables aleatorias independientes normalmente distribuidas con

E[X]=: y Var[X]=c?. Si Y=X\+ Xo+,...,+X, , entonces:

Y~N(,u,az) con p=§[:)u,- y o?=

a?

i

=

0

#

V) Si Z-a ~N(u,0%) entonces Z ~ NM(u+a,0?) para cualquier constante a. De la funcién

generatriz de momentos tenemos
mzrot) = e mz(t) > my(t) = emz (1) = eemt = g(wia)igotiin

Z~N(u+a,a'2)

vi) Si Z~N(u,0%) entonces Z/a ~ Mu/a,c*/a®) para cualquier constante a=0, De la funcién
generatriz de momentos tenemos

mza(t) = my{t/a) = eplal-a*a)n2 - piulay-(alayin
Zla~ N(;z/a, a'zlaz)

de igual manera se tiene que

siZ~Np,02) = aZ+ b~ Nau + b,0a?)
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A.3 Desigualdad de Cramér-Rao
El estimador & es un estimador insesgado de @ si
£0]=0
Las siguientes suposiciones son llamadas las condiciones de regularidad:
1) jﬂ, Infix; 6) existe para todo x y 8 . Siendo f 1a funcién de densidad de X.
i) 1o N1 Axs Oy - dy =1 [ 11 flxs; B)ctrs - -
i) S0 fexi, ... xa) ﬂj(x,; O)dxy -« dxp =f--- [ t(x1, ... x) 5 ,ljj(x,; Ddx; -+ -dx,

donde & = (x,...,x,) esun estimador insesgado de 0.

iv) 0< E[[a—ao InfX; 9)]2] <o para todo 0.

Desigualdad de Cramér-Rao

Sea X ..., X, una muestra aleatoria de la funci6n de densidad f{x;&). Bajo las condiciones
de regularidad

% _ 1
Varl:g] 2 HE{,[(% K 9)) 2}

Donde # = 1(xy, ..., xn) es un estimador insesgado de @.

Observacién. Bajo los supuestos que involucran la existencia de la segunda derivada y
las condiciones de regularidad:

Euﬁﬂ X@f | Lm0
] ag ﬂf( ’ ) = _Eﬂ 682 nj( b 6)
Esta observacion evita la monserga de calcular la esperanza de la funcién al cuadrado.

A.4 Propiedades de los estimadores maximo-verosimiles
i) Son estadisticos (estimadores) suficientes, i.e., utilizan toda la informacién que posee
una muestra sobre el pardmetro que se estima. Ademds, si existe un estimador

suficiente el método de maxima verosimilitud to proporcicna.

i1) Son estimadores consistentes, i.e., que el estimador se aproxima al parametro que se
va a estimar aurmnentando el tamafio de la muestra.
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iii) Bajo condiciones de regularidad el estimador maximo-verosimil 8, de 6, para una
muestra aleatoria de tamafio », es asintdticamente eficiente con distribucion

asintdtica normal, i.e;
O ~ M 0, —p—t—s
1 n.’:[(:% Inﬂ'r\"u)) 1]

V) Invarianza: Si 6y es el estimador maximo-verosimil de 6 y si 4({) es una funcion de
@ con funcién inversa, el estimador maximo-verosimil de w(?) es u(@).

B.1 Distribucién Binomial
Se dice que una variable aleatoria X tiene una distribucion binomial si su funcién de densidad

esta dada por:

felln, p) = (Z)p"q”"‘ parak=0,1,...,n
E] kd 0

€n otro caso

donde 0 < p < |, n es un entero positivo y g=1- p.

i.a funcion de distribucion acumulativa es:

5
Pla<X<b}=Blab;p) :E’) (:)pkqn-k
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