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il
OBJETIVO

El objetivo de este trabajo de tesis es desarrollar un modelo macroecondmico
estocastico de equilibrio general para una economia cerrada con cuatro sectores:
consumidores, empresas, sistema financiero y gobierno. La dindmica del nivel
general de precios es conducida por un proceso de difusién con saltos; la tasa de
inflacién esperada es modelada por un movimiento Browniano geométrico y los
movimientos extremos e inesperados en el nivel general de precios son guiados
por un proceso de Poigson.

En el modelo se formula el problema de decisidn del consumidor. Los activos
que forman la riqueza real son: dinero, titulos de deuda y titulos de capital
(acciones). El consumidor desea maximizar en todo momento la utilidad del
consumo del bien que produce la economia y la tenencia de saldos reales por sus
gervicios de liguidez®.

Con el propésito de obtener soluciones analiticas, el problema del consu-
midor supone uns utilidad logaritmica; las decisiones éptimas son encontradas
utilizando herramientas de control dptimo estocdstico, asi como de las ecuaciones
de Hamilton-Jacobi-Bellman.

Por otra parte, la. evolucién de la acumulacién de la riqueza real sigue una
ecuacidén estocistica donde aparecen los retornos de los activos, el consumo y
los umpuestos. Se supone que los rendimientos de los activos también siguen
procesos de difusién con saltos. En el modelo los rendimientos de equilibrio de
los diferentes activos son caleulados endégenamente.

En el caso de las empresas, estas tienen una tecnologia cuya trayectoria es

definida por un proceso de difusién con saltos y su rendimiento también es guiado

! Modelo macroecondmico estocdstico del tipo de Ramsey



iv
por un proceso similar. Finalmente, a fin de cerrar el modelo macroeconémico se
introduce el gasto publico.

Al ignal que las otras variables estocdsticas definidas anteriormente, tanto el
gasto piiblico como la oferta monetaria siguen una trayectoria conducida por un
proceso de difusién con saltos.

Otra parte importante en el modelo son los impuestos que se recaudan, cuyas
variables estocdsticas estan guiadas por procesos de Wiener y los movimientos
extremos o atipicos siguen un proceso de Poisson.

Después de obtener las condiciones de equilibrio se determinan enddgena-
mente la tasa de inflacién, los rendimientos de los activos, el nivel general de
precios v el nivel dptimo de impuestos. Se determinan la tasa de interés norminal
v la tasa de expansién monetaria, congruentes con la maximzacion del bienestar
econémico de los agentes. Por terminar y con base en el modelo, en las rclaciones
de equilibrio se analizan diferentes aspectos de las politicas monetaria y fiscal,
examinando las implicaciones que puedan fener estas politicas en el bienestar

econémico por cambios permanentes en las variables exdgenas.
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INTRODUCCION

En este trabajo de tesis se desarrolla un modelo macroecondémico estocdstico
del tipo Ramsey con un sector financiero. El nivel general de precios, se determina
en forma enddgena, evoluciona de acuerdo a un proceso Markoviano de difusién
combinado con saltos de Poisson. Mds especificamente, el movimiento Brownia-
no geométrico conduce & la tasa de inflacién esperada y el proceso de Poisson
conduce los movimientos abipicos en el nivel general de precios. Los procesos
estocdsticos en donde las variables pueden saltar, proporcionan un ambiente mas
rico para racionalizar dindmicas de precios las cuales no son posibles de generar
con modelos que linicamente consideran movimientos Brownianos.

El modelo incorpora la exposicién a distintos riesgos financieros en la toma
de decisiones de los agentes, ademés de conmderar de manera especifica el efecto
de la incertidumbre fiscal y monetaria sobre el equilibrio. En este modelo el
equilibrio macroeconémico depende de las pardmetros de los procesos estocdsticos
exdgenos que guian la dindmica de las variables de politica relevantes. De esta
forma podemos evaluar el impacto de la incertidumbre sobre el comportamiento
de la economia.

Para efectos de modelacién se parte del problema de maximizacion intertem-
poral de la utilidad de un consumidor representativo con vida infinita. En el
modelo se supone utilidad logarftmica a fin de obtener soluciones analiticas que
conduzecan a un estudio mas simple.

Se examinan los efectos de la politica monetaria y fiscal en el desempefio de
la economia. Por iltimo, se evalia el impacto en el bienestar econdmico de los

agentes por cambios permanentes en las variables cxégenas.



En la literatura financiera, el supuesto de que los datos tienen una dis-
tribucion lognormal es muy comin. Otro supuesto usual es que lag variables
financieras siguen un movimiento Browniano geométrico (proceso de difusién).
Sin embargo, existe evidencia empirica contundente de que la mayoria de las
variables financieras, incluyendo la inflacién, no se comportan de acuerdo a una
distribucién lognormal.

Una de las caracteristicas que distingue a las variables financieras es que
ocasionalmente se presentan movimientos inesperados (auges o cafdas). Estos
movimientos ocurren copn més frecuencia de lo que se esperaria con una dis-
tribucién lognormal (incluso si se supone una volatilidad razonablemente mode-
rada), lo cual es swmamente importante para la teoria y la investigacién empirica.

El modelo propuesto en este trabajo toma en cuenta y evalia el desempeiio
de la economia como un todo, cuando dichos cambios extremos y repentinos
se presentan. En el andlisis de datos, cuando se compara una distribucién es-
tandarizada empirica de una variable financiera con una distribucién normal
esténdar, es comin observar que la cresta de la distribucién empirica es més
alta que la de una distribucién normal estandar. Dado que ambas distribuciones
tienen la misma. desviacién esténdar, es decir, los mismos puntos de inflexidn,
entonces la colas de la distribucién empirica tienen necesariamente que ser mds
anchas para compensar el 4rea de la cresta, que en ambos casos deben ser igual a
uno. Esta diferencia es tipica. en muchas variables financieras, incluso en la tasa
de inflacidn.

En general, se observa que la distribucién empirica diverge notablemente de
la distribucién normal. Una cresta que es mucho mds alta significa que existe una

probabilidad més grande, de lo que se esperarfa con respecto de la distribucién
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lognormal, de que se presenten movimientos pequeiios. Ademds, debido a las
colas més gordas(o mas pesadas) de la distribucién empirica se tiene una mayor
prebabilidad de que los valores extremos ocurran, en comparacién con la dis-
tribucién normal.

La mezcla de procesos de difusién con procesos de saltos proporcionan una
alternativa para el modelado de colas gordas. Existe una tendencia creciente
en la literatura de economia internacional que utiliza la maximizacién de utili-
dad esperada con restricciones que incluyen procesos de difusién con saltos para

estudiar el comportamiento de la dindmica del tipo de cambio®.

2 Algunos ejemplos se encuentran en Venegas-Martinez (2001} y {2000), Svensson {1992), ¥
Penat1 y Pennacchi (1989).




CAPITULO 1

En los tltimos afios, la economia mundial ha experimentado una serie de
cambios y transformaciones que han impactado tanto la forma de llevar a cabo
el analisis econdémico, como el disefio de la politica econdmica. Estos cambios
han generado nuevos paradigmas que resaltan la importancia de la exposicién
a diferentes tipos de riesgos de las politicas gubernamentales. Estos paradig-
mas, en general, han abierto nuevos horizontes dentro de la teoria economica y,
consccuentemente, al empleo de herramientas més sofisticadas que permitan una
mayor comprensién de los fenémenos de naturaleza estocdstica.

En el campo del andlisis econdmico, uno de los cambios actuales mds im-
portantes es la superacién del marco determinista de analisis; no sélo como re-
sultado del riesgo inherente a la mayorfa de los instrumentos (sobre todo los
financieros}, sino como respuesta mas amplia a los procesos de decisién de los
agentes econdmicos. Esto se aprecia claramente en los programas de politica
econdmica que estdn disefiando los gobiernos, entre ellos el mexicano, ya que no
s6lo hacen énfasis en objetivos viables que recuperen las contradicciones presentes
en la economia (inﬂagién, desempleo, crecimiento), smo que también plantean
dispositivos de gobiernos congruentes, eficaces y crefbles. La independencia del
Banco Central, es uno de los principales mecanismos para reducir la inflacién y
dar solidez a la politica moneraria®. Esta solidez se alcanza gracias a la restriccion
impuesta sobre el gobierno para la emisién de dinero y limita la posibilidad de
que financie su gasto por esa via generando procesos inflacionarios. Dado que los

agentes conocen la tasa de crecimiento de la oferta monetaria y las decisiones de

3 Goodhart, 1993.



politica {el gasto gubernamental en particular) no la afectan por independencia
de decisiones, las desviaciones esperadas son minimas, provocando un ambiente
donde el componente estocdstico de la inflacién se reduce considerablemente.

A partir de 1987, México desarrollé una politica econdmica de este tipo,
el objetivo fue reducir el nivel de inflacién, eliminando los componentes iner-
ciales. En los hechos, este mecanismo originé otro andlogo, empleando el tipo de
cambio como ancla nominal. De esta forma se eliminaron las expectativas hiper-
inflacionarias y de devaluaciones abruptas que en afios anteriores dominaron el
mercado. En sentido estricto esto no significa que desaparezca el riesgo.

La adecuada y constante administracién de riesgos reduce la varianza de
las variables de politica, lo que permite alcanzar dispositivos gubernamentales
congruentes, eficaces y crefbles. Con esto se minimiza el impacto esperado de
los shocks en la economia estrechando las bandas de incertidumbre, ademds de
considerar de manera especifica el efecto de la incertidumbre fiscal y monetaria
sobre el equilibrio. En el extremo como se vera en el modelo desarrollado, cuando
se eliminan estas varianzas y los saltos se llega al caso determinista.

Por otro lado, la discusién permanente sobre la estrategia de politica econd-
mica, asf como los instrumentos y mecanismos para desarrollarla, se han ubicado
en un marco de referencia més amplio en donde se incorporan factores estocédsticos
que lo hacen més rico.

En este marco, los instrumentos de politica monetaria (tasa de expansién
monetaria y tasa de interés) con instrumentos de politica fiscal {gasto piblico e
impuestos) se pueden combinar para reducir la exposicién a los diferentes tipos

de riesgos que pueden tener impactos considerables en la economia.
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La diferencia radica en cual de ellas se emplea como eje y tiene mayor peso en
la estrategia general*. Aunque ambas hacen énfasis en la necesidad de estabilizar
la. demanda agregada, el debate radica en el método: ya sea, via cambios en
impuestos y gasto de gobierno, o bien por medio del crecimiento de la oferta de
dinero. A este respecto, la politica economica seguida por México desde los afios
70 presenta un claro ejemplo de la presencia de procesos aleatorios con saltos
ligados a la tasa de inflacién y a los precios de los activos.

Al inicio de los afios 70, México siguié una estrategia expansiva, centrada
fundamentalmente en el crecimiento del gasto de gobierno. De esta forma, al au-
mentar la demanda se incrementaba el nivel de produccién y consecuentemente
se esperaba un incremento en los salarios, créditos e inversiones, con lo que se
pretendia generar crecimiento y bienestar®. Sin embargo, estos programas presen-
taron una trampa en el corto plazo (los limites se experimentaron al inicio de los
80’s), ya que los medios empleados para financiar el gasto fueron la contratacién
de deuda, (en su mayorfa externa) y la emisién de dinero. En consencuencia, al
periodo de crecimiento le siguié una ola de crisis recurrentes, con espirales infla-
cionarias y saltos en el nivel general de precios. Por lo que un auge en el consumo
cre6 una trampa en el corto plazo, que finaimente Ilevé a problemas de deuda y
financiamiento del déficit pdblico®. En los afios 90, la estrategia fue reducir la
inflacién y consolidar la base de crecimiento como el eje de la politica econdmica.
Al mismo tiempo, se aplicé una politica monetaria restrictiva, se corregieron las
inercias en los precios anclindolos nominalmente y se estabilizaron las finanzas

piblicas. De esta forma, la consolidacién de un crecimiento econémico sostenido

4 Teorfas Keynesiana vs. Monetarista.
3 Cérdenas, 1995.
8 Aspe, 1993.



y sustentable se planteé como objetivo final, aunado con un proceso de depu-
racién y reestructuracién de las relaciones econémicas en el pais. Sin embargo
una debacle financiera interrumpié en diciembre de 1994 y los saltos en el nivel
general de precios se hicieron recurrentes.

En sintesis, las condiciones actuales de la evolucién de la economia plantean
la necesidad de marcos de andlisis més sofisticados que incorporen factores es-
tocasticos, capaces de introducir no sélo las relaciones bdsicas del juego econd-
mico, sino que lo hagan a partir de la modelacién de agentes complejos, que
respondan a saltos aleatorios en las variables econémicas.

El trabajo estd organizado de la siguiente manera. La siguiente seccion
presenta el modelo estocdstico que describe el comportamiento del nivel general
de precios. El capitulo 3, estudia el problema de decisién de los consumidores.
El capitulo 4, desarrolla el problema de decision de las empresas. A fin de ce-
rrar el modelo, en el capitulo 5 se estudia el comportamiento del gobierno. Los
capitulos 6 y 7 presentan los equilibrios real y macroecondmico, respectivemente.
El capitulo 8 estudia el bienestar econémico. En el capitulo noveno se presenta. la
tasa 6ptima de interés consistente con la maximizacion del bienestar. El capitulo
10 estudia la politica monetaria. En el capitulo 11 se encuentra la tasa de ex-
pansién monetaria congruente con la tasa Gptima del bienestar. El capitulo 12
estudia la polftica fiscal para posteriormente discutir sobre los instrumentos de
politica econémica y las implicaciones que tienen para el bienestar de los con-

suinidores. Finalmente se presentan las conclusiones.



CAPITULO 2
2. El modelo propuesto

Con el propésito de generar soluciones que sean analfticamente tratables, la es-
tructura de la economia se mantendra lo mds simple posible. Muchos de los
supuestos son similares a los que se encuentran en Turnovsky {(1993). S8uponemos
que la economia produce y consume un solo bien de cardcter perecedero y que
estd poblada por consumidores idénticos con vida infinita que maximizan utili-
dad, o si se prefiere por familias idénticas que maximizan la utilidad de sus hijos,

nietos y demads descendientes.

2.1 El nivel general de precios

Se supone que los individuos perciben que el precio del bien que produce la

economia, P, es conducido por un proceso estocastice de difusién con saltos:
dP, = nPdt + cp PidWp, + vp PdQp., (2.1.1)

donde 7, es el pardmetro de tendencia que representa la tasa de inflacién promedio
esperada condicional de que ningua salto ocurra, o es la volatilidad esperada de
la tasa de inflacién y 14+v» es el tamafio promedio esperado de posibles saltos en el
nivel general de precios. El proceso Wp, es un proceso de Wiener estandarizado,
es decir, Wp, presenta incrementos normales independientes con E[dW,,] =0 y
Var[dW,,] = dt. Suponemos que los saltos en el nivel general de precios siguen

un proceso de Poisson @y, con pardmetro de intensidad Ap. de tal manera que

Pr{un salto unitatio durante dt} = Pr{dQ,. = 1} = Apdt +o(dt}, (2.1.2)

8



milentras que’
Pr{ningiin salto en dt} = Pr{d@s,. =0} = 1 — Apdt + o{dt}. {2.1.3)

Por lo tanto, E[dQ,.]= Var[d@ ] = Apdt. El niimero inicial de saltos se supone
igual a cero, es decir, @», = 0. En todo lo que sigue, se supone que Wp, y Q5.
no estan correlacionados entre si. Observe también que el precio normalizado por

saltos, p,, definido mediante

P,

P = m@;:, (2.1.4)
satisface
dp dF,
p: = P; — Vpd(2p . (2.1.5)
de donde
d—;:é = mdt + cpdWs,, (2.1.6)
t

el cual representa un movimiento Browniano geométrico.

” Como siempre, o(h) significa que o(k)/h—0 cuando h—0.

9



CAPITULO 3

3. Problema de decisién de los consumidores

3.1 Activos de los consumidores
El consumidor representativo posee tres diferentes acervos de activos: dinero, Ad,;
titulos de deuda publica, B,; y titulos de capital (acciones), k.. En consecuencia,

la riqueza real, a,, del individuo estd dada por.
a, =m, + b, + k., (3.1.1)

donde m, = M, /P, es son los saldos monetarios reales y b, = B, /P, es la tenencia
de bonos del sector piiblico en términos reales. El consumidor obtiene satisfaccion
por el consumo del bien que produce la economia y por la tenencia de saldos reales
por sus servicios de liquidez. Se supone que la funcién de utilidad esperada es del
tipo Von Neumann-Morgenstern. Especificamente, la funcidn al tiempo £ = 0, 14,
de un individuo representativo, competitivo y adverso al riesgo tiene la siguicnte

forma. separable:

V=B, f [u(e.) + v(m)) e=C4dt b, (3.1.2)
0

donde E, es la esperanza condicional al conjunto informacién disponible en el
tiempo ¢ = 0. En particular, se selecciona u{c,) = @log(c,) y v(m,) = log(m.)
a fin de generar soluciones analiticas que faciliten el andlisis. Por otra parte, la

evolucidn de la acumutacién de la riqueza real sigue la ecuacién estocdstica:

da, = @ [Ny AR, + N, AR + N, AR ) — e, (L + 7)dt —dr,  (3.1.3)

16



donde
N,, = ﬁ’— proporcién det portafolio en el activo j, 7 = m, b, k,

dR,, = tasa de retorno real después de impuestos sobre el activo j, j=m,b,k,
dr, = impuestos sobre riqueza,

T, = lmpuesto sobre el consumo.

3.2 Rendimientos de los activos

A continuacién determinaremos el rendimiento de los activos. Suponemos que las
tasas nominales del dinero y de los bonos son cero e 4, respectivamente. El retorno
estocédstico por la tenencia de saldos reales al tiempo ¢, dR,, ., es simplemente el
cambio porcentual en el precio del dinero en términos de bienes. La aplicacion
del Lema de It6° al cambio porcentual del inverso del nivel de precios, tomando

(2.1.1) como el proceso subyacente, conduce a (véase el Apéndice A):

1 1
dR,,. = Rd(ﬁ) = T, dt — C’Pde,¢+(1 To. - l)dQP.t- (3.2.1)
donde 7,, = —w+0%. Y el retorno estocdstico por la tenencia de bonos se obtiene
en forma similar como:
dR,, = rydt — a,,dWP,er(l e l)de, (3.2.2)

donde r, = (1 — 7,) — 7+ ¢%. Aqui, 7, es la tasa de impuesto sobre ingresos
por intereses realizados. Es importante observar que los rendimientos del dinero

v de los bonos se ven afectados con la volatilidad y posibles saltos en el nivel

8 véase Apéndice A.
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general de precios. La tasa de retorno de las acciones después de impuestos serd

denotada, por el momento, mediante
dR,., = rdt + o, dW, , + 4G5 ., (3.2.3)

donde los procesos dW,, y d@,,, tienen caracterfsticas similares a los procesos
definidos en (2.1.1}.

Ademsds, de los impuestos 7, y 7. que se pagan sobre el ingreso por intereses y por
el consumo, respectivamente, el consumidor paga un impuesto sobre la riqueza
de la forma,

dr, = a,.Fdt + a.0.dW,  + a.v,.dQ. (3.2.4)

donde T es la tasa impositiva media esperada sobre la riqueza real. Al igual que
antes, dW,, y d@,,, comparten las mismas caracteristicas que tiene el proceso
de Wiener y el proceso de Poisson definidos en (2.1.1). La tendencia 7, asi
como las componentes de difusién y salto, o.dW., y 1.dQ).,, se determinan

enddgenamente.

3.3 Decisiones éptimas de los consumidores

El objetive del consumidor es elegir, en cada momento, el portafolio de activos y
la. cantidad de consumo que maximicen (3.1.2) sujeto a (3.1.3). Notamos ahora
que después de sustituir las expresiones {3.2.1)-(3.2.4) en la ecuacidn estocdstica

de acumulacién de la riqueza, (3.1.3), ésta se transforma cn:

da, = I:Nm,:'rm + Ny + Nk,trk - M - ¥} dt
@y L
+ [NeordWe, = (N + Ny JopdWe, — o, dW, ] {3.3.1)
1
+ [(N-m,f + Nb‘t)(.i-‘l“—f}p - 1)dQP,¢ + Nk,tudekJ —1,.dQ, .
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La solucién del problema de maximizacién de utilidad total descontada sujeto a

(3.3.1) y a la restriccién de normalizacién:

Nm.:+Nb.n+Nk: =1, (332)

estdn dadas por {véase Apéndice B):

d
= T e 3.3.
KN (3.33)
1 . . . Apl
. (N oA N )+ N T p— T pr — ebe —&;
0 » +,61 [T ( ,z+ ")O-.P+ 1k tTpr—CTp 1+ (I - Nm T Nb!,)l/p] ¢
(334)
0=7 I:TDM(N""‘9+Nb¢)0’;+Nk.to-Pk_o-Pr_ )EPVP = ]“‘35;
’ ' 1+(1-N,.— N, s
(3.3.5)
Yy
0 =8 i:‘rk_ﬁrkto-ﬂ—i_(ﬁr 8+th)de+0k + {\kyk = :r - &
' e ™ ' T 14(-N,, - N ’
(3.3.6)

donde ¢ es el multiplicador de Lagrange asociado a la restriccién {3.3.2). Después
de restar (3.3.4) de (3.3.5), encontramos la proporcién dptima de la riqueza asig-

nada a la tenencia de saldos reales:

- 1
Nyps = om———. 3.3.7
(1= 1,6 ( )
Asimismo, después de restar (3.3.5) de (3.3.6), tenemos que®
. . A
N Bod— - ele Ay (3.3.8)

1+ News 14N

? véase Derivaciones v Demostraciones de los resultados.
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donde
B=oL+20p +o,>0 (3.3.9)

AE Ty _‘rb‘i'Ji ‘I"de""’Up,. +qu-- (3.3.10)

Claramente, la ecuacién (3.3.8) es cibica y, por lo tanto, tiene al menos una
solucién real, la cual denotaremos por N, .. En particular si suponemos ve y Vi

son cero, equivalentemente, A, = A, = 0, se obtiene como solucidn tinica’®:

A

5 (3.3.11)

-
Nk,tll/p'—:l/]c:n =

Si los pardmetros de intensidad A y A, se ajustan de tal manera que v, y v, sean
de la misma magnitud, entonces (3.3.8) se transforma en una ecuacion cuadritica,

cuyas soluciones estén dadas por

N Avp — B £ \/(Avp + B2 + 4Bvi{ds + As)
Nk.t,rfp:l’lk = 2BVP -

(3.3.12)

Observamos que el discriminante es positivo y, en consecuencia, ambas rafces
son reales. Notemos también que en npingln caso se han impuesto restricciones
para. que las proporciones de la riqueza asignadas a la tenencia de activos sean
estrictamente positivas y menores que la unidad. Por lo tanto, las ventas en
corto de activos son permitidas en todo momento. Finalmente, el portafolio
Sptimo queda entonces completamente determinado con N, el cual se obtiene

a partir de (3.3.2) como

Ny =1- -0t~ Ny, (3.3.13)

0 Turnovsky, 1993,
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3.4 Costo de oportunidad de saldos reales

A partir de las decisiones éptimas del consumidor, se puede demostrar que 1+6—
68, = 0 (vedse apéndice C). Observamos también que las condiciones de primer

orden se pueden escribir como*!:

oy 1+ +T)
u'{e,) = B e {3.4.1)

Aplp )

v'(m,)
1+ N0 146 (34.2)

w'(c.)

(1+7)=mr— Nk,:(ai +ape) +0p, +

=il-7,)>0
Esta tltima ecuacién iguala la utilidad marginal del dinero, estandarizada por
la utilidad marginal del consumo, con el costo marginal de la tenencia de saldos
monetarios reales!?. Esta condicién muestra explicitamente como el costo de
oportunidad de mantener saldos reales es afectado por la incertidumbre, i.e.,
pot cambios difusos en la tasa de inflacién, los cuales estdn siempre presentes,
y por movimientos extremos y repentinos en el nivel general de precios, que
ocasionalmente se presentan. Observe que el costo de oportunidad de mantener
saldos monetarios reales es positivo. En este caso, cabe destacar que dado que el
dinero entra directamente en la funcién de utilidad, el signo en el costo de opor-
tunidad de mantener saldos monetarios reales es irrelevante, contrario a lo que se
tendria en el caso de una economia con una restriccidn cash-in-edvance, en donde
un costo de oportunidad positivo obliga a los consumidores a mantener el minimo
posible de saldos reales para financiar su consumo. Por dltimo, es importante

destacar que la funcién de utilidad logaritmica implica que los valores éptimos

11 yéagse Derivaciones y Demostraciones de los resultados.
2 of Venegas-Martinez 2001,
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de NM, 3 = m,b,k, dependan tnicamente de los pardmetros que determinan
las preferencias y las caracteristicas estocasticas de la economia, y por lo tanto,
las decisiones NJ‘,, § = m,b,k, se mantendran constantes a través del tiempo.
En otras palabras, la actitud del consumidor hacia el ricsgo en los instrumentos
de inversién es independiente del nivel de su riqueza, i.e., el nivel resultante de
riqueza en cualquier instante no tiene efecto alguno sohre las decisiones en la

integracidn del portafolio.
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CAPITULO 4
4, Problema de decisién de las empresas

En este modelo, la empresa representativa produce el dnico bien que hay en el
mercado y el rendimiento que se paga a las acciones emitidas estd en funcién de

la produccién y de la politica de dividendos.

4.1 Especificacién de la tecnologia
Suponemos que en esta economia, la produceidn sigue una trayectoria estocéstica

definida por:
d-yt = 'Yk;tdt + 'Yk;to'ydwy,: + ’thydey,z; (411}

donde « representa el producto marginal promedio esperado del capital. Aqui,
como en el caso del consumidor, dW,, , es un proceso Wiener y d¢J, . es un proceso

de Poisson.

4.2 Rendimiento de las acciones

En términos generales, el rendimiento que paga la empresa sobre las acciones

emitidas se puede definir como:

dv, du,
dR,.=(1- T")"fcf o (4.2.1)

donde dv, son los dividendos y u, es el precio de las acciones, en términos del
producto. Suponemos que no hay impuestos sobre gananciag de capital’®. De
esta forma, el rendimiento de las acciones tiene dos componentes: los dividendos

que se pagan por accién y las ganancias (o pérdidas) de capital que resultan de

13 By, o] caso mexicano, no hay impuestos sobre ganancias de capital cuando las operaciones
e llevan a cabo en mercados reconocidos por las autoridades financieras, como es el caso de la

Bolsa Mexicana de Valores.
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diferencias en el precio de los titulos de capital. A continuacién examinamos
cada componente por separado. Primero, para conocer la trayectoria que sigue
du, /u,, es necesario analizar el comportamiento de la produccidn, el stock de
acciones, el capital disponible y la politica de inversién de la empresa. Todas
estas variables determinan la posible existencia de ganancias de capital. Ahora
bien, si suponemos que €l stock de acciones en cualquier tiempo, £, permanece

constante, digamos igual a N, entonces se cumple que Nw, = k,. Por lo tanto,
dk, = Ndu,. (4.2.2)

Por otra parte, la produccién después de impuestos puede tener dos usos. el
pago de dividendos, dv,, o el financiamiento de nueva inversién, dk., entendida
como la adquisicién de capital nuevo. De esta forma, la trayectoria que sigue la

produccién después de impuestos esta dada por:
(1 —7,)dy, = dv, + dk, (4.2.3)

donde 7, es el impuesto sobre ingresos corporativos y v, representa el pago de

dividendos. Combinando las ecuaciones (4.2.2) y (4.2.3) obtenemos:

du, (1-7)dy. —dv
4 A TelEe T F 2.
" i (4.2.4)

v sustituyendo esta expresion en la ecuacién del rendimiento de las acciones,

{4.2.1), se sigue que
dv, dy,

ARy, = =1, + (1= 7). (4.2.5)
2 t
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4.3 Politica de dividendos
En este modelo, suponemos que los dividendos que pagan las empresas son una
fraccidn constante o del ingreso corporativo después de impuestos. Es decir, los

dividendos tienen la forma
dv, = a1 — 7,)dy., 0<asl (4.3.1)

Después de sustituir esta expresién en la ecuacion (4.2.5), obtenemos la trayec-
toria estocdstica del rendimiento de las acciones, en términos de los procesos de

difusion que sigue la produccién de bienes:

Ry, = (1 = 7,)(1 ~ m,,)cg’*. (4.3.2)

Es importante observar en esta ecuacién que el componente estocdstico esta de-
terminado, dy., ya que €l resto de las variables son deterministas. Finalmente,

de la ecuacién (3.2.3) se sigue que:

e = {1 —71,}(1 — ar,)y, (4.3.3)
g dW,, = (1 — 7, )(1 — ary)yo, dW, ., (4.3.4)

Y
: ved@hs = (1= 7,)(1 — om, )yw,d@, .. (4.3.5)

De esta forma, la tasa de redimiento de las acciones estd en funcién de la tasa del
producto marginal del capital. Similarmente, el componente estocistico dR, .,
depende de los shocks de productividad derivados de cambios en +y y del compor-

tamiento exégeno de dW,,, ademés de los posibles saltos, d@, ..
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CAPITULO 5
5. Comportamiento del gobierno

A fin de cerrar el modelo, se describen las acciones del goblerno. En este modelo,
el sector piiblico no genera utilidad para los consumidores. El gobierno tiene el
monopolio de la emisién de dinero y, a la vez, emite denda para financiar su gasto,
En esta seccién se analizan los tres principales instrumentos de politica econdmica
que emplea el gobierno, a saber: gasto piblico, oferta monetaria y ermisién de
deuda. La restriccién presupuestal que enfrenta el gobierno en términos reales,

tiene la forma:
dg, —dn , — dmy. + mdR.. . + bdR,, = dm, + db, (5.1

donde dg, es el cambio en gasto piiblico del gobierno en términos reales; dr, .
es el cambio en el impuesto total recaudado proveniente de los consumidores, en
términos reales; dr,, es el cambio en el impuesto total recaudado proveniente de

las empresas, también en términos reales.

5.1 Gasto piblico
n este modelo, el gasto que realiza el gobierno sigue un proceso estocéstico
definido por:

dg, = gvk.dt + vk,o ,dW, . + vk, dQ, .. (5.1.1)
Al igual que en los casos anteriores, dW,, es un proceso estocdstico con una
distribucién normal con media cero y varianza dt y d(}, . es un proceso de Poisson.
De esta forma, el gasto de gobierno estéd definido como una fraccién de dg, del
producto real. Notemos que, en este caso, ¢l factor estocdstico del gasto es

proporcional al producto.
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5.2 Oferta monetaria

La oferta monetaria en esta economia tiene asociads una regla de expansién la

cual es conducida por un proceso estocistico de difusién con saltos de la forma-

de_ = 'LLMtdt + UMMtdWM,t + VMMtdQM‘t (5.2.1)

donde p es la tasa de expansién monetaria media esperada, AW, es el compo-

nente de difusién y dQ,.,. es la componente estocastica de saltos.

5.3 Deunda publica

La politica de deuda que sigue el gobierno se hace via emisién de bonos. En este
caso, la politica de endeudamiento se fija de forma tal que la razén entre el stock
de honos v el stock monetario, se mantenga constante, es decir, se supone que

B.

A constante. {5.3.1)

De esta forma, obtenernos la expresion

= (5.3.2)

Lo anterior significa que en operaciones de mercado abierto, el cambio porcentual
de deuda emitida, es igual al cambio porcentual de los cortos en la economia; 0
equivalentemente, el cambio porcentual en la cantidad que crece la oferta mone-

tatia es ignal al cambio porcentual de la denda gubernamental que se salda.
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5.4 Impuestos directos e indirectos

Los cambios en las cantidades reales de tributacidn, d7, . y d7,,,, que provienen de
los consumidores ¥ de las empresas, respectivamente, se describen a continuacion.
Todas las tasas 7, 7, ¥ 7., 50n exdgenas en nuestro modelo,

En el caso de los consumidores, el impuesto total tiene cuatro componentes: el
gravado sobre los intereses, ganancias de capital, nivel de riqueza y consumo. De

esta forma, las cantidades respectivas se agregan como sigue:

dr,. =?:Tbe‘tG¢dt + ar, (1 - 7, )vk.(dt + 0, dW, , + 1,dQ, .}
{5.4.1)
+ a,7dt + a0 dW, . + a,v dQ ., + T.cdl.

Para las empresas, los impuestos se gravan sobre los ingresos corporativos. Es
decir,

dmy . = Tvk[dt + o dW, , + 2,dQ, .. (5.4.2)
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CAPITULO 6

6. Equilibrio en el sector real
Para encontrar la trayectoria que sigue la acumulacidn de capital en esta economia
dk./k,, partimos de la identidad de la renta (o ingreso) nacional:

dy, = e, dt + dk, 4+ dg.. {5.4.2)

Al sustitir en (6.1), las ecuaciones (3.3.3), (4.1.1) y (5.1.1), que corresponden la
trayectoria ¢ptima del consumo, la dindmica de produccién y la politica de gasto

del sector publico, respectivamente, ademéas de sustituir el valor dptimo de 3,

obtenemos:
dk, a0
et 1—3) - ~ dt +~(e, dW, , — o dW_,
T 1 -3) 0700 +7) R (o, dW,,, — 0,dW,,.) 62)

+ "f'(VtrdQu.t - ngQg,t)'

De esta forma, la acumutacién de capital sigue una trayectoria estocastica deriva-
da de la diferencia entre la produccién menos el consumo y el gasto del gobierno.
Consecuentemente, el componente no estocdstico de esta ecuacion, E[{dk./k.)],

estd determinado por
: &8
(1+6)1+7)N,,

lo gue define la tasa esperads de crecimiento.

s=E|F|=v0-9

(6.3)

Por otro lado, el componente estocastico, dk,, satisface
'Y(o-udWy.t - Ugde.t) + 'Y(vdey.t - vngg‘t)' (64)

Finalmente, podemos concluir que:

dk, \? ,
" [( ke, ) ] =70} +77) + V(WA +17A). (6.5)

Iiste resultado serd utilizado en la determinacién del equilibrio.
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CAPITULO 7
7. Equilibrioc macroecémico

Uuna vez determinadas las decisiones éptimas de los agentes, el comportamiento
de las empresas y las acciones del gobierno, asi como el establecimiento de las
variables exdgenas, lo que resta es obtener el equilibrio macroecontmico general.
Dado que en esta economia los saldos monetarios reales y los bonos en términos
reales estdn ligados a Jos movimientos en el nivel general de precios, es necesario,
en primera instancia, especificar el comportamiento que sigue la inflacién y ¢cémo

data es penerada enddgenamente por el modelo mismo.

7.1 Determinaciéon de la tasa de inflacién de équilibrio
Las cantidades N, e § = m, bk, asi como la tasa de interés nominal son variables
que se han generado de manera enddgena. Notemos que podemos expresar el

nivel de precios en la forma:

Ve M,
P o= Tt .1,
A X . (7.1.1)
Derivando estocdsticamente™ la razdn entre el dinero y capital obtenemos
dP, dM, dk, [dM,\ [dk, dk, \?
Bl R R R e R i el I 7.1.2
B -M Tk (Mt)(kt \w (7.12)

Después de sustituir (2.1.1), (5.2.1), (6.2) y (6.5) en la expresién anterior, obte-

nemos
wdt + opdWp, + VPdQP,e =p di + aMdWM.t + VMdQM,t

- {7(1 -9 - —C'(lkt n)] dt

- 7(Gyqu.t - Ugde.f-) - 'Y(Uude.t - ydeg.t)

— YO, dt + 72 (05 + o)t + (3N, +12N,)dE,
(7.1.3)

14 yéase Derivaciones y Demostraciones de los resultados.
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Po lo tanto, la tasa esperada de inflacidn en el equilibrio satisface

e+ 2
= -y =7) - —(1———)- + 4% (0] + o) 1A, FUIA) — YOy, (T.14)

y las componentes de difusién y saltos cumplen

optlWe, = 04 dWy, — v(o, dW, , — a,dW, .}, (7.1.5)

VpdQp, = 3@, — (1, d @, — 1,40, ). (7.1.6)

Las ecuaciones anteriores, (7.1.4)-(7.1.6), determinan endégenamente la tasa de
inftacidn esperada consistente con un portafolio cuya integracion es constante
en el tiempo. Podemos observar en (7.1.4), que la inflacién media esperada de
equilibrio depende positivamente la tasa de crecimiento de la oferta monetaria,
y negativamente de la tasa de acumulacién de capital, asi como positivamente
de la varianzas y de los saltos de los shocks fiscales y productivos. Por otra
parte, las ecuaciones (7.1.5) y (7.1.6) determinan endégenamente los componentes
estocésticos de difusidn y saltos, respectivamente, en la tasa de inflacién. Es
importante destacar que la componente de saltos en la tasa de inflacién estd en
funcién de las componentes estocssticas de los saltos en la tasas de expansién

monetaria, la produccion y el gasto de gobierno.

7.2 Determinacién del nivel de impuestos de equilibrio

Para determinar los ajustes endégenos en los impuestos que recauda el gobierno,
que son necesarios para satisfacer la restriccion presupuestal, primero, sustituimos

en la restriccién presupuestal del gobierno (5.1) las ecuaciones respectivas a la
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politica de gasto (5.1.1), la regla de crecimiento de la oferta monetaria(5.2.1) y
Ia politica de deuda (5.3.1), de donde obtenemos

4 M, d B
B (ﬁf ) + N°"_““"‘(§ ) =:yfi@dt o,dW,, + v,dQ,,] — Gt

F P “

+N, 4R, .+ N,.dR..,

(7.2.1)
equivalentemente
. . d k
(Nln,t + l)vb.z)""*(_%L___Ij“J :%[gdt + Uede.t + ngQy,z] - @‘Z&-ﬁ-:d—w (7 9 2)
] H -

+N,..dR,.,+ N, .dR,,.

Después de emplear el lema de [t8 para obtener la diferencial d (M, /F,)*"y susti-
tuir las funciones de impuestos dr, , y dy . en (7.2.2}, se tiene que las componentes

determinista y estocdstica de la tasa impositiva estdn dadas por:

7 :'YNR,:g e {Nm‘t + Nb.t]# + Nb,ti(l —~Ty) — [O’Tu(l —Tp) +Tp]'YNk,e

~ N C 2 .
+ [an,t + Ny J{owup — VEAR) — Tc“(f' — N, i1,

(7.2.3)

o dW,., = —-[N,M+1\7,,‘,]0'MdWM,t+7Nk,,agdWy_‘—[ary(lmrp)+r,,]'yNk’£oydWy‘,,
(7.2.4)

v di},, = *[Nm,: + Nb.t]VMdQM.t + 'Yﬁk.t’/ngg.e ~lar,(1-7)+ Tp]lvk.tyude.t‘
(7.2.5)

1% véase Derivaciones y Demostraciones de los resultados.
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De esta forma, la ecuacidn (7.2.3) describe el ajuste endégeno en el componente
determinista, mientras que la ecuacidn {7.2.4} lo hace en la parte estocdstica en
funcion de las fluctuaciones del crecimiento de la oferta monetaria, ¢,,dW,, ,, del
gasto de gobierno, o,dW, .., y del sector real, ¢,dW, ,. La componente de saltos
estd en funcion del componente estocastico de saltos en la tasa de expansién

onetaria, la produccidn y el gasto de gobierno.

7.3 Relaciones de equilibrio

Para presentar en forma reducida el equilibrio macroecondmico, expresamos las
varianzas y covarianzas relevantes en términos de los shocks estocdsticos exdgenos,
AW, ., dW,,.. y dW, .. Después, reescribimos las tasas de retorno de los bonos, ac-
ciones y dinerc en términos de las varianzas y covarianzas encontradas; hacemos
el mismo proceso para el compontente estocdstico de la riqueza. Asi pues, de las
ecuaciones (6.2}, (7.1.5), (4.3.4) y (7.2.4) obtenemos las expresiones de las pertur-
baciones estocasticas dk,, o2dWs,, 0.dW, ., y 0.dW_, en términos de los shocks
estocssticos exdgenos AW, ., dW, , y dW, ,. Como en este modelo suponemos que
las perturbaciones exdgenas no estan correlacionadas, las varianzas y covarianzas

relevantes se pueden reescribir en términos de pardmetros exégenos como:

1k, N\

b K(T) ] = 7 (o3 a2+, +1EA), (7.3.1.1)
op = oy + V(02 4+ 05) — 2904, (7.3.1.2)
O“i = (1 - Tp)2(1 - aTu)Qﬂ}'zU:: (7313)

0% = (1~ N.,.)%0% + ¥ N2, 07 + [or, (1 — 7,) + 7 *y* N o2
) ) (7.3.1.4)

+2(1 — Ny D[or, (1= 7,) + T 7N sy

oee = (1 — 1,1 — ar,)v(0a, — 105), (7.3.1.5)
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Op, = —(1 - Nk,t)aix ~lar,(1-7)+ Tp]’YNk‘zG'My
. i ) {7.3.1.6)
+ (1 = Novow, + lon,(1 - 7,) + 7]V’ Ny o) + ¥ N0},

T, = —(1 =7, )(1 ~ar,)(1 -~ I{Tk‘,)‘yo‘My
. (7.3.1.7)
— o, (1= 1) + 7)1~ )1 - o, )7 R .

donde o,,, = Cov(dW,,,,dW,,). Asi por ejemplo, la tercera ignaldad indica que
la varianza de la tasa de rendimiento de las acciones %, depende de la politica de
dividendos, los impuestos sobre ingresos corporatives y sobre rendimientos por
la tenencia de bonos.
Para encontrar las tasas de retorno de equilibrio de los saldos monetarios y bonos
en términos reales, sustituimos las expresiones anteriores en los retornos dados

en (3.2.1) y (3.2.2), respectivamente, de tal forma que el retorno de los saldos

resles estd dado por; en el caso particular de Turnovsky para N.. tenemos:
v =1 70l — Follan, (1= 7,) + 1) + 10, (7.3.2)

ahora, obtenemos las tasas de retorno real esperado del dinero y los bonos, res-
pectivamente:

= —a" oy, + 7 oh + %) — 2y0u, (7.3.3)

ry = i{l-7,) =7 40y + 7 (0] + 03) — 2¥0 - (7.3.4)
En este caso, el componente estocastico de la riqueza satiface:
o dW, , = vy(e AW, , - ,dW, ), (7.3.5)
donde las varianzas y las covarianzas de la riqueza, estan dadas por:
ol =y o, +0,), (7.3.6)
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p = (0% 4+ 07) ~ 20 (7.3.7)
Oar = {1 = 7,)(1 — a7, )yl {7.3.8)

Después de sustituir las expresiones anteriores en las ecuaciones de la tasa de

interés, asf como en las condiciones de primer orden del consumidor obtenemos:

O
= —y|l- 9—‘%%;:12 —F| +7e o+ viA, FVIA) — oy, (7.3.9)
(1-7)1-ar)yl—-yel)=i{l—r1,)~m+0}, (7.3.10)
‘(1 66
efil ~ ) = S0 . (7.3.11)
vk; (1 + )N,
Koo =1 (11 )% (7.3.12)

Sl )1+
De esta forma, las cuatro ecuaciones determinan conjuntamente los valores de
equilibrio de la tasa esperada de inflacién 7*, la tasa de interés nominal ¢, el
consumo ¢} y la proporcién del portafolio asignada a la tenencia de acciones N, et
Este resultado implica que el aumento en cualquiera de las varianzas, incrementa
la. varianza del crecimiento del stock de capital, requiriendo asf una tasa mayor
de inflacién para mantener el portafolio en equilibrio. Por otra parte, (7.3.10)
describe el mecanismo de transmision de los impuestos y la politica de dividendos
sobre la economia, esto a partir de las tasas de retorno esperado de equilibrio de
las acciones ¥ los bonos. Las dos ecuaciones restantes expresan las condiciones de
equilibrio del consumo, (7.3.11), y la demanda de acciones, (7.3.12), y por ende
las condiciones de equilibrio del dinero y los bonos. Es importante observar que
las ecuaciones anteriores determinan séle parte de las condiciones de equilibrio,
para obtener el resto de las ecuaciones, es necesario encontrar las tasas reales

esperadas de rendimiento de los actives, vz, 7} ¥ 71, asi como las proporciones del
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portafolio en saldos reales y bonos, Nm'f y J\Af,,,,, y la tasa esperada de crecimiento
del capital 1, que se obtienen, respectivamente, de las ecuaciones {7.3.3), (7.3.4),
(7.3.2), (3.3.7), (3.3.13) v (6.3). Asimismo, de las ecuaciones {7.3.11) y (7.3.12)

podemos eliminar Nk_, de tal forma que
c{l+7) 86
TR 1+ R)6i
¥(1+6) [1’ T—r )15 ]

lo que conjuntamente con la ecuacién (6.3), nos conduce a la tasa esperada de

= e, [i{l ~ 7,)], (7.3.13)

crecimiento del capital
Y=t —efi(l - 7,)] - 3l (7.3.14)

Finalmente, las cuatro ecuaciones anteriores se pueden simplificar atin mas, al
sustituir N, , en ;{1 + 7.)/vk;, y el resultado combinado con la relacién de equi-
librio se reduce a dos ecuaciones que conjuntamente determinan la tasa de in-
flacién y la tasa de interés nominal. Sin embargo, en virtud de que las cuatro
ecuaciones facilitan la comprensién de las relaciones implicitas, se mantendrén

las cuatro en todo lo que sigue.

7.4 Nivel inicial de precios

En este modelo, es importante observar que el hecho de alcanzar el equilibrio
estd relacionado con un nivel inicial de precios, Fp; lo que ademds es necesario
para mantener el portafolio en equilibrio. Para ver esto més claramente, podemos

escribir el equilibrio monetario como:

) - M,/ P,

b R =MD 7.4.1
(R R (7 (7.41)
4]
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Al resolver esta ecuacién para P, obtenemos

i1 =) (L+8)M, ~ 8(M, + B) _ il =7)(1+6)~6(1+r)

ok, Bk, /M, (742)

P, =

De esta forma, cualquier shock que incremente la tasa nominal de interés después
de¢ impuestos, implicars una reduccién en N, ., es decir, lo que & su vez conducird,
wna dispuinucion en la proporcion de saldos reales en el portafolio. Por otro lado,

para que P, > 0, es necesario que
i(1 =11+ 8) > 81 + &) (7.4.3)

Finalmente, se puede demostrar que

1
(1+)’

0< Ky, < s O< Noo<1 (7.4.4)

0< N, < ,
= (1+ &)

que representa una solucién viable a la integracién del portafolio.

7.5 Comparacién con el equilibrio determinista

Dado que uno de los objetivos del modelo es analizar el efecto de la incertidumbre,
resulta convincente comparar el equilibrio presentado en las ecuaciones, (7.3.9)-
(7 3.12), con el correspondiente al caso determinista. Si suponemos que el caso
determinista es lineal en las varianzas y en los saltos, éste se obtiene simplemente
igualando todas las varianzas y covarianzas asi como los saltos del caso estocdstico

a cero, de tal forma que sélo se alteran las dos primeras ecuaciones, quedando

como sigue

. ci(l+r.)
T = — [1 -~ ] {7.5.1)
(1= 7)1~ om)y =il =7} =7 (7:5.2)
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que conjuntamente con las ecuaciones, (7.3.11} y (7.3.12), complementan el equi-
librio determinista. Asi en la ecuacién, (7.5.1), vemos cémo la tasa de inflacién
de equilibrio, es igual a la diferencia entre las tasas de expansién menetaria y
la tasa real de crecimiento ¥; mientras que la ecuacién, (7.5.2), representa la
condicién usual de arbitraje, igualando la tasa de rendimiento de lag acciones
después de impuestos, con la tasa de rendimiento de los bonos, también después

de impuestos.
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CAPITULO 8

8. Bienestar econdmico

Una vex que se han establecido las condiciones de equilibrio, lo que resta es
analizar el efecto de cambios en los instrumentos de politica econdmica en el
hienestar econémico de los consumidores. Para ello, se toma como criterio de
bienestar a la funcién utilidad indirecta del individuo representativo.

D¢ esta forma, el valor Optimo del indice de utilidad correspondiente al nivel

inicial de riqueza a,, estd dado por

V(ao) B + 9 103(“0); (8'1)
donde
9 1 - 8
By =5[log(86) — log (1 + (1 + 7.)] + Flog Nowie = 5
(1 + 8) 1 1+ 9)9, &2

=+ [Nrn. tTm +Nb N +Nk T — ]

donde " denota el valor éptimo y;

_ Blday

dt 0 ST :(N'm,, + N,,,t)gcrep + Nfltﬂi +o7 — Z(Nm,t + Nﬁ,t)Nk.tJPk

5=
+ Z(Nm,t + Nb,:)apr - zﬁk.takr

[log (1 —(N,,,t+N“)1 +Vp)]

+ A log(1 + Nrk.t”k)] + A [log(1 + #,)]].

+8: A

(8.3)
Las expresiones para NJ 6T, J = mybk ¥y 7 junto con las varianzas y cova-
rianzas que aparecen en el término de § son obtenidas por el equilibric macroe-

condmico determinado en la seccién anterior. Sustituyendo estas cantidades en la
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expresion (8.2) para 3, la utilidad estd expresada ¢n términos de los parametros
de politica econdmica.

Vemos que p toma la forma

b=l + )+ 6,

Ap l:log (1 - (Nm_t + N, ¢) 7 _I:_P )]

Vp

(8.4)
+ Aflog(l + Ny )] + A, [log(1 + 2]

b]

donde " denota el valor éptimo v,

~ g E(dat)z__ "7 Y 2,2 72 2 2 _ ¥ ¥ "7
i =l =t =(Nue+ Ny Yoy, + N of + 02 —2(N,, . + N, )N .op,
+ 2(1’\\rm.t + Nb.:)ap-r - 2Nk.¢0':w;
luego

i1 =7 (o + 02) (8.5)

e(l+T.) &6
T taTey

an‘tr* + Nb,t'f‘; + N&c,tr_:- -7 = 7(1 - g)

m

(8.6)

Por otro lado, el nivel inicial de riqueza a, puede expresarse utilizando las ecua-
ciones en términos del valor éptimo de Ia tasa nominal de interés después de

impuestos, es decir
Q= ?‘(1 _Tu)(1+9)kﬂ
Tl -1, +8) - 81+ k)

(8.7)

en consecuencia, las expresiones para evaluar el bienestar se pueden reescribir de
la forma

L togle(1 7)1+ 0)]

V(?,(l - Ty)ako) - }80 +

1490
&

—log[i(1 — 7, )(1 + 8} — 6(1 + &}}) + log k,
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aliora

(1+8)

h :g log(#) - é log[i(1 — 7,)(1 + 8)] gk’g[(l S
8)y ' 7 o
+ (1—2“2““)“{[1 ~efi(l-7) -3~ %W
(8.9)

La primera implicacién que se desprende de las ecuaciones (8.8) y (8.9), ez el
papel de la tasa nominal de interés después de impuesto, (1 — 7,), como meca-
nismo de transmision. Es decir, tanto los cambios en la politica econdmica del
gobierno, como en la politica de dividendos de las empresas, afectan el bienestar
del consunudoy unicamente a través de (1 — 7,). En consecuencia, esta tasa
puede servir como un objetivo intermedio de politica.

Por otre lado, en lo que toca al andlisis de bienestar, para ver el efecto de los
cambios en la tasa nominal de interés después de impuestos, sobre el bienestar
V{a,), diferenciamos las ecuaciones (8.8) y (8.9) vespecto de ¢(1 — 7,) obtenemos

av _ 1 3 ((1 + 9)7) de,[i{1 — 7,)]

dig(1 -~ 7))~ (-1, o2 dfi1 — 7,)}

(1+8) [ 1 (14 6)
[

§ i{1—-7,) EA—-7)A+6)]-61+r)]"

(8.10)

De la ecuacién anterior podemos destacar tres efectos: 1} cualquier politica que
eleve la tasa de interés disminuye la demanda de dinero (esto por la forma de
1\7,“‘&), asi como la cantidad real de equilibrio de dinere, lo que afecta negati-
vamente el bienestar; 2) los incrementos en (1 — 7,) reducen la tasa media de
consumo €,]i(1 — 7,}] {via la ecuacién 7.3.11), lo que aumenta la proporcién del
producto destinado a acumular capital e incrementar el ritmo de crecimiento (por
definicién de 1) siempre y cuando § se mantenga constante. Este efecto aumenta
el consumo esperado en el futuro y consecuentemente, incrementa el nivel de bie-

nestar del consumidor; ¥ 3) un incremento en la tasa de interés nominal después
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de impuestos i(1 — 7,), produce un aumento del nivel inicial de precios (7.4.2),
lo que a su vez impacta negativamente en la. riqueza real inicial, a,. Este efecto
deteriora el nivel de bienestar del consumidor representativo.

Como puede observarse, el efecto final en el bienestar, depende de las preforencias
del consumidor y de las condiciones de equilibrio del modelo. Lo que sf podemos
determinar, es que el efecto de la tasa de interés sobre el bienestar, cuande 0 <
! < 1. Esto se puede ver al evaluar Ia derivada de,[{(1 - 7,)]/d[i(1 — 7, )], se tiene

que

sgn (j:/) = sgn[—(1+ 0) + 6(L+ m)(L + 8)0, + &L+ w260, (8.11)

si se define 4, = [{{(1 —7,)], entonces la tasa Sptima de interés nominal después de
impuesto 7,, se obtiene resolviendo Ja ecuacién cuadritica (de hecho, es la raiz

positiva de esta ecuacién}

(1482 - 61+ k)(L+8)0i, —8(1+ k)8 =10 (8.12)
de donde
. 81+ k)0 4\'?

y por lo tanto es positiva, ya que cumple con
(14 8) > 6(1 + x). (8.14)

De esta forma, la tasa Gptima es econdmicamente viable, ya que cumple las
condiciones de segundo orden de maximizacién del bienestar y asegura que las

N,..j=m,bk satisfagan (7.4.3).
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CAPITULO 9

9, Tasa éptima de interés
En la seccidn anterior se determind, la tasa i, que maximiza el bienestar del
conswnidor representativo, para 0 < 6 < 1. El punto importante, es que esta
tasa depende sélo de los pardmetros de preferencias # y 8, asf como de la politica
de deuda k. Sin embargo, es independiente de todos los factores de riesgo en la
tasa e interés, en la politica monetaria y en la politica de dividendos. Por lo
anterior, se puede establecer que la tasa éptima de interés nominal después de
iupuestos, existe, es estrictamente positiva y coincide con la tasa del equilibrio
determinista, en virtud de ser independiente de los factores de incertidumbre.
En este punto es importante destacar dos caracteristicas del modelo; primero, ¢l
énfasis en el crecimiento del consumo futuro (indicado por &), como consecuencia
de la linealidad en la tecnologia y la tasa enddgena de crecimiento del modelo,
ya que una mayor tasa de interds lleva a una mayor consumo futuro, via el
fortalecimicnto del ahorro e inversion. Segundo, el efecto de la funcion de utilidad
logaritmica sobre la tasa éptima de interés, ya que en el caso de una funcién de
utilidad de elasticidad constante, la razon de equilibrio entre consumo y bienestar
depende de las varianzas y de las tasas de impuestos, de tal forme que la tasa
dptima de interés dependerfa de estos factores y dejaria de ser determinista.
Finalmente, eliminando 7 de las ecnaciones (7.3.9) y (7.3.10), se tiene que'®
fo =(1 = 1)L = an )¥(1 —v03) + po — o3, = [1 ~ e.(i) — 4]
(9.1)
+ (o2 + 02 + 2N, +VEN,) — YO,

lo que hacce manifiesto el “trade-off"entre las diferentes politicas de gobierno,

para alcanzar la tasa éptima. La conclusidn directa del punto anterior y de la

1% En el caso particular de la solucién de Turnovsky, 1993.
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ecuacion (8.12), es que existe un nimero infinite de formas de alcanzar la tasa
b

de interés éptima, debido a que 2, depende de pardmetros tales como g7 o,

2 2
Uyy O-M-ys I/I,.a

Ay V2 ¥ A, que se toman como dados; pero al mismo tiempo estd
en funcion de los instrumentos de politica monetaria g v of,, asi como de los
instrumentos de politica fiscal r,, 7., 7,; todos ellos bajo control gubernamental.
De forma tal que las combinaciones entre los pardmetros anteriores para alcanzar
la tasa éptima, son infinitas. Sin embargo, es importante mencionar que la fuente
y magnitud del riesgo, afecta el “trade-off”. Aderﬁés, la, posibilidad de emplear

estos instrumentos puede estar restringida en funcién del rango de valores que

pueden tomar. Estos aspectos se discuten en las secciones siguientes.



CAPITULO 10

10. Politica monetaria

Los cambios en la media y la vananza de la tasa de crecimiento de la oferta mone-
taria, @y o5, afectan de manera simultdnes la tasa de crecimiento esperada, ¥,
la tasa de inflacién esperada, 7, la tasa nominal de interés después de impuestos,
#{1—7,), ¥ al bienestar econémico, V(a.). Veamos cada caso.

Como se menciond anteriormente, la tasa de crecimiento de la economia puede
afectarse mendiante cambios en 4 y/o en ¢2,. En el primer caso, un incremento
en yu eleva la tasa de nominal de interés después de impuesto, de tal forma que
reduce la tasa de consumo ¢.[i(1 — 7,)], & su vez que aumenta el crecimiento
csperado del capital, via aumentos en el nivel de ahorro e inversion siempre y
cuando § permanezca constante. Sin embargo, dado que el incremento en la
tasa de crecimiento econdmico es menor al incremento en g, la inflacién, 7*, se
eleva para mantener el equilibrio. De esta forma, la manipulacién de la tasa
de expansién monetaria involucra un “trade-off”entre tasa real de crecimiento
v la inflacién. En €] segundo caso, los incrementos en la varianza de la tasa de
crecimiento de la oferta monetaria, ¢2,, elevan la tasa real de retorno de los bonos
en comparacion a la tasa de retorno de las acciones. De esta forma, para mantener
¢l equilibrio en los activos, es necesario reducir la tasa de retorno de los bonos
via una disminucién en la tasa nominal de interés, acompahada con aumento en
la tasa de inflacién esperada. De esta forma, una reduccidn en la incertidumbre
monetaria estimula el crecimiento y reduce la inflacién. Estos efectos, se estudian

a continuacién con mayor detalle.
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CAPITULO 11

11. Tasa optima de expansidon monetaria

Como se vié en la ecuacién (8.10), el efecto de la politica monetaria sobre el
bienestar es ambiguo. Depende de cual efecto resulte dominante. Por ello, para
precisar el impacto, es mejor analizarlo a partir de la relacion entre tasa dptima
de crecimiento monetario, 41*, € %,. Para enfocarnos en la politica monetaria
consideramos tres casos: en ausencia de impuestos. Como se muestra en la
ecuacién (9.1) (caso Turnovsky), la tasa dptima p° estd en funcién de las tasas

de impuestos 7, y 7,. 5i las hacemos cero, se reduce a:
pr -0l =4, — e d) + G0 + AN, + A, = o). (1L.1)

Ahora, como el lado izquierdo s una combinacidn de los dos primeros momentos

2

2 2
o Oags Uiy Ay Vo ¥ A,

de la politica monetaria, y en virtud de que §, o3, ¢
estan determinados exdgenamente, la expresion permite determinar la tasa de
interés optima, 7,. Esta ecuacién destaca la relacién entre la tasa optima de
crecimiento monetario, p*, ¥ las varianzas de la politica monetaria, o2, y fiscal,
o, asi como, los saltos de las variables del gasto piblico y la tecnologia, esto
se da bajo el resultado de la incertidumbre que genera el gobierno en ambos
casos. Ya que al modificarse las varianzas de estas politicas, la tasa g~ se debe
afectar a fin de mantener la tasa de interés 'E’a en su nivel éptimo. De esta
forma, los incrementos de la varianza junto con los saltos de la polftica monetaria,
o?,, generan incrementos en u, mientras que al incrementarse la varianza de la
politica fiscal, ¢2, o bien existiendo un salto 12X, se produce el efecto inverso,

p* disminuye.
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En general, p* puede tomar valores positivos o negativos. FEsto se puede ver

haciendo g = 0 y empleando la ecuacion (7.3.13}, de donde obtenemos

%aia(1+6) = 810 + (1 + )]
[t (1 +8) — 6(1 + )]

L —

, (11.2)

donde 4, es la tasa éptima determinada por (8.13). De lo anterior se desprende

que

sgn(p”) = sgn [m(’:(j——-i:)?ﬁl - B] . (11.3)

En csta ecuacion, p* toma valores negativos cuando « es suficientemente pequena,
es decir, cuando la cantidad de bonos en relacién al dinero circulante es baja. En
esta situacién, la tasa i, de equilibrio no sélo es pequeiia, sino que la relacién
de equilibrid que se establece implica que las tasas dptimas de inflacién, #*,
y de crecimiento real de la economia, %*, son negativas. En consecuencia, al
incrementarse k, el resto de las tasas, p*, 7~ y 9~, se toman positivas.

Cuando se emplea la varianza de la politica monetaria, o3,, y no g°, como el
instrumento de politica para alcanzar la tasa i, éptima, se llega a las mismas
condiciones de dptimalidad presentadas. La diferencia consiste en las restricciones
que enfrenta este mecanismo, ya que por definicién no puede ser negativa, lo que
reduce ampliamente su eficacia. Por ello es que la generacién de incertidumbre,
como forma préctica del mecanismo, siempre se acompaiia del empleo simultdneo

de otros instrumentos de politica.
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CAPITULO 12

12. Politica fiscal

El impacto que generan en la economia los cambios en las tasas impositivas,
Te, Ty ¥ Tp, OCUITe a través de la condicién de arbitraje (7.3.2), que vincula
las tasas de rendimiento r7 v r;. Este patrén de comportamiento se cumple
en general para todas las politicas de dividendos e inclusive en presencia del
riesgo monetario y fiscal (cuando ¢}, y o2 son positivas). Sin embargo, se puede
modificar sustancialmente si el riesgo proviene del lado de la oferta, es decir,
cuando o2 > 0, ya que a partir de (7.3.10)(caso Turnovsky, 1993) las respuestas
son proporcionales a (1 — vo2). De hecho, sise cumple o2 > 1/v, el incremento
de cuélquiera de los impuestos estimularia €l crecimiento y reducirfa la inflacién
por (7.3.8).

El impacto de los impuestos sobre el bienestar econdmico, se asemeja al que geners,
la tasa de crecimiento monetario y depende de dos factores: el impacto sobre s
derivado de un cambio en los impuestos, y el efecto de %., sobre el bienestar. Para
efectos de\l andlisis, se emplean las tasas de impuestos congruentes con t., qUe
se obtienen del “trade-off” planteado en la ecuacién (11.1), ¥ de la relacién de
equilibrio en (9.1)}(caso Turnovsky, 1993). Para ello hacemos cuatro supucstos:
1) la politica monetaria no genera distorciones, p = o3, = v, = 0; 2} la politica
de gasto gubernamental tampoco genera distorsiones, § = ¢2 = v? = 0; 3) no
hay shocks de oferta, o, = o2 = v2 =0; y 4) cuando el impuesto sobre ingresos
corporativos es cero, 7, = 0. En estas condiciones, la tasa 6ptima de impuesto

sobre capital, 7,, se obtiene de

(1—of,)y =1, — 7" =1, +v[1 = e.(2.)]. (12.1)
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Por lo tanto el impuesto dptimo sobre capital, debe ser tal gue mantenga el equi-
librio con el rendimiento real después de impuestos del capital, y el rendimiento

real después de impuestos de los bonos. Notemos también que

5[0 + (1 +K)] — 1,

of, =i, = —= , 12.2
Y Yl (1 + 8} — 8(1 + &)] (122)
lo cual combinado con (8.13) implica
ay Kl +k)
sgn({ad,) = sgn [6‘ progmad i {12.3)

De esta. forma, el impuesto dptimo sobre capital puede ser positivo o negativo, es
decir, pueden existir subsidios. Sin embargo, si se impone una restriccién para
que sea no negativo y se combinan las condiciones de equilibrio de la politica
monetaria y de la politica fiscal, tenemos que cuando y* > 0, af, es igual a cero.,
Regresando al caso general planteado por (9.1)(caso Turnovsky, 1993), pero bajo
el supuesto 7, = 0, la solucidn para of, estd dada por

i = Dot ledle) + 34 = oY + 02 BN HVIA) — Y0y
¥t ~yo}) )

(12.4)

¥

Considerando el caso cuando 1 > voZ, las relaciones importantes que se despren-
den de estas ecuaciones, son: 1) para valores grandes de g o de p”, el impuesto
&ptimo sobre capital serd estrictamente positivo. Esto se ve en (8.12), ya que los
incrementos en cualquiera de estos dos instrumentos de politica, elevardn i, por
encima del nivel 6ptimo, de tal forma que para mantenerla en su nivel dptimo
se debe elevar el impuesto sobre capital; 2) un incremento en la varianza de la
politica fiscal, o2, eleva la tasa 3., por lo que para mantenerla en su nivel éptimo,
debe elevarse el impuesto sobre capital, af,, de forma similar al caso anterior;

v 3) de forma contraria a los casos anteriores, los incrementos en la varianza de
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la politica monetaria, ¢, tienden a disminuir el valor de ia, lo que lleva a una
reduccién del impuesto a7, para alcanzar el dptimo. En particular, la solucién
of, = 0 puede o no presentarse como la mejor politica en condiciones de incer-
tidumbre. Esto dependerd de la magnitud y factor del riesgo.

Finalmente, en lo que respecta al “trade-off”entre of, y p*, cualquier com-
binacién de of, > 0y p°, serd éptima. Ya que los cambios relativos entre ellas
estdn dados por

do, 1

L . 12.5
dus (1 -70}) (128)

La eleccién del éptimo se hard en términos de la tasa dptima de interés nominal

después de impuesto.
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CAPITULO 13

13. El caso de una economia abierta y pequeha

El modelo presentado puede ser llevado al caso de una economia abierta y pequefia
con ajustes rmenocres. Suponga que el precio de la economia doméstica, P,, satis-
face la condicidn de poder de paridad de compra P, = P’ E,, en donde P es el
precio (en délares) de los bienes en el resto del mundo y E, es el tipo de cambio.
Por simplicidad, supongamos que P = 1, entonces el nivel general de precios,
P,, es igual al tipo de cambio, E,. De esta manera (dP,/P,) = (dE,/E,) y la tasa
de deprecidn del tipo de cambio tendrfa el comportamiento estocdstico definido
en (2.1.1). Por otro lado, si se incluyen bonos internacionalmente comerciables
denominados en moneda extranjera B} o en términos reales, b = E,B;/F,, la
rniqueza del individuo estaria dada por ¢, = m, + b, + I + k, y el portafolio de
inversién contemplaria la tenencia de bonos internacionales, los cuales estarian
en poder tanto de los particulares como del sector piblico. Lo anterior requiere
modificaciones en las restricciones presupuestales tanto de los consumidores como
del gobierno, as{ como consideraciones sustanciales en la balanza de pagos de las
cuentas nacionales. En este caso, las complicaciones técnicas serfan mayores. Sin
embargo, los resultados sobre politica monetaria y fiscal no difieren en esencia de

los que abastece el modele aquf desarrollado.
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CONCLUSIONES

14. Conclusiones

En este trabajo se desarrollé un modelo de equilibrio macroeconémico en un am-
biente estocdstico. Las variables exdgenas incluyen los pardmetros de politica
econémica, (crecimiento monetario, ; gasto puiblico, ; y politica de deuda, «);
y las tasas de impuesto 7,, 7. ¥ 7,. De igual forma, los procesos estocdsticos
exégenos son los respectivos al crecimiento monetario, dWW,, ,, el gasto piblico,
dW, ., y la produccién, dW, ., los cuales se supone no estin correlacionados
al igual que los saltos respectivos. El resto de los procesos estocdsticos son
endégenos v pueden ser expresados comeo funciones simples de los shocks exd-
genos.

Por otro lado, se discutieron los efectos de politica econdmica sobre la acumu-
lacién de capital y la inflacién, obteniendo que la relacidn entre ambas depende de
la politica empleada. Los resultados obtenidos fueron tres. Primero, la reduccién
de la incertidumbre econémica, dW,,,, estimula el crecimiento, al tiempo que
reduce la inflacién. Segundo, el aumento de la tasa de crecimiento de la oferta
monetaria, p*, estimula el crecimiento, pero aumenta también la tasa de inflacién.
Tercero, via impuestos se puede elevar la tasa de crecimiento de la economia, al
tiempo que se disminuye la inflacion.

En lo que respecta al bienestar, el modelo presenta tres resultados relevantes.
Primero, el papel de la tasa de interés nominal después de impuesto como me-
canismo de transmisién. A partir de ella, cualquier politica que incremente esta
tasa tiene un efecto ambiguo sobre el crecimiento econdmico; ya que por un lado

eleva el ahorro, la inversidn y el consumo futuro, pero por otro lado, disminuye
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Ia demanda de saldos reales y modifica la integracién de portafolio. Segundo, la
tasa optima de interés es independiente del riesgo. Finalmente, las tasas dptimas
de crecimiento monetario e intereses recaudados, se eligen en funcién del nivel
Optimo de bienestar y existe un sin fin de combinaciones posibles. En consecuen-
cia, este modelo presenta un marco de discusion importante para la eleccién de

instrumentos de politica econémica.
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APENDICE A

En este apéndice se muestra como ¢l Lema de It6 puede ser visto como una
extensién natural del célculo diferencial e intregral utilizando resultados ya cono-
cidos.

Consideremos una funcién continua y diferenciable f de una variable x. 5i Az es
un incremento pequedto en x y Af es el resultado de dicho cambio en f, entonees,
esto es conocido como:

Af ~ %Az. (A1)

En otras palabras, Af es aproximadamente igual a la tasa de cambio de f con
respecto de z multiplicada por Az. El error involucra términos del orden Azt
Utilizando la expansién en serie de Taylor para Af esto nos lleva a:

d 142 id®
Af= fA +§dJ:A +6de +.. (4.2)

Para una funcién f continua y diferenciable de dos variables, ¢ y y, el resultado

es andlogo a la ecuacién (A.1)

Af ~ ?i T+ %Ay, (A.3)

ahora la expansién en serie de Taylor para Af;

Lo A+ (A4)

2
Af= U ng 1 W py Y8 npe S edy+ 555

dx Jy 2 §z*? Oudy

Y ¢l limite de {A.4) cuando Az y Ay tienden a cero, tenemos

df f
df = Godo+od (A.5)
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Vhora st extendemos este resultado, (A.5), para aquellas variables que siguen un

procese estocdstico, la ecuacion resulta

dr .

— = wiz, t)dt + o{x, £)dW, (A.6)
aotde diT os un proceso de Wiener estandarizado, 2.e, presenta incrementos
normales independientes con E[dW] = 0 y Var[dW] = dt. Andlogamente con la

ccuacién. (A.4), la expansién en serie de Taylor para f = f(x,t) es

S #?_,,f., - af 162f 2 82f f 2
Af = FEAT+ oAb+ g e AT+ oA At+§at2/_\t +o (A7)

Tomando los limites de Ax y At cuando estas tienden a cero

2
af = afd +5{dt+%-§-——{d +

s 187 4
Goapdedi+ 5 ondt. (48

Como f = f(z,t) sustituimos dz, (A.6), en (A.8);

afdt + 1éﬁd 2 {A.9)

d
df = éi‘(zu(ar, Bdt +zo(z, )W) + Frdi 55

El término dx? se deriva como;

dz* = (zpdt + zodW)

(A.10)
= (zp)dt® + 2(z*podtdW) + (zodW* = (zo)*dt,
agrupando términos semejantes la ecuacidn, (A.9), toma la forma,
d f af 10*f . o
df = ( R + 35 ~(ze)” | dt + Eazadﬂf, {A.11)

Para el raso de procesos Markovianos de difusién con saltos, el lema de Itd opera

de la mistma manera, bajo ciertas observaciones para con los saltos®.

* Robert A. Jarrow y Eric R. Rosenfeld, 1984
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Sea la ecuacién (A.12) un proceso markoviano de difusién con saltos

dz, = z,(udt + odt -+ vdg,), (A.12)
entonces
7 o 3]
ar = (Low+ G+ 3 5Ewar) atr GaoaW 11+ - e,
(A.13)

donde dW es un proceso de Wiener estandarizado, e, presenta incrementos
normales independientes con E[dW] = 0 y Var[dW] = d¢ y los saltos siguen un

proceso de Poisson q,, con pardmetro A, de tal manera que
Pr{un salto unitario durante dt} = Pr{dg, = 1} = Adt + o(dt),

mientras que”
Pr{ningiin salto en dt} = Pr{dg. = 0} = 1 — Adt + o(dt}.

Por lo tanto, E[dg,]= Var[dg.] = Adt. Por lo que los saltos serdn cuantificados
como la distancia entre dos puntos cualesquiera.

Derivacién de la ecuacién (3.2.1)

Utilizando la teoria antes presentada, la ecuacidn, (3.2.1), del capitulo 2 se deriva

de la siguiente manera, si f(F;)= 1/F, entonces

af of . 18f o f 18
df =gpdPit gt 5 apidPi+ gpmdPdit o5 a1
= [F(B(1 +ve))~ fP),

are) = (2Ger s L by ) e+ 2o, paw,,

+ (P +wp)) = F(R],

(A.15)

* Como siempre, o{h) significa que o(h)/k—0 cuando k0.
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1y 1 , 1
dR,,, = d(ﬁ) =5 [(ww +o2)dt - apdwpﬁ(l ra 1)de,:] , (A.16)
equivalentemente,
1 i
dR... = Ptd(ﬁ) = prodt — apdwp_ﬁ(l T 1)dQP't, (3.2.1)

donde r,, = ~m + 0%,



APENDICE B

Para resclver un problema de control dptimo estocdstico del tipo:
e o)
mgixE{fF(m,ﬁ)e*‘“dt} (B.1)
0

sujeto a

ci:_:c = pudt + edW + vdQ. (B.2)

donde dW es un proceso de Wiener estandarizado, i.e, presenta incrementos
normales independientes con E[dW] = 0 y Var[dW| = dt y los saltos siguen un

proceso de Poisson, con pardmetro A, de tal manera que
Pr{un salto unitario durante d¢} = Pr{d@ = 1} = Adt + o(d#), (B.3)
mientras que*
Pr{ningin salto en dt} = Pr{dQ = 0} = 1 — Adt + o{d?). (BA4)

Se utiliza la ecuacién de Hamilton-Jacobi-Bellman (H-J-B) de la programacidn

dindmica continua;

0 = max {F(m,ﬂ) — 6V (z) + =V (x)p + %m’V”(:c)oﬂ} + MV (z(1 +v)) — V(x)],
(B.5)
Por Io tanto, E[dQ] = Var{d@] = Md¢. Por lo que los saltos serdn cuantificados

como ia distancia entre dos puntos cualesquiera.

* Como siempre, o(h) significa que o{h)/h—0 cuando h-—0.
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Si f(P) = 1/P,, entonces para el salto dQ)p, tenemos;

AV (P + vp) = V(P)] = %‘:’ [(1—4_1”—},) _ 1] . (B.6)

Eu nuestro modelo se tiene,

Cr N p ¥ 2 N

o
max V. = max E, {/ [Blog(c,) + log(Nm,ta,,)]e““dt} (B.7)
0

sujeto a
ler, 1+7) .
e - [N,,,‘t?',,, + Nty + Ny — —C‘( +7.) — 'r] de
[ s
+ [Ny o dW,, . — (Nows + Ny JopdWo, — a-rdW'r.t] (B.8)
1
+ i:(Nm.t + Nb,t)(m - l)dQP.t + Nk,tydek,t - U‘rer,t]
¥

Nm.t +Nb.t+Nk,t= 1 (Bg)
donde i, w, 7., 7,, 7 junto con las varianzas y covarianzas correspondientes se
toman como dadas. En este caso la ecuacién de Hamilton-Jacobi-Bellman (H-J-

B), (B.3), conduce a:
max H(Ct, Nm,e,Nb,thk,t;a't) =

et N, Vo, ,0Vk ¢

max {B log(c,} + log( NV, .a.) — 6V {a,)

Ce sV, 6. V0,0, V0t

+ @V (0)INo " + NoaTo + NioTre — C(IG—TT) — 7ldt

+ 3a?V"(a,) [(Nm,e + N, .)’0% + NE,oh + o}

AW+ oY Niion+ 2N + Ny Jnr — 2Nesr |} (B.10)
+ Ap (V (at [1 s (Nome + Nb,,)li—;]) - V(at))

+ AV (a1 + Ny o)) — Vi)

+ 0 [V{a.(1 - v.)) = V(e

+é(1— N, ~ Ny, — N.)=0.
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Esta condicién evaluada en el maximo es una ecuacion diferencial (determinista)
de segundo orden en V'{a,). Para resolver esta ecuacién diferencial, postulamos a
V(a,) de la forma: V(a,) = B, + G, log(a.). Consecuentemente, las dos primeras
derivadas son:

Vi) =2y viey=-2

a. a?’

(B.11)

Después de sustituir estas expresiones en la la condicidn de H-J-B obtenemos:

max Hc, N, .. NoowNiosia
Ce N o1 N 0, N 0 (” ot ATeen S ¢)

max {9 log(c.) + 1og(N...a.) — 88, + 61 log(a, }]

Cta N 0 No 0, N 2

et +7.)

+ Bi[Noo(—m+0%) + Noo(i(1—7,) =7 + 0p)+ Niwry — — Fldt
13

~ 3B (Nowe 4+ Mo 0% + V2,07 + 0
- 2(Nm,t -+ Nb.z)Nk,tJPk + 2(Nm,t + Nb.t)o-}’-r - 2Nk,takr]}

v
+ 5, | An [log (1 ~ (N, + Nb"}l = )] + Apflog{l + N )}

+ Ve
+ )\"'[log(l - V"’)] +¢(1 - Nm& - Nb‘t - Nk‘t) = 0'

(B.12)

Las condiciones de primer orden (necesarias} para una solucién interior son:

oH o oOH OH OH
3 =% LY LT Ew, Yt BB

Estas condiciones conducen en forma inmediata las ecuaciones:

_0H _6 Ali+r)

0= =5 p— (B.14)
1 N . .
0= a,,H =-= + ,81 [T'm - (Nm.z + Nb‘t)a‘i- + NL,LO-PL - O-P'r]
ON,.. N..
: (B.15)
-4 Qele |-
' 1+(1_Nm4t4‘Nb,t)VP ’
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OH - . N
0= —— =5 {Tb - (N.n,e + Nb.t)o’fu + N, ,0p, — O'P-r]

AN, ,
y [ N ] . (B.16)
' 1+(1 _N:n‘t '"-Z\}b‘:)VP '
oH X o
O = 31([ zﬁl [T‘k - Nk,go'i + (Nm.a + Nb.c)UPL + Ukr]
kot (3.17)
+ﬁ[ i ]~¢
: 1+(1“Nm‘t_Nb,t)yk 1
H . . N
0= 22 _ 1—(N,, 4N, + N} (B.18
¢

Las cuales concuerdan con (3.3.2)-(3.3.6}.

]
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APENDICE C

Para demostrar ta ecuacién, 1+ 8 — 63, = 0, sustituimos en, (B.12),

max H(c,, Npoy Nyoy Nesiay) =

eV £ Np e N

e N Vo e Mot

max {elog(c,)+zog(N,,.,tat)—6{ﬁo+ﬂl log(a. )]

1
+ 8, [N,,,_,(wvr + 02+ N, ({1l —7)—7+05) + Neori — M - ?] dt

G

~ 0[N+ Mo 203 + N 0L 40 (5.12)

_ 2(Nm.t + Nb.e)Ark'to‘Fk + 2(Nm’¢ -+ N[,‘g)o'p-r bt 2Nk'¢0';“—] }

+ 6,

Ap [log (1 — (N + Nyo) )] + Aflog(l + N, v )]

Vp
1+uvp

+ )\,[lOg(l — V,.)]] +¢’(1 - Nm.: - Nb,t - Nk.t) =0,

Jos valores 6ptimos de ¢, Ny.y Noo ¥ Nis, la ecuacion anterior se transforma como:

ay

0 ={910g (b—%r)a) +log (m) — 68 + B log(a.)]

R . R “(14+7)
+ 5, [Nm,t(wvr +02)+ N, ({1 —7,) — T+ ob) + Neari — M - ‘T‘]

a,
-1s [(]\7,,,,,t + N, + N2 02 402

. - N A N N (C.l)
—2(N,..+ Ny )N Or + 2(Nm,t + Nb,t)f’Pr - 2Nk.takr]

Ve
14+ vpe

+ 8, [/\p [log (1 e (Noe + M) )] + A Jlog(1 + Nooin)]
+ A1-[10g(]- - Vr)]] +§b(1 - Nm,t - Nb.z - ﬁk,t):
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equivalentemente,

0= {[1 + & — 68| log(a,) + flog(8) — log{B: (1 + 7.)} — log(B,i[1 — 7,}) — 66,

. N . (LT _
+ B[ Noo (=7 +05) + N (Hl — 7)) =+ 05) + Neurie 9‘(‘1—7) — 7]
38, [(Fe + s+ 2 02+ 0
. oA . - . C.2
— AN+ NN op + 2N+ N, Doe, — 2Nk‘tgk,] } (C.2)
+ 3 [,\F [log (1 o (N + Nb.g)"—")] + Aflog(1+ N )]
1+ v,
-+ )\,[log(l — U.r)] +¢(1 - Nm,: - ]{rb‘r. - Nk,e)-
Alora, si hacemos
1 + 9 - )616 = 01 (0‘3)
despejando, 3, de (C.3)
1+86
.61 = (""”"""‘""') (04)

)
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DERIVACIONES Y DEMOSTRACIONES DE LOS RESULTADOS

Derivacién de la ecuacién (3.3.8)

Para obtener la ecuacién (3.3.8), restamos la ecuacitn (3.3.5) de la (3.3.6)

. N A A
0 =08 |r, — (Nm.t + Nb,:)Ui-a + Nk.tapk = Tpy i

Auly

— 7+ Nk.eo'i - (Krm,t + Nb,:)o'm: = Ogr
utilizando la ecuacidn, (3.3.2),
Nope+ Ny + Ny =1,

la ecuacién, (D.1), toma la forma

. . Apl
0 "_—,61 Ty — (1 - Nk,t)o-i; + Nk,taPk —Cpr ™ m
. . ApY
— Tk +Nk.ta: - (1"‘ Nk.c)o'.nk — Oy = m s

finalmente
0=—B[r ~ 1+ 0%+ 0op + 0p, + O] + BilNe [02 + 205, + 03],

si denotamos a

B=ol+20p+02>0,

Asr—r+ 02+ 0p t 0p + 0w
La ecuacién (D.2) se transforma como;

/\pvp _ )‘kyk
1+Krk,£VP 1+Nk‘tyk

!91 Nk‘f.B_A_ =0.
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(D.1)

1+ (1 - Nm,t - Nb,t)yk ’

(3.3.2)

(D-3)

(3.3.9)

(3.3.10)

(3.3.8)



Derivacién de la ecuacién (3.4.1)

Notemos que las condiciones de primer orden se pueden escribir como:

O+ (1 +7.)

/() LT, (D.4)
para comprobar esta ecuacion hacemos:
v(mf) = log(Nm.!at)' (D.5)
Sabemos que m, = M,/P,; ¥ N,... = m./a,, derivando, (D.5), obtenemos
av'(m,) = L (D.6)
‘ ' ﬁm,t ’ .
pero
u(c,) = flog(c.)
[ (D.7)
=) ——, .
o (mu s n)“‘)
De acuerdo al Apéndice C, sustituyendo el valor 6ptimo de 3, tenemos
08
t) = ! N P Y BT .
wte) =018 () (%)
la. derivada de u(c,) es
N1
o) = LEAAFT) (D.9)
Sa,
entonces,
'
é
Y ,(m‘) = — (D.10)
wie)  (1+0)(1+7)N,.
Finalmente la ecuacién (3.4.2) se deriva de manera automética
4 ; —
vim) _i1=m) (D.11)

wle,)  (1+7.)
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Derivacién de la ecuacién (3.4.2)
Consecuentemente la ecuacién, (3.4.2), se deriva de manera automética de la

ecuacién, (3.3.4},

1 . .. . Apl ¢
e = =y [P = (Ne + N, )05+ Ny O — O o — — +
o A wwTy py w AL
(D.12)
sustituyendo el valor de £, en la ecuacién, (D.12),
H (1+8) . . Aplp Pb
— = 7+ (1= N, Jobh — Ne . - - ,
A 5 [ T + ( )% — NeOpi + Tpr + Tt e (1+9)]
(D.13)
¥y
v'{m,) ']
wle) (14 0)(1+ )N
1 . .
= '{1—_!_1-_:)- [—Tm + (1 - Nk,t)o-i - Nk,,cl'pk + Tp, (D‘14)
Aplp _ o
1 +ﬁk,:yp (1+8) ’
claramente se llega a la expresion, (3.4.2),
v'(m,) - Aplp b
14+ 7) =m — N, (0% +0p)+0p + - -
u,(ct) ( ) ke, ( P Pk) P 1 +Nk,tVP 1+8 (3_42)

=i(l—-71,) >0
Derivacién de la ecuacién (4.2.4)
Para la derivacién de la ecuacién, (4.2.4), se necesitan las ecuaciones, (4.2.2) y la

(4.2.3),
dk, = Ndu,, (4.2.2)

(1 - Tp)dyc =dv, + dk,, (423)
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sustituyendo la ecuacidn, (4.2.2), en la ecuacion, (4.2.3),

(1 -7}y, = dv, + Ndu,, (D.15)
pero Nu, = k,, entonces
da,
Nu, ” = dk,, (D.lﬁ)

la ecuacion, (4.2.4), aparece de manera natural

du, (1-7,)dy, —dv,

. 5 (4.2.4)

Derivacién de la ecuacién (5.3.2)

Para la obtencién de dicha ecuacién aplicamos logaritmo de ambas partes,
log B, — log M, = logk,. (D.17)

8i derivamos la ecuacién (D.17) obtenemos

dB, _dM,
B =i (5.3.2)

Derivacién de la ecuacién (7.1.2)

Utilizando el lema de It6* para la derivacién de la ecuacién, (7.1.2), tenemos que

si

Nrkt Mt
= e —, 1.
Pﬁ Nm‘t k‘ (7 1)
entonces, la derivada, dP,, es
P, JP, 10°P, 2 [igd i
_ 9% 2 M.dk
dF [8Mt dM. + op=dk, + 5 op M+ a1 g, AMdk
. (D.18)
10°P, . | Nuo
2 Bk dk. J N..

* véase el Apéndice A.
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si utilizamos la funcién descrita en la ecuacidn (7.1.1)

1 M, 1 M, N,
dP, = [k—‘th — k—fdkt - k—?thdk, + k—?‘dkf] N"" , (D.19)
factorizando 1/%,, resulta
[ dk, dk, dk V] N
dP, = I:k, (th Mt-E dMaF‘ -+ M, ("“k—t—) "J-Vr'::, (DQO)
entonces,
ldM,  dk,  (dM.\ (dk. dk \*| .. M,
s G- (50 (B)+ (B) [ om0
que de manera natural obtenemos;
dP, dM, dk, (dM.\ (dk, dk.\*
P~ M, ke'(Mt)(kt T\ (7.1.2)

Derivacién de la ecuacién (7.2.1)

Sustituyendo las ecuaciones, (5.1.1), (5.2.1}, (5.3.1} en {5.1)

Gykdt +vk,o,dW, . + ¥k, dQ, . — (A7 +d7ay) +M AR, , +0,dR, . = dm, +db,,

(D.22)
factorizando 1/a,
ke (gt + o, dW, , +1,dQ, ) — ——(dﬁ'z + d72.)
- b dm, db (D-23)
+ —‘dRm,‘ + —dR,, = LN R
@y Gy @y Gy

recordando la ecuacién N, = m./a, para j = m, b, k, la ecuacién (D.23) toma

la forma

d t d 1t
";—’j‘ (Gt + 0, AW, + ,dQ, ) — FTas £ 70

a,
M\ M B\ B ,
4 Rt RidBy = - (E) L (5) E, -
P o
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lo que resuita es la ecuacién, (7.2.1),
dr, +dn,)

M, B
d (ILI;Z) d %LRL) :%[gdt o, dW,, +1,dQ,.] - ¢ o

+ Nm,:dRm,: + Nb.thb,n

Nos + N,

(7.2.1)
si utilizamos la ecuacién, {5.3.1), para dejar todo en términos de M, entonces
obtenemos

M
(?‘) s - (dT]_: + d‘?’z,t)
(B B =t 4 0,0, 41,00, ) - SRR

t

+ N, dR,., + N, dR,..
Para obtener la diferencial de d (M,/P,) utilizamos el lema de It6, después las

funciones de impuestos se sustituyen dr,, ¥y dn, y finalmente se obtienen las

ecuaciones, (7.2.3), (7.2.4), (7.2.5), sila f(M.,P,) = M,/P,,

df:d(%) [afdM+ade+162fdM2 & amap,

P, M, apr, 2 M2 OM, 8P,
1 a*f
2 ap:? dP. ]
{1.25)
obteniendo la derivada
Ca(My [l Map 1 M, i
df =d (—E) = [RdM' 2z dP, P dM AP, + P dP; jt, (D.26)

factorizando M, /P,

a=a(F)=[5- % -G () (B) % om

sustituyendo las ecuaciones, (2.1.1) y (5.2.1) e igualando, tenemos

T :’YNk,eg - [Nm,t + Nb,tlﬂ + Nb‘ci(l - Ty) - Nb‘ti’ry

] e (123)
—Jor, (1 = 7)) + 1] YN + [N,,. N, (Orp — VP AR) =T, e

&
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o dW, , =— [Nm,t +-‘r'\“rb.¢]0'MdWM‘t+7Nk,ecgdwg,t _[aTu(l _TP) +Tp}7Nk,tavdWy,t7
(7.2.4)

v
v d@.., = ~—[I\A/’,,¢,e + Nb,,]deQM,t +4N, 1,4Q, . ~ [ar,(1 ~7,) + Tp]ﬁk,wﬂde,t.
(7.2.5)

Derivacion de la ecuacién (7.3.1)
Para la derivacién de las varianzas se necesitan las ecuaciones, (7.1.5}, (4.3.4) y
(7.2.4). en particular la obtencién de la ecuacién, (7.3.1.2)
opdWp, = oy dWy, — (o AW, . — o, dW, ), (7.1.5)
si elevamos al cuadrado lo que resulta es
0% = oy + 70} + 75) — 20y, (7.3.1.2)

para la varianza que se obtiene en, (7.3.1.3) se necesita elevar al cuadrado la

ecuacidn, (4.3.4), lo que resulta
or = (1 -7,)*(1 - an,)*y’a), (7.3.1.3)

ahora, para la varianza que resulta de la ecuacidn, (7.3.1.4), ésta es obtenida al
elevar al cuadrado la ecuaci6n, (7.2.4) y se obtiene
02 = (1 = Ny, )05 + 7N op + [om, (1 - 1) + B N og
(7.3.1.4)
+2(1 — Ny far, (1 — 7,) + 7o YNe o Ty

Ahora para las covarianzas, (7.3.1.5)-(7.3.1.7), se necesitan las ecuaciones, (7.1.5),

(4.3.4) v (7.2.4)

opdWe, = 04 dWye, — 1(0,dW, . — 0,dW, ), (7.1.5)
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{1 -7)dy, = dv, +dk. (4.2.3)

o, dW, , = -[Nm,t +I§fb,,]onWM.t+"/Nk‘¢ogdes,—[a’ry(I—T,)+T,,]fyl\7,,.,0,de'“
(7.2.4)
de manera inmediata la covarianza de op, se obtiene del producto de las ecua-

ciones, {7.1.5), (4.3.4),
ors = (1~ 1}~ an,)v(aw, —v0,), (7.3.1.5)

luego al igual que la covarianza anterior, ésta se obtiene del producto de la ecua-

ciones, (7.1.5), (7.2.4) lo que resulta
Opr = —(1 - Nk.t)o-;r - [C‘Tv(l - Tp) +Tvl'yNk.t0Mv
(7.3.1.6)
+ (1 - Nk,t)'yo-Mu + [aTy(l - Tp) + Tp]'Y:Nk.lo-: + 72N1=.=0';:

finalmente la ltima covarianza es obtenida de las ecuaciones {4.3.4) y (7.2.4)

O = —{1 = ,H1 — a7, }(1 = N, }7Tuty
(7.3.1.7)
= [or, (1 — 7,) + 7,](1 — 7.)(1 — a7, )7 Ny .07,
Derivacién de la ecuacién (7.3.2)

Como se menciona en la ecuacidn, (7.3.2), este resultado se obtiene para el caso

particular de Turnovsky cuando la

- A
Nk,tlu;a:llk:o = E, (3-3.11)
luego
- A ri—ri 4ol OptOp, t Ok,
Nk..cll/p=Vk=0 - B - O'zp +20Pk +0_: 3 (D.ZS)
¥
Nk-f(ai + zo-Pk + U:) = ’r:c - Tb‘ + 0’: + Tpg + Tpr + Tery (D.29)
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sustituyendo las varianzas y covarianzas obtenidas en la serie de ecuaciones,
(7.3.1), tenemos,
r=rp = Mool [(1=n) (1 - an)? =201~ 7,)(L - an)
—(an,(1= 1) +7,) + (on,(L= ) + )i = 7)1 —ar)|  (D30)
~420%((1 — No) + (1= 1,)(1 — o)) — 7?02 + Y0uys
agrupando términos serejantes

1"; - 'n‘”; = _7203 [Ct'?"y(l - Tp) -+ TP] - 720; + Y pry (732)

Derivacién de la ecuacién (7.3.10)

Para esta derivacién necesitamos la ecuacién, (7.3.2), que como lo mencionamos
en parte anterior esta ecuacién también resulta del caso particular de Turnovsky,

si sustituimos las varianzas y covarianzas que aparecen en las ecuaciones, (7.3.1),
(1-7)1-an)y=il-7,) -7 +0} +v02(1—7,)(1~ar,) =y, (D.31)
entonces
(1- 1)1 ~ar)v(l —yo?) =il —7,) — 7" + o}y (7.3.10)
Derivacién de la ecuacién (7.3.12)

Recordemos gue
Noe=1—(N,..+N.) (D.32)

al sustituir N, ., 7 =m, b k
Noo=1-(

M,/P, + Bg/P:) ,

Qy [+
Gy
=1-N,.01+c);
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al sustituir el valor de N,., cuando se ha alcanzado el equilibrio en {D.33), se

obtiene
- (1+ &)
N,=l— 3.
ot (1—7,)(1+8) (7.3.12)
Derivacién de la ecuacidn (7.4.1)
La derivacién proviene de la manera de N,,. = m./a,, donde m, = M, /P, y
a, = m, + b, + k,, entonces
7 Me/Po
N, = —— (D.34)
’ M, + B,
b+ B +E)
Derivacién de la ecuacién (7.4.2)
Tomando en cuenta la derivacién anterior y factorizando, M, /P,
§ )
_———k Py = (M, + B,) + M, D.
onare T T oA kT B M (D-35)
Y
_ 8 MiQ-r)1+8)
P, = =)0 50) (M, + B,} + 5, , (D.36)
obteniendo la ecuacidn, (7.4.2),
i _ (1 _
p o =B +0M ~ S+ B) _1-n)A+0) 0048 o

. 6k, k. /M,
Derivacién de la ecuacién (7.4.4)

Las ecuaciones en, (7.4.4), resultan de manera inmediata por (7.4.3), tenemos

i1 =71 +0) > 6(1 + &), (7.4.3)
entonces
~ 1
N t 3 D.
0<N,. < ) {D.37)



luego para N,, = B./P,a, o bien,

- M, /P,
Noe=58 e/ : (D.38)
@y
¥
0<N,, < 5 (D.39)
"= (1+k) :
Para la V, , utilizamos la ecuacién, (3.3.2),
0<N,..+N,, <1, (D.40)
v
0<1-N,, <1, (D.41)
finalmente se obtiene
0<N,, <1 (D.42)
Derivacién de la ecuacién (8.2)
Para la derivacidn de esta ecuacién hacemos,
c.{l+ T,
0 =0 log{c.) — log (N...,a,) — 63, — 6B log {a.) — B, (%m-ﬂl)
* (8.2
14+6), . . L 1(1+8)p
+ ( 5 )[N,,mrm + Nty + Noorie — 7] — 5( & )p_
donde A
2 ~ ~ o~ ”~ ~ ~
o= Jim S o 4 R0k 4 B0t 402 = 2+ B0
+ 2(Nm.t + Nb,l)o-P,f - ZNk,eUkr
- - v
+ ﬂz [AP l:lOg (1 - (Nm.: + Nb’t)iﬁ)]
+ Aflog(1 + Ny o2)] + A flog(1 — v,)]] .
(8.3)
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Derivacién de la ecuacidn (8.5)

Para la derivacién de esta ecuacién elevamos al cuadrado la ecuacidn (3.3.1)

b =2 1log(86) — log (14 0)(1 + 7.)] + Elog N, — &
, (8.2)
(L+8) Y $ o Y(14+0)p
-+ 5 [N,n,g'rm -+ Nb,t?'b + Nk.erk — 7 - 5_—62_“

donde  denota el valor dptimo v;

PR T E(da*)z_ \ T Y242 2 2 2 \ " v
p - iltnn{] dt ""'(Nm.t + Ab,t) JP + Nk,gak + 0'1. Q(Nm.t + Nb,t)Nk.tJPk

+ 2("?0-71\.: + ﬁb.t)o-P-r - ZNk,thr

- . v
+ 5| Ap [log (1 — (N, + Nb,n)ﬁ)]
+ Acflog(1+ Ny 2] + A [log(1 - u,_)]} ;
(8.3)
¥y
E{de,)? - N - " ~ -

= d‘timo"% (e + Ny Y0% + B2 ,02 + 0% = 2N + N, )N, 00

+ Q(Nm.t + Nb,t)apr - 2]\7&,;0'::1-,
sustituyendo las varianzas y covarianzas obtenidas en las ecuaciones, (7.3.1), y

agrupando términos semejantes lo que resulta
= 7o, + o) (8.5)

Derivacién de la ecuacién (8.7)

N 8
Nee=1-- {1+ k)

AT (7.3.12)

entonces
§ o Hl=T)(1+6)—8(1+k)
ST R Yo ) T

(D.43)
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recordando que N, , = k. fa, y a, = k,/N..,, la ecuacion, (8.7), es obtenida

i1 —7,)(L + 0)k,

= A )1 +8) -0+ ) 87)
Derivacidn de la ecuacién (8.11)
La demostracién se hace utilizando la ecnacién, (7.3.13),
. 86
efi(l-m)} = , (D.44)

(1 +6) [1 -1 1_2;)?:9 ]

si definimos i, = [i(1 — 7,)] y obtenemos la derivada de,fi(1 - 7,)]/d[2(1 — 7,)],

de [i(1 ~ 7,3 _ 4061+ 6)(5.(1 +8) — (1 + k)8) — B8, (1 + 6)°
dii(1-7,)] (v(1+ )P (i. — (1 +8) — (1 +r)0))
_ (14 k)52
T i, — (14 8) ~ (1 + k)E))?

al sustituir la ecuacién, (D.45), en la ecuacién, (8.10), V{a.), diferenciamos las

(D.45)

ecuaciones, (8.8) y (8.9) respecto de i(1 — 7,} obtenemos

av _ 1 (1+6)y (1+ x)5%6
di(t-7,)] ol -7} * ( 6 ) [v(ia -+ -1+ n)é))”}
+(1+9)[ 1 3 (1+86) ]_0
& Fl~7) [Q-1)1+0)]-61+k); -
(D.486)
equivalentemente,
—i2(1 4 ) + 8(1 + w)(1 + 8)04, + &(1 + x)*0. (D.47)

Derivacién de la ecuacion (8.13)

La derivacién radica en la solucién de la ecuacion, (8.12), que se puede reescribir

aplicando la funcién signo como

21+ 6)2 — 6(1 + K) (1 + 0)8r, — (1 + k)0 = 0, (8.12)
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cuya solucion es

=S [ (43) ] o

Derivacién de la ecuacion (11.1)

Para la derivacién de la ecuacién, (11.1), se necesitan las ecuaciones, (7.3.9) y

(7.3.10)
(1
==y |l— %{jﬂ =G|+ (@ + ol +IA, + N — v, (T.3.9)
t
¥
A-7m)1-ar)y(l—2ol)=i(l-7,) -7 +o%, (7.3.10)

sustituyendo en (7.3.10), la ecuacién {7.3.9) tenemos

fo = (1= 7)(1 = o )Yl —y02) + p° — o}, — (1 — e.(2) ~ 7}

(D.48)
+ 4ol + ol H i, F0AL),
lo que finalmente resulta
=0, =i, —yle.i) + g+ Yo +WIA, + VI, = Tag ] (11.1)
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