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Introduccién

El objetivo de este trabajo ¢s estudiar y describir algunos de los resultados més impor-
tantes obtenidos por Alfred Young referentes a las representaciones del grupo simétrico.

El problema que ocupé la atencién de Young y que inicid la teorfa desarrollada por &l
fué el de resolver ciertas ecuaciones que surgieron en su estudio de la Teorfa de Invariantes.
Estas ecuaciones, referidas en textos de la época como ecuaciones substitucionales, son
del tipo LX =0, donde L es un elemento dado en C[S,] y X es un elemento en C (Sa)
por determinar. Young demostré que cada ecuacidn puede ser reducida a un conjunto
de ecuaciones matriciales y en consecuencia gran parte de sus articulos publicados entre
1900 y1935 estdn dedicados a la presentacién de las representaciones irreducibles del
grupo simético de una forma explicita.

Esta tesis estd basada en su mayor parte en el libro Substitutional Analysis de D.E.
Rutherford. Como el mismo autor explica, el libro pretende unificar el trabajo de Young
usando su lenguaje matemdtico pero unificando la notacién, variando el orden ¥ en oca-
siones incluyendo nuevas demostraciones debidas a matemdticos como von Neumann,
Robiuson y Thrall. El lenguaje de médulos no es usado en este libro.

La forma de abordar el tema en este trabajo serd empleando objetos combinatorios,
distintos tipos de tablas de Young, y aplicando resultados de la teorfa general de re-
presentaciones de grupos y de la teorfa de médulos sobre un 4lgebra de grupo. Una
apoximacién combinatoria al tema se encuentra en el libros como Young tableaux de W.
Fulton y The Symmetric Group de B.E. Sagan, [9]; una aproximacién con lenguaje de

médulos se encuentra en el libro The Representation Theory of the Symmetric Group de



G. D. James y A. Kerber.

Varios de los resultados consultados fueron reescritos con el lenguje de médulos y sus
demostractones fueron sustituidas por demostraciones que utilizan resultados de la teorfa
correspondiente y son en consecuencia considerablemente mds simples. También, algunos
resultados expuestos en el libro de Rutherford sin la verificacién de ciertos cdleulos o sin
la explicacion de todos los casos posibles, estdn expuestos en la tesis sin tales omisiones.

El Capitulo 1 es un repaso de resultados generales de la Teorfa de Representaciones
de Grupos y estd basado en los libros Representations and Characters of Groups de G.
D. James y M. W. Liebeck {7] y Representation Theory of Finite Groups and Associative
Algebras de C. W. Curtis y 1. Reiner {2].

En el capitulo 2 estudiamos la descomposicién de un #lgebra de grupo en ideales
minimales y en ideales bilaterales. Est4 basado en el libro Representations of Groups
with Special Consideration for the Necds of Modern Physics de H. Boerner [1, Cap. II1.

El primer objetivo del Capitulo 3 es construir un conjunto completo de C [S,,] —médulos
_____ (/) un campo de caracterfstica cero. Para elle se definen clementos del dlgebra de
grupo asociados a tablas de Young, los simetrizadores de Young. Estos clementos gene-
ran C'[8,] —modulos irreducibles isomorfos si y s6lo si estdn generados por simetrizadores
asociados a tablas de la misma forma, o dicho de otra manera, a la misma particién de
n. Como el ndmero de C[S,] ~médulos irreducibles es menor o igual que el nimero de
clases de conjugacion de S, y estas se encuentra en correspondencia biyectiva con las
particiones de n, el resultado anterior permite obtener el conjunto completo buscado. Se
demuestra tambi¢n en este capftulo que la dimensién de los C[S,] —médulos generados
por los simetrizadores de Young no depende del campo. Es este hecho el que nos permite
exponer resultados que generalmente son vilidos para campos algebraicamente cerrados
suponicndo simplemente £ de caracterfstica cero.

En el capftulo 4, a través de los simelrizadores de Young definidos en el capitulo 3, se
construye una C--basc del dlgebra de grupo C'[S,] y C—bases para los C {S,| —médulos

generados por ellos. Sin embargo, las representaciones matriciales asociadas son dificiles



de calcular pues las fSrmulas para multiplicar simetrizadores de Young no son sencillas.

Se introducen en el Capitulo 6 las unidades seminormales, elementos del dlgebra
de grupo para cuya definicién son necesarios los simetrizadores de Young. Estos nue-
vos elementos nos proporcionardn también una C'—base de C[8n] y C—bases de los
C [Sa} —m6dulos generados por ellos. A diferencia de las relaciones satisfechas por los
simetrizadores de Young, las relaciones que satisfacen las unidades seminormales son
simples y en consecuencia las representaciones matriciales asociadas son més sencillas de
calcular.

Segiin el teorema de Ramificacion, expucsto en su versidn matricial en el Capitulo 6,
es posible expresar la matriz seminormal de una permutacién 7 en Sy tal que T{n) =n,
como una suma directa de matrices seminormales de S,_,. Fste resultado, junto con el
lema de Schur, es utilizado para dar explicitamente las matrices correspondientes a un
conjunto de generadores de S,

En el dltimo capitulo obtendremos una férmula combinatoria para calcular los carac-
teres del grupo simétrico. La demostracién estars basada en los resultados obtenidos a
través de las unidades seminormales.

Finalmente es importante mencionar que la representacién semincrmal es atin de
gran interés pues es probable que se puedan generalizar las ideas de su construceisn para
estudiar representaciones irredecibles de dlgebras de Hecke afines asociadas a grupos de

Coexeter.



Capitulo 1

Representaciones de Grupos.

En este capitulo se exponen las definiciones y los resultados de la Teorfa de Represen-
taciones de Grupos que serdn usades en el transcurso del trabajo. Las demostaciones se

encuentran en los libros [7] y [2).

En todo el trabajo usaremos la siguiente notacién.

Notacién.
G grupo finito.
c campo de caracterfstica cero.

Para los fines de este trabajo es suficiente exponer los resultados de Teoria de Re-
presentaciones de Grupos para campos y grupos con las caracterfsticas requeridas en la

notacién anterior. Sin embargo, algunos de ellos son validos en casos mds generales.

1.1 C[G] —médulos.

Definicién 1 Sea

ClG) = {ZagglagEC}.

9eG

Con las siguientes operaciones C[G] tiene estructura de C— dlgebra:

z Gag+ Z byg =Z {ag+ b} g

geC geC 96@



( agg) ( bgg) :A ah bk g
geC 3G geCG | (hk)
hk=g

c (Z a_,,g) =Z cc;gg, siee C

geC e
Usualmente a esta digebra se le Hama el dlgebra de grupo de G sobre C.

Definicién 2 Un C{G] —mddulo izquierdo es un grupo abeliano V junte con una

multiplicacidn

ClGlxV -V

{(z,v) — zv
que satisface para todo z,y € CIG], u,v eV

z{ut+v)=zut+zv
(z+y)v=xv4y
{zi) v ==z (yv)

legr=v
Observacién. Como C[G)] es una C—dlgebra, V' es automdticamente un espacio

vectorial sobre C :

av = (algg) v acC,veV

De ahora en adelante C [G] —médulo querrd decir C [G] —médulo izquierdo a menos

de que se especifique lo contrario.

Definicién 3 Sean V y W dos C[G] —mddulos.Una aplicacion f : V. — W es un

C [G] —homomaorfismo, o eguivalentemente un homomorfismo de C[G] —mddulos, si



Flo+w)=f)+ f{w) v f(zv) = o] (v} para todo 5 € C[G], v,w € V. En particular,
f es C—lineal

Definicién 4 Un C|[G] —isomorfismo es un C[G] —homomorfistno biyectivo.

Definicién 5 V y W son C [G] —mddulos isomorfos si eriste un C |G| —isomorfismo

fiV W

Definicién 6 Sea V un C[G] —mddulo. Sca W un subgrupo aditivo de V. Diremos que
W es un C[G] —submddulo de V sizw est6 en W paratodoz € C[G), wE W. Si V es
distinto del espacio nulo, diremos que V es irreducible si no tiene C [G] —submddulos

distintos de V' y del nulo; en caso contrario diremos que V es reducible.

Definicién 7 V s completamente reducible si pura cada C [G] —submddulo W de V
existe otro C [G] —submddulo W' tal que V = WP W’

Nota. A los C'[G]-médulos irreducibles también se les llama simples.

Teorema 8 (Maschke). Todo C[G] —mddulo es completamente reducible.

Notacidn.
Endci (V) anilio de C [G] —homomorfismos de V en V.
D dlgebra con division.

M, (D) anillo de matrices de tamafio n x n con entradas en D.

Lema @ (Schur). Sean V y W dos C |G| —mddulos irreducibles. Entonces

1. 5i f:V — W es un homomorfismo de C [G] —mddulos, entonces f =06 f es un
1somorfismo.

2. Si ademds C es algebraicamente cerrado, entonces todo C [G] —homomorfismo

f:V =V es un maltiplo escalar de la iransformacion identided de V en V.



Corolario 10 51V es un C [G] —mddulo irreducible entonces Endgig) (V) es un dlgebra

con division; y si C es algebraicamente cerrado Endgig (V) = C.

Definicién 11 Diremos que los C [G] —~mddulos irreducibles Vi, ..., V; forman un con-

Jjunto completo de C |G| —mddulos irreducibles si se cumple lo siguiente:
1. §iV es un C[G) —médule irreducible entonces V 2 V; para algunai , 1 <i<r
2 V.2V siid#]

Por el teorema de Maschke, al C [G] —médule C [G] es posible descomponerlo en una

suma directa de C [G] —submédulos irreducibles.

Teorema 12 Si C{G)| =U1 @ ... B U, es una suma directa de C [G] —submédulos irre-
ducibles, entonces todo C [G] —mddulo irreducible es isomorfo a uno de los C [G] —mddulos

Ui, 1 €1 <s.

Teorema 13 Sex D; = Endey (Vi) . Si {V4,..., V.} es un conjunto completo de C [C] —modulos
trreducibles, existe un isomorfismo de C—dlgebras 1 : C[G] =0 M, {D;) tal que 519

i1
ClG] = VP @ ... B V2™ es un C [G] ~isomorfismo entonces Yo" (VE™) = M, (D).

Corolario 14 Si C[G]| = VP @ ... VE™ entonces
r < niumero de clases de conjugacion de G.

Corolario 15 Si C es algebraicamente cerrado y C[G] = V' @ ... @ V@™, entonces
1. ClG)= @1 M, (C).
i=
2 n; = dimgV,.

2. 1G] =% n2

=]



4. v = mimero de clases de conjugacion de G.

1.2 Representaciones lineales y matriciales.

Definicién 16 Sea V un espacio vectorial de dimensidn finite. Una representacidn
lineal de G en V' es un homomorfismo de grupos p . G — GL(V), donde GL (V) es el

grupo de isomorfismos C—lineales de V' en V.

Definicion 17 Sean p, una representacion lineal de G en V y Ps unae representacion
lineal de G en W. Las representaciones p, y p, son equivalentes si eriste ¢ V — W

isomorfisino lineal tal que

P2 (g) =¢op (g)og™! para todo g € G

Proposicién 18 Hay una correspondencia biyectiva entre los C |G| —mddulos y las re-

preseniaciones lneales de G :

Proposicién 19 5ip: G — GL(V) es un homomorfismo, entonces ¢l espacio vectorial

V con la multiplicacidn

ClGlxV -V
(550) ) S
geC el

es un C [G] —mddulo.
5tV es un C{G] —mddulo entonces, la aplicacion p, : G — GL(V) definida por
p, (9) = gv es un homomorfismo.

Las dos asociaciones anteriores son inversas una de lo otro.

Proposicién 20 Sean V y W C[G] —mddulos. V y W son isomorfos si y solo si p, es

equivalente a p,,.



Definicién 21 Una representacién por matrices de G es un homomorfismo de gru-
pos p: G — GL, (C), donde GL, (C) dengpla al grupo de matrices invertibles de tamario

n x n con coeficientes en el campo C. El grado de p es n.

Definicién 22 La representacion p 1 G — GLy (C) definida por p{g) = [1] para toda

g € G, se llama la representacidn trivial de G.

Sean V un espacio vectorial de dimensién n y B una base de V. La aplicacién ey :
GL(V) — GL, (C) definida por eg (T") = {T],;, donde {T]; es la matriz asociada a T cn
la base B, es un isomorfismo de grupos. El siguiente resultado es consecuencia de este
hecho.

Proposicidn 23 Sea V un espacio vectorial de dimension n. Hay una correspondencia
byective entre las representaciones lineales de G en V' y las representaciones de G por

matrices de tamafio n x n, dada por
(p, :G— GL(V)) —— (egop, : G — GL, (C))

Definicién 24 Dos representaciones por matrices p; - G — GLn (C) y py : G —
G L, (C) son equivalentes sin =m y existe A € GL, (C) tal que

pa(9) = Ap (g) A™! pare lodo g € G
S5i p, es equivalenie a p, escribiremos
[

La correspondencia de la proposicién 23 preserva equivalencias.

Definicién 25 Una representacidon por malrices p : G — GLo (C) se llama irredu-
cible, reducible, completamente irreducible si C* con la estructura heredade de

C [G] —médulo es irreducible, reducible o completamente irreducible.

10



En los capitulos 6 y 7 usaremos las siguiente versién matricial del lema de Schur,

Lema 26 (Schur) Sean p, : G — GL, (C‘) ¥ oy G — GL, (C) representaciones irre-
ductbles de G. Si C es algebraicamente cerrado y A es una matriz de tamanio n X m tal
que

pr(g) A = Ap, (g) pera toda g € G,

entonces

0 51 py %
A= P17 P
’\[n 51 [ 2

donde 1., es lo matriz identided de lamafio n xn y A estd en C.
1.3 Caracteres
Definicién 27 Si A = {a;;) es {a matriz de tamario n x n cuya entradae (i, §) es ayj, con
ay, € C, entonces lo traza de A, denotada tr{A), se define de lu siguiente manera:
ir (A) =Z [+FH
i=1
Definicién 28 Sea T : V — V una transformacion lineal y sea B una base de V.

r{T) = tr(({T]g)
4

Nota. Como tr{MAM™') = tr(A) para cualesquiera watrices A y M de tamafio

n % n, la definicién antertor no depende de la eleccién de la base.

Definicién 29 Sea V un C |G| —mddulo y sea p, : G — GL(V) su representacion lineal
asociada. El cardcter de V' es la funcidn x : G — C definida por

x{g) = trp, (9))

Se dice también que le funcidn x es un cardcter de G.

11



Definicién 30 x es un caricter irreductble de G i x es el cardcier de un C {G] — mddulo

irreducible.

Proposicién 31 Si ¢ y h son elementos conjugados del grupo G, entonces

x(9) =x(h)
para todo cardcter y de G.

Teorema 32 Sean V y W dos C |G} —mddulos con caracteres x y ¥ respectivamente.

Entonces V y W son isomorfos si y sélo st x = .
% denotard el espacio vectorial de todas las aplicaciones de G en C.

Definicién 33 Sean ¢ y v € C°,
. ! -
{p.¥) 1= = S el@v(s™)
Gl %
{, )} es un producto interior. St C es el campo de los niimeros complejos entonces

1 -
o) = S wle) 9 (9)

g€EC

Teorema 34 Sean x,,...,x, los caracteres irreducibles de G. Si ¢ es cualquier cardcter

de ', entonces

¥ =dix, + .. +dix,

pare algunos enteros no negativos dy, ..., dy. Mds adn,

di ={v,x) pare toda 1 <1<k, y

k
W)y =y _ d?

12



1.4 Restriccién de una representacién y representaciones inducidas.

Definicién 35 Si H es un subgrupo de G y V es un C [G] —mddulo, la restriceidn de
V en H, denotada Res§; (V), es el espacio vectorial V con la maudtiplicacidn de C[G] en

V restringide ¢ C [H].

Definicién 36 Si H es un subgrupo de G yV un C [G] —mddulo, la representacion indu-
cida en G desde H, denotada por IndS; (V) , es la representacion asociada al C [G] —mddulo
Clol & V.

ClH]

Teorema 37 (Reciprocidad de Frobenius) Sean H un subgrupo de G, V un C [G] —médulo
y W un C[H)—mddulo. Entonces

(Indf; (xw) s Xv) = (aw  Res (xv )

Proposicién 38 5i H es un subgrupo de G y C la representacion trivial de H , entonces

Ind; (C) = C[G/H|

13



Capitulo 2

Algebras de Grupo e Idempotentes.

En el capitulo anterior vimos que cualquier € [G)—médulo es una suma directa de
C [G] —submédulos irreducibles y todo C[G] —médulo irreducible es isomorfo a algin
C [G] —submédulo de C[G). En consecuencia, es posible estudiar los € [G] —médulos
restringiendo la atencién a los C [C] - submédulos irreducibles de C |G}, o lo que es equi-
valente, a los ideales minimales de C [G].

Existe una manera sencilla de obtencr ideales izquierdos de un 4lgebra. Si ¢ es un
elemento de C'[G], entonces el conjunto de elementos de la forma zc con z arbitraria
evidenteniente constituye un ideal izquierdo, el ideal izquierdo generado por ¢, simbéli-
camente C {G_] c. Veremos en este capitulo que todo ideal izquierdo de C[G] puede ser
generado de esa manera, y més aun, entre sus elementos generadores habra siempre al
menos un elemento e tal que €2 = ¢, es decir, tal que sea idempotente.

Para este capitulo se consulté el libro (1, Cap. III].

Definicién 39 Sea R un anilo. Se dice que I es un ideal izquierdo de R si I cumple

las siquientes dos propiedades:

1. I es un subgrupo de R bajo la adicidn.

2 Para todax ¢ [ ytodaa € R, ax estd en [,

14



Nota. Los ideales que estudiarcos seran siempre ideales izquierdos del dlgebra de

grupo.

v

Definicién 40 Un ideal izquierdo minimal de H, es un ideal izquierdo I que no

contiene ideales de R distintos de I y del ideal nulo.

De las definiciones anteriores y la definiciones de C [G] —submédulo y € [G] —médulo

irreducible del capitulo anterior, se siguen las signientes equivalencias:

e [ &s un ideal izquierdo de C [G) si y sélo si [ es un C [G] —submddule de C[C].

o [ & un ideal izquicrdo minimal de C[G] si y s6lo si [ es uu C [G] —submédule de

C G irreducible.

Definicién 41 Sean I, I' ideales izquierdos de C[G]. I e I’ son equivalentes si son
womorfos como C |G} —mddules. Una equivalencia enire [ ¢ I' es un isomorfismo

¢ 1 — I' de C[G] —mddulos.

Teorema 42 En tedo idead izquierdo I de C[G] etisle al menes un idempotente e tal

que genera a f.

Si denctamos con [’ a un ideal izquierdo de C[G] entonces de acuerdo al teorema de
Maschke 8, existe otro ideal izquierdo I” tal que C'[G] = I' (B I". Se sigue que el teorema

42 est4d contenido cn ¢ siguiente teorema.

Teorema 43 Si C[G] = I'@ [ es una suma directa de dos ideales izquierdos y 1 =
€ 4¢ cone €I ye' € I, entonces I' = C[G)e’ y [" = C[G]e". Ademds, los

generadores ¢ y €” son idempotentes ortogonales, es decir, e’ =¢"e’ = 0.

Demostracién. Seax € C[G]yseanz =z'+z"yl=c'+e"cona’,e' € 'yz" " € 1"
Entonces muitiplicando por z la descomposicion del 1 concluimos que xe = ' y ze” = z”.

Si z esté en I’ entonces z = ze’. Ademds, como e’ estd en [, para toda z en C[G] se

15



tiene que ze’' estd en I'. Se sigue que los elementos en [’ y s6lo estos pueden ser escritos
de la forma ze'. Por lo tanto, I' = C'[G]¢', Andlogamente /" = C [G}e".

Multiplicando por €', por la izquierda y por la derecha, a la descomposicién del 1
tenemos que & = (&'} + e”¢’ = (&')° + ¢'e”, lo cual implica que ¢ — {¢)? = "¢’ = ¢e”
estd en I’ N I". Por lo tanto, €' es idempotente y ¢'e” = ¢’ = 0. Andlogamente, ¢ ¢s
idempotente. &

Observacion.

El teorema 43 también es vdlido cuando se reemplaza C |G por un ideal izquicrdo .
En la demostracién solamente se debe reemplazar 1 por un clemento generador e de /.

El siguiente teorema generaliza al teorema 43. La demostracion es semejante por lo

cual se omitird.

Teorema 44 S C |Gl =L B LGB ... B Ir es una descomposicidn de ideales izquier-
dos, entonces se obliene un conjunio |, ey, ...e, de generadores para estos ideales a través

de la descomposicion del 1. Ademds, c;e; = 8¢, donde b;; = 1 sii =5 yby; =0 sidi # j.

Definicién 45 Sean e y ¢’ elementos idempotentes de un anillo R. Se dice que e y €'

son idempotentes ortogonales si ee’ = e'e = (.

Definicién 46 Un idempotente se llama primitivo si no exisle ninguna descomposcion

e=¢ +e", con €, e" idempotentes ortogonales distinios de cero.

Teorema 47 Sie es un idempotente primitivo, entonces el ideal izquierdo C |G| e gene-
rado por e es minimal. St I es un ideal minimal, entonces fodo idempotente que genere

a I es primitivo.

Demostracion.
Supongamos que € es primitivo y C[(] e no es minimal. Por la observacion al teo-
rema 43, es posible descomponer al ideal C'[G]e en una suma directa de ideales cuyos

generadores contradicen Ia suposicién e primitivo.
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Para la segunda parte del teorema, supongamos que ¢ no es primitivo y que genera al
idcal minimal /. Entonces existe un par de elementos ¢ y ¢” idempotentes, ortogonales
y distintos de cero. tales e = ¢’ + €”. Se sigue que la suma C[G)€ + C[G] e” es directa
Si T estd en C(G]e entonces © = ze = (¢ + ") = ze' + z¢” y por lo tanto z estd en
ClGleDC[Gle". Sizestsen C[Gle' @ C[Gje” entonces z = me + 256" para algumnos
elementos z; y 2 en C'[G} y en consecuencia z = ze, es decir, = estd en ¢ [Gle. Porlo

tanto C[Gle = C[G]e' @ C[G]e” y eso contradice C [G] e minimal. m

Lema 48 Sea @ : [ — [I' tal que ®{ax) = ad (z) para toda e € C[G) y lodaz € .
Entonces & estd definida por & (z) = zb para alguna b € C[C] con la propiedad b =

ebe’, donde e y &' son idempotentes generadores de I e I respectivarnente.

Demostracion.
Sean e un idempotente generador de T y b su imagen. Entonces @ (z) = & (xe) =
z® (e} = zb. Como P (e) = eb, tenemos que eb = b. Por otro lado, si ¢ es un idempotente

generador de I’, como b estd. en I', be' = b. Por lo tanto, b = ebe’. B

Lema 49 Sean I, I’ ideales izquicrdos minimales de C (G con idempotentcs generadores
e y & respectivamente. Toda aplicacion definida de I a I' o través de la multiplicacion

derecha por cualquier elemento ece’ # 0, es una equinalencia de ideales tzquierdos,

Demostracioén.

Sea ¢ : I — I’ tal que ¢ (x) = zece’. Para toda a € C|G) y toda z € I se ticne que
# (ax) = a¢ (). Basta entonces aplicar el lema de Schur {lema 9) pues ¢ (e) = ece’ & 0.
]

El siguiente teorema se sigue de los lemas 48 y 49.

Teorema 50 Sean {, I’ dos ideales izquierdos minimales de ¢ [G] con idemnpotentes ge-
neradores e y e respectivamente. Entonces I e I' son equivalentes si y sélo si existen en
C |G elementos de la forma exe’ diferentes de cero. Las equivalencias entre I € I’ estdn

definidas a través de la multiplicacion derecha por estos elementos.

17



Teorema 51 Sea ¢ un elemento idempotente de C [G). Entonces
Endeie (C G e) = [eC[G] ef™

como € — digebras.

Demostracién.

Sea @ : Endeg (C[Gle) — [eC[G)e]” tal que & (f) = f(e). Se puede verificar
directamente que @ ¢s un homomorfismo de C'—4lgebras. Si f € Endeie (C[Gle) en-
tonces por el lema 48, f se define por f(z) = z{ece) para algin ¢ en C[G}. Se sigue
que si ¢ (f) = f(e) = 0 entonces f = 0 y por lo tanto ¢ es inyectivo. Como cualquier
elemento en eC' [G] e define un elemento en Endgiey (C{G]e) a través de la multiplicacién
derecha, ® es sobre. ®

A continuacién enunciaremos la propicdad mds importante de los idempotentes pri-

mitivos.

Teorema 52 Sea ¢ un idempotente en C[G]. Si pare todo = en C[G), exe = Ee paru
algin € en C , entonces e es un idempotente primitivo. Ademds, si C es algebraicamente
cerrade y e es un idempotente primitivo entonces para todo z en C (G], exze = te para

algin £ en C.

Demostracion.

Sea e = ¢’ +¢” con e’ y ¢” idempotentes ortogonales. Entonces ce’' = e'e = ¢ y por
lo tanto también ee'e = ¢'. Como todos los elementos de la forma eze son miltiplos
escalares de e, tenemos que € = Ae. Los tinicos valores posibles para A son 0 y 1, por
lo tanto no existe una descomposicién ¢ = ¢’ + ¢ con ¢’ y ¢” idempotentes ortogonales
distintos de cero.

Supongamos ahora que C es algebraicamente cerrado. Sea e un tdempotente primitivo
en C[G]. Por el teorema 47 , C[G]e es un ideal minimal, Se sigue del lema de Schur

(lema 9} y del teorema 51 que eC [Gle & [Endgg (C[G)e)]” = C = €. Como ¢ ests
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en eC |G| e, e genera a eC {Gle. Por lo tanlo, para loda  en C{G

exisle £ en C tal que
ere=£fe. N ,

Definicidén 53 Sea R un anillo. Se dice que I es un ideal bilateral de R si ] cumple
las siguientes dos propiedades:

1. I es un subgrupo aditivo de R.

2 Paratodox el yabe R, azb estden I.

Trabajaremos ahora con ideales bilaterales de C [G] y veremos que una descomposicion

de C [G] en estos ideales producira cierto orden dentro de la clase de ideales izquierdos.

Teorema 54 SiC[G] = A @D AP ... D Ax es una sumna directa de ideales bilaterales,
entonces los idempotentes generadores de los ideales en esa descomposicion de C [G)
se determinan de manera tinica y se encuentran en el centro de C|G],es decir, son
idempotentes centrales. Ademds, para todu a; € A; y a; € A;, se tiene wa; = jo; = 0
sii#§,1<4,j <k
Demostracisn.

De acuerdn al teorema 44 y tomando en cuenta que también es vilido para el caso de

ideales derechos, si 1 =¢; +eg+ ..., con e; € A;, | < i <k, entonces
e;C [G] =4;=C [G] €; (2.1)

v ee; = b6, 1 £4,5 £ % Si ahora = os un clemento arbitrario en C'[G] v
T=@ b2k 4o con g € A1 £ 1<k, entonces por 2.1 tenemnos las igualdades
re; = Tiey = &y = ;T y por lo tanto ¢; estd en el centro de C G,

Si A; = C[G] ¢* entonces tanto la multiplicacién derecha por e* como ta multiplicacion
izquierda por e; dejan invariantes a los elementos de A4;. Como ¢; estd cn el centro de
ClG], e =¢"e; = eie* = e,

Finalmente, para toda a; € A; y a; € A; el producto a;a; estd en A; N A; ya que
A; es un ideal derecho y A; es un ideal izquierdo. Por lo tanto ea; = 0. Anslogamente

a;d; = 0.m
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Teorema 55 5¢ A es un ideal bilateral, [ un ideal izquierdo minimal y e un idempotente

generador de {, entonces [ estd contenido en A 6 ae = () para toda a € A.

Demostracién.

Sea M = {ae | a € A} . M cstd contenido en I y s un ideal izquierdo ya que A lo es.
I tiene la propiedad dec ser minimal, lo cual implica que M =06 M = [, En el primer
caso ae = 0 para toda @ € A y en segundo / = M cstd contenido en A por ser éstc un

ideal derecho. ®

Tecrema 56 50 A es un ideal bilateral y 51 el ideal izquierdo minimal I estd contenido

en A, entonces todo ideal tzquierdo I' equivalente a I también estd contenido en A.

Demostracién.
Por el teorema 80, existe una equivalencia de I en I’ definida a través de la multipli-
cacidn derecha por algin elemento en C [G]. Como A cs un ideal derecho, I, la imagen

detl isomorfismo también cstd en A. W

Definicién 57 Un ideal bilateral se llama simple si no es el ideal nulo y no contiene

tdeales bilaterales distintos de él mismo o del nulo.

Teorema 58 5i C[G] se descompone en una sume directa de ideales bilaterales simples,

ClGl= A P AP ... B A, entonces esa descomposicidn es tinica.

Demostracién.

Sea C[G] =B P B2 P -.... P B, una segunda descomposicién, y sean e, ea, ooy los
idempotentes generadores de Ay, As, ... A, respectivamente, entonces por el teorema 54,
l=e;+ey+..4¢. Sean 1 € j < ry By el conjunto de clementos biejcon by € By. Byes
un ideal bilateral contenido en A; y en B Sesigueque, By =06 B, = By = A;. El primer
€30 no puede ocurrir para toda j, 1 € j <7, yaque 0 # By = Biey + Biea + ... + Bye,.
Por lo tanto, B; = A; para alguna 7, 1 < i € r, y andlogamente para el resto de los

ideales. Se concluye fina)mente que s < r y de manera andloga, r < s. W
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Por el teorema de Maschke (tcorema 8) , C[G] tiene una descomposicién en suma

directa de ideales izquierdos minimales:
cler=p
id

donde dos ideales izquierdos minimales Iij y I} son equivalentes si y sélo si tienen ol

mismo indice superior. Agrupando los ideales cquivalentes:

clc) =P 4, (2.2)
i=1
donde A; =€ I.-j y donde r es la cardinalidad de un conjunto completo de ideales

izguierdos minimales.
Teorema 59 A; es un ideal biluterul simple, 1 < i<r.

Demostracién.

r

. : K
Por el teorema 44, 1 =3 ¢’ donde ¢? ¢s un idempotente gencrador de Ajyel =%

J=1 i—1
e donde ¢ es un idempotente generador de 17,1 < < k.

Aj es un ideal izquierdo por ser una suina directa de ideales izquierdos. Demostrare-

mos que A; es también un ideal derecho. Afirmamos que si 7 # [ entonces
elzel =0 para todo = en C[G], (2.3)

pues por el teorema 50 todos los sumandos en e'ze’ =3 elzel son cero. Sia; y g estan
st

en A; y A; respectivamente, entonces o; = aje’ y a; = aje'. Sc sigue entonces de (2.3)

que a;o = a,-eju.;e‘ = 0. En consecuencia, si ¢ = z; + ... + z, con ;€A ,1<5<,

entonces ajx = a;%; y por lo tanto a;z estd en A;.

Sea Ay # 0 un ideal bilateral contenido en A;. Sc sigue del teorema 55 que I7 esta

contenido en A, 6 auef = {) para toda a, € Ay. Si g, # 0, no todos los sumandos en la
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expresion derecha de la siguiente igualdad son cero
a, = auej = 'aoe{ + ...+ a,,e,';j

En consecuencia Ay contiene algin ideal Iij. Por el teorema 56, Ay debe contener todos

los ideales Il.j, 1 <4< k;, ypor lo tanto 4g contiene a A;. Se sigue que A; es simple. ®
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Capitulo 3

Simetrizadores de Young.

El objetivo de este capitulo es construir un conjunto completo de C [S,] —maédulos irve-
ducibles sobre C, un campo de caracterfstica cero, donde S, es €l grupo de permutaciones
del conjunto {1,2,...,n}.

Cormo hemos visto en el capftulo anterior, cualquier elemento en C {S.] con la propie-
dad de ser idempotente primitivo genera un ideal minimal, es decir, un € {Sn] —submédulo
de C|[S,] irreducible. Las tablas de Young, nuestra herramienta fundamental, nos pro-
porcionan una manera de encontrar elementos con esa propiedad; nos referiremos a ellos
como simetrizadores de Young.

La tarea a continuacién serd verificar que del conjunto de C [S,] —médulos generado
por los simetrizadores de Young es posible obtener un subconjunto con la caracterfs-
tica buscada de ser completo. Segiin el corolario 14, si G es un grupo finito y C un
campo de caracteristica cero entonces el mimero de G—mddulos irreducibles sobre G es
menor o igual al mimero de clases de conjugacion de G. Asf s que encontrar tantos
C [S,] ~modulos irreducibles como clases de conjugacion de 5, significard haber encon-
trado ¢l conjunto completo.

Como veremos, las distintas formas de tablas de Young estdn en correspondencia
biyectiva con las particiones de n que a su vez estdn en correspondencia biyectiva con

las clases de conjugacién de S,. Ademds, veremos que dos C [S,] ~médulos irreducibles
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generados por simetrizadores de Young son isomorfos st y s6lo si las tablas asociadas a
ellos son de la misma forma. Escogiendo entonces tantos simetrizadores de Young como
particiones de n, de tal manera que cada uno esté asociado a una tabla de distinta forma,
podremos cumplir el objetivo.

Trabajaremos a continuacién con casos particulares de tablas de Young, las tablas
estdndar. Estas tablas nos proporcionardn, a través de su propiedades combinatorias,
una manera de encontrar las dimensiones de los C'[S,] -médulos generados por los sime-
trizadores de Young. Se podra concluir entonces que estos €[S,] —médulos generan una
descomposicitn del dlgebra de grupo en médulos irreducibles y méas atin, cada uno cllos
es isomorfo a un algebra de matrices con entradas en ¢l caanpo C.

Al final del capitulo se incluyen tres resultados que responden a preguntas relativas
a las direcciones que se fueron tomando en ¢! transcurso dal trabajo.

Para este capitulo se consultaron los libros 18] , [6] ¥ (2, cap. IV].

Definicién 60 Una particidén don es una sucesion a — (oG, .o, ) de erclervs
positivos tal que

aytoe+ . dap=n

Yo 2 ag > .. > ay; k arbitrarie. S o es una particion de n usaremos lu siguicnic

notacion

alkn

Ejemplo 61 (4,3,3,2) es una particidn de 12. Tumbién se denotard (4,3%,2) y una

notacidn similar serd usada en general.

Definicién 62 Cada particién o den tendrd un diagrama asociado D (), donde D (o) :=
{(2,7)) |1 €1 <k, 1 <7< oy}. Nos referiremnos a D (o) como el diagrama de forma

o y lo representaremos gréificamenie como en ol siguicnic ¢jemplo.
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Ejemplo 63 o= (3,22, 1). D{a) es el diagrame

Definicién 64 Una tabla T de forma « es un lenade de D {a) con los nimeros 1,2,...,n
de manera que cade nimero aparece una sola vez, o equivelenternenle, es una funcién

biyectiva T: D{a) — {1,2,...,n}.

4] 8]
1
7

Ejemplo 85

| Sy [ | | W

es una tabla de forma o = (3,2%,1) . Tendremos entonces n! tablas por cada particién

« den.

Observacién.

Sp actia transitivamente en el conjunto de tablas de forma a. Es decir, si T' y 7" estdn
en {T: D{a) > {1,2,...,n} | T biyectiva} , entonces cxiste o en S, tal que oT = T,
donde eT :=goT.

Ejemplo 66 a =(3,2) o =(1234)

123 234]
T= (J'T:
45 1|5

Definicién 67 Sean a y 8 particiones de n y m respectivamente tales que D) C
D{a}).

Dia/B):={(1,5) | (i.7) € D(a) y (i.7) € D(B)}
D {a/B) es un digrama sesgado de forma off .
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Definicién 68 Sca a y f particiones de n y m respectivamente. Una tabla sesgada T

de forma o/F es un llenade de D (a/f) con n — m nimercs de manera que cada uno

aparcce una sola vez.

Ejemplo 69

Nota. En el capitulo 7 trabajaremos con tablas sesgadas de forma o/ en las cuales

aparecen los niimeros m + 1, ..., n de manera creciente de izquierda a derecha y de arriba

hacia abajo.

Definicién 70 Una escuadr sesgada es un diagrama sesgado tal que:
1. No contiene como subdiagrama a un cuadrado de tumario 2 x 2 .

2. Todo cuadrade de 1 x 1 contenido en D {a/B) comparic una arista con otro cua-

dredo de 1 % 1 contenido en D (a/fF).

Ejemplo 71

Definiciéon 72

Hyr:={o €85, | o preserve los renglones de T}

Vr:={o € S, |o preserva las columnas de T}
Hy vy V1 son subgrupos de S, cuya interseccién es la permutacién identidad.
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Definicién 73

Hy = Z p Vip = Z sgniq)q
pEHT qEVT
Observaciones.

Paratodo pe Hryqe Vy
pHr = Hrp = Hy qVr = Vrq = sgn{q} Vr

Hy es una suma de elementos en un grupo y por csta razén Hy resulta ser casi
idempotente, es decir, Hf. = |Hy| Hr. De manera similar se concluye que V2 = {Vr| V4.
Ay = I?IT'IHT y Vp = -lv‘—ﬂlﬁp son idempotentes. Veremos mds adelante que los C [Sy]-

maodulos que generan no son irreducibles y por esta razén nuestra busqueda contina.

Definicién 74
yr = Hr Vr

Observacidn.

Sea £ la permutacién identidad. Fl coeficiente de € en yr os +1. Ademds, como Hy N
Vr = {e}, sl g=pq, p € Hr, ¢ € Vr, p y ¢ son tinicos con esta propiedad. Se observa
entonces que los vinicos valores posibles para los coeficientes de los sumandos de yr son

0,1y-1.

Ejemplo 75
|2

2

enfonces,

N

Hr = {e,(12)}
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Ve = {g,(13}}
yr = (e+(12)) (e - (13))
=e+(12) - (13) - (132)

Lema 76 Sea T’ = gT ysea h € S,. Si consideramos hT como oblenida de T moviendo
las eniradas de una posicidn a otre, enfonces el mismo conjunto de movimientos trans-
Jormard T'en ghg™'T". En otres palabras, si la enirada (i,5) de T es iu entrada (¢, §')de

hT, entonces la entrada (i, 1) de T’ es le entrada (', §) de ghg™'T".

Ejemplo 77 g = (256) ,h = (124),ghg~! = (154)

1|2 3] 2| 413
T=y415 KT =|1|5
2 6]
15 3| 504(2
gT=i4|6 ghg™ (gT)=| 1|6
|2 2

En la entrada (1,2) estd el mimero 2 en T y el nimero 5 en gT. Al aplicar h a T
encontramos al nmimero 2 en la entrade (1, 1) y en esa misma entrada pero en ghg™' {(gT)

encontramos al nimero 5.

Demostracion.

Si el mimero p en la entrada (i, j) de T ocurre en la entrada (¢, 7) en kT, el mimero
7 que estd en Ja entrada (¢, ') de T debe satisfacer A (7} = u. El elemento en la entrada
{,7) de gT es g (u) , y el elemento en la entrada (7', j') de g7 es g (1). El elemento en la
entrada (¢/,5') en ghg™'T" es ghg™' (g ()} = g {(h (n}) = g(x). Por lo tanto, el mimero
g{1) en (i,7) en T" est4 en la entrada (i', ') en ghg™'7".

Corolario 78 Sea g € 5,
Hg']" = gHTg#]
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ng = gng—l

Yor = gyrg~!
Demostracién.

Seape qu. La permutacién p deja fijas las entradas de T o las mueve a otras distintas
pero en el mismo renglon; por el lema anterior gpg~! debe mover de la misma manera
las entradas en ;T y por lo tanto gHyy™' C Her. ComolgHrg™t| = |Hrl = |H,7|, se
concluye que gHyg™" = Hyr.

Andlogamente Vyr = gVrg™ y finalmente,

1 __ 1

gyrg~ =g | 2 sgn(@lpe | 97" = % sgn(q)gpg'9q9
peEHT pEHT
g€V €V
=32 sgn(gqe"VgpgTlga9™' = ¥ sgn(q)pg=y,r M
peHr pEH,T
gEVY qEVer

Lema 79 Sea g € S, y sea T una tabla. Los siguicntes enunciados son equivalentes:

a) g = pg, conpenHryqgen Vp

b) Ningiin par de nimeros en el mismo renglén de T estd en la misina columna de
gT.

c) Existe una tabla L tal que Hy = M, y Vor = Ve

d) HeVyr #0

e) Vgr Hr #0.
Demostracién,

a)=>b) Supongamos que ¢ = pq, con p en Hr y ¢ en Vp. Sean p # 7 nimeros en
el mismo renglén en T, entonces g, 17 también estdn en el mismo renglén en pT. Por el
corolario 78 pgp~! estd en V,r , el subgrupo de 5, que preserva las columnas de pT), y de
aquf que g v 77 no estén en la misma columna en pgp~'pT = ¢T.

b)=ra) y c). Supongamos que ningun par de mimeros ¢n el mismo renglén en T estd
en la misma columna en g7, entonces todos los nimeros en la primera columna en ¢T
estdn en distintos renglones en T, y por lo tanto existe p; en Hy = Hyp tal que pyT

tiene a todos estos ndimeros en su primera columna. Todos los mimeros de la segunda
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columna en gT estdn en distintos renglones en T y por lo tanto en distintos renglones en
mT. Nuevamente, existe p; en Hr tal que la primera columna de pop T tiene los mismos
nimeros que la primera columna de g7 y lo misino pasa con las segundas columnas de
estas dos tablas. Continuando de esta manera obtendremos p en Hp tal que la tabla
T = L tiene en cada columna los mismos mimeros que la correspondiente columna en
gT.

Pero entonces gT = ¢'pT para alguna ¢ € Vyr y entonces ¢ = pgp~lpara alguna
q € Vp. De aquf que g7" = (pgp~)pT = pgT, y por lo tanto g = pg con p en Hr y ¢ en
Vr.

¢)=d) y e) Sea L una tabla tal que Hy = Hy, y Vyr = V.. Eutonces

HeVgr = HiV, # 0y Vyr Hr =V, H, #0.

d)=-b) Supongamos que existen dos mimercs g, ;7 en un mismo renglén de T y en

una misma columna de g7, entonces (urn) estd en HyN V.

HrVr = Hr (pen) (un) Ver = —HrVpr

Se sigue que HrVyr = 0 con lo cual tenemos una contradiccion. Andlogamente

e)=b) |

11214 6151
Ejemplo. Sean g = (167254) yT =|3|5| . Como¢T =|3|4 , se cumple

7|6 217
el enunciado b) del lema anterior y en consecuencia podemos construir una tabla L con

las propiedades mencionadas en ¢): si ¢l mimere k aparece cn el i—ésimo renglénde T' y

en la j—ésima columna de gT', entonces & aparece en €l i—ésimo renglén y en la j—ésima
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columna de L.

651

9T 3|4
2|7

1(2(4]2]|4]|1

T | L 3|5 3|5
716 617

Lema B0 Seaz € C[S;] tal que pxg = sgn{q) = para toda p en Hy y ¢ en Vy. Entonces
eriste § € C lal que z = Gy .

Demostracién.

Seaz = }  a,9, a, € C, entonces para cada p € Hy , ¢ € Vy..
g€ 5n

z = sgn{g)pT'zg = sgn(q) > og(p7lgq7}) =

g ESn
sgn{q) Z apngh.
h €Sa

Se sigue que

a, = sgn{q) Apgq p EMr, g€ Vr

Haciendo ¢ = ¢ en la anterior igualdad se tiene que
ape = sgn(g)a.  paratodop € Hy,q € Vr (3.1)

Es decir, el coeficiente en = de todo clemento en S, de la forma pg, con p en Hy y
g en Vy, es el coeficiente de ese elemento en gy muitiplicado por a, . Basta demostrar
entonces que a;, =08l g # pg, pcHr, g€ V.

Supongamos que g no es de esa forma, existe entonces , por el lema 79, t = (un) en

HrNVr y de aquf que t = ggg~" para alguna ¢ en V. Conjugar preserva tipos ciclicos,
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asi es que g también es una transposicion.

-1

g tyg ¥ por' la ecuacién (3.1)

L gy = g = 5gn(q) Gyge-1g = sgn (g, = —a

Lo iltimo implica que a, = 0y por lo tanto & = a, yr. W
A continuacién probaremos que yr €s casi un idempotente.

Lema 81

(yrY =8
donde 8 es un entero distinto de cerm.

Demostracién.

Sean p € Hr , ¢ € Vr, entonces p (y«;-)gq = pyryrqg = sgn{q) (yT)Q.

Por el lema anterior, (yqr-)2 = Pyr donde 8 es el coeficiente de € en (yT)2, y en
consecuencia, § es un mimero entero. Veremos ahora gque 8 £ 0.

Sea ¢ € Homg (C [S.], C [S.]) tal que @ (z) = zyr.

B = {e, g2, 93, -, gm1 }, I C-base de C[S,] formada por los elementos de S,,.

yr = e-+agyt ...

1

m
-
&
L=
[

+

£Yr

Goyr = *t+ g+ ...

Por lo que tr[®]; = n!. AhoraseaC = {v;, vg, ... , Ugp, - Unt} unaC—base de C [S,]
tal que {1, ..... , Yar} es una C-base de C S, yr , dr = dimg C[S.]yr {dr =1 ya que
yr es un clemento distinto de cero de C [Sa) yr ).

Si x estd en C|S,|yr entonces zyp = Oz. Se sigue que para toda | < i < dy

vyr = fu;. Por otro lado, para toda dy < 1 < n! el coeficiente de v; en vy es cero ya
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que vyr es un elemento en C [8,] yp. Tenemos entonces que tr{d], = fdy. Por lo tanto,
fdr = n! y esta igualdad implica que § # 0. 1

Al elemento 8 del lema anterior lo denotaremos por 8.

Corolario 82 Sea T una tebls. 5idr = dimg C{Sn) yr, entonces
dT | Tl!

Observacién. dp = % no depende de C.
Ahora podemos distinguir a un elemento distinto de cero idempotente del dlgebra de

grupo C'[S,).

Definicién 83 El simetrizador de Young uasociado a la tabla T se define de lo si-

gutenie manera

i = — 1,
yr o7 vr

Observacién.

C[Salir = C[Sa] yr-

Teorema 84 S5iT y T son de la misma forma a entonces C [S,)yr = C|[Sa] yr como
C{5,] — mddulos.

Demostracion.

Como §, actia transitivamente en ¢l conjunto de tablas de la formna de 7" y T,
existe g € S, tal que T' = gT. Se sigue del corolario 78 que C'[S,]yr = C[Sa] gyrg™
= C[S.]yrg~". La aplicacién & : C[S,]yr — C[S.)yrg™! definida por @ (z) = zg¢~!
s un homomorfismo de C[S,] ~médulos. Ademés, la aplicacion ¥ : C{S,)yrg~' —
C [Sa] yr definida por ¥ (z) = zg es la aplicacién inversa de ®. Por lo tanto, C S,y 2
C [Sa] yr como C[S,]- médulos. W
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Corolario 85 S5i T y 8 son fablas de la misma forma o, entonces 8 = 0s.

Demostracion. Del teorema 84 se sigue que C [S,] yr = C[Sa] ys. Entonces por el lema
anterior
nl  nl

La siguiente notacién se justifica por el teorema y corolario anterior.

Notacién. Si T es una tabla de forma «a,
d* :=dimg C [Sp] gr

8% = fr
Teorema 86 C [S.]§r es un C[S,]-mddulo irreducible.

Demostracion. Sea © € C{S,]. Como p{frzir)q = sgn{q) frsfr para todo p € Hy
, @ € Vr, se sigue del lema 80 que grzfr = sfjr donde x € C. Por el teorema 52, §r es
un idempotente primitivo y por el teorema 47 C'{S,] v es irreducible. B

Es necesario para nuestro trabajo posterior definir un orden en el conjunto de parti-
ciones de n. Lo haremos de la siguiente manera:

Sean o = (a),09,..,0) ¥ B = (B,,8,,....,5,) dos particiones de n. Si ¢l primero de
los mimeros oy — By, a2 — By, ... distinto de cero es positivo, entonces diremos que
a > f8. Este orden se llama orden lexicografico y es un orden total en el conjunto de

particiones de a.

Lema 87 Sean S y T tablas de forma o y B respectivamente, donde o« y 3 son particiones
de n. Supongamos & > 3, entonces Hg Vr = Vr Hs =10.

Demostracion.

Demostrarentos primero que existen dos mimeros en un mismo renglén de S y en

una misma columnna de T'. Supongamos lo contrario, entonces todos los mimeros en el
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primer renglén de 5 deben ocurrir en distintas columnas en 7. Que T tenga 8, columnas
implica que #, > o y por lo tanto @) = @, . Ahora apliquemos una permutacién de
columna a T para obtener una nueva tabla T tal que tenga en el primer renglén los
mismos mimeros que el primer renglén de §. Todo mimero en el segundo rengtén de S
ocurre en distintas columnas en T' y por lo tanto en distintas columnas en Y. Como
T' tiene J, columnas en las que pueden estar estos nimeros, tenemos By 2 ag y por
lo tanto 8, = oy . Continuando de ecsta manera llegamos a que o = 4, lo cual es una
contradiccisn.

Por lo tanto existe 7 = (1 %) € Hg NV . Entonces Hg Vi = He17Vip = —HgVp

en consecuencia Hg Vo = 0. Andlogamante Vp Hg = 0. &

Corolario 88 Sean S y T tablas de forma a y [ respectivamente, donde o y 8 son
particiones den. Supongemos o > §, entonces para todex en C (S, ], HszVy = VpzHg =
0.

Demostracién.
Basta probarlo para z = g € Sp. Por ¢l corolario 78 y por ¢l lema anterior Hg gV g~ =

HgVyr = 0. Por lo tanto, HggVr = 0.1

Corolario 89 Sean S y T tablas de forma a y B respectivamente, donde « y 3 son

particiones de n. Supongamos a > 3, entonces yr ys = ysyr = 0.

Demostracion.
Sea T como en la demostracién del lema 87, por lo tanto yrys = YrTTYS = —Yrys y

entonces yrys = 0. Por el corolario 88, ysyr = Hs (Ve Hr)Ve =0. W

Teorema 90 Sean T y S tablas de distintas formas, entonces C[S,] §r 2 C (S.] #s
como C [8,.]-mddulos.

Demostracion.
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Por ¢l teorema 50, si no existen elementos en C [S,] distintos de cero de la forna gy

zjs entonces C[Sa] §r 2 C{S.] #s. Basta entonces probar que §ir g§s = 0 para todo

g€ 8,
grads = Yr9isg”'g
= firilesy corolario 78
= 0 corolario 80 B

Para cada particién o escogemos una tabla T° de forma «. Sea
Ve = C[5.) 9r.

Los resultados anteriores se resumen en el siguiente teorema.

Teorema 91 Seax C un campe de caracterfstica cero. Entonces {V° | o b n} es un con-

Junto completo de C [S.} —mddulos irreducidies sobre C.

Demostracién.
Sabemos que cb mimero de C[S,] - médulos irreducibles no isomorfos es menor o
igual al nimero de clases de conjugacion de S, ( ver corolario 14 ), cs decir, al niimero

de particiones de n. Esta desigualdad y los teoremas 86 y 90 implican el resultado. B

Ejemplo 92 1. Sea ¢ = (n) y sea T la dnica tabla de forma o.

=y g

g€Sn
(v7)" =nlyy
Por el corolario 82, d* = 1. Una C—base de C[Sn}yS es { > g}. Para todo
gESn
€Sy, o| T gl =% g Sesigue que V™ = C[S,) ¥ es la representacion

gESn GESn
triviel de S, sobre C.
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2. Seaa=(1") ysea T la tinica leble de forma «.

Yr =z sgn (g} g

Por el corolurio 82, d* = 1. Una C—base de C[5,]y2 es { > sgn (g)g} . Para

9ESn

todoo € Sp, 0| 3. g| =% sgn(o)g. Se sigue que V") = C[S,]y2 es la
gESn g€5n
representacidn alternante de S, sobre C.

Definicién 93 Diremos que la fable T es une tabla estandar si los nimeros en clla

estdn ordenados de forma creciente de izquierda a derecha y de arriba hacia abajo.

Denotaremos con T'S (a) al conjunto de tablas estdndar de forma a, y en este conjunto
definimos un orden de la sigutente maneras:

De la definicién de tabla estdndar es evidente que la posicion de la letra n estard en el
extremo derecho de un renglén y en el extremo inferior de una columna. Todas las tablas
que tengan a n en el dltimo renglén serdn menores que aquellas en las que n aparezca
un renglén mds arriba,es decir, en el segundo de abajo hacia arriba. Estas dllimas scrdn
menores que aguellas en las que n aparezca en el tercer renglon de abajo hacia arriba
y asi sucesivamente. Ahora, aquellas tablas que tienen a n en el mismo renglén serdn
ordenadas con el mismo plan de acuerdo a la posicién de la letra n — 1. Aquellas que
ticnen a n y n—1 en la misma posicién serdn ordenadas de acue.rdo ala posicidn den -2

y asf sucesivamente.

Ejemplo 94 a = (3,2)

112]3 112)4 {314 a2 13|45
< < < <

4| ) 2|45 3| 4 214

Notacion.
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La cardinalidad de T'S (o) la denotaremos con f2.
73 denotard una tabla estandar de forma «, donde el subindice inferior se refiere a
su lugar en el orden recién definido. Si 7" = TP, entonces

y,? =r H:‘ = [‘]} V-a = VT

T7* denotard la tabla que resulta de suprimir ta letra n de la tabia Te.

Lema 95 Sean py,py,...,pr, 1t los elementos en el renglon den y q1,q, ..., g, 1t los ele-

mentos en la columna de n en una tablu esténdar T®. Entonces

Hf =H*(e+(pyn) + ... + {pr n))

Demostracion.

Verificarcinos primero que todo elementy de S, aparece en H e+ (o n)+ .o+ (pr 1))
con coeficiente 0 o 1. Para la demostracién de la primera igualdad, bastard entonces pro-
bar que o aparece con coeficiente 1 en H2* (¢ + {py n) + ... + {p- 1)) si y s6lo si o estd
en H?

Seano, 7 € HP*. Supongamos o (p n) = {p n) conk # . Entonceso = 7 (p, n) (pen),
y eso imiplica que o (n) #£ n | lo cual contradice o € HE*. Por lo tanto, todo elemento de
Sa aparece en HE* (¢ + (py n) + ... + (pr n)) con coeficiente 0 0 1, y como sabemos,
lo misino sucede en H2.

Sea 0 € S, tal que ¢ aparece con coeficiente 1 en H™* (¢ + (p1m}+ .+ {(p, ).
Entonces o es un elemento en H2 por lo tanto también tendr4 coeficiente 1 en H. Para
la demostracion inversa, sea o € HZ. Si 0 estd en H® y o{n) = n, entonces o = o¢ y
por lo tanto & aparece con coeficiente ! en H®" (¢ + (py n) + ..... + {pr n)). Supongamos
7 € Hiy o ¢ H" , entonces 07! (n) = p; para alguna 1 < k < r. Por lo tanto, si
7=0(0"!(n) n ) entonces T estden HO* y o = 7 (o~ (n) nj.

Andlogamente se demuestra la segunda igualdad. m
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Lema 96 S T < I entonces §fj8 = 0.

Demostracién.

1) Por induccién sobre n s¢ demostrard queV2 Hf = 0.

El caso n = 3 es el primero en ¢l que existen dos tablas de la misma forma que pueden
ser comparadas con ¢l orden definido.

La base de la induccion: n=3,a=(2, 1)

|12 BRE
T = g =
3 2

Vi=(e- (12))  H=(e+ (12)  VoHp =0
Sea n > 4 y supongamos i) para n — 1. Consideraremos dos casos:

a) Si 79" y T¢™ son de la misma forma, es decir, si n se encuentra en la misma posicién
en T y T} entonces TP* < T y por hipétesis de induccion V2" H® = 0. Por el lema
95, Ve H? = (.

b) T y T¢* tablas de distinta forma. 72 < T2 implica que la forma de TP* es mayor
que la forma de 72" con el orden lexicografico. Por el lema 87 V2" HF* = 0 y entonces,

segun el lema anterior, V2 H® = 0.

it} De i) se sigue inmediatamente que

ol Bl ¢ § 1 2 gt 4 o (4] £}
W = (g_u) HIVCHPVE =0

]
Observacidn. No sientpre es cierto que si 7® > T2 entonces 242 = 0. Por ejerplo
) 11293 1135 . )
sia=(3,2),T7 = y I = , entonces 7§ # 0. Una demostracién
415 214

de lo anterior se sigue de un resultado que posteriormente demostraremos, el teorema
128. No es posible hallar un ejemplo para particiones de # donde n < 4. En estos casos

los simetrizadores de Young asociados a tablas de la misma forma son ortogonales.
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Lema 97

i
cls. =D cisdi P

abtn i=1

donde L es un C|[S,] —mddulo.

Demostracién.

fo
Sea I, =} CS.]4¢ . Se sigue del corolario 89 que 3 I, esdirecta. Por el lema 96,
i=i

akn

so
la suma 3 C'[5,]§7 también es directa:
i=1

Si Y zdf =0, conz; € C[S,] para toda 1 £ i < f* | entonces multiplicando
i=1

por ¢ por la derecha se concluye que x4 = 0. Supongamos 0 = 3¢ = ... = n§f;
multiplicando por §g,, por la derecha se concluye que T g2, = 0 y por lo tanto
g =0paratodal <:i< fo.
A continuacion veremos que L = 0. Para ello, demostraremos ia férmula
Y Uy =nl
abn
donde, como hemos visto antes, f* denota ¢l ntimero de tablas estdndar de forma o.

Definicién 98 P (a+) denotard el conjunto de particiones de n+ 1 cuyo dicgrema aso-

ciado se obtiene de D () agregundo un cuadrado.

Definicién 99 Sin > 1, P(a~) denotard al conjunto de particiones de n — 1 cuyo

diagrama asociado se obtiene de D (o) quitendo un cuadrado.

Para las siguientes definiciones, sea o = n.

Definicién 100 Un nodo removible cs un nodo (o entrada) en D (o)} tal que al supri-

mirlo se obtiene un diagrama asociado a alguna particién den — 1.
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r (a) denotar4 el nimero de nodos removibles en D (&) .
Ejemplo.
o =(3,21

D (a) 5

x

Los nodos removibles en I (o) estdn marcados con una cruz.

Definicién 101 Un nodo agregable es un nodo {o entrada) tal que al agregarlo a D (a)

se obtiene un diegrama asociedo a alguna particién den + 1.

a (o) denotard el nimero de nodos agregables en D (o).
Ejemplo.
o =(3.2%1)

x

D{a) 5

X
Los nodos agragables a D (@) estdn marcados con una cruz.

Lema 102

ale)=r(a)+1

Demostracién.

Sien D (a) existe un nodo removible en la entrada (2, 7), entonces la entrada (i + 1, oy + 1)
s un nodo agregable de D () . La entrada (1, ¢ + 1) es también un nodo agregable pe-
ro éste no se encuentra por debajo de un nodo removible. Lo anterior se ilustra en el
siguiente diagrama en donde los nodos removibles estdn marcados con x y los nodos

agregables con e.
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X|e

|
Proposicién 103

fr=320
BEP(a-)
Demostracién.

El conjunto T'5 (a) es la union ajena de los subcoujuntos formados por las tablas que
tienen a la letra n en un mismo nodo. Cada uno de estos subconjuntos se cncuentra
en correspondencia biyectiva con un conjunto TS (f) con 8 ¢ P {a—). precisamente
con c! que resulta de suprimir en cada tabla del subconjunto el nodo con Ia letra n.
Como los nodos en cualquier tabla estdndar en donde puede estar la letra n son los
nodos removibles, a través de la correspondencia anterior obtenemos una correspondencia

biyectiva entre el conjunto TS{a) y [[ TS(3).m
pEPlo-)

Corolario 104

U= N oS
aln aFnpeP{a-)
Proposicién 105
(n+)fo= 3" f°

PBeP(a+t)
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Demostracién.
Por induccién sobre n. Se puede verificar directamente para los casos n = 1,2. Su-

pongamos la proposicién para n — 1.

Z ffo= Z Z f? por la proposicién 103

AeP{at) Befla+) \veP(8-)

Y| S rer

AePla+) | veP(8-)

]

o

= X X F| +eles
BeP(at)yel(8-)
Yo

Expresaremos ahora de forma distinta el sumande Y. 30 f7 . Afirmamos que
pe Plat)yeP(8-)
. ) . T
la siguiente ecuacién es vilida.

o2 =3 >
BeP{ot)veP(S~) 8 Pla—leP(+)
YHa ria

Debido a la restriccidn v # ¢, todo sumando en la expresién del lado izquierdo de la
ecuacidn es un sumando en la expresién del lado derecho de la ecuacién y viceversa. Por

lo tanto, del lema 102 se sigue que

Yo =3 % @+ (3.2)

BeP{a+) deP{a—)yEP(O+)
TFa
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Por otro lado,

X X = XX e (3.3)
0 Pla~)vE€P(8+) tePla-) | yeP(0+)
T#a

X 2 [T

06 Pla—)vEP(0+)
Téo

Finalmente,

Z A = Z Z fr+f° por las ecuaciones (3.2) y (3.3)

BeP{a+) fePla-)veP(0+)
= Z nfl] + f* por hipdétesis de induccién
deF{o—)
= nf"+ f° por la proposicién 103
= (n+1)f"m

Corolario 106

(D)3 (=D Y fof

abn abln e Pla+)
Demostracién.
ay2 ay fo
R+ (" = Y (n+1)f)f
abln abkn
= Z Z fofP por la proposicién antericr B
atnBEP(a+)

Teorema 107

> (o) =n!

aFn
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Demostracidén. Por induccién sobre n. Los casos n = 1,2 se verifican directamente.
Supongamos el teorema para el caso en el que la suma varfa sobre particiones de n y

probémoslo para el caso n + 1. Observemos primero que la siguiente ecuacién s valida

PO AED DD IS &
aFnyePla+) Bn+18g P(8-)
Todo sumande en la expresion del lado izquierdo de la ecuacién es un sumando en la
expresidn del lado derecho de la ecuacién y viceversa., Sustituyendo ambas expresiones

por las expresiones idénticas expuestas en los corolarios 104 y 106, obtenemos lo siguiente:

ST = (a+1)Y_ (/) por los corolarios 104 y106
Bra+i akFn
(n+1)n! por hipdtesis de induccién

(n+1}lm

El siguiente corolario nos proporciona una descripcién combinatoria de la dimension
de los C [5,] ~m6dulos irreducibles.

Corolario 108

Demostracién.
Como d® es independiente del campo (ver observacién al corolario 82), podemos

suponer ¢ algebraicamente cerrado. Por el corolario 15.3, n! =% (du)2 y por ¢l lema

abn
97 y el corolario 15.2, f* < d°. Del teorema anterior se sigue que 3 (f*)? =3 (22)? y
akn atln

por lo tanto f* =d* N

Mencionamos que existe una demostracién combinatoria del teorema anterior basada

en un algoritmo que asocia a tode elemento de S, una pareja de tablas esténdar de ia

misma forma. Este algoritmo es la “correspondencia de Robinson-Schensted”.
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Teorema 109

s
C1S.] =EPEp C[Saly?

abn i=1

Demostracién.

Se sigue del corolario 108 y el teorema 107 que el médulo L en el lema 97 65 0. &

Teorema 110

C (S, =P My (C)

atn

Demostracion.

Por el teorema anterior y el teorema 13 C'5,] = My {D,) donde D, = Endgs, (C[S,]47).
f [Su}

abn
Segin el lema de Schur (lema 9) D, es un dlgebra con divisién. Se sigue entonces del

teorema 107 que

E (f2)* = dimg C18.] = dimg (@ Ma (Da)) :Z (oY - dimg Da.

abn utn abn

Por lo tanto, dime D, = | y en consecuencia C = D,. B

fB
Lema 111 @ C[Salyf es un idenl bilateral simple de C [S,].

=l
Demostracién.
Se sigue del teorema 59.
|

Notacién.

e
I, :=® C[Saly
i=1
A continuacién veremos que para toda a F n , el idempotente ]H%[h? genera un
T

€ [Sn] —~médulo reducible si a # (n) . También demostraremos que C [S,.] HrVi y C [S,] Vi Hr

son € [8,] —médulos isomorfos y esto dltimo serd utilizado al probar que el €' [S,] —médulo
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Ve ® Vi es isomorfo a Vo' | donde o es cierta particién de n que definiremos en su

momento.

Proposicién 112 Sea T une tabla. Entonces C1S,] Hy y el mddulo de permutaciones
C [Sa/H7| son isomerfos como C |S,.] ~mddulos.

Demostracién.

Veremos que C [S,] ® C = C[8,] Hy y como la proposicién 38 afirma que C (Sq) ®
CHr] ClHr|
C = C{5,/Hy], cso bastara para concluir la demostracién.

Sea ¢ : C[Sy] Hy — C[S4] ® C tal que ¢p{a) =a@ 1.

ClHr]

Platb)=(e+)®1=a®1+6Q1=d(a)+ o)

#(ga) =9a @1 =g{a@1} =g (a)

Por lo tanto ¢ es un homomorfismo de C [S,] — médules.
Sea 9 : CiS,]| x C — C[S,] Hy tat que v (z,¢) = czHy. Es facil ver que ¢ es

C—bilineal. Sea s € C[Hr], entonces s = 3, anh. Sic € C entonces ya que C [Hy)
heH
actua trivialmente en C, "

sc= ah(hc)=z ahc=c(z ah)

heHT heH heHr

Usando lo anterior

'lnﬁ(.’l')S,C) = CZSHT =c ( z Gh) IHT

heHr

w5 ) (5 )
heHy heHy
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Por lo tanto ¢ es € [Hy] — balanceada, asi es que existe un tinico homomorfismo de

espacios vectoriales i : C [S,] ® C — C[S.] Hr tal que ¢ (z @ ¢) = cxHy. Ademds,
ClHr]

po(z@c)=¢(caHr) = (cxHr @1) = (@ Hrc) = [Hrl {z ®¢)

pogla) =9y (a®l)=aHr = [Hrfa

Por lo tanto, ¢ es un isomorfismo de C'[S,] —médulos. B

Corolario 113 Sea T una tabla de forma o n tal que & # (n). Entonces C[S,] Hr es
un C8,] —mddulo reducible.

Demostracion.
Si Sy /Hr = {31, ..... , :c|5n/HT|} y su dimensién es mayor a 1, entonces I/ = (I, + o + 215, /Ha|
es un C'[S,,] — submédulo de C {8, /Hy)

no
orfo al madulo d mutaciones ¢

1
WwWOINONO a1 §

trivial. Por la proposicién anterior, C [S,] Hr

P O r .
[Sn/Hr] ¥ por lo tanto es un C [S,] — modulo

%

reducible. &
Para definir el elemento yr, para una tabla T cualguicra, no se hablo de ningiin
motivo para el orden de sus factores Hy y Vo, Estamos ahora interesados en saber 51 una

definicién con Hy y Vi intercambiados implica resultados anslogos.

Proposicién 114 Sea T une table de forma a. Entonces

(Ve Hr)? = 0°VoHy

Demostracién. Sea ¢ : C[S,] — C[S,] tal que ¢ ( h agg\ =Y a,97". Se verifica

\9csn ] g8,
directamente que ¢ es una aplicacién biyectiva tal que ¢ (zy) = ¢ (y) ¢ {z) paratodo z y

todo y en C'{S;]. Como Hr es la suma de elementos en un grupo, ¢ (Hr) = Hy. También

de la definicién de Vr y del hecho sgn (g) = sgn (¢~!) para toda g € S, se tienc que
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#{Vr) = Vr v en consecuencia ¢ (HpVi) = Ve Hr. Se sigue entonces del lema 81 que
(6VeHr = ¢ ((HrVe)') = @ (HyVe) ¢ (HoVe) = (VeHy)®

Proposicién 115 SeaT una tabla de forma a. Entonces hay un isomorfismo de C |S,] —médulos

CIS,] HrVy = C [S,] Ve Hr

Demostracién.
Sea o : C[S,| HrVr — C[Sa} Vip Hr tal que @ (x) = zHyp. Se verifica sin problemas
que ¢ es un homomorfismo de C[9,] — mddulos. Veremos que ¢ es un homomorfismo

suprayectivo. Sea 2z € C [S,] VrHy. Entonces por la proposicién anterior,

zZ = .'I.‘VTHT S C[Sn]

1
(G—GIVTI'IT VT) HT

y por lo tanto ¢ (gzVrHr Vi) = 2.
Abora sca i : C [S,| Ve Hy — C[5.] HpVir tal que ¥ (y) = yVir.
¥ es un homomorfismo de C[S,] — médulos y ademds

Yop(z} =1y (zly) =zHrVp =6z
implica que ¢ es inyectivo. ¥
Definicién 116 D () := {(i,5) | (j,i) € D (a))
Definicién 117 o es la particion conjugada de « si D{a)" = D ().

Definicién 118 T* es la tabla trenspuesta de T si T'es una funcién biyectiva T*
D'} — {1,2,..n} tal que T ({i,§)) = T({j,7)).
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La siguiente proposicién y el siguiente teorema se encuentran en el libro [4).

Proposicién 119
CS] VrHr (Q) VU1 & C(S,] HreVie
C

Demostracion.

i) Sea f: C[S.] = CiSa] tal que f | 3 agg) =3 agsyn(g)g.

9€85n gESn
f es un isomorfismo de dlgebras que ademds cumple lo siguiente:

(FY = Igs.,
f(HTr.VTt) = VrH'['

ii) Sea h : C[Sn] HreVie — C [Sa] VeHr Q) VU tal que h(z) = f(z) @ 2, donde
C

c
z genera a Vi, Como f es un homomorfisino de espacios vectoriales, b también lo cs.

-~

Que A sea un C[5,] — homomorfismo se sigue de lo siguienté:

Para toda g € Su,x € C[S,)]

higz}) = flgz)@=
= sgn(g)gf (z) Q=2
= gf(z)Qsgn(g)z
= gf{z)@gz  por RN
= 9(f(2)®2)
= gh(x)

Por la proposicién anterior, dimg C [8,] HeVp = dime C'[S,] Ve Hr. Ademds, si T es

una tabla estancdar de forma e, entonces T' es también una tabla estdndar, por lo cual
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fo=f*. Sesigue que
dime (C [S.) VirHy ® V!‘“l) =" = f = dimg C [S,] Hye Vi
c

Basta entonces demostrar que h es suprayectiva. Paraello, sea s € C [S,] Vo Hr @ Vin,
Entonces s = sV Hr @ Az, con z € ClSa] , A € C. Ya que S es un isomorfgsmo de
dlgebras con la propiedad f(Hp:V) = ViypHyp, tenemos que h(f~' (Az) (Hp Vi)
AzVply @z =zVrHr @Mz =51

De las proposiciones 115 y 119 sc sigue el siguiente teorema. Recordemos que V® =

C [S,] g, donde T es una tabla de forma o.

Teorema 120

ve Qv = e
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Capitulo 4

Bases generadas por simetrizadores

de Young.

En este capftulo se definirdn nuevos elementos de los cuales los definidos anteriormente
serdn un caso especial. La descomposicién del dlgebra de grupo C|S,] en ideales bila-
terales encontrada en €l capftulo anterior serd de gran ayuda para verificar algunas de
las relaciones que satisfacen, es decir, para encontrar el elemento del 4lgebra de grupo
que sc¢ obtiene al multiplicar dos de ellos. Veremos también que estos clementos forman
una base de C'[5,] y mas ain, es posible obtener de ellos bases para cada uno de los
C [S,) —modulos irreducibles enconlrados en el capitulo anterior.

La descripeidn de las representaciones matriciales en términos de las bases generadas
por los simetrizadores de Young implica gran cantidad de calculos inclu- so en los casos
mds sencillos. Sin embargo, el estudio de estos simetrizadores nos conducira a la definicion
de distintos idempotentes del dlgebra de grupe.

Para este capitulo se consulté el libro (8]

El sfmbolo 0% denotar4 la permutacién en S, que transforma la tabla S de forma o
en la tabla T

. -1
{4 o {44
Observacién. (O'ST) =05,
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Notacién. Scan T una tabla fija de forma o y 2 en C'[S,].

Ty = O Tl para toda tabla S de forma o

Ejemplo 4.1 @ =(3,2,1) o = (2143) (56)

5
20314 123|
T=|116 S=ly415
5 6

Sizg = (346) + (12) entonces x% = (235) + (14).

Notacién. En este capitulo serd necesario, en algunas ocasiones, hacer explicita
la forma de una tabla T en las expresiones Yp, Hp y V. Cuando surja tal necesidad
agregaremos un Indice en nuestra anterior notacién:

Sea T una tabla de forma o

Y o =¥, = Hplyp

H® © =H,

Ve o o=V,
Definicién 121

Vor = 05 Uy = Y5O,

Cuando no haya motivo de confusién también omitirernos el indice o en Yor yenog .

El siguiente lema es una generalizacién del lema 80.

Lema 122 Sea z € C[S,].Si & = sgn (g, ) p,zq, para toda p, cn H; v para toda ¢ en

Ve,

» entonces & = Ay, , donde A es el coeficiente de o, en z.

Demostracién,
Sea z € C'(S,] tal que z = sgn (g,) p,zq, para toda ps en H, y para toda ¢, en

Vy, entonces o, = sgn (¢r) psTq,0,s ¥ como Oor8rTrs = g5, tenemos que o, =
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Sgn (4,) PsT0,q; = Sgn (¢5) psx0,5q, para toda p, en M, y para toda g, en V. Por el
lema 80 zo,., = Ay, donde A es el coeficiente de ¢ en 0., €5 decir, el coeficiente de

asr en Z. Por lo tanto = = Ay.o., = Ay, &
Corolario 123 Para todo z € C[S,] se tiene que

(i) HyaVy = Ay,

() Yoo Thur = Aysr

donde en cada caso A es el cocficiente de o, en el lado izquierdo de la ecuacién.
Demostracién.

De las observaciones signientes a la definicién de los elementos H s ¥ V., sesigue que

para toda p; en H, y para toda g, en V,

ps (HgzV, ) g,

Ps (YsuT¥wr) O = $9n{8) Ysu T r

sgn (g;) HyzV,

Se sigue del lema anterior la afirmacién del corolario. m

Lema 124 Los coeficientes de € en los productos z,zs ¥ T2z; de cualesquiera dos ele-
mentos en C'[Sy] son iguales.

Demostracicn.

La suma de términos de la forma (£,0) (§,071), donde £, £, € C, determinars el
coeficiente de € en z,x,, pero precisamente esa suma también detcrminars el coeficiente

de £ en z27,. B

Lema 125 Para cualesquiera tablas S, U, W, T de forma o, y pare cualguier elemento
en C{5,]
YsuTher = 00y,

donde p es el coeficiente de € en y,,,x.
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Demostracién.
Hemos visto ya que yg, Ty,,. = AYse donde A es el coefieciente de 7. en el lado

izquierdo de la ecuacién { corolario 123 ). Asi es que

P
i

coeficiente de oo en a4, ¥, Ty Oor

cocficiente de € en 0,40 ., Y, Ty Toprr
Por el lema anterior

A= coeficiente de € en (¥, 7o) (T T o Y ) -

Ademss (Y, 04 ) (TrsT5u¥u®) = YuwOwuloT = YulwOwoT = 0¥ 0y T =9“ywu_7;_

Por lo tanto A = 0°p donde p es el coeficiente de € en y,,,z. B

Lema 126 Si « 5 3, entonees para cualesquiera tablas S, U, W, T y para cualquier ele-

mento = en U [S,]

o g _
ysumyu”r =0

Demostracién. Del lemalll | [, =é§ C1S,]y" es un ideal bilateral. Podemos afirmar
que y3, = o5, y> estd en [, pues p(;:]el teorema 56, C'[S.}y) C l.. En consecuencia,
y2, (zyf ) estien I,. Andlogamente, (y2, ) y) _ estd en Jp. Se sigue del teorema 54 que
si o # f entonces y2 zy? =0. 1

De la definicién de las expresiones 32, podemos observar que el coeficiente de cual-
quier permutacién g en y2 debe ser 1,—1 6 0. Se describird ahora un método para

evaluar y3 en términos de las permutaciones de S,

¢ Caso 1
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Sean p; € M, 4, € V.. Si g es de la forma pyo_,q, = 75950 o, €5 decir, si g ocurre

con coeficiente distinto de cero en Y5, entonces por el corolario 78

Vorls = gVi9™ H, = py0,,4, Vg, ' 0,07 H,
= psasrvrarsp;IHs
=psVsH,

£0

Por lo tanto, si V. H, = 0 entonces el coeficiente de g en Ysr debe ser cero.

e (Caso 2

Supongamos V, H, # 0. Se sigue del lema 79 (¢) = (), que es posible construir
una tabla L tal que H, = H, y Vo=V, luegoo, =p, y Tory = 9,7 donde
Ps € Hy ¥ q,7 € Vyr. Ademds,

Tor = as(,rja(gT)T = US(gT)g = (USLaLrvT)) 9= Ps9rd = Ps9%r

Asf cs que

9=p;'0504;"
Como permutaciones conjugadas tienen el mismo signo, lo anterior implica que ¢
ocurre en gy, con el coeficiente sgn (¢7!) = sgn (¢,.) = sgn {a,/) = sgn (JL(m)‘

Resumimos estos resultados en el siguiente lema:

Lema 127 StV H, = 0, el coeficiente de g en y,,. es cero. Si VA H A=V, H) 40
el coeficiente de g en y,,. es £1 dependiendo del signo de q_., o lo que es lo mismo, del

signo de O oL
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Ejemplo. Vamos a encontrar para todo clainento en Ss, su ceeficiente en ..., donde

S y T son las siguietes tablas:

112 13
5= T = Top = 0y = (23)
HE 2
g £ {12) (23) (13) {123) (132)
1(3 213 12 3|1 211 312
qT
2 1 3 2 3 i
1|2 271 21 1]2
L . .
3 3 3 3
7 iy * . € (23) £ (13}
coef. de g en ygp 0 0 +1 -1 +1 -1

Para las tablas eI" y (12)T es posible encontrar un par de mimeros en la misma
columna que esté en un mismo renglén de §; por ef lema 79, eso implica V H, =
ViyrHs = 0y por el lema 127, el coeficiente de € y de (12) en y,, es cero. Las tablas L,
en la tabla anterior, son aquellas para las que se cumple Hy = H, ¥y Vo =V, vy una vez

construidas, se calcula sencillamente el signo de las permutaciones o . para obtener

(g7}
inmediatamente del lema 127 que

Yor = (23) — (13) + (123) — (132)..

Observacién Los calculos del lema 127 se hacen a partir de las tablas y sin hacer

cédlculos en el dlgebra de grupo .
Si en los lemas 125 y 126 tomamos x = g, ¥ en el lema 127 g = £ obtenemos el

siguiente resultado importante.

Teorema 128 Las erpresiones yo salisfacen las siguientes relaciones:

a)yo s, =0, sla# .
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b) 42 y2. =0, si VEHS =0,
) Yo, ¥, = 207y, si VIH, (= V2H?) # 0, dependiendo del signo de a®,
[ |

De ahora en adelante trabajaremos dnicamente con tablas estdndar.
Definicién 129

oo, L8 N e S }
Yij = O5Y; =Y 0y

donde 0% denota la permutacion que transforma la tabla T en la tabla T7.

Teorema 130
{v latn, 1<4,5 < f)

es una C base de C[S,].

Demostracién.

Supongamos E ,\Uy,‘1 0 . Entonces

0 = y?a (Z /\;y:) 3!'19 = y_?e (Z /\?jyfaf}) yﬁj
e LN
= ¢ (Z Afgjyﬁ,ofﬂj) por el lema 96
= ¢ (Z M 7050 ﬂ,} ) por el corolario 108
= (95) ( o0 f"lyﬁ) por el lema 96
= (Qﬁ) Af"l 813
lo cual implica que ,\? = 0. De manera analoga » oy = ,\?,33 =... = A?;,- o =0, para

toda 8 particién de n. Por lo tanto, los clementos yi; forman un conjunto linealmente

independiente de cardinalidad ¥ (f2)? 6, por el teorema 107, de cardinalidad n!. m

akn
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Teorema 131

{vil1<i<f}

es una C hase de C[S,] 4

Demostracién.

y;; estd en C {S,] y; pues por definicion g% = 0%3®; y ya que estas f* expresiones son
linealmente independientes, forman una base det C [S,] =médulo C[S,]y; de dimensién
f* (teorema 108). &

Sabemos ahora que las expresiones y; no sélo generan un conjunto completo de C [S,3-
mdédulos irreducibles sino que ademds nos proporcionan bases para cada nno de ellos.

Ahora lo vinico que falta para la obtencién de las representaciones matriciales de S,
es realizar algunos cdlculos, sélo que éstos resultan ser demasiado complicados incluso
paran =9:

Seap: 8, — GL{C[S,]y?) tal que p(7) (z} - 7z

Estamos interesados en 1a obtencidn de 1a matriz asociada a la transformacion lineal
p(7) en la base By = {yf;,....., ¥fa;}, 0 dicho de otra forma, en expresar 7y}, como una
combinacién lincal de los elementos en B; . Como hemos visto que ins expresiones ygq
forman una base de C[S], 7 =p§q A5 48, para algunos escalares X en C. Asies que
por el teoremma 128, 7y es una combinacién lineal de elementos y; cuyos coeficientes
son 3 sgn {Tqrig,) 07 A5, donde la suma corre sobre las ¢’s tales que VH # 0 y donde

L{q.j) es la tabla tal que VJ = V' y H = H}. La dificultad se encuentra entonces en

determinar para qué tablas V;“ Hf‘ # 0 y en calcular el signo de o404.5-
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Capitulo 5

Unidades Seminormales.

En el capitulo anterior obtuvimos una base del dlgebra de grupo € [Sn], 12 formada por
los elementos y5j- Desafortunadamente las formulas para multiplicar a estos elementos
no son sencillas y en consecuencia sus representaciones matriciales asociadas son diffciles
de calcular. Buscamos ahora una base de ¢ [8.] més sencilla.

En ¢l capftulo 3 vimos que el dlgebra de grupo C [S,] tiene una descomposicién tinica
en ideales bilaterales /, y ademds I, y M/e (C) son isomorfos como C'—4lgebras. En el
dlgebra Mya (C) la base m4s sencilia es la formada por las matrices, que denotaremos

e

4> con 1 en la entrada (4, 5) y cero en las demas entradas. Si para toda « particién

de n pensamos a la matriz Efj como elemento de €5 Mjya (C) entonces se satisface la
siguiente igualdad: o

ESEf = b0 L5
Se sigue que para cada isomorfismo de C—4lgebras @ : C[S,] =€ M. (C) tal que
% ({a) = Mya (C) debe existir una base de C [S,] formada por elemen;;; ef; que satisfagan
la igualdad

e5uel; = Sapdues. (5.1)

Afirmamos que al encontrar tal base serd4 mas fécil encontrar las representaciones matri-

ciales asocidas a los elementos e
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Sea p: Sy — GL(C{S,] ef) tal que p(g) (z) = gz. Escribiendo g como combinacién

lineal de los elementos ef; tenemos que

Por lo tanto, si C = {e% |1 <j < f°}, [p(g)], denota la matriz asociada a plg) enla
base C y (u;})!j denota la matriz de tamaio % f con 4 en la entrada (3, j}, entonces

lo (9)]6 = (uf.;‘)i,j '

Para este capitulo se consulté el libro [8].

Alfred Young definié tres conjuntos distintos de expresioncs que satisfacen la ccuacion

5.1. Estudiaremos uno de ellos, el formado por las llamadas unidades seminormales:

Definicién 132

1
a o TN T
RTINS
o Qd_ fYE_OrEe
ey = —Bu-”i Woe
i ._
e, 1=E

donde ar+ es la particién que se obtienc al quitar la letra n de la tabla 77*.

Ejemplo 133 n =3, a={2,1)

1|8
T; = =112 Ti”=

L}
" =2,6" =3
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3(e+(12) .
=%( +(12)) (e + (12)) (e - (13)) (e + (12))
= 35 [e + 4(12) — 2(13) — 2(23) — 2(123) - 2{132)]

El siguiente lema serd esencial para demostrar las relaciones que satisfacen las unida-
des seminormales.

Lema 134
yiey =6y,
vie =0y
Demostracién.

Por el lema 125,
viey =0 puy;

ey =0 py”

donde p, s el coeficientede e en g €; * es ¢l coeficiente de e en y; *
1 i P2 Ui

e;*. Demostraremos
primero que p; = py. Del lema 95 sabemos que

H = H* (e +(ain) + ... + (a,n))

donde ay, ...,

a, son los sfinbolos de la tabla TS que esidn e el mismo renglén que n y
by, ..

&, son los sfinbolos de la misma tabla que estdn en la misma columna que n. De
esto dltimo



= H;'V" + términos que involucran la letra n

yi" -+ términos que involucran la lotra n.

Como €?* no involucra la letra n, entonces el coeficiente de & en yled es igual al

coeficiente de € en y?*e?* y por lo tanto p, = -
Ahora demostraremos por induccidn sobre n que p;, = 1. La validez del caso n = 2 se

sigue de las siguientes igualdades.

(U lll (l - — (1)_9(1) (1)

=EEE =€ =
Supongamos cicrto para el caso n — 1, entonces y;*e] =0Ty

T s ‘-"xt ""t T Y "'—o "s

oy a, 1 .
0 Py " =y tety St sy =yt Ty =0y
Por lo tanto, pL=pp= 1.
Proposicién 135 ¢; es idempotente.

Demostiracién.

Por induccién sobre n

(1) ot el
Asumimos (e*)" = e7*| entonces
o 1 o o,
(65)2 = ‘ylel y: "
@y
1 ar oo
= 9—&9 e =¢
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Definimnos ahora la forma mds general de las unidades seminormales:
Definicién 136

. 1
iy oo Bnlyq]

En particular e;; es el idempotente anteriormente denotado por e;

Teorema 137 Las expresiones e:j satisfacen la siguiente relacion.

Cy€y; = ogbuey;

Demostracién.
Se verifica directamente para el caso n = 2.

Asumamos que la férmula se satisface para ¢l caso de n — 1 letras o menos.

a 1 1 . .
eikeﬁ‘ = ( ) (9‘9) € y,kek eJJG 1,“3?

Sia # (3 por el lema 1286, yﬁce;‘ef '_1,(3 =0 y por lo tanto la férmula se satisface.
Si k# !y a= B, por hipétesis de induccion, e‘,:‘ef" = ( y esto hace que también se
salisfaga la farmula.
Sik=1!ya= g, como el es idempotente,
1
Gy = ,,—u) e e

o e

1
I (yier y;c)’fkgeg

Il
TN TN

60

1
2™ g% g% T alt

9_0 kUkaJ 3

1

1]

CI‘OO‘ t]‘

y‘lj] - :'j

i) T por el fema 134

1
TN TN TN

>~
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v por lo tanto el teorema queda demostrado. B
Lema 138 efyfef = e y;ed" = 0"¢cf;

Demostracién.

1
6(1

nna

€Vt

Q.Qﬂ‘ﬂﬂ

ey‘llyljj

)

1
7o

T(ylel ) a5

|
/""\ VS

LU SN o BN« §

= e ylofe] por el lema 134

asaaaaacxa
'JJyJJ

1 o o
= (F) (yJ €; y?) ]

por el lema 134

€

|
®
o
i)
o
g
|

Lerna 139 El coeficiente de e en e es igual o (5) 6;

Demostracion.

¢l coeficiente de £ en ef‘-

es ylJ 5 por el lema 138

eJ e, yu por el lema 124

2
'U €; y'l y! por el lema 81

2
'-Jy: ny? por el lema 124

8i5; por el lema 134

) §i;¢;y.  por el teorema 137



El siguiente resultado es una generalizacidn del lema 134.
Lema 140 y; ejy; =6y
Demostracién.

s o o 1l o a, a a, a
Ui €45 5&% € Uil Yy

= 6_0 (y.' e )’Tijej Yy
= Y 058y por ¢! lema 134

= 05U % Y

= 0"y por el lema 134 =

Observernos que como yiefys = 6%y # 0, las expresiones ef son distintas de cero .

Proposicidén 141 Las unidades seminormales {e:-"j labn, 1<,j< f“} forman una
base de C[S,].

Demostracion.
Puesto que hay n! unidades seminormales basta ver que son lincalmente independien-

tes. Supongamos 3 Ajef; = 0, entonces por el teorcmna 137

oi,j

~ R 85 _
0=12cf (Z “\ijeg') of =¢f Z Xy = Ael,

aij 3
y por lo tanto A, = 0. m

Proposicién 142 Las unidades el son idempotentes primitivos pava toda o - n, 1 <

i< fe.

Demostracién.
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Supongamos e = ¢ + ¢, donde ¢ y ¢ son idempotentes ortogonales distintos de
Y

cero. Paor la proposicién anterior ¢ = ¥ /\'G y cntonces por el teorema 137
B.ra

€ =eleed = el (Z Aﬁqe{;) &= A%l

B.p.g
Ademds
¢ = (<) = ge) = ()%

Asies que AT =1 6 0. Si A = 0, entonces ¢ = 0 y si AL = 1, entonces ¢ = ' y
¢ =0 N

Notacién. Sea §F n—1. Denotaremos con T'S {8+, 7) al conjunto de tablas estdndar
T2 tales que Tg™ = TF.

Observacién, De la definicién 98 se sigue que [T5 (f+,7) =P (8+)].
Proposicién 143

A _ § ; o
e = [
TEETS(f4 )

Demostracidn.

Sea 8 = n — 1.Como ePestd cn C{S,], segin la proposicion 141 existen escalares
b

f
M € C tales que e? =§ ','2—:1 ALel.
Usando el teorema 137

1 - O O (4 (a4
W (ef vyler )ef (e yler™) = ef:e‘fe, = € (Z Z Ase ) e = ALeq,

Hn  ij=1

y como e*ef = 0si T¢* # TP y efep* =05 T2 # T, Af = 0 en estos dos casos.
Si Tg" =T? =T{* entoncesk =1y

Ak€rr = ei'e’fek= Bue(i:'yf (‘3 r)
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Q%O O% O

7° 2aCk Ytx €k

= epep =€

Sesigue que Af, =1 yporlotantoel = Y ¢ m.
TeETHB 1)

Corolario 144

S Y

akn  i=1

Demostracién.

Por lo anterior, se cumple que

> Ya-y Z

aFn k=1 prn—-1 r=1

Por induccién ¥ ef —»E b= =edl=cm
ak
Resumimos en el sxgu1ente teorema los resultados probados en la proposicién 141, en

el corolario 143 y en el teorema 137

Teorema 145 Las unidades seminormales e, ct=n, 1 < 4,7 < f* , forman wna base

IJJ

de C'[S,] y-satisfacen las siquientes relaciones:

a 0 o
8!-,:8‘-7— = 6ﬂﬁ§k18ij

> S

abn i=]

Ademds, cada unidad seminormal €7 es un idempotente primitivo.

Teorema 146 C[S,]ef es un C[S,] — mddulo irreducible isomorfo a C [Sa) 92 con base
B={eg1<j<f}.
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Demostracién.

Por la proposicién 142, ef es un idempptente primitivo. Se sigue de la proposicién 47
que C'15,] e es irreducible.

Segtin el tcorema 50, basta encontrar elementos distintos de cero en C[S,} de la
forma efzjf para asegurar que los C'[S,] - médulos C [S,]e® v C[S5,) 7 son isomorfos.
Afirmamos que efe?*j # 0. Si efe*§® = 0 entonces {efeX* ) e = & = 0, lo cual
contradice el hecho eff # 0.

Se siguc del teorema 137 que e = efief y por lo tanto e estd en C'[S,) el B es
una base de C'[S,] ef puesto que es un conjunto de clementos en C[S,]ef linealmente

independientes y tiene cardinalidad igual a la dimension de C [S,]e?. B

Corolario 147 C[S,]e¢ y C'[54] e_? son C |8, —mddulos isomorfos si ysolo sia = 3. &
Corolario 148

so
cls) =B cis)e =

abln i=1

Teorema 149

fc!
Lo =P C[Sd]es
=1

Demostracion. o

Se sigue del teorema anterior y del teorema 59 que EB C [8,] € es un ideal bilateral
silunple. Segun la nproposici(‘)n 134, yPelyt = 0%yl y eﬁt:;;:iigualdz;.d asegura (que yiestd en
éa C[Snjefn éB C[Sn) y7. Por el teorema 58, la descomposicién de C{S..] en ideales
I;Tliiterales es unt;.la y por lo tanto se cumple el teorema. B

Teorema 150 (de Ramificacion).

mdy (VF)=  ve

ocP(i+)
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donde [nrrg:_l (VP) denota ol C (S, —mddulo C(S.] ® VP
C[Sn|

Demostracion.

Se sigue del teorema 146 que

nd  (V*) =C(Sa] Q) VI=C[S] R ClSu-1]ef.

ClSn1] C[Sn]

Sea @ : C[8)] & CiSni]ef — C[Sa]e? tal que (xR ze?) = zzef. Se verifica
C[Sa1]
directamente que € es un isomorfismo de € [S;] —médulos. De la proposicidn 143 se
sigue que
C[Sajef = C[S,) Y eal= @ cisde

TEETS(B+.7) TeeTS(f+,r}

y como [T'S (A+,7)| = | P (#+)| entonces

p cilax H ove

TRETS(B+,7) a€P(A+)

Corolario 151 Sea Resg:_ (V®) el espacio vectorial V° con la multiplicacidn de C[S,,)

en V® restringida a C [S,~1]. Entonces

Resih_ (V)= B V-

BEP(a—}

Demostracién. Sea ¥* = xs. Entonces por los teoremas 37, ?? y 34,

sia € P(f+)

<X"’,Ras§:4x“> = (Indg:-lxﬂ’xa> = ; sic @ P{F+)
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Como 8 estd en P(a~) si y s6lo si a estd en P (B+),

ety e)={ | #oereo)
0 sifggPla-)

Se sigue del teorema 32 quc

Resi, (V)= D v/ =
peP(an)
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Capitulo 6

Matrices Seminormales.

Cada €' [S,] —médulo generado por una unidad seminormatl induce un homemorfismo de

grupos
P75 = GL(C[Su]ef)

definido por pf (7)(z) = 7z. En este capitulo estudiaremos las matrices asociadas a
los isomorfismos lineales p¢ () cn las bases B; = {c; {1 <7 < f*} encontradas en el
capftulo anterior. La matriz asociada a p? (1) en la base B; es también la matriz asociada
a pf (7) en la base B; y por lo tanto nos referiremos a ella simplemente como la matriz
seminormal de r asociada a la representacion .

En el capitulo anterior vimos que las unidades seminormales forman una C'—base de

C [Sa] . Veremos en este capftulo quesi 37 ). €f, es la expresion de 7 como combinacién
lineal de las unidades seminormales er:t;g::ccs la entrada (1, 7} de la matriz seminormal
de 7 asociada a la representacién o es ;.. Avanzando mds, daremos explicitamente
los elementos del campo que componen a las matrices asociadas a las permutaciones
generadoras de S, (k—1%),2< k< n.

Ellema de Schur y el estudio de matrices seminormales de permutaciones 7 tales que
7{n) = n serén la herramienta que conducir el desarrollo del capftulo.

Para este capitulo se consulté el libro [8] .
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Enumeraremos los elementos de S, por 71 ,72,..., 7 de manera que 7, = . As{
{rs | 1 £ s < n!} es la base candnica de C[S,]. Usando la base seminormal y la base

canduica de C[5,],

(+3 (]
E Uyijr, Cif

XN

a 2_‘ o
eij = ‘b‘i]-.r. Ta

’-.l

Ts

De ahora en adelante, los simbolos uf;,, v 4fj,, tendrdn el significado que de
arriba se infiere.
Sea pf : S — GL(C|S5a]€®) tal que p? {74} (z) = r4z. A continuacién se describird

la matriz asociada a la transformacién lineal p? (7) en la base B, = {r:j". [1 <5< f}.

-
o
o

i

s - (Tt

B.pg

[2] o
Z Upjr Cpi
P

Se sigue que {p? (¢)]g, s la matriz de tamafio fx f tal gue cn su entrada {2, )

ticne el coeficiente ug},, .

Observacién.
Sean B,={e% 11 <s< f*} y p? : 8, — GL(C(Sa]e?) tal que p2 () (z) = 74z

Entonces

(s (Tk)ls. = [} (Tk)]ai

Definicién 152

Uz =10 (1)) g,

se llama la matriz seminormal de T en la representacidn asociada a o.
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Definimos ahora las matrices seminormales U2 para toda z en C'[S,].
Sea p: S, — GLa (C) tal que p(7) = U2. Entonces existe un Gnico homormerfismo
de C—4lgebras p: C [Sa] — Mya (C) tal que p |5, = p.

Siz =3 a9, cona, € C, entonces
€5,

Definicién 153

Ejemplo 154

1. Las matrices U}, donde « es una particién de 2.
Sean §=(2) y v = (1,1). Las inicas particiones de 2 son v v § y para cada una de

ellas existe una unica tabla estdndar:

19 =|1 2]

Las unidades seminormales en C [Sa] son:

1 1
i = ggellylel! = 5 e+ (12))

1 1
e = mellylel == (- (12)

Escribiendo ia permutacién (12) como combinacidn lineal de las unidades seminormales,
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Por lo tanto,

B8
Y

1 = (1]

Uny = [-1]

2. Las matrices Ugjy y Ug, donde o es una particién de 3.

Sean 9 = (3), # = (2,1) y v = (1,1,1). Las tablas esténdar para m B y v son las

siguientes:
v =

1 =

=

1

Leo [ [ [ ] -

s
g
I

Las unidades seminormales de C {Sy] son:

o= sl
.eﬂ = %(

4 -3

¢ = 3

e'g2 = é(s {12) +
ely =é

Escribiendo las permutaciones (12) y

+(12) + (23) + (13) +(123) + (132))
(12) — -(23) -z (13) - (123) -z (132))
23)— = 13)——(123) (132))

23) — (13) + (123) — (132))

1 1
(23) +3 Ligy - - (123) - = (132))

(e — (12) — (23) — (13) + (123) + (132))

(23) como combinacién lineal de las unidades se-
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minormales,

¥ il B8
(12) = ef, —ef, +6), —ep

. 1 3 5 1
(23) = €}, - 5‘3‘1}1 + 4_312 eﬂ 2332

Por 1o tanto,

U("lz) =[q] U("m =[1]
(12 = [-1] U(ga) = [~1]
1 0 -1 3
A _ g _ 2 4
Yan=1 Vs = ,

A continuacién probaremos ciertas férmulas importantes para nuestro trabajo poste-
rior.

Sean V la mnatriz de cambio de la base {e;’; |abn1<ij<f*}alabase{r,|r € S,}
y U la matriz de cambio de la base {7, | 7€ S,} a la base {e& |atn,1<i,j< f}.

Ya que I/ y V son matrices inversas

> w0, = apbiiby; {6.1)

Ts

Por otro lado, como euef, = oadc;ef debemos tener

o O _ o a - o
€t = E Ve, Vit TaTr = Gapbi; E Vitr, Th

Ta,Tr Th

o g — . o
E Uijr'vkl(r:l'rh)-rh = 5065k1 E Yitr, Th

TeiTh Th

Por lo tanto,
Z Vijr, Y H(r"‘ = bapbivily,

Poniendo 74 = ¢ en la \ltima ecuacién y recordando que vg, = i (5 )
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(lema 139 ), obtenemos

: 1
Z ”?ir..vfh;l = bapbrjbi (ﬁ)

T

ASf es que intercambiando la.s letras k Yy l
Z "-f‘“vfkf." Eha ge ( ' )

Se sigue de 6.1 y de 6.2 que el renglén en U determinado por los indices 3, &, es 87

veces la columna en V' determinada por los indices 3,1, k, es decir,

uf, = 90”5”;1 (6.3)

Finalmente de esta dltima ecuacién obtenemos

I
E::; = (G—G') u;,f:.lr,, (64)

Ts

Seax =3 A7 . De la definicién de la matriz I/ se observa que su entrada (i, )
TESH

es ) Asud,, donde para toda T € S, los indices 4, j en ug;, sc refieren a tablas estdndar
cornez'i orden explicado inmediatamente después de su definicién { 93 ). Lo que queremos
hacer notar es que cada entrada (4, §) de U® cst4 asociada a la pareja de tablas estandar
(T2, T7) v ol orden en cuestién genera naturalmente una division de la matriz U, Las

submatrices generadas por dicha divisién serdn estudiadas a continuacisn.

Definicién 155 Diremos que U2 estd dividida de acuerdo a la posicion de la dltima
letra n si se divide en submatrices para las cuales se cumple que las tablas asociadas o
sus indices de renglén forman el conjunto de tablas estdndar con la dltima lefre n en una

posicidn fija y lo mismo es cierto para las tablas asociadas a sus fndices de columna.
Ejemplo Sean o = (3,2) y z € C[S5,].

7



123 124 134 125 1325

45 35 2 5 3 4 2 4
N 1 2 3
uf, . . . Ug g :
4 5
1 2 4
3 5
Ue =
1 3 4
2 5
1 25
3 4
N . 135
Us1z . . . Utz
2 4

Si cada submatriz generada por esta divisién es de nuevo dividida por la posicién de
la letra n — 1, entonces diremos que U estd dividida de acuerdo a la posicion de las dos
tdltimas letras.

Puesto que las tablas T;* y T} tienen la letra n en una misma posicién si y sélo si la
forma de 77" es igual a Ia forma de 75, la definicidn anterior s equivalente si se sustituye
“con la idltima letra n en una posicién fija ? por “de forma 3, donde 8 € P (a-), al

suprimir la dltima letra de cada una de ellas”.

Sea T € S, tal que 7{n) = n, entonces T puede ser expresada como combinacién

lineal de las unidades seminormales ef‘ de 5,_, o en términos de las unidades e de S,.

7 =ZZ ug el = Z Z TARCHS

abn ij Bru—1 k]

Multiplicando las ecuaciones anteriores por e por la izquierda y por e} por la derecha

2
1
a o _ s, o oy [ %ok
Ujjr€yy = € TE = (B_a Z (e yies )Umrefr (ej Ui €; )
Akl
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ESTA 1698 1g 7
MR BE L pisgreey

St TP'y T3 son de distintas formas, e?‘cfte;-" =0y por lo tanto uf, = 0. Se sigue
que todas las submatrices que resultan de la divisién de acuerdo a la dltima letra ¥y que
1o estai sobre la diagonal principal son cero.

Si en cambio, Ty T son de la misma forma entonces T y T} tienen a n en la
misma posicion; asi es que o%;, la permutacién que transfoma T7 en T7, no involucra la
letra n y es también la permutacién que transforma T en TP,

Lo LI« 2N a1 J

{s g ] —_ SN - 3 ) (=1} a LO%x Ok e O O (L] L2 N L] [4
¢ Cij = & ¥io;e =g (v +N)aijcj =e Y 056 +e N".‘jej (6.5)

e?‘y?'aﬁ}‘e}" + e?'NJ‘l-‘J-e;"
donde NV es como en el lema 95, es decir, cierto elemento del dlgebra de grupo cuyos
términos involucran Ia letra n. Por la ecuacion 6.4, us;, es el coeficiente de 7~ en 0%cg v
ya que T (n) = n, se sigue de 6.5 que uj;, s el coeficiente de v~ ! en 0%el = eftyftales
(lema 138), y éste, de nuevo por 6.4, es precisamente us,. Esto quiere decir que la
submatriz de UZ que se encuentra en la diagonal principal en la posicién correspondiente
a aquellas tablas que al suprimirles la letra n resulta una tabla de forma B, es precisaincnte
UP. Asf es que
U= @ Ut
BeP{a—)

donde P (a—) (definicién 99 ) estd ordenado con el orden lexicografico inverso, pues con
este orden, si Ty T7* son de forma 8, y 3, respectivamente, entonces By < B,y siysilo
siTe < T3

Este resultado también debe ser valido para cualquier combinacién lineal z de per-

mutaciones que no involueren la letra n. Tenemos entonces el siguiente teorema que cs

la versién matricial del corolario 151.
Teorema 156 ( de Ramificacion) Siz € C[S,] no involucra la letra n, entonces

U= P vt

AeP{a-)
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Ejemplo. Sea 7 € Sy tal que 7(9) = 9, entonces

1[4‘2’] o 0
Ur[4'22'1] _ 0 1[42‘12] 0
0 o ub

Para conocer la estructura de las matrices U(‘;_l n) Serd necesario estudiar primero las

estructuras de las matrices seminormales para y® y e2*.

Proposicién 157 Todo elemento debajo o sobre la digonal principal de la matriz U es

cero exceplo el elemento en la entrada (3,1) cuyo valor es 6,

Demostracidén.

Usando la base canénica y la base seminormal de C'[S,,] para escribir y2:

v =Z AiTj =Z Aj (Z “flrjeft)
TJ TJ'

8.kl

De aqui que el elemento en la posicién (r, s} de la matriz Ups sea
a o
ursy:’ =Z /\.fur'arj
j

De las relaciones que satisfacen las unidades seminormales (Teorema 137)

(o s . S a
€ Ui = ursy? Ery (66)

lo cual implica que U7y también es el coeficiente de ef, en la expresion de eZyfe? como

combinacién lineal de las unidades seminormales.
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v

2
1 .
o @ e, a0 [ S L T T
uray“cra = &Yl = (90 Cr Ul WiCs Vs

H

1)2(1)(1) o an et s oes
=) (e ) (7aw ) 60700 (e y2"em™) HO V2 (e yemes ™) yoet
(aﬂ AR :

donde z = (e + (mn) + ... + (1)) (€ — (@n) — ... — (gn))y Pi, son como en el
lema 95.

Por el corolario 88, la ccuacién 6.6 es igual a cero si se cumple uno de los siguientes
cnunciados:

1. La forma de 72 es menor que la forma de 77~

2. La forma de T es menor que la forma de T2".

Por o tanto Urye = 0 sl sccumple 1 6 2.

Observemos que el corolario 88 no se puede aplicar para afirmar que la ecuacién 6.6 ¢s
igual a cero si la forma de T** es mayor que la forma. de T2*. Una. expresidn de la forma
H*zV{™ aparece en 6.6 pero el elemento z intermedio estd en C[S,] y no en C[S,_y].

Por otro lado, observeinws que los dltimos enunciades implican los siguientes, y vice-
versa en ¢l caso en que las tablas comparadas no tengan a n en la misma posicién.

1'. La tabla T} es mayor que la tabla 7.

2'. La tabla T? es mayor que la tabla 7.

Por lo anterior se afirma que si la matriz Ug se divide de acuerdo a la posicion de la
tltima letra, todas las submatrices a la izquierda o debajo de la submatriz que contiene

la posici6n (4,4) son cero ya que son matrices de entradas

T3y

=, donde T y TJ tienen
la letra n en una posicién distinta a la que tiene en T y ademss se cumple 1 & 2'.
Fscribiendo efyfey de tal forma que se pueda usar de mancra andloga para n — 2 e
corolario 88, es posible mostrar que las submatrices generadas por la divisién de acuerdo
a la letra n — 1 y que se encuentran a la izquierda o debajo de la submatriz generada por
la misma division que contiene la pesicién (i) son cero. Aplicando este argumento a las

letras n — 2,n - 3, ..., notamos que todo elemento debajo o sobre la diagonal principal

81



es cero excepto posiblemente el elemento (4,1) . Como efyfe? = §%f por el lema 138, es

claro que este elemento tiene el valor 67. @

Proposicién 158 La matriz US%. tiene un elemento +1 en la entrada (i,1) y cero en los

demds entradas.

Demostracién.

Se demostré en la proposicién 143 que e = Zef ., donde la suma corre sobre todas
las tablas T,f tales que al suprimirles la letra n resultan ser iguales a 7. De estas tablas
s6lo T es de forma o. Se sigue que la matriz Ug. ticne un elemento +1 en la posicién

(2,1) y cero en las demds posiciones. R

Definicién 159 Sea T' una tabla. Supongamos que lo letra p eparece en el i,—ésimo
rengldn y j,—ésima columna y que la letre g aparece en el i,—ésimo rengldn y j,—ésima

columna. La distancia axial dep a q es
dr (p,q) = (lg — Jo) — (ip — Jp) = (ig — ip) + (Jp — Jo)

De acuerdo 2 la definicién tenemos que dy (p,¢) = —dr (g,p) .

La distancia axial de p a ¢ tiene una interpretacién grafica simple. Empezando en la
posicion p en la tabla T, tracemos una ruta rectangular hasta alcanzar la posicidn de g.
Contando -+1 por cada paso hecho hacia abajo ¢ hacia la izquierda y -1 por cada paso
hacia arriba o hacia la derecha; el mimero resultante de pasos serd la distancia axial de

pagqg.

Ejemplo 160 Sea T . Entonces dr (3,4) = -3.

Lema 161 Sea T una tabla. Entonces

dT (p1 q) + dT (QIT) = dT (p,'r)
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Demostracién.

dr (p,q) + dr (g, Ty = (iq — Ja) — (ip = Jp) + (4 — i) — (iv - jq)
= (ir - Jr) - (ip - jp)
dr(p,r) &

]

Enunciamos ahora el resultado mds importante del capitulo.

Teorema 162 Sea a b n. 8i w;; denota la entrada (1,7} de la matriz Ufio1 gys con 1 <

k < n, entonces Ui es cero saluo en los siguienies casos:

— 1
1 uy = dra (lf)

2
2 8ii<jyTer=(k-1 k)T entoncesug; =1 — (dﬁﬁ'—j—)) yuy; = L

Los siguientes leinas serdn utiiizados en la demostracion del teorema.

Necesitamos ahora una notacién para referirnos a las submatrices generadas por la
division de acuerdo a la posicién de las dos viltimas lebras de las matrices {73, donde z es
cualquier elemento de C[S,].

Notacidn.Sea « - n. Usando el orden lexicografico inverso sean P (a~)={B,...8,}
Y P(Ba=) = {Va1Yaz:s -+ Yas, } - Denotaremos con U&®¥*? 4 |3 submatriz de U genera-
da por la divisidn de acuerdo a las dos viltimas letras tal que sus indices de renglén estdn

asociados a la particion v,, y sus indices de columna estan asociados a la particion -y,

Ejemplo Sean a = (3,2) y z € C[Ss).

B, = (3.1 Py =1(2,2)
Tu = (3) T2 =(2,1) Y = (2,1)
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123 1 24 134 125 135

4 5 3 5 2 5 J 4 2 4
Un(l,!;l,l) Ua{l,l;l.,?) Ua(1,1;2,l) 1 23
4 5
1 2 4
3 5
Us =
af{l,2;1,1) Un(1,2;1,2) «(1,2;2,1) 1 3 4
2 5
1 2§
3 4
a(2,1;1,1) a(2,1;1,2} Ua(2,l;2,l] 1 35
2 4

Observacién. Si z estd en C[S,] y no involucra las dltimas dos letras entonces

aplicando dos veces el teorema 156 tenemos que

r T Sa
o -y vt - vz
a=1 a=j b=1
y en este caso U4 — e
Lema 163 Sin> 3
albicd) wl con £ €C, 5TV, = T
v n—ln) ,

0 58 Vb F Ved

Demostracién. Sean a - ny = € C[5,] tal que no involucre las letras n — 1 y n.

Aplicando dos veces el teorema 156, US™"*? =0 si a #£ c 0 b # d, es decir, si UZ@Hed

no se encuentra sobre la diagonal principal de U¢. Se sigue entonces que para las matrices
Uo(n,b;c,d) y Ua(u,b;c,d)

2(n—1 ) (n—1mz € cumple lo siguiente:

Uﬂ(a,b;c,d) — Ua(a,b;a,b)Ua(ﬂ.b;Csd)

z(n—1 n) n—1n)

84



(o.bicd) _ afa,b;c,d) alc,d;e,d
U((::—i mir U(n—ln) U‘-'( )

Ademids, z(n — 1 n) = (n — 1 n}z de nuevo por que z no involucra las letras n — 1 y

™, ¥ en consecuencia ténemos un conjunto de ecuaciones del siguiente tipo:

biab)yrofabicd) _ rra(abicd) dicad
U:(ﬂ o )U(n-ln.) _U(n—l ) U:(c c.d)

Ejemplo. (ver también ejemplo 6) Sea o = (3, 2)

all,1;1,1) a(l,1;1,1) a(l,1;1,2) o{l,1;2,1}
Uz 0 0 U(“_: n) U(n_l n) U(u—l n)
U;:'(n—l o= 0 Ug(1,2;1,2) 0 U;l(}l?:?llil) Ub;(i.f;i.)ﬂ) U:(-l.f;fil) =
(2,1;2,1) (2,1;1,1) (2,1:1,2) (Z1:2,0)
O 0 [j;::r U(an_l n) U(c:]-l n) Uaﬂ—l n)

U;:(l.l;l,l}Ua(l,l;l,l) pelb L) et iin,2; U:(x,;;l.l)uq(l,l;z,u

(r—1n) ® n~1n) (n-1n}
Ua(l'2:l'2)UF(1'12:131} Ua(],?;l,Q)U(a(lj;ls?} UQ(I,Q;I‘Q)UO(I,Z;QiI)
T n—1n z n—1ln z n—1n
a(2,1;2,1) ra(2,1;1,1) o(2,1;2,1) yraf2,1;1,2) a(2,1;2,1) ; pa(2,152,1)
Uz Un—] n) Uz U(n—l n) Uz U(n—l n)
afl,1;1,1) a(1,1:2,2) all,1;2,1) a{l,1;1,1)
U(n—l n}) U(n—l n} U(n—] n) U; 0 0
U(nr ! ) - U(a(l,]Z;]il) Ua(l.lﬂ;li2) U(a(l,?;Zi]) 0 afl,2;1,2) 0 =
Lo z n-ln n—1n n-ln z
a{2,1;1,1) (2,1;1,2) a(2,1;2,1) a{2,1;2,1)
U(n—-] n) U(n(—l ) U(ﬂ—[ n) 0 0 Uz

Ua(l,l;l,l)Ua(l,l;l,l) Un(l,l;l,Z)U;::r(lﬂ;l,‘Z) Ua(l,l;?,l)Uu('l,l;Q.])

x

(n—1r) (n—-1n) (n—1n) VT

a(l,271,1) r ra(1,151, 21,0 rra{l 21, (1,22,
U n(_ll 'i)l)U'L (1,1;1,1) U{aﬂ(_lfi)?)Uz {1,2,1,2) U(n(.l_f:)])U;@ L2

a(2,1i1, ) rpa(l,1;1,1) a(2,1;1,2) y ra(1,2;1,2) a(2,1;2,1) ; pa(2,1:2,1)
U(n—l n) Us U(n—] n) Uz U(n—i n) Uz

Por el lema de Schur 26, si v, = v, entonces U2 = kI para alguna « € C;

{(n-1mn}
¥ 8 Yo F 7oy entonces U(c‘n(f‘f‘:')d) = 0. Dicho de otra forma, las matrices U759

tno1n)  cON
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la posibilidad de ser distintas de cero, y en consecuencia ser un miiltiplo de la matriz
identidad, son aquellas para las cuales las tablas que caracterizan sus indices de renglon
son las mismas que caracterizan sus indices de columna o s6lo difieren en que las posiciones
de n y n —1 estan intercambiadas. B

Observacién. Supongamos que la entrada (i,1) de Ulh-1 oy s también una entrada

de la submatriz /2@

(n1m) - 51 T es una tabla estdndar con n— 1 y n en el misimo renglén

o columna, entonces para cada pareja (c,d) , ¥, = V.4 51 ¥ s6losia = cy b = d. En otras
palabras, la entrada (7,7) de Ud ny © la tinica entrada distinta de cero en el i—ésimo

renglén e {—ésima columna de U(‘;_l )

Lema 164 St n > 3 entonces las submairices de Ul.—\ ) generadas por la division de

acuerdo a la posicidn de las ullimas dos letras son cero salve en los siguientes casos:

1 Uo(a,b;u,b)

n-1my = 1 silas tablas que caracterizan sus renglones y columnas tienen an—1

y n en el mismo renglon.

2 Ug (ab ‘;f’) = —I si las tablas que caracterizan sus renglones y columnas tienen a

n—1yn en la misma columna.

Ua(a.b;a,b) Ua(a,b;c,d) —,DI (1 _ pg) I
mnoin) Ymoin) | _ o )
g peledad) peledied = ; ; con p € C, 817y = Tu, €8 de
(n-1n) (n—1n) P

cir, 5t las tablas que caracterizan a lo matriz U(‘;(ff ;;')b) sélo difieren de las tablas

: : e -
que caracterizan a la matriz U&(fl :)) en que las posiciones de n — 1 y n estdn

intercambiadas.

Demostracién. Segin el lema anterior,

L UG, {f']b;:f’) = M si las tablas que caracterizan sus renglones y columnas tienen a n — 1

¥ 1 en el mismo renglén.

2, U(‘fl(f’f' ‘25") = x[ silas tablas que caracterizan sus renglones y columnas tienen a n — }

y n en la misma columna.

86



2 U(f:‘(j.:);:,)b} U(o:'(i.f::l.)d) el ol ) B
’ ale,dia b) ofc,d;c,d) 38 Yoy = Y
) U C21] Cg'_)[

(n=1n) {r—1n)

para algunos escalares A, &, ¢y1,¢12, 91 ¥ 22 en C. Veremos ahora que estos escalares

cumplen lo afirmado por el lema.

2
Como (n—1n)? =¢, (Uf:.—:,n)) = {7 = I y de esta ecuacién matricial se deducen

las siguientes relaciones (ver observacién anterior) :

o=
kI =1
C?l + C1z€y = ng + C12C2, = 1 (67)

azlen +¢) = cufon+op}=0

Ahora obtendremos més informacién acerca de estos escalares operando con las ma-
trices U!:a ¥ Ue":‘,. cuya estructura, por las proposiciones 157 y 158, ya conocemos.

1. Sean T una tabla con n — ! y n en cl mismo renglén y A el elemento en la
entrada (i,7) de Ugi—1 ny- El lema anterior asegura que la tinica entrada distinta de cero
en el —ésimo renglén de UF,_, ny € la entrada diagonal. Se sigue entonces que todas las
entradas en la matriz U, _, o, = UR.Ug,_, , son cero excepto la entrada (i,1) cuyo
valor es A . Se afirma también que todas las entradas en U or = UgaUg.. son cero excepto
la entrada (4,4) cuyo valor es 6° y posiblemente las entradas en la i—ésima columna con
indice de renglén menor a ¢ . Por lo tanto, la matriz = (net nyyea- tiene al elemento AG®
en la entrada (7,7) . Por otro lado, como la transposicién (n — 1 n) estd en HMrs, el grupo
de permutaciones que preservan los renglones de T2, e2* {n — 1n) y%e?" = e®*y2e2* y, por

el lema 138, e?*yfef™ = 6”ef lo cual implica que la matriz enr(notn)yoers = Ugago tiene

el elemento 6* en la entrada (7,1} y cero en las demas entradas. Por lo tanto A = 1.

2. Sean T una tabla conn—1y n en la misma columna y & el elemento en la entrada
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(i,4) de Ug,_, ;- Con un procedimiento similar al del inciso 1, es posible concluir que la
matriz U:l."y:’(n—ln)ef" tiene al elemento «8% en la entrada (i,7). También, como (n — 1 n)
estd en Ve | €l grupo de permutaciones que preservan las columnas de T2, g (n — L 1) =
-7, lo cual implica junto con el lema 138 que la matriz U;}.y?("_l“)e:_.. = UfaaE? tiene
al elemento —6” en la entrada (7,4} y cero en las demds entradas. Por lo tanto, & = —1.

3. Sea T una tabla con n y n — 1 en distintos renglones y columnas. Entonces
(n — In)T® también es una tabla estindar. Sean TP =Mm-1n)TF yen, ¢ las
entradas (f, 7} y (4, ) respectivamente de U—1 ny Supongamos TP > T7. Por el lema
anterior, las vinicas entradas distintas de cero en la j—ésima columna de U((:. —1 q) SOB C1y
¥ €z1. Se sigue que las matrices corye ¥ U;,’uJ es tienen ceros en todas las entradas excepto

cn las entradas indicadas en los siguientes diagramas.

i i

e _ o _ €11
ety T a . onelt T .
% x| oy i

Por lo tanto, la matriz Uff..y?U;’Se?. = Ug"y?v.‘;— o = U;'E,.ya g = U;,:Le% tiene al elemento

#%ca1 en la entrada (2,7) y cero en las demsds entradas. Por otro lado US.. tiene un
3]

€

elemento 6° en la entrada (%, 7) y cero en las demds entradas. Se concluye entonces que
€y = 1.

Sea p = eyy. Entonces de las ecuaciones 6.7
—Cn=Cp=p

C12=1—P2 n

Lema 165 Sea o - n . En cualquier renglén o columna de la matriz U(‘}c_l k1 Sk <n,
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hay a lo més dos elementos distintos de cero. Ademds, si cl rengldén o columna tiene

entradas distintas de cero entonces la entrada diagonal es distinta de cero.

Demostracion.

Casok=n.

Se sigue del lema 164.

Casok<n.

Por induccién sobre n . Del ejemplo 154 se siguen los casos n = 2,3 . Podemos por
lo tanto asumir la validez del lema para matrices Ug:_, %) donde B es una particién de

n — 1. Segiin la proposicién 156,

Upoin= D Uhiy (6.8)

BeEP(a—)
Afirmamos que para cada submatriz Uﬂ_l g vale el lema : si & < n — 1 por hipétesis de
induccion y si k = n — 1 por el lema 164. De la ecuacién 6.8 se sigue el lema. B
Demostracién del teorema 162.
Por induccion sobre n . Del gjemplo 154 s¢ siguen los casos n = 2, 3.
Casok<n,n>4

Scgun la proposicion 156, U&_l %) :ﬁ g(} ) U{Ll x- Por hipdtesis de induccién para
eP(a—
cada submatriz U(‘i_l x vale el teorema. Si § estd en P (a—) entonces d?‘f’ (k,k—1)=

dre (k,k — 1), donde T2" = Tfj . Ademss, T,ﬁ = (k-1 k)TJfG con t < j imphlica TO

(k — 1 k)T donde T2 = Tf y 5 < 7. Por lo tanto, el teorema también es cierto para la
matriz U(",‘c_lk) .

Casok=nn>4

Si la tabla T7 tiene a n ~ 1 y n en el mismo renglén entonces, por ¢l lema 164,
u; =1= m .

Sila tabla TP tiene a n — 1 y n en la misma columna entonces, por ¢l lema 164,

_ _1 — 1
i =~ = g
:
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Falta entonces demostrar que el escalar p del lema 164 es el inverso de dre (1,7 — 1}.
Para ello necesitaremos la siguiente observacién y el siguiente lema.
Ohbservacién. Como(n ~2n-1){n—tn)(n—2n-1)=(r—-1n)(n—-2n—-1)(n-1n)

en S,, lo mismo debe ser cierto para las matrices seminormales, es decir,
U(‘;—z n—l)U(:a—l n)U(c::—z n—-1) © U(L:;-l n)Uﬁl-z n—l)U(nn*l n):

Lema 166 SeanT yT} tablas tales que (n — 1 n) 17 =717 y T < T} Sip yq denotan
las entradas {1,7) y (5,7) de Ug._ a1y Tespectivamente y p denota le entrada (7,7) de

Ui—1 nyy entonces
1. La entrada (4,1) del producto U(‘:'_z a1 UG-t mUG—z nony €9 igual a pq

2. La entrada (j,1) del producto UGo1 Uit n—nyUino1 ny €5 tgual @ pq — pp,

es decir, pg = pg — pp.
Demostracién. Sean T y 77 tablas tales que (n — 1 n) T =17 y T < T}, Por e

lema 164 los elementos en la matriz Ug, |, en las posiciones (¢,1), {1, 7}, (7,%), (4, 7) son
—p 1-p
1 I

y por el lemna 163, estos elementos sou los tnicos distintos de cero en los renglones y
columnas 1y j de Uf,_, ). De acuerdo al caso anterior, como 17 # (n—1n-2)T7 los

elementos en ta matriz UGi—1 n—z) €n las posiciones (2,1}, (2,7),{4,2) (4,7) son

donde i es la distancia axial den—lan—2en T y é es la distancia axial de n — 1

an—2enT; o equivalentemente, la distancia axial de n an — 2 en T3,
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Para |a primera parte del lema, usando de nuevo el lema 164 y el lema 165, encontrare-
mos las eutradas distintas de cero en el j—ésimo rengloén del producto Ut nyUGot ny-
En el j—ésimo renglén de la matriz Ufi-1 n-2) existe, ademds del elemento g, a lo mds
otro clemento distinto de cero. Supongamos que tal elemento existe en la posicién {5, k)
y denotémoslo con s. Entonces 77 = (n — 1 n — 2)7¢.

Supongamos también que los tnicos elementos distintos de cero en el k—ésimo ren-
glén de UZ, | se encuentran en las posiciones (k,k) y (k, 1) y denotémoslos con ¢ y r
respectivamente. Entonces en la posicién (I, k) existe también un elemento distinto de
cero. Ademds, T2 = (n — 1 n) TP

Afirmamos ahora que { # jy l # i pues (n—1 n) T = TP =(m—-1n-2)T¢ =
(n —1nn—2)TP Entonces en las posiciones (4, k), (5,1}, (4,1) , (4,7) del producte U2
tenemos los elementos st, g, st ¥ gp respectivamente y estas son las dnicas entradas dis-
tintas de cero en el j—6simo renglén. En los signientes diagramas escogemos un posible

orden para las posiciones.

en las posiciones o ) o

st g st gp G,k G (0 G)
Para finalmente calcular la entrada {f,7) en Ut n_Q)U(‘;_l myUin-1 n-gy, Observemos
que en la i—¢sima columna de U(‘;_, n=2) ademnds del elemento p existe a lo més otro
elemento distinto de cero, digamos en la entrada (m, ) . Entonces T2=(n—1n-2)Te.

Afirmamos quem £ lym # k:

(h

I

(nn—-ln—Z)T’JF’z(nn—ln—Q)(nn—I)Ti"=(nn“_2)j-:_a#m
I} = (n=-1n-2)TP=(nn~2n-1)T" £ T2
Por io tanto,

st q srogp 0 ¢ b2
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es decir, la entrada {j,i}en Uit negyU=1 myUfho1 ney) €s igual a pg.

Demostraremos ahora la segunda parte del lema. Como 1 y g son las dnicas entradas
distintas de cero en el j—ésimo renglén de U{:,_l a)r 108 clementos en las entradas {7,1)y
(7,7) de la matriz Uto1 U-in-gy sON Py pg;y ya que —p y 1 son las unicas entra-

das distintas de cerc en la {—¢ésima columna de U la entrada (7,1) de la matriz

n—1 n)!
U1 mUG—1 neg)U—1 ny €5 igual a pg — pp. @

. Finalmente, por el lema

Por el lema anterior, pg = pg — pp. Se sigue que ﬁ = ﬁ -};

161 tenemos que

111
p P 9
= dTin (n_ 1,” _2) —dTin (n,n—-?)
= d’r“gﬂ-(ﬂ—l,n)
= d’r‘;(ﬂ,ﬂ—l)

Por lo tanto el teorema es vélido para la matriz U-1n)-®
Veremos a continuacién que a través del teorema 162 se puede obtener una férmula

para los caracteres del grupo simétrico en términos de distacias axiales.

Proposicion 167 Sea 7 = $p, 8py...5k,, donde s, = {(k, — 1 k )y k, £ ky, 1 € 1,8 <,

Siw, denota la entiuda (i,1) de U2 entonces

i 1
Uy = uiiskluiis,‘, ----- Uiiay,, =E m

Demostracién. De acuerdo a las reglas de multiplicacién de matrices, el elemento en

la entrada (,7) de la matriz U2 es
z H,‘j,h u.‘fk-’kz ..... 'U:hl',*m (69)
ot

Supongamos que e, 7 0. Por el teorema 162, si ¢ # d entonces s, es la permutacion
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que transforma la tabla T2 en la tabla T3 , con la notacién que hemos usado, s, = oy

3 ¥ st ¢ = d entonces o4 = o, = €. Por otro lado,

pues a0k =T . Como € no puede expresarse como un producto de distintas
transposiciones s;,, 1 = j = ..... = h. Se sigue que el tinico término distinto de cero en 6.9

5 Wiis, Wiy, .o Uiss, - Finalmente, sabemnos por el teorema 162 que uy; |

1

El siguiente teorema se sigue de la proposicién anterior.

Teorema 168 Sea 7 = Sy, 55,...5,, donde 55, = (k, — Lk Iy bk # 4,1 € rs < m.

Fnionces

Xc(sae ( ZH dps (ki — 1) k "

i=1r=]

Sea C una clase de conjugacién de S, Podemos escoger una permutacién 7 en £ cuyos
ciclos ajenos contengan mimeros consccutivos en forma creciente de izquierda a derecha.
Afirmamos que 7 se puede escribir como un producto de transposiciones (£ — 1 k) todas
distintas. Como los caracteres son constautes en clases de conjugacion, el cardcter del

C {8,] —médulo C[S,] 53\ queda determinado por el teorema anterior.

93



Capitulo 7

La férmula de

Murnaghan-Nakayama.

El estudio de los caracteres de un grupo es importante pues gran parte de la informacién
del grupo contenida en sus representaciones se puede obtener a través de sus caracte-
res. En este capftulo demostraremos una férmula para evaluar los caracteres de! grupo
stmétrico, la férmula de Murnaghan-Nakayama. La demostracién que daremos se basa
en resultados obtenidos en el capitulo sobre matrices seminormales y en la definicién
de nucvos tipos de tablas de Young. También en esta ocasién la manera de obtener la
informactén descada serd combinatoria, s decir, ¢l problema se traducird en contar uno
de los tipos de tablas introducides.

Para este capitulo se consultaron los libros [8] y [9].

Usaremos el resultado que afirma que los caracteres son constantes en clases de con-
Jjugacién. En consecuencia, debemos explicar cémo estan constituidas las clases de con-
Jjugacion de Sy:

Toda permutacién  en S, tiene una expresion como producto de ciclos ajenos, Gnica
salvo el orden de los ciclos. La sucesién formada por las longitudes de estos ciclos orde-
nada de forma no creciente de izquierda a derecha es una particién de n , usualmente

referida como el tipo ciclico de r. Como para cualquier particion & de n existe al menos
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una permutacién en S, con tipo ciclico o , el conjunio de particiones de n es también el
conjunto de tipos cfclicos en S,,.

Las clases de conjugacion en S, estdn constituidas por permutaciones con un tmismo
tipo cfclico y por esta razén existe una correspondencia biyectiva entre tipos ciclicos y
clases de conjugacion de S, dicho de otra forma , entre clases de conjugacidn en S, y par-
ticiones de n. (Este dltimo hecho lo hemos usado ya al calcular todas las representaciones
irreducibles de §,,.)

Notacién.

Sean o, + n. x* denotard el cardcter del C[S,] —mddulo C[S,]e?, es decir, la
aplicacion x* : 8, — C definida por x* (g} = tr(U?) . (ver definicion 152)

Denotaremos con Cg a la clase de conjugacion de S, formada por las permutaciones

con tipo ciclico A, 5i T estd en Cg entonces
X5 = x*{r)

Sea A+ ntal que 8 = (B),...0,_1,1), ysea §' = {81, -, Bh_1) . Entonces todo
clemento en Cj se puede pensar como elemento de la clase Cpr de Sn_q. Existe ademads en

Cp al menos una permutacién o tal que o (n) = n. Se sigue del teorema 156 que
U= @ vy
yEP(a—)

y por lo tanto,

La férmula anterior permite calenlar el cardcter x5 de S, en términos de caracteres
xg, de S._; en el caso en que Cg contiene al menos un ciclo de longitud 1. Buscamos
ahora una férmula andloga para permutaciones § de S, con cualquier tipo ciclico.

Notacion. Sean - n y i m.

P (a—,m) denota el conjunto de particiones obtenidas de D {a) al suprimir n — m
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entradas.

Qayay..an_m Q€NOLA la particion en P (a—,m) que se obtiene quitando sucesivamen-
tc una entrada de los diagramas D (a), D{0,,), D (Qaye,) - D (aam___an_m_,), donde
@0 € P (“m...a.-_x—) ¥ @i indica un lugar en P {0, a,_,—) con el orden lexicografico

inverso.

Ejemplo 169 o =(4,3,2), m =6

Dia) D, ) D(aojes)  Dfoayazes)

i

D(a) D(“"l ) D("‘l"! ) D(“hhﬂa)

En el ejemplo anteriof Qajag0s ¥ X, b50, 5€ Obtuvieron de distintas formas pero denotan
el mismo elemento en P (a—,6).

Sean a y «y particiones de n y m respectivamente tales que D (y) € D (o). Considera-
remos en cl resto del trabajo dnicamente tablas sesgadas de forma o /7 {definicién
68) obtenidas de tablas estdndar de forma ¢, en otras palabras, tablas de forma
sesgada a/y con contenido m + 1,...,n en orden creciente de izquierda a derecha y de

arriba hacia abajo.

Lema 170 Sean o y v particiones de n y m respectivamente tales que D (v) C D(a).
Entonces existe una correspondecia biyectiva entre las distintas maneras Qjay..a,_,. Q€

obtener v en P (a—,m) y las tables de forma ;:x/'y.

Demostracién.
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Todas las tablas estdndar de forma o para las cuales es posible suprimir en orden

decreciente las n — m Altimas letras y sucesivamente de tablas con diagramas

D (a) 1 D (aﬂl) b D (aalag) [ RS D (ﬂ'aloz...an_m_l) )

las tablas asociadas a @40y a,_,. . tienen las n — m dltimas letras en una tabla sesgada
S de forma o/ e, an_- La correspondencia eg,ap..0, .. — S es biyectiva, pues dos
elementos &aay..a0_m ¥ Obyby..s._ . distintos tienen asociadas tablas con las n — m dltimas
letras en distintas tablas sesgadas y ademds, cualquier tabia de forma /g0y an_,. €

obtiene de tablas estdndar asociadas a algin elemento 04,0y o._... W

Definicién 171 Sea S une tabla sesgada. Diremos que S es lu lubla asvciedu o Carag. .anom

st bajo la correspundenciu del lema anterior gy, 0., $€ corresponde con S.

Ejemplo 172 & = (3,2);00 = (3,1),00 = (2,2),0q; = (3} 1z ¥ 021 denoten el
elemento (2,1} en P(a—,3). Los subindices i en o; y j en a,, se determinan con el

orden lezicogrdfico inverso en los conjuntos P{a~) y P (a,—) paru toda | <4,5 < 2.

1128 1124 1134 11215 12|85
tabla estdndar
418 35 215 3|4 214
Xaya, ayn 19 Op)
4 5
tabla sesgada
4] 5 [4]

Sea Bt n tal que 8 = (B), ... Bu_1,B84) , y sea f' = (B, ..., Bu_,) - Supongamos que
B» = n —m. Existe entonces al menos una permutacién en Cs de la forma o7, donde ¢
estd en Cy e involucra solamente las letras 1,2, .., mydonde r = (m+1m+2 - n).
Aplicando n — m veces el teorema 156, se concluye que la matriz U2 es una suma

. . £x, O ey -
directa de submatrices Us *'"*"*""™ entre las cuales puede haber repeticiones, pues como
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vimos en ¢l gjemplo 169 , una particién + de m se puede obtener quitando de distintas
maneras # —m entradas de D (o) .

Como 7 conmuta con toda permutacién en S, por un argumento similar al usado en
el tecrema 163, si la matriz U? se divide de acuerdo a la posicién de las dltimas n — m
letras, las submatrices diagonales son un multiplo escalar de la identidad, y puesto que
r=(m+1lm+2 - n)=m+1m+2)(m+2m+3) - (n~1n) los escalarcs de

cada submatriz pueden ser evaluados segin la proposicién 167, es decir,

Uﬁnlug...an_m _ 1

7 _d!_g(‘n,'n.—I)dg(n—1,11—2)-‘-d_<,-(m+2,m+1)1r

donde S es la tabla sesgada asocida a og,49. a0_ ..

El sigutente lema es consecuencia de lo anterior y del lema 156

Lema 173 Seanabn,r=(m+1m+2 --- n) y o una permutacion que no involu-

cre las letras m + 1,m+ 2, ..., n. Entonces

Ctopemem 1 -

7 T dsg(n,n—1dg(n~1,n—2)--ds(m+2,m+1) °

donde S5 es la tablae sesgada asociade a 040y a,_ .-

Corolario 174 Seany € P(a-,m), = (ﬂl, B 1 (n— m)) = (ﬁlw-vﬁhq) ) Y

1

1 .. SiKT =
7,0 como en el lema anterior, 7 € Cy . Sik P Y P e s oy

& todla de forme ofy

X5 = Z Ky W
1€ P{a—m)

, enlonces

Observacién 1 5% en el lema anteriorm =0 y si

1
0 _
= dr(nn—D)dp(n—1L,n—2)---dp (m+2,m~+ 1)

T tabla estandar de forma o

entonces por el teorema 168,

X* () = &7

98




El siguiente propésito es determinar los escalares <7 del corolario anterior . Para ello
necesitaremos las siguientes definiciones.

Distinguiremos dos tipos de diagramas sesgados ( definicion 67) :

* Tipo 1. D(a/v} es de tipo 1 si contienc un bloque cuadrado de cuatro entradas.

® Tipo 2. D{«/v) es de tipo 2 si no es de tipo i, o cn otras palabras, si es una

unién ajena de escuadras sesgadas (definicién 70 )

Ejemplo 175

Tipe 1 Tipo 2
£ #| | #| IR,
L B 4 L A
! & k| o#| #| a4
#| x| x *
* *
*

Cada entrada de un diagrama de tipo 2 se especifica de manera iinica por medio de s
distancia axial a [a entrada inferior izquierda, ¢s decir, la entrada con fndice de renglon
mayor e indice de columna menor. Observemos que esto no es cierto para diagramas
de tipo 1, pues las entradas superior izquierda ¢ inferior derecha de un bloque ¢uadrado
de 2 x 2 estdn a la misma distancia axial de la entrada inferior izquierda del diagrama

sesgado.

Ejemplo 176 Sean a = (7,6,5,3,2%) y v = (5%,4,12). En el siguiente diagrama de

forma a/y los entradas estén marcadas con su distancia azial a la entrada inferior iz-
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quierdi.

Definicién 177 Seen o y v particiones de n y m respectivamente tales que D(7y) C
D{a). Los nodos superiores de D(a/y) son las entradas de D {o/y) en dende es
posible que aparezea la letra m + 1 de maneru que se obtenga una tabla sesgada. Los
nodos inferiores de D{a/y) son las entradas de D(a/vy) que no se encueniran en
algin extremo de una escuadra sesgada y en donde es posible que aparezca la letre n de

manera que se obtenga una tabla sesyada.

En cl diagrama anterior los nodos superiores son las entradas marcadas con 0,3,7, 10

y el iinico nodo inferior estd marcado con el mimero 1.

Notacién. Los nodos superiores e inferiores de D {a/7) los denotaremos con vy, ..., vk

Y wy, .., u, respectivamente.

Definicion 178 Los valores asociados a los nodos superiores e inferiores de D (o /) son
les correspondientes distancies azieles a la entrada inferior izquierde de D (a/v). Los

valores asociados a los nodos v; y w, los denotaremos con a, y b, respectivamente.

Lema 179 El niimero de nodos superiores excede en 1 al mimero de nodos infertores en

una escuadra sesgada.

Demostracién. En cada renglon de una escuadra sesgada hay un nodo superior y un

nodo inferior, o sélo un nodo superior; el ditimo caso sélo sucede en un renglén.
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Definicién 180 Seay € P(a—,m). Para1 <1 <k,

¢ = > 1

ds(n,n- 1}ds(n—1,n -2} dg(m+2,m+ 1)
S tabla de forma a /vy

conm -+ 1 en

Observacién. Si x7 =

1 :
ds(n.n-1ds(r—1n=2)ds{m+2,m+1)’ entonces
5 tabla de form afy

k
K7 =Z q
i=1

donde & es el ndmero de nodos superiores de D (afy).

La demostracion del siguiente teorema se encuentra en ol libro [3, pgs. 307 y 308]

Teorema 181 Sean g (z) y f (z) polinomios con coeficientes reales; g{z) = (r; —xz) - --
(fn—z)conmigr, sii#j yel grado de f(z) menor que n. Entonces,
[ (z) | Cn

L Sl o4
gf{z) m -z ry,— T

donde ¢; = ﬂ{!'"ﬂl—r)‘
R .
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Lema 182 Scan {ay,...,ac} 4 {by. ..., b} dos conjuntos de mimeros reales tales que {ay, ...,

{br,.. b} =0yi<k—1 Entonces para toda 1 <i <k,

i

1
: Ul (bs — a;) I:[] (b, — @)
; {a; —a,) l—[__(ar—a_,) B Il {er —a)
r#Eji r#
Demostracién. Sea i un nimero entero tal que 1 < i < k y sean g, (z) =[] (a, — )

j#a

t
=J1 (bs — z}. Por el teorema anterior,

s=1

1

I1 (b — a5}
f(I) _ Cj - 1 s=1
gg(z}_§aj—z ;a_,—:ri_] (ar —aj)

Se obtiene lo afirmado por el lema al evaluar las ecuaciones anteriores ¢n a,. B

Definicién 183 La altura de une escuadra sesgade es el nimero de renglones que apa-

recen en elle menos uno. Si D(afv) es de tipo 2, entonces la altura de D (a/y) es lu

suma de las alturas de sus escuadras constituyentes; la denotaremos con hi (/).

En el diagrama de tipo 2 del ejemplo 175 , At {o/¥) =2+ 0+ 1= 3.

Teorema 184 Sean & y -y particiones de n y m respectivamente tales que D (v) C D {ar)

y sean ay,...,ax , by, ..., b, como en la definicion 178.

1. 5i D (/) es de tipo 1 entonces q] = 0.

2. 5i D{a/v) es de tipo 2 entonces
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Demostracién. Por induccién sobre # — m.

Cason—m=1.

Sea 5§ = » entonces S ¢s la unica tabla de forma o/y. Ademds, D{a/¥) es de tipo
2, no tiene nodos inferiores, el nico nodo superior es vy y At (a /) = 0. Se sigue que la
expresion derecha en { 7.1 } . con a; = ay, es igual a 1. Usando aliora la definicion 180.
como el producto ds(n,n — 1}dg(n— 1,0 - 2) - - dg (m + 2, m + 1} es vacio, g =1y
por lo tanto ¢l lema es valido en este caso.

Cason—-m=2.

S D{afy) = entonces existe una tnica tabla S de forma a/v , D {a/v) no

tiene nodos inferiores, sélo un nodo superior v, y ht {a/v) = 0.

5= n-—1 n D(ﬂ‘/’}')=

m

Se sigue que la expresién derecha en ( 7.1 ) con a; — a, s igual a 1. Por la definicidn

180 B q? = &‘5_(.;,1;1_-—1) = 1.
St D{a/y) = , entonces existe una tnica tabla 5 de forma o/y , Dia/y) no

tiene nodos inferiores, s6lo un nodo superior #; y ht (n/y) = 1.

n—1 — m
5= Diajv) =

n

Se sigue que la expresion derecha en { 7.1 ) con a; = a, ¢s igual a —1. Por la definicion

180 , ¢7 = ~1.

1 —
dg(mn~1) 7
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SiDio/y) = [I [I , entonees existen dos tablas de forma o/ :

S =
n—1

]

L]

Dia/) D
i

Los nodos superiores de D (a/y) son wy y v, D (a/~) no tiene nedos inferiores v it (a/~) =

. Se sigue de

0. Por lo tanto, la expresién derecha en { 7.1 ) , con a; = ay, s igual a -

1 — 1 — 1
dsy(nn—1} 7 dpiasyq(r2n) az—-a;’

la definicién 180 que g7 =
Se procede andlogamente con g;.
Cason—m>2
Agruparemos a los sumandes de ¢ de acuerdo a la posicién de m + 2 en las tablas
5. Obtendremos de esa manera una expresién de ¢ en términos de sumas q}U("‘].

Sean zi,..., z{ los nodos superiores de af (v{J {}) . Entonces

1
7 =
% Z ds(nm,n—)ds(n—1,n—2)---de{m+2.m+1)
S tabla de forma a/y

conm+1enuy,

M._

i 1
* dD(a/q) (zJ,'n,) (Z dg(n,n—1)ds(n—-1,n=~2).- . dg(m + 3. m +2))

J

B

1 -
_ q}U{ i} (7.2}
= dogasy (25, vi)

donde 1a suma en el segundoe renglén corre subre todas las tablas § de forma e/ con
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m+lenev, yvm+2enz!

Consideraremos varios subcasos

o D {u/v) de tipo 2, w un nodo superior aislado de

(/7). es decir, un nodo que
forma una cscuadra sesgada de tamaiio 1

En este caso {z}|1<j <1}

{vj, 7 #i} ¥ los nodos inferiores de D {a/v) y
D{a/(vU{w})} son los mismos. Usando la igualdad { } ¥ la hipotesis de induc-
cién,

L
1 IT (¢ - a,)
g = (—1)(=/(U)) ! = ’

,.,

Ademids, st z' = u, entonces dpiajy) (z‘-,v,—) =a,~a; . Porellema 179, ¢t < k- 1y por
lo tanto se sigue del lema 182 que

t

1 = (afleroUen) 2

s=1

N (a,'“—“ )
r#
Como ht {a/y) =

ht (a/ (vU{w})), el lema es cierto en este caso

o D

af¥) detipo 2, », nodo superior en extremo inferior de wna escuadra de [ (ev/y

(a) v, se encuentra en la siguiente escuadra sesgada, donde z no es un nodo infe-
riror.

——

T 1

m T
Como », tiene ¢l valor asociado 2, entonces ¢l valer asociado de x es igual a

a, + 1. Por hipdtesis de induccitn y ya que los nodos superiores ¢ inferiores de
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Diof (vU{w})) son {u, |y #£ 3 U{z} v {w. i1 <5 <t} respectivamentc.
I (b, - o)

"}U{u,] _ ht(a/( U[u})) (a gy

1_, |+1) J) H (U-r_aJ)

r#t,

Usando la igualdad 7.2 . el lema 182 ( £ > ¢ por el lema 179 ) v el hecho

ht{ofy} = ht{of (v {w}}), se concluye que

fl (be ~ )
l)h:(u/(vu("-])) (lai+ 1) -} T I‘l {a — @)

r#i

(- })ﬁt(ﬂh

.-
H (a- —a,)
rés

Por lo tanto, el teorema es cierto en este caso.

(b) v, se encuentra en la siguiente cscuadra sesgada, donde w, estd pegado a v, y

es nodo inferior,

Tt

¥ Wy

Los nodos superiores e inferiores de D (a/ (v} {w:]}}) son los nodos superiores

e inferiores de D (a/v) excepto por v; ¥ w, respectivamente. Ademas, w, tiene

el valor asociado a, + 1, es decir b, = a, + 1, y ht{a/v) = ht (af (v[J{n})) .

Enestecasot — 1 < k- 1 por el lema 179 y por lo tanto,

H (bs - O.,)
h!(a/(1U(u,})) stz
l_[ (ar — a,)

r#l

¢ = (-1)
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IT (h — )
= (—l)m("hl(a. +1 _ai) sEL

[T ta, - a)

r#:

n (bs - a.,)

- (71)"“&!/1) s#z

[l (ar - )
ri
Se procede de manera similar en los siguientes casos. Sélo especificaremos en cada caso
los nodos superiores adicionales de D (a/ (v {#;})), los nodos inferiores de D {a/¥} que

dejan de serlo en D {a/ (v|J {w})), ¥ su exclusiva contribucién en et signo que establece

¢l teorema.

s D{a/v) de tipo 2 , »; nodo superior en extremo superior de una escuadra de

D(a/vy).

L v, se encucntra en la siguiente escuadra sesgada.

—

— I

{1

Los nodos superiores ¢ inferiores de D (a/ (v{J {m})) son {v, | j # i} U {x} v
{w, | 1 <5 <t} respectivamente. El valor asociado de r es a, — 1 y ht(afy) =

ht (af (vU{1})) — L. Por lo tanto,

o I

Jb

(s — ag)
v _ ht{afy =1
W o= ) gt e s

TEL

I1 (b - a)

(- 1)"!{0/1') a=t

[T {2, — «)

r#e
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2. v, se encuentra en la siguiene escuadra sesgada.

I - Wz

Los nodos superiores e inferiores de D (af (v {w}))son {v; | j # i) y {w; | s # 2}
respectivamente.  El valor asociado de w; es @, — 1 y (—-l)""(o'h](-l) =
(=1 OUR) o 16 tanto, el factor ((a, - 1) — a) = —1 en el denomi-

nador de la expresion final de g;" cancela un factor {(—1) en (—l}m (GI(N’U{U' H) .

* D (a/y) de tipo 2 , v, nodo superior que no estd en ningun extremo de una escuadra

sesgada.

l. w se encuentra en la siguiente tabla sesgada, donde 2 y y no son nodos infe-

riores.

wo | ]

Los nodos superiores e inferiores de D {af (v|J {v:}}} son {v, | 7 # 1} {z, 9}
y {w, |1 < s <t}. Los valores asociados a z y y son a, + 1 y e, — 1 respec-
tivamente y (=1)At (o (v {})) = (=)™ (=1). Por I tanto, en el
denominador de la expresién final de ¢ el factor {{a, — 1} — a,) cancela un

factor (—1) en (-—I)M(“/(TU{"'})) _

Anilogamente se demuestran los siguientes subcasos.
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2, vy sc encuentra en la signuiente tabla sesgada.

p—

o — — wy

4. v, sc encuentra en 1a siguicente tabla sesgada.

TR Wy

o D{a/v) detipo 1.

1. #; no se encuentra en un cuadrado de 2 x 2 o w; sc encuentra en un cuadrado
de 2 x 2 pero D {a/y) tiene mds de un cuadrado de 2 x 2.
En ambos casos D{a/(yU{u})} es de tipo 1. Por hipétesis de induecion

q;U[v‘l =0 para toda j % i y por lo Lanto, q; = 0.
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D (ev/~) tiene un sélo cuadrado de 2 x 2 v v, se encuentra en &,

‘rU{ g

ma. Los nodos marcados con r y s pueden o no ser nodos superiores de

D{af(xU{wn})} es de tipo 2 y por lo tanto para cada q, vale ¢l le-
D{aj (vU{»})) pero sélo es necesario observar que en cualquier caso w,
también es nodo inferior de D (af (v|J {=}}) . Como el valor de w, es igual al
valor de v;, el factor b, — a, en la expresion de ¢ dada por 7.2 y 182 s¢ anula

v por lo tanto, g7 = 0. W

Corolaric 185 Si D {a/v) contiene un cuadrado de 2 x 2 entonces & = 0. 5i D {a/v)

no contiene ningin cuadredo de 2 X 2 enionces

k (b —a)
l)ht(nlﬂz I] PR .m

||,':]-

‘ﬂ-

Teorema 186 Sean {a),...,ar} y {1, ...} dos conjuntos de nimeros reales distintos

cont < ky{an.,a}n{b,. . b} =0 Entonces

b

l(b —a) 1 sit=k-—1

Z a,.—a)=

=1

u
Il

0 sit<k—1

r

‘.

Demostracién. Para | < i < k consideraremos los polinomios
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{
Sea [ (x) ;=[] (bs = x). Como t < &, por la (érinuda de interpolacion de Lagrange i5] ,
51

k
Y= (@) L (x)
i=1

es decir,
¢ k 1;! {0, — 1)
(b — z) flo) T .
E ; I (o, ~ )
J#
El coeficiente de *~! del lado izquierdo de la ecuacion anterior es (- 'sit=k-1

y0sit < k- 1. Por comparacién de coeficientes se sigue el resultado. m

Lema 187 Seana,ftn, B=(8,...0,), ybn -8, y 4 = (ﬁ,,...,ﬁh_l) . Entonces

. (=1 G DoY) es una escundra sesgada
Ky o=

0 ch olrv caso

Demostracién. Recordemos que a,, ..., a; y by, ...b; denotan respectivamente los valores
asaciados 2 los nodos superiores e inferiores de D {o/v). Si D{o/v) es una escuadra

i/

sesgada entonces por el corolario 185

t
k1l (b —a)
KT = M(ah) Z s=1
H a, — a)
r#i

y por el lema 182, k — 1 = t. El teorema 186 asegura entonces que x7 = (—1)"*/") |

Si D{a/7) es de tipo 1, entonces por el corolario 185 , k¥ = 0. S D (/) es de tipo
2 pero no es una escuadra sesgada entonces por el lema 179 ¢t < k — 1 y por el corolario
185 ,

"(”i l'l {b, —a))
n"=( tofy
rl;]' = )
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Se sigue del teorema 186 que 7 =0. R

Teorema 188 Sean Bt n, f= (81, B0), 71— By y 8 = (Brrr Bt

X; = > (-
Y€ Pla—,n = f3)
D (afy) une escucdra

sesgada de tamano 3,
Demostracién. Se sigue del lema anterior y corolario 174. ®

Corolario 189 Seanabn yr = (12..-n). Entonces

(—1)M si o es un escuadra sesgada
x*(r) = =
0 st a no es una escuedra sesgada

'z
Ejemplo 190 1. La evaluacién de x((:‘a’)l).

v = (2,1%) es la tnica particion de 4 tal que D{a/) es una escuadra sesgada .

¥ | #

¥

¥

Por lo tanto, aplicando dos veces el leorema 188,

(321) (227) _
Xz = "X =1

Coma no es necesaria la condicidn 8, > ... 2 B en la demostracion del teorema

(1)

188, podemos evaluar X(4,3) removiendo primero 4 entradas de D (3%,1) de todas

las formas posibles. n = (3) es la tnica particion de 3 tal que D{a/n) es una
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escuadra sesgada.

¥ * *
Por lo tanto,
(321) )
Xaay = ~X@ =1

Las siguientes definiciones serdn de utilidad para escribir a tltima expresion de xj

usando repetidas veces el teorema 188.

Definicién 191 Sean a y 8 particiones de = y m respectivamente fales que D (B) C
D (a}. Una tabla de Young generalizada de forma af/f, T, es un llenado de D (o )
con enteros positivos pusiblemente repetidos. Fl contenido de T es Y= {1 vs) s

"t .ty =nyy, es el mimero de i's en T

Definicién 192 Una tabla de escuadras sesgadas es una tabla de Young generalizada

tal gue:

1. Las columnas y renglones de T no son decrecientes.

2. El mimero dei's en T aparece en una sola escuadra sesgada.

Notacién. £ denota una cscuadra sesgada con contenido (4, ..., §;} donde B;=0

sij #1iyf; es el tamano de €7 | es decir , €l mimero de cuadros que tiene £

Definicién 193 £l signo de una tabla de escuadras sesgadas T', denotado con (—1)7 .

se define de la siguiente manera,

(=" = T (-1

e(") eT
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Ejemplo 194

1122
1122
T= (_I)T - (_1)2{4‘?1 =1
3
33

T es una tabla de escuadras sesgadas de forma (4,3,2%} y contenido (42,3).

Teorema 195 { Murnaghan-Nakayame } Sean o, - n . Entonces

x5 =y (-1)"
T

donde la surna corre sobre todas las tablas de escuadras sesgadas de forma a y contenido

a.

Demostracién. Por el tecorema 188 |

X5 = > (=DM,
Y€ P(a#,n —ﬁh)
D(a/vy) una escuadra

sesgada de tamafio g,

Si ahora aplicamos el teorema 188 a X;: obtenemos la siguiente expresion.

X5 = > (—p)er > Xy

7 € Pla—(n—5,)) AEP (1= (n— B = Bro1))
D {a/v) una escuadra D (/M) una cscuadra
sesgada de tamano 3, sesgada de tamano §8,_,

donde 8" = (,31, '--sﬂh—Z) .
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Aplicando A veces el teorema 188 se concluye que X3 s una suma de elementos
de la forma {—1)* donde = es una suma de alturas de escuadras sesgadas de tamaiio
Bus A1 que pueden ser removidas sucésivamcntc de Ia frontera diagonal de D{a).
En consecuencia, a cada sumando de x5 le corresponde una forma de construir D {a)
agregando sucesivamente a una escuadra sesgada cle tamaiio B3, escuadras de tamafio
By, -, By, de manera que en cada paso se obtenga un diagrama de forma reconocida. Si
a cada una de estas construcciones la pensamos con escuadras sesgadas de tamano f; y
contenido (0, .., 3,), obtenemos el conjunto de tablas de escuadras sesgadas de forma o

y contenido 3. W

2
Ejemplo 196 1. La evaluacion de )(((::2)) .

Las tablas de escuadras sesgadas de forma (4,22) y contenido (4,2%) son:

11,813 1|12 QI
Ti=|1]e Ta=|1i8

12 1|8

11y 1)1t 111111
3=|2|3 Ty= 2

2 3

Por lo tanto,

4
4,22 ]
X((q‘?)) __‘Z (=1)T = (— 1) ()0 ()OI (—1)°F040 = g

=1

2?)

) (4,
£ La evaluacion de x(‘:z' 2)



Las teblas de escuadras sesgadas de forma (4,2%) y contenido (32,2) son:

12|33 1118128
T.=| 1|2 Ty=)11ig
12 2|2

Por lo tanto,
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