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INTRODUCCION

Al recordar nuestra vida cotidiana, nos damos cuenta facilmente que en
miltiples ocasiones hemos logrado un mismo objetivo por diferentes
caminos.

Consideremos como ejemplo una accién que seguramente todos hemos
realizado, "frecuentar una casa”.

Cuando visitamos por primera 0casion esa casa quizds tuvimos dificultades
en llegar al domicilio, en un caso extremo tuvimos que preguntar para lograr
nuestro objetivo. Esta situacion se debe a que se desconoce la zona en que
se encuentra ubicada y por consecuencia el camino a seguir.

Es claro que existen multiples caminos para llegar a esa casa, pero también
es claro que, al conocer cada vez mas la zona nos damos cuenta de los
diferentes caminos que podemos seguir para lograr nuestro objetive.

Las matemnaticas no son la excepcidn cuando se quiere lograr un objetivo
dentro de ellas, es decir, en multiples ocasiones existen diferentes caminos
para lograr la meta que nos planteamos.

El camino a seguir depende del ctmulo de conocimientos que se tiene y que
estan relacionados con aquello que se quiere obtener, asi como, la habilidad
en la aplicacion de los mismos.

En este trabajo queremos mostrar un camino util para que un alumno tenga
un panorama de lo que el Célculo Diferencial ¢ Integral estudia, asi como
una referencia de su metodologia caracteristica, propia de una manera
metddica y cuantitativa de abordar el estudio de cierto tipo de situaciones.

Para ello, veremos una semblanza de los enfoques geométricos, algebraicos
y de aproximaciones para resolver algunas situaciones especificas que se
reducen a encontrar las pendiente de rectas tangentes y areas de regiones.
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L. PENDIENTE DE RECTAS TANGENTES.

1.1 ENFOQUE GEOMETRICO

Encontrar la ecuacion de la recta L tangente a la circunferencia que tiene por ecuacion
x?+y7 = 20 en el punto P(2,4).

La ecuacién x* + y* = 20 tiene como grafica la circunferencia con centro C(0,0) radio

V20

AY

Se quiere obtener la ecuacién de la recta L.

Recordemos que la ecuacion de una recta se puede establecer por medio del valor de su
pendiente y las coordenadas de un punto de 1a misma.

Ejemplo: una recta pasa por el punto A (2,8) y tiene pendiente M =3

x‘!l'




La ecuacion de esta recta ¢s:
y-8=3(x-2)

La recta L pasa por el punto de tangencia P (2 , 4 ), por lo que, para establecer su
ecuacién solo nos falta conocer el valor de su pendiente.

Veremos ahora como se puede obtener el valor de su pendiente, la cual representamos
con “mM".

Al recordar nuestros estudios de Geometria sabemos que: La recta tangente a una
circunferencia en un punto P de la misma, se puede trazar siguiendo los pases que a

continuacion se indican.
/’\ _D
‘\

a) Encontrar ¢l centro C b) Ttazar el radio CP c¢) Trazar la recta
de la circunferencia que pasapor P, _
perpendicular a CP

F P p
a /D
“ : . e

\\_/ &/
Para obtener el valor de la pendiente de la recta tangente L(el valor de m), seguiremos

este camino dentro de la Geometria Analitica, conjuntamente con dos conocimientos de
la misma.

/'U

(

_- Si una recta pasa por los puntos A (a, b)y B (c, d), su pendiente se obtiene de la
forma:

Map= 1:..‘3
c—a

La circunferencia con ecuacién x* + y? =20 tiene centro C(0,0) y pasa por el punto
P(2,4).




Trazamos ahora el radio que va desde C hasta P,
aY

Y

;Cuszl es la pendiente de la recta CP?.

Efectivamente: Como la recta CP pasa por los puntos C(0,0) y P(2,4), la pendiente de
esta recta la cual representamos ITlcr  es:

Nep= —— =2

B Sidos rectas son perpendiculares, el producto de sus pendientes es igual 2 *~17.

Trazamos ahora la recta que pasa por P, perpendicular a CP, la cual es la recta
tangente L.




Como L es perpendicular a CP, el producto de sus pendientes es iguala - 1:

m( mee)=~1.
Como IMcp= 2, al sustituir este valor en la ecuacion anterior tenemos:

m(2)=-1
m=-%

Sabemos ahora que la recta tangente L tiene pendiente — Y4 y pasa por ¢l punto P(2,4),
por lo que su ecuacion es:
y-4==Y2(x~2)

Con esto, hemos dado solucién al problema que se planteo.

Veremos aghora como resolvemos el mismo problema siguiendo otro razonamiento.

1.2 ENFOQUE ALGEBRAICO.

Encontrar la ecuacion de la recta L tangente a la circunferencia que tiene por ecuacion
x7 + y? =20 en el punto P (2.4}.

No olvidemos que la ecuacién x* + y* = 20 tiene como grafica la circunferencia con
centro en C (0,0) y radio J20.




¢ Cudntas rectas pasan por el punto P 247
Efectivamente, una infinidad.

Trazaremos algunas de ellas

Es claro que todas las rectas que pasan por P s6lo tienen a ese punto en comun.

También es claro que cualesquiera dos rectas que pasan por P tienen pendiente
diferente.

Larazon que justifica lo anterior se debe a que sblo las rectas paralelas tienen la misma
pendiente.

Recordemos que la ecuacién de una recta que pasa por un punto H {p, q) y tiene
pendiente IT1 es:

y-q=mM(x-p)




¢Cudl es la ecuacién de una recta que pasa por P(2,4)?

Efectivamente, si la pendiente de la recta se representa con I11, como ésta pasa por el
punto P (2, 4) su ecuacion es:

y—-4=m(x-2)

En esta ecuacion no estd definido el valor de I ( pendiente de la recta), ya que, no
sabemos de cual de todas las rectas que pasan por P estamos hablando.

Es claro que cuando se tiene la informacidn para saber a cual recta nos estamos
refiriendo, podremos obtener el valor de su pendiente y por tanto su ecuacion.

¢Cuantas rectas pasan por P ( 2, 4) y son tangentes a la circunferencia que tiene por
ecuacién x>+ y? =207

Efectivamente; s6lo una, a la cual representamos con L.

;Qué caracteriza a la recta tangente L de todas las rectas que pasan por P2,

Efectivamente, es la tinica que intersecta a la circunferencia en un solo punto (el punto
de tangencia).

Recordemos que al resolver un sistema de ecuaciones, s¢ obtienen las coordenadas de
los puntos en donde se intersectan todas las grificas del sistema.

Tenemos ahora ya las ideas basicas para resolver el problema.

Qué procedimiento algebraico piensas que debemos seguir para encontrar la pendiente
de la recta tangente L y por tanto su ecuacion?.




Efectivamente, resolver el sistema que se forma con la ecuacién de una recta que pasa
por P (2, 4) y la ecuacién de la circunferencia a la cual es tangente la recta y
determinar las condiciones para que la solucion a este sistema sea tunica.

De esta forma tendremos las condiciones para que la recta y la circunferencia se
intersecten en un solo punto, y por tanto, la recta sea la tangente de la cual hablamos.

y-4=m(x-2) — Ecuacién de una recta que pasa por P ( 2, 4) y tiene pendiente
m.
¥+y*=20 —  Ecuacién dela circunferencia.

Resolvamos el Sistemna

Al despejar “y” en la primera ecuacion tenemos:
y-4=M(x-2)
y-4=Mx-2M
y=Mx-2m+4

Al sustituir el valor de “y™ en la segunda ecuacién tenemos:

x*+y:=20

X+ ( Mx - 2m + 4y =20

M2 —4M?x+4 M+ 8Mx-16M+16=20
X+MEE—4mix+8Mmx+4m* —16m-4 =0

(1 +m3)xz+(8m—4m2)x+(4m2- l6m—4)=0

Tenemos ahora una ecuacion de 2° grado con “x" como variable, por lo que, al
resolverla obtenemos los valores de “x” que son solucion de la ecuacion.

Recordemos que las soluciones de las ecuaciones de segundo grado de la forma
“ax? +bx +c = 0" se pueden obtener de la de la siguiente manera:

~-btyb® ~dac

x=
2a
Para resolver la ecuacion de segundo grado planteada anteriormente tenemos:
a=1+m b= 8m- 4m? c= 4mP-16m-4

a0

Los valores para “x" que son solucion:

-(8m-4m’) % (8m-4m’)} -4(1 + m*)(dm’ -16m - 4)
xe 1
21+m)

-8m + 4m? % J64m’ -64m® +16m" -16m’ + 64m +16-16m* + 64m’ +16m’
2+ 2m?

X=




- -8m+4m® £V64m® + 64m + 16

2+2m?

_ -8m+4m’ +y64m’ + 64m +16

2+ 2m?

-8m+4m? -J64m’ +64m +16

2+2m?

X

X,

X, =

iQué se necesita para que el sistema tenga una sola solucion?.

Efectivamente, para que la solucidn al sistema sea {inica debe cumplirse X1 = X2.

{Qué se necesita para que los valores X1y X2 sean iguales?.

Efectivamente, estos valores serdn iguales cuando se cumpla que:
64m*+64m+16=0

Tenemos ahora una ecuacion de 2° grado con variable IT, la cual vamos a resolver para
encontrar los valores de ésta.

Para resolver esta ecuacion tenemos “a =64, b=64 y ¢= 16", por lo que:

- 64 t,[(64): - 4(64)(16)

m= 2(64)
-64 £ /4096 - 4096
m:
128
= -64£40
128
o 2640
128
.
128
1
ms=-—-—
2




Sabemos ahora que si el valor de M es — 14 el sistema anteriormente planteado tiene
solamente una solucién, y por tanto, la recta con esta pendiente s la tangente L a la
circunferencia con ecuacién x* + y* = 20, en el punto P(2,4).

Como la recta tangente L tiene pendiente M =- Y4y pasa por P (2, 4), su ecuacion
€5,

y-d=-1% (x-2)

Hemos llegado a la misma solucién, solo que ahora seguimos un camino diferente al
anterior.

Veremos ahora coémo resolvemos el mismo problema siguiendo un procedimiento
distinto a los anteriores.

Esta idea que vamos a utilizar se puede considerar el principio para el desarrollo del
Calculo Diferencial e Integral, tema que es el centro de nuestra atencion en este trabajo.
Por lo que debemos hacer nuestro mejor esfuerzo para la comprension del mismo.

1.3 Enfoque por aproximaciones.
1.3.1 Para una circunferencia.

Encontrar la ecuacion de la recta L tangente a la circunferencia que tiene por ecudcion
x* +y? =20 enel punto A (2. 4)




No hay que olvidar que la ecuacion de una recta se puede establecer al conocer su
pendiente y las coordenadas de un punto de la misma.

Puesto que la recta tangente L pasa por el punto A (2,4). s6lo nos falta saber el valor de
su pendiente para establecer su ecuacion.

Representaremos el valor de la pendiente de 1a recta tangente L con IT1.
Consideremos un punto Qi diferente de A (2, 4), sobre la circunferencia.
;Cuantos puntos hay en esta circunferencia diferentes de A(2,4)?.

Efectivamente, hay una infinidad.

¢ Como se puede establecer una posicién fija en la circunferencia para el punto Q17

Efectivamente, encontrando una pareja de niimeros que cumplan la ecuacién  x*+y?

=20, y considerando estos valores como las coordenadas de Q1.

(Los valores x =~ 4, y =2 cumplen con la ecuacion X2+ oy =207,

Efectivamente, estos valores cumplen la ecuacién x* + y* = 20 ya que:

¥+y=20

(-4)* + (2)* =20
16+4=20
20=20

Consideremos que la posicion del punto Qi sobre la circunferencia es: Q1 (-4.,2).

Ay

=
|
'
!
1
|
'
'




Cudntas rectas pasan por los puntos Q1 y A 2.

Efectivamente, s0lo una.

Es claro que fa recta que pasapor Q1 y A, ala cual designaremos con L1, no es la recta
tangente L.

iCual es el valor de la pendiente My de larecta L12.

Efectivamente, como la recta Lipasa por lospuntos Qi1 (-4,2) vy A(2,4)
tenemos:

3
I
Ill
[ RS
[}
U |

Seguramente en ¢ste momento estds haciendo la siguiente pregunta:

(Para qué nos sirve enconfrar el valor de la pendiente de una recta que no es la
tangente?

El objetivo que se pretende es precisamente mostrarte que "encontrando pendientes de
cierto tipo de rectas que no son fangentes y una reflexion, puede llevamos a obtener la
pendiente de la recta tangente L".

Consideremos ahora un punto Q2 de la circunferencia, diferente de AyQu

¢ Coémo se le asigna una posicién en la circunferencia al punto Q7.

Efectivamente, encontrando una pargja de nimeros que cumplan la ecuacidn de la
circunferencia y considerando estos como las coordenadas de Qz.




{Qué procedimiento podemos seguir para encontrar un valor para “x” y un valor para
“y" que cumplan la ecuacion x> +y* = 207,

Efectivamente, se considera un valor dentro del rango que abarca la circunferencia en el
eje de las abscisas, se considera éste como el valor de "x" en x* + y* = 20, ¥
posteriormente se resuelve la ecuacion que nos quede para obiener un valor para “yU.

;Cual es el rango que abarca la circunferencia con centro en el origen y radio V207
Efectivamente, son todos los nimeros reales que van desde —4/20 hasta 420 . Estos

valores forman un intervalo que representamos de la forma [-v20,v20]
Como — 2 esta en el intervalo, al considerar que x =— 2 tenemos:

x*+y*=20
(2P +y*=20
4+y =20
yi=20-4
y:=16
y = £416
y=+£ 4

En este caso hay dos valores que se pueden considerar para “wh 4y -4
.Por qué en este caso hay dos valores paray 2

Efectivamnente, se debe a que hay dos puntos en la circunferencia que tienen abscisa -2
{uno en la parte superior y otro en la inferior).

red

12




Si Consideramos que el punto Qz esté en la parte superior, el valor para "y" debe ser €l
positivo, por lo que, las coordenadas son Q:(-2.,4)

Sabemos que s6lo hay una recta que pasa por Q2 y A, la cual no es la recta tangente L.

Representaremos a la recta que pasa por Q2 y A con L2

Ly

Porqué la recta L2no es tangente a la circunferencia?.

Efectivamente, se debe a que pasa por dos puntos de 1a circunferencia.




(Cuil es el valor de 1a pendiente de la recta L2, la cual representamos con TTL27.
Efectivamente, como la recta L2 pasa por los puntos A (2,4) v Qz2(-2,4) tenemos:

_ 4-4

=3 -—=£‘=
-4

-2-2
Tenemos ahora dos valores que corresponden a las pendientes de las rectas L1 y L2
mi =13 y mez=0

;Qué se puede afirmar de estos valores, a! compararlos con la pendiente de la recta
tangente L2,

Efectivamente, cero es el valor mas cercano (mis proximo) a la pendiente de la recta
tangente L. Esto es, la pendiente de la recta L: esti mas cerca (mas proximo) a la
pendiente de la recta tangente L.

;Cémo se puede justificar esta afirmacion?

Efectivamente, en esta ocasién tenemos dos formas para justificarla.

a) Si consideramos que este problema ya lo resolvimos, saber que la pendiente de la
recta tangente L es ~ ¥z, nos permite afirmar sin temor a equivocarnos que entre 0
v 1/3, 0 es el valor mas cercanoa la pendiente de la tangente.

b) Como la posicién de la recta es la mds cerca de 1a recta tangente L, el valor de la
pendiente de la recta Lz es el mas cercano al valor de la pendiente de la recta
tangente L ( ver grifica 16).

La justificacion del inciso “b" es la que utilizaremos en adelante.

Consideremos ahora un punto Q3 sobre la parte superior de la circunferencia, diferente a

QuQ2 y A,
;Cémo se establece una posicion para el punto Q37.

Efectivamente: como €l punto se considera en la parte superior de la circunferencia,
para establecer una posicion para Q3, sdlo tenemos que darle un valor a "x" que esté en

¢l intervalo [-—J_ZB . sﬁﬁ 1




Si consideramos que x = 0, Ia posicién del punto Q3 es:

Ay
e,
QZ /"_"\TA
| : '
Ql./qi . !\\
]
'f! i ' ! '
o |
, -4 =2 i 2 | “x
| /

(Camo se obtiene el valor de la ordenada del punto Q2.

Efectivamente, a! darle un valor a "x", el valor para "y" se obtiene con la ecuacion dela
circunferencia, de la siguiente forma:

xt+ ¥y =20,
(0¥ +y* =20.
0+ y2 =20,
y: =20

y=tm

Como ¢l punto esta en la parte superior de la circunferencia, la ordenada es el valor
positivo que se obtiene para "y".

;Cuales son las coordenadas del punto O

Efectivamente, las coordenadas de este punto son: Qs(0, \56 )

Tracemos la recta que pasa que pasapor Q3 y A, a la cual llamaremos L3.




13 ;
Q3”
L2 Q5 ]}5;__/
y '
) I
Ql ] 1 L
Iy A 1 {
S C
i ! . ! \
i 1 1 : »
1 =4 -2 | i x

; Cual es el valor de 1a pendiente de la recta L3 2,

Efectivamente, como la recta L3 pasa por los puntos Q3 {0, J20) y A (2,4} tenemos:

4-420 4-420
TJOEJ_.;L—_ = 0.236067......

Los puntos suspensivos nos indican que hay mas digitos.

Como la posicién de la recta Ly es la més cerca a la posicion de la recta tangente L,
tenemos ahora que:

De las rectas L1, Lzy L3, el valor de la pendiente de la recta L3 My = -~ 0.236067...." es
el mas cercano al valor de la pendiente de la recta tangente L.

Sabemos ahora que si trazamos rectas secantes a la circunferencia que pasen por A cada
vez mds cerca a la recta tangente L, la pendiente de éstas se acerca cada vez mas al
valor de la pendiente de la recta tangente L.

Haremos algunas precisiones y reflexiones relacionadas con estos valores (pendientes
de rectas que mo son tangentes), los cuales nos llevardn a la sclucion del problema
planteado.

Es claro que la posicion de los puntos Qi, Q: y Q: que escogimos sobre la
circunferencia no es al azar, se seleccionaron de forma que la recta secante que Se traza
se aproxime cada vez méds a la posicion de la recta tangente L.

(Como se seleccionaron los puntos en la circunferencia para que la recta que se va
trazando (Li, L2 y L3 ), se aproxime cada vez mas a la recta tangente L, ¥ en

consecuencia, el valor de la pendiente de estas ( M, Mz y MN3) se aproxime cada vez
mis a la pendiente de la recta tangente L™

16




Efectivamente, en esta ocasion se seleccionaron sobre la parte superior de la
circunferencia y cada vez mas cerca al punto A.

Y

Recordemos que para fijar la posicién de un punto en la parte superior de la

circunferencia, sélo tenemos que asignar un valor a "x" que esté en el intervalo

-420 ,420 1.

2Cémo son los valores que se le asignaron a la variable "x" para que la posicion del
punto que se va seleccionando ¢n la circunferencia, se aproxime cada vez mis a la
posicién del punto A?

Efectivamente, los valores para “x" se aproximan cada vezmdsa 2 (abscisa del punto de
tangencia de la recta L).




Muy bien, sabemos ahora como se obtienen valores cada vez mas cerca al d¢ la
pendiente de la recta tangente L: 1/3, 0, - 0.236065....

;Cémo se obtiene la pendiente de la recta tangente L, basandonos en valores como los
que tenemos hasta este momento?.

Efectivamente, en multiples ocasiones se nos ha presentado una situacién similar como
la que tenemos en este momento, s6lo tenemos que recordar aquellas ocasiones en
nuestra vida cotidiana en la que, con base a cierta informacion, hacemos una deduccion
para establecer algo que nos interesa saber en ese momento.

.Hay alguna consideracién basada en estos valores que se pueda hacer, con la cual se
determine el valor de 1a pendiente de la recta tangente L?.

Efectivamente, todavia no estamos en condiciones para poder afirmar cual es ese valor
ya que, ninguno de los anteriores es la pendienie de la recta tangente L y no tienen
alguna légica que nos lleve a lo que se quiere. Solo sabemos que se aproximan cada vez
mas a la respuesta.

Dejemos correr ahora nuestra imaginacion y hagamos una reflexién sobre lo que
suceders al considerar una infinidad de puntos sobre la circunferencia de tal forma que,
en orden de aparicion estén cada vez mis cerca al punto A. Mas afin, que con ellos nos
aproximemos indefinidamente (infinitamente) al punto A,

AY

"/

Sabemos que por cada punto que s¢ considere sobre la circunferencia, hay una recta
secante a ésta, la que pasa por A y el punto considerado.

(Cuantas rectas secantes a fa circunferencia se pueden trazar al considerar una infinidad
de puntos sobre la misma?.




Efectivamente, se pueden trazar una infinidad de rectas secantes.

Trazaremos algunas de ellas como un ejemplo.

M F—m e m————

;Qué podemos afirmar respecto a la posicion de esa infinidad de rectas secantes?,

Efectivamente, la posicion de la recta secanie se aproxima indefinidamente
(infinitamente) a la recta tangente L.

Como hay una infinidad de rectas y cada una tiene una pendiente, se puede construir
una sucesién infinita de valores. Los términos de esta sucesién son las pendientes de las
rectas secantes en orden de aparicion.

:Qué podemos afirmar respecto a esta sucesion infinita de valores?.
Efectivamente, como la posicién de la recta secante se aproxima indefinidamente a la
recta tangente L, la sucesién a la cual nos referimos se aproxima indefinidamente al

valor de la pendiente de la recta tangente.

Cual debe ser ¢l valor de la pendiente de 1a recta tangente L a la grafica de la ecuacién
x? + y2 =20 en el punto A(2,4)?.

Ffectivamente, basindonos en estas reflexiones se puede afirmar sin temor a

equivocarnos que la pendiente de la recta tangente L es el valor al cual se aproxima
indefinidamente (infinitamente) la sucesion infinita de valores.
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Sabemos ahora como se puede obtener el valor de IM (1a pendiente de la recta tangente

L) por medio de pendientes de rectas secantes. Para ello, s6lo tenemos que realizar lo
que hasta este momento imaginamos:

a) Establecer la posicion de una infinidad de puntos sobre la circunferencia de tal
forma que: Los puntos seleccionados en orden de aparicidn estén cada vez mas
cerca al punto A (el punto de tangencia), y mds ain, que estos s¢ aproximen
infinitamente al punto A,

b) Obtener la pendiente de las rectas secantes para establecer la sucesion infinita de
valores.

¢) Definir el valor al cual se aproxima indefinidamente (infinitamente) la sucesion.
Tenemos ahora los conocimientos para iniciar el procedimiento que nos lleve a obtener

la pendiente de la recta tangente L a la grifica de la ecuacion x* + y* =20 en el punto
A28,

Iniciaremos considerando que un punto P(x,y) se va a mover sobre la parte superior de
la circunferencia.

Y

i Como se establece una infinided de posiciones para el punto P(x,y), en la parte
superior de la circunferencia?.

Efectivamente, asignando a la variable "x" una infinidad de valores que estén en el

intervalo [-v/20 ,v/20 }.

. Coémo deben ser los valores que se le asignan 2 la variable "x", para que la posicién del
punto P{x,y) se aproxime indefinidamente al punto A(2,4)?.
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Efectivamente, deben aproximarse indefinidamente a 2 (abscisa del punto de
tangencia).

Sabemos ahora como deben ser los valores para la variable x.

;Como le asignamos a la variable "x" una infinidad de valores con las caracteristicas
anterionmente expuestas?.

Efectivamente, en la prictica es imposible establecer uno pot uno los valores para "x",
como lo hemos venido haciendo, hasta tener una infinidad. Sin embargo, esto no es un
impedimento para lograr lo que se quiere, ya que, afortunadamente existen técnicas que
se presentan como una altemativa.

Los valores que vamos a considerar, a diferencia de los que le hemos asignado a "x"
hasta este momento, presentaran una forma especial, la cual nos permitira establecer lo
que se quiete,

1.9, 1.99, 1.999

Al hecho de asignarle estos valores a "x" 1o representaremos de la siguiente forma:

x: 1.9, 1.99, 1.999

¢ Estos valores pertenecen al intervalo [—-JE <20 ] ¥ se aproximan cada vez mds a
27,

Efectivamente, es claro que en el orden que aparecen se aproximan cada vez maisal,y
todos ellos estan entre —~+ 20 y +20 (son mayores que - J20 y menores que v20 ).

(El valor para la variable x se aproxima infinitamente a 2 cuando le asignamoas estos
valores?.

Efectivamente, no se aproxima infinitamente a 2 ya que, para que se cumpla una
situacion de este tipo, entre otras cosas, s¢ le debe asignar una infinidad de valores a la
variable.

(Qué caracteristica tienen estos valores?.

Efectivamente, ademas de que se aproximan cada vez més a 2, la forma que presentan
lleva una secuencia.

Es claro que, si continuamos asignandole valores a la variable "x" siguiendo esta
secuencia, sabemos cuales son estos aunque no s¢ escriban.

(Cuales son los siguientes dos valores para la variable "x" 7.
Efectivamente. los dos valores que siguen para X son 1.9999 y 1.99999,

Al hecho de continuar indefinidamente asignandole valores a la variable "x" siguiendo
esta secuencia, lo representaremos de la siguiente forma:
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x:1.9,1.99,1.999, ...

Qué se puede afirmar del valor para la variable "x", al asignarle estos valores?.
Efectivamente, se aproxima infinitamente a 2.

Este hecho lo representamos de la siguiente forma:

x:1.9,1.99,1.999, ........ —> 2

Sabemnos ahora los valores que se le pueden asignar a "x*, los cuales establecen las
posiciones del punto P(x;y) sobre la circunferencia para que se¢ aproXime
indefinidamente al punto A(2,4).

Como los valores que se consideran para X estin muy cerca de 2, es imposible hacer una
grafica adecuada, tal y como lo hicimos anteriormente para los puntos Qi, Q2 ¥ Qs la
cual nos permita visualizar la posicion de algunos de estos puntos sobre la
circunferencia y las rectas secantes que s€ trazan.

Sin embargo, es conveniente que en tu mente generes una imagen de lo que estamos
haciendo.

Una vez que establecimos los valores para la variable x, vamos a obtener la pendiente
de la recta secante PA, para algunas posiciones del punto P.

A las posiciones del punto P(x,y) las representaremos P1, P2, P3, P4, etcétera.

Sabemos que la pendiente de la recta secante se puede obtener cuando se conocen las
coordenadas de dos de sus puntos.

n H_n

También sabemos que el valor para "y" se obticne al asignarle un valor 2 "x" en la
ecuacion x> +y* = 20, por lo que:

$i x=1.9 tenemos: (1.9)*+y* =20
3.61 +y2 =20
y* =20-3.61
v =16.39
y =xy1i6.39
Si x=1.99 tentemos: (1.99) 2 +y*=20

3.9601 + y* = 20
y? = 20 - 3.9601
¥ = 16.0399

y = £416.0399
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Si x=1.999 tenemos: (1.999)+y*= 20
3.996001 +y* =20
y* =20 ~ 3.996001
¥ = 16.003999

y = +416.003999

Como la posicion del punto P(x,y) es en 1a parte superior de la circunferencia, el valor
para "y" es la raiz positiva.

Sabemos ahora que las tres primeras posiciones que se estdn considerando para el
punto P (x,y)som

P: (1.9, +16.39 ), P2(1.99, J16.0399 ) v Ps (1.999 , V16.003999 )

Representaremos con I, M2 y ms la pendiente de las rectas P1A, P2A, v P3A
respectivamente.

Como la recta P1A pasa por los puntos P1(1.9, J16.39 )y A(2,4), su pendiente es:

4.416.39 4-41639
nmi= .19 = ol =_-0.484....

Como la recta P2A pasa por los puntos P2 (1.99, J16.0399 )y A (2,4), su pendiente es:

_4-4160399 _ 4-i60399 _ . 0,
T 2-1.99 0.01 A

Como la recta P3A  pasa por los puntos P3 (1.999, J16.003999 Yy A (24) su
pendiente es:

s = 4-416.003999 _ 4-416.003999 . 1o0g4
3 2-1.999 0.001 e

El valor de la pendiente de la recta PA en las tres primeras posiciones que se
consideraron para punto P(x,y), lo representaremos de la siguiente forma:

Mpa: —0.484.., —0.4984.., —0.49984...,
;Qué caracteristica presentan estos valores?.
Efectivamente, llevan una secuencia.

. Qué se puede obtener cuando los valores llevan una secuencia?
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Efectivamente, al continuar asignindole valores a "x" siguiendo la secuencia que
presentan, sin realizar operacion alguna se pueden establecer los valores de IMipa.

¢Cuales son los valores de ITiea si le asignamos a "x" los dos siguientes valores de
acuerdo a ta secuencia que presentan?.

Efectivamente:
Si x=1.9999 tendremos ITea=-—0.499984....

Si x = 1.99999 tendremos Mea = — 0.4999984...,

B, PT

Recordemos que: Al asignarle valores a “x” que se aproximen cada vez mas a 2

(abscisa del punto de tangencia), los valores de IMea (pendiente de la recta PA en las
diferentes posiciones que toma) se aproximan cada vez mas al valor de la pendiente de
la recta tangente L.

iCuantas veces se puede hacer este proceso que hemos venido realizando{asignarle un
valor a "x" para establecer la posicion del punto P(x,y) ¥ obtener la pendiente de la recta
PA)?.

Efectivamente, tantas veces como se quiera :100, 150, 200, 500, 1000, etcétera.

{Podemos hacer este proceso indefinidamente veces ( un numero infinito de veces)”.

Es claro que, en la practica es imposible hacer este proceso como cualquier otra cosa un
nimero infinito de veces.

Lo que haremos es dejar indicado que este proceso se repetird indefinidamente veces y
sacar conclusiones.

S ox 19 , 199 , 1.999 , 19999 .
entonces IMea: — 0.484...., — 0.4984...,, - 0.49984..., - 0.499984....,

Sabemos ahora cual &s la sucesién infinita de valores que se¢ forma con la pendiente de
la recta secante PA, al asignarle valores a "x" para que la posicidn del punto P(x;y) se
aproxime infinitamente al punto de tangencia A(2,4), y por tanto, la posicidn de la recta
secante PA se aproxime infinitamente a la posicién de la recta tangente L.

Por uiltimo, estableceremos el valor al cual se aproxima indefinidamente esta sucesion,

iHay un valor al que s¢ aproxima infinitamente IMea. al continuar indefinidamente

nn

asignandole valores a "x" siguiende la secuencia que presentan?.

Ffectivamente, saber cuales son los valores de ITlpa aunque no se escriban estos, nos
permite afirmar sin temor a equivocarnos que:
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Al continuar indefinidamente asigndndole valores a "x" siguiendo la secuencia que

presentan los que se han considerado hasta este momento, ¢l valor de ITlPa s¢ aproxima
infinitamente a " = 0.5".

Esta situacién la representamos de la signiente forma:

Siox: 19 , 199 , 1999 , 198999 , . —_—> 2
entonces ITpa; — 0.484,...,- 0.4984...., - 0.49984... - 0.499983...., .irieeenn- > -
0.5

Sabemos ahora que "~ 0.5" es el valor al cual se aproxima indefinidamente la sucesion
de valores para ITlPa..

Como el valor at cual se aproxima esta sucesién es la pendiente de la recta tangente L,
sabemos ahora que:

La pendiente de la recta tangente L a la circunferencia que tiene por ecuacibn c+y
=20, en el punto A(2,4) es "~ 0.5".

Podemos ahora concluir que la ecuacion de la recta tangente Les:
y—-4=-035(x-2)

Es claro que siguiendo este procedimiento, hemos llegado a la misma solucidn que se
obtuvo en los casos anteriores.

Seguramente en este momento estas pensando que, este ultimo camino que seguimos es
muy largo comparativamente ¢on los anteriores.

En realidad dimos una explicacién muy amplia de lo que estamos haciendo y como lo
estamos haciendo para la mejor comprension posible de este procedimiento, ya que, esta
idea de aproximacion es la base fundamental del Calculo Diferencial e Integral.

Comparto contigo esta preocupacién, sélo que, por ¢l momento se estd generando la
herramienta rudimentaria, para posteriormente entrar al mundo maravilloso del Céleulo
Diferencial e Integral en donde este tipo de problemas se pueden resolver en un abrir y
cerrar de 0j0s.

Resolveremos ahora otro problema en el cual prescindiremos de la explicacion amplia
para reafirmar esta idea de aproximacion.

Es conveniente que €n fu mente generes una explicacion de lo que vamos haciendo para
una mejor comprension.
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1.3.2 Para una parabola.

Encontrar el valor de la pendiente de la recta tangente L a la grafica de la ecuacién y =
x?enel punto A(3,9).

)

Representaremos con IMl ala pendiente de larecta L.

Para obtener el valor de IT), vamos a considerar que un punto M (x,y) se mueve sobre la
grifica de tal forma que, las posiciones sucesivas que toma hacen que se aproxime
indefinidamente al punto A.

A las posiciones que se consideren para el punto M les llamaremos Mt, Mz, M3, Ma,
etc.

=
N
=
\.
—
B8 I s~

Y
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Las posiciones de la recta MA se llamaréan L1, L2, L3,L4, etc,
A

1

L,

Y

Para establecer las cuatro primeras posiciones que vamos a considerar para el punto
M{x, y), le asignaremos a “x” sucesivamente los valores 2.9, 2.99, 2,999, 2.9999.

;Cual es el valor de "y" para cada uno de los valores que se le estan asignando a X"
Efectivamente, como 1a grafica tiene por ecuacidn y = x?, tenemos:

Si x=29 emtonces  y=(29)P =84l

Six=299 entonces v = (2.99)*=8.9401

Si x=2.999 entonces y={(2.999) = 8.994001

§i x=2.9999 entonces y=(2.9999 ) = 8.99940001

Sabemos ahora que las cuatro primeras posiciones que estamos considerando para el
punio M son:

M1 (2.9,8.41), M2 (2.99, 8.9401), M3 (2.999, 3.994001), M4 (2.9999,8.99940001)

;Cual es e valor de la pendiente de la recta MA para las cuatro primeras posiciones que
toma?.

Efectivamente:

Como la recta L1 pasa por los puntos A (3,9)y Mi (2.9, 8.41) tenemos:

9-8.41
= =59
me=3535 =3
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Como la recta L2 pasa por los puntos A (3,9) y M2 (2.99, 8.9401) tenemos:

~9-8.9401

ne= 3-299 =599

Como la recta L3 pasa por los puntos A (3.9) y M3 (2.999, £.994001) tenemos:

1y 928994001 _ oo
3-2.999 '

Como la recta L4 pasa por los puntos A {3,9)y M {2.9999, 8.99940001) tenemos:

9-8.99940001
ma= 3730999 5.9999

Sabemos ahora que:

Si x: 2.9, 2.99, 2.999, 2.9999
entonces Mua: 5.9, 5.99, 5.999, 5.9999

[Ta 1)

Al continuar indefinidamente asignandole valores a “x”, siguiendo la secuencia que
presentan los que hasta este momento s¢ han considerado, tenemos que:

Py}

— La sucesién de valores para “x” se aproxima infinitamente a 3, por lo que, la
posicidn del punto M (x,¥) que se mueve sobre la grifica se aproxima infinitamente al
punto de tangencia A(3,9).

— Como la posicién del punto M se aproxima infinitamente al punto de tangencia, la
posicion de la recta MA se aproxima infinitamente a la recta tangente L.

- Como la posicién de la recta MA se aproxima infinitamente a la recta tangente, el
valor de la pendiente de la recta MA se aproxima infinitamente al valor de la pendiente
de la recta tangente L.

Al continuar indefinidamente asignandole valores a “x™ tenemos:

Si x: 2.9, 2.99, 2.999, 2.9999, 2.99999, 2.999999, ......... —> 3
entonces IMua: 5.9, 5.99, 5.999, 5.9999, 5.99999, 5.999999, ........ —> 6

Podemos ahora afirmar que M = 6, es decir, la pendiente de la recta tangente L a la
grafica de la ecuacion y = x* en el punto A(3,9)es 6.

Antes de continuar resolviendo problemas con esta idea de aproximacidn, vamos a
precisar algunas situaciones que se presentaron en €stos Casos.
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1.3.3 Algunas precisiones acerca de las sucesiones.

En cada problema se obtuvo el valor de la pendiente de una recta tangente a una grafica,
para lo cual, se considera un punto de tal forma que:

a) Se mueve sobre la grifica.
b) Se aproxima cada vez mas al punto de tangencia
¢) Seaproxima infinitamente(indefinidamente) al punto de tangencia

; Cémo se establece que un punto R (x, y) se mueve sobre la grafica?

Efectivamente, considerando que el punto toma diferentes posiciones sobre la grifica.
Algebraicamente sdlo tenemos que asignarle a la variable "x" valores diferentes dentro
de cierto rango que puede establecerse por medio de la ecuacion 6 la grafica,

Tomaremos como ejemplo el aliimo problema cuya grifica es una paribola que abarca
todo el eje de las abscisas, lo cual establece que el rango de variacién para la variable
"x" son todos los nimeros reales.

Para que el punto R(x,y) tome diferentes posiciones sobre la pardbola, sélo tenemos que
asignarle valores a "x".

Ejemplos:
a) x:-6, -4, 2, 0, 2

b) x: 4,20 , 10 , 2,6
) xx ¥, 8, ¥, 20, -1
d) x: 2.9, 2.98, 2.989, 2.9898
e) x: 3.1, 3.01, 3.001, 3.0001
£) x: 2.9, 2.99, 2.999, 2.9999

Cada valor que se le asigne a "x" establece una posicién para el punio R sobre la
parabola.

;Qué se necesita para que el punto R ( x, y) sc aproxime cada vez mas al punto de
tangencia A(3,9)7.

Efectivamente, los valores que se consideren para *x* deben aproximarse cada vez mis
a 3(abscisa del punto de tangencia).

;Cuales de los valores que se consideran para x en los ejemplos anteriores, satisfacen
esta condicion?,

Efectivamente, sélo los de los incisos a, deyf

a) X -6,-4,-2,0,2

d) x: 2.9,2.98,2.989, 2.9898
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e) x: 3.1,3.01,3.001,3.0001

f) x 2.9,2.99,2.999,2.9999

;Cémo se establece que el punto R(x,y) se mueve indefinidamente sobre 1a pardbola?.
Efectivamente, asignindote una infinidad de valores a "%,

. Cémo se puede establecer una infinidad de valores para "x"?.

Efectivamente, una forma se presenta al considerar valores que lleven una secuencia, a
cual establece los valores que siguen para "x" aungue no se escriban,

;Cuiles de los incisos a, d, e y { cumplen con esta caracteristica?.
Efectivamente, todos llos llevan una secuencia.

;Cémo se deja indicado la infinidad de valores que se le asignan "x", de acuerdo a la
secuencia que presentan los primeros?.

Efectivamente, de la siguiente forma:
ax. -6,-4,-2,0, 2y e
dyx: 2.9,2.98,2.989, 29898, ..o
e)x: 3.1,3.01,3.001, 3.0001, .ccoevnns
f)x: 2.9,2.99,2.999,2.9999, ..corees

;Cuales de estos siguen cumpliendo que los valores para "x" se aproXiman cada vez mis
a3n

Efectivamente, s6lo los incisos d, e y £
d)x: 2.9,298,2.989, 29898, .o
e}x: 3.1,3.01,3.001,3.0001, i
fx: 2.9,2.99,2.999,2.9999, ..reee
(Porqué la del inciso "a" no se considera?.

Efectivamente, los siguientes valores para "x" son 4, 6, 8, 10, etc., estos se alejan cada
vez mas del 3.
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(Como se puede establecer que el punto R(x,y) se aproxima infinitamente al punto de
tangencia A(3,9)7.

Efectivamente, cuando el valor para "x" se aproxima infinitamente a 3.

;Cuales de los incisos d, e y f hacen que el valor para "x" se aproxime infinitamente a
.

Efectivamente, solo los incisos e y .

e)x: 3.1,3.01,3.001,3.000L, .cocrrvvesec ——= 3

fx: 2.9,2.99,2.999,2.9999, ..cenees — 3

¢Porqué los valores del inciso "d" no hacen que "x" se aproxime infinitamente a 3?
Efectivamente, se debe a que la distancia que separa al 3 de cualquiera de estos valores(
los que se escriben y 108 que no s¢ escribieron) es siempre mayor a "0.01".

;, Existen otras sucesiones, cuyos valores hacen que "x"
k¥

se aproximen infinitamente a

Efectivamente, si hay mas sucesiones con esta caracteristica.
Ejemplo:

x:2,2+‘/z,2+'/:+'/..2+'/;+’/.+us,2+'/z+'/.+us+ms, ....... > 3

Esta sucesion al realizar las operaciones se puede representar de la forma:

x: 2,25,275, 2875, 29375, ... > 3

Para familiarizarnos ain mas con esta idea de aproximacién, encontraremos la
pendiente de una recta tangente a otra grafica.

Es conveniente que en tu mente generes una imagen de lo que vamos haciendo.
1.3.4 Para una cibica.

Encontrar ¢l valor de la pendiente de la recta tangente L a la grifica de la ecuacién y =
X enelpuntoP(1,1).

£}




Consideremos un punto Q ( X, ¥ ), €l cual se mueve indefinidamente sobre la grafica de
tal forma que s¢ aproxima infinitamente al punto P(1,1}

Para establecer las posmones del punto Q( x,y ) que vamios a cons:derar, asignaremos 2
%" los valotes de la siguiente sucesién.

x: 1.1, 1.01, 1.001 , 1.0001, 1.00001, > 1

Ei valor de la ordenada para las cuatro primeras posiciones del punto Q(x y)es:
Six= 1.1 tenemos : y= (1.1) =1331

Six= 101 tenemos : y= { 1.01)* =1.030301

Six= 1.001 tenemos : y= (1.001)° = 1.003003001

Six= 1.0001 tenemos : y= ( 1.0001)*=1.000300030001

Las cuatro primeras posiciones que estamos considerando para el punto Q (x,y }son:
Qi {1,1.331), Q(1.01, 1.030301), Qs ( 1.00}, 1.003003001 ) ¥

Qs (1.0001, 1.000300030001 )

La pendiente de la recta PQ para las cuatro primeras posiciones del punto P(x,y), las
cuales representaremos con [T, Tz, T y Il es:
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_ 1.030301-1 _ 0.030301
m: oLl ool =3.0301

ms = 1.003003001 -1 = 0.003003001 = 3.003001

1.001 -1 0.001
1.000300030001-1 _ 0.000300030001
T TS B v TR

Si continuamos indefinidamente este proceso tenemos:

Si x: 1.1, 1.01, 1001 , 10001 , ... > 1
Entonces Mlrq : 3.31, 3.0301, 3.003001, 3.00030001, ... ———> Pendiente de la
recta
tangente L

Considerando la secuencia que presentan estos valores, afirmamos sin temor 8
equivocamos que:

Meg : 3.31, 3.0301 , 3.003001 , 3.00030001, ....... —>3

Podemos ahora afirmar que: 3 es el valor de la pendiente de la recta tangente L a la
grafica de la ecuacién y =x* en el punto P(i,1).

Para familiarizarnos con un concepto que se utilizan en el estudio del Calculo
Diferencial e Integral, vamos ahora a precisar una situacidén que se presenta en €stos
problemas.

En cada uno de los problemas se establecieron dos variables:

— El valor de la abscisa del punto que se mueve indefinidamente sobre la grafica

—. El valor de la pendiente de la recta que pasa por ¢t punto de tangencia y la posicion
que toma el punto que se mueve sobre la grafica.

Si representamos con R al punto de tangencia y con S(x,y) al punto que s¢ mueve sobre

la grifica, las variables a las que nos referimos son: "x" y ITlks.

Cada valor que se le asigna a "x" establece una y solo una posicién sobre la grifica para
el punto S.
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Cada posicién del punto S establece una y solo una posicion para la recta secante RS.

Como cada recta en e} plano tiene una pendiente, cada posicion de la recta RS establece
uno y solamente un valor para ITIrs.

Sabemos ahora que cada valor de la variable x establece un valor para la variable ITlks.

Esta situacién la expresaremos de la siguiente forma: "ITiks esta en funcion de x"

En una generalidad tenemos cuando dos variables (por ejemplo "z" y "w") estdn
relacionadas de tal forma que, al asignarle un valor a una { digamos z), el valor de la
otra ( en este caso w) queda determinado, diremos que: “w esta en funcién de 2"

Puede ser que en este momento te preguntes: ;cudl es la importancia de saber encontrar
Ia pendiente de rectas tangentes a graficas?.

Por el momento el objetivo es entender la idea de aproximacién para comprender los

conceptos bésicos del Célculo Diferencial ¢ Integral; pero por curiosidad veremos
algunos ejemplos de aplicacion.
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11. Algunas situaciones que se pueden resolver a través de pendientes
de rectas tangentes.

IL.1 Problema 1.

El Sr. Lépez va a heredar a sus hijos Pedro, Luis y José un terreno rectangular a cada
unio de ellos, 1a tinica condicién que les pone es que el perimetro sea de 400 m.

Al preguntarle a Pedro las dimensiones del terreno que desea, éste le contesta largo 150
my ancho 50 m.

50m

-
|
|

150m

Luis prefiere un terreno de large 160 m y ancho 40 m.

40m

160m

José se da cuenta que el terreno que pide Pedro tiene una superficie de 7500 m* y ¢l de
Luis 6 400m? , por lo que se pregunta: ;Cuales son las dimensiones que tengo que pedir
para que el terreno tenga la mayor superficie posible?.

. i
superficie Superficie

7500m ; S0m 6400m |40m
| !
150m 160m
|
‘ Mayor superficie 3
posible
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(En este momento consideras que este problema se puede resolver encontrando la
pendiente de una recta tangente a una grafica?

Veamos como se puede obtener la respuesta a la pregunta que s¢ hizo José

Representaremos con L, A y S al largo, anchoy superficie de un' terreno rectangular.

Sabemos que la superficie del tetreno se puede obtener con la formula (ecuacién)
“S=LA"

Como el perimetro debe ser 400 m tenemos:

2L+2A=400
2 A=400-2L
~400-2L

C2
A=200-L

Al sustituir el valorde A en “ S=LA" tenemos:

S=1A
S=L{200-L)
§=200L-L?

Tenemos ahora una ecuacion con las variables “S y L".

(Qué wilidad tiene esta ecuacién?

Efectivamente, con ella se puede obtener la superficie de un terreno rectangular (el
valor de § ) de perimetro 400m, conociendo tnicamente el largo del mismo {el valor
deL).

Ejemplos:

a) Pedro pide un terreno de largo 150 m, por lo que:

SiL =150 tenemos: S$=200(150) (150 3 = 30000 - 22500 = 7500

1a superficie del terreno que pide Pedro es 7500 m*
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b) Luis pide un terreno de largo 160 m, por lo que:
Si L =160 tenemos: S =200 8 160)—(160)2 = 32000 ~25600 = 6400
La superficie del terreno que pide Luis es 6400 m?
¢) $iL=30, lasuperficie del terreno rectangular de perimetro 400 m y largo 30 mes:
§=7200(36)-(30)?2 =6000-900 = 5100
Superficie 5100 m?
Con estos ejemplos nos damos cuenta de que para cada valor que s¢ le asigna a L, al
sustituir éste en la ecuacién S = 200 L — L? se obtiene un solo valor para S, por lo que,

“S esta en funcidén de L”

Sabemos ahora que la mayor superficie de todos los terrenos rectangulares con
perimetro 400m, es el valor mas grande para S en la ecuacion S =200 L-L2

{Cuales son los puntos del plano que forman la grifica de la ecuacion § =200 L — L*?.

Efectivamente, son todos aquellos que tienen por abscisa un posible valor para L vy,
ordenada el valor que corresponde a S.

Algunos de estos puntos son los que tienen como coordenadas los valores de los
ejemplos anteriores: A(150,7500), B{160,6400) y C(30,5100).

t°
7500 —-—-—r—e—————- e L
I
6400 -—c——mmm——— === i—-—qB
y
5100 C ! ]
F—-% '
| | L}
| ' !
' |
] N !
! |
| \ E
! |
1 ' II
' |
i \ !
! |
| b E L
3o 150 160 "

Es claro que no se le puede asignar a L cualquier valor ya que, no existen terrenos
rectangulares que tengan petimetro 400m y largo por ejemplo 300m
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;Cuiles son los valores que pueden considerarse para L?

Efectivamente, todos aquellos que son mayores que Cero y menores de 200.

;Cuil es la grafica de la ecuacién § =200 L - 122, considerando que los valores para L
son todos aquellos que estin entre 0 y 2007

Efectivamente, considerando que los valores para L son todos aquetlos que estén entre 0
y 200, es una parte de una parabola como se muestra a continuacion.

ST
A
N

;)

A\

Y

O - se utiliza para excluir al punto seflalado con esta representacion.
¢ Cudl es la mayor superficie de los terrenos rectangulares de perimetro 400 m?

Efectivamente, es la ordenada del punto més alio de esta grifica. Ademds, la abscisa de
este punto ¢s el largo que debe tener el terreno de perimetro 400m y mayor superficie.

Sabemos ahora que encontrar las coordenadas del punto més alto de esta gréfica, nos
permitird conocer lo que le interesa a José.
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Liamaremos M al punto mas alto.

Sa

(Cuantas rectas que pasen por M se pueden considerar y cuantas de ellas son tangentes

a esta grifica?.

Trazaremos sélo algunas de ellas.

AS
N
1

/ \
{0

Efectivamente, una infinidad de rectas pasanporM y sblo una de ellas es tangente a
la grifica, la que representamos con T.

(Cémo es la recta tangente T2




Efectivamente, s una recta paralela al ¢je de las abscisas ( en este caso ejeL).
;Cual es el valor de la pendiente de la recta T?.

Efectivamente, como la pendiente de cualquier recta paralela al eje de las abscisas es
cero, la pendiente de la recta tangente T es 0.

Sabemos ahora que la pendiente de la recta tangente a esta grafica en el punto més alto
debe ser cero.

(Cuéntas rectas tangentes a esta grafica se pueden considerar y cudntas de ellas son
paralelas al ¢je de las abscisas?.

Trazaremos solo algunas de ellas.

AS

Efectivamente, hay una infinidad y sélo la recta tangente T es paralela al gje de las
abscisas.

Sabemos ahora que, en esta grafica sélo la recta tangente en el punto mas alto ( la recta
T) tiene pendiente cero.

;Como se pueden obtener las dimensiones del terreno rectangular con perimetro 400m y
mayor superficie?

Efectivamente, encontrando las coordenadas del punto de 1a grifica cuya recia tangente
tiene pendiente cero.

Con esto podemos darnos cuenta que hay una relacién estrecha con el preblema y el
hecho de encontrar pendientes de rectas tangentes.
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A diferencia de los casos anteriores en los que sabemos las coordenadas del punto de
tangencia y nos piden encontrar la pendiente la recta tangente, ahora sabemos el valor
de la pendiente de la recta tangente, en este caso "0" y, queremos encontrar las
coordenadas del punto de tangencia.

Sabemos ahora coémo se puede dar solucién al problema que se plantea José, por medio
de la pendiente de una recta tangente a una grafica.

Dejaremos pendiente la solucion al problema hasta familiarizarnos en el manejo de
pendientes de rectas tangentes.

Lo que se pretende en este momento es, comprender ¢! método de aproximacién para
establecer el concepto de limite de una funcion, basico para el estudio del Calculo
Diferencial e Integral.

Veremos ahora otro problema relacionado con la pendiente de recta tangente a una
grafica.

1L 2 Problema 2.

Se tira una pelota desde lo alto de un edificio, la cual llega al piso 7 segundos mas tarde.
Considerando el hecho que la distancia “d” metros que recorre la pelota al cabo de un

tiempo “t” segundos se obtiene por la ecuacién d = 5t*, ;jcual es la velocidad a la que
viaja la pelota al cabo de 4 segundos de que se deja caer?

En primer lugar vamos a considerar la grifica de la ecuacion d = 5t%.
;Cuiles son los valores que s¢ pueden considerar para la variable "t"?
Efectivamente, comno la pelota tarda 7 segundos en llegar al piso desde que se deja caer,

los valores que se pueden considerar para t son todos los que estan a partir del 0 y hasta
¢l 7. Estos valores forman el intervalo [0, 7 ).

*
|

| _t

1
'
|
'
|
1
|
1
H
1
|
'
|
'
|
'
|
7

Vamos ahora a considerar dos puntos de esta grafica que Jlamaremos Py Q.
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;Cuiles son las coordenadas de estos puntos?.

Efectivamente, si queremos establecer 1a posicién de estos puntos sobre ésta grifica,
s6lo tenemos que considerar dos valores que estén en el intervalo [ O, 7 ] y considerar
estos como las abscisas de los puntos Py Q.

Consideremos que la abscisa del punto P es 4 (tiempo en el cual se quiere saber la

velocidad de la pelota), y la abscisa del punto Q un valor cualquiera del intervalo como
por ejemplo 5.

4

Y

il —— — - ——— . —— A — =

o ——
F————

Cémo se obtiene el valor de 1a ordenada de estos puntos?

Efectivamente, es ¢l valor correspondiente a la variable d en la ecuacion d = 5t%, al
considerar que el valor de la variable “t" es 4 en un caso y 5 en ¢! otro. :
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Si t=4 tenemos d =5(4)° = 5(16) =80
Si t=5 tenemos d= 5(5)" = 5(25) =125

Sabemos ahora que las coordenadas de estos puntos som: P(4,80) y (5,125}

;Cémo es la recta que pasa por los puntos P y Q?

—

Y

ey —— — —

4 2

Efectivamente, es una recta secante a la grifica

;Cudl es el valor de la pendiente de esta recta?,
Efectivamente, la pendiente de 1a recta PQ, la cual representamos como Mg es:

resta de ordenadas de lospuntos Py Q@ _ 125-80 _45
resia de abscisas de los puntos Py Q 5-4 1

=45

En miltiples ocasiones en nuestra vida cotidiana hemos mencionado o escuchado "la
velocidad promedio”,

;Qué entendemos cuando escuchamos por ejemplo; "La velocidad promedio es 75
km/hr?

Efectivamente, se considera que se estd hablando de un objeto en movimiente para el
cual, "75 km/he" es la mejor aproximacién que existe en lo general, respecto a la
velocidad que lleva el objeto en todo momento de su recorrido o en una parte, segin
sea el caso que se estd comentando.
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Cual es la velocidad promedio de un automévil que mantiene una velocidad constante
de 20 km/hr en un recorrido?,

Efectivamente, la velocidad promedio del automévil en todo su recorrido ¢ solamente
en una parte es de 20 km/hr.

Solamente en los casos como éste, en los que fa velocidad es constante, la velocidad
promedio y la velocidad en todo momento del recorrido es la misma.

En un automévil hicimos un viaje de México a Acapulco. Recomrimos 360 km en 4
horas; tardamos 2 horas con 30 minutos en legar a Iguala, el cual se encuentra a 180 km
desde que se inicia el viaje.

;Cusl es la velocidad promedio del automévil en el recorrido completo?

;Cuai es la velocidad promedio del automovil en el recorrido de México hasta Iguala?

;Cuil es la velocidad promedio del automovil en el recorrido de Iguala hasta Acapulco?

Efectivamente, sabemos que la velocidad promedio de un objeto en movimiento se
obtiene de la siguiente forma:

distancia que se recorre
tiempo que se tarda en recorrer la distancia

Velocidad Promedio =

Por lo que:
La velocidad promedio de todo el recorrido, la cual representamos como VPua es:

60
VP =13— =90 km/hr

La velocidad promedio en el recorrido de México a Iguala, la cual representamos VPwmi
es:

180
VP —2.5—72knv’hr

La velocidad promedio en el recorrido de Iguala hasta Acapulco es:

VPia =_l]_8_;! = 120 km/hr

{Consideras que 90 km/hr ¢s 1a velocidad que lleva el automévil en todo momento del
recorrido?

Efectivamente, es claro que la respuesta es no, ya que, en un recorrido normal es
imposible mantener la misma velocidad en todo momento.




iPor qué las velocidades promedio que sc tiene desde México hasta Iguala no es la
misma que de Iguala hasta Acapulco?

Efectivamente, esto se debe a que, el tiempo que se tarda en recorrer distancias iguales
no es el mismo.

En fin, se puede si asi se quiere, plantear diversas preguntas relacionadas con Ia
velocidad promedio. Por €l momento, para ver la forma en que se da solucién al
problema, sélo se pretende entender de la mejor forma posible lo siguiente:

La velocidad promedio de un objeto en movimiento es un valor aproximado a la
velocidad que lleva el objeto en cada momento del recorrido, ¥ mas aun, es la mejor

aproximacion.

Veremos un ejemplo de otra indole con un nimero finito de datos para una mejor
comprension de lo establecido anteriormente.

Pedro Pérez esta cursando el 5° semestre de bachillerato, en la asignatura de Biologia l¢
aplicaron 8 exdmenes obteniendo las siguientes calificaciones.

ExamenN°®: 1 ,2,3,4,5,6,7,8
Calificacion: 7,9 .6, 4 ,10,10, 8,10

En este caso no podemos habiar de velocidad promedio, pero si de una cuestion similar
como lo es el promedio.

(Cuél es ¢l promedio de calificacién que tiene Pedro en los exdmenes que presento?
Efectivamente:

suma de calificaciones _ 7 +9+6+4+10+10+8+10
nimero de exdmenes 8

Promedio = =8

Sabemos ahora que 8 es la calificacién promedio de los ocho examenes que presentd
Pedro en la asignatura de Biologia.

También sabemos que 8 no es la calificacion en cada uno de los exdmenes.

Luis y José, compaferos de Pedro, conocen solamente la calificacién promedio.

Al preguntar a Luis y José, qué calificacion consideran que obtuvo Pedro en los
examenes, Luis contesta la calificacion promedio "8", José dice una calificacidn

diferente como por ejemplo 7.5.

Es claro que ambos dan una respuesta general, por lo que , Luis considera que 8 es la
calificacion que obtuvo pedro en cada uno de los exdmenes y José considera que es 7.5.
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Sabemos que ambos dan una respuesta erronea en lo general ya que, no es 8 ni 7.5 la
calificacién de Pedro en todos y cada uno de los examenes. Sin embargo, en lo
particular puede ser que ésta coincida.

;Cuél es la mejor respuesta en lo general?

Efectivamente, 8 es el valor mis aproximado en lo general a la calificacion que obtuvo
Pedro en cada uno de los exdmenes.

Veamos como justificamos lo anterior.

Examen N° 1,2,3,4,5,6,7.,8
Calificacion real ———eermmee———o— 7 , 9 , 6 , 4,10, 10, 8,10
Calificacién propuesta por Luis—- 8 , 8 , 8 .,8,8, 8, 8,8
Error de estimacion ———-—-— 1 , 1 , 2 , 4, 2,2, 0,2
Calificacién propuesta por José --- 7.5, 7.5,75,75,75,75,75 , 1.5
Error de estimacién --—-e-——s-m- .5 , 1.5 , 1.3, 35,25,25, .5 ,25

Si comparamos los errores de estimacion en cada uno de los casos nos damos cuenta
que: En 5 de los 8 casos, la respuesta que da Luis es mas aproximada a la calificacion

real.

Antes de rtegresar a nuestro problema, vamos a familiarizamos con la velocidad
promedio de la pelota que se deja caer desde lo alto del edificio.

Con la ecuacion d = 5t° se puede saber la distancia que recorre 1a petota, desde que
se deja caer hasta que transcurre cierto tiempo.

Ejemplos.
1) sit=1tenemos d=35 (¥ =5

Al cabo de 1 segundo la pelota recorre 5 metros
2) Sit=2 tenemos d =5(2) =5{(4)=20

Al cabo de 2 segundos la pelota recorre 20 metros
3) Sit=3.5 tenemos d=5(3.5 ¥=5(1225) =61.25

Al cabo de 3.5 segundos la pelota recorre 61.25 metros.
,Como se obtiene 1a altura del edificio?

Efectivamente, considerando que el valor de tes 7.
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Sit=7 tenemos d=5(7)* =5(49)=245
La altura del edificio es 245 metros

Un modelo de como va descendiendo la pelota es el siguiente.

t segundos pelota d metros
it 1] 0
o 1 1% 5
ol
[ I§ 2 9] 20
| :
o
I | 3 1] 45
|
I
[
I I 4 @ -—— 8
LR
[
oo
| .
1 Il 5 4] 125
[N
il
ol
b
o
Il i 6 5] 180
I
(.
|
ol
(I
bl
o
—_— 7 9] 245

;Cémo se obtiene la distancia que recorre la pelota en un lapso de tiempo, €l cual no
inicia en el momento que se deja caer?

Efectivamente, la distancia que recorre por ejemplo a partir del segundo ! y hasta el
segundo 2, es la diferencia entre la distancia que recorre al cabo de 2 segundos y la que
recorre al cabo 1 segundo.

Como la distancia que recorre ai cabo de un segundo es 5 metros ¥ la que recorre al

cabo de 2 sepundos es 20 metros, la distancia que recorre a partir del segundo 1 y hasta
el segundo 2 es: 20 — 5 = 15 metros.
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En la ecuacién d = 5¢, para cada valor que se le asigne a t hay un unico valor que
comresponde a d, por lo que: “d estd en funcién de t*

Es claro que, la distancia que recorre la pelota en un mismo tiempo aumenta conforme
va cayendo ya que:
En €l ler segundo recorre 5 m.
En el 2° segundo recorre 15 m,
En el 3er segundo recorre 25 m.
Enel 4° segundo recorre 35 m
Etc. Etc.

Esta situacién nos permite afirmar que la velocidad de la pelota aumenta conforme va
cayendo.

El tipo de movimiento de la pelota es uniformemente acelerado ya que, la distancia que
recorre la pelota en cada segundo aumenta cada vez 10 metros.

Cuando se tenga una funcién, por ejemplo "y en funcion de x", al valor de "y" para cada
valor de "x" lo representaremos "y(x)" y lo leeremos "y de x".

Ejemplo:

Como "d esta en funcion de t";

d (1) representa el valor para d cuando vale 1

d (3) representa el valor que corresponde a d cuando t vale 3

Esta representacion nos permite establecer que *d esta en funcién de 1", al escribir d(t).

Es claro que para obtener ¢l valor real de d (1) ¥ d (3}, solo tenemos que aplicar la
regla

d (ty= 5t*, la cual lamaremos * regla de comrespondencia de la funcion™.
d{1)=5(1) =5
d(3) =5(3)* =45

;Cémo se obtiene la velocidad promedio de un objeto en movimiento en un lapso de
tiempo?

Efectivamente, sabemos que esta se obtiene de la siguiente forma:

distancia recorrida

locidad Promedio = — ; :
Veloci ! tiempo empleado en recorrer la distancia

48




Ejemplos:

a) La velocidad promedio de la pelota en el lapso de tiempo que va del segundo 1 al
segundo 4, el cual representamos de la forma “I1:41es:

&4)-d(1) 80-5 75 ___
41 a1 "y rmses

Velocidad Promedio =
b) La velocidad promedio de la pelota en el lapso de tiempo {2 ;7] es:

d(7)-d(2) 245-20 225
7-2 7.2 5

Velocidad Promedio = =45m/ seg

;Cuil es la velocidad promedio en todo el recorrido de ia pelota?
Efectivamente, el lapso de tiempo que debemos considerar es [0; 7], porlo que:

d(7)-d(0) 245-0
7-0 7-0

245
Velocidad Promedio = === 35m/seg

Regresemos ahora a nuestro problema.

(Cual es e! valor de la pendiente de la recta que pasa por los puntos P(4,80) y
Q(5,125)2.

—

p
\'ﬂ
e ——
i — o= = —
Y

-

Efectivamente, la pendiente de esta recta es:

resta de ordenadasdelospuntosPyQ 125-80 45 _ 48
resta de abscisasde los puntos P y Q 5-4 i

Cual es la velocidad promedio de la pelota en el lapso de tiempo {4 ;5]
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Efectivamente, la velocidad promedio de la pelota en este recorrido, la cual
representaremos de la forma VPra:s) es:

i i i 5)-d 125-80

VPis:s) = = distancia recorrida : - d{5)-d(4} - 8 =45
tiempo empleado en recorrer la distancia 5-4 1

m/seg

;Cdmo son los valores de ITleq y VPs:s12.
Ffectivamente, son iguales.

Sabemos ahora que: La velocidad promedio de la pelota en el lapso de tiempo {4 ;5]
es igual a 1a pendiente de la recta que pasa por los puntos P(4,80) y Q(5,125).

Es claro que esta situacidn se repite para cualquier lapso de tiempo que inicia en el
segundo 4 y termina en un valor que se le asigne a la variable t, por lo que:

El valor de la pendiente de la recta que pasa por los puntos P(4,80) y R(t,d} de la
grafica con ecuacién d = 5t2, es igual a la velocidad promedio de la pelota en el lapso
[4; 1], 1a cual s representa de la forma VP

\j

Sabemos zhora que:  VPa,1)=1er

;Cémo sc obtiene la pendiente de la recta L, tangente a la grafica de la ecuaciénd = 5¢
en el punto P(4,80)7.

En este caso, el punto de tangencia tiene por abscisa el valor en el cual se quicre saber la
velocidad de la pelota.
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Efectivamente, considerando primeramente que el punto R(t,d) se mueva sobre esta
grafica de tal forma que, las posiciones sucesivas que toma(R1, Rz, R3, etc.) hacen que
se aproxime infinitamente al punto P(4,80).

;Cémo se logra lo anterior?.

Efectivamente, asignando valores a la variable "t" para que se aproxime infinitamente a
4, los cuales pueden ser si asi lo queremos:

t: 5,41, 401, 4001, 40001 , «oiriiirnnnanne > 4

Sabemos que al asignar estos valores a la variable "t", la recta PR tiene diferentes
posiciones de tal forma que s¢ aproxima infinitamente a la posicion de la recta tangente
L. Por lo que, el valor de la pendiente de la recta secante PR se aproxima infinitamente
a la pendiente de la recta tangente L.

Si t: 5 , 41 , 401, 4.001, 40001 , ... > 4
Entonces Mer : IMer, , IMer,, TIPR;, oot

> pendiente de L

También sabemos que ITler,= VP4: 9, Mer,= VP (3:43), IMer = VP 401 etc., por
lo que:

Si t: 5 , 4.1, 401, 4001, 40001 , ... > 4

Entonces VPi4:11: VP51, VP 41411, VP#:s01, ceeniaenns ———>pendiente de L
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Al considerar los valores establecidos para la variable "t", el lapso de tiempo {4 ; t ]se
va modificando de la siguiente forma:

[4;5], [4;4.11, [4;401], [4,4.001], [4;4.0001} , ccoeeennen.

Como el tiempo para que se desplace la pelota en el lapso {4;t] escada vez mis
pequeiio cuando el valor de “t" se aproxima cada vez mas a 4, la posibilidad para que
varie su velocidad a pelota se reduce cada vez mas, por lo que, ésta se acerca cada vez
mas a ser constante en ¢l lapso de tiempo que se esta considerando, y por tanto, la
velocidad promedio en el lapso [4 ; t ] se acerca cada vez més a la velocidad que ileva
la pelota en cualquier momento de este lapso, en particular al segundo 4. Por lo que:

Si t- 5 , 41, 401, 4001, 40001, ... > 4
Entonces:
VP4:t) TVP:5], VP (a0, VP40, . >velocidad de la pelota en el

segundo 4

Esta situacién conjuntamente con la anterior nos permite establecer lo siguiente:

Si t: § , 4.1 , 401, 4001, 40001, ... > 4

Entonces:

VPa:1] (VP; 81, VP [a:a0), VPR 401, ceeenees ———>velocidad de la pelota en ¢l
segundo 4

VPis:1] (VP:s), VP 4:40], VPasa0, e >pendiente de L

Sabemos ahora que: La velocidad de la pelota en el segundo 4, es el valor de la
pendiente de la recta tangente ala grifica de la ecuaciénd = 5t%, en el punto P{4,80)?,

iCémo se obtiene la velocidad de ia pelota en el segundo 47

Efectivamente, encontrando la pendiente de la recta tangente a la grifica de la ecuacién
d = 5t%, en el punto P(4,80).

Como ya sabemos obtener pendientes de rectas tangentes a una grafica, dejaremos como
un ejercicio encontrar la solucién ai problema que se planted.

Es claro que la relacion que se obtuvo para t = 4, se repite en cualquier valor que se
considere para t dentro del intervalo [0, 7]. Esto es:

La pendiente de la recta tangente a la grafica de la ecuacion d = 5t en el punto P(t,d},
es igual a la velocidad que lleva la pelota al cabo de t segundos desde que se deja caer,
Sabemos ahora que la velocidad de la pelota en un tiempo cualquiera t, €s ¢l valor de la

pendiente de la recta tangente a 1a grifica de la ecuacion d = 5t?, en el punto P(t,d).
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Es claro que esta situacidn se repite para cualquier objeto en movimiento, por lo que:
La velocidad de un objeto en movimiento en un tiempo t del recorrido, es igual al valor
de la pendiente de la recta tangente en ¢l punto con abscisa t, a la grafica de la ecuacion
que establece la distancia que va recorriendo el objeto,

Pasaremos ahora a otro tipo de problemas. Utilizaremos la idea de aproximacién para
dar respuesta a los mismes.
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TIL. Calculo por aproximaciones de 4reas de regiones establecidas por una
grafica.

I11.1 Problema 1.

Hallar la superficie de la region Q comprendida por la grafica de la ecuacion y = x? el eje de
las abscisas y la recta perpendicular a este eje que pasa por 4.

Es claro que la figura que se presenta no corresponde a una de nuestro repertorio usual {no es
un triangulo, no €5 un recténgulo, no es un cuadrado, etc.) de los cuales sabemos como
encontrar la superficie (drea).

Para utilizar nuestra idea de aproximacién y encontrar la superficic de la region, construiremos
regiones de nuestro repertorio cuyas superficies se aproximen cada vez ms a la superficie de

la regién Q.

Llamaremos P al punto de interseccién de la recta perpendicular al eje de las abscisas y la
grafica de la ecuacién y = x*

Es claro que la ecuacidén y = x? representa una funcion, la cual tiene regla de correspondencia
' y(x) = xz n'
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;Cudles son las coordenadas del punto P?
Efectivamente:

a) Por estar sobre la recta perpendicular al eje de las abscisas en el 4, la abscisa del punto P es
4.

b) Como la abscisa del punto P es 4y esta sobre la grafica de la ecuacidn y = %2, la ordenada
es:

y(4) =42=16.

Sabemos zhora que las coordenadas del punto P son: P(4,16)
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Desde el punto P vamos a trazar una recta perpendicular al eje de las ordenadas para construir
una region Qu.

:Qué tipo de region es Q1 ?
Efectivamente, es un rectingulo cuya superficie se sabe como obtenerla.
:Cual es la superficie de este rectangulo?

Efectivamente, sabemos que la superficic(4rea) de un rectangulo es el producto que se obtiene
al multiplicar el largo y ancho, por lo que:

Superficie Qi =4 ( 16 )= 64 U?

Es claro que la superficie de la regién Qi no es la superficie de la region Q ya que, Q es solo
una parte de Q1.

Construyamos ahora otra regién Q2 de tal forma que, la superficie de Q2 sea una mejor
aproximacion a la superficie de Q.

;Qué podemos hacer para construir la regién Q2?7
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Efectivamente, se divide al segmento que va de 0 a 4 en ¢l eje de las abscisas en dos partes
iguales, desde el punto de divisién se traza una perpendicular al eje de las abscisas hasta la
gréﬁ‘ca, se construyen dos rectingulos que llamaremos Ru ¥y R2 como se muestra a
continuacién.

Laregion Q:esta formada por los rectangulos Ri y Ra.
(Cuales son las coordenadas de P2

Efectivamente, siguiendo un razonamiento similar al anterior las coordenadas de este punto
son: P1(2,4).

Como el segmento de longitud 4 se divide en dos partes iguales, la base de cada uno de los
rectangulos es 2.

Las alturas de los rectangulos R1 y Rz son “y(2), y(4) "respectivamente.

y(2)=22 =4 y#@) =4 =16
y(4) =4 =16

La superficie(4rea) de la regién Q2 es:

Sup Q2 = SupRi +Sup Rz =2(4)+2(16) =40U?
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Es claro que la superficie de Qz no es la superficie de Q ya que, “Qes s6lo una parte de Qz2".

También es claro que: 40 U? ( superficie de Qz2), es una mejor aproximacién a la superficie de
Q vya que, “Q es una parte de Qz y Q2 es una parte de Qv

¢ Qué hacemos para obtener una mejor aproximacién a la superficie de la regién Q7
Efectivamente, dividir el segmento que va de cero a cuatro en el eje de las abscisas en 4 partes
iguales y construir cuatro rectangulos(R1, R2, Rs y Ra) de la misma forma que se hizo

anteriormente.

Llamaremos Qs a la region formada por estos rectangulos.
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;Cuéles son las coordenadas de P1 JP2yP2?

Efectivamente, las coordenadas de estos puntos son: P1 (1,1),P2(2,4)yP:(3.,9).

Es claro que la longitud de la base de cada uno de los rectangulos es 1 y las alturas son:1, 4, 9

yl6paraRi, Rz, RayRs respectivamente.
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Tenemos ahora que la superficie de 1a regién Qa es:
Sup Q:=Sup Ri + Sup Rz + Sup R3 + Sup Re
=1(1)+1(4)+1(9)+1(16)
=1+5+9+16
= 31U

¢La superficie de Qs es igual ala de laregion Q2.

Efectivamente, no son iguales ya que, Q es una parte de Q4.

Es claro que 31U? ( superficie de Q4) es hasta ¢l momento la mejor aproximacion a la
superficie de Q ya que: Q es una parte de Q:, Q4 es una parte de Q2 y Q2 es una parte de Q1.

Ay Ay

L Q

\ 16

Consideremos ahora dos variables que representaremos de la siguiente forma:

n — Nimero de partes iguales en que se divide el segmento que va de0adenelgjedelas
abscisas.

Sn — Area 6 superficie de la region Qn, la cual forma con los n rectangulos que se construyen.
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Es claro que Sn esta en funcién de n ya que, al asignarle un valoran hay un tnico valor que
corresponde para Sn.

Representemos los valores de n que sc han considerado hasta este momento y los
correspondientes para Sn que se han obtenido.

nmt, 2, 4
Sn:64 , 40, 31

Hemos visto que, al asignarle valores a n cada vez mas grandes, los correspondientes para Sn
se aproximan cada vez mds a la superficie de la regién Q.

;Qué suceder si le asignamos indefinidamente valores enteros a n cada vez mas grandes”

Efectivamente, la sucesién de valores correspondientes para Sn se aproximara indefinidamente
a la superficie de la region Q, esto es:

Si n: 1, 2,4, s > indefinidamente grande
Entonces Sn: 64 , 40 , 31 i —= Superficie regién Q.
;Cual es la superficie (4rea) de la region Q?

Efectivamente, el valor al cual se aproxima infinitamente la sucesién de valores
correspondientcs para Sn.

;Cémo se obtiene este valor (superficie de la region Q)?

Efectivamente, asignindole valores cada vez mas grandes a la variable “n” y encontrando los
valores correspondientes para la variable Sn.

¢Cuantos valores tenemos que asignarle a la variable n?

Efectivamente, los que sean necesarios para determinar el valor al cual se aproxima Sn, al
continuar indefinidamente asignindole valores a la variable n.

¢Los valores considerados para la variable "n" hasta este momento, permiten establecer el
valor al cual se aproxima indefinidamente la variable Sn?.

Efectivamente, son insuficientes estos valores para determinar lo que se quiere. Esto es:
Sion: 1, 2,4, =™ indefinidamente grande

Entonces Sn: 64 , 40 , 30 , ... -
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Tenemos entonces que seguir asignandole valores a “n” hasta que se puede establecer el valor
al cual se aproxima la sucesién de valores correspondientes para Sn, al continuar
indefinidamente asignandole valores a n.

:Qué valores es conveniente asignarle a n?

*

Efectivamente, valores que lieven una secuencia de tal forma que al continuar indefinidamente
se haga infinitamente grande.

(Cuales pueden ser estos?

Efectivamente, si continuamos la secuencia que presentan los que se han considerado hasta
este momento, podemos asignarle an los valores: 8,16 ,32, 64, ...

Es claro que si continuamos indefinidamente asignandole valores a *‘n” siguiendo la secuencia,
el valor para n seré indefinidamente grande. Este hecho se expresa diciendo "n tiende al
infinito" y se representa "n > g,

¢ Estos son los dnicos valores que se pueden considerar paran?,

Efectivamente, no son los dnicos valores; podemos continuar con otra secuencia como por
ejemplo:

ay 1,2,4,100, 1000, 10000 , ...

by 1,2,4,10°, 1007, 10007 ...

Encontraremos zhora el valor de Sn cuando n = 8.

Al considerar n = 8, siguiendo el procedimiento para encontrar el valor correspondiente de Sn
tenemos:

Dividiremos al segmento que va de cero a cuatro en el ¢je de las abscisas de laregion Q en 8

partes iguales para construir 8 rectangulos (R1, R2,R3, R4, Rs . Rs, R7 y Rs) de la misma
forma que io hicimos antes.
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Tenemos ahora una region que llamaremos Qs formada por los rectangulos Rt , Rz, Ra, Ry,
Rs, Rs, R7y Rs.

i Cuales son las coordenadas deP1,P2,Ps,...P71,P?

Efectivamente, como los puntos pertenecen a la grafica de la ecuacion y= x?, las
coordenadas de estos al dividir el segmento que va de cero a cuatro en el eje de las abscisas en
8 partes iguales sor:

Pi(4/8,(4/8)?%), P:(8/8,(8/8)%), Pi(12/8,(12/8)%), P:(16/8,(16/8)%),
Ps (20/8,(20/8)%),Ps (24/8,(24/8) %), Py (28/8,(28/8)*), P {32/8,(32/8)%).

Es claro que la base de cada uno de los rectangulos es “4/8 " y la alwura el valor de la ordenada
del punto P1,P2,P3,...P7yP respectivamente, por lo que:

Sup R1=(4/a)(4/3)2=(1/2)(1/2)2=(112)(1/4)=m;U2
Sup Ra=(4/8)(8/8)2=(1/2(1)*=(/2(1)=1/2 Ut

Sup Ri=(4/8)(12/8 2o (12 (3/2)2=(1/2)(914) =987
Sup Ri=(4/8)(16/8)3=(1/2)(2)*=(1/2)(4) =2 12

Sup Rs=(4/8)(20/8 2=(1!2)(5.’2)2=(1/2)(25f4)=25/8U2
Sup Re=(4/3)(24/3)2=(1fz)(3)2=(uz)(9)=9/2 u?
Sup Rv=(4/3)(23/3)2-—-(112)(712)’=(1/2)(49/4)=49/8U’
Sup Rs=(4/8)(32/8)2=(1/(4)*=(/2(16}= g U?
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¢ Cual es el area (superficie) de la regién Qs?
Efectivamente, Ia superficie de esta region es:

Ss=Sup Qs = Sup Rt + SupR2 + ...+ Sup R7 + Supr Rs

It

1/8 + 172 + 9/8 + 2 + 25/8 + 9/2 + 49/8 + 8

n

84/8 + 10/2 + 10
=105+ 5+ 10 = 255U°
Aligual que en los casos anteriores tenemos que:

25.5 no es la superficie de la regién Q, es el valor mas aproximado que se tiene hasta este
momento a la superficie de la regién Q.

Representemos los valores para n'y Sn que tenemos hasta este momento.

Si n:1,2,4, 8
entonces Sn: 64 , 40 , 31, 255

Tenemos ya las condiciones para determinar el valor al cual se aproxima indefinidamente Sn,
al continuar asignandole valores a “n” siguiendo la secuencia.

Efectivamente, hasta este mornento no tenemos los elementos suficientes para determinar cual
es el valor al que se aproxima infinitamente 5n.

;Qué podemos hacer para determinar el valor que andamos buscando?
Efectivamente, tenemos varias altemativas.

a) Continuar asignandole valores a o0 en el orden establecido en la secuencia, los cuales
seran: 16 , 32 , 64 , 128, etc. etc.

b) Seguir la secuencia saltando algunos valores para reiniciarla con valores mas grandes,
estos pueden ser por ejemplo: 256, 512, 1024, .....efcétera.

¢) Interrumpir la secuencia establecida e iniciar otra con valores grandes desde un principio:
1000, 10000, 100000 ...........

En este caso optaremos por la opcién del inciso C para acercarnos més rapido a la respuesta.

No olvidemos que al asignarle valores a «n” cada vez mas grandes, la superficie de Ia
region Qn formada por los rectangulos que se construyen, s¢ aproxima cada vez mais a lade la

region Q.
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Seguramente estas peasando en la gran cantidad de operaciones que tenemos que realizar sile
asignamos a “n” valores como 1000, 10000, 100000 ete.

Afortunadamente existen técnicas para realizar sumas como las anteriores y otras en una forma
breve, por lo que, dejaremos por el momento nuestro problema para establecer una forma en
que se pueden obtener este tipo de sumas.

Para una mejor comprensién de las propiedades que vamos aplicar dentro del algebra,
encontraremos nuevamente el valor de Snparan=8.

Sabemos que: Si dividimos el segmento que va de cero a cuatro en el eje de las abscisas en 8
partes iguales, al construir 8 rectingulos el valor de Sg es:

Ss = Sup Qs = Sup Ri+ Sup Ra+ ...+ Sup R7 + Supr Rs
=(4/8)(4/8)7 +(4/8)(8/8Y+ (4/8)(12/8)* +(4/8)(16/8) +
(4/8)(20/8)2+(4/8)(24/8) + (4/8)(28/8)% +(4/8)(32/8)?

Como en todos los términos aparece como factor el nimero “4 / 8%, éste es un factor comdn,
por lo que:

Ss=(4/8) [(4/8Y +(8/8)* +(12/8)* + (16/8)* + (20/8)* + (24/8)* + (28/8)* + (32/8)*]
Como todos los términos son multiplos de “4 /8 * tenemos ahora que:

Ss= (4/8)[(4/8)? + (2 (418)) + (3(3/8)) + (3(4/8))% + (5(4/8))% + (6(4/8))? +(7(4/8))*+ (8(4/ ) ]
Sg = (4/8)[(4/8)2 + 2% (4/8)* + 3% (4/8)* +4 (4/8)2 +52 (418) + 67 (4/8)7 + 7% (418)° + 87 (4/ 8)% ]
Como (4/8)* es un factor comun, tenemos ahora que:

Ss =(3/8)(4/8P [1P+22+32 447 +52+ 6 +7+8 )

Ss = (4/8)° [P+2+P+a+52+6+7+8]

Ss=(12P [ 1+4+9+16+25+36+49+64]

Sz =1/8 {204]

Ss

Il

204/ 8
Sz = 255

Sabemos ahora cémo se puede obtener el valor de Sg, siguiendo un procedimiento diferente a
los anteriores.
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Obtengamos ahora el valor de Sn, es decir, 1a suma de las dreas de los n recténgulos que se
construyen al dividir en n partes iguales el segmento que va de O hasta 4 en el eje de las
abscisas.

by

p{;aﬁ:ks |

Ry

Seguiremos un procedimiento similar al anterior.

¢Cual es ¢l valor de Sn?

Efectivamente:

Sn=Sup Qn=sup Ri+Sup Rz + ... + Sup Rn-1 + Sup Rn

Es claro que ¢l valor real de la superficie (Area) de cada uno de los rectangulos se conocerd

(YR 1]

hasta que se defina el valor que se le asignaa *n”.

Recordemos que para establecer el area de cada uno de los rectangulos es necesario conocer la
longitud de la base y la altura de cada uno de elflos,

;Cul es la longitud de la base de cada uno de los rectangulos?

Efectivamente, al dividir un segmento de longitud 4 en “n" partes iguales, cada una de las
partes mide 4/n, por lo que, la longitud de la base de cada uno de los rectangulos es 4/n

alm 4n A e 4/n 4m  4/n

| | | | | | |
! l | k { 1 I |

0 4
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;Cul es 1a longitud de la altura de cada uno de los rectangulos?

Efectivamente, es el valor de la ordenada del punto de la grafica que se genera al construir el
rectanguio al cual nos referimos

Ejemplo: si el rectingulo al cual nos referimos es R2, la altura es la ordenada del punto P2.
;Cudles son las coordenadas de los puntos P1 , P2, P13, ... , Pn-1, Pn.

Efectivamente, como los puntos pertenecen 2 la grafica de la ecuacién y = x2, saber que las
abscisas son 4/n, 2{ 4/n), 3(4/n), ...... , (n = 1) (4/n) nos permite establecer que las coordenadas

50N

P4/, @), P 2(4/m), Q@MY ), Px(3(@n), AP ), e
Pn-1{ (n=-1)4/m), [ (n~1 ¥4m)* ), Pa( n{4/m), [ n(4/n) )

Come *n{4/n) = 4", ¢! punto Pn tiene coordenadas Pn (4,16), por lo que, Pn y P son el mismo
punto.

;Cual es entonces el valor de Sn al dividir en *“n” partes iguales y construir n rectangulos?

Efectivamente, el valor de Sn es:
Sn=Suan=SupR1+SupRz-i-supR3+ .......... + Sup Ro-1 + Sup R
= 4/n(4/my + 4/n (2(4/m))* +4/m (3@m))* +...... +4/n[{n-1 )4m)] 2 + 4/n [ n(4/m) IE

=4/n [ (@m)+(2(4m))* + (Gam)* +....... +((n-1)4Mm))?* +( n(4/n) ¥ 1
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= 4/n [(4/0)? + 22 () + 3% (@0 + ..+ (n=1) (@) + n? (4/n)* ]

=4/m{dm)? [1+22+32+
Co=(@mP [1+22+3%+
Como 1 = 12 tenemos:
Sn=(4m)P [ 12+ 22+ 3+ e +(n=1)? 407 ]

Tenemos ahora una expresion algebraica (férmula) que permite obtener el valor de Sn al
dividir en n partes iguales y construir n rectingulos en la forma como se hizo.

Ejemplos:
a) Sin =40, al dividir en 40 partes iguales y construir 40 rectangulos tenemos:
Swo=supRi+SupRe+SupRs+..... + Sup Rae + sup R

= (440 [ 12+ 22+ 32+ e +39% +40% ]
b) Sin=1000 tenemos:
Sico= SupRi + SupRa+ Sup Ra+ ... + Sup Rose + Sup Riooeo

= (4/1000)° [ 12 +22+ 3%+ L +999% + 1000? ]

Es claro que, para obtener el vator de St por ¢jemplo, tenemos que realizar la suma
12 +22+3+ + 9992 + 1000%; la cual, hacerla en una forma tradicional puede

considerarse muy laboriosa.

Afortunadamente, para realizar este tipo de sumas y otras, existen férmulas para obtener la
suma en una manera sencilla y breve.

Las formulas a las cuales nos referimos somn:

n(n-l‘l)
1243 +4+ e t(n-1)+n=-—"7
+ +
12422 +32 442 + +(H—1)z+“z=n_(l_1}6(2—nhl)'
+1
PrB+3¥ 443+ +@-1)* +n® =( n(nz ) )
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Ejemplos:
100(100+1) _ 100(101)

ayl+2+3+4+ ... +99+100= > 5

= 5050

e LD
..... ;

= 73810
6 738

28(28+1 28(29
Q1P +28+3 + +(27) + (28 =( ( 5 ))2=( (2 ))’=(406)’= 164836
Podemos establecer ahora que si dividimos en n partes iguales el segmento, al construir n
rectangulos de la forma como lo hicimos, el valor de Sn es:

Sn=(4m)P [12+22+3%+ +(n—1)2+n=]=(4/n)3(1(“—”—)é3’+—”)

Tenemos ahora una formula con la cual se puede obtener ¢l valor de Sn, para cualquier valor
de n que se considere.
Ejemplos:

a) sin=4,sabemos que el valor de S4 es 30, veamos que obtenemos con Ia formula.

o= @ 4(4+1)(;(4)+n) o (4(56)(9)) =1‘869 1

b) sin= 8, sabemos que el valor de Sses25.5.
S(B+1)(2(8) +1 8(9N(17
Ss= (4/3)3(—(——)%51——) ) =172y (Lg)é—) ) = 1/8 (204) = 204/8 = 25.5

Estamos ahora en condiciones para encontrar en una forma breve y rapida valores de Sn.
Regresemos ahora a nuestro problema para encontrar el 4rea de laregion Q.
Asignaremos a n los valores 100, 1000, 10600.

No olvidemos que a! asignarle valores a n cada vez mas grandes, los valores cotrespondientes
para Sn se aproximan cada vez mas a la superficie de la regién Q.

Sin =100 tenemos:
100(100 + 1)(2(100) +1) 5 ¢ 100(101)(201)
= ——Rt ) =21.6544
6 )y =25y (— )=21

Sio0 = (4/100)° (
Si n = 1000 tenemos:
1000(1000 + 1)(2(1000) + 1) y _ 5, 1000(1001)(2001)
< ) = (1/250) (——-——————6 }

S1000 = (4/1000)*(
= 21.365344
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Sin = 10000 tenemos:

S10000 = (4/10000)3(10000(‘0000 + é)(2(10000)+1) )

10000(10001)(20001) )
6

= (1/2500)*(
=721.33653344

Representemos los valores que hemos asignado a “n” hasta este momento Y los
correspondientes para Sn.

nt,2,4,8 , 100 , 1000 , 10000
Sn: 64, 40,30, 25.5,21.6544, 21.365344,21.33653344

Observemos el comportamiento de estos valores para contestar la siguiente pregunta,

Sin = 100,000, ;cual es el valor para Sto0000 7

Efectivamente, al continuar la secuencia establecida para los valores que sc le asignan a ‘n” y
los correspondientes valores para “Sn”, los cuales llevan también una secuencia, sin temor a
equivocamos y sin realizar operacion alguna afirmamos que: Sioooo = 21.3336533344.
;Cuiéntos valores podemos obtener para Sn?

E fectivamente, todos los que se quieran.

Es claro que es imposible obtener todos los valores para Sn, ya que, al seguir la secuencia

Yo L]

establecida o alguna otra, hay una infinidad de valores que s¢ le asignan a "n” Yy en
consecuencia también hay una infinidad de valores para “Sn”.

(Tenemos ya los elementos para dar una respuesta al problema (4rea de 12 region Q)?.
Efectivamente, considerando la secuencia que llevan los valores correspondientes para la
variable “Sn", la cual nos permite saber el valor que sigue y el que sigue etc. etc., al asignarle
indefinidamente valores a la variable “n” siguiendo la secuencia establecida tenemos:

Si n: 100 , 1000 , 10000 100000, ... _—> ™
Entonces Sn: 21.6544, 21.365344, 2133653344,21.3336533344, ......... ——>21.33333....
Por lo que: La superficie de laregion Qes “21.33333333 ... g

Otra representacién del numero 71.3333333333.... es 64/3 . Esto es..

21.33333333 ....... = 64/3
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Veremos ahora otro problema similar al anterior en el cual, prescindiremos de una explicacidn
amplia y nos remitiremos solo a la operatividad para obtener la respuesta.

111.2 Problema 2.

Hallar el 4rea de la regién Q, la cual se encuentra comprendida por la grafica de la ecuacién y
=x7, el eje de las abscisas y la recta perpendicular a este ejeenel 2.

Ly

Dividamos el segmento que va de O hasta 2 en el eje de.las abscisas en n partes iguales,
construyamos n rectangulos para formar una regién que llamaremos Qn.
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Ejemplos: ayn=2 byn=4

v .
_._Pi./ by P
| /
b i ~ P //
3
—_—!
: B, ' ‘ oo 0 R
7 : H !
I R P:‘/Rz ! h i
1 2 X 1 % i % %_2 X
Al dividir el segmento que va de 0a 2 en el eje de las abscisas eﬁ n partes iguales tenemos:
0 2m 2 M e 2/n 2/ 2
! | i ] | i |
1 ) ) I | I i
0 (2m)  2(2/ny  3(2M) (n-2)}(2/n) (n-1)(2/n} n(2/n)

Sabemos ahora que la base de cada uno de los rectangulos que se construyen mide 2/n
;Cual es la altura de cada uno de los recténgulos?

Efectivamente, es respectivamente el valor de la ordenada del punio. de la grafica que coincide .
con el vértice superior del rectdngulo al cual nos referimos. Esto es, la altura del rectingulo
por ejemplo R3 es la ordenada del punto P3,

Las coordenadas de estos puntos son:

Pi( 2/, 2m)* ), P2 2(2/), eem)? ), Pi(3@m), GRMY o s ,
Pai( (-1)2), ((n-1)2/m) ¥ ), Po (n{ 2/n), (n(2m) * )

El 4rea de la region Qn ( 1a cual representaremos por An) formada por los n rectingulos que se
construyen es:

An=4reaQn=4areaRi +areaRa+areaRs+ .coceenn + area Ra-1 + &rea Rn
=2/ (2n) +2n QM) +2n (MY + e + 2/ ( (n=1)2/m) * +2/n (n(2/m) )*
=2m [ @) +2@m) +3M))P + e + ((=1)2/n) P + (n{2m))* ]
=2m@mn)P [ 1242243 + +(n-17+n*]
=@m)*[ 12423 432 4 +(n~1)°+0°]

=(2m)*[ —-—n(n; Ly
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Tenemos ahora una formula que nos permite obtener ¢l valor de An al dividir en n partes
iguales y construir n rectdngulos.

El valor de An cuando n es 100, 1000 y 10000 es:

Sin= 100 tenemos:

2\ 100(100+1) .,
Amo-—(wo) (-—~—2 )? =4.0804
Sin=1000 tenemos:
2 . 1000(1000+1) ., _
Amoo—(looo) ( 5 }? = 4.008004

Sin=10000 tenemos:

2 ., ,10000(10000+1) , _
o) € > )? = 4.00080004

Aio000 = (

Tenemos ahora que:
si n: 100 , 1000 , 10000
entonces An : 4.0804 , 4.008004 , 4.00080004
Si observamos la secuencia que llevan los valores que le asignamos 2 n y los correspondientes

valores para An, sin necesidad de hacer operacién alguna, se puede establecer el valor de An
“n * siguiendo 1a secuencia que presentan los mismos.

al continuar asignindole valores a™n
Ejemplos:

a)si n=100000 tenemos:  A00000 = 4.0000800004
b)si n=1000000 tenemos: A1000000 = 4.000008000004

Al continuar asignando indefinidamente valores enteros cada vez mas grandes a la variable "n"

tenemos:
si n: 100 , 1000 , 10000 , .o —>®
entonces An : 4,0804, 4.008004, 4.00080004, ... — 4

Sabemos ahora que la superficie de la region Q es 4 U?

Basados en una idea natural como lo es “aproximarse cada vez mas’, hemos logrado
establecer un procedimiento que llamaremos: “Método de aproximacién”.
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Con el método de aproximacién se tiene una alternativa para dar solucién a problemas del tipo

que se han presentado hasta este momento y otros.

. Qué se entiende por el método de aproximacion?.

Efectivamente, para dar solucién a un problema utilizando e! método de aproximacion, €s
necesario encontrar un procedimiento que permita establecer una sucesion infinita de valores

con las siguientes caracteristicas:

a) Los valores de la sucesion en el orden que aparecen se aproximen cada vez més a la

solucién del problema.

b) Al continuar indefinidamente la sucesién, los valores de ésta se aproximen

indefinidamente a la solucién.
¢Cudl es la solucién al problema?
Efectivamente el valor al cual se aproxima infinitamente la sucesion.

Veamos un ejemplo diferente a los anteriores.

111.3 Problema 3.

Hallar la longitud de una circunferencia de radio 2.

Utilizaremos poligonos regulares inscritos en la circunferencia.
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Qué es un poligono regular?

Efectivamente, s un poligono que tiene todos sus lados y angulos interiores iguales.
Ejemplos:

a) Un tridngulo equilatero es un poligono regular de 3 lados.

b) Un cuadrado es un poligono regular de 4 lados.

;Qué es un poligono inscrito en la circunferencia?

Efectivamente, s un poligono que tiene todos sus vértices en la circunferencia.

Para construir un cuadrado inscrito en la circunferencia se trazan dos didmetros
perpendiculares entre si, posteriormente se unen los puntos extremos de la siguiente forma:

Z

e m = m = —

(El perimetro del cuadrado inscrito es igual a la longitud de la circunferencia?.
Efectivamente, no son iguales ya que: El perimetro del cuadrado jnscrito es menor a la

longitud de la circunferencia. Esto se debe a que la linea mas corta que une a dos puntos es el
segmento de recta.
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Para construir un poligono regular de 8 lados inscrito a la circunferencia, se trazan radios que
pasen por los puntos medios de los lados del cuadrado y se unen los puntos exiremos
conjuntamente con los vértices del cuadrado de la siguiente forma:

¢El perimetro del poligono regular inscrito de 8 lados es igual a la longitud de circunferencia?
Efectivamente, por la misma razén que se utiliza para el cuadrado, no son iguales.

El perimetro del cuadrado y el del poligono regular de 8 lados los representaremos ton Psy Ps
respectivamente

;Cémo es el perimetro del cuadrado respecto al de! poligono regular de 8 lados?.
Efectivamente, es claro que el perimetro dei cuadrado inscrito es menor al del poligono
regular de 8 lados inscrito en la circunferencia de radio 2.

Sabemos ahora que P y Ps son valores aproximados a la longitud de la circunferencia, mas

atin, Ps es la mejor aproximacion.

;Cémo se encuentra un vator mas aproximado a la longitud de la circunferencia que los
anteriores?.

Efectivamente, siguiendo un procedimiento similar al anterior, podemos construir un poligono
regular de 16 lados inscrito en la circunferencia cuyo perimetro “Pis” es un valor mas
aproximado que los anteriores.

Es claro que este proceso se puede repetir indefinidamente.

Qué sucedera si repetimos este proceso indefinidamente?
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Efectivamente, el perimetro del poligono regular inscrito se aproximard infinitamente a la

longitud de 1a circunferencia de radio 2.

Representemos con 1 al niimero de lados del poligono regular inscrito y con Pn el perimetro

del mismo.

Tenemos ahora dos variables tales que “Pn estd en funcién de n”, con la siguiente

caracteristica:
Si n:4,8,16,32, s —_>m
Entonces Pn:Ps ,Ps, Pis, P2, .. — longitud de la circunferencia.

Sabemos ahora que: El valor al cual se aproxima infinitamente la sucesién de valores

correspondientes para Pnes la longitud de la circunferencia de radio 2.

Para saber la longitud de la circunferencia de radio 2, sélo nos resta obtener tantos valores

como sean necesarios parar establecer ¢l valor al cual se aproxima infinitamente Pn.
Veamos un ejemplo de como se pueden obtener estos valores.
Para encontrar €l valor de P+ podemos hacer lo siguiente:

Representaremos con X la lengitud de uno de los lados dei cuadrado.

Al aplicar el teorema de Pitagoras en ¢l triangulo rectingulo ABC tenemos:

xz = 22 +22
x2=8

x=:l:\[§
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Come “x” representa una longitud, no puede ser un valor negativo, por lo que:

Pa=448
Dejaremos como un ejercicio encontrar los valores de Pn y al que se aproxima infinitamente.
E! procedimiento que se sigue para encontrar pendientes de rectas tangentes a graficas de
ecuaciones y areas de regiones, nos permitird establecer los conceptos basicos para el

desarrollo del Calculo Diferencial e Integral.

Formalizaremos ahora estos conceptos, los cuales nos permitiran familiarizarnos con el
Calculo Diferencial e Integral en un lenguaje breve y cémodo.
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1V. CONCEPTOS NECESARIOS PARA FORMALIZAR EL

CALCULO ot YESIS MO BEBE
IV.1 Variable. SAUR DE LA BIBLIBTECR

En todos los problemas se consideraron cantidades cuyo valor varia.
En el problema donde se obtuvo la pendiente de la recta L tangente a la gréfica de la
ecuacion y= x? en el punto A (3,9), las cantidades que se establecieron con esta

caracteristica son:

“x_— gbscisa de un punto M que se mueve sobre la grifica.
“INua” — pendiente de la recta que pasa por los puntos My A

;Cuales son las cantidades que establecimos en los otros problemas?
Efectivamente, otras cantidades que establecimos son:

t — tiempo final de un lapso de tiempo {4 ;1]
VPy4:.1] — velocidad promedio de la pelota en el lapso de tiempo.

n — Niimero de partes iguales en que se divide el segmento sobre el eje de fas abscisas
de la region Q.
$n — superficie de la region que se forma conlosn rectingulos.

L — largo de un terreno rectangular de perimetro 400m.
$ — superficie de) terreno de perimetro 400m y largo L.

Qué entendemos al decir * el valor de la cantidad varia™?

Efectivamente, se le pueden asignar diferentes valores.

;Cuales son los valores que se le pueden asignar a estas cantidades?.
Efectivamente, depende de las restricciones para las mismas.

Ejemplos:

t — tiempo final de un lapso de tiempo que inicia en el segundo cuatro [4 ;1]

En este problema se considera que la pelota tarda 7 segundos en llegar al piso. Esta
consideracién establece que el valor para t no puede ser mayor a 7

Saber que el lapso de tiempo inicia en el segundo 4 nos lleva a establecer que el valor
para t no puede ser 4 6 menor que 4.

Considerar lapsos de tiempo como {4 ; 5}, {4;6]y[4;5.2], establece que los valores
que se consideran para t son: 5,6y5.2.
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;Cuales son los valores que pueden considerarse para .

Efectivamente, todos los que estén entre el 4 y el 7, incluyendo a este. Es decir, todos
los que estan en el intervalo (4,7 ].

n- nimero de partes iguales en que s¢ divide el segmento sobre el gje de las abscisas de
la region Q.

Pensar en nimeros como 10, 12 y 35 para n, significa dividir el segmentoen 10,12 y

35 partes iguales.

[T

:Se puede asignar a “n” valores negativos o fracciones?

Efectivamente no es posible ya que, carece de sentido dividir un segmento por ejemplo
en-3 & Va partes iguales.

Tenemos entonces que: Los valores que s¢ le pueden asignar a “n” son los nimeros
enteros positivos.

A este tipo de cantidades se les llama variable.
(Qué es una variable?
Efectivamente, es una cantidad a la que se le pueden asignar diferentes valores.

Al conjunto constituido por los valores que se le pueden asignar a la variable le
llamaremos campo de variacion.

Otros ejemplos de variables.

a) s - La superficie de un circulo.

b) L -Ei largo de un rectingulo de perimetro 20.

¢) d- La distancia de la tierra al sol.

d} P - Elpeso de Juan Pérez Lépez.

¢) E- El estado fisico del agua.

f) x - Considerarax simplemente como una variable.

g) y— yeslavariable tal que y? es un nimero menor o igual a 25, esto es: y?<25

;Cual es el campo de variacion de estas variables?.

Efectivamente, para establecer el campo de variacion se consideran en caso que existan,
las restricciones fisicas o algebraicas y las limitaciones establecidas. En caso de no
existir restricciones y limitaciones, ¢l campo de variacién se considera el conjunto
numérico en el cual se esta trabajando.

Ejemplos:

a) s — La superficie de un circulo.
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;Cuantos circulos diferentes hay?
Efectivamente, una infinidad.
Ejemplos:

radio = 1 radio=2 radio = 7/2

Decir * La superficie de un circulo” no especifica a cudl se refiere, por lo que se
consideran todos los circulos.

Sabemos que:

. Todos los circulos tienen como superficie un nimero real positivo.
. Dos circulos diferentes tienen superficie diferente.

Por ejemplo, la superficie de los circulos anteriores, la cual se obtiene con la formula
conocida“s = nrt “ es:

Siel radioes 1 (r= 1), la superficie es:
s=m(1)?

§=x

Siel radio es 2 (r=2 ), la superficie es:

s = n(2)?

§= 4mn

Si el radio es 7/2 (r=7/2 ), lasuperficie es:

s=n{712)
s = (49/4) 7

; Hay un circulo de superficie 47

Efectivamente, si hay un circule con superficie 4.
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Si el circulo tiene superficie 4 tenemos:

FTl)

El valor de “r” no puede ser negativo por ser una longitud.

N . "“'
Sabemos ahora que el circulo de radio r = :t\J 4 r tiene superficie 4.
4

Este proceso lo podemos realizar para todos los niimeros reales positivos, por lo que:
Para cada nimero real positivo, hay un circulo que tiene como superficie ese namero.

Podemos ahora afirmar que: El campo de variacién de la variable *s” son todos los
nimeros reales positivos, los cuales constituyen el intervalo (0, )

b) L - largo de un rectingulo de perimetro 20.

- ;Cudntos rectingulos diferentes hay de perimetro 20 ?
Efectivamente, una infinidad.
Ejemplos:

largo 8 y ancho 2 largo 6 y ancho 4 largo 7.5 y ancho 2.5

—_—— e =

-2 . ' 2.5

— e —————

2 L] 7.5

Decir “El largo de un rectingulo de perimetro 20" no especifica cual es, por lo que se
consideran todos los rectangulos de perimetro 20.

Es claro que:
- Ellargo de todo rectingulo es un nimero real positivo.
- No hay rectingulo de perimetro 20 y largo un mimero mayor o igual a 10.

También es claro que, para cualquier nimero entre 0 y 10, hay un rectingulo con ese
largo.

Ejemplo: Consideramos un niimero entre 0y 10 como loes el 9.
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Sabemos que el perimetro “P” de un rectingulo de largo “L” y ancho “A"es 2L +2A,
por lo que:

Si P=20 y L =9 tenemos:
P=2L+2A
20=2(9)+2A
20-18=2A
2=2A
A=2/2 =1
Sabemos ahora que: el rectangulo de perimetro 20 y largo 9 es el que tiene ancho 1.

Lo mismo que hicimos para el 9 lo podemos hacer para cualquier nimero real entre 0 y
10

Podemos ahora afirmar que: El campo de variacién de la variable L son todos los
niimeros comprendidos entre 0 y 10, los cuales constituyen el intervalo* (0, 10)"

¢) d-ladistancia de la Tierra al Sol.

Sabemos que la distancia de la Tierra al Sol no es Ia misma todo el tiempo. Esto se debe
al movimiento de traslacidn.

Es claro que en algin momento la Tierra se encuentra a la menor distancia posible del
Sol y en otro a la mayor distancia.

(Cual es el campo de variacién de la variable "d"?.

Efectivamente, esta formado por todos los nimeros reales comprendidos entre estos 2
valores { distancia menor y mayor), incluyendo a los mismos.

d) E - el estado fisico del agua.

Sabemos que el estado fisico del agua sélo tiene tres posibilidades: sélido, liquido y
gaseoso.

;Cual es el campo de variacion de la variable "E"?.

Efectivamente, es el conjunto formado unicamente por las tres posibilidades, el cual lo
representamos de la forma {solido, liquido, gaseoso}.

€) y— eslavariable tal que y* <25.

Es claro que los nimeros reales cuyo cuadrado es menor 6 igual a 25, son todos
aquellos que estan entre -5y 3, incluyendo a estos.

El campo de variacién es el intervalo (-5.5])
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1V.2 Funcidn,

Una caracteristica que presentan los problemas que se han visto hasta este momento es
¢l hecho que: En todos ellos se establecen variables.

Si revisamos los problemas podemos damos cuenta que e€stas variables aparecen por
parejas; “x"y“mh“\“‘ “nllyl‘lsnﬂ"thllyllvP[4;']’! y llL"yﬂS“‘

Una relacién que prevalece en cada una de estas parejas es : Para cada valor que se le
asigna a una de estas variables, sélo le corresponde un valor a la otra variable.

A cada valor de 1a variable "x" le corresponde sélo un valor a la variable " Mua ™.

A cada valor de la variable "n" le corresponde sélo un valorala variable "Sn".

A cada valor de la variable "1" le corresponde s6lo un valor a la variable " VP4:) ™.
A cada valor de la variable "L" le corresponde solo un valor a la variable "S".

Esta caracteristica la expresaremos en forma breve diciendo: El valor de una de las
variables depende del valor de la otra.

El valor de " Mwva" depende del valor de "X".
El valor de "Sn" depende del valor de "n"

El valorde " VP[s:1] "~ depende del valor de "t".
E} valor "S" depende del valor de"L".

Otros ejemplos de variables cuyo valor depende del valor que sc considera para oftra
variable son:

a) La superficie de un circulo depende de la longitud de! radio.

b) Ellargo de un rectangulo de perimetro 20 depende de la longitud del ancho.

¢) La distaneia de 1a Tierra al Sol depende del momento ( tiempo) en el cual se mide,

d) Elestado fisico del agua depende de la temperatura de la misma.

¢) La presién del agua en un depdsito depende de la profundidad a la que se mide.

f) Fl area de un tridngulo equilitero depende de 1a longitud de uno de sus lados.

g) La distancia que recorte un objeto en movimiento que lleva una velocidad constante
de 50 km/hr depende del tiempo que transcurre.

h) La ganancia que obtienc una empresa en la venta de un articulo cuyo costo de
produccién es 20 pesos depende del precio de venta.

En miltiples ocasiones en la vida cotidiana hemos usado la palabra depende en frases
gue entendemos ampliamente. Veremos a continuacién algunos de los ejemplos
anteriores con mas detalle para precisar nuevamente ¢! sentido con el cuat utilizamos
esta palabra.

Ejemplos:

a) La superficie de un circulo depende de la longitud del radio.

84




Estamos hablando de una cosa como lo es el citculo y dos caracteristicas como lo son:
superficie y longitud del radio.

Representaremos a las variables superficie y longitud del radio con “s y r
respectivamente.

Asignemos un valor a t, por ejemplo 8. ;Cuéntos valores pueden considerarse para
g
577,

Efectivamente, todos los circulos de radio 8 tienen la misma superficie, por lo que solo
hay un valor para S.

({Cémo se obtiene el valor de “s” cuando r = §?
Efectivamente, con la formula conocida por todos  “ §= e ”
Sir = 8§ tenemos:

s = n(8?
s=64n

[T 1]

Es claro que esta situacién se repite para cada valor que se le asigne a “r" de su campo
de variacidn.

b) Ellargo de un rectingulo de perimetro 20 depende de la longitud de su ancho.

L

Estamos hablando de una cosa como lo es un rectangulo de perimetro 20 y dos de sus
caracteristicas como lo son: largo y ancho.

Representaremos a las variables largo y ancho con L y A respectivamente.
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Al asignarle un valor a “A”, por ejemplo A =3, ;Cudntos valores le corresponden a L?.

Efectivamente, todos los rectangulos de perimetro 20 y ancho 3 tienen el mismo largo,
por lo que sblo hay un valor para L.

{Cémo se obtiene el valor para L cuando el rectangulo tiene perimetro 20 y ancho 3?

Efectivamente, la formula conocida por todos para obtener el perimetro de un
rectinguloes “ P =2 L +2A". Por lo que:

Si: P=20 y A =3 tenemos:

P=2L+2A
20=2L+2(3)
20=2L+6
2L=20-6
2L=14
L=1t4/2

L=7

Esta situacion se repite para cada valor que se le asigna a la variable “A" de su campo
de variacidn.

Al considerar una cantidad fija para el perimetro, se puede simplificar la formula
anterior para establecer otra, para los rectangulos de perimetro 20.

Si P =20 tenemos:
P=2L+2A
20=2L+2A
2L=20-2A
20-2A
2
L=10-A

c¢) La distancia que recorre un vehiculo en movimiento con velocidad constante de 40
km/hr depende del tiempo que transcurre.

Estamos hablando de un vehiculo como una cosa y dos caracteristicas: Distancia que
recotTe y liempo que transcurre.

Representemos a las variables distancia y tiempo con “d" y “{” respectivamente.
Al considerar un valor para t, por ejemplo t= 5 segundos, ;cudntos valores hay para d?.

Ffectivamente, todos los vehiculos con velocidad constante de 40 km/hr recorren la
misma distancia en 5 segundos, por lo que, s6lo hay un valor para d.

{Cémo se obtiene el valor para “d” cuando t = § segundos?.

Efectivamente, con la formula conocida por todos “d = vt”
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Comov=40 y t=5 tenemos:

d=wvt
d=40(3)
d = 200 km/hr

Es claro que esta situacién se repite para cada valor que le asignemos a la variable “t”
de su campo de variacion.

En resumen: Tenemos variables que estan relacionadas de tal forma que: El valor de
una de ellas depende del valor de la otra.

Si "x" y "y" son variables, diremos que "y depende de x" cuando: Para cada valor de la
variable "x" de su campo de variacién, sélo le corresponde un valor a la variable "y".

Esta situacion la podemos extender a 3 6 mas variables.

En lo sucesivo utilizaremos la palabra “funcién” para establecer una relacién de este
tipo, de la siguiente forma:

Cuando el valor de la variable "y" depende del valor de la variable "x" diremos que:
“y estd en funcion de x”

Consideremos que “ y estd en funcidnde x ™.

- Alavariable y le llamaremos *Variable dependiente”.

. A lavariable x le llamaremos “Variable independiente”

- Al campo de variacién de la variable independiente le llamaremos “Dominio de la
funcion”.

- Al conjunto que se forma con todos los valores para la variable dependiente le
llamaremos “imagen o rango de la funcién™.

. A la formula con la cual obtenemos el valor para la variable dependiente al asignarle
un valor a la variable independiente, le llamaremos “regla de correspondencia de la
funcion.

De los ejemplos anteriores tenemos:
a) “5 estd en funcién de r”
Recordemos que “s” s la superficie de un circulo y “r" 1a longitud del radio.

En esta funcién “r” s la variable independiente y “s” la variable dependiente.
La regla de correspondencia de la funcién es Ja formula “s = nr®", la cual para precisar
que § est en funcién de rse escribira:

s(r) =ac
Otra razén por la cual utilizamos esta notacién se debe a que, con ella somos mas

precisos en cuanto a lo que nos referimos.
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s ( 1) se lee en forma breve s de «”, lo cual, de acuerdo al significado de las mismas
podemos expresarlo: “La superficie de un circulo de radio ™.

De esta forma tenemos por ejemplo que:

§(1),* s de 1" representa la superficie de un circulo de radio 1, es decir, es el valor que

corresponde a la variable dependiente “'s” cuando la variable independiente “r” toma el
valor de 1.

s(3/2), “s de 3/2 " representa la superficie del circule de radio 3/2, es decir, es el valor
de la variable dependiente “s” cuando la variable independiente “r" vale 3/2.

.Chmo se encuentran los valores de s{l)y s (3/2)?

Efectivamente, con la regla de correspondencia de la funcidn. Sélo tenemos que
sustituir el valor de r y realizar las operaciones como en las ecuaciones.

S()=a(1)?=m=x
S(3/2) = m( 32 =(9/4)n
i Cusl es el dominio de la funcién?

[yt

Efectivamente, puesto que el campo de variacién de la variable independiente “1” es €l
intervalo ( 0, ) tenemos:

El dominio de la funcién, el cual se representa de ia forma “Dom 5" es (0, ), estoes:
Doms=(0,®)
;Cudl es la imagen o rango de la funcién?

Efectivamente, como el campo de variacién de la variable dependiente “s” es el
intervalo (0, ) tenemos:

La imagen o rango de la funcién, la cual se representa de la forma “Imagen 8" es
{ 0, e ),esto es:

Imagens={0,)
;Qué hacemos para trazar la grifica de la funcion con regla de correspondencia

s(r)=n 2?
Efectivamente, es como hacer la grafica de la ecuacion y = m x*. Los ejes de
coordenadas seran “8, I y los valores para la variable independiente “r" son sélo los

nimeros reales positivos.

Gréfica de la ecuacion y = 7 x*
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Grafica de la funcién S(r ) = nr?, siendo § la superficie de un circulo y r 1a longitud del
radio.

——

O — significa que ese punto no pertenece a la grafica.

;Cual es la razén por la que la grafica de la funcién s(r)== 2 es s6lo una parte de la
grafica de la ecuacién y=m x?

Efectivamente, sabemos que la grifica de la ecuacion y = ax® son todos los puntos
{(x , y) en el plano cuyas coordenadas hacen que la ecuacién se cumpla. Esta situacion

permite que x pueda tener valores negativos y positivos.

Para el caso de la funcién s(r) = =z, por el significado de 1a variable “r" (longitud del
radio de un circulo), ésta solo puede tener valores positivos.

b) L estd en funcién de A

Recordemos que “L" es el largo de un rectangulo de perimetro 20 y “A” ¢l ancho.
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PERIMETRO 20

;Cuail es la variable independiente?
Efectivamente, “A” es 1a variable independiente y L la variable dependiente.
(Cual es la regla de comrespondencia de la funcién?

Efectivamente, la formula con la cual obtenemos el valor para la variable dependiente
L, al asignarle un valor a la variable independiente “A”.

De los ejemplos anteriores sabemos que esta formula es “L =10 — A", la cual
representamos ahora de la forma:

L{A)=10-A
4Como se lee en forma breve L (A)?
Efectivamente “L de A"
(Cual es el significado de L (3)?
Efectivamente, el largo de un rectingulo de perimetro 20 y ancho 3.
/Como obtenemos ¢l valor de L (3)?

Efectivamente, con la regla de correspondencia de la funcién, de igual forma que en las
ecuaciones.

Como L (A)= 10— A tenemos:
L(3)=10-3
L(3)=7

Este hecho nos indica que si el valor de la variable independiente A" es 3, el valor para
la variable dependiente “L”es 7.

También se puede expresar como: “El valor de la funcidnendes 7"

Por el significado de las variables sabemos ahora que: Si un rectangulo de perimetro 20
tiene ancho 3, el largo de este rectdngulo es 7

iCual es el dominio de la funcién?
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Efectivamente, como el campo de variacion de la variable independiente “A™ son todos
los numeros reales que estan entre 0 y 10, los cuales forman el intervalo{0,10),
tenemos:

DomL=(0,10)

;Cuil s la imagen de la funcibn?

Efectivamente, como el campo de variacién de la variable dependiente “L™ son todos
los niimeros reales que estin entre 0 y 10 tenemos:

Imagen L=(0,10)
Cual es la grafica de la ecuaciony = 10 -x?

Efectivamente, sabemos que su grafica es una recta, por ser una ecuacion lineal.

10N x

;Cuil es la grafica de la funcién con regla de correspondencia L(A) = 10 - A?.

Efectivamente, como el dominio de la funcién L(A} = 10— A es el intervalo (0, 10), la
grafica es un segmento de la recta anterior en un plano cuyos ejes de coordenadas son
ahora NA“ y “L‘!

Al

»¥

9




Se deja como un ejercicio, encontrar la regla de correspondencia de las funciones que se
establecieron al dar solucién a los problemas que se plantearon en un principio, las
cuales son:

a) Mua estd en funcién de x.

[Tl

Recordemos que “x” es la abscisa de un punto M que se mueve sobre la grifica de la

ecuacién “ y=x2"y “IMua- la pendiente dela recta que pasa los puntos M(X,y) ¥
A(3)9).

b) Snestaen funciénden

[T 1]

Recordemos que “n” es el niimero de partes iguales en que s¢ divide el segmento sobre
el eje de las abscisas de la regién Q y Sn la superficie de la regién formada por los
rectangulos que s¢ construyen.
€) VPa:1) estaen funcién de t

Recordemos que t es el tiempo final de un lapso de tiempo que inicia en el segundo 4 ¥
VPps:1) la velocidad promedio de la pelota en ese lapso de tiempo.

(Cuil es la variable independiente, la variable dependiente, el dominio, la imagen y la
grafica de cada una de estas funciones?

Al procedimiento que se utilizé para resolver todos estos problemas e llamamos
“Método de Aproximacién”.

Como se puede describir el “Método de Aproximacidn?.

Efectivamente, establecer una sucesion infinita de valores que se aproxime cada vez
mis a la solucién al problema, mas atin , que s¢ aproxime infinitamente.

;Cuidles son las sucesiones con las caracteristicas antes mencionadas que se
establecieron en los problemas?.

Efectivamente, estas sucesiones son:

Mua: 5.9, 599, 5999, 5.9999, ...

VPu.p: 45, 40.5, 40.05, 40.005, 40.0005, ..

Sn: 21.6544, 21.365344, 21.33653344, ...

;Cémo se obtienen los valores de estas sucesiones?

Efectivamente, con la regla de correspondencia de la funcion que se establece en cada

uno de los problemas vy, asignando a la variable independiente los valores de una
sucesion.
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;Cuales son las sucesiones que se consideraron para las variables independientes en
cada uno de estos casos?.

Efectivamente, las siguientes:

a)
Si x: 2.9, 299, 2999, 29999, ...

Entonces Mwma: 5.9, 5,99, 5999, 5.9999, ...

b)
Si t: 5, 41, 401, 4001, ...

Entonces VP(4:1] : 45, 40.5, 40.05, 40.005, ...
<)

Si 100, 1000, 10000, ...
Entonces Sn : 21.6544, 21.365344, 21.33653344, ...

Pasaremos ahora a formalizar esta situacién, lo cual nos permitird establecer un
concepto fundamental para el desarrollo del Calculo Diferencial e Integral.

IV.3 Limite de una funcién
Consideremos que ¥ esta en funcion de x con regla de correspondencia y (x}= x* +2x

Asignemos ahora a la variable independiente "x" los valores de una sucesion que se
aproxime infinitamente a 4.

Ejemplo:

x: 39, 399, 3999, 39999, ... —>4

;Cuales son los valores correspondientes para la variable dependiente?.
Efectivamente, los valores correspondientes para la variable dependiente “y" son:
y(3.9), v(3.99), y(3.999), ¥ (3.9999), .or

Para obtener el valor real de cada uno’de ellos, aplicaremos la regla de correspondencia
“y () =xP42x”

¥(3.9) =(3.97+2(3.9)= 23.01
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y(3.99) = (3.99)° + 2 (3.99) = 23.9001

¥(3.999) = ( 3.999) + 2 (3.999) = 23.990001

¥(3.999%) = (3.9999)% + 2 (3.9999) = 23.99500001

Los valores correspondientes para la variable dependiente “'y” son:

y: 23.01, 23.9001, 23.990001, 23.99900001, ...

;Qué podemos afirmar de la sucesion de valores para la variable “y"?
Efectivamente, es claro que esta sucesion se aproxima infinitamente a 24, por lo que:
Si ox 39, 3.99, 3,999,  3.9999, ... —>4

Entonces y: 23.01, 23.9001, 23.990001, 23.99900001, ... ——>24

Consideraremos otra sucesién de valores que s¢ aproxime infinitamente a 4 y hagamos
lo mismo.

x: 4.1, 4.01, 4001, 40001, ... —>4
y(4.1)=(4.1)* +2 (4.1} = 25.01

y(4.01) = (4.01)* +2 (4.01) =24.1001

y( 4.001) = (4.001)* +2(4.001)= 24.010001

y (4.0001) = (4.0001)* +2 (4.0001)= 24.00100001

Los valores correspondientes para la variable dependiente “y" son:

y: 25.01, 24.1001, 24010001, 24.00100001, ......

Tenemos nuevamente que: La sucesion de valores para la variable dependiente “y" se
aproxima infinitamente a 24, por lo que:

Si x: 4.1, 401, 4001, 4.0001, ... > 4
Entonces y : 25.01, 24.1001, 24.010001, 24.00100001, ... —_— 24
;Cudntas sucesiones hay que se aproximen infinitamente a 47
Efectivamente, una infinidad.
Algunos ejemplos de estas sucesiones som:

a)x: 3,3+%,3+% +Va 34% +Vet 18,3+ Y HIBH UG, —> 4




Si realizamos las operaciones, esta sucesion s¢ representa de la siguiente forma::

x: 3, 3.5, 3.75, 3.875, 309375 ... —>4

b) 3.9, 4.01, 3.999, 4.00001, 3.99999, ... —>4

¢) V15, 159, V1599, 15999, ... —>4

;Cuil piensas que sera ¢l comportamiento del valor para la variable dependiente “y", si
le asignamos a la variable independiente “x" los valores de cualquier otra sucesion que
se aproxime infinitamente a 47

Efectivamente, la sucesidn para la variable dependiente “y" siempre se aproximard
infinitamente a 24.

Esto es:
si X X, Xgao Xye o Ky Ky —>4
entonces ¥ - ¥(x, )}, y(X,) ¥(X;) L1099 N 6. 79 N —> 24

Este hecho lo expresamos diciendo: * El limite de la funcidén y(x) = x? + 2x cuando
« tiende a 4 es 24", y lo representaremos de la siguiente forma:

Lim y=24 ¢ Lim y(x)=24 6 Lim (x* +2x)=24
x—>4 >4 x—> 4

Una generalizacion de este hecho lo podemos establecer de la siguiente forma.
Consideremos que “z esta en funcién de x”

iCuéndo diremos que: Lim 2z (x}y=L7
x->b

Efectivamente, cuando todas las sucesiones de valores que se aproximan
indefinidamente a “b", al asignar estas a la variable independiente “x”, las sucesiones
#E Y

correspondientes para la variable dependiente “z" siempre se aproximan
indefinidamente a “L™.

;Cémo se puede verificar que todas las sucesiones correspondientes para la variable
dependiente se aproximan infinitamente a L?

Efectivamente, como hay una infinidad de sucesiones que se aproximan infinitamente a

b, también hay una infinidad de sucesiones para la variable dependiente. Por lo que, se
antoja demasiado dificil verificar que todas se aproximan infinitamente a L.
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Por el momento, para considerar que se cumple la situacién establecida anteriormente,
lo dejaremos a la experiencia que se tiene en las operaciones con nUuMeEros.

Ejemplos:

a) Lim J§x=
x—=>2

Cémo se obtienen los valores de la variable dependiente?

Efectivamente, al multiplicar por $ cada uno de los valores que se consideren para la
variable independiente “x".

Consideremos ahora una sucesién de valores para la variable independiente que se
aproxime infinitamente 2 2, sin especificar cuales son estos.

XD X, Xps Xpa Xy Xy e >2

;Cuales son los valores para la variable dependiente?

Efectivamente, los valores para la variable dependiente son:

5x:5%, 5X; S5X3 5Xin SXgy e g

:Qué podemos afirmar de estos valores?

Efectivamente, saber que los valores para la varigble independiente “X™ se aproximan
infinitamente a 2, sin considerar cuales son estos, al multiplicar cada uno por 3, la

experiencia nos permite afirmar que: los valores correspondientes para la variable
dependiente se aproximan infinitamente a 10. Esto es:

Si XX,y Xa» X3s o Xy Xgy e —>2

Entonces 5x: 5X,, 5X;, 5X;, 35X, IXgs e — 10
Por lo cual podemos ahora afirmar que:

Lim 5x=10
x->2

Veremos un ejemplo en particular para tener mayor clandad en lo que afirmamos.

[T L)

Consideremos para “x”* 1a siguiente sucesién que se aproxima infinitamente a 2.
x: 1.9, 1.99, 1999, 19999, ... —>2

iCuéles son los valores para “5x" ?
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Efectivamente:

sx: 5(1.9), 5(1.99), 5(1.999), 5(1,9999), .......

Los cuales, al realizar las operaciones sabemos que son:

s 95, 995, 9995, 99995, ...

Al observar la secuencia que llevan estos valores, sin temor a equivocamnos afirmamos

que: Al continuar asignandole valores a «y™ de acuerdo a la secuencia que presentan, la
sucesion de valores para “5x” se aproxima infinitamente a 10. Estoes:

Si x: 2.1, 2.01, 2001, 20001, ... —
Entonces 5x: 9.5, 9.95, 9.995, 9.9993, ... —>10
b) Lim x*=

x—>2

;Como se obtienen los valores para la variable dependiente?

Efectivamente, elevando al cubo los valores que se consideren para la variable
independiente.

Considerernos ahora que los valores para la variable independiente hacen que se
aproxime infinitamente a 2.

x: bi, br, by, ba ....—>2

;Cuales son los valores para la variable dependiente?
Efectivamente, los valores para la variable dependiente son:

2 ), (02, B, (P,
;Qué afirmas de estos valores?

FTeR )

Efectivamente, saber que la sucesion de valores para la variable independiente *x” se
aproxima infinitamente a 2, sin importarnos cuales son estos, al elevar al cubo cada uno
de ellos, la experiencia nos permite afirmmar que: La sucesion de valores
correspondientes para la variable dependiente se aproxima infinitamente a 8. Esto es:

si x by, bz, b3y bs ... —>2
entonces X3 (b1)?, (02, (b3)%, (B4), e — >3

Podemos ahora afirmar que:

Lim x’=8
x—>2
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Veremos un ejemplo en particular respecto a lo que afirmamos.

Consideremos la siguiente sucesién de valores para x, la cual se aproxima infinitamente
a2,

x: 2.1, 201, 2.001, 2.0001, ... —_>2
;Cuales son los valores para x*?

Efectivamente, los valores de x* son:

X' @07, (201, (2.001)°, (2.0001), oo
Al realizar las operaciones tenemos:
x*:9.261, 8120601, 8.012006001, 8.001200060001, .......

Al observar la secuencia que presentan estos, sin temor a equivocamos afirmamos que:
Al continuar indefinidamente asignindole valores 2 X siguiendo la secuencia que
presentan, la sucesién de valores para x’ se aproxima infinitamente a 8. Esto es:

si x: 2.1, 201, 2.001, 2.0001, ... —_—>12
entonces x’: 9.261, 8.120601, 8.012006001, 8.001200060001, ...... —>8

¢) Lim x*+5x=
x—>2

Si vemos la funcién a la cual vamos a encontrar el limite, nos damos cuenta que es la
suma de las funciones anteriores.

;Cémo se obtienen los valores para la variable dependiente?

[T )

Efectivamente, al asignar un valor a la variable independiente “x

para X’ y Sx

, se suman los valores

Ejemplo:

si x= 2.01 tenemos:

x> =(201Y =9261 ¥y 5x =5(2.01)=10.05
El valor de la variable dependiente es:

x*+5x =9.261 +10.05=19.311

Consideraremos ahora que los valores para la variable independiente son los de una
sucesion que se aproxima infinitamente 2 2

x:di, dz, di, da, s —>2
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;Cuéles son los valores para la variable dependiente?

Efectivamente, los valores para la variable dependiente son;

P45 () +5di, (d2)* +5dz, (&) +5ds, {(de)® +5d4, woernnr
(Qué afirmamos respecio a esta sucesioén?

Efectivamente, saber que la sucesién de valores para la variable independiente “x” se
aproxima infinitamente a 2, sin temor a equivocarnos la experiencia nos permite afirmar
que: Los valores para x’ y 5x se aproximan infinitamente a 8 y 10 respectivamente,
por lo que, la suma de los mismos se aproxima infinitamente a la suma de 8 y 10. Esto
s

Lim x*+5x =8+10=18
x->2

En lo sucesivo, cuando a una variable por ejemplo “x" los valores que se consideren
para ésta siempre se aproximan infinitamente a un valor b, lo expresaremos brevemente
diciendo “x tiende a b", y lo representaremos de la forma “x —> b".

Bajo estas consideraciones, las siguientes expresiones tienen el mismo significado,

a)Lim z(x)=L
x->b

b) i X > b
entonces z(x) —> L

Consideremos ahora una funcién z {x).
iCuando se puede afirmar que limite de z (x) cuando x tiende a b no existe?. Es decir:

lim z(x)no existe
x->b
efectivamente, si recordamos lo que debe acontecer para establecer el limite de una
funcion, se considera que el limite no existe cuando se cumpla alguna de las siguientes:

a) Existan dos sucesiones que tiendan a “b” tales que, al asignar estas a la variable
independiente “x”, las sucesiones para la variable dependiente “z" tienden a valores
diferentes. Esto es:

si x: by, b2,b3, ba .. —2>b
Y
x: di, dz,d3, de, e —>h
entonces:
z(x): z (b1),z{b2),z(b3) ,2(b4), .. —> L1
y Lt # Lz
z(x): z(dh),z (@), z(d),z(d4), . ™ Lz
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b) Existe una sucesion que tiende a “b* de tal forma que, al asignar estos valores a la
variable independiente “x", la sucesion de valores para 1a variable dependiente z no
tiende a valor alguno. Esto es:

si X: Xy, Xy Xy Xus Ky e —7>b
entonces z (X) : Z(X,), Z(X;) Z{X;) Z(X,) Z(Xg) s TO tiende a valor alguno

1
Ejemplo: Lim 2~
x->0

Para verificar que este limite no existe, vamos a considerar dos sucesiones en particular
que tiendan a cero, considerar estos valores para la variable independiente "x" y
determinar en cada caso lo que acontece con el valor correspondiente para la variable

dependiente.

si x: L ., Y%, W, ... —>0
] ]

entonces 2%: 21, 2YE, ave o 2Vt

1
Como “2Y* =2" ™ cuando X €s un mumero positivo, al realizar las operaciones
tenemos:

Asignemos ahora a la variable independiente x la siguiente sucesién que también tiende
a 0.
si x: -1, ~-% , =%, -8, ... —>0
! ! 4 _L
entonces 2%: 24, 27V 2v4, 2Vt

1
1 . " . .
Como" 2°V* =27 = ra » cuando x es un nimero positivo, al realizar las operaciones

tenemos:

. Lo L RN
2| * 22 L] 2 , 2! 3 wveresses
L1 1 i
* . - o » Nz L) ner » >0
3% 16 " 256

Sabemos ahora que existen dos sucesiones particulares que tienden a 0 con la siguiente
caracteristica: Al asignar estos valores a la variable independiente “x”, las sucesiones
correspondientes para la variable dependiente tienden a valores diferentes.
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Podemos ahora afirmar que:

1
Lim 2* noexiste
x>0

Si volvemos a mirar los problemas en los que utilizamos el método de aproximacién,
para llegar a la solucién ahora con este nuevo conceplto, nos damos cuenta que ésta se
obtiene mediante el limite de una funcién que se establece en cada caso.

Formalizaremos ahora este tipo de limites, los cuales nos llevan a establecer dos

conceptos fundamentales para el desarrollo del Caleulo Diferencial e Integral:
"Derivada e Integral”.
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V.DERIVADA

En uno de los problemas que vimos ¢n un principio se pide encontrar la pendiente de la
recta tangente “L” a la grafica de la ecuacidn y = x? en el punto A (3,9)

| m o m . m ———

La ecuacién *y = x* " deseribe una funcién con regla de correspondencia “y(x) = X"
Esta forma permite representar la ordenada de un punto de diferentes formas.
Ejemplos:

a) El punto M(x,y) se representa también como: M{ x,¥(x)) 6 M(x, x)
b) E! punto R(a,b) se representa también como : R(a, y(a)) 6 R(a,a’)
¢) el punto A(3,9) se representa también como : A(3,y(3)) & A(3, 3*)

para obtener la solucién al problema se consideran algunas posiciones ( M1, Mz, Ms,
Ma. ete.) del punto M (x, y) que se mueve sobre la grafica, aproximéandose cada vez mas
al punto A (3,9).

|

i :

i :
M, i "

|

st ———
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Posteriormente se encuentra el valor de la pendiente de la recta secante MA 2 la grafica
de la ecuacion “y = x* ', para cada una de las posiciones que se consideran del punto M
( x- Y)

Y

Py P

Por tiltimo, se observan estos valores para establecer el valor al cual tiende la variable

dependiente Mua, al considerar que el punto M(x,y) se aproxima infinitamente al punto
A(3,9).

El valor al cual tiende M es la solucion al problema.
Veremos ahora como establecemos este proceso utilizando 1a idea de limite.

Consideremos que M(x,y) es un punto de la grafica de la funcién y(x) = x2, diferente al
punto A(3,9).

it o o ovm e om S

A 4
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f',Cé_n-!o se establece que el punto M (x,y) se mueve sobre la grafica de tal forma que, las
posiciones que toma (M1, Mz, M3, My, ...... } hacen que se aproxime indefinidamente al
punto A (3,9)?

Y

Efectivamente, considerando que x ——> 3. Esto es:
XK, XKy Xy oeneninienns _—3

;Como se obtiene ¢l valor de la pendiente de la recta secante MA, para cada una de las
posiciones del punto M(x,y)?.

P I

xy

Efectivamente, sabemos que la pendiente de una recta s el cociente de la resta de las
ordenadas entre la resta de las abscisas de dos puntos por donde pasa.




Como la recta MA pasa por los puntos M(x,y) ¥ A(3,9) tenemos:

-9

X -

e

IMiMma =

w

Como y = x?, al sustituir el valor de *“y" en esta expresion tenemos:

2
Myia =_y_2=x -9=(x+3)(x-3)
x-3 x-3 x-3

=x+3

Tenemos ahora una formula con la cual se obtiene el valor de la pendiente de la recta
secante MA, para cualquier posicién del punto M sobre la grafica.

Ejemplo:
Una posicién particular del punto M sobre la grifica es cuando el valor de la abscisa es
por ejemplo ~1. La pendiente de la recta MA en esta posicion es:

Como x = -1 tenemos:

mMua =x+3
Mma=-1+3=2

;Cémo se obtiene el valor al cual tiende la variable MMima, al considerar que el punto
M(x,y) se aproxima infinitamente al punto A(39)

Efectivamente, encontrando el siguiente limite:

Lim x+3
x->3
Como Lim x + 3 =6, podemos ahora afirmar que:
x->3
La pendiente de la recta tangente a la grifica de la funcion y(x) = x*enel punto A (3,9)
es 6,
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Veremos ahora una primera generalizacidn de este hecho, para lo cual, consideraremos
que el punto de tangencia es un punio P cualquiera de la grifica.

Problema:

Obtener 1a pendiente de la recta tangente L a la grifica de la funcién * y(x) = x* " enun
punto cualquiera P(x, y(x)) de Ia misma.

——
[ I ———

{Cémo se obtiene la pendiente de la recta tangente L7,
Efectivamente, siguiendo un procedimiento similar al anterior.
-

Iniciaremos considerando que un punto Q(b , y(b)) se mueva sobre la grafica de la
funcion de tal forma que, las posiciones que toma(Q1,Q2.Q3, ... ) hacen que se
aproxime indefinidamente al punto P(x, y{x)).

"
o

I [ e = ————— =L

{Cuil es la condicién para establecer que el punto Q se mueve sobre la grifica
aproximandose indefinidamente al punto P72, :

Efectivamente, considerando que "b ——> x", es decir, ¢l valor para "b" se aproxima
infinitamente a "x".
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Se considera ahora la recta secante PQ para cada posicién del punto Q, y la pendiente
de las mismas.

A J

Sabemos que la posicién de la recta PQ se aproxima infinitamente a la recta L.

También sabemos que la pendiente de la recta PQ para cada una de sus posiciones se
obtiene de la siguiente forma:

La recta pasa por jos puntes P(x,y(x)) ¥ Q(b,y(b))

Como la regla de correspondencia de la funcion es y(x) = x*, saber que las posiciones
del punto P estin sobre la grifica de esta funcion, nos lleva a establecer que y(b) = b?
para todos los valores que se consideren para "b", por 1o que:

resta de ordenadas y(x)-y() _ x*-b’ (x-b){x+b)
mPQ = - = = = = x+ b
resta de abscisas x-b x-b x-b

Tenemos ahora una formula con la cual se obtiene el valot de la pendiente de la recta
PQ, para cualquier posicion de los puntos P y Q sobre la grafica de esta funcién.

Mmee=x+b

. Qué se necesita conocer para obtener el valor de la pendiente de la recta PQ, aplicando
esta formula?,

Efectivamente, tnicamente el valor de la abscisa de cada uno de estos puntos.
Ejemplos:

Consideremos que las coordenadas del punto P son: P(2,4).
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1) ;Cual es la pendiente de la recta PQ, considerando que la posicion del punto Q tiene
coordenadas Q{-1,1)2.

"o

L

[\S ]
P

Efectivamente, como las coordenadas de los puntos P y Q son P(2,4) vy Q(-1,1), los
valores particulares de "x" y "b" son 2 y -1 respectivamente, por lo que la pendiente de
la recta en esta posicion es:

meo= x+b
meg= 2+(-1)
meg=1

2) ;Cudl es la pendiente de la recta PQ, considerando que la posicién del punto Q tiene
coordenadas Q( 1/2, 1/4 ).

M- — e —m————

xy

Efectivamente, saber que las coordenadas de los puntos Py Qson P(24)y Q(1/2, 1/4),
establece que los valores de "x" y "b" son 2 y 1/2 respectivamente. La pendiente de la
recta en esta posicion es:

meg= x+b
meo= 2 +(1/2)
mMmeqg = 5/2

Una consideracién que se debe tener presente en esta formula como en cualquier otra, se
relaciona con los simbolos que se utilizan al momento de escribir la misma.

108




Al observar una formula, no debe interpretarse que solo puede aplicarse en los casos
que se utilice la simbologia que presenta la misma.

Debemos pensar en lo que representa cada uno de los simbolos que se utilizan ¥y
aplicarla en todos los casos cuyo contenido es el mismo.

De esta forma tenemos por ejemplo que la formula anterior es conveniente expresaria
diciendo:; La pendiente de la recta que pasa por dos puntos de la grafica de la funcién
y(x) = x?, es la suma de las abscisas de estos dos puntos.

Esta forma de expresar la formula, indica claramente el camino que 2 seguir para
obtener la pendiente de una recta con €sas caracteristicas, independientemente de la

forma en que se representen los puntos y las coordenadas de los mismos.

Ejemplos.

1) Dos puntos de la grifica de la funcion y(x) = x* son A(1,1) y B(3,9). Hallar la
pendiente de larecta AB.

Como la recta AB pasa por dos puntos de esta grifica con abscisas 1y 3 tenemes:
Mas=1+3=4

2) Dos puntos de la grifica de la funcién y(x) = x* son S( s, s?)yR(r,1?). Culesla
pendiente de la recta MR,

Como la recta pasa por dos puntos de esta grfica con abscisas m y r tenemos:
Mmse=s+tr

Muy bien, tenemos la formula para encontrar la pendiente de cualquier recta que pasa
pot dos puntos de la grifica de la funcion y(x) =%

Por ultimo y para dar solucién al problema, s6lo nos falta establecer el valor al cual
tiende Tro, 2l considerar que b ——> x.. Es decir, el valor al cual se aproxima

infinitamente la pendiente de la recta PQ, al considerar que la posicién de! punto Q se
aproxima infinitamente al punto P.
,Coémo se obtiene este valor?,
Efectivamente, mediante el siguiente limite:
Lim x+b
b>x

Cuil es ¢l valor de este limite?.

Efectivamente:
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Lim x+b= x+x= 2x
b—>x

(Cuél es el valor de la pendiente de la recta tangente L a la gréfica de la funcién y(x) =
x* en el punto P(x,y(x))?.

Efectivamente, la pendiente de la recta tangente L es 2x.
Tenemos ahora una férmula para obtener el valor de la pendiente de cualquier recta
tangente a la grifica de la funcion y(x) = x2. Esta puede considerarse como la regla de
correspondencia de una funcién, la cual escribiremos de la siguiente forma:

y'(x) =2x

iQué se necesita conocer para obtener el valor de la pendiente de una recta tangente a
la grifica de 1a funcién y(x) = x*?.

Efectivamente, el valor de la abscisa del punto de tangencia.
Ejemplo.

(Cual es el valor de la pendiente de las rectas tangentes L, Lry L alagrificadela
funcién y(x) = x2, en los puntos P(-2,4), Q(1.1} ¥ R(3/2,9/4) respectivamente?.

N\,
=N

]
r
p
talue e — =
v

Efectivamente, la pendiente de las rectas Ly, L2y L», las cuales representamos con I,
M2 y M3 respectivamente son:

m =y(1)=2(1)=2
m=yQ)=2Q2)=4
ms=y(@3)=23)=6
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A la funcién con regla de correspondencia y'(x) = 2x se le conoce como la derivada de
Ia funcién y(x) =x%

Sabemos ahora que: La derivada de una funcién es la funcion que establece el valor de
la pendiente de cualquier recta tangente a la grafica.

Hay una forma en particular que usualmente se utiliza para representar el valor de la
abscisa del punto que se mueve sobre la grafica en un proceso como el anterior.

Esta representacién que utilizaremos en adelante, es la més usual en los textos
relacionados con el Caleulo Diferencial e Integral.

Para familiarizamos con la representacion que se va 2 utilizar, resolveremos
nuevamente el problema anterior.

Hallar la pendiente de la recta tangente L ala grafica de la funcidn y(x) = x?, en el punto
P(x,y(x)).

Sabemos que la derivada de la funcién y(x) = x2 determina e! valor de la pendiente de la
recta tangente L.

Consideremos un punto Q sobre esta grafica, diferente al punto P.
A la abscisa del punto Q la representaremos de la forma "x +h".
;Cémo establecemos que Q y P son diferentes?

Efectivamente, considerando que h = 0.

(Cuales son las coordenadas del punto Q7.

Efectivamente, las coordenadas de este punto son Q(x +h, y(x +h))
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iCuél es el valor de la pendiente de la recta PQ?

Efectivamente, como la recta pasa por los puntos P( x , y(x) YyQ(x+h,y(x+h))la
pendiente es:

_ restadeordenadas _ y(x+h)-y(x) _ y(x+h)-ylx)

- e —— =

resta de abscisas {(x+h)-x - h

como “y(x)= x*" ¥y “ylx+h=(x+ h)* ", tenemos ahora que:

_yx+h)-y(x) _ (x +hyt-x? xZ+2xh+h?-x?
e h T w0 h

_ 2xh+h? _h(2x+h)

e

2x+h

Como P y Q son dos puntos cualesquiera de la grifica de la funcién * y(x) = X"

tenemos ahora la formula “ IMrq = 2x + h ” para obtener la pendiente de cualquier recta
secante a esta grafica.

Para obtener la pendiente es suficiente conocer el valor de “x" y “h", y aplicar la
formula.

Veremos unos ejemplos para tener mayor claridad.

1.- Consideremos que la recta pasa por los puntos F(2,4) yQ(3,9).
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Como “x™ y “x + h” representan las abscisas de los puntos de la grafica por donde pasa

ia recta secante, si consideramos que el valor de “x” ¢s la abscisa del punto P y “x + h™
la abscisa del punto Q, estoes, “x =2 "y “x+ h=137, tenemos:

x+h=3

2+h=13
h=3-2
h=1

Sabemos ahora que los valores para “x” y “h” en esta caso en particuiar son 2 y 1
respectivamente, por lo que, la pendiente de esta recta es:

mrg=2x+h
Mmeo=2(2)+ 1
Mmeg=135

2.- La recta secante pasa por los puntos P (1,1) ¥y Q(3.9).

bt m e ———————

Considerando que “x = 1" y “x+h=23" el valor de h necesariamente es 2, por 1o que
el valor de la pendiente de la recta secante PQ es:

meg=2x+h
Mee=2(1)+2
Meq=4
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Consideremos ahora que €l punto Q(x +h, y(x + h)} se mueve sobre la gréfica,
aproximandose indefinidamente al punto P(x, y(x))

;Como se establece que las posiciones para el punto Q( Q1, Qz, Q3, Qs, ...), hacen que se
aproxima infinitamente al punto P2,

Efectivamente, considerando que “x+h——> x".

™

> X .

;Cual es la condicionante para establecer que “x+h

Efectivamente, cuande *h ——> 0",

Veremos un ejemplo en particular para tener mayor claridad.
Consideremos para “h" la siguiente sucesion de valores que tiende a *0".
h: 1,0.1,001,0.001,0.0001,....—>0

Al considerar estos valores para “h", los valores para “x + h” son:
x+hix+1,x+01,x+001,x+0.001,x+0.0001,.......

Es claro que, independientemente del valor que se considere para "x", esta sucesion de
valores es tal que:

x+h:x+1,x+0.l,x+0.01.x+0.001,x+0.0001, ........ —>X
Ejemplos.

— 51 x = 2 tenemos:

2+h:2+1,2+0.1,2+0.01,2+0.001,2+0.0001. ........
2+h: 3 , 21 , 201, 2001 , 2.0001 ,........ —>2
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— 51 x = 4 tenemos:
4+h:4+1,4+0.1.4+0.01,4+0.001,4+0.0001,........
4+h: 5 , 41 , 401, 4001 , 40001 ,..... —>2

Sabemos ahora que: Para que la posicion del punto Q(x +h, y(x + h) ), al moverse
sobre la gréfica de la funcién “y(x) = x* "se aproxime infinitamente al punto P(x,y(x) ),

es suficiente considerar que “h ——> 0"

B bbby, e —>0

o]
N

-

ﬁ{.;.x----.—l"'

LY
Tgigfemmm e — A

F
ryax|s ==
YR e m e — v = = =

Por tiltimo, para obtener la pendiente de 1a recta tangente L, sélo nos falta establecer el
valor al cual tiende Mg, al considerar que h —>0. Esto es, el valor al cual se aproxima

infinitamente la pendiente de la recta PQ, al considerar que el punto Q se mueve sobre
la grafica aproximindose infinitamente al punto P.

Cémo se obticne este valor?.

Efectivamente, encontrando el siguiente limite:
Lim 2x+h=
h—>0

Como Lim 2x+ h = 2x, podemos ahora afirmar que:
h—>0
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La pendiente de la recta tangente a ia grifica de la funcién “ y(x) = x* " en un punto
cualquiera P(x,y(x)} de la misma es “2x".

Es claro que se ha obtenido la misma solucién que anteriormente.
Para comprender mejor este proceso en el que se utilizd "x + h" para representar la
abscisa del punto que se mueve sobre la grifica de la funcioén y(x) = x*, resolveremos

otros problemas siguiendo un procedimiento similar al anterior.

Como nos remitiremos tinicamente a lo algebraico, es conveniente que generes una
grafica para una mayor comprension.

1) Haliar la pendiente de la recta tangente Lala grafica de la funcién “ y(x) = x*+27,
en ¢l punto A(x,y(x}).

Consideremos que B(x + h, y(x + h)) es un punto de esta grafica, diferente al punto
Ax, y(x)).

La pendiente de la recta AB es:

_y(x+h)-y(x) _ y(x +h)- y(x}
B-—- =
x+h-x h

Como A y B son dos puntos de la grafica tenemos:
y(x)=x>+2
y(x +h)=(x +h)’+2 = x* +3x’h+ 3k’ +h®+2
El valor de la pendiente de la recta AB es:
- y(x+h)-y(x) %’ +3x*h+3xh’+h’ +2-( +2) _ 3x’h+3xh? +h’

h h h
_ h(3x*+3xh+h")
- h

=3x? +3xh+h*
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Obtendremos ahora el valor al que se aproxima infinitamente la pendiente de la recta
AB, al considerar que el punto B se aproxima indefinidamente al punto A.

Si h—>0, el valor al que tiende ITlaB es:

Lim 3x®+3xh+h?=3x’
h—=>0

Sabemos ahora que: La pendiente de la recta tangente L a la grafica de la funcion
“y(x) = x* +2"en un punto cualquiera de la misma es “Ic

Tenemos ahora una formula para obtener la pendiente de cualquier recta tangente a esta

grafica. Esta se considera como la regla de correspondencia de una funcion que le
llamamos la derivada y se representa de la siguiente forma:.

y'x)=3x>.
Ejemplo.

Hallar el valor de la pendiente de las rectas tangentes L, Lz y Ly a Ja grafica de la
funcién y(x)=x>+2 ,enlospuntos A,By C con abscisa -1, 1 y 2 respectivamente.

t
|
1

Representaremos a las pendientes de las rectas Li, L2 y Ly con ITh, Mz y N3
respectivamente.

Como la derivada de la funcion y(x)=x*+2 es la funcién con regla de
correspondencia y'(x)= 3x?, tenemos ahora que::

mi =y'(-1}=3(-1)’=3
mz =y'(1)= 3(1)*=3
ms =y'(2)= 3(2)*=12

2) Hallar la pendiente de la recta tangente L 2 la grifica de la funcién z(y) = 2y® +4y
en el punto P(y, 2(y)). Es decir, en el punto P(y, 2yl +4y).
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En esta funcién la variable independiente es "y" y la dependiente es "z".

Y

Si prescindimos aun més de la explicacion, nos limitamos Unicamente a lo siguiente.

La pendiente de la recta tangente L es el valor del siguiente limite:

z{y +h}-2(y)
h
h->0
El valor de z(y) y z(y + h)es:
2(y)= 2y’ +4y

z(y +h)= 2(y+h)* +4(y +h)=
2(y? +2yh+h?)+4y +4h =2y’ +4yh+2h’ +4y+4h

El valor de ELE%)—-Z—{Y—) es;

Z(y+h)-2(y) 2y’ +4yh+2h’ +4y+4h-(2y’ +4y) 4yh+2h?+4h

h h h

+2h+4
hedy hh )4y +2n+4

Tenemos ahora que::

+h)-
Lim Z(—y—hh)—z—(y—)= Lim 4y +2h+4 = 4y +4
h-—>0 h—=>0
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Sabemos ahora que la pendiente de la recta tangente L es 4y +4.

También sabemos que se puede establecer una formula para obtener la pendiente de
cualquier recta tangente a esta grifica. Esta se considera como la regla de
correspondencia de una funcién que se le conoce como la derivada y se representa de la
siguiente forma:

Z(y)=4y+4

3) Hallar la pendiente de cualquier recta tangente 2 la grafica de la funcion
y(x) = x* +5x

Ahora que ya comprendemos ampliamente lo que estamos haciendo, para obtener la
respuesta nos limitaremos unicamente a lo siguiente.

y(x+h)-y(x) _ Lim(x +h) +5(x +h)-(x* +5%)

h h
h->0 h->0

x}+3xth+3xhI +h® +5x+5h-x* -5x
h

=Lim
h->0

3x*h+3xh* +h? +5h
h

= Lim

h—>0

h(3x! +3xh +h? +5)
h

h—>0

= Lim 3x’+3xh+h?+5=3x"+5
h->0

La pendiente de la recta tangente en un punto P(x,y(x)) de la grifica de la funcion
y(x)= x*+5x es Ix2+5.

La derivada de la funcién y(x) = x’ +5x es la funcién y'(x) = 3x?+5.

4) hallar la derivada de la funci6n z(x) = 3x*+3

+h)- +m¥ 43 3xP+6xh+3hT+3-(3x?+3
Z(x) = Lim _z_(_x___ht;)_i(x_)= Lim 3x + ) = Lim 2 2 ( )

h h
h—>0 h—>0 h—>0
2 + ’
- Lim @%&- = Lim mx—hﬂ‘l = Lim 6x+3h = 6x
he>0 150 >0
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La derivada de la funcién z(x) = 3x* +3 es la funcién 2'(x) = 6x

;Cudl es el valor de la pendiente de la recta tangente a la grafica de la funcién
z(x) = 3x* +3, en el punto R(2,15)”.

Efectivamente, 1a pendiente I de esta recta es:
m=z(@2)=6(2)=12

$) Hallar la pendiente de la recta tangente a la grafica de la funcién y(x) = x? +3x, en
¢l punto A(1.4).

y(x +h)-y(x)

Sabemos que Y'(x) = Lim Y

h—>0

En este caso se nos pide encontrar tinicamente la pendicnte cuando el punto de
tangencia es A(1,4), por lo que, nos limitaremos a encontrar la derivada de la funcion
cuandox = 1.

y)=1"+3(1) =4
y(1 +hy= (1+h)’+3(1+h)=11+2(1)(h)+h=+3+3h=h= +5h+4

y(1+h)-y(1)=h’+5h+4-4 _h*+5h _h(h+5) s
h h h h

1+h)-y(1
y(1)= Lim L;——y(—) = Lim h+5=35
h—=>0 h->0
Sabemos ahora que la derivada de la funcién y(x) = x*+3x en x = 1 es 5. Esto es,
y(1)=35.

Podemos ahora afirmar que 5 es el valor de la pendiente de la recta tangente a la grafica
de 1a funcién y(x) = x* +3x, en el punto A(1,4).

Muy bien, se ha utilizando un lenguaje matemético para describir en forma breve el
método de aproximacion para obtener la pendiente de rectas tangentes. Este método que
en un principio pudo parecernos engorroso, se presente ahora como un proceso simple y
sencillo.

La pendiente de la recta tangente a la grafica de una funcién y(x) en ¢l punto P(x,y(x)),
es el valor del siguiente limite,

y(x +h)- y(x)

h
h—>0
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Al relacionar este hecho con las funciones se establece lo siguiente.

La derivada de la funcidn y(x), es la funcién y'(x) con regla de correspondencia:

y(x +h)-y(x)

] 3 =L'
y'(x)=Lim h

h—>0

{Qué tan importante puede considerarse en este momento saber encontrar la pendiente
de rectas tanigentes a una graficas?,

Efectivamente, resulta poco atractivo si nos quedamos solamente con este hecho. Sin
embargo, si empezamos a descubrir todo aquello que puede relacionarse con la
pendiente de rectas tangentes, s¢ puede encontrar un mundo interesante.

En realidad, al resolver algunos de los problemas que se han planteado hasta este
momento hemos penetrado en ese mundo.

1) Se tira una pelota desde lo alto de un edificio y ésta llega al piso 7 segundos mas
tarde. Considerando el hecho que la distancia “d” metros que recorre la pelota al cabo

de un tiempo “t” segundos se obtiene por la ecuacion d = 5t%. ;Cual es la velocidad a
la que viaja la pelota al cabo de 4 segundos de que se deja caer?.

Efectivamente, sabemos shora que la velocidad de la pelota en el segundo 4 es la

pendiente de la recta tangente a la grifica de la funcién d(t) = 5t2, en el punto
Q(4, d(4)). Esto es, la derivada de la funcidn en 1= 4,

d(4 +h)= 5(4+h)} =5(16+8h+h?)=80+d40h+5h’
d(4)= 5(4)* = 5(16) = 80

- + L 40h +5h? 40+ 5h
d(4+];) dd) _ 80 40h;5h 80 _ OhhSh N ohs ) - 40+ 5h

d’(4)= Lim 40+5h=40
h->0

;Cual es Ia velocidad de la pelota en segundo 47

Efectivamente, 1a velocidad de la pelota en este momento s 40 m/seg.

;Cuil es la pendiente de la recta tangente a la grafica de la funcion d(t) = 5t* en el
punto P(4,80)?.

Efectivamente, la pendiente de esta recta tangente es 40,

(Cudl es la derivada de la funcién d(t) = 5t?, parat=47,
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Efectivamente, la derivada de esta funcién en t = 4 es 40. Esto es d’(4)=40.
; Cual es la derivada de la funcién d(t) = 5t*?.

Efectivamente:

d(t+h) = 5(t+h)? =5(t* + 2th + h*) = 5¢° +10th + §h?

d(t+h)-d() 5t*+10th+5h?-5t* 10th-+5h? h(l0t+5h
( h) M _ - = " L . )=lDt+5h

d’(t)=Lim 10t+5h=10t
h—>0

La derivada es la funcién d'(t) con regla de correspondencia d’(t) = 10t
(Qué se puede obtener con la funcién derivada d’(t) =10t 2.
Efectivamente, con ella se puede obtener:

a} La velocidad de la pelota en cualquier momento durante su caida.
Ejemplo.

Como d’(1)=10(1) =10, d'(2)=10(2)=20 ¥ d’(3) = 10(3) = 30, la velocidad de la
pelota en los segundos 1,2y 3 es: 10 m/seg , 20 m/seg y 30 m/seg respectivamente.

b) la pendiente de cualquier recta tangente a la grafica de Ja funcion .
Ejemple.
Como d’(1) =10(1) = 10, &’(2)=10(2)=20 ¥ d’(3) = 10(3) = 30, la pendiente de las

rectas tangentes a la grafica de la funcién d(t) = 5%, en los puntos A{1,d(1)), B(2,d(2)
y C(3,d(3)) son 10,20 y 30 respectivamente.

¢) La derivada de la funcidn d(1) = 5t? en cualquier valor de t del dominio.

Ejemplo.

Laderivadadeestaent=1,t=2 y t=3 es:

d()=10{1)=10, d'@)= 10(2)=20 y d'(3)=1003)= 30

2) ;Cuiles son las dimensiones del terreno rectangular de perimetro 400m y mayor
superficie?.

Cuando se trat este problema no llegamos a la solucidn, sin embargo, nos dimos cuenta
de lo siguiente.
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— La funcién S(L) = 200 L - L? permite obtener la superficie de cualquicr terreno
rectangular de perimetro 400m y largo L.

— E! largo del terreno de mayor superficie es el valor de la abscisa del punto cuya recta
tangente tiene pendiente cero.

El ancho del terreno de perimetro 400m y largo L se obtienc con la funcion
A(LY=200—-L

;Cual es la derivada de la funcién S(L) = 200L-L7.

Efectivamente:
S(L +h) = 200(L +h)- (L +h)* = 200L +200h - L?-2Lh-h?

S(L+h)-SL) _ (200L +200h -L*-2Lh-h?)-(200L-L") _ 200h -2Lh-h?
h h h
h(200-2L -
=ﬂ.hz_".}.'l =200-2L-h

§'(L)=Lim 200-2L-h=200-2L
h—=0
La derivada es la funcion con regla de correspondencia $'(L) = 200-2L

(Cual es el valor de la pendiente de cualquier recta tangente a la grfica de la funcién
S(L)=200L-L2

Efectivamente, 200 — 2L
¢ Tenemos shora los elementos para dar solucién al problema?.
Efectivamente, ya se puede obtener la solucién.

Como la pendiente de la recta tangente debe ser cero, €l largo "L" del terreno de mayor
superficie es tal que:

200-2L=0
por lo que:
200=2L
200
= ——=100
L 2 0

Sabetnos ahora que: Si la recta tangente tiene pendiente cero, ¢l valor de la abscisa del
punto de tangencia debe ser 100.
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Si L =100 tenemos:
A(100) =200 - 100 =100
Porlo que:

Las dimensiones de! terreno rectangular de perimetro 400m y mayor superficie posible
son: L=100m y A=100m.

Cuando se plantearon este tipo de problemas, seguramente no imaginamos que ellos se
pueden resolver encontrando la pendiente de una recta tangente a una grafica, es decir,
encontrando la derivada de una funcién en un valor.

El mundo de las aplicaciones de la derivada de una funcion es tan amplio que
dificilmente se puede abarcar en su totalidad. Para ello, es necesario tener amplios
conocimientos de la Fisica, Quimica, Ingenieria etcétera.

Algunos ejemplos de problemas que se pueden resolver utilizando 1a derivada de una
funcidn son:

— Se van a construir recipientes cilindricos metdlicos de base circular con ambas tapas
y capacidad de un litro. Cuéles son las dimensiones que debe tener el recipiente para
que la cantidad de metal que se emplea en su construccion sea la menor posible.

- De un recipiente cénico de 3 metros de radio y 10 de profundidad sale agua a razon
de 4 metros ciibicos por minuto. ;Cuél es la variacién , con respecto al tiempo, de la
altura de la superficie y del radio de ésta cuando la profundidad del agua es de 6
metros?,
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VL INTEGRAL

Otro tipo de problemas son aquellos donde se pide obtener el 4rea bajo una curva.

Encontrar el drea de la region Q limitada por la grifica de la funcidn y(x) = X%, el eje de
las abscisas y la recta perpendicular a este eje enel 4.

by
!
!

Para obtener la solucion al problema se realizd lo siguiente.

Se divide ¢l segmento que va de “0” a “4” sobre el eje de las abscisas en partes iguales.
Posteriormente se construye rectdngulos para establecer una region.

En seguida se obtienc el drea de la region formada por los rectdngulos.

Se repite este proceso para establecer una sucesion de valores, para lo cual, €l segmento
se divide cada vez en un mayor nimero de partes iguales.

Por Gltimo, se observan estos valores para determinar al que se aproxima infinitamente la
sucesion, a! continuar indefinidamente dividiendo ¢l segmento cada vez en un mayor
niimero de partes iguales

El valor al cual se aproxima infinitamente es la superficie de la regién Q.

Formalizaremos este proceso utilizando el concepto de limite

{Cémo se puede establecer que el segmento que va de “0” a “4" en el gje de las abscisas,
se divide en partes iguales?.

Efectivamente, por medio de una variable, por ejemplo “n”, y considerando que los

valores que se le asignan indican el nimero de partes iguales en que se divide el segmento
para cada caso.
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n=4
0 4/4 4/4 4/4 4/4 4
| 1 : : —
0 (4/4) 2(4/4) 3(4/4) 4(414)
n=28§
4/8 4/8 4/8 4/8 48 - 48 418 4/8 4

0
| | : | | '. = | !
0 4/8 2(4/8) 34/8)  4{4/8)  S(4/B) 6(4/8) 7(4/8) 8(4/8)

n partes iguales

4/n 4n AN ceeecereininee 4in 4in 4

| ] . |

| i
(4m)  2(4m) 3(4m) (m=2)(4/n) (n—1)(4/n) n(4in)

0
[|
1
0
Es claro que ¢! valor para la variable "n" debe ser un entero positivo.

;Cual es el area de la region Qn, al dividir el segmento en “n” partes iguales y construir n
rectangulos (Ri, R2, Ry, .eeees , Rn-1, Rn)?.

by

Efectivamente, 1a suma de las dreas de los n rectingulos.
Sj representamos con Sn el area de la region Qn tenemos:

Sn = rea Qn = drea Ry + drea Rz + Area R3+......... + area Rn-1 + érea Rn
Veremos como se puede obtener este valor.
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1 lamaremos Rk al k-ésimo rectingulo de la regién Qn.
;Cua! es el k-ésimo rectangulo de la regién Qn?

Efectivamente, mientras no s¢ considere un valor particular para k, Rk es cualquiera de los
n rectangulos de la region Qn.

A
Iy iE,

........ e
g-uty) B

IR )

Es claro que los valores para "k" deben ser enteros positivos menores o iguales a "n".
;Cul es el drea del rectangulo Rx?2.

Efectivamente, sabemos que ¢l area de cualquier rectangulo es el producto de la longitud
de la base y la altura.

{Cuél es la longitud de la base del rectinguio Ri?.

Efectivamente, como se esta dividiendo un segmento de longitud 4 en "n" partes iguales,
12 base de todos los rectingulos que se construyen mide 4/n.

;Cudl es la longitud de la altura del rectingulo Rx7.

Efectivamente, es la ordenada  del punto Pk que esta sobre la grafica de la funcién
y(x) = x*

Como la abscisa del punto Pk es k(4/n) = 4k/n, la ordenada es:

16k’
nt

A, Ak,
y(n)—(n)

El Area del rectingulo Rk es:
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4 16k* 64k’ 64
drea Rx = (base)(altura) = (—)}(——) = —— = —5 (&’
(ase)(altura) = ()—7) = 5~ = 73 (k)
Tenemos ahora una formula con la cual se obtiene el 4rea de cualquier rectangulo de la
regién Qn.
Ejemplos:

1) Si dividimos el segmento en 4 partes iguales(n = 4) y construimos la region Q4, cual
es el area de los rectangulos Ri, R2, R3y Ra.

i
) ¥

Efectivamente:

64 .,
area Rt = Z,—(l')

64
grea Rz = F(zz)

64
dreaRa= F(32)
, 64
dreaRs= F(‘t )

;Cuil es ¢l drea de la region Qa?

Efectivamente, el 4rea de la region formada por los cuatro rectangulos, la cual se
representa con 54 es:

Ss= area Q4 = drea R + drea R2+ drea Ra+area R
64 64 64 64

= 22 () + @) EE)

ot

43 (12 +22 +3Z +42)

2) Si dividimos el segmento en 100 partes iguales(n = 100) y construimos la regidn Quoo,
cudl es el area de los rectangulos R, R27, Red y Rao.
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ke r e m e a—————

Efectivamente:

area Ry = 100, —(3%)
drea Ra7 = 100, — (27
drea Rea= 100, —=(64%)

area Res = W(ST)

;Cual es ¢! 4rea de la region Quoo?.
Efectivamente, el drea de esta region, la cual representamos con S0 es:

Sioo=drea Qo= AreaRi + areaRz + areaRs +....+ érea Roy + érea Rioo

64
100,(1)100,(2’ ywﬂ+ ..... yww+0mW)

=1—6?(11 +23 43 F +99% +100%)

Cual es el drea de la region Qo
Efectivamente, es la suma de las areas de los b rectangulos que forman esta regidn.

Sn = 4rea Qn= érea Ri+ érca R+ érea R3 +..... + arca Rn-1 + érea Rn

64
- B S S @ g DY

=;,—(1’+2’+3’+ ...... +(n-1)! +n%)
+1)(2n+1
Como 12 +2? 43 +....+(n-1)} +n= E-gl——)é(—ﬂ——),tencmos:
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64 n(n+1)(2n+1) 64 2n’+3n’+n
n=-3y 5 y==( G )

128n° +192n’ +64n
n? -

én’

1280 192n’ 64n _ 64 32

L Lo 2,32

6n’ 6n* 6n* 3 n 3n?

Tenemos ahora una formula con la cual se obtiene el Area de cualquier regién Qn (el valor
de Sn).

Ejemplos:

1) si n =125, el 4rea de la region Quas formada por los 125 rectingulos que se construyen
es:

Gy $1,32, 32

B3 25 3028y
2) si n = 500, ¢l érea de la regién Qs formada por los 500 rectingulos que se construyen
es:
32 32

——— -
3 500 3(500)°
Esta formula puede considerarse como la regla de correspondencia de una funciodn.

Sso0 =

;Cual es ¢l 4rea de la region Q?

Efectivamente, es el valor al cual se aproxima infinitamente "Sn", al considerar que "n"
crece indefinidamente. Esto es, ¢l valor al que tiende Sn cuando n—> ¢,

;Como se obtiene este valor?

Efectivamente, por medio del siguiente limite:

Lim Sn
n—>w
64 32 32
Como Sn= —+—-+3—7 ,lenemos:
3 n 3n

et s Lm a2
drea Q= Lim Sn = Lim 3 T T 3

n—=>w n—-=> o

64
Sabemos ahora que el drea de la region Q es = u?

A este tipo de limite se le conoce como la integral y se representa con el simbolo I ,de
la siguiente forma:
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Como la regién Q est limitada por la grifica de la funcion y(x) = x?y el segmento sobre

el eje de las abscisas que va desde 0 hasta 4, la integral en este caso se queda establecida
representa de la siguiente manera:

fydxs 6 f) xPdx

Esta representacion se expresa de la siguiente forma: ** 1a integral de y(x) desde x = 0
hastax =4 " 6* la integral de x*desde x =0 hastax =4 ™.

Al establecer el segmento sobre el eje de las abscisas, las caras laterales que limitan a la
region son lineas perpendiculares a este eje que van desde el extremo del segmento hasta
la grafica de 1a funcién.

El simbolo de integral puede considerarse como la letra *§" alargada, la finalidad es
ayudarnos a recordar la suma de las areas de los tectangulos que $e conmstruyen para
determinar el drea de la region.

El simbolo “dx™ que involucramos tiene un sentido especial al profundizar en el estudio
de las integrales. Por ¢l momento, para utilizar una representacién igual a la de los libros,
escribiremos este simbolo y lo entenderemos como un elemento mas de la representacion.

Para generalizar una situacién como la antérior, consideremos una funcién cualquiera
“z(x)" y un segmento sobre el eje de las abscisas que va desde x =bhastax =c, siendo b
un nimero menor que c.

Para seguir el procedimiente en una forma visual, consideremos una grafica cualquiera

para “z(x)" y un segmento cualquiera sobre el eje de las abscisas para construir una
region que llamaremos Q.

Ay

19
/ . ¢

=

/C6mo se obtiene el drea de la region Q7.

Efectivamente, siguiendo un procedimiento similar al anterior.
Veamos como llevamos a cabo este procedimiento.

Cusl es Ia longitud del segmento que va desde x =b hastax =¢?.
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| i
| { {

0 b c
Efectivamente, la longitud de este segmento es “c — b
Ejemplo:

[.
k

0

~N—-—
oo+ ©

{Cuil es la longitud del segmento que va desde x =b hastax =c?.
Efectivamente, como b=2 y ¢ = 8 es claro que la longitud de este segmento es:
c-b=8-2=6

En primer lugar vamos a dividit el segmento sobre el eje de las abscisas que va desde X
=1 hasta x = ¢ en n partes iguales.

X, X, X, Ky erremsersmnens X X,

;Cuénto mide cada una de las partes y cudl es el valor en el eje de las abscisas para cada

uno de los puntos de division( Xy, X s Xz Xyeeemene XX, )2

. .. ¢-b
Efectivamente, cada una de las partes mide —

n
c-b ¢c-b c-b ¢-b
0O b — _ T e — ¢
n n n n

p—t t 1 } t |
0 x, X, X, Xy eenreracernnnnnes X X,

- Los puntos de divisién son los valores que a continuacién se especifican.

-b c-b c-b
X,=b, x,=b+°—n—, x,= b=, xy=bH3(E2), i ,

x 0= -1 °—;P-) x,=b+n(-(-:%) =c

Una vez que se divide el segmento en n partes iguales se consiruyen los rectingulos Ry,
Ry, Ry, e ,Rn-1y Rn, los cuales forman una regién que llamamos Qn.
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Ay

/
A
'
vt
P 1Ra
1 |
f}"/|;' ]
|R1|. (| |
1 ! 1 3
! »
a X %X Xpab

;Cual es €l area del rectingulo Rk”.

Efectivamente, €l drea de este rectingulo y de cualquier otro, se puede obtener con la
formula conocida " 4rea de un rectangulo = base por altura .

No olvidemos que Rk es cualquiera de los n rectingulos que forman la region Qn.

-b
La base del rectangulo Rx es %—

La altura del rectangulo Rx es la ordenada del punto Pk de la grafica de la funcidn z(x).
-b
Como la abscisa de este puntoes X, =b+ k(in—-), su ordenada, y por tanto la altura, es:

Altura Rk = z( %, ) = z( b+k(c—;13) )

Por lo que:

irea Rk = (base)(altura) = (5;—b- Hz(x,)) = (c—;l‘g)(Z( b+k(c—;1-b')) )

Tenemos ahora una férmula con la cual se puede obtener el area de cualquier rectdngulo
de la region Qn que se construyen al dividir el segmento sobre el eje de las abscisasenn
partes iguales.

Es claro que para obtener el valor real de Rx en cada caso, es necesario conocer la regla de

correspondencia de la funcion y los valores particulares de las literales que aparecen en la
formula anterior.
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Ejemplo.

La regla de correspondencia de una funcién es z(x) = x’. Si dividimos ¢l segmento que
va desde 1 hasta 2 en el eje de las abscisas en cuatro partes iguales y se construyen 4
rectangulos para formar la region Qs, ;Cudl es el area del tercer rectingulo (R3)?.

Y N

Como el segmento va desde 1 hasta 2, tenemos "b=1yc=2"
Como €l segmento se divide en 4 partes iguales, tenemos "n=4"
Como se quiere obtener el area de R3, tenemos "k =3"

Al sustituir estos valores en la formula y aplicar la regla de correspondencia de la funcién
tenemos:

2-1 1 2-1 1
drea Ra = (5 )(2(x,)) = 3 @ 13C7)) = S(043G))

! 3. v, 7.0 1.7 1,343, 343
=Z(z(l+z))=z(z(z))=.4_(z)3=Z(_E:‘_ =ﬁ

343,
Sabemos ahora que el drea del tercer rectangulo es = U~

Una vez que se obtiene el area del rectingulo Ry, se procede a encontrar ¢l drea de la
region Qn formada por los n rectangulos que se construyen.

;Cuil es el drea de la region Qn, la cual representamos con Sn?.

Efectivarnente, el area de esta region es la suma de las 4reas de los n rectangulos que la
forman, por lo que:
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Sn=4areaQn= dreaRt + dreaRy + 4rea R + ... +  dreaRn

-b - B .-
=(Cn_-)(z(x.))+(°nb)(z(x1))+(5n—b)(z(x,))+ ......... +(‘n-b)(z(x..))
c-b
(T 2x ) +a(x) +2lx) ¥ +z(x.))

Tenernos ahora la formula con la cual se obtiene ¢l drea de cualquier region Qn, formada
por los n rectangulos que se construyen en 1a forma que se ha venido haciendo.

Sélo nos falta obtener el area de Ia regién Q.
;Cuil es el 4rea de la regién Q7.
Efectivamente, el area de esta region es el valor al cual se aproxima infinitamente Sn al

considerar que n{nurnero de partes en que se divide el segmento) crece indefinidamente.
Por lo que, el area de la regién Q es el valor del siguiente limite:

Lim Sn
==

Como Sn= (%E)( 2(X, )+ 2(x ) F 20} + s +z(x,) ), tenemos:

reaQ= Lim" Sn = Lim (°—;3)( 2,) 4 20¢,) + 2(X3) F e F 2X,) )

n—> o n—->w

A este tipo de limite con el cual se obtiene el area de la regidn Q, se le conoce como "la
integral de la funcion z(x) desde x = b hasta x =c" y se representa ]; z(x) dx, Por lo
que:

[ z(x)dx = Lim (E—;;E)( 2(x,) ¥ Z(X, ) T 20, ) F e +2(x,))

Nn—> o2
Sabemos ahora que la integral representa el drea de una regién.

If, z(x) dx representa el drea de la region Q comprendida por la grafica de la funcién
2(x), el eje de las abscisas y las rectas perpendiculares a este eje en bye

Ejemplo.
Hallar el valor de la siguiente integral.
2 ox? dx

iCual es ¢l valor de esta integral?.
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Efectivamente, es el area de la region comprendida por la grifica de ia funcidn
y(x) =x’y el eje de las abscisas desde 1 hasta 3, 1a cual a continuacién se sefiala con R.

A

(Cémo se obtiene el valor de esta integral?.

Efectivamente, encontrando el valor del siguiente limite:

Lim (c—;]—ll)( z(x, )+ Z(X, }F 2(X,) * s +z2{x,)} }
n->w

Recordemos que para un caso en particular se debe identificar los valores de las literales,
considerando el significado de cada una .

: Cuales son los valores de "b" "¢ para este caso?.
I3

Efectivamente, como ¢l segmento sobre el cje de las abscisas que limita a la grifica va
desde | hasta 3, los valores de estas literales son b =1y ¢ = 3, por lo que:

ed 31,

n n

= e

Sabemos que al dividir un scgmento del eje de las abscisas en "n" partes iguales, los
valores de los puntos de division se obtienen:

-b
X, = b+k(£;—) parak =123, ....... , T

Como en este caso el segmento va desde 1 hasta 3 tenemos:

El valor de la funcién z{x) = x? para estos valores representan las alwras de los
rectangulos que se construyen, por lo que:
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2 2
2x) =21+ 1= (1413 = 1+ 200N + 0= e

2 2. b 1 N
Hx,)= Z(HZ(;)) =(1 +2(? )y =17 +2(1)(2(%))+(2(%))-= 1+2(%)+2-(%)

2 2 . 2 2 )
sy = 143N =13 = 2+ 206N+ BN = 1431 T3

2 2
2(x,) =21 +n()) =(1+n(D) = I s200 ey = 1 +n )

(Cudl es ¢! valor de (c_;l_b)( Z(x,) + 2(X,) +2(X,) F o +2(x,) )

Efectivamente, al realizar esta suma en forma vertical nos damos cuenta que:

(S;‘_b)(Z(xl)+z(xl)+z(x3)+ .......... +z(xn)) =-.( % )(] Fl41+ o +1 +

4. 4 4 4 4 4 ., 4 4
1(;)+2(;)+3(;)+ e FA(Z) F 11(;,—)+2=(;;)+3-(-n—1)+ ....... +n=(;,—))

_ 2, 4 mnn+) 4 n(n+1)(2n+1)
- n(“"'n( 2 )+nz( 6 ))
2 4 n* n. 4 n 0o n
- Qe TG

2 2

]
=3 +4+—+—+—+—7
2+4 3 6n’
26 8 8
= —+=t—7
3 n 6n

Se puede ahora establecer que:

137




-b
Lim (c—n—)( Z(x )+ Z(X, )+ 2(x,) e +z(x,) )= Lim x,3, 8.5

n-—->co n—> o0
Sabemos ahora que ¢l valor de la integral es:

5 26
I,’ x- dx=-3—

(Cual es el drea de la region R séfalada anteriormente?.

. 2 26 . 26,
Efectivamente, como If x'dx= 3 el drea de esta regidn es 3 U-.

La Integral de una funcién, al igual que la derivada, tiene un mundo muy amplio de
aplicaciones cuandc nos involucramos en aspectos de la Ingenieria, fisica, quimica
etcétera.

Algunos ejemplos de problemas cuya solucién se puede obtener por medio de la integral
de una funcion son:

— Un automévil lleva una velocidad de 150 kilometros por hora y frena a razén de 8
metros por segundo en cada segundo. Cuél es el espacio que recorre antes de detenerse.

— Un recipiente de forma semicircular de 2 metros de radio esta lleno de un liquido de
peso especifico 900 kilopondios por metro ciibico. Cudl es 1a fuerza que se ejerce al fondo
del recipiente.

— Se va a elevar un cohete de 8 toneladas métricas de peso hasta una altura de 200

kilometros sobre la superficie de la tierra. Cuél es el trabajo que se tiene que realizar
contra la fuerza de gravedad.
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CONCLUSIONES

El Calculo Diferencial ¢ Integral tiene su desarrollo forma! a partir de los conceptos
conocidos con el nombre de "Derivada e Integral”.

A lo largo det trabajo se han presentado estos conceptos y los elementos necesarios para
adquirir una base sustentada que permita tener una mejor oportunidad para comprender
un curso de Calculo Diferencial ¢ Integral.

Son el resultado de un proceso que se establece para obtener la pendiente de las rectas
tangentes a las graficas de funciones y el area de la regién que se generara con la grafica,
el eje de las abscisas y dos rectas perpendiculares a este ¢je.

El proceso cuya base estd sustentada con una idea natural de aproximacidn, s¢ presenta al
inicio de este trabajo como una nueva alternativa para encontrar pendientes de rectas
tangentes.

Antes de poner ¢l punto final, cabe destacar lo siguiente:

Cuando escuchamos decir "los avances de la tecnologia", entendemos claramente el
sentido que tiene la expresién al relacionarlo con la medicina, 1a quimica, la construccidn,
eicétera. Es inagotable todo aquello con lo que se puede ejemplificar este hecho, para
ello, sélo hay que voltear para ver el pasado y mirar el presente: Antes una sumadora,
después una calculadora, ahora una computadora.

Los avances en la tecnologia se logran dia a dia acompafiados con el estudio de
conocimientos para obtener nuevas técnicas que permitan mejorar lo que s¢ tiene y en
otros casos obtener lo que no se tiene.

El Calculo Diferencial € Integral no es la excepcion, los avances que ha tenido nos
permite obtener la derivada y la integral de una funcién en una forma mucho mas simple
que la establecida en los capitulos anteriores.

Lo interesante del Célculo Diferencial € Integral no es propiamente saber obtener la
derivada y la integral de una funcién, es un requisito para introducirse ¢n ese mundo tan
amplio y maravilloso en el cual se aplican estos conceptos para dar solucién a
necesidades en una realidad como la nuestra.

Por esta razon, una persona interesada en las aplicaciones debe aprender técnicas para
obtener mediante un proceso simple la derivada y la integral de funciones. Estas no se
presentan en este trabajo pero s¢ encuentran en cualquier libro de Calculo Diferencial ¢
Integral.
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