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Introducciéon

Entre los seis manuscritos que el Dr. Roberto Vizquez Garcia escribiera durante los ocho
meses en que la enfermedad que nos lo arrebatd lo tuvo confinado en su casa, hay uno
Litulado “Categorias Concretas Topoldgicas” [manuscrito CCT]. Se trata de un ensayo donde
¢l Dr.Védzquez abordé ¢l estudio de la reflexividad y la correflexividad ¢n las calegorias
concretas topolégicas. Afios alrds, en 1978, bajo la direeeién de Roberto Vazques, Gracela
Salicrup llevé a cabo un estudio parecido: el de la cpirreflexividad y la conexidad en las
calegorias concretas lopoldgicas. A lo largo de 1990 Don Roberto dicté un par de serminarios
en los que, acaso sin proponérselo, proporciond las herramientas necesarias para que su obra,
y la de la Dra. Salicrup, pudiesen ser abordadas. Con base en el trabajo de ella y en las
notas de esos cursos, se ha preparado una introduccién al estudio del manuscrito CCT.* La
primera parte de esa introduceidn consta de cinco capitulos. Son los capitulos que conforman
¢l presente trabajo.

En ¢l primero se definen los conceptos de categoria y categoria concreta y se dan ¢jemplos
de ambos conceptos. En el segundo se presenta el concepto de funtor y con base en él se cons-
truye la idea de concrecidn. Esta idea permite evidencir: que son concretas (concrelables)
categorias que con micha frecuencia se suelen presentiar como ejemplos tipicos de calegorias
que no son concretas; de hecho, no es facil demostrar la no concretabilidad de categorias
efectivamente no concretas. En el capitulo 2 de su tesis doctoral, Gracicla Salicrup dejd
enunciado un ejemplo de una categoria que no es concretable; en este trabajo tal enunciado
aparece transcrito al final del segundo capitulo, donde se demuestra que sc trata efestiva-
mente de un ejemplo “artificial” de una categoria no concretable. En los capitulos tercero y
cuarto se desarralla todo el respaldo Ledrico que permitird, a lo largo del capitulo quinto, un
estudio preliminar de las catcgorias concretas topoldgicas: [En el tercero sc generaliza la idea
de estructura topolégica débil y fuertc de manera que tenga sentido en cualquier categoria
concreta; también los conceptos topolégicos de inmersién y de cociente cobran generalidad
en estas categorias, lo cual se lieva a cabo en el capitulo cuarto.

El trabajo ha sido confeccionado siguiendo ¢l patrén que ofrece la compilacién de notas
de clase ya citada y ha sido redactado de modo que puedan acercarse a ¢l alumnos de la
licenciatura en matcméticas con conocimientos generales de dlgebra moderna y Lopologia; es
una propuesta para un serninario de dlgebra o de topologia o para un curso introductlorio a la
teoria de categorfas. En cada capitulo se dan numerosos ¢jemnplos de los conceptos expuestos
y, para mejor conservar el sello personal gne ¢l Dr.Vazquez imprimia en sus cursos, hemos
intercalado ejercicios a lo largo del texto a fin de resaltar un detalle que & patlir de cierta

1 L,as notas de los seminarios referidos se encuentran publicadas bajo el titulo de “Reflexividad, Correfle-
xividad y Teoria de las Estructuras Matemdticas” en http://wwwred-mat.unam.mx;’
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época fue caracteristico cn la cdtedra del doctor: Desde cierta ¢poca, fue su costumbre la
de dictar ¢jercicios entre una u otra clase que a la cuenta de diez, anunciaban la inminencia
del examen parcial correspondiente al material abarcado por el cucstionario que los diex
cjercicios conformaban. Bn las nolas tomadas en clase estos vjercicios quedaban dispersos.
Una ves dictados, el profesor solia referirse & muchos de ellos para desprender resultados de
sus exposiciones posteriores; solia, incluso, llegar a remitirnes a enunciados de problemas
dictados mucho tiempo atrds: “..Por el inciso (a) del ejercicio § de lu segunda Lande de
cjercicios del semestre pasado, tenemos...” cran frases que Vizquez pronunciaba impasible
ante el grupo; con ello, tanto o mds asombrados queddbamos cuanto que jamds vimos al
doctor portando nota alguna ni ningtin solo papel a la hora de impartirnos la clase. Con
frecuencia sélo llevaba un tarro de café. or esto es que a lo largo del desarrollo del presente
trabajo se hallan dispersos muchos cjercicios, y muchas de las consecuencias Ledricas de
resultados ulteriores dependen de cjercicios anteriores.

Se pensard que esta manera de introducir ejercicios en un texto es inoportuna y estd
fuera de lugar, por eso hemos querido advertir al lector las causas que movicron a cllo,

Los ejercicios se distribuyen libremente entre todo lo expuesto y la nomenclabura que
permite ubicarlos, en nada depende de la introducida para los capitulos del rabajo.

El grado de dificultad en los cjercicios no suele ser alto; alguna vez explicé Don Roberto
que ¢l no proponia la realizacidn de un ejercicio por su grado de dificultad sino por la facilidad
que otorgara en la comprencion de la teorfa axpuesta; y solia ocurrir como se imenciond anles,
que el desarrollo del curso llegaba a depender muchas veces del resultado de un gjercicio. Lo
mismo acontece en este trabajo.

De la nomenclatura para los capitulos habria que decir algo: s abigarrada y compleja
{annque sigue cicrla logica). Ocurre que quisimos conservar la nomenciatura que emples ¢l
doctor en la confeccién del manuscrito CCT; ahi, este vocabulario de referencias para las
partes del articulo ni es engorroso ni confuso sino elegante y de buen gusto. Hubiéramos
querido, por cjemplo, que cada resultado del manuscrito llevase cn este trabajo el misui
signo de referencia que tiene en aquél. Pero a medida que avanzabamos explicando su con-
tenido, multitud de resultados intermedios que tuvimos que intercalar entre unos y olros dei
manuscrito para hacerlos comprensibles, pronto dieron al traste con nuestra empresa y vimos
a las claras lo poco conveniente que cra heredar esa nomenclatura. Pese a ello insistimas en
mantenerla como algo provisional cn tanto adquiria forma el documento, pensando ¢n que
después idearfamos otra que fuese la adecuada; y no supimos ver a qué hora esta nomen-
clatura heredada empess a ser parte inherente del texto y hasta tal punto que cuando nos
dimos cuenta ya nos era muy dificil desasirnos de clla sin desbaratarlo todo y comenzar de
nuevo. Por eso tuvimos que mantenerla hasta el final.



Capitulo 1

Categorias y Categorias Concretas

K.0.0 Siempre que en malematicas se habla de una categorin N se encuentran en contexto,
implicitos o explicitos, tres tipos de datos:

(1) El que se refierc a una clase |%] dc entidades A, B, C, ... que constiluye la clase de
N-objetos u objetos de R

(-} El que para todo par de t-objetos A, B define un conjunte R {4, B) denominado
conjunto de R-morfismos de A a B.

(1) Una ley de composicién que para cualesquicra tres R-objetos A, B,C permita
determinar univocamente un R-morfismo gf en R{A,C) siempre que sean dados dos -
morfismos: f € R(A, B)y g€ R{B,C}.

Estos datos y las nociones en ellos involucradas se sujelan a los siguientes axiomas:
1. Tos conjuntos R (A, By) y R (A,, By) son ajenos excepto cuando A=Ay y By =By
2. Para f € R(A, B), g € R(B,C), h € R(C, D) cualesquiera se tiene h {gf) = (ha) |-

3. Para cada R-objeto A hay un R-morfismo 1, € R (A4, A) tal que para cualesquiera
R-morfismos [ € R (A, B) y g € R(C, A) satisface: fla=/fy lag=g.

K.0.1 Nota: En adelante, para indicar que A es un R-objcto haremos abuso de notacién
escribiendo A € R en vez de A € [R].

K.0.2 Ejemplos.

K.0.2.1 Sea Set la coleccidn que consta de lo siguiente:

(i) Una clase |Get| que es la clase de todos los conjuntos.

(i4) Para cualesquiera conjuntos XyY,

Get(X,Y)=Y"

{el conjunto de funciones de XenY)!

! Acaso convenga, aungue s8lo sea como nota a pie de pégina, explicitar la idea de funcidn que tendremnos
en mente siempre que en lo sucesivo hagamos uso de este concepto:

Def. Una funclén es una terna (4, B, f) en la que Ay B son conjuntos tales que B # Bsi A # 0. 5
A # 0, entonces f es uns relacién f € A x B que pone en correspondencia un elementa de B, y solamente
uno, con cada elemento de A. Si A =0 y B arbitrario, entonces f es la relacién vacia @ C 8 x B. A la terna
{4, B, f} la denotaremos como f:A—B
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(#ii) Lntonces gueda determinada una vinica h € Set (X, Z) dadas enalesquiern [ €
Set(X,Y) y g € Get (Y, %) haciendo h = go f, o sca, crupleando como ley de composicion
la. composicién ordinaria entre [unciones.

Veamos que también se verifican los axiomas apuntados arriba

1. 5

Get (X], Y|) NGSet (.-\’2, Yg) % ¢

entonces exisien

N EGEt(Xl,Yl) b ﬁgEG(‘l(Xg:Yz)

que son iguales. Por definicidn, dos funciones son iguales si, y sélo si, tienen el mismo
dominio, ¢l mismo codominio y la misma regla de correspondencia. Por lo tanto, X| = X,
i Yl = Y-z.

2. La compaosicién usual entre funciones es asociativa; o sea que para cualesquicra Get-
morlisinos

fEeGet (W, X}, g€ Get(X,Y) he Get(V, 7)
se liene
ho(gof)=(hog)of

3. La funcion identidad en un conjunto X es un Set-morfismo
Ix € Gel()(,)(}

quc para cualesquiera
fEGet(X,Y) y g€6&et{W X)
satisface
felx=[ y lxog=y

Tin vista de esto nos refleriremos con frecuencia a la categeria de conjuntos ¥ funcio-

nes Set.
I

K.0.2.1.1 Nota: En adelante omitiremos ¢i simbolo o en la composicidon de funciones
salve que lo Juzguemos necesario.

K.0.2.2 Mediante Get!™'} denotaremos a la coleceion que se forma de lo que sigue:

(i} La clasc l(‘:;”et{ﬂ’” consta de ternas (Xo, ¢, X)) en las que Xp v X, son conjuntos y
w: Xg — X es una funcién que translorma a Xy en X,

(ii) Los conjuntos

Set!™ ({Xo, 0, X)), (Yo, 9. ¥1))

({5 %). (x4 3))

que hacen conmular el diagrama

constan de parejas

% Py
@ | Ly
X, i Y,
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(tii) Scan
X= (X(),(,O,Xl) 1 Y = (Y31¢1Y|) 1 Z = (Z(h X Zl)

y definamos para
(Jo. 1) € Set® (X, Yy vy {wm)E Geti (Y, Z)
la composicién por componentes, i.e.

{go,91) (fo, 1) = {gofo, 1 f1)

Asi, del diagrama

% P ow * o
wl O wl © xl
X, {i Y, "_" Z
pasamos a
X, gofo Zy
el ) x 1
X, ah 7

que es conmutativo a consecuencia de la conmutatividad del anterior.
Entonces se verifican los axiomas que definen a una categoria:
15
Set® (X, ¥) NGt (X, 77) # 0

entonces existen

(fo, f1} € Set®H (X, Y) ¥ (f5, f1) € Set®H (X' Y")

que son iguales; ie. fo=foy fi=/iyen consecuencia los dominios y codominios de estas
parejas son respectivamente iguales, te. X=X'yY = Y'.
2. 8

o 1) € Set® (W, X)), (go,91) € Set®™H(X,Y), (ho ) € set™ (v,2)
entonces, de acuerdo con la definicién,
(ho, 1) (90, 91) (o, f1) = (Rogofo, agn f1)
que es asociativo por componentes, lo cual se refleja en que al diagrama
e P oxe P v M oz
wi O ¢l g)' 61 O xl
1 1

}
W, X, v, 'z

—
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podernos hacerle conmutar en sus dos primeros tercios con et toreero o bien en los dos riltimos
con ¢l primnero, obteniendo en ambos casos el mismo resuttado,

q 1] .

3. Finalmente, para cada X € Get!™!t encemos el diagrama

1
Xo X
el 10 vl
X X

oseaque {ly,, lx,) = lx. _
Los objetos cn esta categorfa pueden pensarse como conjuntos que se han visto transfor-
mados a lo largo del tiempo. Antes (digamos, al ticmpo cero) el conjunto X cra Xy lucgo, al
tiempo uno, X vino a ser X,. Con esta Sptica un morlismo entre dos objotas X y ¥V oy una
funcién f que antes era fy ¥ lucgo se convirtié en fi. Debido a csta interpretacién habiaremos

de St come de la categoria de conjuntos variables y funciones variables.
(1
Para ¢l siguiente ejemplo recordemos el concepto de homolopia entre lunciones continuas.

Def. Sean, X y Y dos espacios topoldgicos arbitrarios v fi, fo : X — ¥ dos funciones
continuas cualesquiera. Una homotopia de fi a f; s una funcién continua

H:Xx[hL] -V
tal que para toda z € X
H(w0=fi(s) v Hml)=/()

Iin tal caso se dice que f; es homotopica a fs v se escribe

ficefo o H:ifizfy, o fi&},

Se sabe que = es una relacidn de equivalencia entre funciones continuas de X a Y. Dada
cualgquier f : X — Y conlinua, sea

[f} = {h €Y~ . hes conlinua v homotdpica a f}

K.0.2.3 Mediante [{Top denotaremos a la coleccién formada por lo que sigue:
{2} | HTop} es la clase de todos los espacios topolégicos.
(i) Para cualesquiera espacios topoldgicos X y ¥,

HTop (X, Y)={lf]: feY¥ cs continua }
(i) Si
[Nl € HTop (X,Y) v [f] € HTop (Y, Z)
cntonces
[f2] o [fi] = [/ /1]

Antes de scguir adelante vamos a cornprobar que esta ley de composicidn no depende de
la eleccidn de los represententes en las clases [fi] ¥ [f2).
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Sean hy € [fi] ¥ k2 € [f2]; hay que probar que [f2/1] = [A2hul, es decir, que existe
H:Xx[01l—-2Z
continua y tal que fif; 4 hohy. Por hipdtesis

Hiehy y faeh

0 sea que cxisten

Hy: X x[01] =Y y Hy:Yx[01]—2
continuas y tales que para cualesquiera s€ X yy €Y
Hi(2,0)= fi(z), Hi(z, ) =h(z) v H:(y0) =L@, hiyl)=l)
Sea
H :X x[0,1] =Y x{0,1]
dada por
H‘ (I:t) = (Hl (:L', t) 1t)
H' es continua porque son continuas sus funciones componentes. Por lo tanto, es continua
la. funcién

H:Xx[01] -2

definida como H = H,H'; y tenemos:

H(2,0) = Hy(H (z,0)) = Hy (Hi (2,0),0) = Hz (/1 (2),0) = [2 (/1 (z)) = fo/1 (=)
H(z.1) = Hy(H'(z,1)) = Hy(H(z,1),1) = Hy (i (z),1) = Do (h (x)) = haohy (x)
o sea que faf & hghy. Por lo tanto, [fafi] = [hahi], como se queria demostrar.

Ahora veremos que se satisfacen los axiomas que definen una categoria.

1. Si tenemos
{f) € HZop (X,, Y1) N HTop (X3, Y?)

entonces
FeYy] y fev)™

porloque X} = Xz y Y, =Y
2. Sean

[e] € HTop (W, X) [fle HTop(X,Y) [g] € HTop (Y. Z)
Se tiene:
gl (Lf] o lel) = lglo [fe] = lg (fe)] = (g )e] = [9f] o [e] = (g o [/}) o [e]

3. Si X es un espacio topolagico, sabemos que 1x : X — X es una funci6n continug; por
lo tanto, [1x] € HTop (X, X). Ademds, si [e] € HTop (W, X}y [f] € HTop(X,Y), entonces

[ix]oled =[1xel =le] vy [flellx]={1x]=1/]
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/1%op cs la categoria de espacios topoldgicos y clases de homotopia.

. . - [<]

Definicién.  Sc dice que nna categoria es pequeiia si su clase de objetos os un
conjunto.

Los dos ejemplas que siguen son cldsicos ejemplos de categorias peguetias.,

K.0.24 Sca X un conjunio precrdenado, es decir, wn conjunto en ¢l que cstd definida
una relacidn binaria, <, que es reflexiva y transitiva. Ahora considercnos la coleccion € gque
consta de o siguicate:

{7) Una clase de objetos que son los clementos de X e )] — X,

(i) Para cada par a,b € X un conjunto € (a,d) definido por

& siadb
C(a,b) =
{{e,0}} sta<b

(id) Si
(e, by eClab) y (heyel(be)
entonces podemos definir
{he)e e b) = {(a,0)
gracias a la transitividad de <.
Veamos que sc satisfacen los axiomas que definen a una categoria,
L. Si
Cle,b)ynC(a' V)£
entonces ningiin intersectando os vacio y {a, b) es clemen o deambos. Como ol inico elemento
de C(&' V) es (', &), entonces a =a” y b= 1.
2. 8i
{a,b) £ C(a,b), (be) €C(bc), {e,d) CCc,d)
entonces, aplicando transitividad tencmos
{c.dy o [(h,e) o {a.bY) = (c,d)o (a,c} = {a,d) = {b,d) o {a,0) = [{e.d) o {b,¢}] o {a. b}
3. Debido a la reflexividad de < tenemos que para toda b € X
(b, by € C(b,0)
Ademds, si
{n, 0y eC(a,h) y (b,a)eC(b )

enioncees
{0, by o (a,b) = {a,b) y (be)o{b b= {bc)
o sca que (b, &) = 1. ,
K.0.25 Sea G Lml {_rfx'upo arbitrario: entonces (7 es una terna (X, e) en la que X es un
conjunto distinto del vacio. -+ X X X — X c¢s una operacion binaria que s asociativa y ¢
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¢s un clemento de X tal que e-x =1z = x- ¢, ¥z € X. Ademds, para cada clemento x de X
existe su elemento inverso, es decir un z7' € X tal que

Mediante G podemos definir una categoria Cg como sigue:

() La clase de objetos de Ce es un conjunto con un solo clemento que llamaremos (0
[Cct = {0}

(it} Cc (0,0) = X

{iii) Para cualesquiera dos morfistos en Cg, T, T2 € X, definimos la composicion corno
Lyo Xy =1 Ty

Entonces se satisfacen los axiomas que definen categoria.
1. Es trivial.
2. Como - s una operacién asocialiva tenemos

:c;,o(:x:zo:r:l)=(2:1-:r:2)‘:c3=$1-(3:2-:53)u—-(zgozg)ozzl
3. Para el morfismo O < O tenemos
roe=g LI=L=X-C=€O0Z

oscaquee=lg.

Es de notar que, a diferencia del primer ejemplo, ¢r los cuatro iltimos hubo que es-
pecificar la ley de composicion que regfa cntre morfismos, mientras que en aquél omitimos
tal especificacién debido, desde luego, & la familiaridad que tenemos con la ley de compo-
sicién usual entre funciones. Haremos general esta omisién siempre que al describir una
categoria los morfismos en ella sean cierta clase de funciones cuya ley de composicidn sea la
composicién ordinaria. Tal es el caso con las categorias concrelas.

K.0.3 En una categorfa concreta K la clase de objetos consta de conjuntos dotados de al-
guna estructura; por cllo hay que referirse previamente a un tipo de estructura (determinado
en cada caso especifico) que a su vez permita referirnos a una clase K [X] de K -estructuras,
para todo conjunto X. En cuantoa los morfismos, son funciones entre conjuntos (estructurn-
dos) que preservan la estructura; su ley de composicién, como ya dijimos, es la composicién
entre funciones.

En limpio: Para hablar de una categoria concreta K deben tenerse en contexto tres tipos
de datos:

(i) El de una estructura que permita la referencia a una clase K |X] de K-estructuras
para cada conjunto X.

(i) Una coleccidn de conjuntos estructurados que es la clase [K| de objetos de K.

(i) La nocién de funcidn que preserva la estructure que permita definir al conjunto de
K-morfismos entre dos K-objetos cualesquiera.

K.0.4 Algunos ejemplos aclarardn esta idea.

K.0.4.1 La categoria Top de espacios topoldgicos y funciones continues ¢s nUEStTo primer
ejemplo de categoria concreta.
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(i} Ln Top la nocidn de estructure Lopoldgica nos permite referir a cada conjunto X una
clase Top [X] de Top-estructuras que son precisamente las topologias de¢ X .

(ii) Los Top-objetos, en consecuencia, son parcjas (X,r)en las que X € Get y 7 €
Top {X], cs decir, son los espacios topolégicos.

(i11) Las [unciones que preservan la cstructura topolégica son las lunciones continuas; por
lo tanto, para cualesquiera Top-objctos A = (X,7) y B = (¥, ) tenemos que

Top (A, B) = {f € Get (X,Y): f es continua}

Notemos de pasada que los Top-morfismos satisfacen el siguiente par de propicdadaes:
(my) Para cualesquiera Top-objetos A, B, C si

Fe€Top{A,B) y geTop(B,C)
entonces
9f € Top (A, C)

ya que en lal caso gf es una funcién continua de A en C.
(m,) Para cada Top-objeto A = (X, 7), la funcién

Ix: (X, 7) = (X,7)

es un Top-morfismo y coincide con 14.

K.0.4.2 Mediante B-DM0d se denota a la categorfu de mddulos sobre un anillo R y homo-
morfismos modulares.

(i) Para X € Get la estructura modular sobre R permite la referencia a una clase fi-
TRod [X] cuyos miembros son parcjas del tipo {(+,-), donde

+:AXxX =X y - ABxX v X

so1 operaciones sujetas a log consabidos axiomas para mddulos.

(i) Por consiguiente, los (R-9000)-objetos o R-médulos son parejas (X, (++,-}) en las que
X € Gety (+,) € R-Mod [X].

(iii) Entre dos R-modulos A= (X, (+x, x)) y B = (Y, (4+y,v)) una funcién f: X — ¥
que preserve la estructura debe ser tal que

flaitx @) = flz)+y [(20), V2,30 € X
Jlrxz) = ryvflz),VzeX,reR

Tales funciones son los R-homomorfismos entre R-médulos. Por lo tanto,
R—Mov (A, B) = {f € Get(X,Y): f es un R-homomorfismo}

Iis de obscrvar que también en este ejemplo se verifican las propicdades (m;) y {(my)
anteriores:
(m;) Para cualesquiera A, B,C € R — 9Mod tenemos que

fER—TMod(A,B) yge R~Mod(B,C) = gf € R— Mod (A,C)



CAPITULO 1. CATEGORIAS Y CATEGORIAS CONCRETAS 13

(mq) Para cualguier R-médulo A = (X, (+.-))
1.4 = 1X : (X,(-l—,)) - (X)("I':))

Nota: Para indicar que en una categoria concreta K la funcidn f:X =Y esun K-
morfismo de (X, £) en (Y,n) escribiremos (f,(£,7)). En caso de no prestarse a equivocos
el saber de qué K-estructuras estdn revestidos X y Y para que f sea un K-morfismo,
omitiremos la notacién (f, (€,1)) y €l K-morfismo se denolard simplemente por I

Esto ha de aclarer suficientemente la idea de categoria concreta que venimos comentando
y permitir la cabal comprensién de la definicién formal de este concepto que es como sigue.

K.0.5 Definicién. Una categorfa concreta K es una coleceidn que consta de:

(i) Clases K [X], para todo X € Get, cuyos miembros se denominan K-estructuras del
conjunto X.

(i) Objetos que son parcjas A = (X,£) en las que X € Get es ¢l conjunto subyacente
de Ay £ € K[X] es la K-estructura que reviste a X.

(ii1) Conjuntos de morfismos del tipo

K(A,B) C8et(X,Y)x {{£,)}

que para cualesquicra K-objetos A = (X,§), B = (Y, n), C = (Z,() satisfacen las condicio-
nes:

(my) (£,€,m) € K(A,B) y (9.(n,C) € K(B,C) = (9/.(£,0)) € K(A,C)

(ma) (1x,(£,€)) € K (A, A) y coincide con 14.

Si {f,(€,n)) € K(A, B), entonces f € Get (X,Y) es la funcién subyacente del K-
morfismo (f, (£,7)).

K.0.6 Observaciones. (a) Es facil ver que la definicién anterior imnplica que una categoria
concreta es, ante todo, una categoria.

(b) La clase de K-estructuras de X puede ser vacia. V.gr.: si en el ejemplo anterior to-
mamos R = R entonces la categorfa Wecg de espacios vectoriales sobre R y transformaciones
lineales queda comprendida por la categoria R-TMod correspondiente; y si X ¢s un conjunto
finito y tiene mds de un elemento, entonces “le queda grande” la estructura de R-espucio
vectorial y no puede revestirse con ella, i.e. Tecg [X]=@,si1<#(X)<oo
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Capitulo 2

Funtores y Concreciones

K.1.0 La idea de morfismo entre objetos de una categoria pucde hacerse extensiva a “mor-
fismos entre categorias” mediante la introduccién del concepto de funtor cuyo rol en el
desarrollo de la teoria de categorias ha sido fundamental.

La idea de funtor F : & — R de una categoria & en una categoria 3t permite la doble
asociacién de S-objetos con R-objetos, por una parte, y de S-morfismos con N-morfismos,
por otra, a condicién de que tales correspondencias preserven, por asi decirlo, la estructura
categdrica; como ésta viene dada en la definicién misma de categoria mediante la exigencia
de una ley de composicién de morfismos y la existencia de los morfismos idénticos, entonces
un funtor debe preservar ambas nociones. Como en nuestro trabajo haremos uso [recuente
de esta idea convicne contar con su definicién precisa que es la que sigue:

K.1.1 Definiciones. (a) Un funtor

F: -2

es una regla de correspondencia que asocia
(i) a cada S-objeto A un R-objeto FA
(i1} a cada S-morfismo f € ¥(A, B) un R-morfismo Ff € R (FA,FB)
[sta regla:
la] preserva composiciones, i.c.

(Fg)(Ff)=F(gf): FA—FC

para cualesquiera morfismos f € § (4, B), g € $(8,C);
(6] preserva morfismos idénticos, t.e.

F].A:].F'A,VAE%
(b) De acuerdo con (i), el funtor £ induce funciones
Fiap:S(4,B) - R(FA FB)

dados cualesquiera S-objetos A y B. Diremos que:
1. F es un funtor fiel cuando toda funcién Fia g) es inyectiva,
9. F es un funtor pleno si toda funcién Fia gy es suprayectiva.
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K.1.2 Fjemplo. Si I es una categoria concreta, definimos

U: K- Get
por
U(X,£) = X, para todo K-objeto (X,£)
Y
U (f.(&,n) = f, para todo K-morfismo (f, (£,7))
Entonces:

[a] Si{f,(& ) ¥ (g.(nC}} son K-morfismos,
Wi, (AN =9f =U(9f,(6.6))

Le. U preserva composicioncs.
(6]
Ulx, (€,6) = 1x = luixe

i.e. I/ preserva morfismos idénticos.
U es fiel porque la funcisn
Ung t KA, B) — Gel (X, Y)
es inyectiva para cualesquiera A= (X, &), B = (Y,n) € K, pues si
U (L) — Uiamg. (§on))

entonees [ = g, de modo que ademds du tenor el mismo dominio A y el mismo codominio
A, los morfismos (f, (£,7)} v {g,{£,%)) también tienen la misma regla de correspondencia,
cs decir, son iguales. Hablaremos de U como del funtor que olvida,

Ya dijimas que los funtores son esencialmente morlismos cntre caregorfas s natural
entonces que nos preguntemos por sus identidades y por su ley de composicion.

K.1.3 Definiciones: 1. Si R es una categoris, cntonces el funtor identidad cn 3t

p:N—MN
se define como
lgA=ANVAER y lgf=[ VY eR(A B}

2. 8
F:9-R y G:R-p

son funtores arbitrarios, entonces definimos el funtor composicion

como

(CRYA=G(FA)YAES y (GF)f=G(FJ) V[ €S(A, B)
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K.1.4 Observaciones: (1) Si cn (2) hacemos G =3y " = Ly, tendremos
(Cle) A=C(lpd) =CGA y (Gig)/=Caf)=CS
y si en lugar de osto hacemos p = Ry G = lg, entonces
(laFYA=1p(F'A)=FA y (lnFY f=1p(Ff}=1]

O sca que ¢l funtor identidad se comporta ¢ celivamente corno un morlismo idéntico.

() Se cspera, desde lucgo, que ¢l funtor composicién GF preserve cornposiciones de
morfismos v morfismos idénticos, cosa que en elcelo acontece:

la) Si f € (A, B)yg€eS(B,C)son morfismos arbitrarios:

(GF) | (CP) f] = GF G (FN = CUFg) (PN = G (w))] = CF (gf)
[o] Y si A € ¥, entonces
(GFY1a =G (F14) = Glpa = lepn = Lieirya

Primer cuestionario de ejercicios. [jercicio ¢y 1. Sean P0G Ropllip— L
categorias y untores arbitrarios. Probar que:

a) GF ¢s fict si son ficles Fy G

b) GI es pleno si Iy G son plenos.

K.1.5 Definicién. Un funter F .S — s un isomorfismo de categorias 51 exisle un
funtor (inverso) 7' : R — & tal que

FVF=1q y I'F'=lg

En tal caso se dice que las categorias & y It son isomorfas. Para indicar que § y 3 son
,

~

categorias isomorfas escribirernos & = N; y emplearemos las notaciones .Sy S=h
para explicitar a F' como isomorfismo entre ambas.

Ejercicio 1, 2. (a) Demuestre que un funtor I es un tsomorfisimo si, y solo i, es ficl, es
pleno y la correspondencia

£ — |7

inducida por I es biyectiva.

(b) Demuestre que = es una relacién de equivalencia entre categorias.

(c) H(GF)= (HC)F

K.1.6 Definicién. Una categoria I es concretable si existe un wsormorfismao o M — K.
con K concreta.

K.1.7 Proposicién. Una categoria I{ es concretable si, y solo si, existe un funsor ficl

F i — Set

Demostracion. (=) Supongamos que existe un isomorfismo (7 : I — I, con K conereta
y apliguemos a &sta cl funtor que olvida, U : K — Get. Sabemos gue tanto G como U son
[untores feles; cntonces, por (a) del gjercicio 1, también F = UG es el
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{<=) Rectprocamente, si existe un funtor fiel I :[f — Sel y llamamos K a la coleccion
que consta de:
" (?) Clases K [X], para cada X en Get, definidas por

K[X|={Ael:FA= X}
(ii) La clase |K| definida por
[Kl={(F'4,4): A€ i}
(#i7) Conjuntos delinidos como
K((FA A (FB,B)) = {(Ff(AB): [ € H(A B)}

Entonces:

{m,)
(Fg, (B,C)(F[,(A,B)) = (FgF[,(A,C)) € K((FA, A),(FC,C))

porque :
(Fglf,(A.C)) =(F(g/).(A,C)
(mg) Para cada (F A, A) € K tenemos

(IFA: (A, A)) € E((FA, A) 3 (FA, A))

porquc
(Lra, (A, A)) = (Fla. (A, A) VA€

Ademds

I

(ra (A AN (FR (BLA)) = (FLaFR (B, 4) = (F(Lah), (B, A) = (', (B, A))
(FL(AB) (1pa, (A A)) = (FfF14,(A,B)) = (F(f14) (A, B)) = (FJ,(A, B))
0 sea que
(Lra, (A A)) = Liraay

Por lo tanto, £ es una cateporia concreta.,
Por olra parte, si definimos

G:H—-K

mediante

CA=(FA A),YAe l
Gf=(Ff,(4,8)),v/ € (A B)
entonces queda bien definido un funtor de H en K ya que F tiene una regla bien definida y
ademas:
la] Si f € H(A,B)y g € H(B,C) son morfismos arbitrarios:
Glof) = (F(9/).(AC) = (Fg,(B.C))(F[,(A,B)) = (Cg) (Gf)

i
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i.e. G preserva composiciones.
[} 81 A € H, entonces

Gla=(Fla, (A, A)) = Liran = lca
También pucde definirse el funtor inverso a G
Gl K~ i
haciendo
G HFAA) = AV(FAAEK
G- (F 1, (A, B)) = £, Y (Ff,(A B)) € K((FA,A),(FB,B))

Claramente la regla de asociacién de objetos de G- estd bien definida; donde podria caber
alguna ambigliedad es en su regla de asociacién de morfismos pero, debido a la fidelidad de
F, si f # g entonces I'f # Fg, de modo que ésta también estd bien definida. Desde tuego,

G_IG=1& ¥ GG_1=1K

como [4cilmente se comprueba; o sea que G es un isomotfismo. Pero entonces M es concre-
table, como se queria demostrar. .
K.1.8 Definicién. Llamaremos concrecién de H a la categorias concreta K inducida
por un [untor fiel
F:H - Gei

K.1.9 Ejemplos.
K.1.9.1 Dado que lge s, obviamente, un funtor fiel

laet - Gei — Get

tenemos, debido al resultado anterior, que la categoria Get es concretable. Denotando por
Get a su concrecidn, tenemos:

(i) Para cada X € Get
Bel|X] = {A € Get: lgud = X} = {X}
ey
[Bet] = {(X, X): X € Get}
(41) L
Set ((X, X), (Y, Y)) = {{/, (X.Y)N:f€ Set(X,Y)}
[}

K.1.9.2 Pensemos en la categoria Get{®1} y para cada uno de sus objetos, X = (Xo. 2. X4),
consideremos la unién ajena Xo i X, de los conjuntos Xo y X1.7 Sea

F - Setltl o Set

LObsérvese que hasta aqui no hemos utilizado la fidelidad de F; por consiguiente, puede asignarse una
categoria concreta K a cualquicr categoria R v definirse un funtor G : 8 — K con tal que exista un funtor
F:R— et

2 Recuérdese que Xo U Xq = (Xo x {0} U{Xy x {i}).
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tal que
F(Xm(P:Xl) = XU X,

y para cualquier (fy, £1) € Get!® ((Xg, 0, X)), (Yo, 0, 1)),
Flfo.fi): XoU X, = Yyuv,
(z.3)  — {fi{x),1)

Entonces I es un funtor bien definido ya que
o] Si (g0, 0} € Set!® (¥, 9, Y1}, (%, x, %)) 1enemos

Fl(g0,91) (fo, f1)}H (z,1) Flgofo. /1) (z,7) = (g:f: () , 1)
Flgo, 1) (fi {x) ,2) = Flgo, 1) (I {0, 1) (7))
= [F{go. g [F (fo, f)) (2,4),V (1) € Ko U X,

1€ {0, 1}

© sea que /7 preserva composiciones.
(] Tarnbién preserva. identidades porque

F(l“fou lX:) (mri) = (IX. (I) 17:) = (:2:,?:) = 1-\'on| (rs i) ,V(:},‘,‘i} € NgU X,
Ademis se trata de un funtor fiel porque si

(fﬂafl) 1 (f;): f;) € GEl{O‘]} ((XQ,QD, Xl) u{vawa Yl))

son tales que F' (fy, fi) = F/(f}, fi), entonces (f; (z) i) = (fi(z},0), ¥ (z,2) € Xol | X); pero
entonees f; (x} = f{(z), Va2 € X;,i € {0,1}, lo cual significa que (fo, i) = (/5. F1). O sea
que la funcién

Fix,ey : 8et®W ((Xo,0, X)) (Yo, 1, V1)) = Set(Xo U X1, Yo U Yy

es inyectiva. En consccucncia, Get!®™ es concretabio.
Denotando por Get(™'?} & la concrecidn correspondicnte, tencmos:
() 8@ [(X] = { A€ Gel®: FA= x}, VX E Get

(@) [Se®D| = {(Fa, ) A & Seto ]
(iii) &et™ T (F A, A), (FB, B)) = {(F (o £ LA B) < (o 1) € Gt (4, B))

(1
K.1.9.3 Sea € la categoria cuya clase de objetos es ¢l conjunto preordenado X, descrita
en K.0.2.4 y sea

F:C— Set
tal que
Fa={a},Vaec X
{a, by = [ € Set({a}, {b})
Fintonces:

[a]
Fl{b,cola, b)) = F(a,¢) = h € Set ({a} Aeh)
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-

Por otra parte, si

Fla,b)=f€6&et({a},{6}) y Flbc)=geBet({t}, {c})

entonces
[F (b, ) {F {a,0)] = gf € Set({a},{c})

Y como solamente hay una funcién de {a} en {c}, entonces gf = h y tenemos
F((b,¢) 0 (a,8)] = [F (6,0} [F {a, )]

O sea que F' preserva composiciones.

(6}

F(a,a) = 1(,,} = ]-Fu

Lo que significa que F' también preserva identidades. Por lo tanto F es un funtor de € en
Get.
Sean a,b € X cualesquicra y consideremos la funcién

Flapy : € (a,b) — Set({a}, {6})

Analicemos entonces los dos casos posibles:
12 a ¢ b; entonces C (a,b) = @, por lo que es valida la implicacién

w0 € C(a,b),u# v= Fapt) # Fap ()

2¢ g < b; entonces C{a,b) = {{g,0)} ¥ Fap) es inyectiva.

Esto demuestra que F es un funtor fiel. Por lo tanto, € es concretable.
Denotando por C a la concrecién de C tenemos:

() C{A]={a€ X:Fa=A} ={a€ X:{a} = A} VA € Get

(it) [C] = {(Fa,a) :a € X} = {({a},a} : a € X}

T aha (@ ={/ o
111 e}, a), b)) =
(ta} £ o}, (@) siClab) # 2
(1
K.1.9.4 Sea Cg la categorfa de un solo objeto O cuyo conjunto de morfismos es ¢l conjunto
subyacente de un grupo G = {X,-, e}, descrita en K0.2.5 y sea

F: CG — Get
tal que
FO=X
Fg = h, € Get(X,X).Vg € Cc(0,0)
donde
hy{z)=x-g,Vz€X
Entonces:
[a} Sean

q ECG (O:O) ¥ ngCG (010)
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Hay que averiguar si
Fga0g1) = (Fg2) (F'g1}

Sea x € X; por un lado tenemos

F (920 01} (2) = Dggog, (£) = gy () = - (91 - 42)

en tanto gue por el olro lado

[(Fg2) (F‘gl)] (i") = hy, (hgl (&) =g (z- @) = (= 51)- 9

o sea que, merceed a la asociatividad en G, F preserva composiciones.
[0] F también preserva identidades, pues

Fe=h, € Get (X, X)
es tal que
he(w) =z -c=2,Vo € X

e Fe=1g.
Ademds tratamos con un funtor fiel ya que si

91,92 €Ca {0, 0), g1 # g

entonces
h:‘.’! (C) =e¢-th =0 ‘—é Qo =C€0y = h_f,".' (C)

Por to tanto, hy, # hy,.
Denotando por Cg a la concrecién de Cg tenermos gue
e FosiY #X
Caiyi— (s FA-Y}={ 2
(1) p_ﬂ} {Aelq:FA-Y} {{O},siY=X
(i) {Co] = {(1'A, A) s A€ Ce} = {(X,0)} R
{wi) Co ((X,0), (X,0)) = {{Fg.{0,0)) 1 g € Cc{0,0)} = {hy : g € X}

LYY € Get

’

K.1.92.3,4.1 Nota: Algunos autores (Peter Hilton, por gjemplo, Yel-chiang \[\’{1 o Joseph
[{otman) presentan en sus textos a Get(o‘]}, a € y a Cg como categorias que no son concrelas
siendo que lo son por isomorfismo con Set!® con € y con Cg, respectivamente. La idea
de concretabilidad en este trabajo se debe a A.G.Kurosh quien la did a conocer en 1961, 1l
primer ¢jemplo de nna categoria no concretable {nuestro gjempla K. 1.10.10)) fue hallado por
J.R.Isbell en L4963,

K.1.95 Sca

Pot : Get — Get

tal que
Pot X =27

ie. la familia de subconjuntes de X; y si f € Get (X, V) entonces

Pot f =2/ € et (2¥,2")
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s¢ define por
2/ (A) = f(A),vA €2

donde f (A) denota a la imagen de A bajo la funcién f, es decir, al conjunto
. {f(a) €Y :ae A}
[a] Pot preserva composiciones ya que si
Feset(X)Y) y geGet(Y )

entonces
Pot gf = 297

s lal que para cualquier A @ 2%

2 (A)=gf (A) =g (f(A) = 2(f (A)) =2 (2/ (A)) = 22 (A)
[6] Pot preserva identidades porque
2 (A) = 1x (A) = A, VA € 2F
es decir
- 21 = 1y

A Pot se lo conoce por el nombre de funtor conjunto potencia {covariante)’.
Fijernos ahora dos conjuntos cualesquicra X y Y y :onsidercmos la funcién

Pot(xy) : Get(X,Y) — Set (2%,27)

Si f, [ € Get(X,Y), f # [', entonces existc z € X tal que [ (z) # ['(x); sean y = [ (=) y
¥y = [ (z). Entonces:

o ({w)) = S ({=}) = {F ()} = {o} £ () = {7 @) =S ({=)) = 2" ({e})

Por lo tanto Pot es_un funtor fiel.
Denotando por Get a la concrecién de Get vin Pot tenemos:

(i) Bet[X] = {A € &et: 24 = X}
(i1) |Bet| = {(2%,4) : A€ &t}

(i61) Set (2, 4) , (22, 8)) = {2/, (A, B)) : f € Se(4, B))

~

Desde luego, Get = Set pues ambas son isomorfas a Get y = es una relacién de cquiva-

lencia entre categorias. Nétense, sin cmbargp, diferencias entre Get y Set; por ¢glemplo, en
et la clase de estructuras siempre consta de un inice miembro para tode conjunto, en tano
que en Get puede constar de ninguno y ser vacia CoIno ocurre con X = {a,b,c}, porque no

hay A € Get tal que 2 = X'Ifl

3La razén de ser del apellido covartante la veremos luego.
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K.1.10 Terminaremos csta parte exhibiendo un ¢jemplo de categoria que no sea con-
cretable. Para construirlo requerimos algunos conceptos y resultados que presenlarernos
enseguida.

K.1.10.1 Definicién. Una subcategorfa de una calegorfa N es una categoria p lal gue;

t} Todo p-objeto es un R-objeto.

i1) Todo p-morfismo es un R-morfismo.

il) La composicidn en @ cs heredada de R, i.e. dados cualesquicra p-morfismos f, g, L,
la igualdad gf = h ocurre en p si, y sélo si, ocurre en 1.

Obsérvese que el inciso (iii} de esta definicién estd de mds cuando R es concreta, porque
¢n tal caso la ley de composicién viene dada por la composicidn ordinaria de funciones.

K.1.10.2 Proposicién. Toda categoria concreta os isomorfa a una subcalegorfa de Get.

Demostracion. Sca K cualquier categoria concreta. Para cada X € Get sea {y un
clemento que no pertencce 2 X. Si ahora sometemos a todo X € Get a la operacion de
antadirle ese elemento que le o5 ajeno, entonces podemos pensar que, con la excepcidn del
< vacio, todo conjunto es la unidén que se obtiene anadicndo a otro conjunto un elemento que
le es ajeno. Si ademds definimos extensiones fixu {tx} = VY U{ty} detoda f g V¥
haciendo f (tx) = £y, entonces ya estamos en condiciones de referirnos a una eoleccidn K
que consla de:

i) Clascs K'[X W {tx}] = K[X], ¥X € Get.

i) Una clase |K'| definida como
|K'| = {(XU {tx}.£): £ € K[X] VX € Betj

iii) Conjuntos definidos para cualesquiera A = X U{ix} y B =Y U {iy} por

K (A6, B,m) = {: (4.6 - (B | ] € K(X.0) (V)]

Veamos que se satisfacen las condiciones (my) y (my) que definen una categoria conereta.
(my) Sipara A= XU {tx}, B=Y U {ty} v C=Z U {lz} tcnemos que

FeK (A8 .(Ba) vy 7€K((B).(CQ)

entonces .
9f € K'{{A4,£) ,(C.())

porque

9f € K((X.€),(Z,¢));

pero es claro que _;;j' =g i
(Tn'z)

Iy € K'((4,6) .(4,8) porque lx € K((X,£),(X.€)

y es claro que 1-; = Lxujexr}

Obsérvese que &' es una categorfa concreta sin objctos que tengan como conjunto sub-
yacente al conjunto vaclo, aun cuando tal conjunto si dé lugar a objetos (no necesariamente
uno solo) en . Pese a esto, arabas categorias son isomorlas.
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2n efecto, si definimos I : K' — K haciendo

F(XU{tx}, ) = (X, V(XU {ix} e K

Ff=7 Vi€ K{XU{tx}.&).(Yu{ty},m)

cnlonces
[] F preserva composiciones porgue

F(sf) = F (57) =9 = (#) (F])
[6] F prescrva identidades porque

Flixogne = Floey = L = 1aaxotx o

O sea que F es un funtor entre ambas categorias al que, ademds, podemos delinirle su funtor
inverso F-!' : K — K’ como

FPHX €)= (Xufix} §) V(X e K
y n
Ff=1,vfe K((X.0).(YV.n)

lo cual prueba la isomorfia entre KyK.
Ahora probaremos que K’ es isomorfa a una subcategoria S de Get cuyos objelos son
conjuntos de la forma

Ax {€},donde € € K'[A] VA=XU{tx} e K
y cuyos morfismos son {unciones
F:iAx{e) = Bxiny, A-XU{tx}, B=YU{tx}

tales que para toda fe K ({A€),(B.n),
Fesaxie),Bx ()« @ = (/).

Claramente se satisfacen las condiciones (i), (i1}, (i) de la definicién anterior, por lo que
sélo falta verificar que S es una categoria para lener que cs, cfectivamente, una subcategoria
de Set. Como Get es concreta, basta checar para S las condiciones (7} y ().

(m2) Tx € 8(A % {€}, A x {€}), porque Tx € K ((A,€),(4.€)), VA = X U {tx}

(mq) Si _

JesS(Ax €, Bx{n}) vy §eS(Bx{n},Cx{c})

entonces

JeK (A8, (Bm) vy FeK((Ba),(C.Q):
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¥ ya vimos que en lal caso también é:f € K {({A,£),(C,€)). En consecuencin

gf €S (Ax {€},Cx{C})
¥y como

of(a,6) = (0

t ¢
e~
-
&
1l
3]

¢ ¢

Lenemos que tarmbién R
gl e S(Ax{&}.Cx {¢})

Finalmente, definramos G : § — K’ haciendo

GlAx{g) ={A.§), vax {fles

Gf=f,¥feS(Ax{£,Bx {n})
Fntonces

la] & preserva composiciones, ya que
G (37) = ¢ (9F) = oF =37 = (Go) (G7)
(] G preserva identidades, pues siendo A = X U {£yx} lenemos que
Claxtg = Glx = Ix = lug = lowmxien
Ademds podemos definir el funtor inverso G7} : K7 — § mediante

GTH{AL) = Ax (€} V(A e K

G 'f = fvf e K ((A€),(B,n)

Par lo tanto, § = K'. Como consecuencia del inciso (b) del ejercicio 2 tencmos que tambitn
K = 8, con lo que la proposicién queda dcmostrada.[f]
K.1.10.3 Deliniciones. Sea R una calegoria arbitraria y sean Ay y Ay R-objoelos cunles-
quicra. ;
a) Un (A, Ay)-abanico es una pareja (f1, f2) de R-morfismos cuyos codominios son 4,
y As, respectivamente; o sea que un {A,, 4y)-abanico es cualquicr diagrama de la forma

B

ho N J2
Al Ag
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donde BeRy fie (B, A), i€ {12}
b) Diremos que dos {43, Ay)-abanices, (1. f2} y (N1, f2), son equivalentes st siempre
forran los mismos cuadrados conmutativos, es decir, si para 3-morlismos cualesgquicta ¢ ©

R(A;,C), i € {1,2}, los cuadrados

B I3
Lhe  NhOLZ N
A; A.Q 1‘11 Az
a1\ o G2 g1\ < g
C C

son ambos conmutativos o ninguno conmuta. Para denotar la cquivalencia entre los abani-

cotis (fi, f2) ¥ (1, f3) eseribiremos (fi1, f2) ~ (/1. f2).
K.1.10.4 Proposicién. Para cada (A, Ap)-abanico (f1, f2) en Set, considérese la relacidn
e = {1 (), 2 (b)) i bE BYC Arx Ay
Entonces tiene lugar la implicacidn siguiente:
) = 0511 = (h.f2) ~ (f1. 1)

Demostracidn. Asumamos ¢l antecedente de la implicacidn anterior y supongamos quc
tenemos ¢l diagrama

B
ho N S
A O Ay
a1 N 7 g2
C

Sea I € B' arbitraria; como (f{ (8}, fo (B)) € gpy.pnys eXiste b € 3 tal que f, (&) = [ ().
Por lo tanto

g fL () = gif1 (0) = 92f2 (B) = 923 (V)

lo que significa que también

Bf
s N f2
A O A
/1IN S g
C

Andlogamente se prueba que la conmutatividad de este diagrama implica la conmutatividad
del otro. Por lo tanto, (f;. fa) ~ (f;,f;).[‘,]

K.1.10.5 Deflnicién. Sea R cualquier categoria. Se dice que R satisface la condi-
ci6n de Isbell si para cualquier par de R-objetos A, y Ay existe un conjunto Ma, ay) de
(Ay, Az)-abanicoEs tal que todo (4, A;)-abanico es equivalente a exactamente un elemento
de Iw(/h.ﬂ:z)‘

K.1.10.8 Proposicién. Get satisface la condicién de Isbell.
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Demostracidn. Sean Aj, Ay € Get, arbitrarios. Para cada relacién P € Pot (A, x Ay)
sean p, ¥ q, las proyccciones

Vot P - A G P = A
(at,ﬂ'z) =y (ﬂl,az) = dy

Entonces
Olpan) = M ¥ € Pot (A, x Ay)

Consideremos ¢l conjunto

A“/T(Al.ﬁz) = {(pp)qp) :p € Pot (Al X Az)}

y supongamos que (f,, fo) es un (A, Ay}-abanico. Entonces

(fl' fz) ~ (pg(h-h)’ qg(![u’q)) € A/[(Alu/‘i)
En cfecto, dado cualquier par g; € Get{A;, €), i € {1, 2}, tenemos

01 (0) = 0o (1) & 01peg, (12 8), F2 (8)) = a0, (F1 (8, 2 ()

Iisto prueba que !T’T(A,'A,) contiene al menos un elemento equivalente a cualquicr (A}, Ay)-
abanico dado. Por ¢l Axioma de Eleccidn existe un subconjunto Ma, .4, de EI‘(AI.Az) con la
propicdad que exige la condicién de Isbell. .

K.1.10.7 Corolario. Toda subcategoria § de Set satisface la condicién de Isbeli.

Demostracion. En efecto, cualquier par de (4, A,)-abanicos en S no equivalentes en S
son {Ay, Ag)-abanicos en Set no equivalentes en Get. Debido 2 la proposicidn anterior, tales
abanicos no pueden constituir una clase que no sea un conjunto. Por lo tante, S tambicn
salisface la condicién de Isbell. .

K.1.10.8 Proposicién. Sean R y p categorias arbitrarias. Si R = p y p satislace la
condicidn de Isbell, entonces | también la satisface.

Demostracion. Sca I': p 2 R y sean A;, Ay € R; enlonces existen 2y, 1% € @ tiles que
FP = Ay FP) = Ay. Por hipdtesis, en p existe un conjunto Mep, ) de (77, Po)-ubunicos
que contiene un tinico (£, P}-abanico cquivalente a un (P, Fy)-abanico dado, Sea

M m) = {(Foy, Foy) - (01,02) € Mpupy b s

entonces Mpp, p,) €s un conjunto de (A,.A;)-abanicos, y si (f}, f2) es un (A, A,)-abanico
arbitrario, existe un (P, P)-abanico (g, g2) tal que Fg; = f;, i € {1,2}, debido a que /' ¢s
un isomorfismo. Pero (g1,¢2) ~ {¥),¥;), para algin abanico (p,,4,) € M, p), de modo

que
Q @
a7 N g2 e N 19y
Ff O B « B 0 By
by N 2 ha hy ™\, >
R R
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Pero debido a 1a fidelidad de ¥ y a que I preserva composiciones, se tiene que

Q @
i N gz e @y
2 &) £ by O £y
hy N\ . fu™ o he
R R
i ¥ i
FQ Py
g/~ N Faa Py, /7 N Fey
FrP, © FP FP O FPR
Fhi N\, J Fhy Fhy N  Fhy
R R
Por lo tanto
FQ FQ'
ho N fa Fo, N\ Figg
Al O A2 <> Al O Ag
Fhy N\ S Fhy  Fhi\ / Fhy
FR FR
De aqui que (f1,f2) ~ (Fip,, Fp,). Eslo prueba que también R satisface la condicitn de

Isbell.
v

K.1.10.9 Corolario. Toda. categorfa concreta satisface la condicién de Isbell

Demestracion. Si K es una categoria concreta, entonces existe una subcategoria de Get,
S, con la cual K es isomorfa. Debido al corolario anterior, S satisface la condicién de Isbell;
y debido a la proposicién precedente, & también la satisface. 1

K.1.10.10 Sean: [ una clase que no es un conjunto, a,b,c tres elementos que no perte-
nezcan a §, 3 la categoria cuya clase de objetos es

%] = (C x {6}) U{a} U (€ x {c})

y cuyos conjuntos de morfismos se definen a continuacién:

R(X,X)={lx} VX eR;

% (a,(a,b)) =& = R{{e,¢),a) Vo el;

R ((e,5), (8.5) = 8 = R ((e,0) ,(B,)) Vo, B € L # B

R ((a,b),a) = {fa} Vo el; ]

R(a, (o, ¢)) = {90 fta}, (ga # ha), VO € L;
' ﬂt((a,c),(ﬂ,b))=®,Va,ﬁeﬂ;

§R((Qub) ' (a,c)) = {gnfm hafo} ) (gnfa # h-nfo) NVa € E;

gt((arb) 1 (ﬂlc)) = {gﬁfa = h'.ﬂfn:} ,VCE:,B € E,Q :/é ﬂ

Observemos que la construccién de esta categoria impide que se satisfaga la condicién de
Isbell, porque no permite la existencia de un conjunto Miaay que cumpla con ella, ya que
para cada c € b existe un (g, a)-abanico que no es equivalente a ninglin otro.

En efecto, de acuerdo con la construccién de R, todo (e, a)-abanico es una pareja de ta
forma (fa, fa), con & € L; pero si @ # o, entonces, segin hemos descrito los morfimos,
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tenemos dos cuadrados

(e, D) (o, b)
Jru / \ fu Jrry’ / \ fn'
45 1 @ il
gc!\ /hn Ha \ / hn

(v, ) (o, )

el primero de los cuales no es conmutativo en tanto que ¢ segundo si lo es, lo cual signilica
que (fa, fa) = (far. for). En consceuencia, la familia My gy de (a,a)-abanicos os exactamente
tan numerosa como , que por hipdlesis no constituye un conjunto.

Aplicando ¢l resullado del corolario anterior tenemos o esta B como cjemplo de una
categoria que no es concretable. »

Dos notas para finalizar: 12 Ademas de necesaria, lo condicion de Isbell tambicn es
suficiente para garantizar la concretabilidad de wna categorin, Iiste es un problema que
perinaneciés abierto cerca de diez anos ¥ (ue resuelto por Peter Freyd en 1973, (Véuse [2] de
tas referencias, )

22 Otro ¢jemplo de categoria que no es concretable es  Top (nuestro elemplo K.0.2.3).
También se debe a Freyd la prucba de su no concretabilidad (ver [3] on las referencias)



Capitulo 3

Estructuras Iniciales y Finales.
Dualidad

En lo que sigue, ] denotard una familia de indices arbitraria.

3.1 Estructuras Iniciales

K.2.1 Definicién. Sea R una categoria arbilraria. Una fuente en 1 o 3-fuente es una
pareja (A, (f:),) en la que A cs un R-objeto arbitrario y (f;); s una clasc arbitraria de R-
morfismos f; € R(A, A), i € [. En tal caso, A recibe €l nombre de dominio de la fuente,
la clase {A;); de R-objetos es el eodominio de la fuenie y cada morfismo f; es una flecha
de 1a fuente. Notaciones alternativas que también cmp.earemos para las fuentes som:

(A5 a), v Uia—A)
Con frecuencia considerarcmos {uentes en Set
(fi: X = X\,

y supondremos que cada miembro X; de su codominio puede K-estructurarse scgin una
categoria concreta arbitraria K. Ahora bicn, con su codominio ya K-estructurado la fuen-
te deja de ser propiamentc una Set-fuente; tampoco podré considerdrsela una K-lTuente a
menos que se mucstre una K-estructura para X que haga de cada una de las Acchas un
K-morfismo. Esta s precisamente la finalidad al considerar csta situacion: dar lugar al
hallazgo y escrutinio de K-estructuras para X que hagan de cada fecha de la fuente un K-
morfismo. Nos permitiremos extender el vocablo fuente para abarcar con &l a estas “fuentes
hibridas” indicando, eso si, en cada caso, de qué calegoria concreta son objetos los micmbros
_ de su codominio.

K.2.2 Ejemplo. St (X,(f:),) es una fuente cuyo codominio es una familia (X, i), de

espacios topoldgicos, entonces la topologia para X generada por
7= {f:l (U Uy ey Vi € I}
es una Top-estructura para X que hace de cada f; una funcién continua.

31
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En efecto, sea i € [ y sca 7 ia topologia generada por y; entonces
Ueni=f'{U)evyCr

Por lo tanto, f; : (X, 7) = (X, 7:) es continua.

La topologla anterior es la topologfa débil! para X correspondiente a {f), ya
(Tl‘)!.

K.2.3 Definicién. Seca X un conjunto arbitrario. Si ~ = (X,(/.),;) es una fuente
cuyo codominio es una familia (8;), de K-objetos [3; = (Xi,&;) de una calegoria concreta
K, entonces una K-estructura inicial para X con respecto a la fuente 7 es una
estructura £ € K [X] tal que si B = (X, €) entonces:

(f) fie K(B,B), Yiel.

{it) St A = (W,w) es un KC-objeto y f: W — X es una funcicn tal que

fife K(AB) Viel
entonces f € (A, B).

Si € es una K-estructura inicial para X con respecte a £, entonces hablaremos de /-
como de una K-fuente inicial.

Ejercicio £y3. Demuestre que las condiciones (1) y (%) de la definicién anterior pueden
sintetizarse en una sola:

Para cada K-objeto A= (W,w) y cada funcién f- WX

TeK(AB)® fif € K{A,B) Vie !

Fjercicio t14. Sea F = (X, {fi),) una fuente cuyo codominio es una familia {(Xi,7.), de
cspacios topoldgicos. Probar que la Lopologia débil para X correspondiente a (f;), v a (7:),
es una Top-estructura inicial para X con respecto a la fuente £,

K.2.4 Ejemplos.

K.2.4.1 Debido al ejercicio anterior, la topologia débil pare X correspondiente a { Ly
a (7;), es una Top-estructura inicial para X con respecto a la fuente

F={fi: X = (X;,73)},
K.2.4.2 Si Get es la concrecion de et descrita anteriormente y
F={fi: X - (X, X)),

es una fuente de codominio en Get, entonces X es una Get-estructura inicial para X con
respecto a £,

Fn efecto, X & ﬁ[X] ysiB=(XX)y B =(X;,X), Vi€ I, entonces:

(1) Como para cada i € I, f; € Get (X, X;), entonces

]-Gttfi € @((IG:AX,X) 1 (lstixilxi)) ) Viel

es decir o
fieGet{B B viel

' También llamada inicial
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(i) SiA=(WW)yf:W - X cstalque paracadai € [, fif € Set (A, B;), entonces
fpor el solo hecho de ser f € Get (W, X)), f € Get (A, B).

K.2.5 Definiciones. (a) Sea R una categoria arbitraria. Una R-luente £ = (B,{f:);) es
una R-monofucnte si toda vez que para un R-objeto A cualquiera se tengan morfismos

hk € R (A, B)

tales que fih = fik, Vi €], resulta que h = k.

(b) Si £ = (B, f) es una R-monofuente con una sola flecha f, entonces f recibe el nombre
de R-monomorfismo.

{c) i K es concretay £ = {(X,£€), (f:),) es una K-luente, se diec que /7 separa puntos
si para cualquicr par de puntos distintos del dominio de /- exisle al menos un K-morfismo en
la clase (f); que los aplica en puntos distintos del micmbro correspondiente del codominio
de f7; en simbolos;

z#a = fi(z)# filr), paiel

Como veremnos a continuacién, en una categoria concrela las [ucntes que separan puntos
constituyen una parte (algunas veces propia) de las monofuentes.

K.2.6 Proposicién. Si K es concreta y £ = ((X, £}, (f;},) es una K-lucnte que separa
puntos, entonces F es monofuente.

Demostracién. Hay que probar que para

hk e K{(W,w),(X,8)

se tiene

h#k= fik# [k, pa i€l

Pero si h # k, entonces h (w) # k (w), p.a. w € W; como F separa puntos, cxiste i € [ tal
que

fih (w) # fik (w)
que es a lo que se queria llegar.

K.2.7 Ejemplos.

K.2.7.1 Como se sabe, los espacios topolégicos pueden clasificarse segin la posibilidad
que haya en ellos de separar puntos y conjuntos de acuerdo con los llamados aniomas de sepa-
recidn. En ellos sc establecen propiedades que dan lugar a calegorias concretas cuyos objetos
son espacios topolégicos con tales propiedades y cuyos morfismos son funciones continuas.
Como ejemplo consideraremos la categoria de espacios de Hausdorfl y de funciones
continuas que denotaremos por Tsa.

Como sabemos, 7 € T3 [X] si, y sblo si, para cualesquiera puntos distintos z,z" € X
existen U, U €T talesquez e U, 2 e Uy UNU' = 2.

K.2.7.1.1 Proposicién. Si

[

F= (x5 xom),

es una monofuente de funciones continuas y 7; € Tq [Xj], Vi € [, entonces 7 € Ty [ X].
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Demostracion. Por hipétesis, para
hok: (Ww)— (X,7)
continuas vale la implicacién siguiente:
htk= fih# fik, pa i€ }’
Sean 2’ € X, x # ', y definamos
ok (Ww)— (X,7),con W = {w} yw = {{w}, &}

como
hw)y=z y ki{w)=o

PPor ser constantes ambas funcioncs son continuas y son distintas porque x # 2’} cn conse-
cuencia existe ¢ € [ tal que f; {x) # fi (2'). Paraesat escojamos U, U’ € 7, ajenos y Lales que
filzYe Uy fi(z') € U'; entonces f7' (U} y f71 (I} son abicrtos ajenosen 7y @ € f, ' (U/)
y ' € f71(U'). Bsto prueba que también 7 € T [X]. ”

Como corolario de este resultado podemos extraer condiciones suficientes para ia exis-
tencia de Tsz-estructuras iniciales.

Corolario. Scan, X un conjunto y £ = (X, (fi),) una fuente cuyo codominio es una
familia (X;,7,), de espacios de Hausdorfl. Si F es una luente que separa punlos, entonces a
X se lo puede revestir con una Ta-estructura inicial respecto de la fuente /7,

Demostracidn. Sea 7 la topologia débil para X corrzenondiente a (i), v 2 (7),. Entonces
f se convierte ¢n una fuente de funciones continuas que es monofuente porque separa puntos.
Como ademds 7; € Tz [X], Vi € {, entonces, debido a la proposicién anterior, T ¢s una Ta-
estructura para X. Adcmds, si (W,w) € Ta v [ : W — X es una [uncion fal que para toda
i € 1 fif es continua, entonces Lambién f: (W, w) — (X, 7) es continua porque (W,w) € Top
vy 7, por ¢l ejercicio 4, es una Top-estructura. inicial para X correspondiente 7 . Por lo tanto,
T es una Ts-estructura inicial para X.[/]

K.2.7.1.2 Proposicién. Sca i~ = ({X,7),(f:);) una fuente inicial de funciones continuas.
Si € Ty {X], entonces £ ¢s monofuente.

Demostracidn. Sean

hok:(Ww) — (X, 7)

funciones continuas tales que
Lih= fik¥icl

Consideremos ¢l espacio de Sierpinski (5, ¢), donde S = {s5,,5,} y o = {5, {s1},8} ¥ para
w € W arbitraria pero fija, definamos

fo: (S,g) - (‘er)

por
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Entonces cada composicién fif, cs continua porque &s constante para toda i € 1. Nebido
a la inicialidad de £, también f, es continua. Pero entonces h(w) y k(w) no pueden set
distintos ya que, como (X,7) es de Hausdorfl, si fuesen distintos existirian abiertos ajenos
UyVen X talesque h(w) e U yk (w) € V; pero entonces, debido a la continuidad d¢ fu:

(s} =f2'W) vy s =100V)

serfnn abicrlos en (S, ), lo que es falso. liste argumento vale para toda w € W cn consc-
cuencia, h = k y, por lo tanto,  es monoluente. 1

Corolario. Toda Tz-fuente inicial es monofuenLe.m

K.2.8 Definicién. Sea R cualquicr categoria; un morflismo [ & R (A, B) es un I~
isomorfismo si existe g € R (3, A) tal que

gf=1la ¥y Jfo=1lu

K.2.9 Proposicién. Sca K una categoria concreta y sean (X, 0)y (Y,u) K-objetos
arbitrarios. Fntonces son equivalentes:

(a) f{X,€)— (Y,n)csun K-isomorfismo

(b) f: X — Y cs una funcién biyectiva tal que

feK(X0. Y v [TeK{Y,m (X8

Demostracion. {a) = {b) De acuerdo con la definicién existe g € K ((Y,n),(X,£) tal
que gf = lxg ¥ 9 = Lym en consecuencia, gf = lx y fg = 1y, lo cual significa que
f: X — Y es una funcién invertible y por lo tanto biyec'iva. Ademas, [ es un K-morlismo
porque es [{-isomorfismo, y como, por su parte, g = [ entonces tenemos que

JeK((X0.v,m) v eV, (X.0)

(b) = (a) Es claroque [y [~ ! son K-morfismos tales que

T fi=lxg ¥ £ =Yy

Por lo tanto, f : (X,€) — (¥,n} es un K-isororfismo como se queria demostrar. vl

K.2.10 fjemplos.
K210.18if: X =Y csuna funcién biyectiva, entonces

[ XXy (YY)

es un Set-isomorfismo.

K.2.10.2 Los Top-isomorfismos son los homeotnorfismos.

Ejercicio £;5. Sea F = (X 4 (Y,n)) una fuente de una sola flecha y supéngase que f
es biyectiva. Probar que £ s inicial en X con respecto a £ si, y sélo si, f (X,8) = (Y.m)
es un K-isomorfismo.

La proposicién que sigue nos permitird dar un giro en el lenguaje cuando nos refiramos
4 las cstructuras iniciales, ya no diremos, por ejemplo, que £ ¢s una estructura iniciai con
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respecto a la fuente £ sino la estructura inicial con respecto a esa fuente, pues lo que establece
es precisamente la unicidad en la inicialidad de £

K.2.11 Proposicién. a) Si F = ((X,£),(f;),) «s vna K-luente inicial y (X&) —
(X,8) s un K-isomorfismo, entonces la fuente /= ((X,€), {fih),) también es una K -fucnte
inicial.

b) Si
F=(xo% ) v r=(xes (%8)),

son K-fuentes iniciales, entonees existe un K-isomorfismo f : (X, &) = (X, 8) tal que fih =
fuViel

Demostracion. a) Sea (W,w) un K-objeto arbitrario y supongamos que f W — X ey
una funcién tal que (f;1) f es un K-morfismo, Vi € . Entonces hf es una funcién tal que
Ji(hf) es un K-morfismo, Vi € /, de modo que, debido a la inicialidad de /7, If resulta
HK-morfismo. Como ademds h es un K-isomorlismo entonces, debido al resultado establecido
en ¢l gjercicio anterior, también €' es inicial para X con respecto a la fucnte cuya rinica echa
es it y, por lo tanto, también f es un K-morfismo,

h) Si

h= I,)( : ()\’?f') ' (;Y,f}

cntorces, como /7 es una K-fuente, resulta que
file = fi o (X, €) = (X,,8)
cs un f{-morfismo, ¥i € [, de modo que, por la inicialidad de /7,

1X EK((X,E'},(X,{:})

La demostracién de que
]‘._\'l € -}—((("\{‘E) ’ ("\,: f’))

es andloga. .

e e

fi\ O 't

(Xilfa')
Por lo tanto, 1x es un K-iromorlismo. y
K.2.12 In ¢l ¢jercicio 4 se cstablece que en Top la topologfa débil para X es una (y, por
el resultado anterior, es la) Top-estructura inicial con relacién a cierta fuente /. El nombre
de débil le viene a consecuencia de ser la menos fina de las topologias para X quc hace de
cada flecha de /~ una funcién continua. E! nombre de inicial en una H-cstructura obedece a
razones andlogas: ¢s la “més chica® de las K-cstructuras para X que hace de cada ftecha de
£ un K-morfismo. Desde luego, se requiere establecer una jerarquia entre las K.estructuras
de X que dé sentido a tal afirmacién. En Top, 7 es menos fina que 7' si T C 7, lo cual es
equivalente a pedir que
Ly (X,7) = (X,7)

sea continua. Esta condicién es susceptible de generalizacién a cualquicr categoria concreta.
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K.2.13 Definicién. Sea K una calegoria concreta arbitraria y scan 0,€ € K{X] cuales-
quicra. Diremos que § es menos fina que £ o que £ es mas fina que g si

1y (X, &) — (X,(i‘)

es un K-morfismo. En tal caso escribiremos £ <k 0.
K.2.14 Ejemplos.
K.2.14.1 De acuerdo con lo anterior, si 7,7° € Top [X] entonces

T gy T TCT

K.2.14.2 Para ¢! ¢jemplo que siguc introduciremos una nueva categoria concrela; es la
categoria de grificas dirigidas y funciones compatibles: &ra.

(3) La clase de ®ra-estructuras para cada conjunto X s la farnilia de relaciones binarias
en X:

o [X] ={ajal X x X}

(i) Los Gra-objetos, llamados gréficas dirigidas o digrdficas son, por supuesto, las
parejas del tipo (X, a), con @ € ®ra[X]. En tal caso, los clementos de X se llaman vértices
de la digrdfica y los de o flechas de la misma.

(iii) Dados A = (X, @) y B = (Y, ) en ®ra, los morfismos de A en B son las funciones
que son compatibles con a y 8, Lo

Bea(A By={f €Y | (m,z) € a=(f(z:),] (z)) € 0}

Es facil ver que se satisfacen las condiciones (m,) y (m2) que definen a una categoria concreta.
En cuanto a la jerarquis entre Bra-estructuras de X tenemos que

a SGm JB oo g ﬂ
En efecto, 1y : (X, &) = (X, 8) cs un ®ra-morfismo si, y sélo si,
(z1,22) € @ = {Ix (7)), 1x (z2)) = (z1,T2) €O

K.2.15 Proposicién. Sea £ = ((X,£),(fi);) una K-fuente inicial cualquiera. Entonces
£ es la menos fina de las K-estructuras para X que hacen de cada f; un K-morfismo.

Demostracion. Supongamos que § es otra K-estructura para X que hace de cada f; un
K-morfismo.

1
x.0 (X
fi \. O ./ f:
(Xiagi)
Entonces, la composicién f; = filx : (X,0) — (X:,&;) es un K-morfismo, Vi € {, lo cual,
debido a la inicialidad de F, implica que tx es un K-morfismao, y esto significa precisamente
que ¢ es menos {ina que §. /Il

K.2.16 El resultado anterior es util cuando se da uno a la tarea de averiguar si existe una
estructura inicial para X con respecto a una fuente cuyo codominio es una familia de objetos
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de alguna categoria concreta ya que entonces basta considerar todas aquellas estructuras
para X que hacen de cada flecha de la fuente un morfismo. Un cjemplo aclarard lo dicho;
para cllo presentaremos otra categoria concrela: Pos es la categoria de los conjuntos
parcialinente ordenados {copos) y de las Minciones mondtonas,

() Pos [X] es la familia de érdenes parciales en ol conjunto X, es decir, de relaciones
binarias en X que son reflexivas, Wransilivas y antisimétricas.

(#%) En consecuencia, los Pes-objetos, que Hamaremos copos, son parejas (X, <) en las
que X es un conjunto y < es un orden parcial en X.

(#it) Los Pos-morfismos entre dos copos cualesquicra A = (X, <x) y B = (¥, £y) son
las funciones mondtonas, es decir,

Pos{A,B) = {f eV  :m <y a'= f(2) <y [(x')}

Los axiomas (m msy) que definen a una categoria concreta so cormnprucban fcilmente.
1 2] q & 1
Ahora consideremos una fuente
r=0x fi X. <
= s ( :'1....1')
!
¥ preguntémonos acerca de la exisiencia de un orden parcial para X que sea iniclal con
relacién a £.
De acuerdo con la proposicién anterior, si tal orden existe debe ser ¢l menos lino de los

drdenes parciales para X que hacen de cada f; una funcién monétona. Bsta condicién sugiere
cémo definir tal orden parcial: Dados cualesquiera =, 2’ € X,

=Xz & fi(z) < (), viel
Entoneces, =< resulta reflexive y transitivo, como se verifica [dcilmente, y la antisimetria
viene a ser ol parteaguas on la solucidn del problema porgue:
1. 5t < cos anlisimétrico, entonces es el orden parcial buscadeo.
2. 51 < no es anlisimélrico, entonces el orden parcial buscado no existe.
Demostracion: 1. Sean (W, <) un copo y h ¢ W — X una {funcidn tales que toda
composicion

fi (W, <) — (Xi, &)
es mondtona. Entonces w < w' implica
£ () < fo (0 (), Vi€ 1
lo cual, de acucrdo con la definicidn de <, es equivalente a eseribir i (w) < A (w'). Luego,
h (W, €)= (X, %)

es mondtona, que es lo que habia que demostrar para sostener que =2 ¢s una Pos-estructura
inicial para X con relacidn a F.

2. Supongamos que puse a no ser antisimétrico < existiese, sin embargo, una Bos-
estructura inicial < para X con relacién a /7. Siendo asi, demostraremos que < es menos
fino que =.
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Sean o, x € X tales que 1y X zp y definamos un orden € en X como signe: Para
cualesquicra =, 2’ € X
T =my
28 ern=1o y
=1

Obsérvese que Zo < xj. Entonces la composicidn
(X,5) 5 (X, <) 5 (X <)

es monétona para toda ¢ € [, ya que si z S &' y:

i) z = o', entonces fi (z) = filx (z) = filx ()= fi (@) file) S e Vie

i) z =z y 7' = 15, entonces T =X 7 lo cual, de acuerdo con la definicién de <, implica
que también fi(z) < fil{z') Vi€ L

Pero < es inicial para X con relacion a F; luego,

Iy : (X, 5} = (X. %)

cs monétona, de modo que, como Lo € =}, tenemos que g < xh. Si ademds de zo 2 z4
tuviéramos que también g < To, €l mismo razonamiento nos llevaria a gue también Iy S o

y, por la antisimetria de <, tendriamos que 1o = T V. Esto contradice nuestro supuesto
o

de que =< no es antisimétrico. Luego, falso suponer la existencia de un orden parcial para X
que sea inicial con relacién a F'I/]

3.2 Principio de Dualidad

K.3.1 Sea C la categoria cuya clase de objetos es el conjunto subyacente X del conjunto
preordenado (X, <} descrita en K.0.2.4, y definamos en X la relacion =X mediante

r<rer<s vVireX

La relacién < resulta claramente reflexiva y transitiva, por lo que tienc lugar otra categoria
que denotaremos por C°, cuya clase de objetos es la misma que la de C y para la cual, dados
b,a € X, €l conjunto de morfismos C° (b,a) cs

@ sibfa
CP(b,a) =
{€buom»} sibRa
o bien
] siag b
£ (b,a) =

{{a, )} siaLd

asi que

¢ (b,a) = C (a, b)
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lZn cuanto a la ley de compaosicién, sabemos que si
Ke,b»eC®(,b) v <<bhapec™ (b,a)
cntonces
Lbha»oLeby»=«ca>»={a,c) = (bc)olab)
o bien, considerando que
C¥(c,b)=C(bc) y CP(ba}=C {a,b)
también puede expresarse lo anterior eseribiendo
{a,6) 0 {b,c} = {b,c) o {a, b}

La categoria C° sc llaina cafegoria dual de C, que ¢s un caso particular de la idea que
sigue. )

K.3.2 Definicién. Ta categoria dual 2% de una categoria R se lorma dol siguiente:
modo:

i) La clase de objelos de 3P es la misma que la clase de objelos de §: [RoV] = |5t
q [
(i1) Dados B, A € JoP {i.c. A, B € R) se tiene

RP(B,A) =R(A,B)
(t44) Si
JeRP(CB) v gen (B, A)
cntonces
ge® f=foy
K.3.3 Femplos.

K.3.3.1 La calegoria dual, Set®™, a la catcgorfa de los conjuntos tiene como ohjetos a
todos los conjunlos y como conjunto de morfismos entre dos conjuntos X y Y arbitrarios a

Get? (X, Y) = XV ?

K332 Sea G = (X,-,¢) un grupo cualquicra v sea Cg Ia categoria con un sélo objelo
O y cuyo conjunto de morfismos es X, descrita en K025 Entonces, también CZF ticne
como tnico objeto a O y también CF (0, 0) = X; en cuanto a su ley de composicién, dados
1,92 € X tenemos:
NP g =gog=yg41-m

Es decir, sien X definimos la operacién binaria * mediante
.
Grrg1 =91 42, V0,92 € X

y llamamos &' al grupo (X, *,¢), entonces

CEP = CG'

*Mucho cuidado con llegar & confundir a &et®F con Set: no son la misma categoria,

1
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K.3.4 Recalquemos ¢l hecho de que tanto los objetos como los morfismos de una calegoria
son objetos y morfismos en la categoria dual [y viceversa: (°)*" = R), y que la composi-
cién de cualesquiera dos de sus morfismos se traduce en ofra composicién (la conposicion
dual) en la categoria dual. Esta sencilla observacién conlleva repercusiones Lebricas de ca-
ricter profundo porque hace factible duplicar el contenido tedrico de la teoria tanto a nivel
proposicional como a nivel conceptual. Para entender cémo es esto posible, supongamos
que A es una afirmacién que tiene sentido en cualquier calegoria; si con A (R) denotamos
la afirmacién A cn R, entonces A (R°°) es una afirmacién con sentido en R°P que, debido a
la observacién anierior, puede interpretarse como otra afirmacion en 3t (la afirmacién dual)
que denoctaremas como © A (§t) para distinguirla de A ().

Asi, si A define un concepto en cualquier categorfa, entonces A (R}, que s la definicidn
de tal concepto en R°?, define otro concepto (el concepto dual o “co-concepto”) en R. Mis
atin, si A fuesc una proposicién cuya validez ha sido demostrada en cualquier categoria,
entonces A (R°P) es una proposicién verdadera que conserva su cardcter de verdad atin leida
como “co-proposicién” en R.3

[ustremos lo dicho con unos ejemplos:

K.3.4.1 La definicién de monomorfismo dada en K.2.5 (b) puede reescribirse de la manera
siguiente:

A - Un monomorfismo es un morfismo f : A — B tal que para todo par de morfismos
h,k: A" — A se tiene que

fh=fk=>h=%k
Entonces, A () es la definicién de #-monomorfismo. $-escribdmosla:

A{R) : Un R-monomorfismo es un R-morfismo f € N (4, B) tal que para todo par de
$-morfismos h, k € R (A, A) se tiene que

foh=fck=>h=k

Analogamente, A (3°7) define monomorfismo en R°®; si queremos R*¥-escribirla sélo hay
que “clevar a la op” algunas “letras” del parrafo anterior. Haciéndolo obtenemos:

A(9P) : Un R°P-monomorfismo es un R*-morfismo f € P (A, B) tal que para todo
par de RP-morfismos h,k € R (A', A) se tiene que

FoPh=foPk=h=k

Llega el toque final: leer a A (R°P) como definicién del concepto de comenomorfismo en

§: co-escribdmosla:
©A(R) : Un R-comonomorfismo es un R-morfismo f € R (B, A) tal que para todo par
de R-morfismos h, k € R (A, A') se tiene que

hof=kof=h=Ek

Por razones técnicas y lingiiisticas se ha creido iddneo elegir el prefijo ept para sustituirlo
por los prefijos co y mono al referirse a este tipo de morfismos. El procedimiento anterior
nos ha conducido a ellos y ahora podemos dar su definicién precisa:

3Con lrecuencia emplearemos (colaquialmente) los vocablos coconceplo y coproposicidn para referirnos a
conceptes duales y proposiciones duales, respectivamente.
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B : Un cpimorfismo s un morfismo f 1 A — B tal que para todo par de morfismos
hk: B — B se liene que
hf=kf=>h=k

s facil comprobar que la aplicacidn del proceso anterior a la afirmnacion 3 nos llevaria
de regreso a A.

K.3.4.2 Ahorn demostraremes que la siguiente proposicién 2 es verdadera en toda cale-
goria.

. ! a2 : .
P:51 A5 By 3= C son monomorfismos, entonces g o f es monomorlismo,
hE N .

Dem. Sean A" — A morfismos tales que (go floh ={go flok; cntonces go (f o k) =

go(fok),dedonde foh = fok porser g un monomorfismo. Como f también lo es, de la

iitima igualdad se sigue que b = k. Por lo tanto, g o [ es monemortismo. ,

La proposicién {? referida a una categoria 3 arbitraria dice: Vi

P :SifeR(AB)yge R(B,C) son R-monomorfismes, cntonces g o f cs 3=
monomorfismo.

Relerida a la categoria dual dice:

P(R?P):SifeRr (A B)yge 2P (B,C) son RP-moenomorlismos, entonces g %% f cs
F*P-monomorlisto.

P {(R°7) es particularmente verdadera en R°% porque la verdad de P la hemos demostrado
ent gencral; vale para cualquier categoria. Sélo que ahora, por ia relacién entre o0 y R,
podemos releerla como una afirmacién (verdadera) referente a R-morfisimos que dice otra
cosa:

“CP(R): S f e RIB,A) y g € R{C,B) son R ecomonomorfismos, entonces [ o g es
f-comonomorfisino.

Bicn traducida, esta “nueva®™ proposicién puede quedar asi:

G:51 4 L3 y B L C son epimorfismos, entonces ¢ o § cs cpimorfismo.

K.3.5 Para quedar en punto de formular el Principio de Dualidad sélo resta hacer fa
advertencia de que no lo [ormularemos con Lodo el rigor de que es susceptible; aungue
sugerente, nuestra formulacidn serd informal e imprecisa. Mayor precision en la [drmula
exige una aplicacién metddica de la légica formal que, quien se interese, podrd hallar en el
libro de Mac Lane schalado en [8] de las relerencias.

PRINCIPIO DE DUALIDAD

I. Para todo conceplo 1 concerniente a cualquier categoria R, el concepto dual o cocon-
cepto (°°t) se oblienc “oplicando™ 1 a lo calegoria dual R°P.

II. Para todae proposicidn verdadera P sobre categorias, la proposicidn dual ¢ coproposi-
cién (*°P), que se obticne sustiluyendo en P lodo concepto por el coconceplo correspondiente,
lambién es verdadera.

Los gjemplos anteriores ya han dado idea del uso que haremos de este principio. Desde
luego, en adelante omitiremos los detalles del proceso de dualizar limitdndonos a dar nombres
(euando haya que darlos) a los coconceptos obtenidos y a dejar enunciadas las coproposiciones
anteponiéndoles siempre el prefijo <°. Sigamos entonces, para ilustrar este breve modo de
proceder, con otra proposicién referente también a monomeorfismos.
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K.3.6 Proposicién. Sea i una categoria arbitraria y scan FeR(AB)yge (B, C).
Si gf ¢s un R-monomorfismo, entonces tarmbién lo os f.
Demostracion. Sean h k € R{A', A) tales que fh = [fk. Entonces

(¢/Yh=g(fh)=g(fk)={gf)k

y como gf ¢s monomorfismo, entonces h = k. Por lo tanto, f también es monomor[ismu.l
s

©K 3.6 “Proposicién. Sea R una categoria arbitraria y sean feR(AB)yg €
R(B,C). Si gf es un RN-epimorfismo, entonces también lo es g.

K.3.7 Definicién. En una categorfa arbitraria un morfismo que sea simultdineamente
monomorfismo y epimorfismo se llama bimorfismo.

Obsérvese que el someter esta definicién al proceso de dualizacién en busca del coconeeplo
correspondiente nos trae de regreso al mismo concepto de bimorlismo. Se trata pues deun
concepto autodual.

Tomando en cuenta que los morfismos identidad de R°F son los mismos yue los de .
tenemos que también el concepto de isomorfismo es ejeraplo de un concepto autodual. Eista
situacién nos pone en condiciones de poder mostrar un ejemplo de una proposicién yue sca
autodual.

K.3.8 Proposicién. En cualquier categoria tode isomorfismo es un bimorfismo.

Demostracion. Sea f € R (A, B) un isomorfismo; entonces existe g € (B, A) tal que

gf=1a vy fg=1s

Sean
hy ha
A=A y B3B
£ kg

morfismos tales que
fhi=fhkr y hf=kf

entonces

(gfYhe =(gf)kr ¥ ke (fg) = k2(f9g)

de modo que
b=k y h=k

Esto significa que f es monomorfismo y s epimorfismo. Por lo tanto, f esun bimorfismo.
8!

Ejercicio {,6. Demuestre que en Get:

a) f es inyectiva si, y sélo si, f es un monomorfismo.

b} f cs suprayectiva si, y solo si, { es un epimorfisma.

K.3.9 De acuerdo al ejercicio anterior, en Set los conceptos categdricos de monomorfismo
y epimor{ismo coinciden con los de funcién inyectiva y funcién suprayectiva, respectivamente.
Como entre monomorfismos y epimorfismos se da csa dualidad mutua que ya vimos, hay
quienes presentan la inyectividad y la suprayectividad como ideas reciprocamentc duales,
cosa que ya no cs del todo cierta.

En Get la inyectividad y la suprayectividad tienen una conotacién muy precisa; Pensemos
en la primera: aplicar elementos distintos de un conjunto en elementos distintos de otro
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conjunto de modo que se consiga la inmersién del primero en el segundo, ;Y qué nocidn se
antojaria proponer como dual de esta idea? . jPues, quidn sabe! Con la intuicién de lo que
ha de ser dualidad acaso pudiera ocurrirsenos algo, menos proponer la suprayectividad como
nocién dual. Y lo propio acontece si pensamos en ésta dltima.

Y s que a la idea de dualidad le ocurre lo que ya presumia Platén que acaccia a Loda iden:
micntras sc rmanticne inscrita en of orbe al que pertenece, goza de una perfecoion irmpecable,
pero a medida que ticnde a concretarse, su perfeccién se diluye, sus componenies mutan
¥ la tdea de dualidad asume deformaciones tedricamente muy interesantes dentro de cada
categoria cspecilica. )

Pese a esto, no deja de dar la gana de pensar a lo inyective como “dual deformade” de lo
suprayectivo, no sdlo en Get, sino incluso hacer exicensivo este pensamienio ¥ concebir & los
morfismos inyectivos y suprayectivos como nociones reciprocamente duales dentro de toda
calcgoria concreta. Sostenerncs en este tenor puede parecer necio pere da la pauta para
que podamos hacer un uso un tanto diferente del Principio de Dualidad de ¢6mo 1o hemos
venido empleando, pues a partir de una afirmacién que, sin tener sentido en toda calecgoria
s lo tenga para una clase especial de categorias como son las categorias concretas, podemos,
aplicando el Principio, conjeturar una afirmacién que sca “casi dual” de la que partimos.
Veamos detalladamente un ejemplo que ilustre esto que venimos diciendo.

K.3.10 Después nos ocuparemos en demaostrar que la categoria dual de una calegoria
concreta también es concretat; por ahora supondremos clerto tal resultado. En K.2.6 sc
demostré que en toda categoria concreta una fuente que separa punios os monoluente. Un
caso particular de esle resultado sc ticne cuando la fuente consts de una sola flecha; si la
fuente separa puntns, tal flecha es un morfismeo inyective. Por lo tanto, @l caralario que
estamos desprendiendo de la proposicién K.2.6 puede enunciarse asi:

C : Todo morfismo inyeclivo es un monomorfismo.

Como C sélo tiene sentido (¥ es verdadera) en cualquicr categoria concreta, apliquémosla
a una calegorfa concreta A; tenemos:

C (K): Todo K-morfismo inyectivo s un K- monomorfismo,

Conio (segiin nuestro supuesto) también K s concreta, entonces también es verdadera
la afirmacién:

C (K™) : Todo K*P-morfismo inyectivo cs un K*-monomorfismo.

De lo cual podemos sospechar la verdad de la afirmacién siguiente:

D : "Fodo morfismo suprayectivo es un epimorfismo.’

Tratemos de probarla: Sea [ € K (A, B) suprayectivo y sean bk € K (B, ') tales
que iif =kf. Entonces, dada la suprayectividad de f, para cada clemento y del conjunto
subyacente a 3 existe « en el conjunto subyacente a A tal que f (z) = y. En conseccuencia

hiy)=h(f () =&(f (=) = k()

-

Por lo tanto, h = k.
{1

*Podrfamos hacerlo ahora pert estamos en otra cosa; ademds, para este propdsilo nos serviremos de un
concepto “semidual” al de [untor que veremos después.

*Desde luego, f : (X,€) — (¥ 11) es un morfismo suprayective si f € K(X,8),(Y,m) y la [uncién
S X =Y s suprayectiva.
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De la verdad de una proposicién “casi dual” siempre hay que cerciorarse pucs auncque cn
los més de los casos cs legitimable, no siempre resulta cierta®.

K.3.11 Pero insistamos més sobre lo poco conveniente que resulta mirar cotno duales con-
ceptos cuya significacién sélo Liene sentido en el 4mbito de las categorias concretas; redunda-
rermos un poco respecto de lo ya comentado arriba y, como ahi, hablaremos figuradamente.

Segin hemos visto, los monomorfisimos y los epimorfismos son perfectamente duales en
una alta esfera del pensamiento abstracto y cuando son proyectados sobre la “calegoria basc”
de las categorias concretas (Set) coinciden con sus morfismos inyectivos y suprayectivos, res-
pectivamente. Cuando, con base en Get, formamos una calegoria concreta J{, posiblemente
s6lo una parte de las funciones inyectivas y suprayectivas entre los conjuntos subyacentes de
los K-objetos sean K-morfismos porque quizd no todas ellas preserven la K-estructura, Ya
vimos que todas aquellas que sf la preservan pasan a formar parte de los K-monomorfisinos,
si son inyectivas, y de los K-epimorfismos, si son suprayectivas. Denotando por K5™ ¥
K™ a las clases de K-morfismos inyectivos y suprayectivos, y por Mg y Ex alas clascs de
K-monomorfismos y K-epimorfismos, respectivamente, podernos simbolizar csos resultados
escribiendo

E:I:'OI' g MK y KI::‘OI g EK_

Ahora bien, pueden mostrarse ejemplos de categorias concretas para las cuales al menos
una de las contenciones anteriores resulte una contencién propia (daremos cjermplos). To-
mando esto en consideracién vemos con algo més de claridad lo complicado que resultaria
insistir sobre la dualidad entre las subclases K™ y K= (o entre sus miembros) siendo
que en ellas la dualidad efectiva que hey entre Mg y Fy se encuentra menguada, quizd
estrictamente y, peor atin, quizd en “proporciones” diferentes.

Pero no vaya a pensarse que ya por eso nos desentenderemos de estas subclases de K-
morfismos ni que las haremos a un lado. No; pese a la “casi dualidad” que guardan (o tal vez
debido a ella), los K-morfismos inyectivos y suprayectivos (acompanados de A-eslructuras
iniciales y coiniciales) constituyen parte esencial del estudio que nos ocupa.

K.3.12 Un ejemplo de categoria concreta en la que existen epimorfismos que no son
morfismos suprayectivos es Rng,, la categorfa de anillos con elemento unitario y ho-
momorfisios anularcs que conservan la unidad.

(i) Para todo X € Get, Rng, [X] consta de ternas (+,-,u) en las que

+,:XxX—=X y uekX
estdn sujetos a los consabidos axiomas para anillos con uno.
{i4) En consecuencia, parcjas del tipo (X,{+,,u}) en las que X € Gety (+,,u) €
MRng, [X] son los Bng,-objetos o anillos con elemento unitario.”
(4#i) Dados dos anillos con uno, A = (X, (+x,-x,ux)) y B = (Y.(+v,v.ur)), ura
furcion f: X — Y tal que

S (@ +x )= f(z)+v [ (xa)
flzi-xz) = flz)y f(za)
y flux) = uy

8y gr. Proposicién K.8.17. Léase comentario K.8.18.
7Por brevedad hablamos de “anilos con uno”.
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es un Rng,-morfismo u homomorfismo anular que conserva la unidad,
Los axiomas (my) ¥ (1n2) que definen a una categoria concreta se verifican Ficilmente.
Consideremos ahora los anillos (Z, (+,-, 1)) y {@,{+,-,1)) con sus sumas, productos v
unos usuales, y pensemos en la inclusion + 1 Z — Q. Es claro que

[ mngu ((Zr (+| ‘1 1)) ) (Ql (+| *y !)))
¥ que no es un morflismo supraycctive. s un epimor{ismo sin einbargo.
IZn efecto, dados

h,k € ‘_){ng" ((Qr (+= Y l)) s (‘XI (+l E ])))

tales que fi = k¢ tenemos que, para cualquior n € Z,
hny=h{t(n))=hi{n)=ki(n) =k{L(n))=k(n)
ysin#0

h(n)-h(%) -—-h(n»%) - (1)=!=k(1)=k(;1:-n) =k.(%) Tk (n)

() ] ) ol )~ o)

Asi simneZ yn#0

e h=k
i1 . ) .
Otra categoria concreta en la que hay epimoriismos que no son suprayectivos ¢s la cate-

goria T’z de los espacios de Hausdorfl y funciones continuas.

Mara mostrar un ejemplo requeriremes de un par de resultados hisicos do topalogia
general que son los siguientes.

K.3.13 Proposicion. Sean, i,k : (X, 1) — (V, o) dos funciones continuas cualesquicra v

A={ze X h(z)=k(x}}

Si (Y,0) es T2 entonces 4 es cerrado en {X, 7).

Demostracion: Sea x € X — A; entonces i(z) # k(z), ¥y como (¥, 0} s Ty, existen
Vi,Vo €0 tales que A(z) € Vi, k() € Vi y ViNVy = @ Ademds L y k son cominuas, de
modo que, sicndo A° la familia de vecindades abicertas de z, se tiene ™! (V) (k71 (V) € A
SR WVINET (W) € A2, y como

RHWINET (W) CViy R (V) Nk () C W
entonces AN {VINE" (KB C N — A - X - A€T; por lo tants, 4 es corrado, /

K.3.14 Corolario. Sean h,k: (X, 7) — (Y,0) dos funciones continuas tales que 2 | 0 =
ki1, donde £ es denso en (X, 7); st (Y.o) es Ty entonces h= k.

Demostracion: Como | D =k | D. emonces D C A {de la proposicién anterior) que es
cerrado. Luego,

X=DCA=4A 3

8Las barras denotan cerradura.
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Por lo tanto, A = X; por lo tanto, h = k.
v

Ahora ¢l ejemplo: Consideremos los conjuntos @ y R que con sus topologias usuales son
de HausdorT; tomernos la inclusién ¢ : Q — R y un par de Ty-morfismos

hk:R— (Y, 0)
tales que he = ke. Entonces

h(g) = h{e(g) = he(g) =kelg) = k(e(g)) = k(@)

para todo g € Q; o sea que @ € A. Como consecuencia del corolario tencmos b = k. Por lo
tanto, ¢ ¢s un epimorfismo que, Por supuesto, no es suprayectivo.
/

K.3.15 Nota: En cada uno de los ¢jemplos anteriores ¢l gjemplo expuesto ha sido un mor-
fistno inyectivo, por lo tanto, un monomorfismo. Como ambos son epimor{lsmos y ninguno
suprayectivo, ambos son ejemplos de bimarfismos que no son isornorf{ismos.

Para el caso de Ty podemos decir més todavia.

Definicién. 13n Top y en cualquiera de sus subcategorias, wn morfismo cs denso si es
densa su imagen en el codominio.

K.3.16 Proposicién. En Ty todo morfismo denso es un epimorfismo.

Demostracion. Sea

feT;((X,7),(Y,0))

denso y sean
h ke Tz ((Y,0), (Y, 0D
tales que Af = kf; entonces, k| f (X} =k | f(X). Debio al corolario anterior, b = k; por
lo tanto, f es un epimorfismo.
v

La caracterizacién de los epimorfismos en una categoria concrcla abre un interesante
campo de dificultades en esta teoria. En el caso de T3, ol reciproco de la proposicidn
anterior termina de dar la caracterizacidén completa.

K.3.17 Proposicién. Todo epimorfismo en Tz es un morfismo denso.

Demostracion. Procederemos por reduccidn al absurdo suponiendo la existencia de un
epimorfismo f € T4 ((X,7),(Y,0)} que no cs denso; con basc en ello construiremaos un
espacio de Hausdorff (Z, p) hacia el cual puedan definirse desde (¥, ¢) dos funciones continuas
distintas pero cuyas composiciones con f sean iguales. Esto serd una contradiceidn con la
hipétesis de ser f un epimorfismo y, come se vera, no tendréd otra razon de ser mds que el
haber supuesto no denso a f.

Empecemos definiendo para cada i € {1,2} al conjunto

Yi={(y,5):y€Y}

y consideremos las biyecciones

Entonces
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es una topologia para ¥; que hace de cada
gi: (Y, 0) = (Y, )
un homeomorfismo. Ahora considercmos, el conjunto ¥; U Ys, las inclusiones
LY, = YUY,
¥ la topologia ¥ para ¥; UY, definida por

d={UCriuYy:y' (U)€o;,Vie {1,2}}

que hace de cada inclusién una funcién continua. Ne es dificil comprobar que (Y U Yo, 19) es
de Hausdorll.

Sea ~ la relacién de equivalencia en Y) U Y, definida por

(1) (1)~ (w,1) Yy e Y,ie {1,2};

(@) (@,i) ~ (v, i) siy € T{X) e irj € {12},

Sea Z la familia de clases de equivalencia (Y, UYy) / ~ vy eonsideremos la aplicacién
candnica

p: huy, — 4
@ v i)
Entonces - -
p:{ng:p" (¥) e v}
¢s una topologia para Z que hace de p una funcidn continua. Veamos quc p € Ty [X)

analizando dos posibles casos.

Sean ((u,1)], [{v, 5] € Z,[(v,3)] # (v, )]s sca W =Y — [ (X).
(12) u = v; entonces u,v € Wy j # ¢

LA = (D), vl = {00}

Ademds
(w,i)€ s (W) €o;, (v,7) €g; (W)€ o;
porque W € o5 y como

GW) = a5 W) =2 ¥ gW)=g" (g (W), (5,(W) =2

cntonces g; (W), 9; (W) € ¢ (en conformidad con la definicidn de 9}, Sean

U={[)]:yeW} y V={lly.5): yewW)

entonces _ -
(.)€l y [wj)eV
Ademds

p(0) =59) v 2 (V) =)

por lo tanto, [7, Ve £y es claro que Unv =a.
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(29) u # v; cntonces para (u,1) y (v, i) existen U, V; € g; tales que
(v, eU;, (vi)eViyUinVi=@
Sea k € {1,2} ,k # i; entonces
U =l W) =2y W)=Yy (V) =0
[En consecuencia, lenemos que Uy, V; € 9. Para esta k hagamos
Ue={(.k): (wD e} v Ve={{uk):(z1)eEV}
También U, y Vi son abiertos ajenos en § porque

g: (Yoo) — (Yk,08)
(v,7) — (u.k)

es un homeomorfismo y g (U;) = Ui y g (Vi} = V. Luego
U=Uul,ed y V=VuVed

Entonces
{fu)el, (vileVyUnNV =2

cualquiera que sea el caso (ie. j =161 # 7). Sean
U={z]:2€U} ¥y V={lz:z€V}

entonces (7,176,0)( _ - .
(wd)el, [wHeVylUnV=0

porque p~! (17) =Uyp! (17) = V, como fécilmente se comprueba.
Hasta aqui la prueba de que (Z, p) es de Hausdorff.
Finalmente, definamos para cualesquieray € Y ¢ i € {1,2}
hi: (Y,a) — (Z,p)
y = ()]
Entonces .
b (Y,0) 5 (Y, 00) S (MUY 9) 5 (Z,0), Vi€ {12}

Por lo tanto, h; y he son funciones continuas. El suponer que f no es denso nos permite
asegurar que h, # hy ya que entonces existe y €Y — f {X) para la que

h (@) = [(1 D] = (3. 1)} # {2} = [{5.2)] = ha {3}

Sin embargo

h(f(@) = [(f (@), D] = {{(f (=).1).(f (@), 2} =[(f (&}, D] = ([ {=)) ¥
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Por consigniente, false suponer no denso a f.
(1

Iin cuanto a los monomorfisimos, mds adelante vercmos que es posible dar hipdiesis ade-
cuadas a fin de garantizar su coincidencia con los morfismos inyectivos en una amplia familia
de categorias concretas.?

K.3.18 El cardcter general que poscen las nociones de monomor(isine y epimorfismo on ca-
tugorias se consigue abstrayendo las propicdades algebraicas de composicidn correspondientes
{leyes laterales de cancelacién) elevdndolas al rango abstracto de los morfismos, Siguicndo la
misma via podemos dar cabida a otras nociones de cardcter igualmente abstracto y gencral
y cuya resonancia con lay que ya se Liencn son de gran interds tedrico.

fjecicio t1 7. Demucsire que en Set:

a} [ X — Y osinyectiva si, y s6losi, existe g: ¥V — X tal que gf = ly.

b) f: X — ¥ es suprayectiva si, y sélo si, existe ¢ : ¥ — X tal que fg = 1y.

K.3.19 Definicidn. Sea R una categoria arbitraria; entonees, cualquicra de sus morfisinos
J € R(A, B) cs una R-retraccién si existe otro morfismo g € 1 (3, A) tad que fg = 1a.

“*Definicién. En una categoria 3t un morlismo [ € R (A, ) es una N-corretraceién si
existe otro morfismo g € R(B, A) tal que gf = 1,4.

Nola: Las correlraceiones se llaman secciones.

K.3.20 Proposicién. St K cs una categoria concrela, entonces toda f{-retraccién es un
morfismo suprayectivo.

Demostracion. Sea f: (X, €) — (Y,n) una A-retraceion. Entonces, f e¢s un K-morfismo
y existe otro, ¢ (Y, g) - (X, £} tal que fg = Ly, I'n consceucncia, /1 X — Y <5 una
{uncién para la cual existe otra, g : ¥ — X, tal que fg = 1. Por (b} del cjercicio 7, f es
suprayectiva como habia que demosirar. )

¥

T proposicion casi dual o

“Proposicion. En una categorfa concreta A, toda f(-scecidn es un morlisino inyectivo

taribién es verdadera y se prueba similarmente.

Estos resultados, sumados a la informacion gue reunimos con respecto a las relaciones
cntre inyectividad y monomorfia, suprayectividad y epimorfia, ya hablan sobre la no coin-
cidencia entre retracciones y epimorfismos ni entre secciones y monomotfismos. De hecho,
retomando una notacién que ya introdujimos y denotando ahora como Sk y fig a las clases
de secciones y retracciones de una categoria concreta K lenemos

Sk CKR"C Mg v Rx CHITCER
Esto trac a colacidén que en una calegoria conereta toda seceidn es un monomorfismo v
toda retraccion un epimorfisino, lo cual sugicre proponer un resuitado mis general:
K.3.2] Proposicidon. En cualquicr categorfa R toda seccidn es un monomorfismo.
Demostracion, Sea f € R (A, B) una scecidn arbitraria y sean bk € (A", A) tales que
fh = fk. Por definicién de seccidén sabemos que existe otro morlismo g € 1 (13, 4) tal que
gf = l4; en consecuencia

h=1lgh=(gNh=g(fh)=g([k)={9f)k=1sk=k

roposicidn K.7.7.

9[1
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Por lo tanto, f es ur monomorfismo.

©Proposicién. Bn cualquier categoria R toda relraceién ¢s un epimorfismo.

Ejercicio ;8. Sean, 1t una categoriay f: A — B un R-morlismo, arbitrarios, Probar
que son cquivalentes: '

(a) f s un isomorfismo,

(b) [ ¢s seccidn y retraccion.

K.3.22 Veamos un cjemplo de un morfismo inyectivo que no os seccion.

Sean

X ={abc} y X ={ ¥}

¥ sean

a€Pos(X] y o €Pos[X'

definidas como
a={(z,z), {e,z}|z€X} ¥y o= ({2, 2) (@' &), (V,d) | o' € X'

Entonces
[ (X0} = (X,d)
T - x'

s una funcién mondtona e inyectiva y supraycctiva; por lo tanto, existe su luneidn inversa

X = X

r o~ oz

Sin embargo
[71 ¢ Fos (X, (X.))
ya que
o, cyea = (f' (V) ) ea
porque (b,¢) ¢ o
Ejercicio £, 9. Sea F7: & — R un funtor y sca fov - ger — 0P ¢l funtor dual a Foque

se define con la misma regla que se define I, e
P4 = FAVAES vy F®f=F[Vfed7 (A, B)

Probar que: (a} Con esta definicion el concepto de funtor es un concepto autodual,
(by) F°P cs fiel si, y sélosi, I es fiel;
(by) FP es pleno si, y sélo si, F es pleno.

3.2.1 Funtores y Dualidad

K.3.23 Segin queda indicado en (a) del ejercicio anterior, no s gran novaedad lo que se
obtiene sometiendo la idea de funtor al proceso de dualizacién; el coconcepto obienido es o
mismo. [n cambio, ha resultado mejor la idea de dejar la dualidad a medio camino, ya sca
de ida o de regreso, aplicando ¢l procedimiento a medias, considerando funtores

F:g%—>% o G:9—R"
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Coino los objetos y morfismos de la categorfa duzl de una calegoria son objetos y morfismos
de la propia categoria, podeinos mirar en tales funtores reglas que asocian objetos y morfismos
de & con objetos y morfismos de ®. Como las identidades en una categorfa son las mismas
que cn la categorfa dual, en su paso de & a R estas reglas preservan identidades. Y o propio
aconiece con Ias composiciones sélo que ¢n el orden invertido.

I2n efecto, si f € G (4, B) y g € ¥(3,C), entonces:

(1) f€ S (B, A4), g € " (C, B) y tenemos que

Flgo f)=F(f o®g)=(Ff)o(Fg);
{(i1) Gf € R (GA,GB), Gg € TP (GB,GC) por lo que
Glgof)=(Gg)o™ (GA =(G[) o (Gy).

Este hecho distingue a cstas reglas de las dadas por los funtores tal cual los veniamos
concibiendo; sin embargo, tal como acabamos de ver, también son reglas funtoriales de
asociacidn de elementos entre categorias, debido a o cual, también las lamarcmos Mintores.

K.3.24 Definicién. Sean Sy R calegorfas arbitrarias. Un funtor contravariante de
S en R es un funtor F: % — R, Escribiremos: F: & — R,

Nola y obscrvaciones: 1. Para acentuar més la diferencia entre tos funtores conlravarian-
tes y los funtores (a secas) sc ha dado a éstos el apellido de covariantes.

2. Estd claro que la notacién F : & — R para un funtor contravariante no da lugar
a equivocos porque en tal caso sabemos, de acucrdo con la definicién, que F' (como funior
covariante) va e $°P en N,

3. Siguiendo la definicién anterior, un funtor G : & — R°? es un funtor contravariante de
3% en NP ya que (como funtor covariante} podemos reescribirlo como G - (5°P)™P — (%ov).

K.3.25 Ejemplo. Sea

Opt : Set™ — Sei

dado para toda X € Set™ por
Opt X = 2% VX € Get®
y para toda f € Get™ (X Y) por
Opt f € Set (2%,2")

donde

Opt f(A) = f"1{A), vA e 2¥

[a} Dpt preserva composiciones.
Fn efecto, sean f € Get™ (X,Y) y g € Set™ (Y, Z): entonces, dado cualquicr A € X
tenemos

Opt(g o [)(A) = 0pt(f >9) (A) = (fog) ' (4) =4 (f 7' (A)) = (Optg) (Opt /) (A)

[b] Dp% preserva identidades.
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En clecto, st A C X, entonces
Opt 1x € Get (2%,2%)

es tal que
Optly (A) = 13 {A) = A = lyx (4) = lapex (A)

Opt : Get — Get es el llamado funtor conjunto puotencia contravariante.
Obsérvese que para Opt valen las siguicnles propiedades (que Pot no tienc):

(i) Opt f(By U B,) =0pt J (B1)U 0pt [ (B)
(i) Opt f(By N By) =0pt [ (8))N Opt f{Bs)
(iii) Opt f(8) =@

(iv) Opt f(Y) =X
(v} X—opt f(B)=0pt f(Y — B)

Ejercicio t, 10. {a) Demuestre que 0Opt : Set® — Get es un funtor fic!.
(b) Describa la concrecidn de Get™ a la que Opt da lugar.

(c) Sel’? = Set ¥

1. Segundo cuestionario de ejercicios. Ejercicio by 1.;Puede describirse una concrecisn de
Set via Opt? De responder afirmativamente describa tal concrecién. e responder
negativamente, justifique su respuesta.

Antes de pasar a otra cosa probaremos un resultado que supusimos cierte en K.3.10 pero
cuya demostracién queds pendiente.

K.3.26 Proposicién. La categoria dual de una categoria concreta también es concreta.

Demostracién. Sca K cualquier categoria concreta y sea U/ @ K — Get el funtor que
olvida; sabemos que I/ es un funtor ficl, dc modo que, por (by) del gjercicio 1,9, también es
fiel ¢l funtor dual U : K° — &el®®. Entonces, por (a) de los ejercicios t,1 y 10 tenernos
que el funtor compuesto

OptlUP : K% — Get

es un funtor fiel, de lo cual se sigue que también K es una categorfa concreta.
I«

3.3 Estructuras Finales

En la seccién anterior hablamos de la posibilidad de duplicar el contenido de la teoria ex-
puesta empleando el Principio de Dualidad (ya sabemos en qué sentido). Es lo que haremos
enseguida con relacion a la seccion anteprescdente.

En K.2.1 se definié una fuente para una categoria 1 arbitraria como una pareja (A, (fi),)
en la que A es un R-objeto arbitrario y {f:), es una clasc arbitraria de R-morfismos f; €
R(A, A), i € I. El coconcepto correspondiente al de fuente sc llama sumidero.

K 41 Definicién. Sca R una categoria arbitraria. Un sumidero en R o R-sumidero

es una pareja ((fi);, A) en la que A es un R-objeto arbitrario y (f;); s una clase arbitraria
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de B-morfismos f; € R(A;, A), i € L. Bin tal easo, A recibe ol nombre de codominie del
sminidero, la clase (A;); de R-objetos es ol dominio del sumidero y cada morfismo f; os
una flecha del swnidero. Notaciones allernativas para sumideros son:

Ii
(4% A)’ vy Ui A= A),
Como con las fuentes, también considerarcmos sumideros en Set
(fi Py o .r\’)‘,

suponiendo que cada micmbro X; de su dominie puede A -estructurarse segiin una categoria
concreta arbitraria i, y lo mismo que entonces, no consideraremos a este sumidero (“hibri-
do") un K-sumidero a menos que se demuestre la existencia de una K-estructura para X
que haga de cada f; un K-morfismo.

K.4.2 Bfemplo. 51 5 = {(fi),, X} cs un sumidero cuyo dominio es una familia (X,,7,)
de espacios topoldgicos, entonces ia familia

!

r={UCX:f, " (U)er Viel}

es una Top-cstructura para X que hace de cada f; una funeién continua.

En clecto, dados ¢ € [ y I/ € 7 cualesquicra tenemos [7H{{I{/) € 7, de modo que
S (X, 1) = (X, 7) es una luncién continua.

La topologia anterior es la topologia fuerte'® para X correspondiente a {(7,), y a
(f i)r

Ei coconcepto correspondienie al de -estructura in icial es el de A-estructura final. So
definicién es como sigue:

K.4.3 Definicién. Sea X un conjunte arbitrario. 81 § = ((f;},.X) es un sumidero
cuyo dominio ¢s una famitia (4,); de K-objetos A, = (X,.§,) de una categoria concreta K,
entonees una K-estructura final para X con respecto al sumidero § es una estructura
£ € K{X] tel quesi A= {X ) entonces:

(i) fi e K (A, A),Viel

(1) Si B = (Y.5) cs un K-objetoy [ : X — ¥ cs una funcion tal que

fReEK(A,B) Yiel

entonces f € K (A, B).

5i € es una K-estructura final para X con respecto a S, entonces hablaremos de 5 como
de un K-sumidero final.

Fjercicio £32. Las condiciones (7) y (i) pueden sintetizarse en una sola:

Para cada K-objeta 3 = (Y1) v cada funcién [ : X = Y

feKAB) & [fie K(A,B)Viel

Lercicio Lof Sca S = 3, . X)) un sumiderc cuyo dominio es una familia (X,,7,), de
2 ifr: i
espacios topoldgicos. Probar que la topologia [nerte para X correspondiente a (13), v a (L),

os una Top-estructura final para X con respecto al sumidero 5.

Wiambién Uamada final
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K.4.4 Ejemplos.
K.4.4.1 Debido al ejercicio anterior, la topologia fucrte para X correspondiente u (ri), ¥
a (f:), es una Top-estructura final para X con respecto al surnidero

8=(fi: (Xyym) = X,
K.4.4.2 Si Gel es la concrecién de Set descrita anteriorinente y
S={fi: (Xi, Xi) — X},

s un sumidero de dominio en Get, entonces X s una Get-estructura final para X con
respecto a S,

En clecto, X € Get[X]ysi A= (X, X) y A = (Xi, X;), Vi € £, entonces:

(i) Como f; € Set(X;,X), i € {, entonces

leerSs € Get{(leuXi, X, (YeuX, X)), Vi€ !

o sca L
fi e Bet(A, A), Viel
(ii) SiB=(Y,Y)y f: X — Y cs tal quc para cada i € I, ff. € Get(A,, B), entonces
[por el solo hecho de ser f € Set (X,Y}], f € Get(A, B).
K4438 5 = ((X.-,cxi) 0 X)r es un sumidero cuyo dominio es una clase de Gra-objetos

(X;, o), entonces una Sra-estructura final para X con respecto a S cs
a={{fi(z),fi(z): (z.a) € eic ]}

Fin efecto;
(i) Para cadai € [, fi: (Xy,05) — (X.) es compatible porque

(z,2) € s = (fi(z) , fi(z))) E @

(¢1) Si (¥,0) es una digréfica y f: X — Y es una funcién tal que toda composicidn
ff,: (X, ) — (Y, B) es compatible, entonces dada cualquier {f; {z) , /. (2')) € o tenemos
(ffi(z), ffi(z)) € B, osea que f: (X,a) — (Y, B) es compatible.

También tenemos un coconcepto correspondiente al de R-monoluente cuyo caso particu-
lar, cuando consta de una sola flecha, ya lo conocemos: ¢s el de epimorfismo. El concepto
de K-fuente que scpara puntos también da lugar a un concepto cast dual en una categoria
concreta:

K.4.5 Definiciones. (a) Sea R una categoria arbitraria. Un R-sumidero § = ((fi);, A)
s un R-episumidero si toda vez que para un R-objeto B cualquiera se tengan morfismos

)
hokeR(AB)
tales que hf; = kf;, Vi € I, resulta que h = k.
(b) Si K es concretay S = ((fe},, (X, €)} es un K-sumidero, se dice que S es exhaustivo
si todo punto de su codominio posee una preimagen bajo al menos un miembro de la clase
de K-morfismos de 5.
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Veamos que también vale la proposicién casi dual a 1a K.2.6

K.4.6 Proposicién. Si K s concretay S = ((/i),, (X, £)) es un K-sumidero exhaustivo,
entonces S es episumidero. '

Demostracién. Hay que prabar que para

hk € K((X,€).,(Y,n)

se liene
hdk= hfi4kf;, panic i
Pero si b # k, cntonces h(z) # k (z), p.a. £ € X; como S s exhanstivo, existe i € / tal que
% = f;{z'). Por lo tanto
hfi (') # kfi ()

para csa misma i, que es a lo que se queria llega.r.[‘(l

K A7 Ejercicic {34. Sea S = ((W, w) 4 X) un sumidero de una sola flecha y supéngase
que f es biyectiva. Probar que £ es final en X con respecto a § si, y sélo si, f : (W,w) —
{X.£) es un isomorfismo.

Como con las estructuras iniciales, también con las finales se da una unicidad csencial que
enunciaremos enseguida. Se trata de la proposicién casi dual a la K.2.11. Su demostracién,
como veremos, es completamente similar. Como consecuencia, también aqui hablaremos
(cuando exista) de la estructura final para un conjunto X respecto de un sumidero S.

K.4.8 Proposicién. a) Si 5 = ((fi),,(X,€)) es un K-sumidcro final y 4 : (X,£) —
{X,£") es un K-isomorfisme, entonces §' = ({hfs); . {X,€)) también es un K-sumidero final,

b) Si

5= (Xt L (x,0) v 5=(X.6)5X6)

son K-sumideros finales, entonces existe un K-isomorfismo A : (X, £) — (X,£) tal que
hfi=fi.Viel.

Demostracion. a) Sea (Y,7n) un K-objeto arbitrario y supongamos que f : X — ¥ es una
funcién tal que f (hf;} es un K-morfismo, ¥i € 1. Entonces fh es una funcién tal que (fh) f;
es un f-morfismo, Vi € I, de manera que, por la finalidad de S, fh resulta K-morfismo.
Como ademas h es un K-isomorfismo entances, debido al resultado establecido en ol ¢jercicio
antcrior, podemos aplicar la propiedad caracteristica de un sumidero final y ascgurar que f
es un K-morfismo.

b) Sea

h=1x: (X,£) = (X,8)

Como 5" es un K-sumidero, entonces
Lxfi=fi o (X, &) = (X.6)
es un K-morfismo, Vi € /, de modo que, por la finalidad de S, resulta
Ly € K{(X,£),(X,£))

La demostracién de que

Iy € K{(X,€),(X.8))
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es aniloga.
p 1
X&) I X

fi™\ (6] Vel
(Xl'ifi)

Por lo tanto, 1y es un K-isomorfismo. ”

K.4.9 Por el ejercicio t23 y el resuitado anterior, en Top la topologia fuerte para X cs
la Top-estructura final con relacidén a cierto sumidero S. I3t nombre de fuerle le vienc a
consecuencia, de ser la mds grande de las topologias para X que hace de cada flecha de S
una funcién continua. También el vocablo final para una K-estructura obedece a razones
similares. Bs justamente la situacién casi dual que priva con las estructuras iniciales:

K.4.10 Proposicién. Sea S = ((/;),,(X,§)) un K-sumidero final cualquicra. Fntonces
£ ¢s 1o mds fina de las K-estructuras para X que hacen de cada f; un K-morfismo.

Demostracidn. Supongamos que 0 es otra K -estruclura para X que hace de cada f; un
K-morfismo.

(x0 X
Ji™ O A
(Xi, &)

Entonces, la composicién 1x f; es un K-morfismo, ¥i € {, lo cual, debido a la finalidad de S,
implica que 1y es un K-morfismo, y esto significa precisamente que £ es mds fina que &. "
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Capitulo 4

Inmersiones, Cocientes y Objetos
Libres

Es tan frecuente la aparicién de las ideas de inmersién y cociente en las teorias matormdlicas,
que serfa raro no hallar un concepto general de cllas aplicable en cualquier calegoria concreta.
Esta aplicabilidad exige, desde luego, que tal concepto sea lo suficientemente dietil como
para adoptar las formas especificas que cada categoria concreta imponga; sin embargo, su
formulacién no puede ser de otro modo sino inducida, recogiendo en lo particular la pepita de
gencralidad que dé cardcter universal a su férmula, aun cuando tal universalidad no rebase
las fronteras discursivas del orbe que tiene como miicleo a Sel.

4.1 Inmersiones

K.5.1 Partamos de! hecho intuitivo de que en Set se consigue la inmersidn de un conjunto A
en un conjunto B siempre que A es inyectable en B, es decir, siempre que existe una funcidn
inyectiva f : A — B. De hecho, ésta es, aunque a muy grosso modo todavia, la idea de
inmersién que perseguimos: Definir qué debe entenderse por sumergir un objeto dentro de
otro! en una catcgoria concreta.

Obsérvese que esto ¢s lo mismo que describir los morfismos a través de los cuales tal
inmersién se consiguc (y puesto que esto consiguen, es a cllos a quicnes ha dec darse el
nombre de inmersiones). Ya se ve que para que la cosa marche tales morfismos deben ser
ante todo morfismos inyectivos.

Podria pensarse que, como con éstos s¢ prescrva la K-estructura al inyectar al K-objeto
A en ¢l K-objeto B, entonces todos y cada uno de ellos dan lugar a K-inmersiones, pero
pronto nos convencernos de que no es asi. En Top, por giemplo, denotanda con 74y 7 a las
topologias discreta ¢ indisereta de un conjunto X cualquiera, tenernos que

1_1( : (X,Td) — (X,T,')

es conlinua e inyectiva pero no por cllo presumimos de haber sumergido a (X, 7q) en (X, 7).
;Por qué? ;Qué nos chocaria de eso?

1Valganos la redundancia.
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Sin duda, ¢l hallar a X discreto dentro de X indiscreto. ;Y por qué nos chocaria esto?

Pues porque los espacios indiscretos sélo inducen subespacios indiscrelos.

Ah, entonces ésta es la mancra de distinguir, al menos en Top, a las inmersiones de entre
los morfismos inyectivos: Una inmersién topoldgica f que inyecte al cspacio (X,7) cn e
espacio (Y, ) debe “dejar a (X, ) tal cual espacio topolégico que es” como subespacio de
(¥,o); dicho en forma mas técnica pero mds precisa: Por medio de f debe guedar definido
un homeomorfismo entre (X, 7) y ¢l subespucio de (Y,0), (f (X)), o | f(X)).

Para dar cabida a la generalizacién de estas ideas bastaria contar con el concepto cate-
gdrico correspondiente al de subespacto topoldgico.

Recordemos gque en Top, el subespacio inducido por W C ¥ en (Y,0) s (W, 0 | W),
donde o | W es la topologia relativa para W definida por

g|W={VnW:Veo}
Denotemos con ¢ a la inclusién de W en Y y observemos que
VNW =1 (V) VWeo

Pero
T{Lo)={{V): Veo}

es la topologfa débil para W con repecto a ¢ y o; es decir, es la Top-estructura inicial para
W correspondiente a la fuente (W — (Y, 7)) cuya tnica flecha es «.

Para la estructura inicial respecto de una fuente £ ya contamos con una definicidn cate-
gdrica precisa. Si £ = (X, f), o sea, si sélo consta dc una sola flecha, tal definicién puede
reescribirse como sigue:

K.5.2 Definicién. Sea K una calegorin concreta y sean, (Y,#n) un K-objeio, X un
conjunto y f : X — Y una funcién, cualesquicra. Diremos que £ € K[X] es inicial para
X con respecto a [ y 7 si se satisfacen las condictones:

(1) f € K{(X,€) .{Y.n));

(2)Si(Wwle Kyg: W — X es una funcion tal que

fge K((W.w).(Y,m)

entonces, g € K ((W,w), (X, £)).

Por lo tanto, podemos proponer como generalizacidn de la idea de subespacio la siguiente.

K.5.3 Definicién. Sean, K una categoria concreta, (Y,n) un K-objeto y W C Y,
arbitrarios. Considerando la inclusién ¢ : W — Y | diremos que W induce un subobjeto
en (Y,0) si existe w € K [W] que sea inicial para W con respecto a ¢ y 1. En tal caso
diremos que el K-objeto (W, w) es un subobjeto de (Y, 7).

Apoyéndonos en esta definicidn tenemos como primera aproximacion do la idea general
de inmersién la siguiente.

K.5.4 Definicion provisional. Sea K una categoria concreta y sean [ : (X, £) — (Y, n) un
K-morfismo inyectivo y & € &£ [f (X)] una K-estructura tal que (f (X),8) s subobjeto de
(Y,n). Sila restriccién

FIUO9 (X, 6) — (£(X),8)
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es un K-isomorfismo, entonces f recibe el nombre de K-inmersidn.

Aunque ésta es ya casi la definicién de K-inmersidn que emplearemos, unas observaciones
van a servirnos para afinarla un poco.

En K.2.11 probamos que si £ = {(X,£),(f:),) es una K-luente inicial y h : (X,£)} —
(X,€) es un K-isomorfismo, entonces la fuente F' = ((X,£),(fih),) tambi¢n es una K-
fuente inicial. Por otra parie, de acuerdo con la definicion provisional anlerior, para ver cn
un K-morfismo inyectivo f : (X, €} — (Y,n) una K-inmersion debemos tener una K-fuente
inicial {{f{X)}.#),¢) y un K-isomorfistmo

J VD (X €) — (f(X),0)

Aplicando €! resultado que mencionamos tenemos que también

((X:E) , Lf(f(x).ﬂ))

es una K-fuente inicial; pero ¢f {V(X3)= f. Por consiguniente, £ s la K-cstructura inicial
para X correspondiente a f y 7.

Reciprocamente; sean, [ : {X,€) — (¥,7) un K-morfismo inyectivo, 0 € K [f (X)! una
K-estructura tal que (f (X),8) es subobjeto de (¥,7), y supongamos que £ es inicial para
X respecto a [ y 5. Debido a la inyectividad de f, la restriccidn

FIX = [ (X)
es biyecliva, por lo que también podemos considerar su funcién inversa
PO - X

Como ademais »
SOV =0e K((f(X),0),(Y,\n))

entonces, debido a la inicialidad de £ tencmos que

(f o e K ((f (X),0),(X,6)

Por otra parte, como
of P9= fe K((X,€),(Y.n})

entonces, debido a la inicialidad de @ con respecto a ¢ y 7, tencmos que también
J1P¥e K(X,€),(f(X),9)

Por lo tanto

[ (X 6) = (F(X),8)

es un K-isomorfismo y [ una K-inmersion.

Estas observaciones justificen el que adoptemos como definicién la siguiente:

K.5.5 Definicién. Sean, K una categoria concreta, (Y,n) un K-objeto, X un conjunto
y f:+ X — ¥ una funcién inyectiva, cualesquiera. 5i § € K |X] cs inicial en X con respecto
a f v 1, entonces daremos el nombre de K-inmersién al K-morfismo f : (X,&) — (Y,n).
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K.5.5.1 Observacion. Como acabamos de ver, tanto en la delinicién de K-inmersién
como cn la de subobjeto, empleamos fa nocién de K-estructura inicial. Por consiguiente, en
une y obro caso vale aplicar los resultados que para K-cstructuras iniciales hemes demostrado.
Por cjemplo, que ta K-estructura inicial es 1inica (salvo isomorfismo) o que ¢s la menos {ina
que hace de la funcién correspondiente un K-morfismo.

K.5.6 Bjemplos: 1. Consideremos en Pos un copo arbitrario (Y, <); sean, X un conjunto
y f: X — Y una funcién inyectiva. Entonces, podemos definir una relacién < en X como

zXre fx) L fl), VrreX

Notemos que:

a) =< es un orden parcial en X.

En efecto, para cualesquicra z, =, " € X tencmos

(i) 2 < = porque f (z) < f (2).

(W) Siz X2 yzr <2 enonces f(x) < f(o)y f(Z) < Sz fla} £ Fl")
R

(i) Siz < y 2 <z, entonees [ () < £ () y £ () < [{=); - ] (&) = [ (&'); como f
es inyectiva, eslo implica que = = ',

b) = es inicial en X con respecto a f y <.

En clecto:

() FeEPos ({X,2), (V. )) porquez X&' = f{z) € f{z) Vo, r' € X.

(2) Sean, (W, £) un copo y g : W — X una funcién tal que

Jg € Pos{(W, ), (V, <))
Entonces, para cualesquiera w,w' € W tales que w £ w' lencmos
[ g ()} = fglw) < fg(uw') = [{g{w))
lo cual, segiin la definicién del orden parcial <, es si, y solo si. g {w) < g {w’). Por lo tanto
g € Pos (W, 2) (X, )}

Por lo tanto, f : (X, %) — (Y, <) es una Pos-inmersién. vl

2. Met denota a la categoria de los espacios métricos y contracciones.

(i) La estructura métrica en un conjunto X arbitrario le viene dada por funciones dei
tipo

d: X x X —[0,00)

que, para cualesquiera Ty, Ty, 73 € X, satisfacen las condicioncs

(di) d(zy,w0) =0 & 1 =2y

(dy) d{zy, 3) = d (22, 24)

(dy) d{zy,73) < d{z1,T2) +d (22, 23)

Una funcién con estas caracteristicas es una métrica para ¢l conjunto X. Por lo tanto

et [X] = {d: X x X = [0,00} | d cs una mélrica para X'}
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(1) Iin consecuencia, los Met-objetos o espacios métricos son pargjas (X,d) cn las que
X € Setyd € Met]X].

(ii1) Los 9Met-morfismos o contracciones entre dos cspacios métricos M) = (X1,d0) ¥
My = (Xy,ds) cualesquiera, son funciones Lales que

dy (f (1), [ {22)) < di (), 32) , V1,02 € X,

s ficil comprobar que Met satisface las condiciones () y () que definen a una catlegoria
concreta.

Supongamos ahora que (¥, dy) es un espacio métrico, X' un conjunto, y F: X —Y una
funcién inyectiva. Entonces

dy 1 X » X — [0,00)
definida por
dy (T, %2) =dy ([ (z), f () Yo,z € X

es una métrica para X. En cfecto, para cualesquicra ©y, #g, 2y € X tencmos ques

(dy) Sidyx (z1,22) =0, entonces dy (f (r1), f (r3)) = 0, lo cual, debido a que dy es una
métrica, es si, y sélo si, f{z1) = f (z2); y como [ es inyectiva, esto implica que x| = Xa-

(({2)

dx (&1,%2) = dy ([ (z1) .S (z2)) = dv (f (z2). f (1)) = dy (22, 71)

(d;;)

dx (@1, 23) = dy (f (31), f (33)) < dy {J (22) , f (m2))+dy ([ (w2} . [ (23)) = dix (s, ) +dx (2, 3)

dyx es la Met-csiructura inicial para X correspondiente a [y dy. bEn electo,
(1) f:{X,dx) — (Y.dy) es, obviamente, una contrac ion.
(2) Si (W,dw) es un espacio mélricoy g W — X una funcién tal que

fg € Met (W, dw}, (Y. dy))
Entonces, dados cualesquiera wy,u € W tencruos
dy (fg (wi) ., fg (wa)} < dw (w1, wn} ;
pero, por definicién de dy :
dx (g (1), g (wp}) = dy (f (g {wn)) . f (g (wa))) = dy (fg (w1} . [y ()

Por lo tanio
g € Met{(W,dw} (X, dy))

Por lo tanto, f es Met-inmersién.

El siguientc resultado establece la relacion que guarda ¢l conceplo catégorico de seccidn
con ¢l conceplo de inmersién.

K.5.7 Proposicién. En una categoria concreta arbitraria toda seccidn s una Inmersion.

Demostracidn. Sea K cualquier categoria concreta y sea [ - {(X.8) — (V,n) una K-
seccién cualquicra. Entonces, [ es un K-morfismo inyectivo para ¢l que existe oiro K-

morfismo

g:(Y,n) = (X,8)
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tal que gf = ly. En consecuencia, st {W,w) € K y h: W -+ X cs tal que
She K((W,w),(Y,n))
entonces, también cs un K-morlisme la composicién
g{fh) =(gNh=1xh=h: (W) — (X,£)

Eisto prueba que £ es inicial en X con respectoa [ v 7). Porlo tanlo, f s una K-inmersidn, vl

—— - —K.5.8 Qbservernos quecen los dos gjemplos anteriorys siempre s posible definir estructuras

que hagan de [ (X) un subobjeto del codoinio de f.2 Ya probamos que cuando esto ocurre,
la restriceién f |14} define un isomorfismo entre X (con la estructura inicial) y ¢l subobjeto

J(X).

Jats
(X,8) = (f(X).0)

(f |J’(-\’)) !

I\ O e
(Y.n)

Una categoria concreta en la que para cualquier objelo (X, £) y para cualquier conjunio
A C X existe una estructura o tal que (A, @) es subobjeto de (X, £) se Hama hereditaria.

Por otra parte, como en toda categoria dos objetos sun tedricamnente indistingnibles si son
isomorfos entre si, entonces podemos decir que en toda categoria conereta que sea hereditaria
los objetos inmersibies en un objeto (¥, 1) 3 se agotan con los subobjetos de {Y,7), y las
inmersiones con las inclusiones de los mismos. Esta cs (en ¢l sentido del isomorfismo) la
interpretacion que podemos dar del diagrama anterior.

K.5.9 Pero no toda categorfa concrela vs hereditaria. Cona gjempla pensemos en Yeeg;
es claro que no todo subeonjunto de un espacio vectorial es subespacio suyo. Otro ¢jemplo
nos lo da Topey, la categoria de los espacios cownpactos de Hausdorfl y funciones
continuas. LEn Tope, los subobjetos de un espacio (X, 7) son vinica y exclusivamente los
subconjuntos cerrados de (X, 7).

In electo, por resultados de Lopologia gencral sabemos gue los subconjuntos cerrados de
un espacio compacto también son compacios y que el ser de Hausdorff es una propiedad que
hereda todo subespacio de un espacio de Hausdorfl. Por consiguiente, si A € X es cerrado
en {X,7) y {X,7) € Tope,, entonces también (A, 7| A) € Tope,. Ademis:

(1) ¢: (A, 7} A) — (X, 7) s continua porque

CHN=UnNnAeT|AVUeT
{2) Si(Z,p) € Topey y g Z — A es una funcién tal que
i (Z,p) — (X,7)
?Estamos expresdndonos con ambigiledad diciendo esto de “que hagan de f {X) un subobjeto del codo-
minio de f*. Es que es usual referirse a un conjunte 4 C X como subobjeto de (X, £) cuando exisle una

estructura a tal que {4, a) os subobjeto de (X, £).
ISe entiende, aquéllos desde los que puede definirse una inmersién en (¥, ).
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es continua, entonees
gHUNA) =g (T (U) =(g) "(U)ep, VUNAET| A

lo que significa que también ¢ : (Z,p) — (A, 7| A) es continua.

Iisto prueba que (A, 7 | A} es subobjeto de (X, 7).

Reciprocamente, si (4,7 | A) es subobjeto de un (X, 7} € Topc,, entonces A es cerrado
en (X,7) porque los subconjuntos compactos de un espacio de Hausdorlf son cerrados. vl

K.5.10 Definicién. Sea K cualquicr categoria concreta. Se dice que K tiene intersee-
ciones si para todo K-objeto (X,£) y para cualesquiera subobjetos suyos (A;, o), cxiste
una K-estructura para ‘QI A; con la cual resulte subobjeto de (X, £).

K.5.11 Ejemplos de categorias concretas con intersecciones y sin ellas.

1. Toda. categoria concreta que sea hereditaria posee intersecciones,

2. Como los subobjetos de cualquier (X, 7) € Tope, son los subconjuntos cerrados de
(X,7) y como toda interseccién arbitraria de éstos es cerrada en (X, T), tenemos que Topcy
tiene intersecciones.

3. El ejemplo que sigue es el de una categoria con la que hasta ahora no hemos trabajado.
Comenzaremos presentdndola.

Sus objetos se llaman retfeulas’; son copos (X, <) con la propicdad de que todo par
%1, de sus clementos tiene un fnfimo z; A 73 € X y un supremo x; V 1 € X es decir,
los elementos £, A xy ¥ 21 V Za son tales que

LIATy ST, T2 S V 22

y si para z, ' € X se tiene
) Iy
55{, ¥ }S:
Ly Iz

< h y VI £z

cntonces

respectivamente, Los morfisinos entre dos reticutas (X, <) y (¥, <) cualesquiera son los
homomeorfismos reticulares, es decir, funciones f € Y¥ tales que para cualesquicra
z1,x3 € X cumplen

flminz)=f@)Af{z) y [@mVz)=[(z1)V [(m)

La categoria de las reticulas y homomorfismos reticulares se denota por Lat. Para
todo X € Set, L£at[X] es la familia de estructuras reticulares, es decir, la familia de érdenes
parciales que convierten a X en reticula. Es facil probar las condiciones (m.) y (m2) con las
que Lat resulta una categoria concreta.

Antes de seguir adelante insertaremos los ejercicios t35 y ty6.

Ejercicio ty5. Demuestre que £at es una subcategoria de Jos.

40, si se prefiere, en francés: laltices,
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Ejereicio 1,6, Sean X ¥ € Gel, X C Y sia € Lat[X] y A € Lat{Y]. probar que (X, a)
es subobjeto de {Y, ) si, y s6lo si, para cualesquicra ), % € X se tiene
T A[j Ly =T Ay Eg Yy Ty Vg Ly =Ly Vg Iy

P'arn continuar con ¢l cjemplo, supongarmos que (¥, i} vs una familia de subreticelas de
una reticula arbitraria (X, al; sea Y =N ¥, Debido al resultado establecido en ¢l ejercicio
icl

anterior, dados cualesquicra 4,42 € Y tenemos

WM W NVepEe Y Vi€,

Por lo tanto, sicndo f cl orden parcial inducido por @ en ¥ y haciendo
Mhath=halz ¥y NVplr=Vain

tenemos, a consecucncia del gjercicio 8, que también (¥, 3) es subreticula de (X, a). Esto
prucha que Lat es una categoria concreta con intersecciones.

4. Por los curses de dlgebra lineal sabemos que la interseecion arbitraria de subespacios
de un espacio vectorial cualguicra es también un subespacio de éste. Asi, Tec ¢s otro ejemplo
de categoria concreta con intersecciones.

5. Tepc denotard a la categoria de cspacios compactos y funciones continuas.
Veremos un ejemplo que muestra que Tope carece de intersceciones.

Sea Z =7ZU {—0c0,+o0} y sea p la topologia para Z definida por

Z — U es firito
Uepe o
1 Uni{—co,+co}=0

Entonces, p € Tope[Z]. B cfecto, st A = (1) os una eublerta abierta arbitraria de 2,
entonces —oo € Uy, pa. ig € [; luego, Uy N {—00,+} # &, y como U,, € 3, entonces
4 — U, es linito y por lo tanio puede ser cubierto por un mimero finito de miembros de
A. Estos miembros y [7, constituyen una subeubicrta finita pura 2, lo cual prueba que,
electivamente, (7, p) € Tope.

Valiéndonos de argumentos similares a éste podemos evidenciar que

Yi=Z—-{-00} y Yo=4-{+o0}
son subconjuntos compactos de 4. En consecuencia, los subespactos de (£, p)
(Ypln) vy (YoplYe)
son subobjctos en Topr. Sin embargo, su interscecidn
Z=YnY,

no puede mirarse como subobjeto de {Z, p) en Tope va que, de hecho, la topologia inducida
2| Z es la topalogia discreta: En cfecto, observemos quc para toda 2 € Z

U, = {z} € pporque U, N {—00,+0} = &
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de manera que

UNZ={:z}ep|i Vzeclk

Por consiguiente, si g fuese una topologia para Z segiin la cual (Z, p) resultasc Tope-subobjeto
de (7, p), entonces, por la continuidad de la inclusién

i (Z,g) = (Z,)

tenemos
{z}=ct{U)ED V2€EL

ic. p=p|Z. Pero (Z.p | Z) ro cs compacto porque de la cubierta abierta

{{1}.{2},{3}. -}
es imposible extracr una subcubicrta finita. Asi pues, tal g no existe. ]
K.5.12 Observacién. Si K tienc intersecciones, entonces para todo subconjunto M de
todo K-objeto (X, €) existe ¢l mis chico de los subobjetos (A, a) de (X.€) tal que M C A
a saber, cs la interseccion de todos los subobjetos de (X, £) que conticnen a M.
K.5.13 Definicién. Si (A;, @), es la familia de los subobjetos de (X.£) que contienen a
M C X y o es una K-estructura que hace de A =.'QJ A, un subobjeto de (X, £), diremos que

M genera a (A, a). Si A= X, hablaremos de M como de un conjunto de generadores
de (X,£). Asi, M es un conjunto de generadores de (X,€) si, y s6lo si, ningiin subobjeto
de (X,£), excepto (X,£) mismo, contiene a M. Diremos que (X,£) tiene n generadores
si existe un conjunto M de generadores de (X,£) cuyo mimero cardinal es n y st ningin
subconjunto de X de cardinalidad menor que n puede generar a (X.£).

K.5.14 Fjemplos: 1. En Top, para cualquicr espacio topoldgico {X.7) cl Top-subobjeto
generado por cualquier A es (A, 7| A).

2. En forma mds general: $i K es hereditaria, el subobjeto de (X, £) generado por AC X
es (A, a), donde o es una K-estructura que hace de A un subobjeto de (X, £).

3. [ intervalo [0,1] con la topologfa relativa a la usual de R es un Tope,-objelo con Ny
generadores.

En efecto, si A = Qn {0, 1} y A € [0,1] cs un subobjeto {en Topey) que contiene a M,
entonces A es cerrado en [0, 1] y por o tanto M C A; pero M = [0,1] porque @ es denso en
{0,1]. Por lo tanto, el tinico subobjelo que contiene a M es el propiv intervalo. Ademis, se
sabe que M es un conjunto infinito numerable, o sea que su nimero cardinal es Ry,

Por otro lado, s N C [0,1] es un conjunto de cardinalidad menor que ¥y, entonces NV es
finito y, por lo tanto, compacto {y de Hausdorfl, por estar en un Hausdorfl); i.e. ¥ € Tapr,
y, por lo tanto, el subobjeto generado por IV es N mismo. Esto prucba que en Tope, el
intervalo [0.1] no puede generarse con menos de Np elementos; y como con N si se genera,
entonces tiene Ry generadores, como se querfa demostrar.

4. De un modo mds general podemos asegurar que en Tope, ¢l subobjeto que A C X
genera en (X, T) es A.

En efecto, ya vimos que los subobjetos de cualquier {X,7) € Tope, son precisamente
los subconjuntos cerrados de (X, 7); por consiguiente, hablar del subobjeto generado por un
subconjunto A cualquicra es hablar del més chico de los cerrados de (N.7) que contienen a
A, o sea, es referirse a A.
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A consecuencia de esto tenemos que los subconjuntos densos de (X, 7) son precisamente
los conjuntos generadores en este tipo de espacios ya que ellos, y solamente cllos, ticnen la
propiedad de que sus cerraduras coinciden con todo el espacio.

5. Cormno sabemos por los cursos de dlgebra lincal, en Pecp un subconjunto de 2 veclores
lincalmente independicntes de R™ genera a R™.

6. La categoria que a continuacién presenlamos suele denotarse por medio de Mlon.

() Para todo X € Set, Mon [X] consta de parcjas (-, ¢) en las que

AXX - X

es una opcracién binaria que es asociativa y e ¢s un clemento de X llamado neutro que
cumple lo siguiente:
ex=g=x-¢ Yz X

{i1) Por consiguiente los Mon-objetos son parejas det tipo (X, (-, &) en las que X € Get
y {-,¢) € Mon [X]; reciben el nombre de monoides.
(i) S1 A =(X,(,e)) y B =(Y, (o, e)) son monoides cualesquicra, entonces

Mon{A, B)={feVY ¥ :fle)=ey flz) m)=[f(r)o[(1), Vi, my € X}

Los TMon-morfismos se laman homomarfisinos de monoides.

En 9Mon se verifican los axiomas (i, } y (my) que definen a una categoria concreta, como
se comprueba fictlmente.

En ton los subobjetos se caracterizan por ser cerrados bajo la operacién del monoide
en cuestién y contener al elemento neutro,

En efecto, supongamos que (X, (-, e}) s un monoide y que A € X es cerado bajo - y
contiene a e. Entonces, (4, (,€)) es un monoide y tenemos:

{1} ¢ : (A, {-,e})) — (X,{,e)) es un homomorfismo de monoides ya que, como para
cualesquiera ay,ay € A tenemos a; - ay € A, enlonces .

(o ap) = ar-ny = o{ay) - efay)
(2) Si (7, (c,0)) € Mon y g: Z — A es tal que
tg € Mon ((Z, (0, e)), (X, (-, €)))
entonces
glziozm) =c{glziozn)) =wlnozn)=wla) wln) =gz} -9(=), Va,ne %

Ademads
e=tg(e) =t(g(e)) =g(e)

Elsto prueba que también g: (Z, (0, e)) — (A4, {-,e)} es un homomorfismo.
Por lo tanto, (A,{-,€)) es un submonoide de (X, (-, e)).
Reciprocamente, si (A, (¢, e)) es un submonoide de (X, (-, e}), entonces

t:{A,(0,e)) = (X,(-,¢))
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¢s un homomorfismo, dc manera «que para cualesquiera @, &z € A tenernos
ayoay =t(a 0a) =t{m) ela) =ar-ar;
poro por ser un monoide, @) o ay € A. Por lo tanto, A estd cerrada bajo - . Ademds,
e=t{e)=e

por delinicién de Mon-morflismo. Por lo tanto, e € A

Ejercicio ty7. Demuestre que 9Ron tiene interseccioncs.

Considercmos ahora ¢l monoide aditivo de nitmeros enteros (Z, (+,0)) y veamos que tiene
dos generadores: 1y —1.

En efecto, si un submonoide A C Z contiene a estos dos mimeros, entonces, por ser
cerrado bajo la suma, también contendrd a

=l = (~1)+(=3), -3 = (41)+(—2) 2= (~1)H(=1), =141, 141 = 2,1+2 = 3,143 = 4.

y en consecuencia, A = Z. Por otra parte, un solo entero n genera en Z al submonoide
{0,n,2n,. .} CZ

sea cual sea cste entero, y esto prueba que (Z, (+,0)) tienc dos generadores. ]

4.2 Cocientes

[in K.4.3 se definié ¢l coconcepto correspondiente al concepto de fuente inicial y quedd
bautizado como sumidero final. Para tener presente esta definicion en el caso particular en
que el sumidero consta de una sola flecha la escribimos a continuacién.

K.6.1 Definicién. Sea K una categorin concreta y sean, (X,€) un K-ohjeto, ¥ un
conjunto y f : X — ¥ una funcién, cualesquiera. Diremos que n € K [Y] es final para Y
con respecto a [ y € si se satisfacen las condiciones:

(1) £ € K((X,9),¥.m);

(2) Si (Z,{) € Ky g:Y — Z es una funcidén tal que

9f € K((X,9).(2.))

entonces tarmbién

g€ K((Y.n),(Z,())

Ahora aplicaremos el principio de dualidad a la definicién K.5.5 para definir el concepto
cast dual al concepto de K-inmersién.

K.6.2 Deflnicién Sean, K una categoria concreta, (X, §) un K-objeto, Y un conjunte y
f: X — ¥ una funcién suprayectiva, cualesquiera. Sin € K[Y] es final para ¥ con respecto
a f v £, entonces daremos el nombre de K-cociente al morfisme f @ (X,€) — (Y,n). En
tal caso hablaremos de (Y, ) como de un K-objeto cocicnte de (X, &) correspondiente al
morfismo f.




CAPITULO 4. INMERSIONES, COCIENTES Y OBJETOS LIBRES 70

Lercicio t38. Demuestre que en cualquier categorfa concreta toda retraceion es un co-
cicnte.

Ejercicio 159, Scan, K una categoria concreta y f 1 (X,€) — (V,9) on K-morfismo,
arbitrarios. Probar que son cquivalentes:

{a) f cs un isomorfismo.

{b) f es inmersidn y cociente,

Como vemos, la dualidad {o easi dualidad) exige que para definir cocientes en categorias
concretas se emplec la nocién de K-estructura final. Por otra parte, nuestra recién adquirida

_experiencia con las K-inmersiones nos disuade de querer esperar cocientes de simples K-

morfismos suprayectivos. En Top, por ejemplo, la mistna funcién
- -
1,\' 4 (A, Td) —t ()L'T,')

en la que 74 y 7y denotan a las Lopologins discreta e indiscreta, respectivamente, os un
morfismo suprayectivo al cual chocarfa ver cotno cociente. ;Por qué?

Pues porque toda identificacidn que sc haga en un espacio discreto da por resultado un
espacio que también es discreto.

En efecto, si hacemos idénticos (identificamos) a clementos de X mediante una relacion
de equivalencia ~ cualquiera y denotamos por A / ~ a la familia de clases obicnida, sabemos.
por resultados de topologia gencral, que la aplicacién candnica

P X — /\f/"*J

debe ser continua y que su continuidad caractleriza a la « structura topolégica de X / ~ como
F={IC{X /~)|p " (U)er}

Pero si la topologia 7 en X es discreta, entonces todas las fibras p~! {{z}} son abiertas en X
¥y, por lo tanto, cada clase [z] es abierta en X / ~; 0 sea que 7 ¢s la lopologia discreta de X
/o~

Bueno, ;perc qué tienen que ver las identificaciones con los cocientes?

En Top ambos conceptos se toman como sinénimos uno del otro porque siempre resultan
equivalentes (homeomorfos) entre si. Pero si queremos una respuesta mas aplia s la pregunta
anterior, habria que intentar elevar la nocién de identificacion al contexte general de las
categorias concretas. s lo que haremos ¢nseguida.

Observemos, para empezar, que en Tep la estructura 7 con la que se topologiza a X [ ~
cs la topologia fuerte correspondienie a p y 7. Por el gjercicio t,3 sabemos que tal topologia
es la Top-estructura final para X / ~ respecto al sumidero cuya vinica flecha es X 2 X / ~,

K.6.4 Definicion, Sea K una categoria concreta y sean, (X, £) cualgquier K-objeto,
~ una relacion de cquivalencia en X y p 1 X — X / ~ la aplicacién candnica. Si existe
feK [X / ~] que sea final para X / ~ con respecto a py £, entonces Hamarctnos K-objeto
de identificacién correspondiente i ~ al K-objeto (X /NE) o0 tal caso hablaremos

del morfismo

P9 — (X /~F)
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como de una K-identificacidn.
K.6.3 Ejemplos. 1. Secan, (X,a} una digrdfica y ~ una rclacién de cquivalencia en X,
cualesquicra, y hagamos

a = {([w], [ua]) : existe ; € [u;] tal que (z,2,) € a}
Bsto define una relacién binaria {o ®ra-ustructura) en X / ~ para la cual tenemos que:
(1) p:(X,a) = (X / ~,&) ¢s una funcién compatible ya que
(z1,72) € a = (p(a1),p(22)) = ([m], [m]) € &
(2) Si (Z,7) os cualquier digréfica y h: X / ~ — Z es una luncién tal que
kp: (X,0) — (Z,7)

es compatible entonces, como para cualquier ([ui],{us]) € @ existen z; € [w;] tales que
(%1, 1) € o, tenemos

(hlw, h[ua]) = (hp(m)  hp(z2)) € ¥
y por lo tanto
he (X [~8)—(2,7)

también es compatible.

Entonces, {X / ~,&) es el Gra-objeto de identificacion de (X, a) correspondiente a ~. ]

2. Para el ciemplo que sigue presentaremos otra categoria concreta que denotaremos
Sar.

’ (i) Para todo X € Get, Sgr [X] es la clase de operaciones binarias en X que son asocia-

tivas, es decir
GgX]={:1XAxX — X1z (zy - 33) = (21 - T2) - Ty, VI, T, 23 € X}

(#i) Por lo tanto, los Sgt-objetos, que se llaman semigrupos, son parcjas del tipo (X, )
en las que X € Gety - € Ggr[X].
(1i1) Si A = (X,-) y B = (Y, 0) son semigrupos, cntonces
Sgr(A, B)={feY™: [z 22) = f(z)of(22), VEr, 12 € X}

Los Ggr-morfismos son los homomorfisinos de semigrupos. Las condiciones (m,) v ()

se verifican fdcilmente.
En el semigrupo aditivo de mimeros enteros (Z, +) definimos una reltacién de equivalencia

~ como sigue:
Y~y L — e par, VZI,22 cZ

Entonces Z / ~ consta de dos clases:
{1], la clase de los nones ¥ [0], la clase de los pares
Si definimos @ en Z / ~ como

plep =Mell=0 vy boll=MNeil=[
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entonces, para cualesquicra 21,2, € Z
[2:) ® l22] = [z + 2]

Por lo tanto:
(Vp:(Z,4+)— (Z / ~, &) es un homomorlismo.
(2)Si(Z,-) € Spry h:Z / ~— Z cs una funcién tal que

i (Z4) = (2

es un homomorfismo, entonces, para cualesquiera [z}, (2] € Z / ~ tenemos

h(lz]@[z]) = h(p(z) @ p(22)) = hp (21 + 22) = hp (1) - hp (22) = A [z(] - bz

o sca quc también
hi(Z [ ~@)— (7,)
cs un homomeorfismo.
Entonces, (Z / ~, @) es el Sgr-objeto de identificacién de (Z, +) correspondiente a ~.

]
Otra relacién de equivalencia definida para cualesquiera z;,z; en 7 es

25,2321
2y ~ 2 = 6
zj,n <1

Para esta relacién, Z / ~ también consta de dos clases
[1] = {"':_'21_11();1} ¥ [2]= {2,3,'—1,5,...}

Si queremos definir una operacién * en Z / ~ segin la cual (Z/ ~, ) resulte un Grg-objeto
de identificacién de (Z, +), entonces, dado que p debe resultar un homomorfismo, debemos
definir (1] % [1] = [2] va que debemos tener

Rl=p@)=p(1+1)=p(1)=p(l)
pero entonces, dado que p(1} = p(0), tendremos

[=p@) =p(0+0)=p(0)xp(0)=(2} V

Esta contradiccién demuestra que tal Sgr-estructura + para Z / ~ no existe.

K.6.5 Definicidén. Una categoria concreta K es cohereditaria si para todo K-objeto
(X,€) v cualquier relacién de equivalencia ~ en X existe el K-objeto de identificacion
(X / N,E) de {X,£) correspondiente a ~.

De los ejemplos 1 y 2 antzriores se sigue que ®ra es cohereditaria y que Ggr no lo es.

Pros, como veremos a continuacidn, es ejemplo de otra categoria concreta que es cohere-

ditaria; es la categoria de los conjuntos preordenados (copros) (i.e. aquéllos en que estd
definida una relacién binaria que es reflexiva y transitiva) y funciones monétonas.
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Ejercicio 10. Demuestre (en sentido de subcategorias) que son vilidas las contenslones
Pos C Pros € Bra

K.6.6 Proposicién. Sea X ¢ Get y sean £; € Pros[X], j € J, donde J ¢s cualquier
familia de indices. Entonces, § = _ﬂJ £; € Pros [(X].
k13

Demostrucion. (i) € es reflexiva porque si x € X, entonces (z,z)€§;, Vi€ )
(i1) £ es transitiva porque si

(£r,z2) €€ ¥y (2233} €EL
s que para cualquier j € J
(z1,29) €€; vy (Ta,23) €E;

y, por lo tanto
{(z1,23) €;,V5€J

De aqui que £ € Pros [X]
En vista del resultado anterlor y del hecho de que

X x X ePros[X], VX EGet

podemos asegurar la existencia de un minimo preorden para X que contenga a cualquier
AC X x X ya que al considerar la familia

(€, € Pros[X]: ACE, VI € J}

resulta que { = n £; es tal preorden para X.

Def. Sean, X E Set y A C X x X, arbitrarios. Dados cualesquiera a b e X, lamaremos
cadena en A de a en b a toda sucesién finita de elementos de A del tipo

(@,e1),(c1,c2) -, [Cn, B)
K.6.7 Proposicién. Sean, X € Gety AC X x X, arbitrarios. Si
AX)={(z,z):z€X}CA
entonces e! preorden minimo para X que contiene a Aes
£ = {{a,b) : existe una cadena en A de a en b}

Demostracion. A C £ porque si (a,b) € A, entonces (a,b) ¢s una cadena cn Adeacnd.
£ € Pros[X]; en clecto,

() € es reflexiva porque & (X) C A;

(i) £ es transitiva. Si

(a,b)e€ y {(bo)€S
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en A existen cadenas

(2,01) (01, by) s (bns ) ¥ (bcy),(e1,c) 5o, (Cny )

que pueden eslabonarse para formar una sola cadena

{a,b)), (b, 02} e, (bun, b) , (b 1), {e1, €2) ey {Cny €)

claramente de @ en e. De modo que también (a,c) € €.
Finalmente, si f ¢s cualquicr otro preorden para X que contiene a A, cntonces, como
para cualquicer (a,b} € £ hay una cadena

{e,a1),(a1,a2},..,{am,b)

de clementos de A, por aplicaciones sucesivas de la transitividad de i tenemos

(¢,a1).(a1,82) € 7= (a,a3) €N
(as a'Z) ,(ag,a;,) € n= (a,a;,) €7

(a,am),(am,b) €7 = (a,b) €7
Por lo tanto, £ C "\,

K.6.8 Proposicién. Pros es cohereditaria.
Demostracidn. Sean, (X,£) € Pros y ~ una relacicn de equivalencia en X, arbitrarios,
y hagamos

A=t fa) E(X f~)r (X [/ ~):existenx; € t) ¥ 3y € by Lales que (1).23) € £}

Veremos que el minimo preorden para X / ~ que contiene a A da lugar al objeto de identi-
ficacién de (X, £) correspondienic a ~.

Para servirnos de la proposicidn anterior ohservemos que A (X / ~) € A, pucs, debido
a que ~ ¢s una relacién de equivalencia en X, ninguna £ € X / ~ ¢s vacia sino que contiene
algiin x € X; y como (x,z) € £,¥z € X, entonces (L, t} € A,VLE X [ ~.

IZn consecuencia

£={(a,b) € (X / ~) x (X / ~) : existe una cadena cn A de e cn b}

¢s el minimo preorden para X / ~ que conliene a A. Ademas:

{(L)p:(XN.&)— (X / ~,E) es mondtona ya que, por la definicidn de A, lenemus
(z1,m2) €& = ([m), fxa]) = (p(21),p () EACE
(281 (Z.0)eProsy h: X / ~ — Z cs una funcidn tal que

hp: (X,&) — (Z£,0)
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es iondtona, entonces, como para cualguicr (a,0) € E hay una cadena ¢n A
{a, 1}, (L1 b2}, on (b, D)
y para cada eslabén de csta cadena existen clementos
TEa, T Ebyy Ty €Ly, Ty € by; Ty ElayesTin € biny Ziy E bny YED

tales que
(:B)Il) ) ("E’]lx'l) [RAXF (ZB:,"_],IL'm) 3 ('I;:-n)y) € E

debido a la monotonia de hp tenemos la sucesidn

(hp(x)  hp (21)), (hp (1) hp (22)) ooy (1 (1)  hp (mn)) L (B (i) hp (WD) € C 5

pero
T, 75 € ti = p(x) =p(z)) Vi€ {1,2,..,m}

de modo que la sucesién anterior puede escribirse como
(he),h (), (R{t) ,h(t2)}, s (B {tmat) (b)) s (R (Em) R (D)) €€
de donde, aplicando la transitividad de , se obtiene
(h(a) h(B)) €C

Por lo tanto, también
he (X ) ~E) = (£)
es mondétona.

Esto prueba que (X / N,E) es el objeto de identificacién de (X, £) correspondiente a ~.

Por lo tanto, Pros es cohereditaria, que es lo que se querfa demostrar. "

Como consecuencia de la proposicién anterior puede darse una descripeidn de las rela-
ciones de cquivalencia en Pos que derivan en copos de identificacién. Para enunciarla nos
valdremos del siguiente conceplo.

K.6.9 Definicién. Sean, K una categoria concreta y (X,£) un K-objeto, arbitrarios.
Si ~ es una relacién de equivalencia cn X con respecto a la cual existe un K-objeto de
identificacién correspondiente, diremos gue ~ €s una K-congruencia para (X, §).

Nota: Cuando no se preste a duda ¢l saber de qué categorfa K se trata sc hablard de ~
como de una congrencia para (X, £), simplemente.

K.6.10 Proposicién. Sean, (X,£) un copo y ~ una relacion de equivalencia en X,
arbitrarios. Si (X / N,E) es un copro de identificacién de (X,£) correspondiente a ~,
entonces, son equivalentes:

a) ~ es una Pos-congruencia para (X,§).

b} £ es antisimétrica.
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Demostracion. {a) = (b) Por (a), existe el Pos-objeto de identificacion de {X,£) corres-

pondiente a_~; denotémoslo por (X / ~,£). Entonces, son monétonas

P (XL (X/~E) S (X~
X0 (X /) 1 (x )
Por lo tanlo, también resultan monétonas _ ... _ .
Lo (X T8 = (X 1~8) vy s (X7 ~E) = (x 7 ~8)
Como consecuencia Lenemos que
(L) €€ @ (4, ty) €E

De aqui, y de la antisimetria de E, resuila que E también es antisirméirica.

{b) = (a) Por hipétesis, el copro (X / N,E) es un copo; como ademds la aplicacidn
canénica ya era mondtona, entonces

(p:(X,&) — (X / N,E) es un Pos-morfismo.

(2) Por otro lado, si (Z,{) € Posy h: X / ~— Z ¢s una funcion Lal que

b (X,8) ~ (2.0)

cs mondtona, entonces podemos bajar de la categoria Pos a la categoria Pros para asegurar
que también

hi(X ) ~E) =20

es mondtona.

FEsto prueba que (X / ~,E) es el PPos-objeto de identificacién de (X, £) correspondiente
a ~. Por lo tanto, ~ ¢s una Pos-congruencia. ]

K.6.11 El resultado anterior hace a Pos muy sospechosa de no ser cohereditaria, pero
ain cabe una duda: qué tal que siempre que se define una relacién de cquivalencia en un
copo arbitrario (X,£) el preorden € resulta antisimétrico{?) Un contracjemplo basta para
disiparla:

En el copo (IR, <) con el orden usual definamos, para cualesquiera 14,7 € R

71,7y & [‘1 1]
Ty~ Ty & o
1,72 1S ]RP [“-191]

I claro que se trata de una relacién de equivalencin; las clases a que da lugar son

€ = [_13}'] ¥ CZ:(_OO:_I)U(LCC)
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De acuerdo con la construceién del copro de identificacién (]R / ~,£) correspondiente a ~,

hay que considerar el conjunto
A= {(ty,t) € R/ ~}x (R / ~):existen 11 € L] y T3 € ty tales que ry < 7a}
que en cste caso consta de cuatro elementos:

A={(c1,e1),(ca,c2), (cx,ca) (2, e1)}

y constituye por si mismo un preorden para R / ~ que, claramente, no es antisimétrico.
En consecucncia, ~ no es una ‘Pos-congrucncia para {R,<); por lo tanto, Pos no es
cohereditaria.
Tercer cuestionario de ejercicios. Ejereicio t3 1. En el copo (R, <) con el orden usual,
para todo r € R sea
[Fl=max{zeZ:z<T1}

Demucstre que
. Ty~ Ty &[] = [ra]

define una Pos-congruencia para (R, <), y que el Pos-objeto de identificacién correspon-
diente a ~ es isomorfo a Z con su orden usual.

Como en JPos, también en Ggr tenemos una descripeién de las congruencias.

K.6.12 Proposicién. Una relacién de equivalencia ~ en un semigrupo (X,) es una
congruencia si, y sélo si, para cualesquiera z, 22, 71,73 € X se tiene que

Ty~ T) Y Ty~ Th = Ty Ty~ Iy - Ty

Demostracién. Siendo vilida la implicacién anterior podemos definir una operacién * en
la familia de clases como

[@1] * [z2] = [z1- 2], VL1, 22 € X

Haciéndolo asi obtenemos que:
(1) p: {X,) = (X / ~,*) es un homomorfismo de semigrupos, pues

p(zy - 2g) = [y - To] = [4] # [22] = p{z)* p(z2), VIy, m € X

(2) Si (Y,0) eSgry h: X [ ~— Y es tal que hp: (X,-) = (Y,0) es un homomorfismo,
entonces, cualesquiera que sean [2,], [z2] € X / ~, tenemos

Bzl » ) = £ (p (1) * pla2)) = hp (@1 22) = hp(z) 0 hp(w2) = h[z1] 0 b fao]

lo cual significa que también h: (X / ~,x) — (Y, 0} es un homomorfismo.
Reciprocamente, si ~ es una congruencia para (X,-} ¥ (X / ~,*) es el Ggr-objeto de
identidicacién correspondiente:, entonces p es un homomorfismo y en consecuencia

(21 22) = p(@1 - ) = p(m) * plza) = [m] * 2], Vo, 22 € X
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-

81 dtl(‘x:u“'s o Ty Ty Iz, t,nmncof; [1] = [#}], [ze] = [z}] ¥ por lo tanto

1 - @) =[] + o] =[] # (] = [} - )

o sea que también ) - xy ~ 2 -2l .

Fjercicio (32. o) Dar una caracterizacién de las congrnencias en 9on,

b) Demuestre que en una reticula arbitraria (X, <) una relacién de equivalencia ~ en X
es una congruencia si, y s6lo si; para cualesquicra o1, 2y, 2], 245 € X se ticne que

T~y mpeedhy = (mVa) ~ (i vay) vy (n Azg) ~ (2 A

K.6.13 Proposicién. Sea K una categoria concreta arbitraria. Si K os cohereditaria,
entonces coinciden las nociones de K-identificacién y K-cociente.
Demostracion, Consideremos una K-identificacién cualquiera

p(X.6) = (X /~F)

Es claro que la funcién
PX =X [~

s suprayectiva. Ademds, de acuverdo con la definicién de K-identificacidn, £ es final para X
/ ~ con respecto a py £. Por lo tanto, ¢l morfismo p es un K -cociente.
Heciprocamente, supongamos que tenemos un K -cociente arbitrario

(X&) —(Y,m)
Para cunalesquiera 1,3y € X definamos
T~z e f(x]) = f(xy)
Is claro que se trata de una relacidn de equivakencia, Como K es cohereditaria existen el
H-objeto de identificacidn correspondiente, (X / w,f), y la K-identificacién
(X&) — (X /~E).
Sca
h: X/~ — Y
[zl = J(z)

Es fécil probar que h s una biyeccién bien definida. Si la componernos con p obtenemos
hp=fe K((X.£),(Y,n)

de modo que, por la {inalidad de £ con respecto a p y €, lenemos que también

he ﬂ((.\’ /N,E) A, 7)))
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I'n cuanto a la funcién inversa, h~!, tenemos ESTA !B,B ’ m m
BE LA wiowdTECA

s pe (0, (V1)

de modo que, por la finalidad de i con respecto a [ y £, tenemos que también
h'te ﬁ((‘/,n) , (X /~,E))

Esto prueba que b : (X / ~,E) — (Y, 7) es un K-isomorfismo y, por lo tanto, los f-objctos

cociente, (Y, n), y de identificacidn, (X / ~,£), resulian indisl;inguiblcs.[!I

Como consecuencia del resultado anterior puede decirse que en las categorifas concrelas
que son cohereditarias, con los objetos de identificacién se agotan los objetos cociente y con
las aplicaciones canénicas de aquéllos quedan agotados todos los f-cocienles. Fista es la
interpretacién que en tates calegorias tiene ¢l diagrama

(X,8)
pS N f

(x/~8) = (v, )
h-1

Otro tipo de categorias en las que también coinciden identificaciones y cocientes son las
{ransportebles.

K.6.14 Definicién. Una categoria concreta K cs transportable si para todo K-objeto
(X,€) y cualquier biyeccidn f : X — Y existe un nica /(-estructura 7 € K[Y] tal que
(X, 8 — (Y,n) es un K-isomorfismo.

Ejercicio t33. Demuestre que si J{ es transportable:

a) con las inclusiones quedan agotadas las K-inmersiones.

b) con las aplicaciones candnicas quedan agotados los K. -coclentes.

K.6.15 Pos es gjemplo de una categoria que, aungue no es cohereditaria, si es transpor-
table.

En efecto, si (X,€) esun copoy f: X — Y es una funcién biyectiva, entonces

n={(y1.y2) €Y x Y :existe (z),2,) € § tal que y1 = F (@) ¥y y2 = [ (22)} € PoslY]

ya que: (i) Debido a la biyectividad de f, para toda y € V existe 2 € X tal que f{z) =y,
io que hace de 7) una relacidn reflexiva.

() Si (yi,%2) € 1 ¥ (y2,¥3) € 7, entonces existen (z1,29) € €y (X2, 43) € & tales que
y; = [ (z).1=1,2,3. Pero enlonces, {1, %3) € £ ¥ por lo tanto, (1, ya} € 1.

(338) Si (y1.22) € 1y (¥2,3) € n, entonces existe (zy,x2) € € tal que f(xy) =y ¥
f(z3) = y». Pero entonces también (T2, m1) € § y £ = Iy; por lo tanto, iy = f(=z) =
[lz2) =w
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Entonces, f: (X,£) — (Y, 7n) es claramente mondtona; y si (1, 1) es eualquier miembro
de 71, entonces, debido a la biyectividad de f y a la definicién de 1, tenemos que las inicas
preimédgenes oy, 3 de iy y 2 son tales que (i, x2} € £. Luego, es vilida la implicacidn

o) en= ("), [ yn)et

por lo que también f~1: (¥, n) — (X, £) s mondiona. Por lo tanto, f es un isomorfisme.
Y s1 9 es otro orden parcial para ¥ que hace de f un isemorfismo, entonces, por la

—— ——transitividad-de-le-relactén-de-isemorfin ~también - ce o oo -
Iy - (Y,n) — (V.9)
¢s un isomorfismo, lo cual implica que

() ene (yw) en

O sea que 7 = %, como se querfa demostrar.

Como consecuencia de esto y del ejercicio anterior tenemos que en Pos con las inclusiones
de los subcopos quedan agotadas todas las Pos-inmersiones y con las aplicaciones candnicas
de los copos de identificacién quedan agotados todos los Pos-cocientes.

Fjercicio t34. ;Es clerto que Sgr es transportable? Justifiqgue su respuesta.

K.6.16 Proposicién. Sea K una categoria concreta y sean, (X,§) € K y ~ una con-
gruencia en (X, £), cualesquiera. Entonces (X /N,E) es un K-objelo de identificacion de

(X,€) correspondiente a ~ si, y s6lo si, £ es la mds fina de todas las K-estructuras para X
/ ~ que hacen de la aplicacién canénica p un K-morfismo.

Demostracidn. Ya sabemos que siendo (X / N,E) un f(-objeto de identilicacion de { X, £)
correspondiente a ~, E es la f(-estructura final para X / ~ respecto a py &, y por lo tanto,
es la mds fina de las K-estructuras para X / ~ que hacen de p un K-morfismo.

Reciprocamente, supongamos que E es la mds fina de las K-estructuras para X [/ ~ que
hacen de p un f{-morfismo. Como ~ ¢s una congruencia, existe un f{-objeto de identificacién,

(X / N,E), de (X,£) correspondiente a ~. Enlonces, (p, (X / N,E)) es un K-sumidero
final por lo que, en particular,

P (X0 — (X /~E)
es un K -morfismo. Por lo tanto, E < E, ('i.c:. 1}1/,‘. = K((X /N,E) ) (X / "“:E)))
Por otro lado tenemos el diagrama
(X, &)
ps o NP
oWl 2 )

Ix s~

del cual resulta que

Le e € K (X /~8) (X /~8))
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Por lo tanto, (X / ~,E) = (X / ~,E); o sca que también

(e (/)

es un K-sumidero final. En consecuencia, también (X / N,E) cs un K-objeto de identifica-

¢ién de (X, £) correspondiente a ~, que es a lo que se querfa llegar. )
K.6.17 Corolario. Si K es transportable, entouces toda congruencia ~ delermina de
manera tnica al objeto de identificacién correspondiente.
Demostraeion. Sea ~ una congruencia para (X,£) y sea (X /N,E) un K-objeto de
identificacién de (X, £) correspondiente a ~. Debido ala transportabilidad de¢ A, existe una
fnica K-estructura para X / ~ que hace de la biyeccién ly . un K-isomorfismo; y como

1y s (X /~,E) — (X /N,E)

es un K-isomorfismo, entonces tal K-estructura es precisamenteg y, por lo tanto, (X / ~, (f)
estd univocamente determinado. "

Segiin hemos visto cn ejemplos como Ggr o Pos, no toda relacién de equivalencia en
un objeto conduce necesariamente a la formacién de objetos de identificacién. Sin embargo,
suele ser frecuente que las relaciones de equivalencia inducidas por los morfismos en una
categoria resulten congruencias. Distinguiremos tales tipos de relaciones con un nombre
especial.

K.6.18 Definiciones. (a) Sea f: X — ¥ una funcién arbitraria. El nicleo de fesla

relacién de equivalencia en X definida por
o~ 3 @ f(3) = [ (z)

(b) Diremos que una categoria concreta tiene micleos si el nicleo de cualquiera de sus
morfismos es una congruencia.

K.6.19 Ejemplos: 1. Toda categoria concreta que sea cohereditaria tiene nicleos.

2. Spgr tiene nicleos.

En efecto, sea f € Sge (X, ), (Y, 0)) y denotemos al nicleo de f mediante ~; entonces,
dados cualesquiera z, ', y, 1/’ € X tales que

gy Y~y

tenemos
Je-yy=Ff@ofW=F)efly)=1"V)

o sea que también -y ~; 2’ - 3. Por lo visto en la proposicién K.6.12, esto significa que ~;
es una congruencia, que es lo que habfa que probar.

Otro ejemplo de una categoria concreta que sin ser cohereditaria tiene nticleos cs Pos.

Ejercicio {35. Demuestre que Pos Liene niicleos.

K.6.20 Los morfismos en vna categoria concreta con micleos siempre pueden factorizarse
por K-identificaciones y /{-morfismos inyectivos como se indica a continuacién.
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L "TpoReMAe DE FACTORIZACION.
St K es una categoria concreta con niicleos, entonees todo /(-morfismo f se puede {acto-
rizar como f = f'p, donde p es una K-identificacién y f' un K-morfismo inyectivo.
Demaostracion. Sca [ : (X, €) — (Y,1) un K-morfismo arbitrario y scan, ~ ol micleo de f
y € una K-estructura para X / ~; que hace de la aplicacién candnica p una K-identidicacidn.
Es claro que si haccmnos
X/~ L v
_ [#] = f(x)

obtenemos una luncién inyectiva bien definida, Entonces tenemos el diagrama

(X,£) L (Y, )
AN O Y

(X / NflE)
del cual resulta (debido a la finalidad de :‘;: con respecto a p y £) que

rre £ ({x /~8) (vim)

con lo que el teorcma queda demostrado. ,

Otro teorema de factorizacién (casi dual a éste) es vilido cuando las imagencs de todos
los marfismos de una categoria concreta dan lugar a subobjetos en los codominios corres-
pondientes.

K.6.21 Defluicién. Diremos que una categoria concreta ticne imdgenes si para Lodo
morfismo [ : {X,£) — (¥,9), cl conjunto f(X) puede estructurarse como subobjeto de
(Y,n).

K.G.22 Fjemplos: 1. Toda categorfa concreta que sea hereditaria ticne imdgencs.

2. Mon tiene imagenes.

I'n efecto, recordemos que los subabjetos de un monoide se caracterizan por contener al
elemento neutro y ser cerrados bajo la operacién de! monoide. Sea f : (X, (e,-)) — {Y,{e,0))
un homomorfismo entre monoides y sean yy,yy € f (X); cntonces existen 1,y € X tales
que f{z1} =y y f(22) = 3. Luego,

moye = f(zi)o fz) =[f(x1 m) € f(X)

Por otra parte, la definicion de homomorfismo entre monoides exige explicitamente la pre-
servacién del elementa nentro; en consecuencia

e=[(e} e f(X)

* 3. Topc, tiene imdgenes.

Sea f: (X,7) — (V,0) un Topcy-morfismo; entonces f es continua y (X, 7) compacta.
Se sabe que las imdgenes continuas de compactos son compactas; como ademias (Y, 0) es de
Hausdorf y los subconjuntos compactos en un espacio de Hausdor{l son cerrados, entonees
S {X) es cerrado en (Y, ) y, por lo tanta, Tope,-subobjeta de (Y, o).
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K6.23 22 TEOREMA DE FACTORIZACION.

Sea K una categorfa concreta con imdgenes; entonces, todo K-morfismo f se pucde
factorizar ¢n la forma f = ¢f, donde f es un K-morfismo suprayectivo ¢ ¢ es un K-mor fismo
inclusivo de un subobijeto del codominio de f.

Demostracion. Sea. f : (X,€) — (Y,1) un K-morfismo arbitrario y sea 8 € K |f (X)) tal
que (f (X},0) cs subobjeto de (Y, 7). Es claro que la restriccién

JIO0 X = [(X)

es una funcién suprayectiva. Ademds, tenemos el diagrama

(X,€) AN
f |I(X)\ O A
(f(X),0)

del cual resulta (debido a la inicialidad de ¢ con respecto a ¢ y ) que

f1"®e K((X,8).(/(X),8))

con lo que el teorema queda demostrado. 1
Como consecuencia de los teoremas de factorizacién tenemos €l siguiente resultado
K.6.24 TEOREMA. En toda categorfa concreta K con niicleos e imdgenes, todo K-morfismo

J puede factorizarse como f = fp, donde p es una K-identidicacién, f es un K-morfismo

biyectivo e ¢ la inclusién de algiin subobjeto del codominio de f.

Demostracion. Sea f : (X,€) — (Y,n) un K-morfismo arbitrario. Aplicando el 1%

teorema de factorizacién sabemos que tiene lugar el diagrama

(X,£) L (Y,n)
2N O A F

(X / "‘I;E)

2
(x/~08) T v
= S
es un K-morfismo inyectivo. Si restringimos el codominio de la funcién f * a f {X) obtenemos
la funcién biyectiva

en donde

t (X)
X [~y VI 5

B - G
Hagamos f = {(f") [/X}; tenemos el diagrama
(¥,n)
Te
(f(X),9)

(X.€)
pl

(x4

] =G| =
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CrR MR, . g

deid cual resulta (por la finalidad de £ o por la inicialidad de 8) que

Fek((X/~,8),0x),0)

con lo que cl teorema queda demostrado. ]

4.3 Objetos Libres L o

K.7.1 Definicién. Sea K cualquier categoria concreta. Diremos que un K -objeto (X, £)
cs libre sobre un conjunto M C X si para todo K-objeto (Y,7) y cualquicr funcién
fo: M — Y cxiste un dnico K-morfismo f : (X,£) = (Y,7) que extiende a f {o sea que
f{m) = folm}, Vin € M).

K.7.2 Ejemplos. 1. En Mon, el monoide aditivo de nimeros naturales (N, (+,0)) es libre
sobre {1}.

En efecto, si (Y,(-,e)) € Mon y fo : {1} — Y es cualquier funcién, sea y = Jo {1}
Lintonces, la tnica extensién de fy a un homomorfismo de monoides

f: (N,(+,0)) - (",: (':e))

flo) = e
f() = w
f(2) = FQ+0)=f) f)=mw-w

J@R = fO+1+0)=f)-fO)- S =00 %0-% e

2. En Mon otro ejemplo viene a ser el monwvide de palabras operado mediante eonca-
tenacidn de palabras; veamos en qué consiste.

Sea ¥ un conjunto arbitrario (que lamaremos alfabeto y a cuyos elementos lamaremos
letras) y sea ° el conjunto de sucesiones finitas de elementos de I (a cuyos elementos
lamaremos palabras). Los elementos de ¥* son: ¢, Ia palabra vacia; ¢,, las palabras de
una sola letra (Vo; € E); o160, las palabras con dos letras (Yo, 03 € T); etcétera. Ahora
definimos la concatenacién de palabras

BT xET - E

COINnY
F109..0m * T T9...Tp = 0102...0,T1T3...Ty

para cualesquiera 0104...0m, T1T...T, € L*. Obsérvese que
B 0102..0m=0109..0 = 01090+ D ;

ademds - es una operacién (binaria) claramente asociativa. Por lo tanto, (£, (-, 8)) € Mon.
[ste monoide es libre sobre .
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En clecto, si (Y,{o,e)) € Mon y fo : £ — Y cs cualquicr funcién, entonces la tnica
extensién de fy a un homomorfismo

[(E (@) = (Y. (o))

f(@) = e
f(a) fo(oy),Vo €L
[{o172) f(o) o floz) Yo,02 €L
F(o10003) = flon)of(oa)o foa) V01,020,083 € % e

Obsérvese, en consccuencia, que para todo mimerc cardinal existe un conjunto & {con
esa cardinalidad) sobre el cual es libre su monoide de palabras.

3. En TMet, el espacio métrico singular ({x},do) es libre sobre {z}.

En efecto, si (X,d) € Pet y fo: {z} —» X es cualquier funcién, entonces

Jo € Met(({z} ,do}, (X,2))

Ejercicio t36. Demuestre que en Wecg todo espacio vectorial es libre sobre cualquiera de
sus bases.

En lo sucesivo haremos uso frecuente del sencillo resultado que viene a continuacién.

K.7.3 Lema. Sea K cualquier categoria concreta y supongamos que uno de sus K-objetos,
(X, £), es libre sobre un conjunto M C X. Si dos K-morfismos cualesquiera

hk: (X, €)= (Y,7)

son tales que
h{m)=k(m),YmeM
entonces h = k.

Demostracion. Sea fo: M — Y tal que fo(m) =h(m)=k (m},vm € M. Entonces h y
k son K-extensiones de fo; de ahi que sea h = k. »

K.7.4 Definicién. Cuando un K-objeto (X, £) sea libre sobre un conjunte M € X, nos
refericemos 2 M como a un conjunto de generadores libres. También diremos que (X, £)
es un objeto libre con n generadores, si # (M)=n.

Recordemos que en K.5.13 definimos un conjunto de generadores de un K-objeto (X, £).
Ensezuida probaremos que esta definicién no es inconsistente con aguélia.

K.7.5 Proposicién. Sea K una categorfa concreta y sea (X,£) un K-objeto arbitrario.
Si {X,£) es libre sobre M C X, entonces M es un conjunto de generadores de (X, £).

Demostracién. Hay que probar que el més chico de los subabjetos de {X,£) que con-
tienen a M cs (X,£). Supongamos que (Y, 1) es un subobjeto de (X,£) tal que MCY.
Consideremos las funciones inclusivas

v MoX 9:MoY 1Y —=X

Es claro que
) =v
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Como (X, £} cs libre sobre M, la funcién 9 se extiende a un K-morfismo
9 (X,€) - (Y.} ;

componiendo ¥ con el K-morfismo inclusivo ¢ - (Y,n) — {X,£) obtenemos un K-morfismo
9 (X,€) ~ (X,

gue evaluado en M coincide con 1. En elceto, para cualguier i € M tenemos

d{m)=o(d (m)) = v(m) =m
Entonces, debido al lema, (J = 1. En consccuencia
= LG(J:)) EY Ve X

Por lo tanto, Y = X, que es a lo que se queria llegar. ,

En el ejemplo 1 anterior vimos que (N,{+,0)) es un monoide libre sobre {1}. Como
consecuencia del ejemplo 2, el monoide de palabras

{1}, (.9)

es un Mon-objeto libre sobre {i}. Obsérvese que los clementos de este monoide son los
mismos naturales (pere disfrazados de palitos):

S, =M
P

T vedes

Por lo tanto, es claro que se obtiene un Men-isomorfismo

fo(N(+0)) = (4}, (@)

haciendo

J@=2, f()=|.7@={ .76 = Il v. f(W)= |"..

Como veremos enseguida, esto no es una casualidad.

K.7.6 Proposici6n. Sea K cualquicr categoria concreta y sean A = (X, €) y A' = (X', £')
dos K-objetos arbitrarios.

(1) Si Ay A" son K-objetos libres sobre conjuntos biycctables, entonces A y A son
K-isomorfos.

(2) Si A es libre sobre un conjunto A y A’ es isomorfo a A, entonces A’ es libre sobre un
conjunto M’ biyectable con M.

Demostracion. (1) Supongamos que A cs libre sobre M, que A’ es libre sobre M, y que
Jo: M — A es una funcién biyectiva; consideremnos las inclusiones

M =X vy M X
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IEntonces, para las composiciones
dfe M= Xy ot M X
existen sendas f(-cxtensicnes
FX0—-(X'€) y [:(X.§)—~(XE)

Desde luego, esperamos que tales extensiones den el K-isomorfismo buscado; como ambas
son K-morfismos, basta probar que una es inversa de la otra. Para ello evaluemos, por
ejeraplo, la composicién f'f en los elementos de M:

[fm)= [ fo(m) = f'fa(m) = ofg ' fo(m) = 1{m) = m,ym & M

Por ¢l lema, esto implica que f'f = 1x. Andlogamente se demuestra que ff' = 1x- Por lo
tanto, f' = f~'y f es un K-isomorfismo.

(2) Sea g : (X,£) — (X', ) un K-isomorfismo y supongamos que (X,€) es libre sobre
M € X. Dado que ¢ es una funcién biyectiva, la restriccién

g[8 M — g (M)

es una funcién biyectiva. Probaremos que (X', €') es libre sobre g {M). Sean, (YmMeKy
fo:g{M) — Y una funcién cualquiera. Entonces

fog 4 M —Y -
tiene una K-extensién .
(X8 = (V,n)
que compuesta con el K-morfismo inverso a g produce la K. -extensién buscada
[=Tg" (XE) = (V.m)
En efecto, para cada m' € g {M) tenemos que g~! (m') € M, de modo que
J () = gt () = F (g™ (m) = Jog I3 (97 ()} = o (m)
ysi [/ (X',€') = (Y,n) es otra extensién de fo, entonces los morfismos
fg: (X, —~(Ym) vy [fg:(X.§—(Y.m)
son tales que
fg(m) = (g(m)) = fo(g(m)) =" (g(m)) = flg(m) Ym € M
Por el lema, esto implica que fg = f'g; luego,
f=S(eg ) =Ugdg ' =U'pg =Fl997") =7

o sea que la extensidn f es tdnica. ]
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En el comentario anterior a K.3.18 mencionamos que es posible dar condiciones adecuadas
sobre una categoria concreta a fin de garantizar en ella la coincidencia entre los morfismos
inyectivos ¥ los monomorfismos. Ya estamos cn condiciones de formalizar a ese resultado.

K.7.7 Proposicién. Sea K una categorfa concreta con al menos un objeto libre con un
solo generador. [ntonces, un K-morfismo s monomorfismo si, y s6lo si, es un morfismo
inyectivo.

Demostracion. Ya sabemos que en toda ¢ategoria concreta todo morfismo inyectivo es un
monomorfismo, por lo que, del enunciado, sélo hay que probar la implicacién de izquierda a

derecha. Supongamos entonices que

J(X.§) - (Y,n)

es un monomorfismo arbitrario. Sean z;, 2, € X cualesquicra y sea (W, w) un {{-objeto libre
sobre {wo} C W; definimos

ho: {wp} — X ky: {we} — X
Wo = ) ¥ Wo —  Ea

Entonces, existen sendas K-extensiones tinicas
h:(Ww)—(X.8) vy k:(Wuw)— (X8 ;
y si f(z1) = f (22), entonces
Th(wo) = [ (ho(wo}) = f(z1) = f(z2) = [ (ko (wo)} = [k (wo) ;

aplicando el lema, tenemos que fh = fk, y como f es monomorfismo, enlonces h = k. O
sea que I, = Iy} por lo tanto, f es un A-morflsmo myectivo. "

Ejercicio t37. Demuestre que en cada una de las categorias concretas enhstadas a conti-
nuacién el objeto que se describe cs libre sobre {z}.

(i} En Top, el espacio topoldgico cuyo conjunto subyacente es {z}.

(i1) En ®ra, la digréfica ({z}, 2).

(iii) En 9ng, el anillo de polinomios £ [z] con coeficientes enteros en la indelerminada

(iv) En ®rp, el grupo aditivo de mimeros enteros (Z, (+,0)), [haciendo z = 1].

(v) En £at, la retfcula cuyo conjunto subyacente es {z}.

Por el ejercicio y la proposicién anteriores, Top, ®ra, Rng, Grp y Lat son ejemplos de
categorias concretas en las que los monomorfismos coinciden ¢on los morfismos inyectivos.
También tienen esta cualidad Mon,MMet v Vecg como se deduce de la proposicién anterior, |
de los ejemplos 1 ¥ 3 y del gjercicio 6. Otro ejemplo en esta situacién es €lot, la categoria
de reticulas completas y homomorfismos reticulares completos que definiremos enseguida.

K.7.8 Definiciones: (i) Sen (X, <) un copo arbitrario y sea A cualquier subconjunto de
X entonces:

(1) ¢ € X es una cota superior de Aen X sta<¢,Va & A4;

d € X es una cota inferior de A en X sid < a,Va € A.
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51) = s cota superior de A en X

€ X es y i .
€ X es supremo de Acn X Sl{ s3) z < ¢, para toda cota superior ¢ de Aen X

) i1} = es cota inferior de A en X
z € X cs nfimo de Aen X Sl{ 1:2% d < z, para toda cota inferior d de Aen X
Observaciones y notas: (e) En el caso particular en que A es vacio, todoz € X es
tanto cota superior como cota inferior de A, ya que en tal caso a € A=>a<z<aV¥zEX.
(b) Por la condicién de antisimetria en un copo, cuando A posee supremo e fnfimo, éstos
son dnicos. Emplearemos la notacién sup A para el supremo, e inf A para el infimo.
(c) Si ademés el copo es una reticula, entonces para cualesquiera z,,Ty € X se ticne

sup {#1,Z2} =T VI, e inf{z;, 2} =21AT,

(ii) Se dice que una reticula (X, <) es una reticula completa cuando todo subconjunto
de X posec infimo y supremo en X.

En una reticula completa los clementos sup & e inf @ reciben los nombres de cero y uno,
respectivamente; (0 es el primer elemento de X,segin <,y lel iltimo)®.

Bjemplo de reticula completa: Para cualquier conjunto X consideremos su conjunto po-
tencia Pot{X). Claro es que (Pot (X),C) es un copo. Y si A es un subconjunto arbitrario
de elementos de Pot(X), entonces A es una familia (X;), de subconjuntos de X; luego

supA=UX; e infA=0NX;
) el

Por lo tanto, {Pot (X),C) es una reticula completa.
Asi, €lat[X] es la familia de érdenes parciales que hacen de X una reticula completa; y
si A= (X, <)y B =(Y,<) son dos Clat-objetos cualesquicra, definimos '

clat(A, B)={fe Y¥ . f(supl) =sup f(U) y f (infU) =inf f (U),VU € X}

cuyos miembros son los homomorfismos reticulares completos.
La reticula completa de tres elementos

({Olrll}ls)! CODOS:L‘SI
es libre sobre {z} porque si (¥, <) € €laty fo: {z} — Y es cualquier funcién, entonces
f:{{0,z.1},2) = (V. %)

definida por
f(0)=0 ' f(z):fu(:c) ) f(1)=1

es una Clat-extensién de fp, como se comprueba facilmente. .
Ejercicio t38. Sea X un conjunto arbitrario y denotemos mediante Eq (X} al conjunto
de relaciones de equivalencia en X. Para cualesquiera a, f € Eq(X) definimos

a<fieacy

5le. 0=if X y t =sup X.
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(a) Demmestre que (£q (X)), €) es una reticula complela y describa sus clementos cero y
uno.

Def. Bu cualquicr calegoria concreta diremos que un objeto B puede encajarse en un
objcto A si B es isomorfo a un subobjeto de A.

(b} Pruebe que si < es un orden parcial en X, entonces el copo {X, %) puede encajarse
en (Fq(X), <).

K.7.9 Definicién. Sea K cualquicr categoria concreta. Se dice que K tiene objetos
libres si tiene objetos libres sobre conjuntos de toda cardinalidad.

-~ ‘K.7.10 Ljemplos. 1. —Segtim vimos en el ejemplo 2 anterior;- el-monoide de: patabras-

(Z*,(-,0}) es libre sobre X, para todo £ € Get. Por lo tanto, 9on tiene objetos libres.

2. Top tienc objetos libres porque el espacio discreto (X, 74) es libre sobre X, para todo
X € Get. En efecto, si (Y,0) € Tap y fy: X — Y es cualquier funcidn, entonces

Jo € Top ((X,74) . (Y,0))

3. Pos ticne objetos libres porque el copo discreto (X, <) fie. =) €z & o), = 2} s
libre sobre X, para todo X € Set. Ln efecto, si (Y, <) € Posy fo: X — Y es cualquicr
funcidn, entonces

o € Pos ((X, <}, (Y. 2))

Los dos 1iltimos ejemplos son casos particulares de una situacién més general que expli-
carermos enseguida.

K.7.11 Definicién. Sea K cualquier categoria concreta v sea X un conjunto arbitrario.
Diremos que una i-estructura § € K [X] es discreta st y ara cualesquiera Y € Gety f € ¥¥
se liene

Je K((X,£).(Y.m)), ¥ne K[Y]

En tal caso hablaremos de (X, £) como de un K-objeto discreto.

K.7.12 Proposicién. Sean, K una categoria concreta y (X,£) un K-objeto, arbitrarios.
Son equivalentes:

{a) {X,£) es discreto.

{b) (X,£) es libre sobre X.

Demostracion. (a) = (b) Sean, {(Y,n) € Ky fo : X - Y una funcidn, cualesquiera.
Debido a la discresién de (X, €),

fﬂ EE((Xuf) :(an))

O sea que fp s la unica K -extensidn de si misma (la unicidad es obvia). Por lo tanto, (X, £)
es libre sobre X.

(b) => {a) Sean, Y € Get, f € Y¥ y n € K[Y], cualesquiera. Entonces, (Y,7) € K ¥,
por (8), [ pucde extenderse a un K-morfismo que no liene méds remedio que ser la propia
(X, €) = (Y,n). Por lo tanto, (X, £) es discreto. ”

K.7.13 9Met es un elemplo de categoria concreta sin objetos libres. FEn elecio, sean
(X.d) € Tet y M C X con #(M) > 1. Si consideramos el espacio métrico {X, 2d),
entonces para la inclusion

t:M— X
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no existe una extension

J: (X, d) = (X, 2d)

que sea contraccién, ya que para my,my € M, m; # mny, deberia suceder
2 (f (my), [ (ma)) = 2d (my,my) < d{m,y,ma)

lo cual es absurdo.

K.7.14 Definicién. Sea R cualquier categoria. Un R-objeto [ es inicial si para cada
A € R ¢l conjunto R ({, A) consta de un solo morfismo. Para tal morfismo emplearcmos la
nolacién !4.

K.7.15 Proposici6én. [En una categoria concreta K, todo objeto inicial es libre sobre el
conjunto vacio.

Demostracidn. Sea sabe que del vacio en cualquier conjunto X sélo existe una [unciéo:
¢, la funcion vacta. También sc sabe que § C Y, para todo Y € Get. Asi, si A= (X,€)e K,
entonces todo morfismo de codominio A es extensién de ¢. Por lo tanto, siendo [ un K-
objeto inicial, ¢ encuentra en K (I, A} una extensién tnica, para todo K-objeto A. De aqui
que { sea libre sobre 0. vl

K.7.15.1 Observacién. Como vimos en (1) de la proposicién K.7.6, dos K-objetos libres
sobre conjuntos con la misma cardinalidad son K-isomorfos. Entonces, a consecuencia de
la proposicién anterior, en una categoria concreta K dos K-objetos iniciales siempre son
K-isomorfos, pues ambos son libres sobre un conjunto # con 0 generadores. Este resultado
también es valido para categorias arbitrarias, como veremos a continuacion.

K.7.16 Proposicién. Si I y J son R-objetos iniciales de una categorfa It arbiraria,
entonces [ = J.

Demostracidn. Consideremos las composiciones

FE R JoI2g
Debido a la inicialidad de ambos objetos, las identidades respectivas son los winicos morfismos
enR([,I) y enR{JJ)

Luego,
We=1 ¥y LUh=1

lo cual sienifica que !, es un R-isomorfismo y que !, =!It
4 4 1v)

K.7.16.1 Observacién. Nétese que el R-isomorfismo !y es el tinico posible de J en [; de
aqui que se diga que dos objetos iniciales de una categoria son canénicamente equivalentes.

Fjemplos. 1. En Getel objeto inicial es el 0.

2. En ®ta el objeto inicial es la digrdfica vacia (9, 0).

3. En Top el objeto inicial es el espacio vacio (0, {8}).

4. En 9Mon el objeto inicial es el monoide trivial {{e} , {-, }}.

5. En Mng, el objeto inicial es el anillo de nimeros enteros {Z,{+,, 1))

[l coconcepto correspondiente al concepto de objeto inicial se llama objeto final.

K.7.17 2@Definicién. Sea R cualquier categorfa. Un R-objeto F es final si para cada
A € % cl conjunio R (A, F) consta de un solo morfismo. Para tal morfismo emplearemos la
nolacién j 4.
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Ejernplos. En Get, Pos, Top y Met es final el objeto cuyo conjunto subyacente es
cualquier singulete {x}.

Desde luego, es verdadera la coproposicidn correspondiente a la proposicién anterior.

@K 7.16 Proposicién. 5i FF y (¢ son N-objetos finales de una categoria ® arbiraria,
entonces F' = G.

K.7.18 Definicién. Cuando un R-objeto Z de una categoria R arbiraria es simultdnea-
mente inicial y final recibe el nombre de objeto cero.

—————K.7.18.1 Observaciones. Sea R una categoria con objeto cero; entonces:

1. Todo R-objeto inicial y todo R-objeto final es un objcto cero.
2. Para cualesquiera R-objetos A y B existe un morfismo distinguido 045 € R (A, B).
Es, a saber, el que pasa por ¢l objeto cero:

Oup: A ZEB

Este morfismo se llama morfismo cero; a veces lo denotaremos simplemente como 0.
K.7.19 Proposicién. Sea R una categoria arbitraria con objeto cero. Entonces, cuales-
quiera que sean los B-morfismos f y g, tenemos

Demostracion.®

Z
ilz N
/i
a4l 4 w z 3B p 4p
s /
N dar i1z
A

1

5 Al buen entendedor
...pocos dingramas.



Capitulo 5

Categorias Concretas Topolégicas

K.8.1 Definiciones. Sea K cualquier categoria concreta.

(a) Se dice que K es topoldgica si para todo conjunto X y cualquier fuente £ = (X, (fi),)
cuyo codominio sea una familia (4;), de K-objetos A; = (X;,E,;), existe una K-estructura
inicial para X con respecto a F.

(b) Se dice que K es cotopolbgica si para todo conjunto X y cualquier sumidero § =
((f:);,X) cuyo dominio sea una familia (A)), de K-objetos A; = (X, §;), existe una K-
estructura final para X con respecto a S.

K.8.2 Observaciones. Cuando K satisface alguna de estas definiciones, hacer la consi-
deracién de las fuentes y sumideros vacios, respectivamente, resulta de importancia.

a) Si K es cotopolégica y X es un conjunto cualquiera, entonces la clase de K-estructuras
K [X] est4 obligada a contener un miembro, §, que haga del sumidero vacio

S=((f);  X),con =80
un K-sumidero final. De acuerdo con la definicién de K-estructura final debemos tener:
{Si(YmyeKy f: X —>Yesuna funcién tal que, para toda 1 € [,
fhie K((X:.&),(Y.m)

entonces

fe K((X.£),(Y,n)

Pero con | = @ siempre es vélida la implicacidn
i€l = ffie K{(X.&).(Y\n)
En consecuencia, para cualesquiera Y € Gety f € Y'¥ se tiene
feK(X.6).(v.m), vne K[Y]

lo que significa que £ es una K-estructura discreta para X.!

LCI. definicién K.7.11.

93
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Por consiguicnte, cn toda categorfa conereta colopolégica todo conjuato puede quedar
discretamente estructurado.

b) En forma casi andloga: si K es Lopoldgica y para cualquier conjunto X # @ conside-
ramos la fucnte vacia

F=(X(fi))),coni=0
entonces, existe £ € K [X] tal que para cualesquiera W € Get y f € X" tengamos

-fe K((Ww) (X,§), vwe KW

Esto significa que € es una K-estructura indiscreta para X y que (X, £) es un K-objeto
indiscreto.

Por lo tanto, en toda categoria concreta topoldgica siempre es posible dotar a cualquier
conjunto no vacio de una estructura indiscreta.?

K.8.3 Ejemplos. 1. Por el gjercicio ty4 sabemos que si £ = (X, (f),) es una fuente cuyo
codominio es una familia {X;,7;), de espacios topolégicos, entonces la topologia débil para
X correspondiente a (f;), y a (7;), es una Top-estructura inicial para X con respecto a la
fuente F. También sabemos, en vista del ejercicio ty3 que si S = ((f:);, X) s un sumidero
cuyo dominio cs una familia (X;, 7;); de espacios topolégicos, entonces la topologia fuerte
para X correspondiente a {7}, y a (fi)[ es una Top-estructura linal para X con respecto al
sumidero 5. Por lo tanto, Top es topolégica y cotopoldgica.

2. Sea Get la concrecidn de Get descrita en K.1.9.1. Por el ¢jemplo K.2.4.2, si

F=(fi: X — (Xi, X)),

es cualquier fuente de codominio en Get, entonces X es una Get-estructura inicial para X
con respecto a F. Por el ejemplo K.4.4.2, st

§=(fi: (X;, Xi) = X),

es un sumidero de dominio en &et, entonces X es una Get-estructura final para X con
respecto a2 5. Por lo tanto, también Set es una categorfa concreta que es topolégica y
cotopoldgica.

3. En K443 vimos que s1 § = ((X,-:cr,-), 4 X) es un sumidero cuyo dominio es una
i
familia de grdficas dirigidas (X;, ;),, entonces

a={(file) . fi{z')) : (z,7) € o1 € 1}

es una ®ra-estructura para X correspondiente a 5. Por lo tanto, ®ra es una categorfa
concreta cotopolégica.

INdtese que entre (a) y (b) la casi dualided de que son susceptibles no es perfecta: el haber cuidado
el caso vacio cn (b) evitdndolo explicitamente, hace una diferencia con (a) que pucde parecer irrefevante
pero que a la larga mostrard que tiene consecuencias. Ya dijimos en obra ucasion que de la verdad de una
proposicién “casi dual” hay que procurar cerciorarse porque ne siempre resulta cierta. En lo sucesivo. seria
bueno tener presente este consejo en o referente a propesiciones en las que las ideas de discrecion o de
indiscrecion desepefien algin papel,
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®ra también es topoldgica porque si una familia de gréficas dirigidas (Y5, 8;),; es codominio
de una fuente 1 = (Y, {f;),), cntonces

B=Alyy)eY xY: (fily), ily)) €B.Viel}

es una Gra-estructura inicial para Y con respecto a F.
En efecto,
{i) Toda fecha f; : (Y,3) — (¥;,8,) es compatible a consecuencia de la definicién de §;
(i) Si (X,a} € Bray f: X — Y es una [uncién tal que

fif € Bra((X,a), (Y, 8,)) Vie !l
entonces para cualquier (z, ') € o tenemos

(f(=). f(=) €Y xY

y
(fi(f (=N, L (@M =SS (=), [if (&N € B, Ve ]

o sea que (f(z), f{z) € 8, lo cual implica que [ : (X, a) — (¥, 0) es compatible. 1

K.8.4 En vista de los ejemplos anteriores cabe preguntarnos acerca de la posibihdad
de hallar un ejemplo de una categoria concreta que scu topoldgica pero no cotopoldgica, o
viceversa.

Relacionemos conceptos anteriores con los que ahora nos ocupan. Claramente:

(i) Toda. categoria concreta topoldgica es hereditaria.

{#4) Toda categoria concreta. cotopolégica es cohereditaria.

Por lo tanto, todas las categorias concretas que no son hereditarias, como Wecg, Brp o
R-T7tod, tampoco son topoldgicas. Ni son cotopoldgicas las no cohereditarias, como Sgr,
Pos o Lot

También es claro que:

(ti1) Toda categoria concreta topolégica tiene intersecciones.

{(iv) Toda categoria concreta cotopolégica tiene niicleos.

En K.5.11.5 vimos que Topc carece de intersecciones; por lo tanto, la categorfa de espacios
topolégicos compactos y funciones continuas no es topolégica (!). También vimos, en K.5.9,
que Tope, no es hereditaria; en consecuencia, la categoria de espacios compactos de Hausdorft
y funciones continuas tampoco es topolégica {1).

Se podria demostrar que Tope, y Tope, asi como Vecg, Grp y £-Tod, tampoco son
cotopoldgicas; ¥y que no son topolégicas Gpe, Pos ni Lat. O sea que ninguna de estas
categorias reune la condicién pedida: satisfacer una de las dos definicién sin satisfacer la
otra. :
En realidad, es éste un caso de autedualidad notable que quedard evidenciado luego del
par de resultados que vienen a continuacién.

K.8.5 Proposicién. Sea K una categoria concreta cotopoldgica y sean, X un conjunto,
(4}, una familia de K-objetos A; = (X.,§),i €, F =(fi: X — A;); una fuente, £ una




___ lijemos cualquier j € J y hagamos 4; = (X, ;). Entonces
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K-estructura para X y {a;), la familia de las K-estructuras para X que hacen de £ una
K-fuente. Entonces son equivalentes:

(a) £ es inicial para X con respecto a f.

(b) £ es final para X con respecto al sumidero de identidades

T=(lx : (X,05) = X),

Demostracion. (a} = (b) Consideremos la familia de K-estructuras (a;), descrita arriba,

={a.5 4
F=(4%a)
cs una K -fuente; por lo tanto, para toda i € [, la composicién
Ji
fit (X, a) B (X,6) B (X&)
es un K-morfismo; por la inicialidad de £, esto implica que
1x € K((X,2;),(X.8}), (1€ J).

Observemnos, por otra parte, que, debido a la inicialidad de &,
_ i .
F= ((le) - (Xl:Eg))’

es una K-fuente; por lo tanto, £ € {a;),. Asf,si (Y,7) € Ky f: X — Y son tales que, para
toda j € J, la composicién

fi(Xap) B (X, L (¥n)
es un K-morfismo, entonces lo es en particular

X6 (X,8) £ (V)
es decir
fe K((X,8),(Y,n)
Esto prueba que £ es final en X con respecto a T.
{b) = (a) Como para toda j € J la fuente F; = ((X,a,-) LN A,-)I es una K-fuente,
entonces para toda i € I la composicién
Ji: (X,05) 35 (X,8) B (X0,)

es un K-morfismo. Pero £ es final para X con respecto a I; luego

fieﬁ((xif)l(xnfl))lv"’e‘[ 3

3 Nétese que hasta esta parte de la demostracién no se ha empleado la hipétesis de que K sea cotopolégica;
por lo tanto, lo que hasta aqui llevamos vale para cualquier categorfa concreta.
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Por otra parte, sean (W,w) un K-objeto y ¢ : W — X una funcién tales que, para toda
i€ 1, la composicién
fig : (Ww) = (X, &)
es un K-morfisrmo. Como K es cotopoldgica, existe la K-estructura final para X con respecto
aw y g; denotémosla por £;. Fntonces, para toda ¢ € [, la composicién

L
(W,w) 5 (X,6) = (X, &)
cs un K-morfismo, y por la finalidad de &, con respeclo a w y g, tenemos que
fi € K((Xlgﬂ) a(Xl')Ei)) JVl € I
Por lo tanto, £ € (ay),; y como £ es final con respecto al sumidero Z, entonces
| L : (X,60) = (X,6)
es un K-morfismo. Por lo tanto

1x_g =g€ K.((Wrw)s(xs‘f))

Esto demuestra la inicialidad de £ con respecto a F, con lo que la proposicién queda
demostrada.

También es vdlido el resultado casi dual:

©K 8.5 Proposicién. Sea K una categoria concreta topolégica y sean, X un conjunto,
(A;), una familia de K-objetos A; = (X, £,),i€ 1, 8= (fi: Ai— X)), un sumidero, £ una
K-estructura para X y (o;), la familia de las K-estructuras para X que hacen de § un
K-sumidero. Entonces son equivalentes:

(a) £ es final para X con respecto a 5.

(b) £ es inicial para X con respecto a la fuente de identidades

J=(1x :X‘""(Xnai));

K.8.6 Definiciones. El sumidero Z de la proposicién anterior se llama sumidero dual
de la fuente £. Anslogamente, la fuente 7 de la coproposicién anterior es la fucnte dual
del sumidero S.

Contando con estos resultados ya podemos responder a la cuestién planteada.

K 8.8 Corolario. Sea K una categorfa concreta arbitraria. Son equivalentes:

a) K es topoldgica.

b) K es cotopolégica.

Demostracién. (a) = (b) Sea S = ((f),,X) cualquier sumidero cuyo dominio €s una
familia {4;), de K-objetos A; = (X, £;), y cuyo codominio X es un conjunto arbitrario,
Consideremos la fuente dual del sumidero & :

I =(lx: X = (X, ),

Por {a) existe £ € K [X], inicinl respecto a J. Por la coproposicién anterior, £ es final para
X con respecto a 5. Por lo tanto, i es cotopolégica.
(b) = (a) Se demuestra de manera similar. 1
K.8.9 Nota: En lo sucesivc, cuando queramos indicar que £ es una categoria concreta
topolégica diremos, simplemente, que K es topoldgica.
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5.1 Discrecién e Indiscrecién en Categorias Concretas
Topolégicas

Para seguir adelante, veremos caracterizaciones de las K-estructuras discretas e indiscretas
en catcgorias concretas topoldgicas.

K.9.1 Proposicién. Sea K una categoria concreta topolégica y sca A = (X,£) un
K-objeto arbitrario. Son equivalentes:

{(a) € es discreta.

(b) £ es final respectoc & cualquier K-samidero del que A sea-codomimio—
{c) £ es inicial respecto a la [uente de identidades {completa *)

o= (lx t X — (X'E))Eemxl

Demostracién: {(a) = (b) Supongamos que

= (X6 5 0),

es un K-sumidero. Si (¥,7) es un f-objetoy ¢ : X — Y es una funcién, tales que toda
composicidn g f; es un K-morlismo, entonces, aplicando(a), también loes g : (X, £) — (Y, ).
Por lo tanto, £ es final respecto a S,

(b) = (c) Consideremos el sumidero vacio

S=((ft)[ 7A)= con [ = &

Por (), £ es final con respecto a 5. En consecuencia tenemos que
e K (X0, (X)) EeK(X] *
Ysi(Ww)e Ky f: W — X son tales que .
Fiww) L6 5 (X,F)
es un K-morfismo para toda £ € K [X], entonces, puesto que £ € K [X],

[ {(Ww) = (X.6)

también es un K-morfismo. Por lo tanto, £ es inicial con respecto a F.
{c) = (a) Sean, Y € Set,np € K[Y]y f € Y¥, arbitrarios. Como K es topolégica, existe
una K-estructura, £;, inicial para X con respecto a f y 7. En consecuencia

f: (X|§[) - (Y.W)
es un K-morfismo. Puesto que £, € K [X], aplicando (c), tenemos que también

(X, 8) — (X&)

*En el sentido de que el codominio consta de todos los K-objetos sobre X.
5 Véase la observacién K.8.2 (a).
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es un f-morfismo. Por lo tanto, también lo es la composicién

Sttt e B g BT

05 (x6)L (v

que es a lo que se queria llegar. .
También tiene lugar el resultado casi dual; debido al corolario anterior, podemos escribir:
©K.9.1 Proposicién. Si i es topolégica y A = (X, £) es un -objeto arbitrario, enton-
ces son equivalentes:
(e) £ es indiscreta.
{b) £ es inicial respecto a cualquier K-fuente de la que A sea dominio.
{c) € es final respecto al sumidero de identidades (completo °)

S = (1x : (X,E)—-x)

Como veremos enseguida, la existencia de estructuras discretas e indiscretas cstd es-
trechamente relacionada con la coincidencia de las clases de monomorfismos y morfismos
inyeclivos, y de epimorfistnos y morfismos suprayectivos, respectivamente.

K.9.2 Proposicién. Sea K cualquier categoria concreta. Si alziin singulete puede re-
vestirse con una K-estructura discreta, entonces coinciden los K-monomorfismos con los
K-morfismos inyectivos.

Demostracion. Ya sabemos que en loda categoria concreta todo K -morfismo inyectivo es
un K-monomorfismo. Para probar lo reciproco, supongamos que {wp} es un singulete para
el cual existe una K-estructura discreta wg. Sea

f(X.6) = (Y,n)

EeKIX|

un K-monomorfismo arbitrario y sean z;, Ty € X tales que f (z,) = f (3); definimos

h: {w} — X k: {wp} — X
w = I Wy *++ Iz

Debido a la discrecién de wy,
hvk € K(({wo} ,Uo) ¥ (Xas))

Ademaés
fhiw) = f(z1) = f{z2) = fk (wo)

Debido a la monomorfia de f, esto implica que k = k; en consecuencia
Iy = h('l.UQ) =k(u)o) = X3

Por lo tanto, f es inyectivo.
K.9.3 Corolario. Si K cs topoldgica, entonces coinciden los K-monomorfismos con los
K-morfismoes inyectivos.

*Idem.
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Demostrecién. En cfecto, ya sabemos que en toda calegoria concreta topoldgica todo
conjunto puede quedar discretamente estructurado; particularmente, los singuletes. 1

s de esperar que también valga el resultado casi dual al enunciado en este corolario;
vale. Sin embargo, no lo desprenderemos de la proposicién casi dual a la anterior sino de
otra que le es casi casi dual; ésta:

K.9.4 Proposicién. Sea K cualquier categoria concreta. Siexiste una K-estructura in-
discreta para el conjunto {0, 1}, entonces coinciden los K-epimorfismos con los K-morfismos
suprayeclivos.

Demeostracion. Ya sabemos que en toda categoria concreta todo /-morfismo suprayectivo
es un K-epimorfismo. Supongamos, por otro lado, que el K-morfismo

f(X,6) = (Y.n)

no ¢s suprayectivo y que v es una K-estructura indiscreta para {0,1}. Escogiendo y €
Y ~ f{X}, definimos
hk:Y — (0,1}
como 0, siy#
y SLY F Yo
h =0,¥ Y k =

(v)=0vyeY y k(v {1; Siy=to

Debido a la indiscrecién de v,

hk € K((Y,n),({0,1},v))

En consccuencia, [ no puede ser un K-cpimorfismo pues aunque cleramente hf = kf,
también es claro que h # k. .

K.9.5 Corolario. Si I es topolégica, entonces coinciden los K -epimorfismos con los
K-morfismos suprayectivos. ]

En K.3.13-14 vimos que Ty, la categorfa de espacios de Hausdorff y funciones conti-
nuas, es una categoria en la que no todo epimorfismo es un morfismo suprayectivo. Como
consecuencia del corolario anterior resulta que Ty no es topolégica (1)

Otro resultado que es consecuencia de este corolario y del anterior a éste es el siguiente.

K.9.6 Proposicién. Si K estopolégicay f: (X&) — (Y,7)esun K-morfismo, entonces
[ es un bimorfismo si, y s6lo si, [ : X — Y es biyectiva. ]

Ejercicio 9. ;Son vélidas las coproposiciones de las proposiciones de las que derivamos
los dos corolarios anteriores? Justifique su tespuesta.

K.9.7 Observacién. Las proposiciones que dieron lugar a los corolarios anteriores pudie-
ron haber sido corolarios, a su vez, de dos resultados més generales. En efecto, sabemos que
los monomorfismos y los epimorfismos son casos particulares de monofuentes y episumideros,
respectivamente, en tanto que un caso particular de una fuente que separa puntos es un mor-
fismo inyectivo, asi como uno suprayectivo es caso particular de un sumidero exhaustivo.’
Con esto en mente resulta claro que las proposiciones a que nos referimos son corolarios de
las dos siguientes:

TRecuérdense las definiciones cortespondientes vistas en K.2.5 y en K.4.5, respectivamente.
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K.09.7.1 Proposicién. Seca K cualquier categoria concreta. 51 algin singulete puede
revestirse con una K-estructura discreta, entonces cotnciden las K-monofuentes con las K-
fuentes que separan puntos.

K.9.7.2 Proposicién. Sea K cualquier categoria concreta. Siexiste una K-estructura
indiserela para el conjunto {0, 1}, entonces coinciden los K-episumideros con los £ -sumideros
exhaustivos,

Estas proposiciones pueden demostrarse en forma exactamente shimilar a como demos-
tramos las dos anteriores, respectivamente®. Los corolarios que de ellas se desprenden son
generalizaciones de los dos corolarios anteriores.

K.9.7.3 Corolario. Sca K una categoria concreta topolégica y sca F = ((X,£),{fi);)
una f{-fuente arbitraria. Son equivalentes:

a) F cs monoluente.

b) F scpara puntos.

K.9.7.4 Corolario. Sca £ una categoria concreta topoldgica y sea S = ((fi}; , (X, £}) un
K -sumidero arbitrario. Son equivalentes:

a) S es episumidero.

b) S es exhaustive.

Para ver una caracterizacién més de los objetos discretos en las categorias concretas
topoldgicas considercmos el concepto categdrico que definimos a continuacidén.

K.9.8 Definicién. Sea R una categoria arbitraria y sea A un R-objeto cualguiera. Se
dice que A es proyectivo si siempre que s tiene un diagrama como el siguiente

A B
I~ 74
B

en donde f ; A — B es un R-morfismo y ¢ : B' — B es un N-epimorfismo, es posible definir
otro R-morfismo, h: A — B, tal que gh = f; es decir, tal que
!
A ‘ B

—-4

f~ ¢ /g
B

K.9.9 Proposicién. Si (X, £) es un f{-objeto arbitrario de una categoria concreta topo-
légica K cualquiera, entonces son equivalentes:

a) (N,€) cs discreto,

by {X,£) es proyectivo,

Demostracion. {(a} = (b) Sean, f: (X.£) = (£.{) un K-morflismo y ¢ : {Y,n) — (Z,¢)
un K-epimorfismo, cualesquiera. Debido al corolario anterior podemos dar por hecho que
g : Y — Z es una funcién suprayectiva; entonces existe una funcién i : X — VY tal que

¥Que en cualquier categoria concreta:
(i) toda fuente que separa puntos es monofuente, se probé en K.2.6;
(11} todo semidero exhaustivo es episumidero, se probé en [£.4.6.
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gh= /. Por(a), h:{X,£}) — (Y,n) es un K-morfismo, y tenemos

xo " v
I~ o Vg
(2.0)

Por lo tanto, (X, £) cs proyectivo,
(b) = (a) Sean, Y € Set, n € K [V]y f € ¥¥, cualesquiera. Consideremos el sumidero
S descritoen clsiguiente diagrama:

(X.€) (Y\n)
I~ sy
Y

Como K es topoldgica, existe una K-estructura 7 para Y que es f{inal con respecto a S,
entonces

f : (th) - (Y,ﬁ) ¥ 1y : (Y.T}) - (Y|‘ﬁ)

son K-morfismos, el segundo de los cuales es epimorfismo, lo que, por (b}, implica que

(X8} — (Vi)

cs K-morfismo. Por lo tanto, (X,£) es discreto. vl
3} coconcepto correspondiente al concepto de objeto proyectivo se lama objelo inyectivo.
Para su definicién hay que invertir el sentido de cada flecha que aparcce en la definicén de
objeto proyectivo.
©K 3.8 Definicién. Sca R una categorfa arbitraria y sea A un R-objeto cualquiera. Se
dice que A es inyectivo si siempre que se tiene un diagrama como el siguiente

A B

I\ /g
B

en donde f : B — A es un R-morfismo y g : B — B’ es un f-monomorfismo, es posible
definir otro R-morfismo, h: B' — A, tal que hg = f; cs decir, tal que
h
A B

£— =

fN o Sy
B

K.5.10 Es de esperar que Lenga lugar un resultado casi dual al enunciado en la proposicidn
anterior. Pero he aqui que en esta ocasién lay un caso particular cn que la coproposicidn
correspondiente deja de ser verdadera; se trata del caso en el que el K-objeto (X,€) tiene
por conjunto subyacente al conjunto vacio.”

IVeuse la nota a pie de pagina bajada al final de la observacion K.8.2.(b).
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Si en la proposicién anterior tomamos X = @ y denotamos por £, a la [(-cstructura
discreta para X, entonces f es el morfismo vacio ¢, mismo que hace que conmute el tridngulo

(X.€0) ¢ (Y,n)
o\ N
(2.}

En cambio, para K-objetos arbitrarios como son (Y, 1) y (Z,¢), los morfismos f, g y h que
desde ellos definamos no pueden tener por codominio un K-objeto vacio salvo que Y y Z
sean vacios, ya que nuestro concepto de funcién exige que tengamos codominio no vacio para
toda funcién definida sobre un dominio no vacio'®. De aqui que no podamos invertir las
flechas (ni podamos considerar la situacién dual) del diagrama anterior mientras tengamos
X=o.

Por espacio de cuatro afios este detalle pass inadvertido ante los ojos de los especialistas
hasta que, en 1978 (dirigida por el Dr. Vdzquez), Gracicla Salicrup lo hizo notar en el tercer
capitulo de su tesis doctoral {vedse [10]). Aunque parece insignificante, tiene importancia el
detallito: Permite mostrar un ejemplo en el que la casi dualidad aplicada a una proposicidn
verdadera da por resultado una propesicién que no es verdadera.

Ya corregida, la afirmacién correspondiente puede escribirse como sigue:

K.9.11 Proposicién. Si (X,£) es un K-objeto arbitrario de una categoria concreta
topolégica K cualquiera, entonces son equivalentes:

a) £ es indiscreta y X # 0.

b) (X, £) es inyectivo.

Demostracion. (a) = (b) Se prueba casi dualmente a como se probé la primera parte de
la proposicidn K.9.9.

{b) = {a) Sea (Y,n) un K-objeto, con Y # @. Por vacuidad, la funcién vacia

¢: 0=V
es inyectiva; en consecuencia,
¢ : (@vEB) - (Y?TI)

es un monomorfismo, siendo £, la K-estructura discrete de §; consideremos también el
K-morfismo vacio

$: (@-Ea) - {X,§)
Por (b), existe un K-morfismo

h: (Yvn) - (X1‘f)

que da conmutatividad al tnidngulo

xg ' v

¢\ /'
(9.60)

Como Y # @, el concepto de funcién nos obliga a tener X # 8. El resto de la demostracisn
es casi dual al de la segunda parte de la proposicién K.9.9. ”

WRevisese la definicidn que apuntamos en ta nola a pie de pégina bajada desde e ejemplo K.0.2.1.
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5.2 Categorias Monotopolégicas

No deja de ser desconcertante ¢l haber hallado que subcategorias de Top como Ts, Tope
y Tope, no son topoldgicas. Para ellas resulté demasiado restrictiva la condicién de tener
que dotar de estructuras iniciales a todos los conjuntos que scan dominio de fuentes cuyos
codominios consten de familias de objetos pertenecientes a ellas. Esta condicién puede
holgarse un poco y dar lugar a una clase de categorias concretas donde tengan cabida muchas
de las que habian quedado excluidas de la clase de las topolégicas.

K.10.1 Definicién. Sea K cualquier categoria concreta. Se dice que K es monoto-
polégica si para todo conjunto X y cualquier fuente que separe puntos F = {X,(f:);}
cuyo codominio sea una familia {A;), de K-objetos, existe { € K [X] tal que si A = (X, £},
cntonces F = ( LY A,-) es una K-fuente inicial.

K.10.2 Ejemplos: 1. 'i‘oda calegorfa concreta topoldgica es monotopolégica.

2. T4 es monotopoldgica.

En efecto, en el corolario que extrajimos de la proposicién K.2.7.1.1 queds establecido
que si £ = (X,(fs);) es una [uente que separa puntos cuyo codominio es una familia de
espacios T, entonces existe una Ty-estructura para X que es inicial con respecto a F.

3. Bos es monotopolégica.

En efecto, sabemos que para cualquier fuente f = ( LN {X;, 5;))’ de codominio en

os, el preorden < en X definido para cualesquiera x,z’ € X por
<z e (s ), viel

es una Pos-estructura inicial para X con respecto a F sies aniisimétrico’*. Ahora bien, si
z y =’ son tales que
T XTI y T X=zx

entonces para toda i €  tenemos
A SHE) v @< AG
Y como <; es un orden parcial, entonces
fi(z) = fi{z"),Yie l

Si F separa puntos, esto implica que x = ' y, por lo tanto, < es antisimétrico.
K.10.3 Observacién. Dado que la inclusién ¢ de cualquier subconjunto A de X en (X, £)
constituye una [uente que separa puntos con una sola flecha

v A— (X,£)

tenemos que toda categorfa monatopoldgica es hereditaria.

Esta observacién revela que ni Tope ni Tope, han quedado incluidas en la clase de cate-
gorias monotopolégicas. Sin ernbargo, no suena tan feo el oir, por ejemplo, que la calegoria
de espacios compactos y funcicnes continuas no es monotopoldgica.

Wyease el ejemplo K.2.16.
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Tl coconcepto correspondiente al de categoria monotopolégica es el de calegoria epitopo-
légica.

©K.10.1 Definicién. Sea K cualquier categoria concreta. Se dice que K es epito-
polégica si para todo conjunto X y cualquier sumidero exhaustivo S = ((fi}, ,X), cuyo
dominio sea una familia (A;), de K-objetos, existe £ € K [X] tal que si A = {X,§), entonces
5= (A; A A)I es un K-sumidero final.

Ejercicio £310. Siendo K cualquier categoria concreta considérese el par de afirmaciones
siguiente

2} K es monotopolégica.

b} K es epitopolégica.

iSon equivalentes (a) y (b)? Justifique su respuesta.

K.10.4 Como ya hemos senalado, la clase de categorfas monotopolégicas incluye dentro de
si a todas Jas categorfas topolégicas. Una propiedad que poseen algunas categorias concretas
{y que describiremos enseguida) resulta ser, en la clase de las categorfas monotapoldgicas,
propiedad caracterfstica de las categorias topoldgicas. Con la prueba de esta caracterizacién
pondremos fin a este estudio.

La propiedad a que nos referimos permite que en algunas categorfas concretas puedan
obtenerse objetos nuevos de los ya dados escindiendo puntos en los conjuntos subyacentes.
En Top, por ejemplo, escindiendo ¢! punto z del singulete {x} en dos puntos, obtenemos un
espacio topolégico sobre un conjunto de dos puntos

{z1, 22}

Si convenimos en adoptar para &l la topologia que por cada abierto U en el singulete da
un abierto formado por las escisiones de los puntos de que constaba U, obtenemos que los
abiertos son
g y {z,z}

es decir, obtenemos €l espacio indiscreto de dos puntos. Es claro que si en vez de escindir a
z en dos lo escindimos en tres puntos, obtendremos, de acuerdo con la descripcién anterior,
el espacio indiscreto de tres puntos. Escindiendo indefinidamente al singulete se obtienen
todos los espacios indiscretos.

K.10.4.1 Axin en Top, pero de modo més general: Si el conjunto subyacente de un espacio
topolégico (X, 7) consta de una familia de puntos X = (z;); de la cual cada miembro z; s
escinde en una familia =; = (z;;) J,» entonces por cada U € 7 queda definido un conjunto

f-j:{I.‘jII"EU}

y es f4cil ver que la familia 7 formada por estos conjuntos constituye una topologia para el

conjunto N
X=U {zi; 1 j€ L}

Observemos que de X en X pdemos definir de modo natural una funcién f mediante

f:XA—rX

Ii; +* I;
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Nétese que f es suprayectiva, Mds ain,

/(&7 —x7)
es una funcién continua, pues, evidentemente,

ISy =0 vwer

Kdemas; 51 (W,w) e Topyg: W — X son tales que
Jg: (Ww) = (X,7)
¢s continua, entonces para todo 5' € T tenemos que
g (D) =g (I ) = lf0) " W) € w

Es decir,
g: (W,w) — (f,?)

es continua. Esto demuestra que 7 cs la topologia inicial para X con respecto a f y 7.

Reciprocamente, como Top es iopoldgica, a cualquier conjunto X desde el cual se encuen-
tre definida una funcién suprayective f sobre cualquier espacio topolégico (X, 7) podemos
dotarle de la topologia inicial correspondiente a f y T v v.sualizarlo como el resultada de una
escisin de puntos ocurrida en X: la fibra f~!({z}) de cada £ € X es la familia de puntos
en que x se ha escindido.

K.10.4.2 Cousideremos otro ejemplo, ahora en ®ra. Supongamos que el conjunto sub-
yacente de una grafica dirigida (X, 5) es X = (z.); y que cada punto x; se escinde en una
familia #; = (z;;);, dando lugar al conjunto

X=y {zij : j € K}

Definiendo

~

,B = {(.‘L‘,‘j,.’I.'grji) = X X )? ! (Ig,Il‘f) € ,8}
es claro que

(X . 5) € Gra
Observemos que también en este caso, de la funcién suprayectiva
f: X - X

Tij &

se obtiene un morfismo o
7+ (X.B) - (x.8)
ya que

(@i @) € B o> (f (g}, f (@) = (zi,20) € B
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Por otro lade, supongamos que otra digrifica (W, a) y una [uncién g : W — X son tales que

fg:(W.a) = (X, )

cs compatible. 51 para cualquier (wy, wy) € a son

glu)==z5 vy glun)=gzip

enfonces
(xe,me) = (f (i) . [ (z051)) = (Sg (wn) , fg (w2)) € B
porque fg es compalible; pero entonces de acuerdo con la definicidn de ﬁ debemos tener
(zyj,zep) €M
lo que significa que

g: (W,a) — (X’,ﬁ)

también es compatible. IZsto prueba que [ es una $ra-estructura inicial para X con respecto

afybp.

Y también reciprocamente: como ®ra es topoldgica, a cualquier conjunto X desde el cual
se encuentre definida una funcién suprayectiva f sobre cualquicr digrdfica (X, ) podemos
dotarlo de una ®Bra-estructura inicial correspondiente a f y f y visualizarlo como ¢l resultado
de una escisién de puntos ocurrida en X segiin las fibr s determinadas por f.

listos ejernplos ya dan una idea precisa de los siguientes conceptos.

K.10.5 Definiciones. Sean, A una categoria concreta y {X, £) un /{-objeto, cualesquiera.

Un K-objeto (X,{) es una escisién de (X, £) si existe un morlismo suprayectivo

r(28) -0

y si £ es inicial para X con respecto a f y £. Diremos que K permite cscisiones si para
toda [uente con una fHecha del tipo

F= ()? A (X,E)) , ([ suprayectiva)

siempre existe Z;: g K )‘E] que es inicial con respecto a F.

Como claramente podemnos observar, toda categoria conereta topolégica periite escisio-
nes. Sin embargo, esta propiedad no es exclusiva de las categorias concretas topolégicas:
para mostrar un ejemplo presentaremos una categoria que hasta ahora no hemos visto.

Pmet es la categoria de espacios scudométricos y contracciones.

K.10.6 Definiciones. Una sendométrica para un conjunto X es una [uncién

A X =R

que para cualesquiera x,y, z € X satisflace las dos condiciones siguientes:




CAPITULO 5. CATEGORIAS CONCRETAS TOPOLOGICAS 108

(2) (=, z) =0
(i) 8 (x,2) < &(=z,y) + (v, 2)-
Una contraccién entre dos espacios seudométricos (X, 8) y (X', 6') es una funcién

f:X-X
tal que para cualesquicra z,y € X,
ST W) S © T e

Para probar que Pmet permite escisiones, consideremos cualquicr espacio seudométrico
(X,6) y cualquier funcién suprayectiva

[ X - (X,8)
Definiendo o
b: X xX—-R
mediante "
6(Z,9) =6(f (@), F )

obtenemos unz funcién bien definida que claramente convierte a

I (X'é‘) —(X,9)

en una contraccién. Ademds, si otro espacio seudométrico (W, ) y una funcién g : W — X
son tales que

fg:(W,7) —(X,6)

¢s una contraccién, entonces para u,v € W arbilrarios tenemos

5g(u),g (@) =6(fa (), folv)) € v(u,v)

lo que significa que
g:{W,7) — (X,&)

también es una contraccién. Esto prueba que 3 es una seudométrica inicial para X con
respecto a [ y 6. Por lo tanto, Pmet permite escisiones.
Pero Pmet no es topoldgica, pues si para el conjunto X = {0,1} definimos, para toda

7 € N las seudométricas )
0,siz=y

b (z,9) = {n, sSiz#y

entonces para X no puede haber una seudométrica inicial con respecto a la fuente
F=(Lx: X = (X,62)y

porque para cualquicr seudométrica § que propongamos siempre podemos hallar N € N Lal
que
§(0,1) <n, Vo> N;
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o sea que a partir de cierto mornento las identidades dejan de ser contracciones.
Para finalizar, demostremos la caracterizacién de que hablamos.
K.10.7 Proposicién. Sea K cualquier categoria concreta. Entonces,

y sélo si, K cs monotopoldgica y permite escisiones.

Demosiracion. Basta demostrar la implicacién de derecha a izquicrda. Consideremos
entonces, para X € Get arbitrario, cualquier fuente de codominio en K

K es Lopoldgica si,

F=(x5x.8)
Definamos, para cualesquicra z,z’ € X, la relacién
IL'NI'@I"(IE) =f,-(:r,'),Vz'€ f)
y consideremos la aplicacién candnica
p: X=X [~
Si para Loda i € [ definimos
fiv X~ = X
[zZ] +~— filz)
entonces la fuente
F'= (X /"’i’ (Xi:fi))
separa puntos. En clecto, si [z] # [«] entonces z » ', es decir, existe 1 € I para la cual

fil@) # ()

i

Entonces para esa i
filal # £ 1]

Como K es monotopolégica, lenemos que cxiste una K-estructura £ para X [/ ~ que es
inicial con respecto a £, Pero ademds K permile escisiones; entonces, considerando que la
aplicacién canénica es una funcién suprayectiva

p: X — (X /~F)
podemos garantizar la existencia de una K-estructura { para X inicial con respecto a py E

Creemos que £ ha resultado inicial para X con respecto a F; comprobémosto.

{0 fi: (X, E) — (X;,&;) es un K-morfismo por ser la composicién de dos K-morfismos

B , ~\ f .
ft': "":E)_p'()t /N,E)—’(Xi,fi),V'iel
(i) Dados {W,w) € K y g: W — X tales que para toda i € [

fig: (Ww) = (X0, 6)
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son K{-morfismos, tenemas (pucsto que f; = fip) el diagrama

fig

(Ww) 7 (Xu€)
gl © Th
(58 7 (x/~]

110

~ ~Debrdoata-micialidad de 5 con respecto a /7 tenemos que. pg_es un Komorlismo. Y cono
f es inicial con respecto a p y E, entonces también g cs un K-morlismo, y la demostracion

llega a su fin. (1
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