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Introducciéon

Hasta hoy el Modelo Estdndar funciona excepcionalmente bien, no hay he-
chos experimentales conocidos que demuestren algo en contradiccién con sus
predicciones. Sin embargo, el Modelo Estdndar tiene una serie de propieda-
des que nos dejan insatisfechos; por ejemplo, se introducen campos de Higgs
para romper la simetrfa electrodébil para poder dar masas a las particulas
fundamentales. Ademds, la simetria de norma y el campo de Higgs garan-
tizan que la teorfa sea renormalizable; sin embargo, el Higgs no ha sido
observado. Ligado al problema de las masas, tenemos el llamado acertijo de
las jerarquias de masas; éste surge porque experimentalmente se observa que
fermiones del mismo tipo, pero de diferentes generaciones o familias, tienen
una gran diferencia en sus masas; esta diferencia es tan grande que en prime-
ra aproximacién se pueden tomar como nulas las masas de las dos primeras
familias. Otro problema que no estd resuelto en el Modelo Estdndar es la
replicacién de los fermiones; en el Modelo Estdndar se sabe que los fermiones
existen en tres generaciones o familias para explicar el espectro observado de
particulas, sin que haya una razén teérica que explique por qué la naturaleza
es asi. Ademds, de los experimentos sabemos que las interacciones débiles
violan CP, particularmente en los decaimientos de los mesones K° y B°, este
problema tampoco estd completamente explicado en el Modelo Estindar.

En el Modelo Estdndar la violacién de CP se introduce poniendo una fase
compleja en la matriz de mezclas de los quarks para tres familias, llamada la
matriz de Cabibbo-Kobayashi-Maskawa 6 Vegar. La matriz Vo acopla
campos de quark con diferentes sabores en la representacién de las masas.
La matriz de masas de los quarks es una matriz hermitiana de tres por tres.
El desconocimiento de los elementos de la matriz de masas de los quarks en
la representacién de norma se refleja en la ausencia de una relacion funcional
entre las masas de los quarks y los cuatro parametros libres (tres angulos de

11



12 Introduccion

mezcla v la fase compleja que viola CP) con los que normalmente se para-
metriza la matriz de mezclas de los quarks Vggar. La matriz Veogar s una
matriz unitaria de tres por tres, cuvos elementos diagonales son muy cercanos
a la unidad, pero con elementos fuera de la diagonal variando en magnitud
entre un 20% v hasta 3 partes por millar de la unidad. A esta diferencia tan
marcada en el valor que toman los elementos de la matriz de mezclas se le
conoce como el problema de la jerarquia de mezclas.

Estos hechos empiricos necesitan una explicacion tedrica que no se en-
cuentra en el marco del Modelo Estandar tal como esta formulado. El desco-
nocimiento de una teoria completa o final se ve reflejado en el gran nimero
de parametros libres independientes, los cuales exhiben patrones que no se
pueden explicar atin v deben obtenerse del experimento. En la literatura se
intenta dar respuesta a estas preguntas con extensiones del Modelo Estdandar,
pero sin mucho éxito; 1a dificultad estriba en el hecho que hay mucha libertad
para trabajar fuera del marco del Modelo Esténdar.

Para orientarnos entre las posibles soluciones al problema de la simetria
de familias subyacente del Modelo Estandar, nos guiaremos por los princi-
pios sigulentes: La lagrangiana del Modelo Estdndar sin masas tiene todos
los campos de materia v las simetrias de norma SU(3) x SU(2) x U(1) ¥
quiral exactas. Antes de que los quarks adquieran masa via el mecanismo
de Higgs, los quarks de una misma familia estdn acoplados de igual manera
a todos los campos v la invariancia respecto del intercambio de quarks de la
misma familia es una simetria natural exacta del Modelo Estandar sin masas.
La simetria de familias del Modelo Estandar es una simetria de los quarks; ¥
una vez que los quarks adquieren masa, la matriz de mezclas de los quarks es
la evidencia experimental de la simetria de familias subyacente del Modelo
Estandar.

En esta tesis demostramos que la matriz de mezclas de los quarks y los
angulos internos de los tridngulos unitarios se pueden obtener a partir de la
simetria permutacional de familias S7(3) ® Sg(3) del Modelo Esténdar y el
rompimiento de esta simetria de familias. El ajuste con los datos experimen-
tales actuales de la matriz de mezclas de los quarks y los dngulos internos
de los tridngulos unitarios favorece un esquema tnico del rompimiento de la
simetria permutacional de familias Sp(3) ® Sg(3).
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Sin salirnos del marco del Modelo Estandar, ya que no se introducen cam-
pos 6 fuerzas nuevas, basidndonos en la hipdtesis de que existe un grupo de
simetria de familias finito y no-abeliano S;(3) ® Sr(3) que se rompe de una
manera tnica al subgrupo Sz (2} ® Sg(2), derivamos las matrices de masas o
texturas para los quarks tipo up y tipo down en la representacién de norma
con sélo dos pardmetros libres cada una, ¢, ¥ Zg. Del conocimiento de las
matrices de masas derivadas a partir de la simetria de familias y el rompi-
miento suave de esta simetria podemos construir la matriz de mezclas tedrica
V' de los quarks derivada del grupo de simetria de familias. La comparacion
de 1a matriz de mezclas de los quarks con los datos experimentales nos per-
mite escribir la matriz de mezclas V* con sdlo dos pardmetros libres, la fase
®d = ¢, — $q responsable de la violacién de CP y el pardmetro Z = Z,, = Zy
que mide el rompimiento de la simetria permutacional y cuatro cocientes de
los eigenvalores de las masas de los quarks my,/my, mc/ms, ma/mp y ms/me.

Al comparar con las parametrizaciénes fenomenolégicas recomendadas
por el Particle Data Group, que tienen cuatro pardmetros libres, tres dngulos
de mezcla y una fase, encontramos la relacién funcional entre dngulos de mez-
cla y masas de los quarks. Una consecuencia de la relacién funcional entre
dngulos de mezcla y masas de los quarks es que la jerarquia de masas de los
quarks induce la jerarquia de mezclas en la matriz de mezclas de los quarks.

Encontramos también que al romper la simetria de familias S7.(3) ® Sr(3)

se mezelan las representaciones irreducibles de singlete y de doblete del grupo
de permutaciones S(3) a las que se asignan los quarks cuando la simetria es
exacta, v esta mezcla de representaciones estd asociada a la viclacién de CP
y de la asimetria del tiempo.
Finalmente obtenemos que con los cuatro cocientes de las masas de los quarks
a la escala del top y s6lo dos pardmetros @ = 90° y Z = 2.53125, obtenidos a
partir del rompimiento de la simetria y la comparacién con los experimentos,
se reproducen todos los datos experimentales conocidos hasta ahora para
la matriz de mezclas de los quarks con un 90% de nivel de confianza. La
hipétesis de simetria de familias y su rompimiento nos permite eliminar dos
" pardmetros libres del Modelo Estandar.
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Capitulo 1

Masas de los fermiones y
violacién de CP en el Modelo
Estandar

1.1 Interacciones electrodébiles y fuertes

El Modelo Esténdar [1] de las interacciones electodébiles y fuertes es una
teoria de norma y proporciona un marco tedrico consistente y bien definido
en el cual se unifican la electrodindmica cudntica y las interacciones débiles y
fuertes. El grupo de norma (s de la teorfa es un grupo local y no abeliano,

GM5:SU(3)CXSU(2)L XU(l)y. (1.1)

A diferencia de las interacciones electromagnéticas en las que el alcance de
la interaccién es infinito, las interacciones débiles son de corto alcance; ésto
se debe a que los bosones intermediarios de las interacciones débiles tienen
masas del orden de 80 GeV. En el limite de masa nula para fermiones, la
lagrangiana de las interacciones débiles tiene una estructura quiral; en este
limite, sélo los quarks y los leptones izquierdos y los antiquarks y los antilep-
tones derechos se acoplan a los bosones W intermediarios de la interaccién
débil. Cuando se rompe la simetria de norma se introducen términos de masa
y se rompe la simetria quiral, esto implica que se mezclen las componentes de
quiralidad izquierda y derecha de los fermiones y haya violacién de paridad
P y conjugacién de carga C en las interacciones débiles.
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16 Masas de los fermiones y violacion de ...

1.1.1 Contenido de materia del Modelo Estandar

En el Modelo Estdndar hay tres generaciones ¢ “familias” de fermiones de-
notados como vy, 7 =1,2,3, donde i es el indice de familia. Las familias se
numeran en orden jerarguico de acuerdo a su masa. La primer familia estd
formada por los fermiones mas ligeros:
U
( d) . (1.2)

e
El Modelo Estandar para una familia es una teoria completamente autocon-
tenida v es autoconsistente. Sin embargo. en la naturaleza se observan otras

dos familias mds pesadas
v € v, t
# ‘ 1.3

(u) (s) v (T) (b) (L3
con propiedades idénticas a las de la primer familia, las cuales simplemente
se agregan en el Modelo Estdndar sin explicar el origen de esta replicacién.
De esta manera se obtiene el Modelo Estdndar para tres familias, el cual es
también una teoria completamente autocontenida y autoconsistente.
Los campos fermidnicos 1 se describen por sus componentes de guiralidad
derecha wp e lzquierda wy,

\ 1:]:"’5 . T i 131._.“5
wL.R:( 5 I )“i;’% ’WL,R—’L-'»‘( />- (1.4)

En el Modelo Estandar, los fermiones izguierdos v derechos tienen propie-
dades de transformacion diferentes bajo el grupo de norma y cada una de
las tres generaciones de fermiones estd constituida por cinco representaciones
diferentes del grupo de norma del Modelo Esténdar:

Qiz(3:2)+1;’5: uﬁii(371)+2/31 déi(‘?’}l)—l/& Lii(l:QJflf‘b lIRz(lal)—l'(l'5)

En esta notacidén, el superindice I denota los eigenestados de interaccion;
los subindices L v R denotan quiralidad izquierda y derecha respectivamen-
te: 1 = 1.2,3 es el indice de sabor o de familias; los términos dentro del
paréntesis indican las propiedades de transformacién para cada fermién bajo
los grupos SU{3)¢ v SU(2);, respectivamente; el subindice del paréntesis es
la hipercarga Y = (., — T3 del fermién correspondiente. Las interacciones
de norma del Model Estandar no distinguen entre las diferentes generaciones
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o familias; la magnitud de la interaccién de norma depende de los nimeros
cuanticos pero no del indice de sabor <.

En el Modelo Estdndar hay ademéas un campo escalar ¢, conocido como el
campo de Higgs,

$(1,2) 172, (1.6)

este campo es un singlete de SU(3), doblete de SU(2), tiene hipercarga +1/2,
se acopla a todos los fermiones y es el responsable de dar masa a los fermiones
y bosones masivos.

1.1.2 La lagrangiana del Modelo Estandar

La lagrangiana completa del Modelo Estédndar se obtiene de la invariancia de
norma bajo el grupo Gyrs de la Ec. (1.1) y da lugar a una teoria renormali-
zable. La lagrangiana completa del Modelo Estdndar es la suma de la energia
cinética de los campos de norma denotada por Ly, la energia cinética de los
fermiones Lyy, el término de los acoplamientos de Yukawa denotada como Ly
y finalmente la energia cinética vy el potencial del campo de Higgs denotada
por Ly.

L———Lkn+ka+Ly+LH (1.7)

La invariancia de norma del segundo término de esta expresién bajo el grupo
de norma SU(3)c®SU(2), ®U(1)y se obtiene si simplemente reemplazamos
la derivada ordinaria por la derivada covariante,

DF = 0% +ig,G* L, +ig AL T, + ig' B'Y. (1.8)

En esta expresién, G#(X) son los ocho campos de los gluones, Af(X) son los
tres bosones intermediarios de la interaccién débil y B#(X) es el bosén de
la hipercarga. Las matrices L, son los generadores del grupo SU(3)¢ de las
interacciones fuertes y se pueden representar con las matrices A,/2 de Gell-
Mann en el caso de tripletes; T} son los generadores del grupo SU(2)r v se
representan con las matrices de Pauli 7,/2 para dobletes; finalmente tenemos
las cargas Y del grupo U(1)y.
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El primer término de la Ec. {1.7) es la energfa cinética de los campos de
norma

1 7 1 L 1 1%
Lkn = _EF,&I/F# - EB,LW-B“ - ZG/_},VG# - (19)

Los tensores de norma antisimétricos construidos a partir de los campos de
norma, son los sigulentes:

Fo, = 0,AL— 8,A% + g AL AL
B,, = 9,B,-3,B, o
Ge, 0,G% — 8,G% + g f "G LGS, (1.10)

!

en estas expresiones, F};, son los tensores de norma antisimétricos construidoes
a partir de los campos de norma A%(X), correspondientes a los tres gene-
racores de SU(2); €% son las constantes de estructura del grupo SU(2) y
coinciden con el tensor €2* completamente antisimétrico de Levi-Civita; B,
son los tensores de norma antisimétricos construidos a partir de los campos
de norma B,{X} asociados con U(1); G%, son los tensores de norma anti-
simétricos construidos a partir de los ocho campos G (X} de los gluones,
correspondientes a los ocho generadores de SU(3); f¥F son las constantes de
estructura del grupo SU(3).

1.2 Generaciéon de las masas de los fermiones
por el mecanismo de Higgs

Los términos bilineales en los campos fermidnicos no son invariantes de nor-
ma, v es por esto que no es posible incluir términos de masa que fengan
la simetria de norma SU(3)¢ x SU(2)y x U(l)y. En el Modelo Estandar
se resuelve este problema agregando a la lagrangiana el término Ly que ge-
nera la dindmica que producird el rompimiento espontéaneo de la simetria
SU{(2)p x U{l}y, conocido como el mecanismo de Higgs del! rompimiento
espontaneo. Ly es la lagrangiana de Higgs v esta dada por el principio
de invariancia de norma v el requisito de renormalizabilidad. Dentro del
Modelo Estédndar hay doce bosones de norma relacionados a la simetria de
norma SU(3)¢ x SU{(2), x U(l)y y un solo escalar de Higgs relacionado
al rompimiento espontdneo de la simetria SU(3)e x SU(2), x U(l)y —
SU(3)e x U(1)(zmy- La energla cinética y potencial del campo de Higgs ¢
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es la siguiente:
Ly = (D*¢)' Dug — V ('¢) (1.11)

en esta expresién ¢(z) incluye todos los campos de Higgs,

b(z) = % (@)1 + iwa(2)0) . (1.12)

El término con la derivada covariante representa la interaccién de los bosones
de norma con el campo de Higgs

1 T,
Dt¢ = (au - §QTA.LL - 59 B,U) ¢ (1.13)

El potencial V (gﬁfqb) es invariante bajo SU(2) ® U(1) y contiene a lo mas
términos cudrticos en ¢, para garantizar la renormalizabilidad de la teoria:

V(g) = —p2¢'¢ + Mg'e)”. (1.14)

La hermiticidad de Ly de la Ec. (1.11} implica que los pardmetros 2y A
sean reales. La lagrangiana Ly, Ec. (1.11), respeta P, C, y T. El rompimiento
esponténeo de la simetria de norma Gyrs — SU(3)c x U(1)ga se induce si
el minimo de V se obtiene para valores de ¢ entre estados del vacio no nulos;
esto es, el campo toma el valor

< 0lo(@)|0 >=v £0 (1.15)

1.3 Acoples de Yukawa y violacién de CP

Por 1ltimo, debemos agregar la lagrangiana de Yukawa Ly, formada por los
términos que acoplan el campo de Higgs con los campos de los quarks y los
leptones. En lalagrangiana de Yukawa, la renormalizabilidad y la invariancia
de norma dan las constricciones mas débiles y hay muchas posibilidades para
las interacciones permitidas en la teoria. En la representacién de interaccién
las interacciones de norma son diagonales y universales en el sentido de que
son descritas por una constante de acoplamiento de norma por cada factor
en Gus: gs, ¢ ¢ Por definicién, los eigenestados de interaccion no tienen
acoplamientos de norma entre fermiones de diferentes generaciones y las mez-
clas entre los fermiones de sabor diferente no estdn permitidas; sin embargo,
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el acoplamiento del campo de Higgs a los fermiones no se sigue del princi-
pio de invariancia de norma y en consecuencia las interacciones de Yukawa
no son diagonales en esta representacién. Por lo tanto los acoplamientos de
Yukawa involucran fermiones de diferentes generaciones y, consecuentemen-
te, los eigenestados de interaccién se mezclan v no tienen masas definidas.
El término de la lagrangiana de Yukawa invariante de norma para una sola
familia de fermiones estd dado por la expresién siguiente:

~e = r(1_03) Ve
b = o el (%)
_ = " ,(1+J3) U
- (z d)L,l 11@7(&;)&1
— (D, mheU S (Y) whe,  aas)
’ 2 ¢/ pa

las cantidades denotadas per I'*, T'® v I' son conocidas como acoplamientos
de Yukawa en analogia con las constantes del acoplamiento pidn-nucledn en
la vieja teoria de Yukawa; incluyen todas las constantes de acoplamiento y
hacen gue los acoplamientos de Yukawa sean invariantes bajo el grupo de
Lorentz v los grupos de norma. Si las masas son reales, los acoplamientos de
Yukawa ['*, I'Y y I'* son matrices complejas v hermitianas.

En el caso de tres o mds familias, esta parte de la lagrangiana puede dar
lugar a la violacién de CP. Mas adn, toda la violacién de CP del modelo
electrodébil se origina en este sector.

Una explicacion de por qué la violacion de CP en este sector se relaciona con
acoplamientos de Yukawa complejos se puede ver de la hermiticidad de la
lagrangiana, va que los diferentes términos de la Ec. (1.16) para tres familias
de fermiones se pueden asociar en pares de la forma siguiente:

szwLiéij + F%@Rj éTwLiy (117)
en esta expresién el indice i 0 j repetido no implica suma. La accidén del
operador de CP intercambia los operadores

YLiQ¥R, > VRO VL, (1.18)

pero deja los coeficientes I';, y I'}; invariantes. Esto significa que CP es una
simetria del sector de Yukawa del Modelo Estandar st y s6lo siI';, = T, con

N
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Se viola CP en el Modelo Estandar, si y sélo si [2]:
T, ATy Im{det [TT%, ToI™}} £ 0. (1.19)

Es claro que esta explicacién es correcta si separamos el mecanismo de vio-
lacién de CP del mecanismo de Higgs del rompimiento espontaneo de la
simetria de norma. Las interacciones de Yukawa son la fuente de las masas
de los fermiones vy la tinica fuente de violacién de CP del Modelo Estédndar.

1.3.1 Matrices de masas de los quarks y violacion de
CP

Cuando la simetria de norma Gasg se rompe espontdneamente, las interac-
ciones de Yukawa dan origen a los términos de masa de los fermiones:

T oagd g
Latass = dr;Mijdg; + ug;Mj

7

“ugy + 1L Milg; + hec. (1.20)
La matriz de masas de los fermiones se obtiene de los acoples de Yukawa
cuando se rompe la simetria de norma, simplemente reemplazando ¢(X) por

v en la Fe. (1.16)

M/ = —TL, (1.21)

Esto significa que CP es una simetria del sector de Yukawa del Modelo
Estandar si las matrices de masas son reales, esto es, M% = ME. En con-
secuencia, CP se viola en el Modelo Fstdndar si y sélo si las matrices M? y
M?¥ no conmutan y la parte imaginaria de su conmutador no es nula, (ver C.
Jarlskog Phys. Rev Lett. 55 (1985) 1039).

ML#EMY oy Im{det [MIMY, MEMM] | £ 0. (1.22)

Esto es, las matrices de masas de los quarks son complejas; en el caso de
matrices de masas hermitianas, CP se viola en el Modelo Estdndar si y solo
st [2): "

Im{det [M?, M¥|} #0. (1.23)
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1.4 Corrientes cargadas y violacion de CP

En el Modelo Estandar sdlo las interacciones débiles violan CP, asi que los
términos de la energia cinética L. de los fermiones son interesantes para
estudios de violacién de CP ya que incluyen a las corrientes de los fermiones
en interaccidn con los campos de norma del grupo SU(2) x U(1).

La derivada covariante D,y » actuando sobre los campos fermiénicos esta
dada de la manera siguiente:

DY r = (3” +igT A, + %YL’RB,L) U r, (1.24)
donde Tr g v Yz g son los generadores de SU(2) y U(1) respectivamente.
L.as relaciones de conmutacion de los generadores de SU{2) son:

{TE,R: TE,R] = t€anc Il g (1.25)
El generador () de la carga eléctrica e estd dado por
Q=T>+Y (1.26)

El acoplamiento de los fermiones de la primer familia a los bosones de norma
se deriva directamente del término siguiente:

Ly = (@ d)+* (@—igTAM—I—gYBM)(Z)
L

i e(nnn ) (),

T~ (a# _ %YB#) U - gt (aﬂ - %YB#) dr

T (a# - %YB#) en. (1.27)

En esta expresién se deben tomar los siguientes valores para la hipercarga:
Y(Lp) =5, Y{(Qr) =3, Y(ur) = 2, Y(dg) = —%, Y(lg) = —1. Es precisa-
mente en este término donde aparecen las corrientes de quarks v leptones. Si
hacemos las operaciones indicadas, recordamos que TA, = 33 EAL ¥ susti-
tuimos los valores de las hipercargas, podemos reescribir esta lagrangiana de
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la siguiente forma:

Ly = (@ J)Liqf“a”(?;)jn—i-(ﬁe é)Lz"y”ﬁp(I:’)

+ Erivy'O,ep + Upiy O ur + JRi’}f“a”dR

L

+ (gTiAL + g2 45) + (ng;Agf + %Jg’ B") , (1.28)

aqui hemos denotado a las corrientes cargadas de quarks y leptones como Jﬁ
y J2 ¥ alas corrientes neutras las denotamos como J}y JY; en funcién de
los campos se expresan de la siguiente manera:

JE = Diyler + epyMvi + Grytds + dpytur
J¢ = —ivgyter + iy v — itpyPdy +idiyFur
JY = DiyMuE —epyfer + Upytur — dpvtds
1 - U v,
B (g b —(p, &), "¢
Jy 3(7-‘ d),y (d)L (e &) (E)L
9 -
- 2éR’y””eR + Upviug — ng"/'udR (1-29)

En la ausencia de términos de masa la lagrangiana del Modelo Estandar es
quiral, esto es, tiene la propiedad de no mezclar las componentes derechas
e izquierdas 1y, de los campos, asi que en el limite quiral solo hay interacciones
vectoriales v vectorial-axial; sin embargo, cuando se rompe espontdneamente
la simetria de norma Grg las interacciones de Yukawa dan origen a las
masas de los fermiones y los términos de masa rompen la simetria quiral de
Ia lagrangiana mezclando campos de quiralidad diferente.

1.5 La matriz de mezclas de los quarks

Los eigenestados de interaccién no tienen acoplamientos de norma entre fer-
miones de diferentes generaciones, ademds las interacciones de Yukawa no
son diagonales en la base de interaccién, asi que hay acoplos de Yukawa que
involucran fermiones de diferentes generaciones y, consecuentemente, los ei-
genestados de interaccién no tienen masas definidas. En la representacién de
interaccién los términos de masa son matrices M complejas de tres por tres
y no diagonales:

Litass = Czi,,Mgd{{J + ﬁiiM}juéj + _ZE]ML III{J +h.c.
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En la representacién de interaccién los fermiones en general no son eigenes-
tados de masa, asi que los términos de masa pueden mezclar entre si a los
fermiones de la misma carga. Sin embargo, siempre podemos encontrar dos
matrices unitarias Uf v UL que diagonalicen a la matriz de masas

o] U UL MPUR UL vh, = o M, v, (1.30)

con MY;,, una matriz diagonal y real. Esta transformacién es biunitaria y
transforma los campos de los fermiones de la representacion de interaccidn a
la representacién de masas; los campos en la representacién de masas son:

i f L f
YRy = (U(L,R)}ij VirR)." (1.31)

En la literatura es comun referirse a los campos en la representacidén de masas
como los campos fisicos va que en esta representacién los campos tienen una
masa bien definida. La lagrangiana escrita en términos de los campos fisicos

.CM —_— d’ Mdlag R . IlL dlaguR 7 lLMdlaUlR+ h.C. (1.32)

conserva de manera separada paridad P, carga C y también CP v T.

Vemos pues que las propiedades aparentes de simetria de la lagrangiana del
Modelo Esténdar no tienen una relacion directa con la fisica cuando se ex-
presa con campos no fisicos w{L,R)_E. Si expresamos todos los términos de

. -, - ;- L
la lagrangiana del Modelo Estdndar en funcién de los campos fisicos w(}i R)i
en la base de las masas, sélo las corrientes cargadas violan CP y tienen una
forma que no es trivial:

18 g U ! T+
i \/ﬁum “ (Ut Ud‘)J LW+ he (1.33)

La matriz de mezclas de los quarks se define por la expresién
vV =upuy (1.34)

En el Modelo Estdndar tal como estd formulado, la matriz de mezclas de
los leptones andloga es una matriz unidad ya que se formulé para neutrinos
de masa nula; sin embargo, la evidencia experimental de Kamiokande nos
da cotas no nulas para las masas de los neutrinos, las cuales se confirmaran
en los proximos experimentos. Esta propiedad de los neutrinos tiene como
consecuencia que la matriz de mezclas para los leptones no sea trivial.
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Por ahora estudiaremos la matriz de mezclas de los quarks. La matriz de
mezclas de los quarks es una matriz unitaria con elementos complejos,

VVvi=1. (1.35)
La definicién de la matriz de mezclas no es tnica:

e Al definir la matriz de mezclas tenemos la libertad de permutar las
familias de los quarks; esta libertad se restringe ordenando los quarks
de acuerdo con la magnitud de sus masas en orden creciente,

Vud %s Vub
V|V Ve V. (1.36)
Vie@ Vi Va

e Es costumbre utilizar la definicién de la matriz de mezclas de los quarks
que acopla campos de quark tipo d con diferentes sabores en la repre-
sentacion de las masas (d’, ¢, ') mediante

d Vjud Vus Vub dl
s|=| Ve Ves Vo g 1; (1.37)
b Via Vis Vi) \V

si intercambiamos quarks tipo-up por quarks tipo-down y viceversa, la
matriz conecta los enestados (u, ¢, t) y los correspondientes eigenestados
de masa (u', ¢, t'). Esta propiedad es la libertad que tenemos para elegir
los quarks up o down para definir la matriz de mezclas de los quarks.

e La matriz de masas diagonal Mg, es invariante, bajo una transfor-
macién de refasamiento de los campos de los quarks [2],

% — ¢ =eMg. (1.38)

Las magnitudes | Vy | son invariantes; sin embargo, las fases de los
elementos de la matriz de mezclas

Vi = Vi = e M'Vye (1.39)

cambian.
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e En el caso en que hay tres generaciones de quarks, la matriz de mezclas
de los quarks V se escribe con cuatro pardmetros libres, tres dngulos
de mezcla v una fase, en ausencia de una teoria que permita derivar
la matriz V de la matriz M; estos pardmetros se toman directamente
de los experimentos. En el Modelo Estdndar se supone que toda la
violacién de CP observada se relaciona con un valor distinto de cero
para la fase que viola CP, asi que todos los procesos que violan CP
involucran a esta fase.

1.5.1 'Tridngulos unitarios

La unitaridad de la matriz de mezclas de los quarks asegura la ausencia de
corrientes neutras que cambian el sabor, este es el mecanismo de Glashow-
iliopoulos y Maiani (GIM) [3]. A las condiciones de ortogonalidad

(VVT) =0  para it (1.40)

7

se les conoce como tridngulos unitarios porque cada una de estas condiciones
sobre los elementos de matriz se puede representar graficamente por medio
de un tridngulo en el plano complejo. De los seis tridngulos que se pueden
construir, las condiciones de unitaridad permiten eliminar a tres de ellos y
s6lo tres son independientes entre si:
El tridngulo formado por la condicién de ortogonalidad entre las columnas
uno y dos

ViV + VadVia 4+ ViaVs = 0, (1.41)

estd asociado con la fisica del mesén K.
El tridngulo formado por la condicién de ortogonalidad entre las columnas
dos v tres nos da

Vs Vi + Vs Vi + Vi Vi, = 0. (1.42)

Finalmente el tridngulo formado por la condicién de ortogonalidad entre las
columnas uno v tres

ViaViy + VeaVig + ViaVy = 0. (1.43)

estd asociado con las propiedades de la fisica del mesén B.
Si conocemos los tres lados de cada tridngulo unitario dados en las Ecs. (1.41-
1.43), podemos conocer los dngulos internos o, 3y v de cada tridngulo. Cada
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una de las condiciones de unitaridad se puede expresar como una relacién de
la forma
a+f+y=m, (1.44)

en esta ecuacidén, a, J y 7y son los angulos internos del tridngulo asociado
a los decaimientos del mesén B v se pueden medir directamente de varios
decaimientos del mesén B que violan CP. Los angulos internos son invariantes
bajo una redefinicién de las fases de los quarks, asi que son observables que
tienen la propiedad de ser invariantes de fase. En total hay nueve dngulos
internos observables de los tridngulos unitarios; de estos nueve, sdlo cuatro
dngulos son independientes entre si [4], [5]; estos son:

_ V;d _ V;thd
B = arg( de) a_aa,'rg( VY {1.45)

—v;:;mb) (—V;ms)
., = ar s —ﬁ = qar " . 146

Si cualquiera de estos dngulos se anula, no hay violacién de CP y el tridngulo
correspondiente se colapsa en una linea. Asi que, otra medida de la violacion
de CP en la naturaleza se obtiene para un valor diferente de cero de estos
angulos y del area de los tridAngulos unitarios.

1.5.2 El invariante de Jarlskog

Con cada tridngulo asociamos una medida del 4rea, denotada por J,;; la
propiedad importante es que todos los tridngulos de la matriz de mezclas
tienen la misma drea [2],

| J |=| Jis |= 2 x Area. (1.47)

En esta expresidn J es el invariante de Jarlskog v se define con los elementos
de la matriz de mezclas como

J Z €a,B,7C5k = Im [Va,jvﬁ kV kvﬁ 3,] (1.48)
oL

El invariante de Jarlskog mide la violacién de CP y su signo depende de la
direccidn de los vectores complejos que forman los tridngulos unitarios. Un
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valor diferente de cero para el invariante de Jarlskog es una condicién necesa-
ria y suficiente para que haya violacién de CP en el Modelo Estdndar con tres
generaciones de quarks. Esta condicién se formula de manera independiente
de la parametrizacién de la matriz de mezclas [2], con el determinante del
conmutador de las matrices de masas para los quarks de carga 2e/3 v —e/3;
esto es,

—z—r det [Mu, Md]
2m; MeMEm,

-7 = 20 - DA - Z (- 25 - 1)

Me mp

J= (1.49)

asi que todas las amplitudes donde se viola CP son proporcionales al inva-
riante de Jarlskog. En un ajuste reciente de la férmula Ec. (1.48) a los datos
experimentales hecho por Buras [13], se obtiene para el invariante de Jarlskog

J = 2.7+ 1.1 x 107°(£40%incertid.) (1.50)

1.5.3 Determinacién experimental de V

Las magnitudes de los nueve elementos de la matriz de mezclas se miden en
Jos decaimientos débiles de los quarks y, en algunos casos, de la dispersién
ineldstica profunda del neutrino por el nucledn. Actualmente se estd haciendo
un esfuerzo muy grande para medir los elementos de la matriz de mezclas que
aln no han sido medidos con suficiente precisién y poder sobredeterminar los
parémetros libres. Los pardmeiros de mezcla de los quarks sélo se pueden
obtener de los procesos de interaccidn débil. Hay tres formas de determinar
los pardmetros libres de la matriz de mezclas:

o (i) Las medidas directas: Los pardmetros se obtienen al comparar los
resultados experimentales con los procesos cuvas amplitudes de transi-
cién se pueden calcular por grificas de “drbol” del Modelo Esténdar.

e (i) Unitaridad: Usando las relaciones entre los elementos de la matriz
de mezclas que se derivan de la condicion V'V =1

o (iii) Medidas indirectas: Los pardmetros se obtienen al comparar los
resultacos experimentales con los procesos cuyas amplitudes de transi-
cién estdn determinadas por gréficas de rizo del Modelo Estandar.

Se espera encontrar un intervalo de variacién para los cuatro pardmetros
libres que sea consistente con las tres formas de determinar los pardmetros
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libres de la matriz de mezclas.
La forma més eficiente de investigar los parametros de mezcla es la siguiente:

1. Medir tantos pardmetros como sea posible por medidas directas. Ac-
tualmente se tienen |Vyal, |Vas!, [Vaols | Veals [Vesls [ Veo! ¥ | Vas|.

2. Verificar que los elementos medidos directamente sean consistentes con
la unitaridad de V. Si son consistentes, determinar los parémetros que
faltan usando unitaridad. Actualmente, esto se hace para los elementos
Vil [Vis, [Vis| ¥ [Ves|.

3. Comprobar o demostrar las predicciones para los procesos de las co-
rrientes neutras que cambian el sabor. Si no se encontrara alguna in-
consistencia, se podria mejorar la determinacién de los pardmetros de
la matriz de mezclas menos conocidos. Este es el caso para el producto
Vis|IVia| v para la fase que viola CP.

1.5.4 Medidas directas

Siete de los nueve valores absolutos de los elementos de la matriz de mezclas
se miden directamente, digamos por procesos de “4rbol” [5].

Fl valor de |V, 4| se obtiene de comparar los decaimientos beta nuclear (A4, Z) —
(A, Z +1) +e~ + 7, que contintdan a través de las corrientes vectoriales con-
servadas a un decaimiento del muén, pu~ — v.e™7, [7],

|Vag) = 0.9735 £ 0.0008 (1.51)

Fl decaimiento semilepténico K — wer y el decaimiento beta de los
hiperones da [8]
[Vas| = 0.2196 + 0.0023 (1.52)

La magnitud de |V4| se puede obtener de la produccién de quarks charm
por un neutrino y su antineutrino a partir de los quarks de valencia d de un
nucleén en experimentos de dispersidn inelastica profunda nuclédén neutrino,
vi+d— 1" +c[9] . Se obtiene de aqui que

Vg = 0.224 + 0.016. (1.53)
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De el decaimiento semilepténico de los hadrones con charm D= y DF) invo-
lucrando por ejemplo los decaimientos D= — K%<y, [10], se obtiene

Vsl = 1.04 £ 0.16. (1.54)

Los decaimientos semilepténicos inclusivos y exclusivos del mesén B, tales
como b — c+ {7 + vy B — D* + 7 + p; [11], dan el valor siguiente:

\Ves| = 0.0402 - 0.0019. (1.55)

El extremo final de los decaimientos semilepténicos del mesén B [11] permite

obtener
Vi /Ves| = 0.090 + 0.025. (1.56)

Finalmente | Vy | se obtiene de la produccién y decaimiento del quark top
en el proceso t — blVy, [3]:

Vasl?/ (IVael® + [Vasl” +

Vial?) = 0.99 = 0.29. (1.57)

1.5.5 TUnitaridad de la matriz de mezclas de los quarks

La condicidn de unitaridad de la matriz de mezclas de los quarks Vg wm VOEM =
1 nos lleva a distintas relaciones entre los elementos de la matriz. La condi-
cién de ortogonalidad entre cualesquiera dos columnas serd de mucha utilidad
en la discusién:

La condicién de ortogonalidad entre las columnas 1 v 2 estd asociada con la
fisica del mesdn K

VaaVis + VeaVie + VeaVis =0 (1.58)
La condicién de ortogonalidad entre las columnas dos v tres nos da
Vs Jb + VesVig, + VasVig = O (1-59)

Finalmente, la ortogonalidad entre las columnas uno y tres estd asociada con
las propiedades de la fisica del mesén B

ViaVip + VeaVa + ViaVy = 0. (1.60)

U

Como se explicé antes, estas condiciones sobre los elementos de matriz tienen
una interpretacién geométrica en términos de tres tridngulos en el plano
complejo. Las constricciones de unitaridad restantes estdn dadas por

3

3
o VslP = [Vl =1 (1.61)
=1

=1
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La unitaridad de la matriz V requiere entre otras cosas que la suma del
cuadrado de las magnitudes de los elementos de matriz de cualquier renglén
de la matriz de mezclas sumen uno (5], [6],

Vial? + [Vis 2 + [Vis|? = 0.997 £ 0.002, (1.62)
[Vial? + |[Vis|* + [V = 1.18 £0.33, (1.63)
[Vigl? + | Vie|? + [Vis|* = 0.98 £ 0.30. (1.64)

Estas relaciones son especialmente itiles y muestran que, con excepcién del
primer renglén, la informacién sobre la unitaridad de la matriz de mezclas de
los quarks tiene todavia errores grandes; sin embargo, todos los datos dentro
de sus errores son consistentes con una matriz de mezclas unitaria.

Usando las constricciones de la unitaridad, podemos reducir algunos de los
intervalos de variacién determinados a partir de las medidas directas, (el més
notable es el de |[V,s| ) y poner constricciones sobre las mezclas |Vis| del quark
top. Por ejemplo, de la relacién anterior Ec. (1.64) y los valores medidos de
|Vis| ¥ [V, los cuales son tan pequenios que implican

Vil = 1 (1.65)

en una buena aproximacién. La relacién de ortogonalidad para el tridngulo
formado por las columnas 2 y 3 y los valores pequefios medidos para el
producto |V, Vis| implican que la relacién siguiente sea vilida en una exelente
aproximacion

Vis| % Vs (1.66)

La relacién obtenida del tridngulo del mesén B, y las medidas para {Vis/Ves| <
0.10 y |Vea/Vaual < 0.22 [5], dan

|Vss| Vi) = 0.0085 £ 0.0045. (1.67)

La informacién completa sobre los valores absolutos de los elementos de la
matriz de mezclas de los quarks para tres familias de quarks obtenidos de las
medidas directas y la unitaridad estd resumida en la matriz siguiente [3]:

0.9742 — 0.9757 0.219—0.226  0.002 — 0.005
|Vi=| 0219-0225 09734—09749 0.037-0.043 |. (L68)
0.004 ~ 0.014  0.035—0.043  0.9990 — 0.9993

Estos datos son correctos en un intervalo de variacién de los pardmetros
libres dentro del limite de confianza de 90%. El error de los elementos de la



32 Masas de los fermiones y violacion de ...

matriz de mezclas de los quarks varfa para cada entrada, esto se debe a que
cada elemento de la matriz se extrae de un experimento diferente y refleja,
tanto las limitaciones experimentales actuales, como las incertezas téoricas
asociadas con las cantidades hadrénicas que se necesitan para el andlisis de
los datos. Podemos ver de la Ec. (1.68) que los errores de los elementos de
la matriz de mezclas del tercer renglén v columna con excepcién de | Vjy |
son todavia muy grandes.

1.5.6 Medidas Indirectas de V

Er algunocs casos el dato primario se obtiene de un experimento en el que
la particula que decae es un hadrén v no es posible aislar un quark para
medir directamente su decaimiento, por lo que es necesario desarrollar un
método para transcribir a un lenguaje de quarks los datos que se obtienen
para hadrones. Para hacer esto se utilizan las técnicas de la Cromodindmica
Cuéntica, métodos del grupo de renormalizacién, lattice QCD, reglas de su-
ma, la teoria efectiva de quarks pesados v otros. Esto permite estimar las
cantidades hadrdnicas, reduciendo asi los errores tedricos de los elementos de
la matriz de mezclas. Podemos obtener mds informacién acerca de los ele-
mentos de la matriz de mezclas a partir de los procesos que cambian el sabor
que ocurren a nivel de un rizo. Los rangos de los pardmetros de la matriz de
mezclas de los quarks se pueden constrefiir ain més de lo que se logré con
las medidas directas més unitaridad si agregamos la hipétesis siguiente: los
diagramas de rizo donde participa un quark top dan la contribucién domi-
nante del proceso en cuestién.

Esto se hace por ejemplo para derivar los valores de los elementos de matriz
| Vi | v | Vig | 2 partir de las mezclas de B o b > g7.

De las mezclas de BY — BY se obtiene

| Vi,V |[= 0.0083 = 0.0016 (1.69)

Del célculo de la razdén de las diferencias de masas de By a B; v la cota

experimental

Vi
— < (.24, 1.70
‘ Vf;s | ( )

para el limite inferior, nos da

| Vi | < 0.010, (1.71)
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esta es una constricciéon importante por si misma.

Los resultados experimentales de CDF [15] y KTeV [16] de 1999 han forta-
lecido nuestra confianza en la validez del Modelo Estdndar y la matriz de
mezclas de los quarks:

e La colaboracion CDF [15] ha anunciado un primer resultado signifi-
cativo de una asimetia no nula obtenido del estudio del decaimiento
B4(By) — ¢ K, correspondiente al valor de sen2f siguiente:

sen2f = 0.797045, (1.72)

este resultado es consistente con la informacién que se tiene de medidas
directas y unitaridad, incluso tiene el signo correcto; sabemos que el
signo es positivo dentro del rango de 93% del nivel de confianza.

o Recientemente la colaboracién de KTeV [16] anuncié un nuevo resulta-
do para €' /e obtenido del andlisis del 20% de los datos almacenados en
los dltimos dos afios. Su resultado es

Ree'fe = (28.0 £4.1) x 107 (1.73)

Este resultado establece de manera clara que si existe la violacion di-
recta de CP en la transicién débil no leptdnica de un kadn neutro a dos
piones, es decir el pardmetro ¢ no es cero.

Los resultados de las medidas directas y de las medidas indirectas de 1a matriz
de mezclas de los quarks se resumen en los tridngulos unitarios.

1.5.7 Matriz de mezclas de los quarks y fisica nueva

Se espera que la unitaridad de la matriz de mezclas sea vilida si los 1inicos
quarks de la naturaleza son los de las tres generaciones del Modelo Estandar.
Si hubiera quarks adicionales, y si estos quarks extra se mezclaran con los
quarks observados, entonces la unitaridad de la matriz de mezclas de 3 x 3
se violarfa. Es importante verificar que el valor de los elementos de la matriz
de mezclas medidos directamente sean consistentes con la unitaridad de V;
si se encontrara alguna inconsistencia, entonces, seria una indicacién de la
necesidad de extender el sector de quarks mas alld de las tres generaciones
del Modelo Estandar.

Las medidas indirectas son muy sensibles a fisica mas alla del Modelo Estandar,
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pero tienen el defecto de que los pardmetros que se ajustan del experimento
dependen del modelo.
Es importante comprobar o demostrar las predicciones para los procesos de
las corrientes neutras que cambian el sabor. Si se encontrara alguna incon-
sistencia, se podria mejorar la determinacién de los pardmetros de la matriz
de mezclas menos conocidos. Este es el caso para el producto [Vi||[Vig| v para
la fase que viola CP. Si después de ajustar los pardmetros menos conocidos
hubiera todavia alguna inconsistencia, entonces se habria descubierto fisica
nueva.
Para buscar posibles efectos de fisica nueva, se debe medir el invariante de
Jarlskog J en todas las formas posibles; si la unitaridad es vélida, se debe
cumplir que [2]

J - J12 = J13 - jgg. (174)

En particular, el invariante Ji5 obtenido del tridngulo construido de la orto-
gonalidad entre las columnas uno y dos, se debe medir de los decamientos
de los Kaones, K — wvi, K — mete™; el invariante Ji3 que se obtiene del
tridngulo construido de la ortogonalidad entre las columnas uno y tres, se ob-
tiene de las medidas de los decamientos del mesén B: B — J/¥, B — n7....
las dos medidas deben ser complementarias, si ocurriese que las medidas
obtenidas de los decaimientos del kadn contradijesen las medidas obtenidas
del decaimiento del mesén B, esto serfa evidencia de la posibilidad de fisica
nueva.

1.5.8 Parametrizaciones de la matriz CKM

Hay en la literatura diversas parametrizaciones de la matriz de mezclas de
los quarks, la parametrizacion estdndar, propuesta por L.-L Chau vy W.-Y
Keung ([19]), utiliza los angulos 612, 023, 613 v una fase d13:

—i§
C12€13 319013 §3e7 008
PDG _ i6 i
Vv = | —S12C03 — €12893513€°"F  C1aCoz — 812823513612 523C13
, 512 6
§12893 — C12C23813€™" —C1a823 — 512C23813€"°  Ca3Ci3

(1.75)
En esta expresion, ¢;, = costh; v s;; = sinl,; los subindices 7,7 = 1,2, 3 son
las etiquetas de las “generaciones”. En esta parametrizacion, los angulos de
mezcla estdn definidos de tal manera que se describan las mezclas de dos fa-
milias especificas y si uno de estos dngulos se anula, la mezcla correspondiente
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entre generaciones también se anula; por ejemplo, en el limite fp3 = 013 = 0 la
tercera generacién se desacopla y el problema se reduce al de la mezcla usual
de Cabbibo para las primeras dos generaciones con el dngulo 8y, identificado
con el d4ngulo de Cabbibo. Ahora, los valores de estos pardmetros se conocen
con mucha precisién, la matriz de mezclas se obtiene con un 90% de con-
fianza; st los valores de los intervalos de variacién de los senos de los angulos
estdn en el intervalo s;p = 0.217 a 0.222 843 = 0.036 a 0.042 y s33 = 0.0018
a 0.0044, el valor de la fase 413 que viola CP queda entre 0 y 27, esto es, no
estd constrefiida. Sin embargo, los valores mas recientes de las oscilaciones
de Kaones reportan 0 < &3 < 7.

Desde un punto de vista puramente fenomenoldgico, las ventajas princi-
pales de esta parametrizacién sobre las otras existentes en la literatura son
bésicamente dos: '

® 519, 513V 823 se relacionan de manera muy simple con |Vis|, [Vus| ¥ [Vl
respectivamente, y se pueden medir de manera independiente en tres
decaimientos distintos.

e La fase 63 que viola CP se encuentra siempre multiplicada por el
parametro pequefio s13. Esto demuestra de manera clara la supre-
sién de la violacién de CP independientemente del valor que d;3 pueda
tomar.

El invariante de Jarlskog en esta parametrizacidn es:
2 .
J = $19813823€12C3C23 SIN (513. (176)

Originalmente Kobayashi y Maskawa ([17]) eligieron una parametrizacién
que involucra los cuatro dngulos, 8y, 0, 03 y &

5] —S51C3 —&183
= | 8100 C1C303 — 328361'5 C1Cp83 + 826382_5 (1.77)
$189 C1S2C3 + €253€®  Crea83 — Cacze™

VKM

en la que ¢; = cosf; vy s; = sent; para < = 1,2,3. En el limite 8; = 03 = 0,
esta expresién se reduce a la mezcla usual de Cabibbo con 6, identificado
con el dngulo de Cabbibo hasta un signo. El invariante de Jarlskog en esta
parametrizacién es:

J = ¢162C389883 8in 4. (1.78)
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Harald Fritzsch [18] propuso una parametrizacién que incluye la jerarquia
fuerte de las masas de los quarks, las masas de los leptones y los dngulos de
mezcla del sabor,

SuSaC + Cque‘w S5,CiC — Oy Sge™™ 5,5
VEF _ [ €,8,C — 5,Coe™®  CuCiC + SuSae™® C,8|.  (1.79)
— 545 —Cy4S C

En esta parametrizacion, los tres dngulos 8,, 85 y 6 tienen un significado
fisico preciso. El dngulo 8 describe la mezcla entre la segunda y la tercera
familia, el 4ngulo 8, describe la mezcla u — ¢, el dngulo 0, describe la mezcla
d — s: la fase ¢ puede tomar valores de 0 — 27, v es la fase asociada con la
violacién de COP. Los tres dngulos 6,, 8; v 8 se relacionan de manera muy
simple con los observables,

/ Vi Vi Vi
send = IV;E,I\ 1+ ] V: 12, tanf, =| V_: . tanfg =| V_t:i . (1.80)

El invariante de Jarlskog en esta parametrizacién es:

J = 8,C,8;C:8%Csene. (1.81)

La parametrizacién de Wolfenstein [20] es una aproximacién que pone énfasis
en la jerarquia de las magnitudes de los dngulos, s12 >> s23 >> 813 [20]; en
esta parametrizacion se pone A = 815, con lo que A es el seno del angulo de
Cabibbo, v se escriben los elementos restantes como potencias del pardmetro
Al

1-X2/2 A AN {p — in)
V= —A 1—)%/2 AN (1.82)
AN (1 —p—in) —AN 1

con A, p, v n nimeros reales de orden uno. Los valores de estos parametros
de acuerdo al andlisis de Yosef Nir [12] quedan en los siguientes intervalos
de variacidon: A = 0.2205 £+ 0.0018, A = 0.826 £ 0.041, —0.15 < p < +0.3b y
+0.20 < 5 < +0.45.

La relacidn entre los parametros de Wolfenstein v la pardmetrizacién estdndar
estd dada por las ecuaciones:

S19 = A S93 = 14}\2 5136_i513 = A}\S(p — ’LT]) (183)
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Esta transformacién determina los términos de la expansién en A. A partir
de aqui se obtiene que
13 5 . S13
p= C03013, n=
312823 512823

567?513 (184)

La parametrizacién de Wolfenstein [20] es una parametrizacién aproxima-
da pero es m 4s transparente que la parametrizacién estdndar ya que olrece
junto con el tridangulo unitario una representacién geométrica de la estruc-
tura de la matriz de mezclas de los quarks que es facil de interpretar. Sin
embargo, si uno requiere un nivel de precisién mucho mayor que los errores
experimentales, se deben incluir términos de orden mayor en A.

1.6 Mas alld del Modelo Estandar

En la actualidad, hay evidencia experimental que indica que en el sector
lepténico puede haber fisica mas alld del Modelo Esténdar; en particular,

o El problema del déficit de los neutrinos sclares [21] surge de la obser-
vacién que el flujo medido de neutrinos del electrén v, en los experi-
mentos con detectores con cloro [22], [23], [24] agua [25], {26] v galio
[27], [28], [29], es s6lo una fraccién del flujo esperado de los cdlculos de
los modelos del Sol. Ademds, como los detectores utilizan sustancias
diferentes, esto permite medir separadamente el flujo de neutrinos que
participan en diferentes reacciones nucleares con umbrales de energia
diferentes. SAGE y Gallex estudian la reaccién (v.+*Ga =7 Ge+e™),
la, cual tiene un umbral de 0.23 MeV. Homestake estudia la reaccién
(ve 457 Cl % Ar + €7) la cual tiene un umbral de 0.8 MeV. Los
detectores Cerenkov de Kamiokande v Superkamiokande estudian la
dispersion elastica de vee y buscan v, — Ve, su umbral estd cercano a
6.5 MeV [30] . En cada uno de estos experimentos se observan valores
diferentes del déficit del flujo de neutrinos del electrén; de este hecho
se infiere que la supresién del flujo de neutrinos depende de la energia.
Los déficits de los flujos comparados con el Modelo Solar Estadndar son

[31]:
Gallex R = 0.60x£0.06
SAGE R = 0.524+0.06
Homestake R = 033003
SuperK. R = 047=+0.02 (1.85)
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e El problema de los neutrinos atmosféricos se refiere al déficit detectado
de neutrinos del muoén. Los flujos de los neutrinos del electrén v, v
del muén v, surgen de las interacciones de los rayos cosmicos con la
atmoésfera de la tierra. FEstos neutrinos se producen principalmente
del decaimiento de los piones # — u — e; esta cadena produce dos
neutrinos v antineutrinos del muén por cada neutrino v antineutrino
del electrdn {32]. La razén R [33], [34] del flujo esperado al observado
en el experimento es

R = (Ve’)observado =~ 0.6. (186)

(Zi
Ve / gsperado

e El experimento de los Alamos del Liquid Scintillation Neutrino De-
tector (LSND) mide el flujo de neutrinos del electrén v, en un rayo
de neutrinos del muén v,, v, — v, producidos en los decaimientos
del pién en reposo. En este experimento se reporta un exceso de neu-
trinos del electrén ve. [35], [36]. También han buscado oscilaciones
de 7, — D, de los decaimientos del muén p* en reposo [37]. [38] .
Los neutrinos del electrén 7, son detectados en el proceso cuasieldstico
7,p — e7n en correlacién con un fotén monocromatico de 2.2 MeV que
se produce en la reaccidén de captura del neutrén np — dvy. En este
experimento se reporta un exceso de neutrinos del electrén 7,.

Cada uno de estos problemas se puede resolver o puede ser interpretado como
oscilaciones de neutrinos de diferentes sabores: esto nos da la posibilidad de
tener tres esquemas diferentes de mezclas de los neutrinos. Si se asocia de
manera independiente una diferencia de masas de los neutrinos con cada uno
de estos tres experimentos, es necesario incluir en el anélisis cuatro sabores
de neutrino. Como se sabe que sdlo tres sabores de neutrinos participan
en la interacciones electrodébiles, [39], |40] el cuarto sabor de neutrino debe
ser un singlete de SU(2)p. Para poder explicar estos tres experimentos con
s6lo tres sabores de neutrinos se requiere que al menos dos de los fenémenos
compartan una de las dos diferencias de masas independientes que estdn
disponibles. Cardall vy Fuller [41] fueron los primeros en notar la posibilidad
de tener un esquema con mezclas de tres neutrinos que explique los tres
experimentos.

En el esquema actual del Modelo Estdndar los campos de los leptones v el
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campo escalar de Higgs tienen las siguientes propiedades de transformacion
bajo el grupo de norma SU(3)¢ x SU(2);, x U(1)y:

L= (ZZ)L —(1,2). = (1,1), ¢ = (?;;) — (1,2)+% (1.87)

[S10

el segundo niimero en el paréntesis es igual a las dimensiones de la represen-
tacién de SU(2) y el subindice es la hipercarga ¥ = (Q — T3) de U(1). Los
neutrinos juegan un papel muy especial en el Modelo Estandar, ya que los
neutrinos izquierdos y sus antiparticulas correspondientes son parte de los

dobletes de SU(2)

Ll = (;/_z) <—C’PT——>(E+) , i={e, p, 7). (1.88}
i L R

De los experimentos sabemos que sélo los neutrinos izquierdos participan en
las interacciones electrodébiles, por esto en la literatura se refieren a estos
neutrinos izquierdos que junto con un leptén cargado se transforman como
dobletes de SU(2); como neutrinos activos o neutrinos ordinarios porque
experimentan las interacciones débiles ordinarias.

En el Modelo Estédndar las masas de los fermiones son pardmetros libres que
se extraen del experimento; en la teoria los fermiones adquieren masa por el
mecanismo de Higgs cuando se rompe espontdneamente la simetria de norma
SU(2)r. En las interacciones de Yukawa dos fermiones se acoplan al campo
de Higgs. Los términos bilineales en los campos lepténicos que se pueden
construir son los siguientes:

Lilg = (2,1/2) x(1,-1) = (2,-1/2)
LiLy, — (2,-1/2)x(2,-1 2):(1,—1) (3,—1)
Lly — (1,—1) (1,-1) = (1, -2). (1.89)

Como el campo de Higgs se transforma como doblete de SU(2); y tiene
hipercarga ¥ = 1/2, sélo los términos de Yukawa

Lys = Y1¥r¢ + Yr¥rd + h.c. (1.90)

que acoplan partes izquierdas con derechas estan presentes en la teoria. En
consecuencia, todos los términos de masa son masas de Dirac y la teoria tiene
una simetria global que corresponde a la conservacién del nimero leptonico.
En el caso particular de los neutrinos sabemos por la evidencia experimental
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obtenida del experimento Troitsk v los reultados obtenidos en PSI v LEP
que las cotas para las masas de los neutrinos son diferentes de cero,

my, < 3.9¢eV m,, < 170 KeV my,. < 18.2 MeV. (1.91)

Sin embargo, en el Modelo Estdndar, tal como estd ahora formulado, no se
pueden introducir términos de masa para los neutrinos debido a que en el
modelo no hay una representacion del grupo de norma donde podamos aco-
modar a los neutrinos derechos de tal modo que se puedan acoplar con sus
correspondientes neutrinos izquierdos para formar términos de masa de Di-
rac; ademads la estructura simple de la particula de Higgs lleva a una simetria
global que corresponde a la conservacion del numero lepténico y esta simetria
prohibe los términos de masa en los que se acoplan las componentes izquier-
das de los neutrinos con la componente derecha del neutrino conjugado.

Existen varias posibilidades para dar masa a los neutrinos en el Modelo
Estdndar;

e Extender el sector de Higgs

e Extender el sector de leptones, agregando la parte derecha de los neu-
irinos.

e Extender tanto el sector de Higgs como el sector leptdnico.

Por simplicidad supondremos que la segunda hipdtesis es correcta, esto es,
que basta con agregar un singlete de SU(2);, neutro, de quiralidad derecha
vk, para cada sabor i = e, u, 7 de neutrino sin alterar la estructura del resto
del Modelo Estandar,

Vhe o i=f{e u ) (1.92)
Estos neutrinos, que son singletes de SU{2),, se conocen en la literatura como
neutrinos estériles porque no experimentan las interacciones débiles ordina-
rias, Unicamente experimentan las interacciones inducidas por las mezclas
con los neutrinos activos. Dado que la carga electromagnética y la hipercar-
ga Y de U(1) difieren por el valor de la tercer componente del isospin débil
v como los neutrinos no tienen carga eléctrica,

Q=T: +Y =0 (1.93)
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vemos que los neutrinos derechos ¥4, no llevan los nimeros cuanticos de

SU@B)e x SU(2), x U(L)y,
vh (1, 1) (1.94)

El neutrino derecho es singlete de SU(3)¢, singlete de SU(2);, y tiene hiper-
carga cero, esto tiene dos implicaciones importantes:

1. Los neutrinos que se ven en los experimentos son aquellos producidos
por las interacciones débiles; estos neutrinos sélo tienen componente
izquierda.

2. Dado que no podemos inferir la existencia de neutrinos derechos a partir
de los procesos débiles, la presencia de v5 | se puede ver sélo indirecta-
mente, esto es, a través de la existencia de la masa de los neutrinos. Sin
embargo, debemos hacer notar que las masas de los neutrinos izquierdos
no implican necesariamente la existencia de los neutrinos derechos.

Al agregar los neutrinos derechos v} ;, la lagrangiana de Yukawa de los lep-
tones adquiere un término adicional:

- - A o 1—)—0 .
Lyi=(7 &)y F‘tnqﬁ K (1/ ) + (0, &)y Ii¢p—— 3 (V ) + h.c.
€/ m €/ m

(1.95)
Una consecuencia inmediata de esta extensién del Modelo Estandar es la
existencia de una matriz de masas de los neutrinos M”,

Latasa = ;ML + 7L, Mvgs + he (1.96)

con las masas dadas por el valor de expectacién v entre estados del vacio del
campo de Higgs y el acople de Yukawa correspondiente,

v

M, = —\/--_é-]."z”J (1.97)
El problema con las masas de Dirac de los neutrinos estd en el hecho de
que se requiere un acople de Yukawa muy pequeno I < 10~ para po-
der explicar la magnitud de las masas de los neutrinos m, < 10 eV, da-
do que el valor de expectacién del doblete de Higgs es del orden de v =
(v2 Gp)™1/%2 = 246 GeV y es este mismo valor de expectacién del doblete
de Higgs el que explica la magnitud de las masas de Dirac de los fermiones
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restantes del Modelo Estandar. Esto nos Ileva a preguntarnos, ; por qué
las magnitudes de los acoples de Yukawa de los neutrinos son tan pequenas?
Esta pregunta refleja que uno de los sectores menos conocidos hasta ahora es
el sector de Yukawa de los leptones del Modelo Estandar; esto se debe princi-
palmente a que los neutrinos son dificiles de detectar porgue sélo participan
en la interaccién electrodébil y su carga eléctrica es nula y su masa es muy
pequena.

En general la matriz de masas de los neutrinos M” no es diagonal ¥ es com-
pleja, por lo que es necesario diagonalizarla al igual que a la matriz de masas
de los leptones cargados M'; puesto que los campos de los quarks y de los
leptones se transforman separadamente, las transformaciones unitarias que
diagonalizan las matrices de masas de los leptones y de los quarks en general
son diferentes. Estd claro que la representacién en la que las matrices de
masas de los leptones son diagonales se determina independientemente de
aquella en la que las masas de los quarks son diagonales.

1.6.1 Masas de los neutrinos

En esta seccidén veremos que los términos de masa para los neutrinos se
pueden clasificar en tres tipos de acuerdo al acoplamiento de los campos de
quiralidad izquierda v derecha del neutrinc con el campo de Higgs. En el
Modelo Estandar los términos de masa de los fermiones conectan campos
izquierdos v campos derechos.

Una masa tipo Dirac es aquella que conecta componentes izquierdas ¢y v
derechas conjugadas ¥ = 1757° del mismo campo,

Ly, = Mpunp = Mp (?EL’UJR + ?«"_JR’#’JL) . (1.98)
Asi que el eigenestado de masa es
v =9+ Ur, (1.99)

donde 17 v ¥r son las proyecciones de quiralidad izquierda v derecha usuales.
La lagrangiana (1.98) conserva el nimero fermiénico y da masas iguales a
las particulas y las antiparticulas. Para las particulas que portan cualquier
ntimero cuantico (1) , como la carga electromagnética, éste es el dnico
término de masa posible, va que para preservar estos ndmeros cudnticos
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U(1) es necesario tener interaccién particula-antiparticula.

Sin embargo, los neutrinos son una excepcién a esta regla; debido a que no
tienen carga electromagnética, es posible introducir otros tipos de términos
de masa ademas de los términos de masa tipo Dirac. Estos otros términos de
masa violan la conservacién del ndmero lepténico y en algunos casos SU(2) x
U(1), pero estdn permitidos por la invariancia de Lorentz.

Una masa de tipo Majorana es aquella que conecta componentes izquierdas
1)1, v derechas g de campos conjugados; podemos introducir dos masas de
Majorana diferentes, el primer tipo acopla particula con particula,

Lagp = My { () v + % (49) 5} (1.100)

asi que viola la conservacién del ndmero lepténico por dos unidades. En la
expresion anterior (1.100) usamos las siguientes convenciones con respecto a
la conjugacién de carga c:

P=CPfyt =ity FF=¢TC yh = ()= (e (L10D)
Con estas definiciones, reescribimos los términos de las masas de Majorana,
Ly = Mr {T/_)EWPL + ?f;L%Di} = Mrxx- (1.102)

El segundo tipo de masa de Majorana, acopla antiparticula con antiparticula

Lus = Ms {@fﬂbiz + ZERWR} = Msww. (1.103)

Este término viola el ndmero lepténico por dos unidades; més ain, este
término de masa acopla componentes derechas de neutrino vz consigo mismas
y éstas no portan los ndmeros cudnticos del grupo de norma del Modelo
Estédndar, en consecuencia este término se transforma como un singlete de
SU3)e x SU(2)L x U(1)y. Los eigenestados de masa de las Ecs. (1.102) y
(1.103) son los campos autoconjugados:

X = %L + ¥, '=x vy w=yYr+vs w=w. (1.104)

Una teorfa mixta que contenga masas de Dirac y Majorana simultdneamente
se obtiene con la lagrangiana

Lpar = Mptpibr + Ml + Msgibg + h.c. (1.105)
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con los campos autoconjugados se escribe como

Lpu = (X )(Iﬁ" %£D>( )—l—hc (1.106)

Una teoria que contenga masas de Majorana viola la conservacién de cual-
quier niimero aditivo que porten los campos fermidnicos ¥, por ejemplo la
carga eléctrica, asi que todos los fermiones fundamentales, excepto los neu-
trinos, deben tener My = Mg = 0. Para neutrinos de Majorana, se viola el
nimero leptdnico por dos unidades y pueden ocurrir los decaimientos doble
beta: (Z —1) = (Z + 1) + e +e, o los decaimientos K~ — 7 ee del Kadn;
si ocurren estos decaimientos, ésta serd una evidencia experimental clara de
gue existen neutrinos con masa de Majorana. Hasta hoy las cotas experi-
mentales para que ocurran estos procesos son nulas, por esto restringiremos
nuestro estudio sélo a neutrinos de Dirac, en el limite en el que My v Mg se
anulan v recuperamos los fermiones con masas de Dirac.

1.6.2 Corrientes cargadas y Matriz de mezclas de los
leptones

En ia seccién 1.6.1, extendimos el contenido de materia del Modelo Estdndar
agregando los neutrinos derechos v ,; este campo extra no introduce términos
adicionales de las corrientes cargadas J} v J7 vy neutras J3 y J) dadas en las
Ecs. {1.29) en funcién de los campos:

Jt = VL')'“’eL EpvAvE + dpvtdy + dpytug
J8 = —iDite, B VE — iU yRdy + id Y ug
J;? = DE’:/'“I/E — éL"}"ueL + ?TLL"/'U'UL - dL’}"udL

1 - 7 o Ve
J}% = g(u d)Lryﬂ(d)L_(?/e e)Lﬁif‘u‘(e)L

— 2éryer + Urvur — ng”f’“dR

asi que en los términos de las corrientes sélo participan los neutrinos izquier-
dos. En la representacién de interaccién los términos de masa son matrices
MTF complejas de tres por tres y no diagonales. Sin embargo, siempre pode-
mos encontrar dos matrices unitarias UL y UL que diagonalicen a la matriz
de masas

Trfflf,U Uf MfUTfU R - UL Mdlawv;ﬁ,a
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con Mgiag una matriz diagonal y real. Esta transformacién biunitaria, trans-
forma los campos de los fermiones de la representacién de interaccion a la

representacion de masas; los campos en la representacién de masas somn:

f _ f f
w(L,R),i - (U(L,R))tj "P(L,R),g-

En la literatura es comun referirse a los campos en la representacién de masas
como los campos fisicos ya que en esta representacién los campos tienen una
masa bien definida. En el Modelo Estindar tal como estd formulado, la
matriz de mezclas de los leptones es una mairiz unidad ya que se formulé
para neutrinos de masa nula. Con una transformacién biunitaria stempre
podemos diagonalizar la matriz de masas de los leptones cargados,

Kirya = (UEL,R))iJ kiry;- (1.107)

Después de esta transformacién, las corrientes cargadas toman la forma si-
guiente:

9 _
clr, = quﬂ (U}f)ij W+ he.. (1.108)
por convencidn en la literatura se definen los eigenestados de interaccién débil
de los neutrinos como,

7y, = (UYwy. {1.109)

Estos eigenestados de interaccidn débil se producen en el decaimiento de un
bosén W™ en asociacién con un leptén fisico cargado I’ de masa definida.
Hemos hecho los mismos cambios de variable en las dos componentes del
doblete débil L% ; estos cambios de variables conmutan con las interacciones
de SU(2)y, en la derivada covariante, las matrices unitarias Ufy, gy desapare-
cen completamente de la teoria y el resultado es una teoria de leptones que
conserva CP exactamente y también conserva el nimero leptdnico de cada
generacion.

Sin embargo, la evidencia experimental del experimento Troisk y la obteni-
da en PSI v LEP, da cotas no nulas para las masas de los neutrinos; esta
propiedad de los neutrinos tiene como consecuencia que la matriz de mezclas
para los leptones no sea trivial. El término de masa de la lagrangiana de los
leptones escrita en términos de los campos fisicos es

Lar = LM, lp + My, Ve + hec.. (1.110)
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Estas matrices de masas mezclan leptones de la misma carga v podrian violar
CPyT.

Vemos pues que las propiedades aparentes de simetria de la lagrangiana del
Modelo Estdndar no tienen una relacién directa con la fisica cuando se ex-
presa con campos no fisicos U‘(f 1r)q Ol expresamos todos los términos de la
lagrangiefma de los leptones del Modelo Estdndar en funcién de los campos
fisicos z;';(j; r); en la base de las masas, s6lo las corrientes cargadas podrian
violar CP v tienen una forma que no es trivial

£l = 5o, (URUY), 1w + hee. (1.111)

V2

La matriz de mezclas de los leptones se define por la expresidn
U=UrUy. (1.112)

En la actualidad no hay datos experimentales para la magnitud de los ele-
mentos de la matriz de mezclas leptdnica U; debido a la estructura jerarquica
de las masas de los leptones cargados, esperamos que la matriz unitaria de los
leptones cargados Uj sea casi diagonal con elementos pequenos fuera de la
diagonal. Respecto de la matriz unitaria de los neutrinos U solo se sabe que
es una matriz distinta de cero y que podria ser una matriz de tres por tres si
los neutrinos de Majorana no existen en la naturaleza, asi que la forma final
de la matriz de mezclas leptdnica depende principalmente de la estructura
de las masas de los neutrinos.

La matriz que acopla los campos de los neutrinos con diferentes sabores en
la representacién de las masas es la matriz de mezclas lepténica U:

Ve v
v, =0 1) . (1113)
Ve 23

Los campos v;, 7 = 1, 3 denotan a los eigenestados de masa sin mezclas. Para
tres familias de leptones, esta matriz debe ser una matriz unitaria de 3 x 3
asl que en este sector la magnitud de la violacién de CP estd relacionada
al invariante de Jarlskog J de U independientemente de qué tipo de masa
tengan los neutrinos. Si los neutrinos no tienen masas iguales, la matriz
de mezclas lepténica U es una matriz no trivial, distinta de la matriz uni-
dad v es el analogo de la matriz de mezclas de los quarks. Una implicacién
fenomenoldgica de esta matriz de mezclas no trivial es la oscilacién de neu-
trinos. Este fendmeno ocurre cuando se produce un neutrino con un sabor
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La probabilidad de que al tiempo t el estado del neutrino del electrén [ve(t) >
en vuelo sea un neutrino del electrén |v, > es:

Plv. = ve;t) =] Age(t) |7 (1.134)

La probabilidad de que al tiempo t el estado del neutrino del electrén v, (t) >
en vuelo sea un neutrino del muén v, > se calcula de igual forma,

P(ve = 1) =| Aeu(t) [ (1.135)

Por 1ltimo, la probabilidad de que al tiempo t el estado del neutrino del
electrén [v,(f) > en vuelo sea un neutrino del tau |v, > es,

P(ve — vr5t) =| Aer (1) |2 (1.136)

Ace(t), Aey(t) ¥ Aer(2) estén dadas por las Ees. (1.130), (1.131) y (1.132).
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Capitulo 2

Familias de fermiones

2.1 Patrén o jerarquia de las masas de los
quarks

Una propiedad importante de la Naturaleza es que los fermiones aparecen
replicados. Sabemos experimentalmente de las medidas de la semianchura
I'y = [(Z — charged) + NJT(Z — vf) del bosén Z que el niimero de
familias N, estd limitado a tres N, = 2.99 + 0.016 [5].

(&) () G) () () () o)

Los fermiones experimentan dos tipos de interacciones: Interacciones de nor-
ma en las que dos fermiones se acoplan a un bosén de norma e interacciones de
Yukawa en las cuales dos fermiones se acoplan a un escalar. Los fermiones de
cada familia tienen exactamente las mismas interacciones con los bosones de
norma, a saber, las que se derivan del grupo de norma SU(3) x SU(2) x U(1),
pero tienen masas muy diferentes.

53
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Particula Masa Masa (m,)
Me 0.311(Mev) 1
my 105.66({Mev) 207
My 1,777 (Mev) 3,478
My, <396V
my, < 170KeV
Mo <182 MeV
My ) 3.2 = 0.9(Mev) 6.3
e 760 + 29(Mev) 1,487
my [me] 171000 £ 12000 {Mev) 334,637
mgmy 44+ 064(Mev) 86
s [T 100 = 6(Mev) 196
]

2920 = 110(Mev) 5714

Del espectro de masas podemos inferir lo siguiente:

1. El espectro de masas de los quarks tipo u, los quarks tipo d y los
leptones, esté dominado por la masa del tercer miembro de cada familia.

2. La magnitud relativa de las masas de la primera familia es casi nula.

3. El espectro completo de las masas de los quarks v leptones estd domi-
nado por el quark top.

4. El espectro de las masas exhibe de manera clara un patrén jerarquico
entre las diferentes familias v dentro de cada familia.

Debido a que los quarks no se observan como particulas libres y a que
la interaccién fuerte que los mantiene confinados también renormaliza sus
masas, el valor de las masas de los quarks es funcién de la energia, es decir,
depende de la escala de energia a la cual se mide la masa.

Los leptones no estdn confinados y, por lo tanto, su masa se puede medir
directamente, ya sea en colisiones o en el caso de los leptones cargados por
deflexidén en un campo magnético externo. Si bien la masa de los leptones
también se renormaliza y se corre con la energia, debido a que los leptones
no sienten la fuerza fuerte, las masas de éstos se corre mucho menos con la
escala de energia que las masas de los quarks.

Dos supuestos dominan las ideas acerca del origen de la replicacién de los
fermiones: generalmente se piensa en el sabor independientemente del pro-
blema de por qué en la naturaleza vemos s6lo materia con ciertos nimeros
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cudnticos. Esta asignacién de materia estd gobernada por otra fisica diferen-
te a la que da la replicacién del sabor en familias. El origen de la masa estd
desacoplado del mecanismo que produce los campos de materia y el sabor;
esto es, en el limite en el que la lagrangiana del Modelo Estdndar tiene la
simetria quiral, ya estan presentes en la teoria todos los campos, pero no hay
términos de masa v la simetria de norma electrodébil es exacta, asi que las
masas de los fermiones pueden ser generadas a través de los acoplamientos
de Yukawa cuando se rompe la simetria de norma electrodébil.

El origen de las masas y la jerarquia de éstas, estdn relacionadas a la fisica
que genera los acoplamientos de Yukawa, asi como al rompimiento de la
simetria de norma electrodébil. Separar el problema de esta manera signifi-
ca que podemos considerar el origen de las familias de manera independiente
del espectro de masas fermiénico, esto es, del origen de los acoples de Yukawa.

2.2 Jerarquia de mezclas

La matriz Vg €8 una matriz unitaria de tres por tres que relaciona los
campos en la representacién de masa con los campos en la representacion de
norma. Los elementos diagonales de la matriz V¢ gar son muy cercanos a la
unidad; pero, los elementos fuera de la diagonal varian en magnitud entre
un 20% vy hasta 3 partes por mil respecto de la unidad. A esta diferencia
tan marcada en la magnitud de los elementos de la matriz de mezclas se le
conoce como la jerarquia de mezclas entre los quarks up y down.

2.3 (Cancelacién de anomalias

El mecanismo de Higgs da masas a los bosones de norma Z, W=y a los
fermiones manteniendo las simetrias de la densidad lagrangiana. En particu-
lar se preservan las identidades de norma de Ward y la conservacién de las
corrientes cargadas. La validéz de estas relaciones es un ingrediente esencial
para que la teorfa sea renormalizable, 't Hooft demostrd, en general, que
cualquier teoria de norma con rompimiento esponténeo de la simetria por el
mecanismo de Higgs es renormalizable. Para una teoria quiral como el Mo-
delo Estandar surgen complicaciones producidas por las anomalias quirales,
pero este problema se salva porque los niimeros cudnticos de los quarks y los
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leptones en cada generacidn producen una cancelacién de la anomalia. En la
teoria cudntica del campo las anomalfas aparecen cuando una simetria de la
lagrangiana cldsica se rompe por el proceso de quantizacion, regularizacién v
renormalizacién de la teoria. El proceso de regularizacién vy renormalizacién
introducen una escala de energia, la cual es esencialmente la escala a la que
se definen las cantidades renormalizadas.

Er el caso de una teoria de fermiones 7 sin masa, la lagrangiana cldsica es
invariante bajo una transformacién quiral del grupo U(1)

Y50,

U= = ey (2.2)

La corriente axial de Noether asociada a esta simetia se conserva a nivel
clasico; pero a nivel cudntico, la simetria quiral se rompe debido a la gene-
racién de las masas v la corriente de Noether asociada a esta simetria no
se conserva. Kl rompimiento quiral se introduce por un desacuerdo entre la
simetria quiral, la invariancia de norma y el procedimiento de regularizacion.
BEste tipo de anomalia la tiene la teoria electrodébil y se le conoce como ano-
malia de Adler-Bell-Jackiw. La anomalia se produce en los diagramas de
rizo para fermiones que tienen forma de tridngulo; estos diagramas tienen un
vértice axial y dos vertices vectoriales. En el caso de corrientes neutras, el
acoplamiento axial es proporcional a la tercer componente del isospin débil
t3, en tanto que los acoplamientos vectoriales son proporcionales a una com-
binacidn lineal de #3 v la carga eléctrica @Q; para que la anomalia quiral se
cancele, se deben anular todas las trazas de la forma tr(1:QQ), tr{t3t3Q),
tr(tststs); si se incluye a las corrientes cargadas, se deben anular tambien las
trazas del tipo tr(t,.t.t;) etc., la traza se extiende sobre todos los fermiones
de la teoria que puedan circular en el rizo. En el Modelo Estandar, ocurre
que de manera separada todas estas trazas se anulan para cada familia de
fermiones. Esta cancelacidn tan impresionante sugiere una relacién entre los
numeros cuanticos de isospin, carga v color. Por ejemplo, si calculamos el
término tr(#3(QQ), en una familia hay los siguientes campos fermiénicos: con

ts = +1/2 hay tres colores de quarks tipo up con carga Q@ = +2/3 v un
neutrino con carga @ = 0, con t3 = —1/2 hay tres colores de quarks tipo
down con carga @ = —1/3 v un leptén !~ con carga @ = —1. Con esto

obtenemos que tr(t:QQ) = (1/2)3{4/9) — (1/2)3{(1/9) — (1/2)1 = 0. Como el
Modelo BEstandar es renormalizable, al tratar de extender la teoria més alld
del Modelo Estandar, es particuiarmente importante no introducir anomalias
nuevas 0 arruinar la cancelacién de éstas en el Modelo Estandar tal v como
estd formulado.
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2.4 Simetrias de familias

Al tratar de explicar los patrones de las masas de los quarks y los leptones
asi como los dngulos de mezcla, la fisica de particulas se encuentra en una
situacién semejante a la de la quimica antes de Mendeleev o de la espectros-
copia atémica antes de Balmer. Por ejemplo, en el Modelo Estdndar hay
tres familias de fermiones; las interacciones de norma del Modelo Estandar
no distinguen entre las diferentes familias, la magnitud de la interaccion de
norma depende de los ntiimero cudnticos de las particulas fundamentales. Los
niimeros cudnticos se llaman sabor, espin, carga, color y se usan para caracte-
rizar los hadrones. En las interacciones débiles cargadas, ocurren transiciones
entre hadrones con diferente niimero cudntico del sabor; los sabores de los
quarks son u, ¢, t, d, s y b, v los sabores de los leptones son e, p, 7, Ve, ¥, ¥
V..

En el Modelo Estandar todos los fermiones adquieren masa via el mecanismo
de Higgs, la simetria de norma se rompe espontdneamente y las interacciones
de Yukawa dan origen a los términos de masa de los fermiones. El sector de
Higgs del Modelo Estdndar no es satisfactorio por dos razones: primero, hay
un acople de Yukawa diferente para cada fermién y estos acoples suman mas
de la mitad de los pardmetros libres en el Modelo Estdndar. Segundo, parece
natural que todos estos acoples fueran de la misma magnitud (universales),
ya que en el Modelo Estdndar no hay razén para que el campo de Higgs pre-
fiera acoplarse mas 2 un fermion que a otro. Sin embargo, esto no ocurre asi,
ya que de los experimentos sabemos que hay un rango de acoples de Yukawa
desde el quark top con un acople de Yukawa de orden uno hasta el electrén
con un acople de Yukawa de orden 107°.

Independientemente de cémo se generen las familias, el problema del espectro
de masas lo podemos estudiar de manera indirecta si comparamos la fenome-
nologfa que resulta para la matriz de mezclas de los quarks al imponer ciertas
relaciones de simetria 6 texturas en las matrices de masas. Las matrices de
masas reflejan la fisica que genera los acoples de Yukawa, el rompimiento de
la simetrfa de norma SU (2),, ® U (1)y y, posiblemente, la presencia de un
grupo de familias Gy; la Gnica restriccién fisica es que s6lo conecte estados
de la misma carga.

Para orientarnos entre las posibles soluciones al problema de encontrar cudl
es la simetria de familias subyacente del Modelo Estdndar, nos guiaremos por
los principios siguientes: La lagrangiana del Modelo Estandar sin masas tiene
todos los campos de materia y las simetrias de norma SU(3) x SU(2)xU(1) y
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quiral exactas. Antes de que los fermiones adquieran masa via el mecanismo
de Higgs, los fermiones de una misma familia estdn acoplados de igual mane-
ra a todos los campos, v el intercambio entre fermiones de la misma familia
es una simetria natural exacta del Modelo Estdndar sin masas. La simetria
de familias del Modelo Estandar es una simetria de los fermiones; y una vez
que los fermiones adquieren masa, la matriz de mezclas de los fermiones es
la evidencia experimental de la simetia de familias subyacente del Modelo
Estdndar. La simetria permutacional del sabor es una simetria natural del
Modelo Estandar antes del rompimiento de la simetriia de norma:; después
del rompimiento de la simetria de norma, la simetria permutacional ya no se
cumple; v se dice que la simetria se rompe, nos interesa encontrar el patron
de rompimiento de la simetria permutacional de la naturaleza, la textura de
la matriz de masas asociada con este grupo de simetria de familias ¥ su rom-
pimieto y las implicaciones fenomenoldgicas para la matriz de mezclas de los
quarks v los leptones. Asignamos el indice de familia o de generacién de cada
fermién fundamental de acuerdo con su carga eléctrica y con la magnitud de
su masa en orden creciente. Los fermiones fundamentales con igual carga
eléctrica pero diferente masa, se transforman bajo la accidén del mismo grupo
de familias; hay dos valores de carga eléetrica para los quarks v dos valores
de carga eléctrica para los leptones, asf que podemos clasificar a los fermiones
en dos grupos de familias de quarks v dos grupos de familias de leptones: la
familia de los quarks tipo up estd formada por los quarks v = ¥}, ¢ = ¥§
v 1 =% y la familia de los quarks tipo down, estd formada por los quarks

d=1uf s=ufyb=uj

d
o = g owizls (2.3
t b
podemos escribirlo en componentes como
i g=u,d 1=1,23 (2.4)

En esta notacién el superindice q denota a los quarks tipo u ¢ tipo d, clasi-
ficdndolos de esta manera por su carga eléctrica; el subindice i es el indice de
familias, y clasifica los quarks por la magnitud de su masa en orden creciente.
En el sector leptdnico tenemos la familia de los leptones tipo electrén forma-
da por los leptones e = ¥f, p = ¢¥§ v 7 = ¥ v la familia de los leptones tipo
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neutrino formada por los leptones v, = %1%, v, = Y5 ¥ vp = ¥5%;

€ Ve
Y= | p I (2.5)
T vr

podemos escribirlo en componentes como
W l=erv. 1=1,2,3. (2.6)

En esta notacién el superindice [ denota a los leptones tipo e & tipo v, cla-
sificandolos de esta manera por su carga eléctrica; el subindice i es el indice
de familias y clasifica los leptones por la magnitud de su masa en orden cre-
ciente.

Los tensores invariantes de la simetria de familias y el patrén de rompimiento
de la simetria imponen de manera natural ceros exactos en uno o mas de los
acoples de Yukawa; a esto se le conoce en la literatura como una textura de
los acoples de Yukawa de la teoria. Entonces, la diferencia en las magnitudes
de algunos acoples de Yukawa se puede explicar como una consecuencia de
la simetria (o falta de ella) de familias . El grupo de simetria de las familias
de fermiones, debe incluir las jerarquias observadas en el patrén de masas y
mezclas. Como consecuencia de la simetria de familias, algunos de los ele-
mentos de las matrices de masas pueden ser ceros exactos. A las matrices
de masas con ceros exactos en uno o mas de sus elementos se les conoce en
1a literatura como una textura de la matriz de masas. Asi que la diferencia
observada en las magnitudes de las masas y la constante de acoplamiento,
llamada comunmente una jerarquia, se podria entender sistematicamente co-
mo la manifestacién de una simetria de familias o simetria de sabor bajo la
cual las familias se transforman de modo no trivial.

A estos patrones de masas y mezclas contribuyen diferentes efectos: efectos
del rompimiento de la simetria de norma, efectos del rompimiento de la si-
metria del sabor.

Las unicas evidencias experimentales que nos pueden servir de guia en la
solucién de este problema son las razones de masas, asi como los dngulos de
mezcla observados y el hecho de que no hay corrientes neutras que cambien
el sabor.

Las simetrias del sabor que han sido consideradas en la literatura caen en
tres categorias:

1. Unificadas; en este caso, el grupo es tal que en el limite simétrico no
hay distincién alguna entre las generaciones. Esto ocurre si las tres
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generaciones se asignan a una representacién irreducible que tenga tres
componentes indistinguibles, tal como un triplete de SU(3).

. Asimétricas; en este caso, la accidn del grupo es tal que no hay un

tratamiento igual de N objetos, donde N es el nimero de generaciones.
Existen muchos ejemplos de grupos de sabor con esta propiedad de
simetria, por ejemplo U(1)", SU(2) ¥ O(2) [42]-{46].

. Simétricas; en este caso, el grupo tiene una accioén que es igual sobre los

tres objetos, pero las representaciones del grupo tiene una estructura
que trata las generaciones diferente, ejemplo (S3)° [47].

Un grupo de simetria que dé un tratamiento simétrico a las familias de

fermiones, pero que las representaciones del grupo le den un tratamiento
diferente a las familias es un buen candidato. Inchiiremos ceros de textura
en las matrices de masas de los fermiones rompiendo la simetria de familias.
En la bisqueda del grupo de familias Gr, nos guiaremos por los siguientes
principios:

Los campos de materia del Modelo Estdndar con tres generaciones de
fermiones v un campo de Higgs.

La simetria de familias del Modelo Estandar es una simetria de los
fermiones.

En ausencia de masas, la simetria exacta de la lagrangiana del MS con
tres familias es SUA(3) x SUL{(2) x U(1)y

El grupo de familias G» no es un grupo de norma va que no hay una
nueva fuerza asociada con la simetria de familias.

(x no debe producir anomalias

(G debe de acomodar la estructura jerdrquica observada en el espectro
de masas.

La simetria del sabor se rompe a una escala grande.

Los dngulos de mezcla observados asi como las texturas en las matrices
de masas son consecuencia del rompimiento de la simetria del sabor.
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Como veremos, estos principios nos llevan de manera natural a consi-
derar teorias con simetrias discretas no abelianas del sabor. Intentaremos
pues, encontrar un modelo que nos lleve a una textura fenomenoldgicamente
aceptable. Una simetria de familias podria ser un grupo de Lie continuo o
un grupo finito. Un grupo finito de simetria de familias se puede construir
como un subgrupo de un grupo de Lie libre de anomalias

Gr C Ggie (27)
Los criterios para elegir un grupo finito de simetria de Familias G son:

e El grupo de familias Gr debe ser no abeliano. Entonces tendria re-
presentaciones irreducibles que sean dobletes en las cuales se pueden
acomodar a los dos quarks o leptones ligeros. El quark o leptén pesado
puede ser asignado a un singlete.

e Debe ser de orden minimo, de tal manera que se puedan acomodar las
familias del Modelo Estdndar sin que sobren o falten representaciones
irreducibles del grupo.

e Debe tener un namero de representaciones tal que permita acomodar
a todas las familias de fermiones.

2.4.1 Grupos finitos no abelianos

Los grupos posibles para una simetria de familias son los grupos finitos no
abelianos. El grupo no abeliano de orden menor es el grupo de permutacio-
nes de tres objetos S(3). El grupo S(3) es el inicio de dos series infinitas:
la serie formada por los grupos de simetria de n objetos S, y la serie de los
grupos de simetria de un poligono de n lados denotada como D,

Como grupo de simetria de familias, la serie S, deja de tener interés rapida-
mente ya que el orden crece como n!, y las dimensiones de las representaciones
aumenta; por esta razén, S, con n > 4 ya no es apropiado. Los grupos S, que
son interesantes para nuestro problema son el grupo natural de simetria de
familias del Modelo Est4ndar; esto es, el grupo S3 [Pakvasa y Sugawara [59],
Harari, Haut y Weyers [61]] y sus extensiones tensoriales S3®S3, S53®S53® 53
[L. Hall] [47]. Por definicién, Sy actiia de manera simétrica sobre los tres ob-
jetos; ademds, tiene la propiedad de tener sélo dobletes y singletes en sus
representaciones irreducibles, y esto lo hace un excelente candidaio para el
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problema del sabor en el Modelo Estandar.

El orden de D, (minimo de elementos) crece como 2n, y sus representacio-
nes irreducibles son todas de una y dos dimensiones. Por tanto, Dg 6 D7
48] podrian ser buenos candidatos; el problema con estos modelos, es que
no pueden satisfacer simultdneamente la condicidén de jerarquia de masas v
cancelacidn de anomalias; ademads, no hay nada en el Modelo Estdndar que
nos sirva de guia o indicacién para su uso.

Las generalizaciones espinoriales de los grupos de simetria de un poligono
llamados grupos diciclicos (Jo,, serfan un mejor candidato que S,,, pero con
la misma desventaja de que no aparecen de modo natural en el Modelo
Estandar, salvo @), que es la extensién espinorial de 53 pero habria que
buscar una justificacién fenomenoldgica para su presencia. El contenido de
representaciones irreducibles de estos grupos, asf como sus reglas de multi-
plicacidn, nos pueden orientar en la eleccidn del grupo de familias apropiado,
as{ como la asignacién de las familias a estas representaciones.



Capitulo 3

Simetria del sabor para dos
familias de quarks

3.1 Simetria permutacional de dos familias

Con objeto de introducir las ideas y conceptos de la simetria permutacional
del sabor en el caso mds simple, analizaré primero el caso de dos familias.

En el Modele Estédndar, fermiones anédlogos en diferentes generaciones, diga-
mos u, ¢ v d, s, en el caso de dos familias, estdn igualmente acoplados a los
bosones de norma de las interacciones fuertes, débiles y electromagnéticas.
Por consigniente, antes del rompimiento espontidneo de la simetria de nor-
ma v de que adquieran masa los fermiones, el contenido fisico del Modelo
no cambia si se intercambian los nombres de las familias, es decir, si se in-
tercambian u y ¢ o d y s. Esto significa que, antes del rompimiento de la
simetria de norma, la lagrangiana del Modelo Estdndar es simétrica respecto
del grupo de permutaciones del sabor. En el caso de dos familias, este es
el grupo S; de permutaciones de dos objetos que son el nombre del sabor
de los quarks en diferentes generaciones de cada sector. En el capitulo ante-
rior, el nombre del sabor se denoté con un indice de sabor o indice de familia.

La lagrangiana de Yukawa para dos familias de quarks se escribe de la
siguiente manera:

LY=ZZ{Q%-F;; oIt %g 1 orge %QJ} (3.1)

63
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donde ¢y v ()2 denotan a los dobletes de isospin débil de los quarks v
#(z) es el campo de Higgs,

o(z) = ()1 + iwe(z)o®} (3.2)

1
—1{h
7 {
Los dobletes de isospin débil se expresan de la siguiente manera:

_ (ulzy _ ?J/‘i‘(fﬁ))
0@ = () = (e
by (z)
Qulz) = (C(‘”))z(?2 ) 3.3
9= st)) = Logla) &9
Conviene reordenar los términos de (3.1) v escribir Ly en funcidén del espinor

w9 cuvas componentes se definen en el espacio de familias como se hizo en el
capitulo anterior Ecs. {2.3) y (2.4),

(z) )

()

o = (4)=(2
- (@) e

Esto equivale a introducir un espacio Euclideano real de dos dimensiones
Ls. Una base ortogonal v normalizada de este espacio estd formada por los

vectores
. 1 ~ 0 -
”1:(0) y 'ng(l). (3.5)

El grupo S, tiene dos elementos, la identidad y las permutaciones de los
indices 1 y 2. La representacién matricial del grupo 53 en el espacio L esta
constituida por las matrices que intercambian los indices de sabor

m=(; ) y Pa=(] 5)- (36)

El espacio Ls tiene dos subespacios invariantes que corresponden a las dos
representaciones irreducibles de S;. El conjunto de los vectores de L, in-
variantes bajo la accidn del grupo Sy es el subespacio invariante V. Este
subespacio es unidimensional, sus elementos son los vectores proporcionales
al vector |v)g definido como

s =5 (1) (3.7)
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El vector |v)s es un singlete de Sy, es el singlete simétrico.

El espacio L, tiene dos dimensiones; por consiguiente, el subespacio V4
ortogonal a Vg es el conjunto de los vectores proporcionales al vector |v)4
ortogonal a |v)g y normalizado a la unidad

a=—5 (1) (38)

El vector |v)4 es eigenvector de E y de Ps; por consiguiente, el subespacio
de S, cuyos elementos son los vectores proporcionales a |v) 4 también es un
subespacio invariante de Lo, éste es el espacio invariante V 4. El vector |v)4
es un singlete de Ss.

Los vectores |v)g v |v}4 forman una base completa de L.

El acoplamiento de Yukawa en la notacién de familias (3.4), es

2 2

= Z Z (wiif;*}qﬁ?/)%j + w%jrgjﬁbw%i) + h.c. (3.9)
=1 j=1

Antes del rompimiento de la simetria de norma, los quarks no tienen masa

y la teoria es quiral. Por lo tanto, los espinores izquierdos y derechos se
transforman independientemente. Esto es

v i@ = g () (3.10)
¢ igualmente para los espinores derechos
@) - o) = &(1E) (.11

g € S;(2) actta sobre los espinores izquierdos y g ¢ Sr(2) actia sobre los
espinores derechos.
Asi pues, el grupo de la simetria permutacional del sabor de la forma bilineal
(3.1) es S;(2) ® Sr(2), cuyos elementos son las parejas (g, &) con g € S.(2)
y & € Sr(2).
Bajo la accién del grupo de sabor Si(2) ® Sgr(2), las corrientes cargadas se
transforman de la siguiente forma:

JE = JE =Pyl + he. (3.12)
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. . o i .
Sustituvendo las expresiones para . v 4%, se obtiene
B ol }' L

-1
u

1,5 = dte gt + hee. (3.13)
De esta expresidn, queda claro que las corrientes cargadas Jff guedaran in-
variantes bajo las transformaciones del grupo de simetria de sabor si y sdlo
8l g, v g4 son la misma matriz. Esto es, la condicién de invariancia de las
corrientes cargadas bajo la accidén del grupo de simetria de las familias im-
plica que los campos de los quarks tipo u v tipo d se transformen con el
mismo grupo v con el mismo elemento del grupo. A esto se debe que no
havamos puesto un indice u o d en los elementos del grupo que aparecen en

las ecuaciones {3.10) v (3.11).

Cuando la simetria de norma se rompe espontdneamente, los quarks ad-
quieren masa v la teoria deja de ser quiral. Por lo tanto, los campos de los
quarks tipo u v tipo d se transforman de la siguiente forma:

Biz) = Fz) = g (Zgﬁg) +g( "igﬁg) (3.14)

en esta notacién

5 ‘ - (3.15)

Las componentes de quiralidad izquierda y derecha del mismo campo se trans-
forman con el mismo elemento del grupo. El grupo de la simetria del sabor
de la forma bilineal (3.13} es el grupo 5% (2) cuyos elementos son la pare-
jas (g, g') con primer elemento g ¢ Sp(2) v segundo elemento g’ € Sr(2), ¥
g = g'. Claramente, S#%(2) C 5.(2) ® Sg(2).

Bajo la accién del grupo de simetria de familias S;(2) ® Sg(2), el término
de masa proveniente del acoplamiento de Yukawa se transforma de la siguien-
te forma:

Ly— Ll = ppfMUwg +yEMY%F + h.c. (3.16)
sustituyendo las expresiones para 'Y ¥ 2’9 obtenemos

Ly = ¥ig"MUgup + g Migy{ + hc. (3.17)
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Por consiguiente, bajo la accién del grupo de sabor $%%9(2), las matrices de
masas MY se transforman de acuerdo con la siguiente regla:

M*=g™% y M%=g'M. (3.18)

Si demandamos que el sector de Yukawa sea invariante, bajo la accién del
grupo de familias S99 (2) se debe cumplir que

M'¢ = MY (3.19)

esto es, el sector de Yukawa del Modelo Estandar tienen la simetria de familias
si la matriz de masas conmuta con todos los elementos del grupo de sabor 5;

Mg, gl=0 y [M% g]=0, (3.20)
MY es la matriz de masas de los quarks tipo u o d que tiene la simetria de

familias.

3.1.1 Representaciones tensoriales de S(2) y matriz de
masas

Con |v)s v su dual (v|s se puede formar un tensor Ts de rango 1 invariante
bajo la accién de S; por la izquierda y por la derecha

Ts=l)stels =5 () 1) 321

De la misma manera, el producto de |v}4 v su dual {v|4 forman un tensor
T, de rango 1 que se representa por la matriz

Ta=lath=5 (5 7). 322

Los tensores Ts y T4 son proyectores ortogonales y satisfacen las relaciones
Tg=TL T%=Ts, Ta=T}, Ti=Ts TsTs=TsTs=0.(3.23)
Los tensores Tg v T4 descomponen la unidad

Ts+Ta=1. (3.24)
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Hemos supuesto que el campo de Higgs no tiene indices de sabor y que es un
singlete bajo el grupo de simetria de las familias. Si tomamos valores entre
estados del vacio del campo ¢(z) tales que < 0A{z)|0 >= vy < Ojw(z)|0 >=
0, al romper la simetria de norma obtenemos la matriz hermitiana de masas
M de 2 x 2:

g_ Y (I‘% 1"32) 9z
MP= e g ) (3.25)

Con ayuda de la identidad (3.24) M? se puede descomponer en la suma de
un término invariante bajo la accién del grupo S5 y otro que no lo es,

M? = (TS -+ TA) M? (TS -+ TA)
= (TquTS + TAMQTA) + (TquTA + TAMQTS) (326)

El primer término del lado derecho (TsM?T s + T 4sM?T 4) es invariante res-
pecto de la accién de S5,

Py (TsMTs + T4MIT ) Py = (TsMITs + T,MT,).  (3.27)

En forma explicita tendriamos que este término es

\ g g
MY = TsMSTs+ T MT,=— Mqrqicowq T
g 5 st 14 A \/5 5 i 12 D12 S
» (TY + 1% .
= (B - g feonn ) 7 (329)

aqui, ¢!, es el argumento del acoplo complejo de Yukawa ~¥,. Cada uno de
los términos en el miembro derecho de la Ec. (3.28) corresponde a una de
Jas dos representaciones irreducibles. 14 v 1g, de Ss. El término

MY = (TsMT, -+ T MTsg) (3.29)

no es invariante bajo la accidén de 55 porque cambia de signo bajo la accién

del elemento P, de S29
P, (TquTA + TAMQTS) P = —Mi (330)
El término no-simétrico MY se puede escribir como

MY = AT* + AT~ (3.31)
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los tensores Tt y T~ son los siguientes

T =|v)s(v]a =+ [v) a{v]s = o3, (3-32)

T~ = i(Jv)s{v|a — [v)alv]s) = o3; (3.33)

las constantes A y A’ se pueden escribir en funcién de los acoples de Yukawa

v U Iml
A= ﬁ[r?zlsemﬁ‘ig, A= m (F%l -I'%) y tan ¢§2 = Re—f‘g(’&g@

En consecuencia, bajo la accién del grupo S5, el término de masa prove-

niente de los acoplamientos de Yukawa en el caso de dos familias se puede
descomponer en la suma de dos términos

Iy = LYS[(TSMTS + TAMTA)] + LYA[(TSMTA —+ TAMTs)] (335)

Los términos proporcionales a los tensores T y T~ mezclan las representa-
ciones irreducibles de S,.
El término Lyg es invariante bajo el intercambio del indice de familias

¥ - = Pray, (3.36)

pero el término Ly 4 cambia de signo. .

La condicién de invariancia de Ly respecto de S5 se satisface si [Yy =T, v
la fase @iy = 0, 7. Se sigue de aqui que las matrices de masas para los quarks
tipo u y d, que resultan de la condicién de invariancia de Ly bajo la accidn
del grupo de la simetrfa permutacional del sabor 5%, en la representacién
de norma, tengan la forma siguiente,

M = i(l—“l]l ng)
s V2 \I' Th

LI‘§1+I“{2(1 1)+_v_1“‘{1—1“‘{2(1 —1) (3.37)
V22 11 V22 -1 1

con eigenvalores dados por
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75

v con los eigenvectores siguientes:

|v>A=%(_11) Ivbz\%(ﬂ (3.39)

La matriz MI conmuta con los elementos del grupo S(2).

Mo = —= (P9, =T4,) (3.38)

El término de masa proveniente de la parte invariante del acoplamiento
de Yukawa toma la forma

T 1, T - I‘\d Fd
Lys =0 (L (2 )ygrs Sogd (L L) 3.40
s V2o 12 i1/ V2 F?Q Fill J ( )

Las matrices U v U9 que transforman a los campos de los quarks de la
representacion de norma a la representacion adaptada a la simetria 6 repre-
sentacidn jerarquica son:

1 1 1
Q _— _
U= 7 (_1 1) g=nu, d (3.41)

- 7 -t s .
Si llamamos 9 = U449 3 los campos en la representacion adaptada a la
simetria se obtiene:

c':%(u—&-c) u’:%(u—c)
S = %(dw) d’:%(d—s) (3.42)

La lagrangiana en la representacién jerarquica o adaptada a la simetria tiene
la siguiente forma:

v 1 Tz —T% O s
Lm — U’J U ( 11 12 Y . ) ’L’) u
Y V2 0 I +I% /0
v (Pcﬁ ~ T, 0 ) 4
F —=1 e, 3.43
v V2 0 F(fl + F£1i2 ' ( )

Vemos que en este caso particular, la matriz de masas es diagonal en la
representacién adaptada a la simetria y, por consiguiente, ésta es también la
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representacién de masas.Cada uno de los campos de los quarks, v/, ¢ y d', ¢/,
queda asf asignado a una representacién irreducible de S;. En el caso general
de N (> 2) familias, la representacién adaptada a la simetria, en general, no
es diagonal.

Las masas de los quarks serdn positivas definidas si se cumple que I'}; > I'}y
y I'd, > I'd,. Esta condici6n establece una jerarquia de familias para el caso
de dos familias

mz > m. m2 > m; (3.44)

En el caso particular en el cual I'Y; = 'Y, solo un quark de cada sector ad-
quiere masa v la jerarquia de masas es maxima.

Como la matrices U? y U" que diagonalizan a los quarks u y d respectiva-
mente son iguales, U% = UY, la matriz de mezclas de los quarks 'V, para dos
familias conocida como la matriz de Cabibbo,

Vv, = Uy (3.45)

es la matriz unidad y no mezcla a los campos de quarks

V, = ((1] ‘1)) (3.46)

. . . . . , . o
Esto es, la invariancia de Lyg respecto de la simetria permutacional S5

implica que el d4ngulo de Cabibbo sea nulo. Para obtener un valor no nulo
del 4ngulo de Cabibbo es necesario romper la simetria permutacional S,.

3.1.2 Rompimiento de la simetria S(2) y el dngulo de
Cabibbo

En la subseccién anterior, derivamos la matriz de mezclas de los quarks a
partir de mairices de masas con simetria permutacional 83”9 exacta; en este
caso, las matrices de masas con simetria S5 tienen dos eigenvalores distintos
y diferentes de cero, la matriz de mezclas de los quarks que se obtiene no
tiene parametros libres, y el dngulo de Cabibbo es nulo e independiente de
las masas de los quarks. La matriz de mezclas de los quarks para dos familias
tiene s6lo un parametro libre, éste es el 4ngulo de Cabibbo. El valor central
experimental del 4ngulo de Cabibbo es 12.9°, y por lo tanto, diferente de cero.

. . . . o
Es claro que con matrices de masas con simetria permutacional S5* exacta,
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no se reproducen los valores experimentales conocidos del dngulo de Cabibbo.
Si deseamos explicar [a jerarquia de mezclas de los quarks como consecuencia
de la jerarquia de masas y la simetria del sabor, debemos romper la simetria
permutacional del sebor S%% y encontrar un patrén de rompimiento de ia
simetria permutacional que nos dé una relacién no trivial entre el dngulo
de Cabibbo vy las masas de los quarks que nos permita reproducir los datos
experimentales.

La matriz de masas con simetria permutacional exacta M% de la Ec. {3.37)

se puede escribir de la manera siguiente:

q_”(rgl_F§2)<1 OJLUF%(I 1) -
My = T (0 ) T2 (] (3.47)

el primer término del lado derecho de esta ecuacidn es proporcional a la
matriz unidad y por lo tanto conmuta con todos los elementos del grupo.
Este término tan sélo corre la escala de la masa de los quarks.

Antes de romper la simetria de familias, haré la suposicién (ansatz) siguiente:
El término proporcional a (T'Y; —I'Y,) no contribuye a la matriz de masas con
simetria permutacional exacta.

esto es, en la parametrizacién de la Ec. (2.2) tomaré,

I =T, (3.48)

de este modo, eliminamos un parametro de la matriz de masas de cada sector,
la matriz de masas queda como:

q_'b’l—ﬂfz (1 1)
My="2 (1 1) (3.49)

Cuando la simetria de familias es exacta, esta condicién da una masa no nula
al quark de la segunda familia en cada sector; el otro quark de cada sector
queda sin masa y la jerarquia de masas es maxima.

Rompemos la simetria permutacional del sabor S&% de la matriz M,
sumando a M} la matriz MY

: (3.50)

2 At
MY = AT+ AT = ( A @‘4)

A" —A
los tensores T v T~ se definieron en las ecuaciones (3.32), (3.33) en términos
de los eigenvectores | v)s y | v)a que se transforman como los singletes
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simétrico y antisimétrico respectivamente; las constantes A y A’ estdn dadas
en la Ec. (3.34). ‘

La matriz de masas resultante en la representacién de norma o débil, es la
sigulente:

Mj, = Mi+Mi,

D/1 1 A A
=3 (1 1) * (z’A’ A ) (3:51)
donde
D= %vrg? (3.52)

En la representacién adaptada a la simetrfa, la matriz de masas tiene la
forma siguiente:

0 [Alge )

[ p—
MH - (lAlqeigbq Dq (3.53)

en esta expresion

Al
| Al = V A7+ A7 4 ¢q = tan ™ Zg' (3.54)
¢

la matriz de masas que se obtiene es hermitianay tiene tres pardmetros libres,
|Alg, D, v la fase ¢y. En la literatura, las formas especiales de las matrices
de masa que se obtienen de alguna condicién de simetria, se llaman texturas
de las matrices de masa; la forma (3.53) de la matriz de masas se conoce
como una textura de un cero.

Conviene expresar dos de los tres pardmetros libres de la matriz de masas en
términos de las masas de los quarks

q _ mlq 0
Mdiag - ( 0 _m2q> H (355)
los subindices 1,2 se refieren a los quarks u, ¢ en el sector de quarks tipo u,
v a los quarks d,s en el sector de quarks tipo-d. Por conveniencia, tomamos
un valor negativo para la masa de los quarks de la segunda familia en cada
sector. Para campos fermidnicos, el signo de la masa es irrelevante ya que
puede cambiarse por una transformacién quiral

Yrs = Uy = €7 21hpy Yy thpe — Uy = e T gy (3.56)



74 Simetria del sabor para dos..

esta transformacién cambia el signo de la masa my v deja invariante al resto
de la lagrangiana.
Del determinante y la traza de Mg, - v MY obtenemos que

| Alg = magma, y Dy =mag — mag. (3.57)

La matriz de masas M% se puede escribir como el producto de una ma-
triz de masas MY, real y simétrica, y una matriz diagonal de fases P, =
diag(l, e~*?¢) de la siguiente manera;

M} = P,M%Pi. (3.58)

La matriz real y simétrica M% se puede diagonalizar mediante una transfor-
macién ortogonal

M§ = O,M3,,,07. (3.59)

Mj,,, estd dada en la Ec. (3.55) y O, esté dada por la expresién siguiente:

oq=\/“1_( - _\/1%) (3.60)
m’)q

Mag
Después de diagonalizar las matrices de masas M,, obtenemos la matriz de
mezclas de los quarks V¥ como

vV = 0TP,_ ;0,4 (3.61)

donde P,,_4 es la matriz diagonal de fases relativas del sector u v d.
P._q = diag[l, 7] y b = ¢, — g, (3.62)

la fase ® es el finico parametro libre de la matriz de mezclas V. La matriz
Vit gs la siguiente:

1 Ny, My 1% iy z@
Vb — — 1 - ( +m1, 1\776 o ;{g{_ \/; )(3.63)
\/(l—ra‘;—)(l{—aﬁ) Me Ms

Para la magnitud de los elementos de la matriz de mezclas obtenemos,

| Vﬁé _ \/(1 + 1/mc cos <I)) + ﬁ—z%senhb (3.64)
u J a2 ()
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2
. \/(—,/ﬁ—f—t—,/%cosé) +%‘:—sen2<b

|V |=
J@=2) (1 2)

3.1.3 Equivalencia de fase de V#* y V©

(3.65)

La parametrizacién de la matriz de mezclas para dos familias de quarks
conocida como matriz de mezclas de Cabibbo V¢ es la siguiente:

cos e senﬂc) (3.66)

Vo= (—sen@c cos o

esta matriz de mezclas tiene sélo un parédmetro libre f¢; éste es el dngulo de
Cabibbo.

En la base en la que las matrices de masas son diagonales, las corrientes
cargadas toman la forma siguiente:

Jb = %Qﬁzﬁvz;*wij- (3.67)

Una, redefinicién de las fases de los campos de los quarks
Wi = ¢! = Xy (3.68)

deja las matrices de masas, las corrientes J£ y las magnitudes | Vi1, inva-
riantes; pero cambia los argumentos de los elementos de la matriz de mezclas
Vi

3
. T in
Vi VI = eV e (3.69)

Las fases x¥ y x4 se fijan demandando que las entradas correspondientes
en V& y VI sean iguales, esto es:

Vi = V| s -0 = VE | e | (3.70)

3 vth — yvC
En esta expresién hemos supuesto que Vi = V..

C

Como las magnitudes | Vgl | y | V§; | son iguales, los argumentos de los
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elementos de matriz en el lugar (¢, 7) en las dos parametrizaciones estan
relacionados por el siguiente conjunto de cuatro ecuaciones:

Xy — X:, = u:f wg con. i, j=1, 2. (3.71)

Estas ecuaciones relacionan las diferencias de las fases no observables de
los quarks con las diferencias de los argumentos de las entradas correspon-
dientes en Vth v VC Estas dos parametrizaciones de la matriz de mezclas
son representacmnes del mismo conjunto de datos experimentales v, por lo
tanto, deben ser equiv aientes En VC todos los argumentos son conoc:tdos
wl =uh =wl =0y wh =47, Como las fases de los quarks no son ob-
servables, podemos fijar una de las fases y resolver para las otras sin pérdida

de generalidad. Si tomamos x{ = 0 obtenemos:

xi =0

X5 = wi—uwi

Xp = wi

Yy = wiFa (3.72)

Asi que las matrices diagonales de fases requeridas para calcular la matriz
tranformada V;, son:

« = diagle™it, T y = diag[1, @] (3.73)
Con avuda de estas ecuaciones, verificamos que la ecuacién
I VHhy, =VC (3.74)

se satisface como una identidad si IV”ZJ = |V

Las relaciones de fase entre los determinantes de las dos matrices V¥ y
V' se obtienen de
det VI = det [, VEx1] (3.75)

El determinante de V< es uno, y el determinante de V** es ®; asf que esto
nos da la ecuacion

O —xh =2 (3.76)
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Con ayuda de las ecuaciones (2.2), obtenemos que
whruwh=06 y uwlitwliFas=2. (3.77)

De este modo, en el caso de dos familias, hemos demostrado explicitamente
en las Ecs. (3.74), la equivalencia hasta un refasamiento de los campos de los
quarks de las dos parametrizaciones de la matriz de mezclas. Como ambas pa-
rametrizaciones tienen un sélo pardmetro libre, ¢ v @, estos dos parametros
no son independientes. Podemos usar la igualdad entre las magnitudes,

| ViEi=| VS (3.78)

para encontra la relacién funcional entre ambos,

Me Ms

(m + T_@al) _ (1 + %) (1 + %;i) sen’fc

cos® = (3.79)

2/ e
Si ahora sustituimos en la Ec. (3.79) los valores numéricos de las masas
de los quarks de la primer familia de cada sector, tomados del trabajo de

Fusaoka y Koide [65] v evaluados a la energia del quark top,

My = 3.25+0.09 Mev, mg = 4.40 £ 0.64 Mev  (3.80)
para la segunda familia de cada sector usamos los valores siguientes:

me = 760 £ 0.09 Mev, ms =100+ 6.0 Mev (3.81)

el valor de m.(m;) se calculé reescalando a 1 = my el cédlculo reciente de
Pineda ¢ Yndursin [86] e Yndurdin [66]. EI valor de m,(my) esta de acuerdo
con la tltima determinacién realizada por la colaboracién ALEPH, obtenida
del estudio de los decaimientos del T que involucran kaones [87].

El valor numérico del dngulo de Cabibbo es

senflc = 0.2225 + 0.0035. (3.82)

Si calculamos el valor de ® manteniendo fijas las masas en sus valores cen-
trales, y tomamos el valor central del dngulo de Cabibbo; obtenemos que
$ = 97°. De la ecuacién (3.79), se ve claramente que tomando my ligera-
mente arriba de su valor central my = 4.6 Mev, ocurre una cancelacién de
términos y podemos tomar como solucién el caso en el que

cos ®* =0, y " = 90°. (3.83)
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- .
H
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_'E‘.};"\r’al@pde la,fase':@‘ A o compatible con los valores experimentales del
fusngulo de Cabibbo, senfe = 0.2225 + 0.0035.

La matriz de mezclas V** se derivé directamente de la matriz de masas que
se obtiene del esquema de rompimiento de la simetria de familias; la simetria
supuesta en el anzatz da como resultado una relacidén funcional entre el senfc
v los cocientes de masas m,/m., mg/m, Por consiguiente, el dngulo de
Cabibbo en funcién de las masas es

.= Lt A"

senfly, = me T s : (3.84)
20 E)

(=

En este caso particular de dos familias, la matriz de mezclas de los quarks
V™ derivada de la simetria permutacional tiene un s6lo pardmetro libre, la
fase ®; como la parametrizacién de Cabibbo tiene también un sélo pardmetro
libre, la matriz de mezclas V** no tiene un valor predictivo.



Capitulo 4

Simetria del sabor para tres
familias de quarks

4.1 Simetria permutacional de tres familias

Con objeto de extender las ideas y conceptos de la simetria permutacional del
sabor que se utilizaron en el caso de dos familias, analizaré en este capitulo
el caso de tres familias. ‘

En el Modelo Estindar, fermiones analogos en diferentes generaciones, diga-
mos 4, ¢, t v d, s, b en el caso de tres familias, estdn igualmente acoplados a
los bosones de norma de las interacciones fuertes, débiles y electromagnéticas.
Por consiguiente, antes del rompimiento espontaneo de la simetria de norma
y antes de que adquieran masa los fermiones, el contenido fisico del Modelo
no cambia si se intercambian los nombres de las familias; es decir, si se inter-
cambian u, ¢y t 6 d, s y b. Esto significa que, antes del rompimiento de la
simetrfa de norma, la lagrangiana del Modelo Estandar es simétrica respecto
del grupo de permutaciones del sabor. En el caso de tres familias, éste es
el grupo S5 de permutaciones de tres objetos que son el nombre del sabor
de los quarks en diferentes generaciones de cada sector. En el capitulo, 2 el
nombre del sabor se denoté con un indice de sabor o indice de familia.

La lagrangiana de Yukawa para tres familias de quarks se escribe de la
siguiente manera:

3 3 .
Ly=%% {Qir‘z;@l 220, + Qriel =% Q) (4.1)

=1 j=1 2

79
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donde ¢4, @2 v (3. denotan los dobletes de isospin débil de los quarks y
* o(z) es el campo de Higgs

@(m)::;%E{h(w)1-+iuh(x)aa} (4.2)

Los dobletes de isospin débil se expresan de la siguiente manera:

at = (40) = (5)

_ dw))__(¢§@ﬂ)
o) = (5) = (i
i(z) ) (&é‘(ﬁ))
) = =17 . 4.3
Conviene reordenar los términos de (4.1) y escribir Ly en funcidn del espinor

¥q, cuvas componentes se definen en el espacio de familias como se hizo en
el capitulo 2 en las Ecs. (2.3) y (2.4},

u(z) oy ()
PHe) = | cda) | = | vi(z)
t(z) 0y (@)
d(z) v ()
Wiz) = | s(@) | = | vilz) (4.4)
b(z) ()

Esto equivale a introducir un espacio Euclideano real de tres dimensiones
L3. Una base ortogonal v normalizada de este espacio esté formada por los
vectores

1 0 0
n=10], B=]1 y  B=|0]. (4.5)
0 0 1

El grupo S; tiene seis elementos: la identidad y las permutaciones de los
indices 1, 2 v 3. La representacién matricial del grupo Ss en el espacio L estd
constituida por las matrices que intercambian los indices de sabor. Definimos
el grupo S3 6 S(3) como el grupo de permutaciones de tres objetos. El grupo
5(3) es un grupo no abeliano v estd formado por tres permutaciones pares y
tres Impares

{e, Puay, Pusy, Posy, Pasy Pagy, P(13}P(23)} : (4.6)
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La representacién matricial real de 3 x 3 estd dada por las matrices si-
guientes:

i 060 01 0
e = 0 1 0 y P(lg) A A.]_ =11 0 0 ,
0 01 0 0 1
0 01 0 0
P(lg) « A;,=10 1 0 , P(gg) — A3 =10 0 11,
1 0 0 01 0
010 0 0 1
P(lg)P(l’z) —A;=10 0 1}, P(l,g)P(g,g) A;=|[1 0 0 (47)
1 0 90 0 10

Las matrices que representan a los elementos de S3; son matrices ortogo-
nales; es decir, el transpuesto de cada elemento del grupo es su inverso. En
la representacién real de matrices de tres por tres de S, el subgrupo formado
por los elementos e, Ay y A tienen determinante uno y son matrices de ro-
tacién; los elementos restantes tienen determinante —1 y no son rotaciones.
La tabla de multiplicar de los elementos del grupo S(3) es la siguiente:

Tabla 4.1: Tabla de multiplicar del grupo S(3)

e Al AQ A3 A4 A.5
e e A.]_ Ag A3 A4 A5
A.]_ A1 e A5 A4 A 3 Ag
AQ AQ A4 e A5 A1 A3
A3 Ag A5 A4 e A2 A1
A4 A4 Ag A3 A1 A5 e
A5 As Ag A.]_ Ag e A.4

El espacio L tiene dos subespacios invariantes bajo la accién de S3 que co-
rresponden a las dos representaciones irreducibles de Ss: un singlete simétrico
y un doblete de simetria mixta. El conjunto de los vectores de L3 invariantes
bajo la accién del grupo S es el subespacio invariante Vg. Este subespacio
es unidimensional, sus elementos son los vectores proporcionales al vector
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{v)s definido como

1
1
v)s = 7 1 : (4.8)

El vector |v)g es un singlete de Ss, es el singlete simétrico.

El espacio Ls tiene tres dimensiones, por consiguiente, el subespacio V5 orto-
gonal a Vg tiene dos dimensiones. Tambien V3 es un subespacio invariante
bajo la accién de S3. Debemos elegir una base apropiada para el subespacio
vectorial V. Tomaremos el conjunto de vectores |v)ss v lu)os ortogonales
entre si, ortogonales a [v)s v normalizados a la unidad

1 1 1

whea=—= | -1 y wies=—7 1 |. (4.9)

vz {5 7\

Los vectores |v)g, |v)ea v |v)2s forman una base completa de Ls.

Los vectores de V; son combinaciones lineales de |v)o4 v |v)25. Los vectores
V)24 ¥ |U)og son antisimétricos v simétricos respecto de las permutaciones
de los dos primeros indices del sabor.

El acoplamiento de Yukawa en la notacién de familias (4.4} es

3 3
= Z): (ULZ SOV + ijl"d @bLI) + h.c. (4.10)

Antes del rompimiento de la simetria de norma, los quarks no tienen masa
v la teorfa es quiral. Por lo tanto, los espinores izquierdos y derechos se
transforman independientemente. Esto es

, ¥l (@)
vile) = if(z) = g | ¥ilz) (4.11)
w3 {z)
e, igualmente para los espinores derechos
, Yir(z)
Ur(z) = vgle) = g vi(@) (4.12)
Vir(2)

g ¢ 51(3) actiia sobre los espinores izquierdos, v § € Sg(3) actila sobre los
espinores derechos.
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Asf pues, el grupo de la simetria permutacional del sabor de la forma bilineal
(4.1) es S{3) ® Sg(3), cuyos elementos son las parejas (g, &) con g € S¢(3)
vy & € Sr(3).

Bajo la accién del grupo de sabor Sz{3) ® Sgr(3}, las corrientes cargadas se
transforman de la siguiente forma:

TE 5 JF = dpyl + hee. (4.13)
sustituyendo las expresiones para 1y y ¥, se obtiene:

T.E = die gl + he. (4.14)

De esta expresién, queda claro que las corrientes cargadas J;—L quedaran in-
variantes bajo las transformaciones del grupo de simetria de sabor si y sélo
si g, ¥ ¢ son la misma matriz. Esto es, la condicién de invariancia de las
corrientes cargadas bajo la accién del grupo de simetria de las familias im-
plica que los campos de los quarks tipo u y tipo d se transformen con el
mismo grupo y con el mismo elemento del grupo. A esto se debe que no
hayamos puesto un indice u o d en los elementos del grupo que aparecen en
las ecuaciones (4.11) y (4.12).

Cuando la simetria de norma se rompe espontdneamente, los quarks ad-
quieren masa y la teorfa deja de ser quiral. Por lo tanto, los campos de los
quarks tipo u y tipo d se transforman de la siguiente forma:

o W@\ (¥R
Pi(a) = §00) = g| vho) | +el whals) |, (413)
W)  \ ¥R

las componentes ¥'% v 9% se definieron en Ia Ec. (3.15). Las componentes de
quiralidad izquierda y derecha del mismo campo se transforman con el mismo
elemento del grupo. El grupo de la simetria del sabor de la forma bilineal
(4.14) es el grupo S%49-(3) cuyos elementos son la parejas (g, g') con primer
elemento g € S.(3) y segundo elemento g’ ¢ Sg(3), y g = g'. Claramente,
Gdeg. (3) C SL(3) & SR(3)

Bajo la accién del grupo de simetria de familias S;(3) ® Sr(3), el término
de masa proveniente del acoplamiento de Yukawa se transforma de la siguien-
te forma:

Ly— L, = ¢pFM“$g -+ $iM%7 + hec. (4.16)
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sustituyendo las expresiones para 17 y ¢ obtenemos
I, = Jig M guh + Dhs Mgyl + hec (4.17)

Por consiguiente, bajo la accién del grupo de sabor §%29(3), las matrices de
masas MY se transforman de acuerdo con la siguiente regla:

M¥=g'M%s y M?%=g'Mig. (4.18)

Si pedimos que el sector de Yukawa sea invariante, bajo la accién del grupo
de familias S%%(3) se debe cumplir que

M'? = MY (4.19)

esto es, el sector de Yukawa del Modelo Estdandar tiene la simetria de familias
si la matriz de masas conmuta con todos los elementos del grupo de sabor 53

Mg, gl=0 y  [M$ g]=0, (4.20)

MY es la matriz de masas de los quarks tipo u 6 d que tiene la simetria de
familias.

4.1.1 Representaciones tensoriales de S(3) y matriz de
masas

Con |v}s v su dual {(vlg se puede formar un tensor Ts de rango 1 invariante
bajo la accidn de 53 por la izquierda y por la derecha

L1 11
Ts=lv)sfvls=5|1 1 1| (4.21)
11 1

El tensor Ty que se define por la ecuacion

T,=1-Ts (4.22)

2 -1 -1
-1 2 -1, (4.23)
1 -1 2

Ty

| =
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conmuta con las matrices de la Ec. (4.7) que representan a los elementos de
Ss y, por consiguiente, es invariante bajo la accién de Giag,

Los tensores T y T3 son proyectores ortogonales y satisfacen las relaciones
Ts=Tf, Ti=Tg Ty=T) Ti=T,y TsT,=TyTs=0. (424)

El tensor T, proyecta sobre el espacio invariante V. Los tensores Tg y T»
descomponen la unidad

Te+Ty=1. (4.25)

El producto de |v)24 v su dual (v|z4 forman un tensor T24 que se representa
por la matriz

1 1 -1 0
TQA - |’U>2A(’U|2A = 5 -1 1 0f. (426)
0 0 0

De la misma manera, el producto de |v)as ¥ su dual {v|ss forman un tensor
T,< que se representa por la matriz

1 1 =2

1
ng = I’U)gs(’l)lgs = 6 1 1 -21. (4.27)
-2 -2 4
Se verifica que
Ty = Tys + Tay (4.28)

donde Ty¢ v T24 son proyectores ortogonales.

Hemos supuesto que el campo de Higgs no tiene indices de sabor y que es un
singlete bajo el grupo de simetria de las familias. Si tomamos valores entre
estados del vacio del campo ¢(z) tales que < 0jh(z)[0 >= vy < Ow(x)|0 >=
0, al romper la simetria de norma obtenemos la matriz hermitiana de masas
M? de 3 x 3:

, (Th Th Th
M= | T Th T (4.29)
Ty T T

cada uno de los elementos de la matriz de masas se puede escribir como

v

My = o

I%es, 4,j=1,2,3 si i#j y
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=~
V2

en estas expresiones ¢;, es la fase del elemento ij de la matriz de masas.
Con ayuda de la identidad (4.25) M? se puede descomponer en la suma de
un término invariante bajo la accién del grupo S5 y otro que no lo es,

M{ = —T% i=1,23 si i—j (4.30)

M? = (Tg+ Ty) M (Ts + Ty)
= TsMYTs + ToMIT, + (TsMIT, + ToMOTs) (431

Los dos primeros términos en el miembro derecho de esta ecuacidén corres-
ponden a una de las dos representaciones irreducibles 1g y 2, de S53. EI
primer término del lado derecho T¢M9T g es invariante respecto de la accién
de Sp(3) x Sg(3). En forma explicita tendrfamos que este término es

ML = T¢MTy

i{rfl + 1% + T4
V2 3
20| cos ¢f; + 2|1, | cos of; + 2|0'Y;| cos ¢, }T
5-
3

+ (4.32)
El segundo término en el lado derecho de la Ec. (4.31) nos da las proyecciones
de la matriz de masas en el doblete de 53, este término se escribe de la manera
siguiente:

TyMOT; = TpaM Ty + TysM9Tos + (TpaMTys + TosMTy,) .(4.33)

Bajo la accién del grupo de permutaciones de los primeros dos indices de fami-
lias, S(2), los primeros dos términos en el miembro derecho de esta ecuacidn
se transforman como un singlete antisimétrico vy un singlete simétrico con
componentes 24 v 25, €stos son los elementos del doblete de Ss.

El término antisimétrico es el siguiente:

1
Ty M T4 = B (Tf; + '35 — 2|1, | cos ¢15) Taa- (4.34)

Para el término simétrico obtenemos

1
TosMi Ty = E{F(III + T3 + 4% + 21, | cos 0,
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~ 4( Tl cosgh + [T cosgly) JTas.  (4.35)

Fl tercer término en el miembro derecho de la ecuacién (4.33) mezcla las
componentes del doblete

ToaMiTog + TosMITy4 = {Ftﬁ — T4y — 2|T{5] cos @5 + 2|T'%;] cos ¢%3}T+

~2fPtylsendt, — [Phlsend, — [Thslsengs T~

(4.36)
Los tensores que ocurren en el lado derecho de la Ec. (4.36) son los siguientes:
1 1 0 -1
T+ = ﬁ 0 -1 1 = |‘U)25(U|2A + I'U)QA(’U|25 (4.37)
-1 1 0

0 —i 2
T = "\}—?—) (jz 2 —OZ) = i(|v)2s(vl2a — [v)2a{vl2s) (4.38)

Los términos proporcionales a los tensores TT y T~ mezclan las componentes
del doblete de S3. El tercer término de la Ec. {4.31)
MY = (TsMT; + ToMTs) (4.39)

no es invariante bajo la accién de S§**9,

AT (T MYT, + ToMITg) A; # MY (4.40)

El término no-simétrico M% mezcla las representaciones irreducibles de sin-
glete y de doblete de S;. Este término se puede escribir como

Mgt = (TSMqT2A + TQAMqTS) + (TSMqT25 + TosMT5) . (4.41)
El primer término en el lado derecho de esta ecuacién (4.41) se escribe de la
manera siguiente:
1

(TsM9Tyy + T24MTg) = E{P(fl — T4, — |T33] cos ¢35 + |Tis| cos ¢(f3}
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2 0 1
x 10 -2 i
1 -1 0
1 :
+ {2mtalsenst, [T lsenoty + Thlsendts |
0 -2t —
x l2e o qi]. (4.42)
. —i 0

El segundo término de (4.41) es el siguiente:

1 ,
TsM¥Tys + TosMiTg = E{F% + 'y — 2185 + 2|12 | cos 1,

2 2 =1
— |T3s]cos g — [I'5] cos C.ﬁ‘fs} 2 2 -1
-1 -1 -4
1 0 0 —
+ 3{|I"§3|sen¢‘f3 -+ [PESEsem;')gg} 0 0 —i}, (4.43)
- 1 ¢ 0

los términos proporcionales a estos tensores mezclan las representaciones irre-
ducibles de singlete v doblete de S;. EI tensor Tz rompe la simetria per-

mutacional 53 v mezcla la componente simétrica 2g del doblete de S con el
singlete de 53

2 2 -1
1
Tz= 33 _21 _21 :i = [v)5(v]2s + |v)2s{v]s- (4.44)

Este tensor se puede escribir como la suma de dos términos

, (11 0 L [0 01
,=——[11 0 |- 00 11. 145
3V2\p o —2) 3V21; 1 g 49

En el capitulo siguiente veremos la utilidad de esta descomposicién del ten-

sor Tz yva que esta propiedad de Tz servird para caracterizar el patrén de
rompimiento de la simetria.
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En consecuencia, bajo la accién del grupo Sdad  e] término de masa prove-
niente de los acoplamientos de Yukawa en el caso de tres familias se puede

descomponer en la suma de tres términos:
Ly = LYS[TSMTs] + Lyg[TgMTg] -+ LYA[(TSMTQ + T‘ZMTS)] (4.46)
El término Lyg es invariante bajo el intercambio del indice de familias

by = A, (4.47)

pero los términos Ly 4 ¥ Ly2 no lo son.

La condicién de invariancia de Ly respecto de Sp(3) x Sr(3) se satisface si se
anulan los coeficientes de las ecuaciones (4.34), (4.35), (4.36), (4.42) y (4.43),
esto es:

(Ftlll + T3y — 2|, cos P12) = 0
T, + 19, + 4TY, + 2|T%| cos ¢, — 4 (|T%;] cos ¢35 + {Ti3|cos¢fz) = O
T, — I, — 2|T%| cos ¢f; + 2|45 cos g3 = 0
[Ts]sengls — |F'{2|sen¢‘f2 - 1T§3|sen¢>§3 = 0
T4 — T — [Tisjcosdds + [Tslcos gl = 0
9|, senddy — [Thsisendds + [Tis|sengls = 0O
If, + 9 — 2T + 2|T'{5| cos ¢y — T[9! cos ¢d; — \T'{3| cos ¢ls = 0
ITYs|sendls + |T9;]sengds = 0
(4.48)

Estas condiciones se satisfacen si ['¥; = I‘fj para todos los valores de 7, j

de uno a tres y si las fases toman los valores ¢, = 0, 7, y ¢13 = ¢33 = 0.
Se sigue de aqui que las matrices de masas para los quarks tipo u y d, que
resultan de la condicién de invariancia de Ly bajo la accién del grupo de la
simetria permutacional del sabor Sy,(3) x Sg(3), ticnen en la representacion
de norma, la forma siguiente:

| 111
My = “arglfi o1 (4.49)
V2T 1

con eigenvalores dados por




90 Simetria del sabor para tres..

Ma=0 oy /\3=fﬁ31“%3, (4.50)

v con los eigenvectores siguientes:

1 1 1

1
V)ga = —= | —1 Tlog = —= | 1 vyg=—| 1| {451
|)2A\/§0 [)25\/6_2 |)3\/§1(a)
La matriz M% conmuta con los elementos del grupo S(3).

Las matrices U® y U? que transforman los campos de los quarks de la
representacién de norma a la representacién adaptada a la simetria 6 repre-
sentacidn jerarquica son:

1 v3 1 V2 -
U =% ws/g _12 \\g q=mu, d. (4.52)

Si llamamos 2'® = U9 a los campos en la representacién adaptada a la
simetria se obtiene:

1 1 i
t’zﬁ(¢§;¢g+ug) C’_ﬁ(w%ﬁ“% 2¢5) “’2%(%—%
1 1 \
b ﬁ (’U/(li i ’U/gd + ’L’)éi) s ﬁ (’@/1 + g Q’U)g) d = 7 (’Lf)f ’bg}

De este modo, se asigna el quark pesado al singlete vy los dos quarks ligeros a
cada una de las componentes del doblete de esta manera cada campo de un
quark queda en una representacién irreducible de S3. La lagrangiana en la
representacién jerdrquica o adaptada a la simetria tiene la siguiente forma:

00 0y
L}n}:ﬁsrufuggcl)w
0.0 0y

- \/§3P33?"’ 882@. (4.54)

Vemos que en este caso particular, la matriz de masas es diagonal en la
representacion adaptada a la simetria y, por consiguiente, ésta es tambien ia
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representacién de masas. Cada uno de los campos de los quarks, ', ¢ t'y
d', s' i, queda asi asignado a una representacién irreducible de S3. Como la
matrices U9 y U que diagonalizan a los quarks u y d respectivamente son
iguales, U¢ = UY, la matriz de mezclas de los quarks V para tres familias
conocida como la matriz de Cabibbo Kobayashi y Maskawa,

VvV =U"uY, (4.55)

es la matriz unidad y no mezcla a los campos de quarks

100
v=|0 1 0]. (4.56)
00 1

Esto es, la invariancia de Lygs respecto de la simetria permutacional ngg
implica que los dngulos de mezcla sean nulos y que no tengan una relacién
funcional con las masas de los quarks. Para obtener un valor no nulo de los
angulos de mezcla y encontrar la relacién funcional entre dngulos de mezcla
v masas de los quarks, es necesario romper la simetria permutacional Ss.
Por analogia con el caso de dos familias de quarks, para obtener la matriz
de mezclas de los quarks a partir de la simetria de familias, es necesario
romper la simetria permutacional del sabor S3. Para romper la simetria
permutacional Ss, basta sumar a la matriz de masas de los quarks de la
Ec (4.49) otros tensores con propiedades de transformacién definidas bajo la
accién del grupo S;. Esto se verd en el signiente capitulo.
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Capitulo 5

La matriz de mezclas a partir
del rompimiento de S7,(3) ® Sp(3)

5.1 La matriz de mezclas de las texturas de
Fritzsch

El interéds en las simetrias horizontales o del sabor (texturas de las masas)
ha sido reavivado recientemete por el valor grande de la masa del quark
top y la muy acentuada jerarquia de masas [50]-[57]. Una simetria per-
mutacional del sabor ha sido propuesta por muchos autores con el objeti-
vo de poner constricciones en las matrices de masas de los fermiones y en
los pardmetros de mezcla [58]-[63]. Recientemente, se han propuesto va-
rios esquemas del rompimiento de la simefria basados en el grupo discreto
no-abeliano Sz.(3) ® Sg(3), el cual se rompe de acuerdo a la siguiente cade-
na: Sz(3) ® Sr(3) O Si(2) ® Sr(2) D Suiee(2). El grupo S(3) trata tres
objetos simétricamente en tanto que la naturaleza jerarquica de las matrices
de Yukawa es una consecuencia de las representaciones 1@ 2, de S(3) que
tratan a las tres generaciones de manera diferente. Distintos ansétz para el
rompimiento de la simetria permutacional dan origen a diferentes matrices
hermitianas de masas M, del mismo tipo modificado de Fritzsch; las cuales,
en una base adaptada a la simetria, difieren en el valor numérico de la razén
ZY? = %ﬁg En ausencia de un argumento fisicamente motivado para fijar el
valor de Z'/2, varios autores [50]-[52], {55], [56], [68]-[72] han propuesto dife-
rentes valores para Z'/2. En este capitulo, se clasifican diferentes esquemas
del rompimento de la simetria en términos de las representaciones irredu-

93
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cibles de un grupo auxiliar 5(2). Después, diagonalizando las matrices de
masas, obtenemos relaciones exactas explicitas para los elementos de la ma-
triz de mezclas Vo, €l invariante de Jarlskog J, v los tres angulos internos
del tridngulo unitario en términos de las razones de masas de los quarks, €l
pardmetro que mezcla la simetria; y una fase que viola CFP. Un ajuste de x?
de las expresiones tedricas a los valores absolutos de los elementos de la ma-
triz de mezclas Vg, experimentalmente determinados da una indicacién
clara v precisa del patrén del rompimiento de la simetria Sz{3) ® Sg(3) que
se realiza en la naturaleza. Expresiones explicitas, simples para las corres-
pondientes texturas de masa son obtenidas del “mejor” valor del pardmetro
de mezcla ZY2. De esta manera obtenemos una parametrizacién explicita
de la matriz de Cabbibo-Kobayashi-Maskawa en funcién de las cuatro ra-
zones de masa my /My, Me/My, Ma/my, ms/my ¥ un pardmetro ZY? que
mide cuanto se mezclan el singlete v el doblete y una fase que viola CP
en excelente acuerdo con la irformacién experimental acerca de las mezclas
de los quarks v violacién de CP en el sistema K° — K° y los datos sobre
oscilaciones del sistema B2-B° més recientes. El plan de este capitulo es el
siguiente: en la seccién 5.2 revisaremos algin trabajo previo sobre el rompi-
miento de la simetria permutacional del sabor. En la seccidén 5.3 se hace un
anglisis breve de teorfa de grupos de la textura modificada de Fritzsch. La
siguiente seccién estd dedicada a la derivacién de expresiones explicitas para
los elementos de la matriz de mezclas CK M y el invariante de Jarlskog J
en términos de las razones de masas de los quarks v el pardmetro de mezcla
ZY2. En la seccién 5.5 extraemos el mejor valor de Z1/2 de un ajuste de
x* de nuesiras expresiones tedricas a los valores absolutos de las entradas
en |V57Ey| determinados experimentalmente. La interpretacién del “mejor”
valor de Z1/2 en términos del anélisis hecho en las secciones 5.2 y 5.3, v la
derivacién de las correspondientes “mejores” texturas de masa se hace en la
seccién 5.6. La parametrizacidon resultante de la matriz CK 3 en términos
de cuatro razones de masa y una fase que viola CP es comparada con la
informacién experimental relevante en la seccidén 5.7. Este capitulo termina
con un resumen de resultados y algunas conclusiones.

5.2 Simetria permutacional del sabor

En esta seccién revisaremos algin trabajo previo del rompimiento de la si-
metria permutacional del sabor. En el Modelo Estdndar, fermiones analogos
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en diferentes generaciones, digamos u,cy ¢t o d, s ¥ b, tienen acoplamientos
idénticos a todos los bosones de norma de las interacciones fuertes, débiles
y electromagnéticas. Anteriormente a la introduccién del boson de Higgs v
los términos de masa, la lagrangiana es quiral e invariante con respecto a
cualquier permutacién de los campos de quarks derechos e izquierdos. La
introduccién de un bosén de Higgs v de los acoplamientos de Yukawa da
masa a los quarks v a los leptones cuando la simetria de norma se rompe
espontaneamente. Los términos de masa de los quarks en la lagrangiana,
que se obtienen tomando el valor esperado entre estados del vacio del campo
de Higgs en el término de acoplamiento de los quarks al campo de Higgs, dan
origen a las matrices de masas My v M, de los quarks

Ly = qg1Myqep + Qur My g + h-C.. (5.1)

En esta expresién, dq 1. z(Z) ¥ Qu,z,r(2) denotan los campos d- y u- de quarks
en la base de las corrientes o débil, q,(z) es una matriz columna , y sus
componentes q, x(z) son los campos de Dirac de los quarks, & es el indice del
sabor. En esta base, las corrientes hadrodnicas cargadas son

Ju ~ Gur V84,1, (5.2)
donde
u1{z) di(z)
Quw = uz(ﬂf) ; Gaw = dz(ﬂf) 3 (5-3)
uz(z) W ds(x) w

y €l subindice W significa base débil. Es evidente de (5.2), que las corrientes
hadrénicas cargadas no cambian si tanto los quarks tipo d— como los tipo
u— se transforman con la misma matriz unitaria.

Algunos autores [58]-[65] han sefialado que las matrices de masas realistas
de los quarks surgen de la simetria permutacional del sabor Si.(3) ® S(3)
y su rompimiento espontaneo o explicito. El grupo S(3) trata tres objetos
de manera simétrica, en tanto que la naturaleza jerarquica de las matrices
de masas es una consecuencia de la estructura de las representaciones 1 & 2
de S(3), las cuales tratan a las generaciones de manera diferente. Bajo la
simetria exacta S.(3) ® Sr(3), el espectro de masas, para los sectores de
quarks up o down, consiste de una particula masiva (quarks top o bottom)
en una representacién irreducible de singlete y un par de particulas de masa
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nula en una representacién irreducible de doblete. En la base débil, la matriz
de masas con la simetria exacta S7.(3) ® Sg(3) es

1
M3, = % 1
1

= =

1
1], (5.4)
1 w

donde g, denota la masa del quark de la tercera familia, ¢ o 6. Para
generar masas para la segunda familia, uno tiene que romper la simetria
permutacional St,(3)®Sr(3) a S.(2)®Sx(2). Esto se puede hacer sumando a
ar (M3, )ar un término Gz (M's, w)ar que es invariante bajo Si, (2)®Sr(2)
pero rompe la simetria S7.(3) ® Sr(3). La forma més general de una matriz
M, w que es invariante bajo las permutaciones de los primeros dos renglones
o dos columnas es

a o )81
Mlgg,W = T3g CE" o 5’ - (55)
.’8’ JBI ’Y W

Sin perder generalidad, podemos descomporer esta matriz en la suma de un
término invariante bajo Sz(3) ® Sz(3) més una matriz de traza nula My,
invariante bajo Sr(2) @ Sg(2),

1 1 1
MIQQ:W = %{(ZQ! + ’Y) 1 1 1
11 1)y
of — a — -y 33 — 20" — v
-+ o -y o —ry 30— 20 —~ } (5.6)

38 —20/ —v 38 —2d—v =20 —7)

El primer término en el lado derecho de (5.6) se suma al término Mz, .

o 111
Mgg,W=—33q—(1—Aq) 111
111

w

donde A, sustituye el factor —(2a¢’ + 7). El segundo término en el lado
derecho de (5.6) da la forma mas general de la matriz de traza nula Mygw
que rompe S1.(3) ® Sr(3) a S.(2) ® Sr{2) y da masa a la segunda familia,
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a o f
m
qu,W———% a a f 3 (5.8)
B B —2aj,

en esta expresién hemos simplificado la notacién nombrando a y 5 en (5.8),
los términos (& — ) vy (35 — 2¢’ — ) en (5.6).

Es evidente de la expresién (5.8) que My, y es una combinacién lineal de
dos matrices numéricas independientes, Mg, y M§

2g3
m
Magw = % (\/-S_Q’Méiq,w + Qﬂng,W) (5.9)
donde
1 1 0 0 0 1
M= \1 0] e Miw=3{0 0
—clw W
(5.10)

Posteriormente, esta propiedad servird para caracterizar el patrén de rompi-
miento de la simetria

Podemos por ahora enfocar nuestra atencion en el rompimiento de la
simetria Sz(2) ® Sp(2). Para dar masa a la primera familia, agregamos otro
término M, a la matriz de masas. En analogia con el caso de dos familias,
supondremos que M, se transforma como el término de simetria mixta del
doblete del subgrupo S.(2) ® Sr(2) del grupo Sr(3) ® Sr(3) que mezcla
las representaciones irreducibles en el doblete S;,(2) ® Sg(2). Poniendo a la
primer familia en una representacién compleja nos permitird tener una fase
que viola CP en la matriz de mezclas. Entonces, en la base débil, M,; estd
dada por

A 1Ay —A; —iA;
Mql,W == % —’LAQ —A]_ Al + 'EAQ . (511)
—A; iy Ay —iAs 0 -

Finalmente, sumando los tres términos de masa, (5.7), (5.8) ¥ (5.11), obte-
nemos la matriz de masas M, en la base débil.
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5.3 Textura de Fritzsch modificada

Para hacer explicita la signacién de particulas a las representaciones irredu-
cibles de 51(3) ® Sg(3), serd conveniente hacer un cambio de base de la base
débil a la base jerarquica o adaptada a la simetria. En esta base, los campos
de los quarks son

t101@) = 561037 (2) = e (2)) (5.12)
QQQ,H(:E) = %(QIQ,WUE) =+ QQq,W(x) - 2@3qW($)) (513)
Gaq.m(z) = \%(qu,w(ﬁ) + Qagw (T) + qaqw (7)), (5.14)

el subindice H denota a la base jerdrquica. En la base jerdrquica los
quarks de la tercera familia, £ o b, estan asignados a la representacion irredu-
cible invariante del singlete g3, z(z), las otras dos familias estan asignadas a
Q20,1 (T) ¥ q1g.m(x), las dos componentes de la representacion irreducible del
doblete de Sjiaq(3). En la base adaptada a la simetria La matriz de masas
M, en la base adaptada a la simetria estd relacionada a la matriz de masas
en la base débil por la transformacién unitaria

Mgu = UM,wU, (5.15)
donde

U=—|-/3 1 2 1. (5.16)
V6 0 -2 2

En esta base, M, toma la forma

[0 Agmtt 0 0 0 0
MqH = Mgq Aqéitbq 0 0 + 10 ‘_'“Aq_l!_éq Bq
A 0 0/, \0 B, A,—8)p
00 0 0 Agie
- mg, | 0 O 0 =mg, | 4,6% —N,+6, B,
0 0 1~20,/, 0 B, 1-8),
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donde
bg=Lg—2a+28)  and  B;=i{V8a— %p). (5.18)

De la jerarquia de masas tan marcada en las familias de los quarks, mgzs >>
Mg > M1y, esperamos que 1 ~ d, sea muy cercano a la unidad. Las entradas
en la matriz de masas se pueden expresar inmediatamente en términos de
los eigenvalores de las masas (mi,, —Mag, May) y €l pardmetro pequeo ;.
Calculando los invariantes de My, trM,, irM,* y detM,, obtenemos

Aﬁ = Mg (1 — &)™ J Dg = Mg — Mg (5.19)

Bﬁ = 59((1 - Thlq + m2q - 54) - 7;’wllc.rm&;r(l - 5q)_1) ‘ (5-20)

donde ﬁ’blq pas mlq/m3g Yy ’fhzq = mgq/m3q.
Si cada uno de los posibles patrones de rompimiento de la simetria se
caracteriza ahora por la razon

Zq1/2 = Bq/(_Aq + ‘542): (5.21)
obtenemos el pardmetro pequefio 4, como la solucién de la ecuacién cibica

8q [(1 4 h2q — g — 8¢)(1 — &) — mlquq]_Zq(1_5q)(_m29+m1q+54)2 =0
(5.22)
que se anula cuando Z; se anula.
La ecuacién (5.22) puede escribirse como

1 . . N .
& - ) [Z4 (2(f2g — Tag) + 1) + (1hag — Thig) + 2] 0]
1 - - - - - -
+ 7 11 [Z4 (Thog = Thag) (Thag ~ g + 2) (1 = 1agg) (1 + 1g,)] 04
g
Zq(T2q — Thlq)z

= 0. 2
Zg+1 0 (5:28)

El dltimo término del lado izquierdo de (5.23) es ignal al producto de las
tres raices de (5.22). Por lo tanto, la raiz de (5.22) que se anula cuando Z,
se anula, se puede escribir como

Zq (ﬁ”@q - ﬁllq)g

54(24):Zq+1 W(Z)

(5.24)
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donde W (Z,) es el producto de las dos raices de (5.23) o (5.22) que no se
anulan cuando Z, se anula.
El producto W(Z,) estd dado por

1 1
Wi{Z,) = {qu +p° + 2g4/¢? +p3J + [2q2 +p° — 2¢4/¢? +p3}

1 1 _ - - - .
+ ng ) [Z4 (2(mMaq — T1g) + 1) + (Theg — Mag) + 2]
1/3 1/3
X [q+ Vi +p3] + {q -y +p3} } — ||
1 —~ o~ ~ - & -~
+ SZ. 17 Z, (2(2g — Tng) + 1) + (rigg — Thag) + 21(5.25)
donde
2q = — 2 775w | Za (2(igg — 1ing) + 1) + (s — 1hyg) + 2)°
+%(z_1'i”)5 [Zq (Z(Th?q - mlq) + 1) + (ﬁ"@q - mlq) + 2] X
Zg1)E e B} - (5.26)
{Zq(m2q - mlq) ((m2qz_ lq) +2)+(1- mlq) 1+ m‘Zq)}
_EET("?LQQ - mlq)z
¥
= _l(quﬂ)2 [Zq(2(m2q - ﬁllq) +1) + (Th2q - mlq) - 2]2 (5.27)

3
+(qu—+1) [Zq(m% - mlq)(mm - mlq + 2) + (1 - ﬁllq)(1 + Th2q)] :

Entonces, que Z, se anule implica que §,(Z,) se anule y por lo tanto B,
también se anula, o equivalentemente, las representaciones irreducibles de
singlete y de doblete de S1(3) ® Sg(3) no se mezclan y el quark mas pesado
en cada sector, ¢ o b, est4 en una representacién pura de singlete y los quarks
ligeros de cada sector, uy ¢ o d v s, estdn en cada una de las dos componentes
del doblete de ;.

En la fig. (5.1), se muestra 62/? como funcién de Z,. Puede verse que, si

Z, aumenta, 1/0,4(Z,) aumenta con curvatura decreciente. Para valores muy
grandes de Z,, 1/0,(Z,) se va al limite asintdtico /mMag — Mg,

lim 5;/2(Zq) = Mag — Mg, (5.28)

Zg—¥00
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0.09 - 7 T r
0.08 -
0.07 -
0.06 -
0.05
\/6: 0.04
0.03 - -
0.02 -

0.01 S——

0 L L ! i
0 2 2" 4 6 8 10

Figura 5.1: Se muestra la raiz cuadrada de los pardmetros §,, d; como una
funcién de Z,. El valor Z = 5/2 que satisfase la condicién de constriccién
(5.65) puede leerse de la figura.

Por lo que, 6,{Z,) es un pardmetro pequefio

8,(Z,) << 1, (5.29)

para todos los valores de Z,. Para valores grandes de Z,, digamos Z, > 20,
84(Z,) no es sensible a cambios pequeiios en Z,.

De las ecuaciones (5.22) o (5.23) derivamos una solucién aproximada para
8¢(Z,) valida para valores pequeiios de Z, (Z, < 10). Calculando en el orden
de magnitud dominante obtenemos

~ ~ 2
5,(2,) ~ Zy (fag — 1)

T (- Mag) (14 Migg) + 22, (Thog — 1hg) (1 + 2(1Req — hag)) (5.30)

5.3.1 FEl patréon del rompimiento de la simetria

En la base adaptada a la simetria, M, g es una representacién tensorial
irreducible del singlete de S7.(3) ® Sz(3),
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0 0 O
MSq,H = mgq(l — Aq) 0 0 0 - (531)
00 1/,

En esta misma base, el término My, z que rompe Sp(3) ® Sg(3) a S.(2) ®
Sr(2) estd dado por

0 0 0
Magir = Mag(—Ag +5(ZM*N [0 1 Zq”?) : (5.32)
0 ZM -1/,
El patrén de rompimiento de la simetria estd caracterizado por el pardmetro
Z,? el cual es una medida de la mezcla de las representaciones irreducibles
de singlete y de doblete de S1.(3) ® Sr(3). La descomposicién de My en
una combinacién lineal de dos matrices niimericas, dada en las ecs. (5.9} y
(5.10), toma ahora la forma

. 3 }
Moy = Mag(—Dg + 8g) [sx/ﬁg\f AqM{fH -+ -2—ngM§’: H} (5.33)

donde las matrices

. (00 0
MﬁH:S——E 0 1 -8 , (5.34)
0 —v8 -1/,
o (0 0 0
M§H=—(0 : %} , (5.33)
s 3 ]
0 % -1/,

son de la misma forma que My, y con pardmetros de mezcla 8y 2

respectivamente. Los coeficientes N4, v Ng, estdn dados por

1
Mo = 22 (_ - ZW) (5.36)

&l

N, = 2—? (\/§ + Z;/Q) . (5.37)

De las ecs. (3.32)-(5.35), es evidente que existe una descomposicién
correspondiente del pardmetro de mezcla Z;/2
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ZY? = NpoZ* + Ns, 24?, (5.38)

con
1 :NAq+NSq (539)
donde ZX 2 8 es el parametro de mezcla en la matriz M2 mY Zy Y2 \}g

es el paré,metro de mezcla en M2 - De esta manera, asociamos una combi-
nacién lineal tinica de Z },j{ 2 v Zg 12 al patrén de rompimiento de la simetria
caracterizado por Z}/2.

Notamos que el término que rompe la simetria en la Lagrangiana de Yukawa
qrMs,qr depende solo de dos campos. De acuerdo a las ecs. (5.33), (5.34)
y (5.35), el término G, My, gqr se separa en la suma de un término propor-
cional a §;Mj'qg, el cual cambia de signo bajo el intercambio de esos dos
campos , y un término proporcional a §; M35 qp, el cual permanece invariante
bajo el mismo intercambio. Entonces, la descomposicién de My, 5 dada en
la ec. (5.33) es equivalente a la descomposicién del término q;Ms,qr en
una parte simétrica y antisimétrica bajo el intercambio de esos dos campos.
Asi, la caracterizacién de My, y Z}/? como una combinacién lineal de, M2
yMS, yzy Zéﬂ, respectivamente, (dadas en (5.33)- (5.39)), es equi-
valente a una clasificacién del patrén de rompimiento de simetria definido
por My, g en términos de las representaciones irreducibles del grupo S (2) de
permutaciones de los dos campos en qrMs,qz.

Lehmann, Newton and Wu [52] observaron que en el caso de sélo dos
familias ( las primeras dos generaciones), el término que rompe la simetria
S51(2)®Sg(2) cambia de signo cuando se permutan los dos campos de quarks.
Por analogia, extendieron esta observacién al caso de tres familias y postu-
laron que el término que rompe la simetria My, deberia cambiar de signo
bajo el intercambio de los dos campos en q:Ma.qr. Esta suposicién les
permitié elegir un valor fijo para el pardmetro de mezcla Z}/2 igual a —/8.
En este trabajo, el par de niimeros (N4, Ng) entran como una etiqueta ma-
temadticamente conveniente del patrén de rompimiento de simetria sin intro-
ducir ninguna suposicién acerca del patrén de rompimiento de Sz (3} ® Sk (3)
que se realiza en la naturaleza.



104 La matriz de mezclas a partir del.

5.4 La matriz de mezclas CKM

La matriz de masas Hermitiana M, puede ser escrita en térininos de una
matriz real simnétrica M, y una matriz diagonal de fases P, como sigue

M, = P,M,P,'. (5.40)

La matriz real simétrica M, puede ponerse en la forma diagonal por medio
de una transformacién ortogonal

M, = O, M, 40,7, (5.41)

donde

Mq ding = T34 diag [mlq: _ﬁl2q: 1]: (542)

con subindices 1.2,3 referiéndose a u, ¢, en el sector tipo u v d, s, b en el sector
tipo d. Después de diagonalizar las matrices de masas M,, uno obtiene la
matriz de mezclas como

Verw = 0,7PH90,, (5.43)

donde P9 es la matriz diagonal de las fases relativas.
En la base jedrquica, donde M, estd dada por las ecs. (5.17) -(5.19),
P9 eg

P = digg 1,€?, €9, (5.44)

donde

¢ = ¢, — g, (5.45)

v la matriz ortogonal O, estd dada por [72],

(Fagfs/D1) 2 — (f1gfa/ D2) " (fagiiagta/ Ds)Y
O,=|((1- fsq)”mqul/ﬂl)l/2 (1 - 5q)7'712qf2/D2)1/2 (1 = 3,)%/Ds)"?
— (Frgfofs/ Dy ) — (vhipgfrt3/ Do) (flfz/Ds lf’ 2

A46)
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donde
f1 =1—1h1, — 4, fo =1+ 1y — 4, f3 =4, (5.47)
Dy =(1-6,) (1 —y) (Fag + M1g) , | (5.48)
Dy = (1 = 8g) (1 + hag) (o + 7114) (5.49)
Dg = (1—148,) (1 + ag) (1 — yg) . (5.50)

De las ecs. (5.40-5.50), todas las entradas en la matriz Vg pueden ser
escritas en términos de las cuatro razones de masa: (7, M., g, M) ¥ tres
pardmetros libres reales : §,,9; v & = ¢, — ¢4. La fase & mide el desajuste
en el rompimiento de simetria de Sz(2) ® Sg(2) de los sectores u y d. En
esta representacién de la matriz Vg gy, es esta fase, y consecuentemente,
este mismatch, el que es responsable de la violacién de CP.

El invariante de Jarlskog, J, puede calcularse directamente de el conmu-
tador de las matrices de masas [2]

det{-—i[Mu,H, Md,H]}

J=- -

(5.51)
donde

F = (14 M) (1 — ) (Fe + M) (1 4+ M) (1 — ) (7, + ). (5.52)

Sustituyendo la expresién (5.17) por M, y My, en (5.51), con Z}? =
Zi* = 7', da

Z\/T“_—:‘;?ﬂ#%{%sm(b
T (0 F ) (1= 1) (L + T/ 1720) (L + 725) (1 — 700 (1 + 110 7)
« { (=L + 8)(1 = 62) — (= Dg+ 6)(1 — 6]
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o~ ~

- () (~Ba+ 60 = T (=0, + 8

1-4, 144
b oy [Te [R5 (b tieosa) (5:53)
L — Uy — Ud

Expresiones explicitas para A, y d, en términos de las masas de Jos quarks
estan dadas en las ecs. (5.19) y (5.24)-(5.27). De esta manera, obtenemos
una expresidn cerrada exacta para J en términos de las masas de los quarks,
el pardmetro Z de rompimiento de la simetria v la fase ® que viola CP .
Recordemos que un valor no nulo de J es una condicién nesesaria y suficiente
para la violacién de CP [2]. De la ec.(5.53), es evidente que J se anula
cuando Z, sen® v M, o 7y se anulan. Por lo tanto , la vicolacién de CP y
el consecuente no anulamiento de Z implica nesesariamente una mezcla de

representaciones de singlete v de doblete de S1,(3) @ Sg(3).

5.5 El mejor valor de Z}/

En esta etapa de nuestros argumentos, una pregunta viene a la mente de
manera natural. ; Puede una comparacién de la matriz de mezclas téorica
V8., con la matriz determinada experimentalmente V%, dar alguna pista
acerca del patrén de rompimiento de la simetria Sz (3) ® Sr(3) que se realiza
en la naturaleza? o fraseado de manera diferente: ; Cudles son los mejores
valores para Z, v Z47, ; Cuél es el mejor valor para ®7, ; Estos valores co-
rresponden a algun patrén de rompimiento de simetria bien definido?. Como
un primer paso en la direccién de encontrar una respuesta a estas preguntas,
hicimos un ajuste de x? de las expresiones exactas para el valor absoluto de
las entradas en la matriz de mezclas, esto es {Vij”'[, el invariante de Jarls-
kog J*, v los tres dngulos internos o, 8% and ', del tridngulo unitario
a los valores determinados experimentalmente de [V, |, JoP, P, §P y
~v¢*P, Estos resultados estdn publicados en [76]. Con el propodsito de calcular
la matriz de mezlas de los quarks, es conveniente calcular las razones de las
masas de los quarks a alguna escala de energia comun [65], [64]. En el cilculo
que presento aqui, usé los valores de las masas m;(p) i = w, ¢, ¢, d, s, b
que corren con la energia p conocidas como running masses, las masas estan
evaluadas a la energia del top u = my, siguiendo el trabajo de Peccei [84],
Fritzsch [64] y et BABAR BOOK [14].
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me = 3.25+£09 MeV, m,=760+20.5 MeV, m; =171 +£12 GeV
mg = 441064 MeV, m;=100+6 MeV, my=2.92+0.11 GeV
(5.54)

Estos valores, con la excepcién de my, m. and my, fueron tomados del trabajo
de Fusaoka y Koide [65], Fritzsch [64] y Leutwyler [85]. Los valores de m.(m;)
y mp{m,) se obtubieron reescalando a la energfa de la masa del quark top
= my los célculos recientes de m.(m.) v my(me) hechos por Pineda e
Yndurdin [86] e Yndurdin [66]. El valor de m; concuerda con la dltima
determinacién hecha por la colaboracién ALEPH a partir del estudio de los
decaimientos del 7 que involucran kaones [87).

Mantuvimos las razones de las masas M, = m¢/my; , M, = ms/mp y Mg =
mq/my fijas a sus valores centrales

e =0.0044, M, =0.034  and g = 0.0015, (5.55)

pero por razones que daremos posteriormente, tomamos el valor

M, = 0.000032, (5.56)

el cual esté cercano a la cota superior de 7, = -Z—’f:, v buscamos el mejor valor
de los tres pardmetros d,,d4 y ®. Encontramos los siguientes resultados [74]:

L- Para una familia continua de valores de los pardmetros (4,,d4) obtu-
vimos ajustes exelentes. Los ajustes fueron siempre de la misma calidad ya
que x? en todos los casos toma valores de x* < 0.33.

IL.- En cada ajuste de buena calidad el mejor valor de ® permanecia fijo,
sin ambigiiedades.

ITI.- El mejor valor de ® permanecia casi estable aiin cuando los valores
de (4, d4) tuvieran grandes cambios pero dando ajustes semejantes de buena
calidad.

IV.- En todos los ajustes de buena calidad, la diferencia 1/0; — /0, toma

el mismo valor.

V8a— /6, ~ 0.040. (5.57)

Estos resultados pueden entenderse si notamos que no todas las entradas
en la matriz V%, ,, son igualmente sensitivas a variaciones de los distintos
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pardmetros. Algunas entradas como, Vi, son muy sensibles & los cambios
en ® pero son casi insensibles a los cambios en (d,,9;) mientras que, al-
gunos otros, como Vi, son casi insensibles a cambios en @ pero dependen
criticamente de los parametros &, v d4.

De las ecs. (5.40)-(5.50), obtenemos

L 1/2
_ Mg
Ve = ((1 ) Gt ) (05 7] (7 +ﬁ%d))
8.) (1 + g —Jd))w
(1 — Gu} (1= 04

(=
N { (1—mu—6u)(1+ms—éd)>
(

X

1+ 7h,)

(L + 77 5u)5u)”2((l—md—ad)(sd)l/?}

(1 — da}(1 + 772

- 1/2

Ty 7T 81@
((1—@) (e + 1y,) (ﬁzd+m5)) '
En el orden de magnitud dominante,

| Vs 1] /a1 = [ f1ee® | (1+ i fie + i) ™2 (5.59)

De agui obtenemos que,

(5.58)

= 3 = f 2
cos B zmd/ms-{—mu/mc | Vis | (1+mu/mc+md/ms) (5.60)

24/ (/7705 (17 /1)

Sustituyendo |V,,*F|? [8] por |V,,|?> ¥ el valor numérico de las razones de
masas, (5.53) v (5.56), en (5.60) obtenemos

87° < & < 92° (5.61)

con un valor medio

b =89.5° (5.62)

en muy buen acuerdo con el mejor valor extraldo de los ajustes [74] prelimi-
nares de x2.
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Similarmente, V" est4 dado por

£ — mﬂ(l + rﬁ?'c - u) ’ﬁld’ﬁlséd 1/2
Vet = ((1 — 8u)(1 + M) (e + M) (1 — 80) (1 + ) (1 — ﬁ%d))
{_( Fae(1 — iy — 64 )0u (1 — T2g — 82)(1 + 75 — 65) yﬂ

(1 — 6,)(1 + ) (e + ) (L — 62) (1 + 75) (1 — 7Rg)

(1 + me — &) 5, 1/2 ef‘l’
’ ((ﬁ’bc + 71y, (1 + ) (1 + s ) (1 — md)) } - (5.63)

_|_

Entonces, en el orden de magnitud dominante, |V,,| es independiente de @ y

estd dado por
| Vep | \/i—\/ci (5.64)

Por lo tanto, para tener un buen ajuste con |Vu*P} ~ 0.039 [5] se requiere

que
V64 — /6. % 0.040, (5.65)

al menos para un par de valores de (8,, d,).

Finalmente, notemos que los elementos de matriz Vi, y Vi, asi como el
invariante de Jarlskog ( ver ec. (5.53)}, son sensibles a pequefios cambios en
las masas de los quarks ligeros /h, y My Por ejemplo,

— 7 c(l — mu " 5u) fndﬁzsdd 1/2
%b_(wwmvmmm+mﬂhmm+mm_mﬂ

{ ( (1 + Mo — 6,)6u(1 — g — 62)(1 + g — 6,) )1’2
(1= 6,)(1 — 774) (Fee + ) (1 — 62)(1 + 75) (1 — 7i2g)

(] = M = 0u)0d Y e
((1 — 1) (rhc(1+ M) (1 4—51'22)(1 - md)) }6 ; (5.66)

calculando al orden dominante de magnitud, obtenemos

Vo A \/% (\/5_ - \/5:) 3 (5.67)

Un célculo semejante para Vi4 da lo siguiente
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Vig _\/% (Vo= /o) e, (5.68)

Sin embargo, como las masas de los quarks ligeros estdn menos determinadas
v los médulos [VEP| v |V57| tienen las barras més grandes de error, cam-
bios relativamente grandes en los valores de m, v 74 producen Unicamente
pequeilas variaciones en la bondad del ajuste de la matriz téorica de los mo-
dulos |V*| a la determinada experimentalmente |V¢#|. La sensibilidad de los
elementos de matriz |Vis| v |Via| a cambios en i, y 1y se refleja en la forma
del tridngulo unitario e! cual cambia apreciablemente cuando las masas de
los quarks ligeros cambian dentro del rango de sus barras de incertidumbre,

como puede verse de las siguientes expresiones

WV Mt
o =arg (— ”f ud) =~ arctan ( we "‘I’) =&, (5.69)
i Vid MMy
Vs
.
chhcC
%‘-Sin@ (5.70)
I~ arctcm{ — c } .
«‘/%f — %cos@

=

(5.71)

o, 8y v son los dngulos internos del tridgngulo unitario. Cuando usamos los
valores centrales de 7, = 0.000019 v 7y = 0.0015 [64] en el procedimiento
de ajuste, el acuerdo de |[V®™| con {V*®| es muy bueno, x* = 0.33, pero
obtenemos de manera sistemética v** > o' en completo desacuerdo con
los datos mas recientes de el sistema K° — K° v los datos mas recientes de
las oscilaciones de By, [5] y [73]. No es posible cambiar los valores de

V04 — /3, sin arruinar el excelente ajuste global de |V*| a [V, Por lo
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tanto, permitimos que las masas de los quarks ligeros variaran dentro de sus
rangos de incerteza. Los mejores ajustes simultaneos de x? para |V, Ji* y
o' B y 4™ 3 las cantidades determinadas experimentalmente |V*%P|, jeor
y o™ 3%y~ (5] [73] se obtubieron cuando tomamos el valor de 1,
cerca de su limite superior, m, ~ 0.000032, y el valor de g =~ 0.0015, en
su valor central. Note que, el valor grande de 7, que tomamos da para la

razon |Vys|/|Ve| el valor
|Vu.b| My
~ 4| — = 0.085 5.72
Val ™\ e (5:72)

en muy buen acuerdo con el dltimo promedio mundial [73].

Podemos regresar ahora a nuestra discusién de la determinacién del mejor
patrén del rompimiento de la simetria. Como se explicé anteriormente, en
los ajustes preliminares de x? a los datos se encontré que /84 — /6, =~ 0.04,
ec. (5.65), se satisfase casi de manera exacta cuando permitimos que las
masas de los quarks ligeros varien, este buen acuerdo se logra no sélo para
un par de valores de (0, ;) si no para un rango cont’inuo de valores de 0u ¥
84 en el cual cambian estos parametros por m4s de un orden de magnitud.

Entonces, ec. (5.65) puede ser usada como una condicién de constric-
cién sobre los posibles valores de (d,,d4). De esta manera, eliminamos un
pardmetro libre en Vg™ sin arruinar la buena calidad del ajuste. Sin
embargo, no ¢s suficiente fijar el valor numérico de estos pardmetros libres
para tener una indicacidn precisa acerca de cudl es el patron de rompimiento
de la simetria del sabor que se realiza en la naturaleza. Esto es asi porque
de acuerdo a las ecs. (5.22)-(5.27), §, es una funcién de las razones de masa
(g, Tay) ¥ €l pardmetro Z;/ 2 el cual caracteriza el patrén de rompimien-
to de la simetria S7.(3) ® Sr(3) en el sector ¢. Una manera conveniente de
aislar la informacién acerca del patrén de rompimiento de la simetria conte-
nida en las ecuaciones de constriccién (5.65) de la informacion de los valores
numéricos de las razones de masas de los quarks, es cambiar la parametriza-
cién de V%, escribiendo a d, como una funcién.de Z;/ 2 con valores fijos de
(h1g, T2g). De esta manera V¥, pasa a ser una funcién de los pardmetros

libres (Z:/2, Z3/*) en sustitucién de (6, 8,).
Una expresién aproximada simple para la condicién de constriccién (5.57),
(5.65) en términos de (Z&/’z,Zéﬂ), valido para 0 < Z, < 10, se obtiene de
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(5.65), escribiendo §,(Z,) en el orden de magnitud dominante

Zq'? (g — 1ha)
0g — /0y =
Vou @+ 70) (1 = ) + 224 (7 — )
_ Zulﬂ (fhc - mu) —~ -~
NI BT AT S

Cuando se satisface la condicién (5.73), a cada valor de Z1/? le corresponde
un valor de Zé/ 2, Perc, como tenemos solo una condicién para fijar el valor
de dos pardmetros, Z./2 puede seguir siendo un pardmetro libre. Para evivar
esta ambigiiedad continua, supondremos que las matrices de masas de los
quarks up v down se generan siguiendo el mismo patrén de ropimiento de la
simetria , esto es

7% = gV = Z1/2, (5.74)

Entonces, el valor de Z que satisface las condiciones de constriccidn (5.65) y
(5.73) puede leerse directamente de la Fig. 1. Encontramos que Z~ ~ 2.5.
Se hizo un célculo numérico mds preciso del mejor valor de Z usando la
solucién numérica exacta de la ec. (5.22), dada en las ecs. (5.24) - (5.27),
para calcular las entradas de Vi ,, como funcién de sélo dos pardmetros
libres, ® y Z'/2. Como se hizo anteriormente, mantuvimos las razones de
masa fijas a los valores dados en (5.35) v (5.56). Después, hicimos otro ajuste
de ¥? de las expresiones exactas para los valores absolutos de las entradas
en las expresiones téoricas de |V | v el invariante de Jarlskog J*, a los
valores determinados experimentalmente |V57Z,, | v J%P. Encontramos los
siguientes mejores valores para @ y Z,

® = 89.3°, (5.75)

2.40 < Z* < 2.55, (5.76)

correspondientes a un valor de x* < 0.33.

Cuando se cambia por un grado el mejor valor de la fase que viola CP
® = 89.33° los valores calculados en todas las entradas de la matriz de
los modulos [V#,;| cambian en la cuarta cifra decimal, excepto [V y
|[V¥| las cuales cambian en la tercer cifra decimal por una cantidad que
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es aproximadamente un cuarto de la incerteza en los valores determinados
experimentalmente de |V,2%| y |V5| como se reporta en C. Caso et al [5].
El valor de x* cambia del valor 0.33 a 0.44 lo cual no es estadisticamente
significativo. Por lo cual adoptaremos como el mejor valor de @ el valor
siguiente

®* = 90° (5.77)

Una vez encontrado el mejor valor de Z, la pregunta que nos hicimos al inicio
de esta seccién toma una nueva forma: ;Cuél es el patrén de rompimiento
de la simetria correspondiente a Z* ~ 2.57

Podriamos encontrar una respuesta inmediata si Z*!/2 se pudiera eseribir

1/2 1/2

como una combinacion lineal simple, no-trivial de Z,/“ y Z¢'%, las cuales son
igual a —v8 y 1/ V8 respectivamente. De estos nimeros, encontramos que
Z*1/2 puede efectivamente reescribirse como

1
7 =7 - 2] = [1/f + 8], (5.78)
entonces
81
ZF=— =2. . .
3 53125 (5 79)

Los valores correspondientes de 6,(Z) y d4(Z) son
8, (Z*) = 0.000048, 84(Z%) = 0.0023 . (5.80)

Conviene hacer notar una. vez mas que el valor numérico de Z*1/2 se
obtuvo de un ajuste de |V ,,| a los valores absolutos de los elementos de la
matriz de mezclas CK M determinados experimentalmente. La identificacién
de Z*1/2 con la expresién (5.78) da una indicacién clara y precisa acerca del
patron preferido para el rompimiento de la simetria permutacional del sabor
S1(3) & Sg(3) por las matrices de masas de los quarks.

5.6 Texturas de masas derivadas del “mejor”
esquema de rompimiento de simetria

Una vez que se ha determinado el mejor valor de Z1/2, podemos invertir el ar-

gumento, y proponerlo como un ansatz en la forma de la siguiente suposicidn.
La simetria del sabor 5;.(3) ® Sgr(3) se rompe a S.(2) ® Sg(2) de acuerdo a
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un patrén mixto de rompimiento de la simetria, el cual, estd caracterizado
en la base jerarquica por

« 1/, 12 1/2 -
70 = 2 (2" - z}%) . (5.81)

Entonces, las matrices de masas con la textura modificada de Fritzsch
toman la forma

Ti1gM2g —’.'.qﬁ)q
0 Vi 7€ 0

My =ma, | [Pafmgise gy s S (g, g + 67
q
O gsﬁ(—?ﬁgq + ﬁ"‘alq + 5:;) 1~ 5‘; - H
(5.82)

donde 6; es la solucién de la ecuacidn cibica

11367 — [194 (g — th1g) + 145] 6,2 — 81 (g — )"
+ (81 (hgg — )" + 194 (ing — 1itng) — 32gthg + 32| ; = 0, (5.83)

obtenida de la ec. (5.23) cuando 1/81/32 se sustituye por Z*!/%.

La mairiz de masas M, g fue construida sumando tres términos My, i, My,
v Ma, z. El término Ms, g es una representacion irreducible de singlete del
grupo Si(3) ® Sgr(3)

0
0] . (5.84)
00 1/,

Msem = (m3q — Migq -+ mlq)

La matriz My, i rompe la simetria S5.(3) ® Sr(3) a Sp(2) ® Se(2), mez-
cla representaciones de singlete y de doblete de Sgiay(3) en una proporcién

precisamente determinada por el pardmetro de mezcla Z*/% = /&,
0 0 0
M = s (—iag +mmg +0;) | 0 1 WELBZ Y (5.85)
0 +/81/32 -1 o
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El pardmetro de mezcla 1/81/32 corresponde a lo que se llamé en la seccién
5.2 un patrén mixto del rompimiento de la simetria de |V ,,| , esto es, pue-
de separarse en la suma de un término Mqu,H correspondiente a un patrén
de rompimiento puramente antisimétrico, mas un término ng, 7 COrrespon-
diente a un patrén de rompimiento puramente simétrico. Los coeficientes

en cada término Ng = £ y Ny = —.I se obtuvieron resolviendo el par de
ecuaciones acopladas (5.38) y (5.39) cuando Z*1/? = /&L
Entonces,

M;q,H = mgq (""ﬁlgq + ’ffblq + 5;)

{0 0 0 o5 (00 0
x j—[0 1 8| +=[0 1 | |.(586)
Blo —v8 - Blo 2 4
H v8 ~/H

La simetia S7(2) ® Sgr(2) de este término y su descomposicién en la suma
de un patrén de rompimiento puramente simétrico mas uno puramente anti-
simétrico es evidente en la representacién débil

1 14 14 =25
—25 =25 -

w

Finalmente, el término Mi, x rompe la simetria Sz (2} ® Sz(2)

Th1gMag 0 e 0
M7,y =mg, T = = et s 0 0] . (5.88)
¢ \ 0 0 0/,

Como &; es una funcién de las razones de las masas (7, fig,) la fase @, es
el dnico pardmetro libre que queda en la matriz de masas M.

5.7 La matriz de mezclas, Vg, derivada del
mejor esquema de rompimiento

Hemos visto que, una vez que el ansatz de rompimiento de simetria fija el
valor del pardmetro de mezcla Z'/? a (/81/32, las entradas en las matrices
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de masas M, son funciones de las razones de masa (7714, T2,) ¥ la fase ¢,
que es un parametro libre.

Después de factorizar las fases como en la ec. (5.40), todas las entradas
en las matrices simétricas reales M, son funciones de las razones de masa
(1hi1q, M11g,) Unicamente. Por lo que las matrices ortogonales O, las cuales
diagonalizan a la matriz M, también son sélo funciones de (g, May)-

De acuerdo a la ec. (5.43), Vg esta dada por OTP® 90y, donde
P(u=9d) o5 la matriz diagonal de fases relativas. En resumen, una vez que el
ansatz del rompimiento de la simetria determina el valor de Z*%/2 = \/%,

las expreciones tedricas para las entradas en la matriz de mezclaz, V%%,
se escriben en términos de las cuatro razones de masa {1y, M., Mg, Ms) ¥ Ul
solo parametro libre, llamado, la fase & que viola CP.

Hicimos un ajuste nuevo de x? del valor absoluto de las entradas en la
matriz de mezclas, |V ,,|, a los valores determinados experimentalmente
|VEEyl- mantuvimos fijos las razones de las masas a los valores dados en
(5.55) v (5.56). Variamos unicamente la fase & que viola CP. Encontramos
que el mejor valor de & era 89.3° correspondiente al valor minimo de x? igual
a 0.33. Como se explico al final de Ia seccién 5.3, podemos redondearlo al
valor

o* = 90° (5.89)

sin arruinar la buena calidad del ajuste. Antes de dar los resultados numéricos
para la matriz de mezclas V*, es conveniente sefialar los siguientes puntos:

1. Las masas de los quarks ligeros son las menos bien determinadas, en
tanto que la magnitud de los elementos de matriz en |V;;™| con las ba-
rras de error mas grandes, por ejemplo [Vis| v |Vigl, son los mas sensibles
a cambios en las razones de masas m,/m. v mg/ms respectivamente.
De aqui que, la calidad del ajuste de [V| a [V,;| sea buena (x* < 0.5)
aun cuando se hagan cambios relativamente grandes en las masas de los
quarks ligeros. La sensibilidad de Vi3] v [Vig| a los cambios en m,, /m,
v mg/m, respectivamente, se ve reflejada en la forma del tridngulo uni-
tario, el cual cambia apreciablemente cuando las masas de los quarks
ligeros cambian dentro de sus intervalos de error. El mejor ajuste de x*
que se hizo de [V, J*, v o™, g% y ™ alas cantidades determinadas
experimentalmente se obtuve cuando la razén 7, = my/m; se tomd
cerca a su cota superior, dado en la Ec. (5.56).



La matriz de mezclas, Vorar,.. ' 117

2. Conforme la escala de energia cambia, digamos de p = m; a p =
1 GeV, las masas de los quarks que corren con la energia cambian
apreciablemente, pero como las masas de los quarks ligeros y pesados
aumentan casi en la misma proporcién, se obtiene que la dependencia
que resulta de las razones de masas de los quarks con la energia es muy
débil. Cuando la escala de energia cambiade yu =m; a u =1 GeV, i,
y thy decrecen aproximadamente un 25% y . y 7, también decrecen,
pero por menos de un 16%.

3. En vista de las consideraciones anteriores, un rango de valores apro-
piado para las razones de las masas de los quarks, evaluadas a ¢ =
my = 171 GeV, es el siguiente

0.000022 < 7, < 0.000037
0.0043 < 7R, < 0.0046
0.0013 < 7y < 0.0017
0.032< m, < 0.036 (5.90)

Los resultados de el ajuste de x* a las expresiones tedricas para [V5"|, J%, o'*,
B y 4% 4 las cantidades determinadas experimentalmente es el siguiente:

La matriz de mezclas calculada de la expresién tedrica V" con los valores
numéricos de las razones de las masas de los quarks dados en las Ecs. (5.55)

y (5.56) v los mejores valores de el pardmetro Z*/2 = ,/81/32 que rompe la
simetria , y la fase, ®* = 90°, que viola CP es

0.975+i0.017  —0.204+740.083  0.0003 + 70.0034
V= | —0.083+40.204  0017+40.974  —0.0000 +40.0399 [5.91)
—0.0000 — 70.0086 —0.0000 — 40.039  0.0000 ~+ 0.9992

La matriz (5.91) escrita como magnitud y fase es
0.9753¢"°  0.221e™5%°  0.0034¢"%

VPorm = | 0.220e™M2° 09745689 0.040e | (5.92)
0.0085¢27%°  0.039¢2™"  0.9992¢%0°

Para poder tener una estimacién de la sensibilidad de nuestros resultados
numéricos a la incerteza en los valores de las razones de las masas de los



118 La matriz de mezclas a partir del..

quarks, calculamos el rango de valores de las magnitudes {V}"|, que corres-
ponden al rango de valores de las razones de las masas dadas en la Ec. (5.90),

pero manteniendo ® y Z%/? fijos a los valores & = 90° y 2% = \1/81/32.
El resultado es el siguiente,

0.9735 — 0.9771 0.2151 — 0.2263 0.0028 — 0.0040
[V = | 0.2151 —0.2263 0.9726 —0.9764 0.037 —0.043 |, (5.93)
0.0078 — 0.0093  0.036—0.042  0.9991 — 0.9993

la cual debe compararse con los valores de las magnitudes de la mairiz
de mezclas determinados experimentalmente [5]

0.9742 — 0.9757  0.219 — 0.226 0.002 — 0.005
| V¥ ey |= | 0.219—-0.225 0.9734—0.9749 0.037 —0.043 |(5.94)
0.004 — 0.014 0.035 — 0.043  0.9990 — 0.9993

Vemos que los valores absolutos de las enfradas en la matriz de mezclas cai-
culados de las expresiones tedricas para V¥, con los valores de las razones
de las masas dados en (5.53) ¥ (5.56) [64] reproducen los valores centrales de
las entradas determinadas experimentalmente en |V &g, |, casi exactamente,
dentro de la banda de error experimental. Se puede ver de (5.92). (5.93) ¥
(5.94}, que el acuerdo entre los valores calculados ¥ los experimentales de
todas ias entradas es muy bueno en la matriz de mezclas. El rango de va-
riacién estimado en los valores calculados de las magnitudes de las cuatro
entradas de la esquina izquierda superior, de la matriz |V*"] es mas grande
que ia banda de error en las entradas correspondientes de los valores determi-
nados experimentalmente de la matriz de las magnitudes {V®*?|. El intervalo
estimado de variacién en los valores calculados de las entradas en la tercer
columna y en el tercer renglén de )I/;E,-h] es comparable con la banda de error
de las entradas correspondientes en la matriz de los mddulos determinados
experimentalmente, con la excepcién de los elementos |V| v [V en cuyo
caso el intervalo de variacién estimado debido a la incerteza en los valores
de las razones de las masas de los quarks es significativamente menor que la
banda de error en el valor determinado experimentalmente de |V57| v |V57|.

Para el invariante de Jarlskog J [2], el valor obtenido es
JH* =28 x107°, {5.95)

en buen acuerdo con los datos actuales de violacidn de CP en el sistema de
mezecla K° — K° [3).
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Los tres angulos internos del tridngulo unitario pueden inmediatamente
ser calculados de las expresiones (5.69)-(5.71). Encontramos los siguientes
valores

o = 83° g=22° C oy =75° (5.96)

Estos tres dngulos serdn determinados de las medidas de las asimetrias
de C'P en una multiplicidad de decaimientos débiles de B en las fabricas de
B que pronto estardn operando.

Una estimacién del intervalo de variacién de los valores de estos dngulos
compatible con la informacién experimental sobre los valores absolutos de la
matriz V&%, ha sido dada por S. Mele [73] y A. Ali [75]. De acuerdo a estos
autores, 79° < o € 102°, 21° < 3 < 28° y b5° < v < 78°. Vemos que el valor
de # obtenido en este trabajo esta cercano al limite inferior de acuerdo con
S. Mele [73], mientras que nuestro valor de 7 esta cerca del limite superior
dado por S. Mele [73] y « esta en el rango permitido dado por estos autores.

5.8 Resumen y conclusiones

En este capitulo hemos derivado expresiones tedricas para la matriz de mez-
clas V% pas a partir de las matrices de masas M, de los quarks con una
textura del tipo de Fritzsch modificada. Las matrices de masas se constru-
yeron sumando tres términos de masa My, My, ¥ My, correspondientes a
estados de menor simetria en un esquema simple para el rompimiento de la
simetria permutacional del sabor.

El patrén de rompimiento de la simetria S7.(3) ® Sz(3) a S1(2) ® Sk(2)
se caracterizé en términos del pardmetro ZV/? = %"Z;g—gg el cudl es una
medida de cuanto se mezclan las representaciones irreducibles de singlete y
de doblete del grupo Sr(3) ® Sr(3). Este patrén de rompimiento se clasificé
en términos de las representaciones simétrica (Z;f =1 /V/8), y antisimétrica
(Zz* = —+/8) de un grupo auxiliar 5(2) de permutaciones de dos campos
en el término de Yukawa @z wMoso, wdarw-

Una comparacion cuidadosa de las expresiones para los valores absolu-
tos de los elementos de la matriz CK M los valores determinados experi-
mentalmente de |VE7Z |, J7 v los dngulos internos del tridngulo unitario
af*P 3P y ~%*P da una indicacién clara v precisa sobre la existencia de un
patrén preferido para el rompimiento de la simetria del sabor S1.(3) ® Sg(3)
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a S(2) & Sr(2). El patrén de rompimiento de simetria preferido 6 mejor
estd caracterizado por

7 =2 (2 - Z)*) = 8 (5.97)

1
2 32

Una vez que el valor numérico de Z*1/? se fija a \/%, las matrices M,
son funciones de las masas de los quarks y sélo una fase. En consecuencia, la
mejor matriz Vegas tedrica que resulta, esta parametrizada en términos de
las cuatro razones de masas de los quarks (7, M., M4, 7s) ¥ 5610 una fase @
que viola C'P. El mejor valor de @ que se encontrd es

& = 90°. (5.98)

El modulo de los elementos de matriz de la matriz de mezclas calculados de
la expresién teérica Vi, estdn en excelente acuerdo con todos los valores
absolutos determinados experimentalmente de la matriz |VEZ,, |- Para el
invariante de Jarlskog encontramos el valor J = 2.8.00 x 107° y para los
angulos internos del tridngulo unitario encontramos los valores o = 83°,
3 = 22° y v = 75° también en muy buen acuerdo con los datos actuales de
violacién de C'P en el sistema de mezcla K°— K° [5] v los datos mas recientes
sobre oscilaciones en el sistema B2 — B [73] y {75].

En el Modelo Estandar de las interacciones electrodébiles, tanto las masas
de los quarks como los dngulos de mezcla aparecen como pardmetros libres.
En este capitulo, hemos demostrado que, a partir de la simetria permutacio-
nal del sabor exacta, un ansatz sencillo v explicito acerca del patrén de rom-
pimiento de simetria nos lleva a una parametrizacién de la matriz de mezclas
V que es funcién de cuatro razones de masa (1., /my, Me/ Mz, Mg/ My, M /1)
v tiene sélo dos pardmetros libres, el pardmetro Z y la fase ® que viola C'P en
muy buen acuerdo con la informacién experimental disponible sobre mezclas
de quarks y violacién de C'P.



Capitulo 6

Angulos de mezcla y fase que
viola CP

6.1 Equivalencia de V" con otras parametri-
zaciones

En este capitulo encontraremos las relaciones funcionales entre las masas de
los quarks v los pardmetros libres, dngulos de mezcla y las fases que vio-
lan CP con las que se escriben las parametrizaciones fenomenolégicas de la
matriz de mezclas de los quarks. Estas relaciones funcionales resultan de la
equivalencia de las parametrizaciones fenomenoldgicas y la parametrizacién
derivada de el rompimiento de la simetria permutacional del sabor cuando
se hace un refasamiento de los campos de los quarks.

En la teoria estandar electrodébil de las interacciones de las particulas , las
mezclas de sabor de los quarks se describen mediante una matriz de mezclas
unitaria V. Las cantidade medibles de esta matriz, las cuales son invariantes
bajo refasamiento de los campos de los quarks, son las magnitudes de sus
elementos, . e., las cantidades |V;;|. En el caso de tres familias, la unita-
ridad de V constriiie el nimero de magnitudes independientes a cuatro. En
consecuencia, las parametrizaciones fenomenolégicas de la matriz de mezclas
de los quarks expresadas en términos de cuatro pardmetros se introdujeron
sin tomar en cuenta las posibles relaciones funcionales entre las masas de los
quarks y los pardmetros de mezcla del sabor. Originalmente Kobayashi y
Maskawa [17] eligieron como pardmetros independientes tres dngulos de ro-
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tacién v una fase que viola CP. Algunas parametrizaciones de este tipo, pero
diferentes a la forma original de la parametrizacién de Kobayashi-Maskawa
han sido propuestas [5], una de las mas comunmente usadas es la parametri-
zacién “estdndar” [19] recomendada por el Particle Data Group [5].

Desde un punto de vista matematico, dos parametrizaciones diferentes de
la matriz unitaria de mezclas de los quarks de 3 x 3 que contienen cuatro
parametros independientes convenientemente definidos, son equivalentes si
la magnitud de las entradas correspondientes son iguales. En tal esquema .,
tanto las masas de los quarks como como los dngulos de mezcla v la fase que
viola CP aparecen en la teoria como pardmetros independientes.

En contraste, los elementos de la matriz de mezclas de los quarks V**, de-
rivada del rompimiento de la simetria permutacional del sabor en el capitulo
cinco, son funciones explicitas de las cuatro razones de masas de los quarks
My [T, M /T, Mg/ Me, Mg /myp, v unicamente dos pardmetros libres, lineal-
mente independientes, estos son, el pardmetro Z'/2 que rompe la simetria
permutacional y la fase ® que viola CP. los valores numéricos de Z1/2 y
® que caracterizan el patrén de rompimiento de la simetria preferida, se
obtuvieron de un ajuste de x* de las expresiones tedricas para las magni-
tudes (fo[ a los valores determinados experimentalmente de los elementos
de la matriz de mezclas [VZ?|. Un hecho importante es que la calidad del
mejor ajuste de V* a los datos experimentales es tan buena como la ca-
lidad de los ajustes de las parametrizaciones fenomenoidgicas a los mismos
datos. Mas ann, cuando se usa el mejor conjunto de parametros de cada
parametrizacién, las magnitudes de ias entradas correspondientes en V¥ y
las parametrizaciones fenomenoldgicas son numéricamente iguales v dan una
representacion igualmente buena de los valores determinados experimental-
mente de las magnitudes de los elementos de la matriz de mezclas |Vj;*|. De
aqui que, podamos escribir

Vil =V (6.1)

aun cuando V™ tenga solo dos pardmetros libres, ajustables y linealmente
independientes, en tanto que el numero de pardmetros libres ajustables en
VFEN es cuatro.

En lo subsiguiente, demostraremos que haciendo un refasamiento con-
venientemente elegido para los campos de los quarks, la matriz de mezclas
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V% puede cambiar a una forma nueva que denotaremos como V* tal que
todos sus elementos de matriz sean numéricamente iguales a las entradas
correspondientes de la parametrizacién fenomenoldgica con la cual queremos
establecer la equivalencia, tanto en magnitud como en fase. Una vez esta-
blecida esta equivalencia, derivaremos expresiones analiticas exactas para los
cuatro parametros libres de las parametrizaciones fenomendgicas de las ma-
trices de mezcla, generalmente tres dngulos de mezcla y una fase que viola
CP, en funcidn de las cuatro razones de masa my, /my, me/ms, Mg/my, mgs/my,
el pardmetro que rompe la simetria del sabor Z1/2 y la fase ® que viola CP.

En la representacién de las masas, las corrientes cargadas toman la forma

g
Ji = ﬁﬂﬂ””quj- (6.2)
Una redefinicién de las fases de los campos de los quarks que deja invariante
la corriente J{, cambiar4 los argumentos de V;; de la matriz de mezclas, pero
dejard las magnitudes |V;,| invariantes

V;;j — ‘Z’j = e—z‘x;“ V;jeix?. (63)

Entonces, los invariantes medibles de la matriz de mezclas de los quarks
son las magnitudes de sus elementos; i.e., las cantidades |V;;|, v el invariante
de Jarlskog J. En el caso de tres familias, la unitaridad de la matriz de
mezclas V constrifle a cuatro el ndimero de magnitudes independientes [64].
En consecuencia, en la literatura, V, se parametriza generalmente con cuatro
pardmetros independientes. Desde un punto de vista matemadtico, todas las
parametrizaciones de la matriz de mezclas del sabor que contiene cuatro
parametros independientes definidos de manera apropiada, son equivalentes.
En contraste, la parametrizacién V', derivada en el capitulo 'refchap:4 a
partir del rompimiento de la simetria permutacional del sabor, tiene solo dos
pardmetros libres, estos son, el pardmetro Z'/2 que rompe la simetrfa de
sabor y la fase & que viola CP.

Cuado se usan los mejores valores para los pardmetros Z/2 y &, defini-
dos en las Ecs. (5.21) y (5.45) y dados en las Ecs. (5.77) y (5.78}, la matriz
de mezeclas V' reproduce los valores centrales de todas las cantidades de-
terminadas experimentalmente, esto es, las magnitudes [V;3*|, el invariante
JP de Jarlskog J*P y los tres dngulos internos, e, 3 y v del tridngulo de
unitaridad. La calidad del ajuste de V** a los datos experimentales es la
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misma que se obtiene del ajuste de las parametrizaciones fenomenoldgicas
VIPDG y VEM 5 los mismos datos experimentales. De manera mas presisa,
podemos decir que cuando el mejor conjunto de pardmetros ajustables de
cada parametrizacién V8, VIDPG v VEM  ohtenidos de un ajuste de x° a
los mismos datos experimentales, las magnitudes de las entradas correspon-
dientes en las matrices VB, VFPG v VEM goon pumericamente iguales y
dan una representacién de los valores |V®*P;;| determinados del experimento
de la misma calidad. De esta observacién, se sigue que la matriz V*® deri-
vada de la simetria y las parametrizaciones fenomenologicas VPG y VEM
deben ser equivalentes hasta un refasamiento de los campos de los quarks
en la representacién de masas. En lo sucesivo, demostraremos que es posi-
ble derivar unas nuevas matrices tedricas, las cuales denotaremos comoV*®
v V" relacionadas a V® por transformaciones biunitarias de fase, v de tal
manera que todas las entradas correspondientes en V8 y VFDG ¢ Vth o
VXM gean iguales en magnitud v en fase. A partir de aqui, obtendremos
expreciones exactas explicitas para los tres dngulos de mezcla y la fase que
viola CP que aparece en VIPCG v VEM como funciones de las razones de
masas de los quarks y los pardmetros Z*/2 y ®* que caracterizan el patrén
de rompimiento de simetria preferido.

6.2 Equivalencia de fase de Vi* y VIC

La parametrizacién estdndar [19] de la matriz de mezclas de los quarks
recomendada por el Particle Data Group [5] se escribe en términos de los
tres dangulos de mezcla 6o, fa3, 613 vy una fase ;3 que viola CP,

—id
€12C13 $12€13 513€” 1018
PDG _ 5 i
\' = | —812C23 — €12523513€"°1%  C1aCo3 — 512523813612 §23C13
i 5
§12823 — C12C03813€1  —C12893 — 812Cp3813€" " C23C13
(6.4)

donde ¢;; = costy; v 8;; = sindy;.
El rango de valores de las magnitudes determinadas experimentalmente
en V57|, de acuerdo con Caso et ai [83], dentro del limite de 9G% del valor de

confianza corresponde al rango de valores de los angulos de mezcla siguientes

0.219 < 515 < 0.226, (6.5)
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0.037 < 593 < 0.043, (6.6)

Siete de los nueve valores absolutos de las entradas de la matriz CKM
se han medido de manera directa, por procesos a nivel de arbol. Un rango
de valores para los cuatro pardmetros, sis, S23, 813 ¥V 0i3, que es consistente
con las siete medidas directas y los valores de las magnitudes de |[V|**? [5]
determinados experimentalmente, esta dado por Nir [12]

0.2173 < 515 < 0.2219, (6.8)
0.0378 < 593 < 0.0412, (6.9)
0.00237 < s13 < 0.00395, (6.10)

se sabe que c3 se desvia de la unidad hasta la sexta cifra decimal [[5], [12]].

Hasta hoy, la fase 013 que viola CP, no estd constrenida por medidas
directas. Sin embargo, las medidas de violacién de CP en decaimientos de
kaones [13] constrifie a 413 al rango siguiente

0 S 513 S . (611)

La parametrizacién estandar VFP¢ se introdujo sin tomar en cuenta las
posibles relaciones funcionales entre las masas de los quarks y los parametros
que mezclan el sabor. En contraste, estas relaciones funcionales se exiben
de manera explicita en las expresiones teéricas, Vz?}", derivadas en el capitulo
?7?7. Mas aun, hemos visto que, cuando se usan los mejores valores de los
pardmetros Z/2 y ®, la matriz de mezclas V** reproduce los valores centrales
de las cantidades determinadas experimentalmente, esto es, las magnitudes
[Viz™1, el invariante J*#- de Jarlskog y los tres angulos internos, «, 8 y 7,
del tridngulo unitario [77], [2]. Como las dos parametrizaciones reproducen
igualmente bien el mismo conjunto de datos experimentales, esto justifica
que escribamos que

h| _ PDG| __ ex;
Vil = Vi 7% = V™. (6.12)
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No se puede simplemente igualar V** v VZPE porque los argumentos de los
P 2 g

elementos de matriz correspondientes en las dos parametrizaciones no son
iguales
A PDG
arg(Vii") # arg(V; ). (6.13)

Esta diferencia no tiene consecuencias fisicas, simplemente refleja la libertad
de elegir las fases no observables de los campos de los quarks en la repre-
sentacion de masas. Una redefinicién de las fases de los quarks que deja
invariante a la corriente cargada J¥, cabiard los argumentos de V”* pero
dejard invariantes las magnitudes IT/“2

th rth =1 1 rth i
Vit = Vi, = eme Ve, (6.14)

Las fases x¥ v X? que aparesen en la Ec. (6.3) se determinardn requiriendo

que las entradas correspondientes en V¥ y VFDPC gean iguales,

e e P S P (6.15)

en esta expresién w!? y w? P son los argumentos de Vi v VP respectiva-

mente. Como las magmtudes Vi v [VEPC] son iguales, los argumentos de
las entradas en las dos parametrizaciones estan relacionadas por el conjunto
de nueve ecuaciones

X¢ - x4 =wip —wiP. (6.16)

El conjunto de Ecs. (6.16) relaciona las diferencias de las fases no observables
de los campos de los quarks con las diferencias de los argumentos de las
entradas correspondientes en V* y VFPC,

Notemos que el conjunto de Ecs. (6.16) esta sobredeterminado. En el lado
izquierdo de las Ecs. (6.16) hay nueve diferencias de fases no observables
de los campos de los quarks formadas a partir de seis fases desconocidas de
los campos de los quarks. Dado que sélo las diferencias de fase pueden ser
determinadas, las fases mismas se definen dnicamente hasta una constante
aditiva la cual se puede fijar dando el valor de una de las fases desconocidas.
Entonces, en las Ecs. (6.16) hay nueve ecuaciones para determinar cinco
incégnitas. Esto se puede hacer sélo si se satisface un conjunto de cuatro
ecuaciones de consistencia. Las condiciones de concistencia son relaciones
no triviales expresando los cinco argumentos no nulos wiP¢ de VPP¢ en
términos dnicamente de los argumentos conocidos w,f? de szh.

Se puede derivar una primera ecuacion de consistencia de la igualdad de
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los determinantesde V" y VPPG De la definicién de la transformacién de
refasamiento, Ecs. (6.3) y (6.15), se sigue que

det V¥ = det, [XIVFPOX, ], (6.17)

en esta expresién X, v Xy son las matrices de fases unitarias diagonales que
aparecen en la Ec. (6.3). Como el determinante de VFPG es igual a uno,
obtenemos

det [XIVPPOX,| = ¢ e (- “)). (6.18)

De manera similar, a partir de la definicién de V%, en la Ec. (5.43), tenemos
det V* = det [OTP*~90,] = det (070, det P*~, (6.19)

el determinante de las matrices ortogonales es igual a uno, y el determinante
de la matriz diagonal de fases P*~¢ es ¢®?®. Tomando para & el mejor valor
®* = 7/2, obtenemos

det VI = 2% = '™, (6.20)
Substituyendo la Ec. (6.18) y la Ec. (6.20) en la Ec. (6.17) obtenemos

> (O = x?) = 20" = 1. (6.21)

Esta relacién de fases garantiza la igualdad de los determinates de V& y
VEDG,

La suma de las fases no observables de los campos de los quarks que aparecen
en el lado izquierdo de la Ec. (6.21) se pueden calcular de las Ecs. (6.16),

3
> (Y - ) = Ew - whPe, (6.22)

i=1

Ahora, eliminamos las fases no observables de los campos de los quarks en
las Eq. (6.21) y Eq. (6.22), para obtener,

wiPC = E wit — 2%, (6.23)
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Esta relacién demuestra que arg(V:5P%) esta determinado de manera tnica

(mod 27) en términos de los argumentos de las entradas en V&

En forma similar se puede derivar un conjunto de condiciones de consistencia
para las soluciones de las Ecs. (6.16) por eliminacién de las fases de los
quarks. De las Ecs. (6.16), las diferencias de fases del mismo tipo de quark,
digamos (ng] - Xgﬂi)), pueden ser calculadas de las Ecs. (6.16) en al menos
tres formas diferentes. Esta redundancia implica la existencia de relaciones
no triviales entre los argumentos de las entradas de las dos parametrizaciones.

Por ejemplo, de las Ecs. (6.16), la diferencia (Xéu) - ng)) — (Xé”) — ng)) da

A 0 =~y P 624

v la diferencia (Xg“” - ng)) - ( &u) - xéd)) da
y -
X~ = ulh — wh + b (6

Si la diferencia de fases (xS% — x¥) se elimina entre las Ecs. (6.24) y (6.25)

obtenemos

PDG _ , th th _ . th | . ik
013 — Wyy = Wiy — W3 — Wyp + Wz (6.26)

Usando el mismo procedimiento de eliminacdn para todas las posibles combi-
naciones ( (W _ {d)) - ( &) _ A deri j d -

X: X; X Xj ) derivamos un conjunto de nueve ecua
ciones, de las cuales sélo cuatro son linealmente independientes. Una de estas
es la Eq. (6.26), para las otras tres tomaremos

L T S SR S
wit® — wiPC = —wil +wly +wll - wg, (6.28)

¥y
R R S S
Dado que, en VPP hay cinco entradas con argumentos no nulos, di-
gam,os, wiPC = —di3, wiPC, wiPC, whP® v whPC, se necesita una ecua-

cién adicional que relacione los argumentos de las entradas de las dos parame-
trizaciones. Esto se obtiene de las relaciones de fase entre los determinantes
de las dos matrices, V¥ y VDG

Con ayuda de la Ec. (6.23) resolvemos las Ecs. (6.26)-(6.29) para todos
los otros argumentos no nulos de V77€

613 = wif + whhy — wit + wi + wil — 28 (6.30)
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whP% = wit + wih + wih — 26~ (6.31)
wi P = i L 4w — 20 (6.32)
wiP% = wilt + wit + wih — 28*, (6.33)

De esta manera, hemos demostrado que los argumentos w/”% de V.FP¢ estén
determinados de manera tnica (mod 27) por los argumentos wir de V1.
Regresamos ahora a la cuestion de las fases de los campos de los quarks y
la transformacién de fases de V5* a V;}'PC. Sustituyendo las Ecs. (6.23)-(6.33)
en las Ecs. (6.16), obtenemos las diferencias de las fases de los campos de los
quarks explicitamente en términos de los argumentos conocidos wfjh de Vg‘.
Las fases de los campos de los quarks estan determinadas tambien sélo hasta
una constante aditiva comtn. Como las fases de los campos de los quarks
no son observables, podemos fijar una de ellas, sin pérdida de generalidad y
resolver para las otras. De esta manera, si tomamos x§ = 0, obtenemos

Xy = 0

Xg = wi}i - wiga

X3 = —w— wif - wi} +20%,

Xy = wil,

Xt o= —wih— w4 20" (6.34)

Entonces, las matrices de fases que se requieren para calcular la matriz trans-
formada de fases V** son

X, = dmg[ei‘”ff’ ei(—wf’;}—wé’éﬂ@*), ei(—w%@—wi’ﬁ%*)} (6.35)

Xy = diag[l, ei(wg?_wig)y ei(w?é—wgg —w§§+2<1>*)] : (6'36)

Con la ayuda de las Ecs. (6.30)-(6.33), verificamos que
XIVihx, = vFPPe (6.37)

se satisface como una identidad, siempre que |V$*| = [V;FPC].
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6.3 Angulos de mezcla de la parametrizacion
estdndar VFPC

La parametrizacién estdndar V7% recomendadad por el PDG y la para-
metrizacién Vi derivada de la simetrfa, dan una representacién igualmente
buena de los valores determinados experimentalmente de la magnitud de las

entradas en la matriz de mezclas de los quarks |[V;;™] [5]. Debido a esto,

podemos escribir
Vi =1, (6.38)

atin cuando V% tenga sélo dos pardmetros ajustables (Z'/%, @) en tan-
to que el nimero de pardmetros ajustables en V7PC es cuatro, estos son
(612, 823, 013, 613). Todas las entradas en ]%ﬁhJ son funciones explicitas de
las cuatro razones de masas de los quarks (m,,/my, me/me, mg/my, ms/mg)
v los dos pardmetros Z+/2 v ®. La igualdad de las magnitudes de las en-
tradas correspondientes de las dos parametrizaciones nos permitiran derivar
expresiones explicitas para los dngulos de mezcla en términos de las cua-
tro razones de masas de los quarks (my/my, me/my, ma/me, ms/my) v los
parametros Z/2 y &.
De la igualdad de |Vi| y [VEPY|, se sigue que

sin 615 = |V, (6.39)
si tomamos |V 2| de la Be. (5.66), v tomamos ® y Z'/2 igual a sus mejores
valores ®* = 1/2 v Z*/% = \/; obtenemos

Pre(1 — Ty — 62)gsd
{(1 = 82) (1 = 770 ) (7 + (1 — §5) (1 + M) (1 — 7g)
P (1 + e — 0)55(1 — g — &) (L + e — 65\
[ ((1 - 5;)(1 - Thu)(mc + Thu)(l - 5;)(1 + Ths)(l - Thd))
3

(1 = 17 — 01)57 2 } (6.40)
(1 = ) (e + ) (1 + ) (L —0) ) | -
El calculo de sin fo3 es un poco mdsg elaborado. De la Ec. (6.4) y la igualdad
de [Vii* v [V;EPC|, obtenemos

sin B3

[ V' PDG B ‘

th
5
J1—IVEPEE 1V

gin 923 = (641)
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Substituyendo las expresiones (5.63) y (5.66) con ®* = 7/2 y Z*1/? = /8

3z
para [V y [V en la Ec. (6.41) da
infhy = 1“m“{" (1 + g — 6 )rai
Sinfoy = 1+ 7, My Mee — 0y, JTN4TM50y4
+ OS8R+ e — (1 - )5
22y 1/2
= (U= iy — )81 — g = (1 + 1y — 53)| |
x| = [Va=ama =, - )1 - )5
52
— (1 + i — 6)85(1 — g — 63) (1 + i — 63)
+ (1 - 5;)(1 - 7‘7-7’145)(7’?742 + mu)(l - ‘5;)(1 + ’Fn,s)(l - md)
— (L — i — 5:;)mdm35;;} . (6.42)
Similarmente de la Ec. (6.4) y la igualdad de (V2| y |V;5P€], obtenemos
V/PDG th
8in 912 = | us = _________V;.cs (643)

J1—[VEPSE L 1— v

Entonces, substituyendo las expresiones (5.58) y (5.66) para |V| y |[V%| en
(6.43) da

—
sinfy, — ,/W”%{ﬁ%a iy — 65)iia(L + g — 53)

+ | = 8 (1 — 1y — 65)(1 — 85)s(1 + 1, — 83)

L |

(L e — 8) 8z (1 — g — 5;)5;]2}1/2

- VU= gm0 = =5 - o)

- \/ﬁzu(l + M. — 62)0%(1 — g — 65)(1 + 1Ry — 6;)]
+ (1= &) (L — ) (7R + 77 (1 = 87)(1 + 772, ) (1 — 7g)

- mc(1—mu—a;)mdm35;} . (6.44)

X

——

2

Lios valores calculados para sin 1, sinfs3 v sin #;3 que corresponden al mejor
ajuste de x* de |V, J* y o, ™ y 7" a las cantidades determinadas
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experimentalmente |V;™|, J®7 y los tres dngulos internos o, G%%7 y &P
de el tridngule de unitaridad. se obtienen cuando los valores numéricos de
VIR |V v |VER| calculados de las Ecs.(5.58), (5.66), (5.63) y dados en la

Ee. (5.92) se sustituyen en las Ecs. (6.39), (6.41) y (6.43). De esta manera,
obtenermos

sin %, = 0.222, (6.45)
sin 87, = 0.040, (6.46)
sin 6%, = 0.0036. (6.47)

El valor numérico de cosflf; se desvia de la unidad en la quinta cifra decimal.

Notamos que los valores numéricos de los angulos de mezcla calculados a
partir de las masas de los quarks y los mejores valores de los pardmetros que
rompen la simetria coinciden casi exactamente con los valores centrales de
las cantidades determinadas experimentaimente, como era de esperarse de la
Ec. {6.38). Esta observacién es interesante porque, en el caso de tres familias
la forma mas general de la matriz de mezclas tiene a lo més cuatro pardmetros
libres indpendientes {66] los cuales pueden ser cuatro magnitudes indepen-
dientes 6 tres a4ngulos de mezcla y una fase como ocurre en VFPC, La matriz
Vi derivada de la simetria tiene sélo dos pardmetros reales independientes.
A pesar de ésto, la calidad del ajuste de V** a los datos experimentales es
tan buena como la calidad del ajuste de VFPC a los mismos datos. El poder
predictivo de V** implicado por este hecho se origina en la simetria permu-
tacional de sabor del Modelo Estédndar v del patrén de rompimiento del cual
la textura en la matrices de masas de los quarks y V¥ fueron derivadas.

6.4 La fase 613 que viola CP

La, fase 613 que viola CP de la parametrizacién estdandar VFP de 1a matriz
de mezclas de los quarks esta dada en la Ec. (6.30) en términos de los
argumentos wi de cinco entradas en las expresiones tedricas para V. y la
correspondiente fase © que viola CP. Tomando de la Ec. (5.92) los valores
numéricos de los argumentos fwff y tomando @ igual al mejor valor & = 7/2,
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obtenemos el valor numérico de 43 correspondiente al mejor ajuste de mg"
a los datos experimentales
813 = 75.2° (6.48)

Este valor predicho para d:3 es casi igual al valor numérico del tercer dngulo
interno v del tridngulo de unitaridad. La diferencia puede ser calculada en
términos de los argumentos wf;‘ De las expresiones para

y=arg |- V{';V“‘“] (6.49)
o Vud
tenemos
—y = wif — it — ittt (6.50)
la cual, cuando se compara con la expresién (6.30) para d;3 da
—y = b13 — (Wi + Wi + Wl — 20* — 7). (6.51)

Tomando de la Ec. (5.92) los valores numéricos correspondientes a los mejores
valores ®* = 90° y Z1/2x = \/%, obtenemos

(wi + wit + wil — 20* - 1) = 0.04°, (6.52)
Este es un ndmero muy pequeio y justifica la aproximacion
—y & d]5. (6.53)

De acuerdo con esto, el valor de }y| calculado de las razones de masas de los
quarks y los mejores valores de los pardmetros Z*'/2 y & es jy| = 75°, en
buen acuerdo con las cotas extraidas de las medidas precisas de la frecuen-
cia de oscilacién de el sistema BJ [88] v las medidas de las razones de los
decaimientos hadrénicos exclusivos de B* — 7 v el valor promedio de CP
de B* — ztx% [91]. Es posible obtener expresiones explicitas exactas para
la fase 413 que viola CP en términos de las cuatro razones de masas y los
pardmetros Z*'/? y ®*. Tal expresién se puede derivar de la Ec. (6.30) en
términos de los argumentos de cinco elementos de matriz de V. Sin embar-
g0, una expresién mas sencilla, que involucra dnicamente cuatro elementos
de matriz de V* se puede obtener del invariante J de Jarlskog.

Elinvariante de Jarlskog se puede escribir en términos de cuatro elementos
de matriz de V como
J = Im[Vi2Vas V5 V). (6.54)
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Como J es un invariante, su valor es independiente de la parametrizacién
particular de V. Si escribimos el término derecho de la Ec. (6.54) en términos

de la parametrizacién estandar VEP¢, obtenemos
) Jth _
sindi3 = - (6.53)
512813523C12€)3C23

Los términos en el denominador del lado derechio de esta exprecidn se escri-
bieron es las Ecs. (6.39), (6.41) v (6.43) en términos de los médulos |V
A% . Entonces,

ViR [VERIT(1 — | V12 — VER|2 _ (Vb2
$12513523C12Ch5Ca3 = ViV Va1 = Vi Vi tth)( — [Vai1)] .
1 - Vi

(6.56)
Sustituyendo la Ec. (6.56) en la Ec. {(6.25) da
A (L= (VAP IV VSV Ve -
VIV (L= VR — VYA — V2 = V)

el lado derecho de esta ecuacién se puede escribir en términos de las razones
de masas de los quarks y los pardmetros que rompen la simetria Z*'/2 y &*
con ayuda de las Ecs. (6.40), (6.42) y (6.44).

Una expresién maés simple que nos Heva a una aproximacidn m’as precisa
para di3 se obtiene de la Ec. (6.57) si los elementos de matriz en el paréntesis
cuadrado se escriben como magnitudes y argumentos, y hacemos uso de la
unitaridad de V* para simplificar el derominador,

(1 - V%)V sin (w + wit — wit — wih

VIV (6.58)

sin 613 =

Expresiones explicitas para los argumentos w en términos de las razones de
masas de los quarks estan dadas en las Ecs. (A.SO)—(A.38) tomando ZY?% y
$ igual a sus mejores valores Z*/? = /58 y &* = /2, se obtuvo

1y T

wi = 7 —tan”t { - {\/(1 — &)1 —63)

mcmd

o (LT = 63)(1 — 1hg — 83)
’ A\J§u5d(1 — 7y, — 02)(1 + M, — 52)} }v (6.59)
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wff = {2 =) - 5)

mcmdms

6:.(1 + 7~nc " 5;)(1 -~ Mg — 62)(1 + i"-f""s - 5;)
\l 85(1 — mZ — %) } } (6.60)

wtt = tan—l{ Mells [¢(1—5;)(1—5;)

ma, g
. *(1—7ﬁu—5ﬁ)(1—mcﬂ—5§)]}
+ Jéudd(1+fhc—5§)(1+ﬁas-5;) ' (6.61)
_ M N .
wﬁ? = q —tan 1{ m[\/(l“5u)(l—5d)

0x(1 — 1y, — 82)(1 — g — 83) (1 + 7y — 63)
- e

Calculando el segundo factor en el paréntesis cuadrado al orden de mag-
nitud dominante, obtenemos

wh ~ 7 —tan™! ( T?u’r_),%) : (6.63)
MMty

th -1 Me oy

e — — {1 - /= 6.64
- 5
th o~ tan™! 1/—————-m“ 1— /-2 :
y
wtt ~ tan-! ( M) | (6.66)
My, My

La magnitud |V}| ya ha sido expresada en términos de las razones de masas
de los quarks y los pardmetros que caracterizan el patrén de rompimiento de
la simetria Z*¥/2 y ®*, en las Ecs. {6.39) y (6.40). Expresiones similares para
las otras magnitudes que aparecen en la Ec. (6.58) se pueden dar tambien
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—_— i (1 = 7y — 67) g (1 — Py — 35) H2
Vad ((1—5*)( — 1) (17 + 77) (1 — 53) (1—md)(ms+fﬁd))
x {1+ 22 - s - )
oo (L 1 = 85) (17, — 83) | /%72
- (6“5d(1—mu—5*)(1—md—5;)) H (6.67)
B i (1 4+ e — 63) s (L= — 63) \ 77
Vel = ((1+Thc)(7ﬁc+ﬁau)(1+ﬁ15)(ﬁ13+ﬁ1d)) ;
5303 (1 — o = 85) (1 = g — &) e
8 {{1-'_((1_6;)(;_52')(1+mc_mu)(1+%s_6§)) :I
g 1 1/2
T i (1_5;)(1—6*)} ’ (6.68)
Vol = {u—m—6;)(1+mc—5;:)(1—md—ém—mg—a;)r?
LT A= 0 + ) (1 = ma) (1= 81 + ) (1 — )
51551 — 52)(1 — 53) i
< | ”((1+mf5:><1—mj—5:)(1—7715—6;)(1%3—5;)) }

T ey M5 0 }” i (6.69)
(1 —7hy, =8 (L+ M~ ) (1 + s — ) (1 —me—0%)) '

Calculando al orden dominante de magnitud, el primer factor en el lado
derecho de la Ec. (6.58) da

0 VRV (1= 5)0 = )3 = )1 = ) g
17 TR R Tirwen o e v el (R V(S))
6.70

Insertando en la Ec. (6.70) los valores numeéricos de las razones de masas y
&% — \/5_;'; = 0.04, encontramos que el lado derecho de la Ec.(6.70) difiere
de uno en la tercer cifra decimal,

1 - VERvE !
~ 1. 6.71
e (6.72)
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En consecuencia,

sin 6f; ~ sin(wi +wih — wit — W), (6.72)
tomando los valores numéricos de el argumento en el lado derecho de la Ec.
(6.72) de (5.92), obtenemos

8ty ~ T3, (6.73)
de acuerdo con la Ec. (6.48). La expresién aproximada Ec. (6.72) para sin 6},
se puede derivar también de la Ec. (6.26) si w£? es despreciada. Calculando
whPC de la Ec. (6.23) y (6.59)-(6.61), obtenemos wiP% = —0.0018° lo cual
muestra que la Ec. (6.72) es una buena aproximacién. Como la Ec. (6.23)
se derivé de la relacién de fases que expresa los argumentos de V;f DG ep
términos de los de V/, en tanto que la Ec. (6.58) se derivé de la expresi6n
Ec. (6.57) para el invariante de Jarlskog, el acuerdo entre las Ecs. (6.23) y
(6.58)- (6.72) es una prueba de consistencia de nuestro formalismo.

6.5 Equivalencia de fase de Vi y VW

La matriz de mezclas de los quarks fue parametrizada por Wolfenstein con
A, A, py n como parametros libres. Esta es una parametrizacién muy 1itil
en aplicaciones fenomenolégicas, alin cuando sea sélo una parametrizacién
aproximada. La parametrizacién de Wolfenstein pone énfasis en la jerarquia
de la magnitud de los dngulos, s;2 >> se3 >> s13 [20], en esta parametri-
zacion 17 representa la fase que viola CP y A =| V,; | juega el papel de un
pardmetro de expansién, los elementos de matriz restantes se escriben con
potencias de A,

1-% A AN (p—in)
Vw = —X - & AN : (6.74)
AXN(1—p—in) —AN 1

En esta expresién A, p, y 1 son nimeros reales de orden uno. El invariante de
Jarslkog es J = nA2A8(1 - 323’1) Debido al valor pequefio de A en la expansidn
de cada elemento de la matriz de mezclas se obtiene un buen ajuste a los
datos experimentales con el término de orden A2, Los rangos de variacién de
estos pardmetros, son los siguientes:

A = 0.2205 £ 0.0018, A =0.826+0.041,
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—0.15 < p< +0.35, 0.020 < 7 < +0.45. (6.75)

Si uno requiere m4s precisidn, se tienen que incluir términos de orden mayor
en A. Alincluir estos términos, es impotante que se preserven las propiedades
de unitaridad e invariancia ante un refasamiento de los campos de los quarks
de la matriz de mezclas V. Una manera eficiente v sistemadtica de hacer
esto sin que se pierda la transparencia se obtiene definiendo los pardmetros
A, A, pv 1 a partir de la parametrizacién estdndar, de la manera siguiente

A= 512€C13 _4}\2 = S23C13 AAS(‘O - 37’}) = 8136‘i513 (676)

Haciendo este cambio de variables en la parametrizacién estédndar, podemos
escribir la matriz de mezclas de los quarks como una funcién de A, 4, py 71
y a diferencia de la parametrizacién original propuesta por Wolfenstein [20],
la obtenida con el cambio de variables, es una parametrizacién que no tiene
aproximaciones v satisface la condicién de unitaridad de manera exacta.

Vil = 1= A2 422802 + 2)
Vag = 2

Vi, = AX(p—in)

AZX3(p -+ i)y /1 — AZNS(p? +2) — X2

B 1~ AD0(g + )

VU= N2 — 42X + 1)) (1 — A2 — AZNS(? + %))
L= A220(¢2 +17%)

= o

Vo=
AZXS(p + in)
1—A2S(p? +1?)
Vo= AN

C

Vi = AN(Q-p—in)

V(L= 22— A2X0(2 + %)) (1 — 42X — A2NE(02 + 1))
L — 42X —7P)

w g (= X = AT 4 )

" 1= A2X0(% = F)
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A)\‘l(p—I—in)\/(l—A2A4—A2)\6(p2+?]2))
1 — A2X8(2 + 7?)
vy o= \/1 — AZXE — A2X8(p2 + ?) (6.77)

De las Ecs. de transformacién (6.76) obtenemos los pardmetros de Wolfens-
tein como funcién de los angulos de mezcla y la fase que viola CP §,3 de la
parametrizacién estandar

523 513

Sen(513

(6.78)

A= S812C13, A= C03613, n=

2 . P= 2
572C13 512823C13 812323(3%3

En la seccién 6.2 exhibimos de manera explicita la equivalencia de la matriz
de mezclas V* obtenida del rompimiento de la simetria permutacional del
sabor y la parametrizacién estindar VFPC recomendada por el Particle Data
Group. A partir de aqui, derivamos expresiones explicitas, exactas para el
seno de los tres dngulos de mezcla, s12, S23, s13 ¥ la fase é13 que viola CP
como funcién de los cocientes de masas de los quarks y los pardmetros 2 y
$ que rompen la simetria de sabor. Aqui haremos uso de la equivalencia,
entre VFPCG y V% para encontrar la dependencia funcional de los pardmetros
de Wolfenstein A, A, p y n con los cocientes de masas de los quarks y los
parametros que rompen la simetria del sabor Z y ®.

Como explicamos en la seccién 6.2, cuando se usa el mejor conjunto de
parametros de cada parametrizacién, las magnitudes de las entradas corres-
pondientes de las dos parametrizaciones son numéricamente iguales y dan
una representaciéon de la misma calidad para los valores de las magnitudes
| Vis'F | de la matriz de mezclas obtenidas de los experimentos. Esto nos
permitié escribir la igualdad de las magnitudes correspondientes de las dos
parametrizaciones

| Vi 1= VEPC, (6.79)

Asimismo, la igualdad de las magnitudes de las entradas correspondientes de
las dos parametrizaciones nos permitié dertvar expresiones explicitas, para
los dngulos de mezcla en funcién de los cocientes de masas de los quarks y
los pardmetros gue rompen la simetria del sabor Z y ®.
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De la igualdad de | V2 | v | VEP® | encontramos que
sin 913 :\ V;fg’ | (680)
Para sin g3 v sin 615 encontramos
. |V : | Vis |
Sin fgg = sin By = — ——.
V1=V [? V1= 1V 1P

Sustituyendo las expresiones (6.80) ¥ (6.81) en las Ecs. {6.78) para los
parametros de Wolfenstein encontramos para A v A

(6.81)

A =| vk A= | zi‘;h '2 (6.82)
IV'LLS {

Los pardmetros de Wolfenstein A y A escritos de esta manera son funciones
de las razones de las masas de los quarks y de los parametros 2 v &.

Si sustituimos las Ecs. (5.58) y (5.63) en la expresion para A obtenemos a
orden dominante

El
;3!

I
= T =
S

ey 1+

3

PN (6.83)

esta es la expresién que obtuvimos para el seno del dngulo de Cabibbo 8¢ en
el caso de dos familias en el capftulo 3, es claro de agui que a orden dominante
A no depende de Z*.

Como el pardmetro A depende de la magnitud del elemento | VZ* | de la
matriz de mezclas de los quarks, v a orden dominante tenemos que

Vi I~ (L* ‘/‘5_)

sl sustituimos las expresiones (5.30) para 6,(Z) y d4(Z) respectivamente en
el orden dominante de las razones de las masas de los quarks v la Ec. (6.83)
para A en funcién de las masas y las sustituimos en la Ec. (6.82), obtenemos

A~{ g (1 - 22) ~ i (1— 22) )}

N \/1_(22“)7'7’*5(1—?—15)_\/1—(23+1)r'hc(1—%—
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Te V7% (6.84)

s

X = —
mg My,
s e

esta expresidn se obtuvo para los valores 6ptimos de los pardmetros Z* y &*.
Como A depende directamente de Z y A es muy sensible al valor de &, la
parametrizacién de Wolfenstein es apropiada para estudiar la fenomenologia
del rompimiento de la simetria del sabor. En el limite de la simetria permu-
tacional exacta, de la Ec. (5.30) se sigue que,

. <172 —

zlqlin)0 6,/“(Z2) =0 (6.85)
A no es funcién de Z, pero para este limite cuando se restaura la simetria
permutacional del sabor A toma el valor

ZlqlgloA(Z) =0 (6.86)
esto es, cuando la simetria permutacional se restaura la matriz de mezclas
de los quarks es real y diagonal por bloques.

1-X2/2 X 0
Vw=| -\ 1-X%/2 0 (6.87)
0 0 1

y la matriz de masas también es diagonal por bloques en este limite,

0 mime ™ 0
M% = | mimie® mi-mi 0] , (6.88)
0 0 1/ 4

y los quarks del singlete y el doblete de la matriz de masas no se mezclan.
Las fases en esta exprecion se pueden absorber en los campos de los quarks.
Para los pardmetros restantes p y n econtramos

p=|VJ£”|cosél3 y n=|1/;fg|sin513 (6.89)
|V [l Vit |V v
de estas expresiones se sigue que 77 y p no son independientes,
th |2
2 2 Vi | n
PN = —mge——— y tand;s = —. (6.90)
LV PV p
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En la Ec. (6.30) obtuvimos la expresién para &;3 en funcién de las fases w

conocidas,
tho, . th th th th .
6]_3 == w,ud —+ ’ww — H}ub + u"r_‘b Jf‘ 'thb — 2@

si sustituimos las expresiones (A.30)-(A.38) encontradas en la Seccidn (A.1)
para las fases wfjh calculadas para los valores optimos de los parametros Z*
v &*, a orden dominante en los cocientes de las masas encontramos que

[T, - u 0y
O13 = tan~ Tue _ tan”! ( L [1 — —})
Mg Mg Mg dq

+ tan_l( #1—~{1+ L D—z@ (6.91)

mcﬁt'ums my 5:::: 6d

. Los valores centrales que se obtienen para los pardmetros de Wolfenstein
calculados con el valor central de las razones de las masas Z* y ®* son,

A =0.222, A*=0806, o =01171 77 =038  (6.92)

estos valores estan en en el rango de variacién permitida para estos pardmetros
que se obtiene de las medidas experimentales dadas por Josef Nir en {12].

6.6 Equivalencia de fase de V" y la parame-
trizacién VE de Kobayashi-Maskawa

La matriz de mezclas de los quarks fué parametrizada por Kobayashi y Mas-
kawa [17] en terminos de los tres dngulos de mezcla, 8, 62, y 3, y una fase
dxar que viola CP

Ci —81C3 —5153
VEM = | gio0 ¢10o03 — 5283€05M ¢l ep85 + 5554680KM (6.93)
$185  C189C3 — Co83€EM 01 8o8s  — Cp55€l0KM
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donde ¢; = cosf; v s; = sin#;. El invariante de Jarlskog se escribe de la
manera siguiente, J = $25283¢1C2C385,,, €n funcién de los pardmetros de
Kobayashi y Maskawa. Se verifica de manera inmediata que

det VEM = _ctxu (6.94)

Como discutimos en la seccién (6.1), la parametrizacién V* derivada del
rompimiento de la simetria permutacional del sabor vy la parametrizacién
VEM de Kobayashi-Maskawa, dan una representacién ignalmente buena de
los valores de las magnitudes [V;7| de la matriz de mezclas atin cuando V*
tenga s6lo dos pardmetros libres, linealmente independientes. Entonces, las
dos parametrizaciones son equivalentes hasta un refasamiento de los campos
de los quarks. Por lo tanto, podemos definir hasta una transformacion de
fase una matriz V*, tal que todas las entradas en Vg‘ sean numéricamente
iguales a las entradas correspondientes en VgM , tanto en magnitud como en

fase,

vt = x4, vitxd = VEM (6.95)

Las matrices diagonales

X%, = diagle®t, 3] (6.96)

X4 ., = diagle®!, ¢¥37%) (6.97)

se determinaron de la igualdad de V" y VEM,

o — qﬁg = wfj’? — 'wf;M. (6.98)

donde

'ng = arg(VgM). (6.99)

En el lado izquierdo de las Ecs. (6.98) hay nueve diferencias de fases
formadas con sélo seis fases no observables de los campos de los quarks.
Diferencias de fases del mismo tipo de quark, digamos (qb;-l - qﬁ}i), pueden
calcularse de las Ecs. (6.98) en al menos tres formas diferentes. Eliminando
las diferencias de fases no observables de los campos de los quarks entre estas
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expresiones da un conjunto de condiciones de consistencia relacionandque

relacionan las fases conocidas wi? y wi™,

legM =, (6.100)
whM = 7 (6.101)
wisht = pth — it gt lh (6.102)
wiM = i ottty wit + (6.103)
wiM = qif —th gyttt o (6.104;
wig? = W —wlh it o (6.105)

Cuando las expresiones (6.100-6.105) se substituven en las Ecs. (6.98) ob-
tenemos las diferencias de las fases de los quarks como funciones de ios ar-
gumentos wiy de VI*. Las fases de los quarks mismas, estan determinadas
unicamente hasta una constante aditiva comin la cual se fija dando el valor
de una de ellas. Si tomamos x¥ = 0, obtenemos

ik

X?{M — dgag[l} e_i(wﬁfwg?h e_i(w{wa3l ] (6106)

=

X = diagle™ ™8, ¢ Wi gmilui—m], (6.107)

Con la ayuda de las Ecs. (6.106) v (6.107) se verifica de inmediato que
la Ec. (6.95) se satisfase como una identidad.

6.7 La fase dx;; que viola CP.
La fase dxar que viola CP esta determinada de manera implicita por las

ecuaciones (6.100 - 6.105). Una expresién explicita para dxas en términos de
los argumentos w de V* se puede obtener de la identidad

det[VEM] = det[V?], (6.108)



La fase 8 ar que viola CP. 145

-

det [Vth] = et Sim (=4 gize (6.109)
Sustituyendo las Ecs. (6.94) y (6.109) en (6.108) obtenemos

3
Sxnr = D _(¢F — ¢¥) +20" — 7 (6.110)

=1

Ahora, de las Ecs. (6.98) y (6.100 - 6.105),

iR th th th th
OKM = Wyg — Wiyg — Wy — Weg — Wig. (6.111)
Esta expresién da la fase dx s que viola CP de la parametrizacién VEM
de Kobayashi-Maskawa, en términos de los argumentos conocidos de la pa-
rametrizacién V* derivada de la simetria.
Tomando los valores numéricos de los argumentos ’wg—" que aparecen en (6.111)

de la Ec. (5.43), obtenemos

Sxnr = 96.4° (6.112)

(5KM:7T—83.6°. (6113)

El valor del d4ngulo interno « del tridngulo unitario encontrado en nuestro

ajuste de x* de V* a los valores de las magnitudes |V:*?| determinadas

Y
experimentalmente es
o = 83.6°. (6.114)
Por lo tanto, dentro de la precisién de nuestro mejor ajuste a los datos
experimentales

Esta es sélo una aproximacion, para derivar una relacién exacta calcula-
remos « de

Vo Vad
— . ub ua 6.116
o = arg ( VeV ) , ( )

sustituyendo VI por Vj; en la Ec. (6.116) da
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o= —wh 4wl it — i (6.117)
Comparando (6.117) con (6.111) da
brenr = —a — (Wi +wl — Wi + 7). (6.118)

Tomando los valores numéricos de los wi? de (77) obtenemos

wih 4+l 1 = 37 + 0.04°, (6.119)

us

Entonces,

Sgme =7 —a—0.04° mod(27) (6.120)
esto muestra que (6.115) es una exelente aproximacion al valor numeérico de

dxcar-
De paso, notemos que

o=wh™ (6.121)

es un resultado exacto.

6.8 Angulos de mezcla de la parametrizacién
de Kobayashi-Maskawa.

Una vez que se ha establecido que cuando se usa el mejor conjunto de

paridmetros de cada parametrizacién, VEM (8, 0y, s, Sxcar) vy VP (h,, 22, ®),

la magnitud de las entradas correspondientes en las dos parametrizaciones
son numericamente iguales, podemos identificar las entradas correspondien-
tes v resolver para los dngulos de mezcla 8, 8, v 63 en términos de las razones
de masas de los quarks v los pardmetros ® v Z.

De la identificacidn de

cosfy = [V, (6.122)

obtenemos
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cosh. — (1 = it — 85)(1 — 7ha — 63) H2
st = ((1—6*)(1—mu)(l—md)a—ad)(1+mu/mc)(1+md/ms))
1

x {1+ 22 (- g - g

* ok (1 + me — 6:)(1 + M — 53) 1/2:| }1/2
o (R T e (6123

El angulo #; se obtiene de la identificacién

sin 0 sinfy = |V (6.124)
el cual da
: Via
sin @y = n o, (6.125)
donde
sinf) = /1 — [ViA12) (6.126)

|V| estd dado en las Ecs. (6.122) y (6.123), ¥

th MOy (1 — g — 64) 1/2

th ((1 - ’M)(]- + mc)(l - mu)(l - 6d)(1 — md)(?’hs —+ ﬁ],d))

+ { _ ( (1 — My — 6) (1 + M — 8y ) Mg (1 + s — )04 )1/2
(1 — 8y} (1 + M) (1 — i) (1 — 5d)(1/_ a) (s + )
Sumg(l — 1y — dq) V2 i®

((1 + 1710) (1 — 172 ) (1 — 7720) (P2 + ﬁzd)) }6’ (6.127)

Calculando al orden dominante, obtenemos

1
sind, m 12
1 + mcmd
ms - md

V(1 — a1+ the) + 22 (g — ma)(L + P54
. \/(1 — 1y )(1 + 1) + 2Z(e — hy) (1 + Ml) }(6'128)

+

X
e
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de forma similar, podemos obtener el angulo #3 identificando
sin ) sin @3 = | V] (6.129)

Entonces,
th
lvub

donde V¥ esta dado en la Ec. (5.66) v sinf; estd dado en la Ec. (6.126).
Calculando al orden dominante de magnitud, encontramos,

. 1+ mg/m
sinfs = #Zl/2
]+ Mgt
' rnstmg,
T, — Mg

* {\/(1 — 1) (1 + ) + 22 (s — 1) (1
Me — My

V(1 — i) (1 4+ e) + 2Z (g — i) (1 + el

sin @5 = (6.130)

Los valores exactos calculados para sin #;, sin#; v sin #/3 que corresponden
al mejor ajuste de V2, J* y o, g% y +* a las cantidades determinadas
experimentalmente fueron obtenidos de las Ees. (6.122, 6.125) y (6.130)
cuando los valores numeéricos de V¥, Vi v V1 calculados de las Ecs. (6.67),
(6.123) v (6.127) son substituidos. Obtenemos

sinf; = 0.2225 (6.132)
sin f, = 0.0384 (6.133)
sin 6y = 0.0162 (6.134)
v, de la Ec. (6.112},
sin Sxear = 0.9938. (6.135)

Si los d4ngulos de mezcla 6y, 05 v 83 se restringen al primer cuadrante, los
valores correspondientes de los Angulos son

6, =12.86° 6, =2.2° and 65 =0.93 (6.136)
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los cuales, junto con el valor numérico de la fase dxpr que viola CP encon-
trada en la seccién anterio, dgpr = 96.4°, dan el mejor conjunto de valores
de los pardmetros de mezcla en la parametrizacion de Kobayashi-Maskawa
de la matriz de mezclas correspondiente al mejor conjunto de pardmetros
®* = 90° y Z*1/2 = ,/81/32 de la parametrizacién de la matriz de mezclas

V* derivada del rompimiento de la simetria de sabor.

Como es de esperarse, de la forma en que fueron obtenidas, los valores
numéricos de las magnitudes |[VEM| calculados con la ayuda de estos va-
lores numéricos de los angulos de mezcla 8, 65, 61, y dxar reproducen los
valores centrales de las magnitudes |V;*| determinadas experimentalmente,
como estan dadas en el PDG [5].

En la parametrizacion de Kobayashi-Maskawa, el invariante de Jarlskog es

J = s25983¢CoC355 (6.137)

El valor numérico correspondiente es
J=3.0x10"° (6.138)

en exelente acuerdo con JF,

6.9 Resumen y Conclusiones

En la teoria estandar electrodébil de las interacciones de las particulas, tanto
las masas de los quarks como los parametros de mezcla y la fase que viola
CP aparecen como parametros libres independientes. En consecuencia, se
introdujeron las parametrizaciones fenomenoldgicas de la matriz de mezclas
de los quarks sin tomar en cuenta las posibles relaciones funcionales entre las
masas de los quarks y los pardmetros de mezcla de sabor. Estas relaciones
funcionales se exhiben de manera explicita en la matriz de mezclas téorica
V" de los quarks derivada del rompimiento de la simetria permutacional del
sabor en el capitulo anterior 5, y publicada en los articulos [76], [77].

En este capitulo, exhibimos de manera explicita la equivalencia de fage de
la matriz de mezclas teérica, V®*, y las parametrizaciones fenomenoldgicas:
la original de Kobayashi-Maskawa [17], VEM v la parametrizacién estdndar
y VFPE 119] recomendada por el Particle Data Group [84], ¥ la parametri-
zacién de Wolfenstein V' [20] las cuales se escriben en términos de cuatro
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prametros libres.

La igualdad de las magnitudes de las entradas correspondientes en V¥ y
VEM o VPOCG nos permitié derivar, expresiones explicitas, exactas para los
angulos de mezcla y la fase que viola CP de las parametrizaciones feno-
menolégicas como funciones de las razones de masas de los quarks m,/m;,
Mo /My, Mg/ My, /My, v los pardmetros que rompen la simetria del sabor:
Z42 4 p.

Los valores numéricos de los pardmetros de mezcla sin 87, sin 83,, sin @],
de la parametrizacién estandar recomendada por el PDG calculados a par-
tir de las razones de las masas de los quarks v los mejores valores de los
pardmetros Z*'/? y ®*, coinciden casi exactamente con los valores centrales
de los mismos parametros de mezcla determinados de un ajuste a los datos
experimentales [12], como era de esperarse de la equivalencia de fase de V#
y VPPG v el buen acuerdo de [V!?| con los correspondientes valores [V
determinados experimentalmente.

A partir de la parametrizacién estdndar VFP¢ derivamos la parametrizac-
fién de Wolfenstein exacta y usamos la equivalencia de fagse de V¥ y VPG,
para obtener los valores numéricos de los pardmetros de mezcla A, A, p v
n derivados de nuestras expresiones v las razones de masas de los quarks v
los valores mejores de lo pardmetros, Z*/? y ®*, que rompen la simetria del
sabor. De igual manera, de la igualdad de las magnitudes de las entradas
correspondientes en V#* y VXM derivamos, expresiones explicitas, exactas
para los pardmetros de mezcla sin £, sin 3 and sin 8; de Kobayashi-Maskawa,
como funciones de las razones de masas de los quarks y los pardmetros Z1/2
y @ que rompen la simetrfa permutacional del sabor. Como en el caso ante-
rior, los valores numéricos de los pardmetros de mezcla, sind;, sinds v sin 6
v la fase que viola CP calculados de nuestras expresiones y las razones de
masas de los quarks y los valores mejores de lo pardmetros, Z*1/2 y ®*, que
rompen la simetria del sabor, son tales que los valores numeéricos de |Vf§ M
reproduce casi exactamente [os valores centrales de los valores determinados
experimentalmente de las magnitudes, |V ®|, y el invariante de Jarlskog,
JeP como se reporta en el PDG {5].

El valor numérico de la fase d,3 = arg (V;‘;f DG) que viola CP caleulado de
las razones de masas de los quarks v los mejores valores de los parametros
712 v & es §;3 = 75.2° en buen acuerdo con las cotas extraidas de las
medidas precisas de la frecuencia de las oscilaciones de B [88] ¥ las medi-
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das de las razones exclusivas de decaimiento hadrénico de B= — 7K [91].
El valor numérico de la fase dxpr que viola CP de la parametrizacién de
Kobayashi-Maskawa calculado de las razones de masas de los quarks y los
mejores valores de ZY/2 y @ es §%,, = 96.4°. No estd de mas recalcar que
0k NO es un nimero pequefio como se supone algunas ocasiones [92]-[93].

En conclusién, los tres angulos de mezcla y la fase que viola CP, los cuales
aparecen en la parametrizacién fenomenolégica de la matriz de mezclas de
los quarks como parametros libres linealmente independientes, se expresan
en este capitulo como funciones de las cuatro razones de masas de los quarks
v los dos parametros Z/2 y & que rompen la simetria permutacional del
sabor. Los valores numéricos de los angulos de mezcla v la fase que viola
CP calculados de las razones de masas de los quarks y el mejor valor de los
parametros Z*1/2 = ,/81/32 y & = 90° que rompen la simetria coinciden casi
exactamente con los valores centrales de los mismos parametros de mezcla
determinados de un ajuste a los datos experimentales. El valor predictivo de
la matriz de mezclas tedrica V* de los quarks implicado por este hecho tiene
su origen en la simetria permutacional del sabor del Modelo Estandar y el
patrén de rompimiento de simetria supuesto a partir del cual se derivaron
las texturas de la matriz de masas de los quarks y la matriz de mezclas V.
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Capitulo 7

Matriz de mezclas de los
leptones derivada del
rompimiento de S(3); ® S(3)p

En este capitulo utilizaremos las ideas de la simetria permutacional del sabor
S(3)r ® S(3)r y su rompimiento para derivar la matriz de mezclas lepténica
Uk,

Como vimos en el capitulo uno, se ha encontrado evidencia experimental de
que los neutrinos tienen masa en las observaciones de neutrinos creados en
el interior del Sol, en la atmésfera de la Tierra y en los aceleradores. Los
neutrinos con masa diferente de cero se incluyen en el contenido de particulas
del Modelo Estandar agregando a la lagrangiana los términos de los singletes
derechos vy ; de los neutrinos. En el Modelo Estdndar un neutrino de sabor
definido, v,, no es necesariamente un eigenestado de la masa por lo tanto,
un neutrino de sabor definido, v,, es una superposicién lineal coherente de
los eigenestados de la masa,

3
Vo =Y U1, (7.1)
a=1

en esta expresion v; son los eigenestados de masa y los coeficientes U, ; son
los elementos de la matriz de mezclas lepténica.

La matriz de mezclas lepténica es el andlogo de la matriz de mezclas de los
quarks y también se escribe con cuatro pardmetros libres, tres dngulos de
mezcla y una fase que viola CP.

153
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En el capitulo 5 encontramos que la matriz de masas de los quarks que se
obtiene a partir del rompimiento de la simetria del sabor Sp{3) ® Sgr(3) en la
cadena S7(3) ® Sr(3) C S1(2) ® Sr(2) C Saag(2) sélo tiene dos pardmetros
libres: el pardmetro de rompimiento de la simetria Z v la fase que viola CP,
@?. Esto nos permitié construir la matriz de mezclas de los quarks como
funcién de los cocientes de las masas de los quarks v sélo dos pardmetros
libres Z v & = ¢% — ¢ Se obtuvo un ajuste bueno de la matriz de mezclas
de los quarks V¥ dentro de los limites de un 90% de confianza para un valor
de los pardmetros de Z* = 2.53125 y &~ = 90°.

Es conveniente tener una teorfa que nos permita encontrar la matriz de mez-
clas de los leptones como funcién de las masas, ya que, como vimos en el
caso de los quarks, esto elimina pardmetros libres del Modelo Estdndar y la
teoria es mas predictiva.

En el Modelo Estdndar, leptones andlogos en diferentes generaciones, diga-
MOS Ve, Uy, Ur ¥ €, 4, T €D el caso de tres familias, estdn igualmente acoplados
a los bosones de norma de las interacciones débiles y electromagnéticas. Por
consiguiente, antes del rompimiento espontdneo de la simetria de norma y de
que adquieran masa los fermiones, el contenido fisico del modelo no cambia
1 se intercambian los nombres de las familias de los leptones, es decir, si se
intercambian v,, v, ¥ ¥, 0 €, g ¥ 7. Esto significa que, antes del rompimiento
de la simetria de norma, la lagrangiana del Modelo Estdndar es simétrica
respecto del grupo de permutaciones del sabor. En el caso de tres familias,
como va vimos anteriormente, este grupo es el grupo S(3) de permutaciones
de tres objetos que son el nombre del sabor de los leptones en diferentes
generaciones de cada sector. En el capitulo 2 el nombre del sabor se denoté
con un indice de sabor o indice de familia.

La lagrangiana de Yukawa para tres familias de leptones se escribe de la
siguiente manera:

3 3 _ 1 + _ 1 —
= J:

donde L., Ly v L3 denotan los dobletes de isospin débil de los leptones y
d(x) es el campo de Higgs,

b(z) = % [h(z)1 + iwa(z)0%} (7.3)
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Los dobletes de isospin débil se expresan de la siguiente manera:
Le = (“0) = (%)
1) 5} ) =\ vite)
) = () = (e )
2(2) ) )= uste)
. vrlx)y 3% (2
Ly(z) = (T(m) ) = (wg(m) ). (7.4)
Conviene reordenar los términos de (7.2) y escribir Ly en funcién del espinor

3 cuyas componentes se definen en el espacio de familias, como se hizo en
el capitulo 2 en las Ecs. (2.5) y {2.6), esto es:

ve(z) (=)
Pe(z) = | vulz) | = | ¥ (®)

v () 3°(2)

e(z) (z

2

i (z)
P(z) = | ul@) | =| ¢z |. (7.5)
¥5(z)

7(z) (

Esto equivale a introducir un espacio Euclideano real de tres dimensiones
L3. Como vimos en la Ec (4.6), el grupo S3 es un grupo no abeliano y tiene
seis elementos: la identidad y las permutaciones de los indices 1, 2 y 3. La
representaciéon matricial del grupo Ss en el espacio Ls estd constituida por
las matrices que intercambian los indices de sabor, y estd formado por tres
permutaciones pares y tres impares dadas en las Ecs (4.7). El espacio L3
tiene dos subespacios invariantes bajo la accién de S; que corresponden a las
dos representaciones irreducibles de S, un singlete simétrico y un doblete de
simetria mixta. El conjunto de los vectores de Lj invariantes bajo la accién
del grupo S; es el subespacio invariante V. Este subespacio es unidimen-
sional, sus elementos son los vectores proporcionales al vector !v)s definido
cOmo:

8

s =—=11]. (7.6)

El vector |v)s es un singlete de S3, es el singlete simétrico.
El espacio Lj tiene tres dimensiones, por consiguiente, al subespacio V3 or-
togonal a Vg tiene dos dimensiones. También V5 es un subespacio invariante
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bajo la accidn de S3. Debemos elegir una base apropiada para el subespa-
clo vectorial Vy; tomaremos a los vectores {v)qa4 v |v)25 ortogonales entre si,
ortogonales a |v)g ¥ normalizados a la unidad

v)2a = 7 —01 y {v)es = 7 1. (7.7)

Los vectores |v)s, |U)aa ¥ |[v)2s forman una base completa de Ls.

Los vectores de V son combinaciones lineales de |v)s4 v |v}2s. Los vectores
|t}oa ¥ |v)2s son antisiméiricos v simétricos respecto de las permutaciones
de los dos primeros indices dei sabor.

El acoplamiento de Yukawa en la notacién de familias (7.5) es
3 3 _
=33 (Enlovs; + U, T5ews,) + he. (7.8)
i=1 =1

Antes del rompimiento de la simetria de norma, los leptones no tienen masa
v la teoria es guiral. Por lo tanto, los espinores izquierdos y derechos se
transforman independientemente. Esto es

blL(E)
'¢L( )“’bL( ) = g UzLEEg ==, € (7.9)

e igualmente para los espinores derechos

v (@)
Welz) = ypz) = § w; (z) | > l=v., e (7.10)
3

VYap(z)

g ¢ S;(3) actda sobre los espinores izquierdos v § ¢ Sgr(3) actia sobre los
espinores derechos.

Asf pues, el grupo de la simetria permutacional del sabor de la forma bilineal
(7.2) es SL(3) ® Sr(3), cuyos clementos son las parejas (g, &) con g € Sz(3)
v & ¢ Sgr(3).

Bajo la accién del grupo de sabor S1.(3) ® Sk(3), las corrientes cargadas se
transforman de la siguiente forma:

TE = JE = ) + hee (7.11)
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sustituyendo las expresiones para 7,b}f y &E"’* se obtiene:
JE = g g it + hec.. (7.12)

De esta expresion, queda claro gue las corrientes cargadas J;—L quedarin inva-
riantes bajo las transformaciones del grupo de simetria de sabor si y sélo si
g.. ¥ g son la misma matriz. Esto es, la condicién de invariancia de las co-
rrientes cargadas bajo la accién del grupo de simetria de las familias implica
que los campos de los leptones neutros y los leptones cargados se transformen
con el mismo grupo y con el mismo elemento del grupo. A esto se debe que
no hayamos puesto un indice v, o e en los elementos del grupo que aparecen
en las ecuaciones (7.9) y (7.10).

Cuando la simetria de norma se rompe espontineamente, los leptones ad-
quieren masa y la teoria deja de ser quiral. Por lo tanto, los campos de los
leptones neutros y los leptones cargados se transforman de la siguiente forma:

B . W1 (x) Yip(x)
Px) = b e) = g| v (r) | +8| ¥alz) | (7.13)
Wiy (x) Wi (2)

Las componentes de quiralidad izquierda y derecha del mismo campo se trans-
forman con el mismo elemento del grupo. El grupo de la simetrfa del sabor
de la forma bilineal (7.12) es el grupo S%%9(3) cuyos elementos son las pare-
jas (g, g') con primer elemento g ¢ Sr(3) y segundo elemento g’ € Sr(3), ¥
g = g’. Claramente, 5%%(3) C S;(3) ® Sr(3).

Bajo la accién del grupo de simetria de familias Sz (3) ® Sgr(3), el término de
masa proveniente del acoplamiento de Yukawa se transforma de la siguiente
forma:

Ly = L, = Mg + MY+ h.c. (7.14)
sustituyendo las expresiones para 4! v 9" obtenemos:
L, = Ppg" Mg + vpg” Megys + h.c. (7.15)

Por consiguiente, bajo la accién del grupo de sabor $%49(3), las matrices de
masas M se transforman de acuerdo con la siguiente regla:

MY = gT Mg Yy M'e = g’ M®g. (7.16)
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Si pedimos que el sector de Yukawa sea invariante bajo la accién del grupo
de familias $%9(3), se debe cumplir que:

Mi=M [=v, e (7.17)

Esto es, el sector de Yukawa del Modelo Estandar tiene la simetria de familias
si la matriz de masas conmuta con todos los elementos del grupo de sabor

531

[ S g] =0 Y [- 5 g] =0, (7'18)

ML denota a la matriz de masas de los leptones cargados y neutros que tiene
la simetria de familias.

7.1 La matriz de masas de los leptones

Hemos supuesto que el campo de Higgs no tiene indices de sabor y que es un
singlete bajo el grupo de simetria de las familias. Si tomamos valores entre
estados del vacio del campo o(z) tales que < 0/h(z}10 >= vy < Qyw(z)|0 >=
0, al romper la simetria de norma obtenemos la matriz hermitiana de masas
M’ de 3 x 3:

Y r[l% ij ng
FTS 1_‘;3 P33

Con ayuda de la identidad (4.25) M’ se puede descomponer en la suma de

, . . . . ., &
un término invariante bajo la accién del grupo S5 y otro que no lo es

M = (Ts+Ty)M (Ts+Ta)
= TsM'Ts+ToM'Ty + (TsM'T, + T,M'Ts)  (7.20)

Los dos primeros términos en el miembro derecho de esta ecuacidn corres-
ponden a cada una de las dos representaciones irreducibles, 15 v 2, de Ss.
En consecuencia, bajo la accién del grupo ngg . el término de masa prove-
niente de los acoplamientos de Yukawa, en el caso de tres familias se puede
descomponer en la suma de tres términos:

Ly = Lys[TsM'Tg] + Lys[TaM Ty + Ly a[(TsM'T; + ToM T ) |(7.21)
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El término Lyg es invariante bajo el intercambio del indice de familias

¥ = = A, (7.22)

pero los términos Ly 4 v Ly2 no lo son.

La condicién de invariancia de Ly respecto de Si(3) x Sr(3) se satisface
sily, = I‘ con i, 7 = 1,2,3 y las fases toman los valores ¢}, = 0, , ¥
¢y = ¢l = G Se sigue de aqui que las matrices de masas para los leptones
cargados y neutros que resultan de la condicién de invariancia de Ly bajo la
accién del grupo de la simetria permutacional del sabor S (3) x Sg(3), en la
representacién de norma, tienen la forma siguiente:

1
M 31”33 3 1
1

post  ped ek

1
7 :1[ . (7.23)

La matriz M conmuta con los elementos del grupo S(3).

Las matrices U* y U*® que transforman a los campos de los leptones de la
representacién de norma a la representacién adaptada a la simetria 6 repre-
sentacién jerdrquica estan dadas en las Ecs. (4.52)

L (VR 1 Ve
UIZ% —‘\/§ 1 '\/§ lzt/e,e.
0 -2 V2

Si llamamos ¢! = Uy a los campos en la representacién adaptada a la
simetria se obtiene:

v = 75 (U1 + 98 + 5 = Jo (W + 95 + %)
v, = o5 (¥1° +u5 — 2¢5°) |, W= s (Y5 + 05— 29) | (7.24)
v, = 75 (¥1° — ¥5°) ¢ = Js(¥i—v5)

De este modo se asigna el leptén pesado al singlete v los dos leptones lige-
ros a cada una de las componentes del doblete asi que cada campo de un
leptdn queda en una representacién irreducible de S3. La lagrangiana en la
representacién jerarquica o adaptada a la simetria tiene la siguiente forma:

0 0 0
v

LP = —3T%g™ |0 0 0|y™
V2 00 1
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(" -

+ ﬁ:arg?,w ¢ W (7.25)

oo R v e
= O O

0
0
0

Vemos que, en este caso particular, la matriz de masas es diagonal en la
representacién adaptada a la simetria y, por consiguiente, ésta es también la
representacién de masas. Cada uno de los campos de los leptones, vg, v, 7
ve, u 7, queda asf asignado a una representacién irreducible de S;3. Como
las matrices U® v U que diagonalizan a los leptones v, y e respectivamente
son iguales, U® = U%, la matriz de mezclas de los leptones U para tres
familias

U =U>iU® (7.26)

es la matriz unidad y no mezcla a los campos de los leptones

10 0
U=|0 1 0}. (7.27)
00 1

Esto es, la invariancia de Ly¢ respecto de la simetria permutacional S§°¢

implica que los dngulos de mezcla sean nulos, y que no haya una relacidén
funcional con las masas de los leptones. Para obtener un valor no nulo de los
angulos de mezcla v encontrar la relacién funcional entre dngulos de mezcla
v masas de los leptones. es necesario romper la simetria permutacional Ss.
Por analogia con el caso de dos familias de quarks, para obtener la matriz
de mezclas de los quarks a partir de la simetria de familias, es necesario
romper la simetria permutacional del sabor S5. Para romper la simetria
permutacional Ss, basta con sumar a la matriz de masas de los leptones de
la Ec¢ (7.23) otros tensores con propiedades de transformacién definidas bajo
la accidn del grupo S3. Esto se verad en la siguiente seccidn.

7.2 Matriz de masas lepténica derivada de
SL(3) ® Sr(3)

Los términos de masa de los leptones en la lagrangiana, que se obtienen
tomando el valor esperado del campo de Higgs entre estados del vacio en el
término de acoplamiento de Yukawa de los leptones, dan origen a las matrices
de masas M, y M,, de los leptones,
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Algunos autores [|-[] han sefialado que las matrices de masas realistas de
los leptones se obtienen de la simetria permutacional del sabor S7.(3)®Sg(3) y
su rompimiento espontaneo o explicito. Bajo la simetria exacta S (3)®Sg(3),
el espectro de masas para los sectores de leptones cargados o neutros, consiste
de una particula masiva {leptones 7 o v;) en una representacién irreducible de
singlete y un par de particulas de masa nula en una representacidn irreducible
de doblete. En la base débil, la matriz de masas con la simetria exacia
Sr(3) ® Sr(3) es:

' Mgy b
M LW = """?')"" 1 1 1 f (728)
1 11

4
donde mgy; denota la masa del leptén de la tercera familia, 7 o v,. Para
generar masas para la segunda familia, uno tiene que romper la simetria
permutacional S;(3) ® Sr(3) a S1,(2) ® Sr(2). Esto se puede hacer sumando
a Lp(M’3w)Lg un término Lz (M'y )Ly que es invariante bajo S;(2) ®
Sgr(2), pero rompe la simetria S7.(3) ® Sg(3). La forma més general de una
matriz M’y w que es invariante bajo las permutaciones de los primeros dos
renglones o dos columnas es:

o o ﬁf
M’2J,W = My o o ﬂ’ . (729)
g8 7w

Sin perder generalidad, podemos descomponer esta matriz en la suma de un
término invariante bajo Sy(3) ® Sg(3) més una matriz de traza nula My w
invariante bajo Sz(2) ® Sr(2),

1 11
’ _ Mg /
MQI’W = ——3-— (20! +"}’) 1 11
111/,
o — o — 33" —2a' — v
+ o — o —y 38 — 2/ —~ }(7.30)

35 -2 -y 3F 20—y -2 -7) [

El primer término en el lado derecho de (7.30) se suma al término M's; w .

111
M31,W2%(1-—Al) 11 1) . (7.31)
11 1

W
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donde A, sustituye el factor —(2¢' + ). El segundo término en el lado
derecho de (7.30) da la forma mas general de la matriz de traza nula My w
que rompe S(3) ® Sr(3) a Sr(2) ® Sgr(2) y da masa a la segunda familia,

iy a a §
My w = =3 a o B ) (7.32)
3 8 —2aj,

en esta expresién hemos simplificado la notacién nombrando a y & en (7.32),
los términos (o — ) v (38" — 2¢/ — ) en (7.30).

De la expresién (7.32) es evidente que My i es una combinacién lineal
de dos matrices numéricas independientes, M% v M3,

m
Mo w = ?31 (\/gaMiW -+ 2,6’M2317W) (7.33)
donde
11 0 0 0 1
Mjiw=9={1 1 0 and M,y =30 0 1
00 -2/, 1 1 0/,
(7.34)

Esta propiedad se utilizé para caracterizar el patrén de rompimiento de la
simetria del sabor de los quarks, y por analogia, la utilizaré también para los
leptones.

Podemos, por ahora, enfocar nuestra atencién en el rompimiento de la
simetria S;,(2) ® Sg(2). Para dar masa a la primera familia, agregamos otro
término M, a la matriz de masas. En analogia con el caso de dos familias
de quarks, supondremos que M;; se transforma como el tensor de simetria
mixta del doblete del subgrupo Sz(2) ® Sg(2) del grupo S1.(3) @ Sr(3) que
mezcla las representaciones irreducibles en el doblete de S;.(2)®Sg(2). Poner
a la primer familia en una representacién compleja nos permitird tener una
fase que viola CP en la matriz de mezclas. Entonces, en la base débil, M
estd dada por

Al ?;Ag -—A]_ - 'erQ
Mpw =% —ids ~A; Ar+id | (7.33)
—A;+idy A —idy 0 W

Finalmente, sumando los tres términos de masa, (7.31), (7.32) y (7.35), ob-
tenemos la matriz de masas M; en la base débil.
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7.3 Textura de Fritzsch modificada

En la base adaptada a la simetria, la matriz de masas M, g en la base adap-
tada a la simetria estd relacionada a la matriz de masas en la base débil por
la transformacién unitaria

M],H = UTthU, (736)

donde 1 \f/ﬁ_ . ﬁ
U=—|-v3 1 v2]. (7.37)

V6 ( 0 -2 ﬂ)

En esta base, M; toma la forma

[/ 0 A 0 0 0 0
M;H = My Agei@ 0 0 +10 —A;—F(Sz B[
H H

0 0 0 0 B Oy — 4

0 0 0 0 Aje~i 0
+ mg |0 0 0 ) = Mgz (A;ei‘bl N+ & B, )
0 0 1-A;/4 0 B, 1—=36/
(7.38)
donde
=20 —3(@+28) and By=3(VBa— Zf). (7.39)

De la jerarquia de masas tan marcada en las familias de los leptones cargados
y si suponemos que el espectro de masas de los neutrino es jerdrquico, msg; >>
My > My, esperamos que 1 —§; sea muy cercano a la unidad. Los elementos
de la matriz de masas se pueden expresar inmediatamente en términos de
los eigenvalores de las masas (my;, —mg, ma;) v el pardmetro pequefio §;. Al
calcular los invariantes de M, trM;, trM,? y detM,, obtenemos:

2 o -1 . -
A7 =y (1 — &) , Dy = g — My

B? = §((1 ~ iy + Mgy — &) — Mg (1 — §)77) (7.40)

donde 7y = my/ma; y Mg = Mg /ma.
Si cada uno de los posibles patrones de rompimiento de la simetria se
caracteriza ahora por la razén

Zgl/Q = B;/(—Ag + 51), (7.41)
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obtenemos el pardmeiro pequefio §; como la solucién de la ecuacién ciibica

8; [(1 + gy — ag — 6,) (1 — &) — Fuing] — Zy(1 — 8)(—rhg + Fayy + 6)7 =0
(7.42)
que se anula cuando Z; se anula.
La ecuacién (7.42) puede escribirse como

1 - . - -
(5? -(m [Z,{ (Q(mgg — mu) —+ 1) -+ (mgl — m]_[) + 2] 6l2
1 . - . . - . ~
-+ 71 [Z, (1hay — 7hy) (e — Ty + 2) + (1 =ty ) (T + )] &
P s

7.4 La matriz de mezclas lepténica U™

Por analogia con el sector de los quarks del Modelo Esidndar, usamos la
simetria S;(3) ® Sg(3) como la simetria de familias del sector lepiénico y
rompemos la simetria S;(3) ® Sg(3) siguiendo un esquema de rompimien-
to semejante v ponemos la fase que viola CP en el término que mezcla
las componentes del doblete. Cuando se rompe la simetrfa de norma, y
la simetria permutacional de las familias no estd rota, solo adquieren ma-
sz los fermiones de la tercer familia. Para generar la masa de los lepto-
nes de las primeras dos familias, debemos romper la simetria de familias
SL(3) ® Sp(3) C S1(2) ® Sr(2) C Syig(2). Es este rompimiento y la conse-
cuente mezcla de las representaciones irreducibles de singlete v doblete del
grupo de simetria de familias el que genera la textura de la matriz de masas
de los leptones. Las masas que se generan de esta manera son masas de
Dirac.

La matriz de masas Hermitiana M; puede ser escrita en términos de una
matriz real simétrica M; y una matriz diagonal de fases P; como sigue:

M, = P,M,P,. (7.44)

La matriz real simétrica M; puede ponerse en la forma diagonal por medio
de una transformacién ortogonal

M; = OM; 40,0, (7.45)
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donde

M diag = My diag [y, —May, 1], (7.46)

con subindices 1,2,3 referiéndose a 1., v,, v, en el sector neutro y e, p, 7
en el sector cargado. Después de diagonalizar las matrices de masas M, uno
obtiene la matriz de mezclas como:

U = 0,,P—°Q,, (7.47)

donde P~ es la matriz diagonal de las fases relativas.
En la base jerdrquica, donde M, estd dada por las ecs. (7.38) -(7.40),
Pe—e) gg

P~ = diag [1,€e?, 9], (7.48)
donde
& = ¢, — o, (7.49)
y la matriz ortogonal Oy estd dada por [72],
G D1)1/2 — (uts/ Dz)l/2 (ot / D3)1/2
O = | (1 - &)mufy/D)Y? (1 = &)iafa/D2) " (1 - 8)8/Dy)"? |,
- (Th1zf2f3/D1)1/2 — (Thmﬂfs/Dz)l/z (flfz/D3)1/2
(7.50)
donde
f1 = ].—"ﬁ’bu—&g, f2 :1+Th21—(51, f3=(5[ (751)
Dy =(1-8&)(1 —my) (fhy +mu), (7.52)
Dy = (1 — &) (1 + ma) (Thy + 1hy) , (7.53)

Ds = (1—&)(1+m) (1-my). (7.54)
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De las ecs. (7.44-7.54); los elementos de la matriz U™ pueden ser es-
critos en términos de las cuatro razones de masa: (1, , M, , e, 7,) ¥ tres
pardmetros libres reales : §,,,6. ¥ © = ¢, — ¢.. La fase & mide el desajuste
en el rompimiento de simetria de S.(2) ® Sg(2) de los sectores v, v e. En
esta representacién de la matriz U, es esta fase v, consecuentemente, este
desajuste, el que es responsable de la violacién de CP.

Como no hay datos suficientes para estudiar el patrén de rompimiento de la
simetria del sabor en el caso de los leptones, por simplicidad supondré que el
rompimiento es semejante al que identificamos en el sector de quarks. Esto

es,

1 1
A s eV e Ve R Ve S O R 7.55
% d Ve e 2 ( \/g ) H ( )
Sustituyendo en la expresién (7.44) a M,, v M,, dadas en (7.38), con
Z*1/2 vy &, podemos calcular la matriz de mezclas U** como funcién de las
masas de los leptones. En el cdlculo de U™ usaré la masa de los neutrino fija
a los valores de la cota dada por Peccei [30]

my,, < 3.9¢eV (90%N.C)
my,, < 170 KeV (90%N.C.)
m,. < 182 MeV (95%N.C.), (7.536)
las masas de los electrones fueron tomadas del PDG (3], los valores para las
masas de los leptones cargados son

me = 0.51089907 = 0.00000015 MeV,
m, = 105.658389 % 0.000034 MeV,
m, = 1777.05702 MeV. (7.57)

La matriz de mezclas de los leptones que resulta de tomar los valores
centrales de las masas es:

0.9976  0.0695¢7%°  0.0004e%-
U™ = | 0.0695¢173  0.9955¢¢  0.065¢*1 754 (7.58)
0.0048¢%%84  0.065¢?271-6  (.998¢"54

Se obtiene un valor del invariante de Jarlskog J = 0.000001 y para el
tridngulo unitario obtenemos dos dngulos iguales, & = 47°, v = 47° y 3 = 86°.
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En el caso en el cual @ = &* = 90° y no hay rompimiento de la simetria
permutacional Z = 0, esto es, cuando el 7 y el v, se encuentran en las
representaciones irreducibles de singlete del grupo de familias, y las particulas
asociadas al doblete no estdn mezcladas con el singlete, obtenemos la matriz
de mezclas siguiente:

0.9976e 0.0695 0.0000
| U |= | 0.0695 0.9976 0.0000 (7.59)
0.0000 0.0000 1.0

con el término equivalente al dngulo de Cabibbo igual a f; = 4.0°.

Encontramos que en esta representacién de la matriz de mezclas de los lep-
tones, los elementos de la diagonal tienen valores muy cercanos a la unidad;
esto nos indica que el electrén y su correspondiente neutrino casi no se mez-
clan y lo mismo ocurre para las otras dos familias de leptones. Esto se ve de
los valores numéricos que obtuvimos para la matriz de mezclas leptdnica; por
ejemplo, cuando un neutrino del electrén absorbe o atrapa un bosén W~ se
transforma con 99% de probabilidad en un electrén, y la probabilidad de que
se transforme en un mudén o en un tau es consecuentemente muy pequeia.
Encontramos también, que en el caso en el cual la fase & que viola CP es
nula, los valores absolutos de los elementos de la matriz de mezclas para tres
familias son los mismos que con ®*; esto es,

0.998 0.065 0.0006
| U™ |= | 0.064 0.996 0.065 (7.60)
0.005 0.065 0.998

de acuerdo con este resultado, de la medida de las magnitudes de los elemen-
tos de la matriz de mezclas no es posible distinguir si hay o no violacién de
CP en el sector lepténico, ya que los resultados numeéricos con &* y & =0
son muy parecidos.

Para tres familias con ® = ®*, Z = Z* y masa del neutrino del electrén cero
obtenemos la matriz de mezclas siguiente:

0.9976 0.0694 0.0003
| Ut |= | 0.0692 0.9955 0.065 (7.61)
0.0048 0.065 0.998

con un valor de J = 0 y, en consecuencia, un tridngulo de unitaridad colap-
sado a una linea. De comparar las dos expresiones para la matriz de mezclas,
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vermnos que ambas matrices son casi iguales; por lo cual, no podemos inferir
de estos valores de la matriz de mezclas si la masa del neutrino del electrén
es 0 no nula. Podemos decir que esta masa es distinta de cero solamente si
se mide el tridngulo unitario.

El invariante de Jarlskog, J, puede calcularse directamente del conmuta-
dor de las matrices de masas [2]

det{—i[MyE,H: MS,H}}
F

J=- (7.62)

donde

F= (1 -+ ’ﬁ’lyp)(l - Thug)(ﬁzvﬂ + ﬁzye)(l + Tﬁ“}(l *‘ ﬁae)(ﬁz# + fhe)- (7'63)

Sustituyendo la expresién (7.38) por M,, y M., en (7.62}, con Z./? =
Zl/z Zl/? da

7| et /;Z“# \/ﬂ”— sin®
(2 + 1, ) (1 = 1y, J (1 + 10y, /172, ) (1 + 172, ) (1 — e ) (1 + 1 /T70)
(=D, +6,,)(1 = 6e) = (=D +8:)(1 = 6,)]7

J =

mm‘u

) —N,+6.)° — 1—:5—( Dy, +34,,)°

..i,.
<—_§
§
ﬁs
S

+ 8, ) (A +5)cos¢>} (7.64)

Expresiones explicitas para /A; v §; en términos de las masas de los lepto-
nes estéan dadas en las ecs. (7.40) y (7.43). De esta manera, obtenemos una
expresién cerrada exacta para J en términos de las masas de los leptones,
el pardmetro Z de rompimiento de la simetria v la fase @ que viola CP .
Recordemos que un valor no nulo de J es una condicién necesaria v suficien-
te para la violacién de CP [2]. De la ec.(7.64), es evidente que J se anula
cuando Z, sen® y 7, o i, se anulan. Por lo tanto , la violacién de C'FP y
el consecuente no anulamiento de Z implica nesesariamente una mezcla de
representaciones de singlete y de doblete de S;.(3} ® Sr(3).
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7.4.1 Oscilaciones de Neutrinos

En el capitulo uno vimos que la probabilidad de encontrar un neutrino de
sabor v4 en un rayo de neutrinos de sabor v, estd dada por la matriz de
mezclas,

wrrihe 2mx
(Pas(20) = IDFIDEF + 5 VTS0 Opgoos (2] (169
] 17

z es el punto en el que se observa al vz medido a partir de la fuente, y ;; es
la longitud de oscilacién definida en el capitulo uno como:

27

En un rayo de neutrinos que se preparan con un sabor definido v,, la oscila-
cién de neutrinos se puede ver de dos maneras: primero, podemos buscar que
en ¢l rayo de nentrinos aparezca un neutrino de sabor diferente v. Segundo,
uno puede buscar que desaparezca alguno de los neutrinos del flujo original,
o buscar una dependencia de este flujo con la distancia de oscilacién {. El
punto principal del argumento es que la oscilacién de neutrinos ocurre si las
masas de los neutrinos no son iguales y, en consecuencia, la matriz de mezclas
tiene angulos de mezcla no nulos.

Para ilustrar los resultados que se obtienen de la matriz de mezclas lepténica
U tomaremos los datos del experimento K2K de KEK a SuperKamiokan-
de; en este experimento se usan neutrinos del muén con una energia de 1.4
GeV; la longitud de la linea de base es de 250 Km. En la figura (7.1) se
muestra la probabilidad de encontrar un neutrino del electrén en el rayo de
neutrinos del mudn; de esta figura se puede ver que sélo dos de cada cien
neutrinos detectados podrian ser neutrinos del electrén.

En la figura (7.2) podemos ver cdmo cambia la probabilidad de encon-
trar un neutrino del muén en el rayo de neutrinos del mudn para distancias
grandes.

La probabilidad de encontrar un neutrino del muén en el rayo de neutrinos
del muén para distancias pequefias se muestra en la figura (7.3)

Por 1ltimo, en la figura (7.4), se muestra la probabilidad de encontrar un
vy en un rayo de neutrinos de v, con energia definida de 1400 Mev que se
utilizardn en KEK para distancias pequenas.
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Plv, — v
(eo.oz”)

0.016 !

0.012

0.008

0.004

i ] I 1 |

0 200000 400000 600000

X

Figura 7.1: En esta figura se muestra la probabilidad de encontrar un v, en
un rayo de neutrinos de v, con energia definida de 1400 Mev que se utilizarén
en KEK.

7.5 Parametrizacion de la matriz de mezclas
Uth

La matriz de mezclas de los leptones para tres familias es una matriz unitaria
U de 3 x 3 que se puede parametrizar con tres angulos generalizados de
Cabbibo y una fase que viola CP; en particular, se puede parametrizar como
la parametrizacién de Kobayashi y Maskawa para la matriz de mezclas de
los quarks,

Cq 81C3 5183
= | —851Cy  €1CoCs — S283€0KM  C10o8q + SpceKM | | (7.67)
—5189  C1S253 + CaS3EYEM 15555 — CpCaeiOEM

UK Af

Cuando se usa el mejor conjunto de pardmetros en la parametrizacion,
UEM(g,. 0y, 63, oxnr) v UP(ny, ZY2, @), la magnitud de las entradas

correspondientes en las dos parametrizaciones son numéricamente iguales y
podemos identificar las entradas correspondientes y resolver para los angulos
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Figura 7.2: En esta figura se muestra la probabilidad de encontrar un », en
un rayo de neutrinos de v, con energia definida de 1400 Mev los cuales se
utilizardn en KEK.

de mezcla 8, 6, y 85 en términos de las razones de masas de los leptoneé v
los parametros ®* v Z*.

De la identificacién de:

cosfy = |UH, (7.68)
obtenemos:
6, =4°, (7.69)
El dngulo 8, se obtiene de la identificacién:

sin 6, sin 6y = [U%t] (7.70)
la cual da:
_ 1o

sinfy = im0, (7.71)
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Figura 7.3: En esta figura se muestra la probabilidad de encontrar un v, en
un rayo de neutrinos de v, con energia definida de 1400 Mev los cuales se
utilizarén en KEK.

donde:
sinf; = /1 — |U 2, (7.72)
|U est4d dado en la Ec. (7.58). Sustituyendo el valor de |U%:|, obtenemos:
0y = 4° (7.73)

de forma similar, podemos obtener el dngulo ¢ identificando

sin 0 sin 63 = |U% (7.74)
Entonces,
Uth
sinfly = #_ (7.75)
1— U

donde U% estd dado en la Ec. (7.58) vy sind; esté dado en la Ec. (7.72).
Sustituyendo Ut y sin §;, encontramos:

85 = 0.3° (7.76)
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Figura 7.4: En esta figura se muestra la probabilidad de encontrar un v, en
un rayo de neutrinos de v, con energia definida de 1400 Mev, los cuales se
utilizaran en KEK.

Los valores calculados para 8,, 65 v #3 que se obtubieron de la equivalencia
de U y UEM corresponden a la solucién al problema de la oscilacién de
los neutrinos conocida en la literatura como la solucién de angulos pequenos.
En esta solucién hemos restringido al primer cuadrante los dngulos de mezcla
1,05 v 6;. La fase que viola CP se obtiene de la igualdad siguiente:

Sicn = ui] — uh — Ui — u — U] (7.77)
en esta expresién u’r son las fases de los elementos de la matriz de mezclas
de los leptones que estdn dadas en la ec. (?7). Sustituyendo estos valores en
la ec. (7.77) obtenemos,

Ora = —2.4°. (7.78)

el valor de los dngulos de mezcla, junto con el valor numérico de la fase
dxar que viola CP, dan el conjunto de valores de los parametros de mezcla
en la parametrizaciéon de Kobayashi-Maskawa de la matriz de mezclas co-
rrespondiente al conjunto de pardmetros & = 90° y Z*/2 = ,/81/32 de la
parametrizacién de la matriz de mezclas U™ derivada del rompimiento de la
simetria de sabor.
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Es importante sefialar que es necesario hacer un estudio mds completo de
los datos observacionales de las oscilaciones de los neutrinos y de la eviden-
cia experimental sobre los valores de las masas de estos leptones para poder
determinar con seguridad cudl es el esquema del rompimiento de la simetria
permutacional de los leptones. Sélo entonces se podria hacer un calculo se-
guro de la probabilidad de oscilacién de los neutrinos.

En este capitulo, simplemente quise ilustrar con un ejemplo el poder de la
teoria desarrollada para el caso de los quarks y cémo se podria aplicar al
caso de los leptones. En particular, la necesidad de obtener una matriz de
mezclas a partir de la matriz de masas de los leptones para interpretar los
datos observacionales de las oscilaciones de los neutrinos en el vacio.



Capitulo 8

Conclusiones

En el Modelo Estandar de las interacciones electrodébiles y fuertes, antes de
que los fermiones adquieran masa via el mecanismo de Higgs, los quarks de
una misma carga estdn acoplados de igual manera a todos los campos. En
consecuencia, la invariancia respecto del intercambio de quarks de la misma
familia es un simetria natural exacta del Modelo Estdndar sin masas. En esta
tesis se demostré que si se impone que la simetria permutacional subyacente
del Modelo Estandar se rompe siguiendo un patrén simple, esta simetria per-
mutacional y su rompimiento pueden imponer relaciones de simetria en la ma-
triz de masas que se manifiestan como ceros de textura. De este modo, un an-
satz sencillo y explicito acerca del patrén de rompimiento de la simetria per-
mutacional del sabor nos lleva a una expresién para la matriz de mezclas V#
que es funcién de cuatro razones de masa (my /my, me/my, mg/my, mg/my) v
con $6lo dos parametros libres, el parametro Z y la fase ® que viola C'P. La
comparacion con los experimentos permite fijar el valor de estos pardmetros
vy nos da un muy buen acuerdo con la informacién experimental disponible
sobre mezclas de quarks v violacién de CP.

En el capitulo cinco derivamos expresiones tedricas para la matriz de mez-
clas V¥ a partir de las matrices de masas M, de los quarks con una textura
del tipo de Fritzsch modificada. Las matrices de masas se construyeron su-
mando tres términos de masa Mj,, My, y My, correspondientes a estados
de menor simetria en un esquema simple para el rompimiento de la simetria
permutacional del sabor.

El patrén de rompimiento de la simetria S;(3) ® Sr(3) a S.(2) ® Sr(2) se
caracterizé en términos del pardmetro Z1/? = % el cual es una medida
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de que tanto se mezclan las representaciones irreducibles de singlete v de
doblete del grupo S.(3) ® Sg(3). Este patrén de rompimiento se etiquetd
en términos de las representaciones simétrica (Zéf * = 1/4/8), y antisimétrica
(Z’:jl/ ? = —+/8) de un grupo auxiliar 5(2) de permutaciones de dos campos
en el término de Yukawa qr wMog warw-

Una comparacidn cuidadosa de las expresiones para los valores absolutos
de los elementos de la matriz V*® con los valores determinados experimen-
talmente de V|, J**F v los dngulos internos del tridngulo unitario a7,
3P v ~+#%P nos didé una indicacién clara y precisa sobre la existencia de un
patrén preferido para el rompimiento de la simetria del sabor S1.(3) ® Sz(3)
a Sr(2) ® Sg(2). El patrén de rompimiento de simetria preferido o mejor
estd caracterizado por el siguiente valor de Z,

7 = (2% - 7i%) = 3 (8.1)

1
2 32

Una vez que el valor numérico de Z*'/2 se fijé a \/%, las matrices M, son
funciones de las masas de los quarks y la fase ®. En consecuencia, la mejor
matriz V*2 tedrica que resulta es funcién de las cuatro razones de masas de
los quarks (¥, 7T, Mg, ) v $6lo una fase & que viola CP.

En el capitulo tres demostramos, en el caso de dos familias de quarks,
que cuando se rompe la simetria permutacional del sabor S%%. el 4ngulo 0
de Cabibbo es una funcién de los cocientes de los eigenvalores de las masas
de los quarks m,/m., mg/m; v s6lo un pardmetro libre la fase ® = ¢, - ¢q.
Esto nos permite fijar la fase ® = ¢, — &4 usando el valor experimental del
angulo de Cabibbo y los eigenvalores de las masas de los quarks.

El mejor valor de © que se encontré es:

&* = 90°. (8.2)

El médulo de los elementos de matriz de la matriz de mezclas calculados
de la expresién tedrica V™ estdn en excelente acuerdo con todos los valores
absolutos determinados experimentalmente de la matriz |[V**?|. Para el inva-
riante de Jarlskog encontramos el valor J = 2.8.00 x 107°, v para los dngulos
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internos del tridngulo unitario encontramos los valores o = 83°, 3 = 22° y
v = 75° también en muy buen acuerdo con los datos actuales de violacién
de CP en el sistema de mezcla K° — K° [5] y los datos més recientes sobre
oscilaciones en el sistema B° — B° [73] y [75].

En el capitulo 5 obtuvimos expresiones exactas de la matriz de mezclas

téorica V* los &ngulos internos del tridngulo unitario y el invariante de
Jarlskog que exhiben de manera explicita las relaciones funcionales con las
masas de los quarks y los pardmetros Z y ®. Estas expresiones se derivaron
del rompimiento de la simetria permutacional del sabor v fueron publicadas
en los articulos [76], [77]. En la teoria estdndar electrodébil de las interaccio-
nes de las particulas, tanto las masas de los quarks como los parametros de
mezcla v la fase que viola CP aparecen como parametros libres independien-
tes y, en consecuencia, se introdujeron las parametrizaciones fenomenoldgicas
de la matriz de mezclas de los quarks sin tomar en cuenta las posibles rela-
ciones funcionales entre las masas de los quarks y los parametros de mezcla
de sabor. De este modo, en esta tesis hemos demostrado que a partir de la
simetria permutacional del sabor vy un ansatz sencillo y explicito del patrén
de rompimiento de simetia podemos eliminar dos pardmetros libres del Mo-
delo Estéandar. Esto es, el Modelo Estandar tiene dos pardmetros de mezcla
Menos y, en consecuencia, la teoria tiene un mayor poder predictivo.
En el capitulo seis exhibimos de manera explicita la equivalencia de fase de
la matriz de mezclas tedrica V** v las parametrizaciones fenomenoldgicas
més usadas en la literatura: la original de Kobayashi-Maskawa [17], VKM,
la parametrizacién estandar V¥P¢ [19] y la parametrizacién de Wolfenstein
VW 120]. Las tres se escriben en términos de cuatro prametros libres.

Usando la igualdad de las magnitudes de los elementos correspondientes
en las matrices V* y VEM o VFPPC derivamos expresiones explicitas, exactas
para los dngulos de mezcla y la fase que viola CP de las parametrizaciones
fenomenolégicas VEM y VFPC como funciones de las razones de masas de
los quarks my, /my, me/my, ma/my, ms/my, ¥ los pardmetros que rompen la
simetria del sabor, ZY/2 y &.

Derivamos también la parametrizacién de Wolfenstein que satisface uni-
taridad de manera exacta y usamos la equivalencia de fase de Vt* y VPG
para obtener los valores numéricos de los parametros de mezcla A, A, p ¥
1. Los parametros de mezcla A, A, p y n fueron derivadas en funcién de las
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razones de masas de los quarks v los valores mejores de los pardmetros Z*1/2
v ®* que rompen la simetria del sabor.

En conclusidén, en esta tesis se expresan los ires pardmetros de mezcla
v la fase que viola CP, los cuales aparecen en las parametrizaciones feno-
menoldgicas de la matriz de mezclas de los quarks como pardmetros libres
linealmente independientes, como funciones de las cuatro razones de masas
de los quarks y sélc dos parametros libres Z1/% y .

Los valores numéricos de la fase d13 = arg (V;{f DG) que viola CP v de

los parametros de mezcla sinfo, sinfys v sinfs calculados de las razones
de masas de los quarks v los mejores valores de los pardmetros Z*%/2, ®* son
075 = 75° y sin &7, = 0.222, sin @, = 0.040 y sin 0}, = 0.0036 .

Los valores numéricos de la fase dxpr que viola CP de la parametrizacién
de Kobayashi-Maskawa calculada de las razones de masas de los quarks y
los mejores valores de ZY2 y @ es §%,, = 96.4°. No estd de mas insistir
en gue g NO €8 un numero pequefio como se supone en algunos trabajos
publicados [92]-[93]. De igual forma obtuvimos los valores numéricos pa-
ra los pardmetros de mezcla de la parametrizacién de Kobayashi-Maskawa
sinf} = 0.222, sin 8 = 0.038 v sin &5 = 0.016.
Para los pardmetros de Wolfenstein obtuvimos los siguientes valores A* =
0.222, A* = 0.806, p* = 0.117 y #* = 0.389.
Los valores numéricos de los pardmetros de mezcla y la fase que viola CP
calculados de las razones de masas de los quarks y el mejor valor de los
pardmetros Z*/? = ,/81/32 y ® = 90° que rompen la simetria coinciden ca-
si exactamente con los valores centrales de los mismos pardmetros de mezcla
determinados de un ajuste a los datos experimentales. El valor predictivo de
la matriz de mezclas teérica V* de los quarks implicado por este hecho tiene
su origen en la simetria permutacional del sabor del Modelo Estdndar v el
patrén de rompimiento de simetria supuesto a partir del cual se derivaron
las texturas de la matriz de masas de los quarks y la matriz de mezclas V.

Finalmente en el capitulo siete, obtuvimos la matriz de mezclas lepténica
a partir de la matriz de masas de los leptones derivada del rompimiento de la
simetria permutacional del sabor S;(3) ® Sr(3) del Modelo Estédndar, para
interpretar los datos observacionales de las oscilaciones de los neutrinos en
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el vacio. Con este ejemplo ilustramos el poder de la teoria desarrollada para
el caso de los quarks y como se aplica esta misma teoria al caso de los leptones.

Un aspecto importante del problema que no se estudié en este trabajo,
es la evolucién con la energia de los elementos de la matriz de masas M* y
de la matriz de mezclas V. También falta estudiar cuél es la realizacién
del rompimiento de la simetria permutacional de familias en el contexto del
Modelo minimo supersimétrico.

Es necesario desarrollar una teoria de la violacién de CP, pues en este
trabajo de tesis obtenemos qué la fase ® que viola CP toma el valor ®* = 90°
sin tener una explicacién de porque esto es asi.
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Apéndice A

Elementos de la matriz Vq

[?] La matriz de masas Hermitiana M, puede ser escrita en términos de una
matriz real simétrica M, y una matriz diagonal de fases P, como sigue:

M, =P MP, . (A1)

La matriz real simétrica M, puede ponerse en la forma diagonal por medio
de una transformacién ortogonal

Mq - Oqu diaquT> (A-Q)

donde

Mq diag = TM3q diag [mlqa _m2q: 1]: (A‘?’)

con subindices 1,2,3 referiendose a u,c,t en el sector tipo u; y d,s,b en el
sector tipo d. Después de diagonalizar las matrices de masas M,, uno obtiene
la matriz de mezclas como:

Vexm = 0, P20, (A4)

donde P®9 eg la matriz diagonal de las fases relativas.
En la base jerarquica, donde M, estd dada por las ecs. (5.17) -(5.19),
P9} es

P9 = digg [1,€, &), (A.5)
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donde

D= CP?.L - qéd: (‘L\l6)

v la matriz ortogonal O, esta dada por [72],

(gt D1)Y* — (gfa/ Do) (uigimizgts/Ds)M*

Oy = | (1= &)y /D)? (1= 6)aga/ D) ((1— 5o)s/D3) |,

— (ugfafs/ D1) " — (agfifs/ Do) (f1f2/D3)""
(A7)

donde

fl =1- ﬁ’blq - 5q, fg =1+ Thzq - 5q, f3 == (5q (A.S)
Dy=(1-4,(1- fiig) (g + i) ; (A.9)
Dy=(1- 5:1) 1+ qu) (m2q + mlq) ’ (A-IO)
Dy = (1= 6,) (1 + igg) (1 — 7itag) (A1)

De las ecs. (A.1-A.11), todos los elementos de la matriz Vg pueden
ser escritos en términos de las cuatro razones de masa: (i, M, Mg, Mis), ¥
dos pardmetros libres reales : 6,(Z),04(Z2) v ® = ¢, — 0a.

1/2
(1 — 4y} (1 — ) (e + M) (1 — 6g) (1 — 7ha) (725 + md))
{ ( P (1 — 8,) (1 = g — 6,) g (1 — 8g) (1 — g — 8a) )”2
(1= 6,) (L — 17) (e + ) (1 — 84) (1 — 72q) (72 + ia)
( TGy (1 4 1710 — ) Frradq (1 + 7ing — 0g) )”2 }e@
(1= 8a) (1 — 1) (o + P2a) (1 — 0g) (1 — 772a) (1735 + 1)

Vo ( g (1 — Ty — ) 70 (1 — g — 64)

+

(A.12)
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_ e (1 — 1T, — 6y) Mg (1 + g = 64) 1/2
Ve = ((1 - 511) (1 - rhu) (’ﬁlc + ﬁlu) (1 — 5(1) (1 +ﬁ33) (ﬁzs + ﬁzd))

T i P (1= = 6 (L s — 60\
i ((1—mu)(mc+mu)(ﬁld+ﬁ‘bs)) 1/£ ((1 (15—35:13_ 5))
1+ 7 — 6,) 00 (1= 174 — 84) 62\ 2\ sa
i (( +(1~6u)()1—(61d)(1fm3)) ) Je

(A.13)

_ Me(1 — 17, — 8,) MmO ”
Viw = (( 62)(1 — 1h0) (7t + T1q,) (1—54)(1-!-7713)(1—777@))

_ W(1+ 77, — 6,0, (1 — g — 6){1 + 1, — 8y) 1/2
+ { ((1—6u)(1~ﬁzu)(ﬁzc+ﬁzu)(1_5d)(1+ms)(1_md))

Mu(l — 77y, — 0,)04 1/2 2
((1 - mu)(mfi Ty, )(1 jﬁ?i)(l — ﬁzd)) }8 : (A.14)

+

v, = ( My 1-+-mc— w) Ms (1 — g — 8g) )1/2
(1+ mc (M + 1) (1 — 8g) (1 — g) (s + y)

. {( — Ty — 8y) by (1 + 15 — 84) )1/2
1+mc mc +mu) (1_503) (1_md) (ms_i'ﬁld)

. ( e 1+mc— ) a (1 = 1ia = 64) ))1/2}8@ (A.15)

14 1) (e + Ty ) (1 — g} (s + 1y

( i (1 + 1, — 6) g (1 + g — 64) )1/2

(1 - 51&) (1 + mc) (ﬁ?,c + Thu) (1 - 5d) (1 + 'ﬁls) (ﬁls + 'ﬁ’ld)

N { Bty (1 — ity — 8,) g0 (1 — g — 64) )1/2
(1_6)(1+mc)(ﬁ7'c+mu)(1_6d)(1+ms)(ms+md)

( e (1 e = 8,) 77, (1 + 7, — 80) )1/2}6@

(1 + me} (1 — My) (1 + i) (1 — 1hy)

(A.16)

- My (1 + it — 8,) a0 "
Yo = ((1—au)(1+mc)<mc+ﬁzu) (1—5&(1”%)(1“”@))
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N { {1 =y — 8,)6, (1 — g ~ 82) (1 + 7y — 8a) )1/2
k(l — &) (1 + ) {(Moe + 7 ) (1 —~ dd)(/l + s ) (1 — 7hg)
| [ mc( +ﬁlc — éu) 5d 1/2 5
N \(Tﬁc+ﬁ%)(1+mc) (1+ﬁ15)(1—md)> }6 - (A.17)
V. = ( P Pebuiits (1 — g — ) )1/2
2T A0 =)0 £ M)l — ) (1 — 6) {1 — 1he) (e + mg)
+ { _ ( (1 — My — 6,) (1 + 7 — Gu)ig{1l + 5 — )04 )1/2
(1= du)(1 4+ ) (1 — ) (1 — 5d)(1/_ Fiig) (s + M)
é-umd(]- _md—5d) 12 i
-+ ((1 + ) (1 — 77,) (1 — fg) (7 + ﬁzd)) }6 (A.18)
_ My MOy Mg (1 + Tos — dg) 1/2
Vie = ((1 =8 (1 4+ ) (1 — M) (1 — 62){(1 +775) (Ths + ﬁ'Ld))

"'I'

_ ( (1 — 17y — 6) (1 4+ e — 8y ) (1 — g — 04)64 >1/2
(= 830+ )1~ )1 = 83)(L+77,) s + )

( 8uits(1 + s — 3,) yzy |
T Ulmc)uTmMmS+mdd)(1~:—ms)) } (A.19)

_ _( P eByasOg )1/2
(1 6 )(1+ M) (1 — My ) (1 = 8)(1 + M) (1 — 7ha) /
(1= 71y — 6u) (L + e — 6,) (1 — g — 62)(1 — s — 60\ /°

N {( (1= 8u) (1 + ) (1 — M) (T — 6g) (1 + Mg ) (1 — ) )

Vis

i ‘Su 5d o } ei@

(14 M) (1 —my) (1 — Ma)} (1 + ) )

si se calcula al orden dominante en M, v My obtenemos los elementos de la
matriz como funcién de los cocientes de las masas de los quarks; de la fase @

que viola CP, y los pardmetros 6,(Z) y §4(Z) donde Z es el pardmetro que
mide la cantidad de mezcla entre singlete y doblete,

it = (A.21)
48 0+ 8 |

(A.20)

Vid =




Elementos de la matriz 'V,

GRS

Ty

T 1fc@&(\/5;_\/a)ez@

Mg

+ MginsOg

-

Jog) (- %)

(1+Z) (1+7m) (1 — ) (1 — 64)

i \/% 4 &t \/{Hﬁ:ﬁi:;gﬁ:)—%)
Y0+ 8 (4 2

V., &z (m_\/(z)ezcb
ch—\/@

Ves

dqa Oy
o =~ {\Jl_ (1+mc+1+ms) T )T

du0a i®
* \/(1 ) (L + 77y) }6
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(A.22)

(A.23)

(A.24)

(A.25)

(A.26)

(A.27)

(A.28)

(A.29)
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A.1 Fases w!! de la matriz CKM

Expresiones explicitas, exactas para los argumentos uﬁh en términos de las

razones de masas de los quarks se pueden derivar de las expresiones anterio-
res, si en las Ecs. {A.12)-{A.20), se pone ZV/? v @ igual a sus mejores valores

Z*? = /8 v @ =7/2, se obtiene:

wly = {22l T 5 -6

ekl + e = 851 — g — &)
N \j‘md ~ 5)(1+m5—6§)}}’ (4.30)

us

R ot —1{ {\/ — 81— 6%)
W 7 all mc d

e (L = 02){1 — g — &)
5u5d(1—mu_5;)(1+mi—a§)}}=

(A.31)

.|..
—_

8 — g — 05)(1 + s — 05) }} (A.32)

. Jaggggwﬁfs“5@@"@*@)}}, (439

N e e S
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wf = w -t fTe a5

My g Mg

oa(l — My — 63){(1 — g — 83) (L + 75 — 67)
B J 551 +mj_ 55) 4 }} (A.35)

th  __ -1 — g% -
wy = tan {”mumcms{\/l (1= 65)

851 -+ g~ 0} (1~ 11y — 62)(1 + 7Ry — 635)
J 82(1 — 7hg — 83) }}’ (4.36)

Wit = tan'l{-— L{\/u—a*)a—ad)

my, M.y
~ 5;(1+mc—5;)(1—mu—5;)(1—md—(s;)}}
J 55 (1 + i, ~ 6) » (437)

/ 1
W = tan—! - -
z fan { MMM TNg {\/(1 51— 5)

. J(l—i-ﬁzc—fﬁj)(l_mu _52((5;”@#5;)(”@3—5;) b.38)

Calculande el segundo factor en el paréntesis cuadrado al orden domi-
nante de magnitud, obtenemos:

3

nSt

wih 2 tan™? ( uzd) : (A.39)
&

wit ~ 7 — tan” (\/’mE;E (A.40)
dmi (2 [ E]). o
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wth & tan (- ?f?ﬂ?c), (449)
TrigThg
Uoag tan le T? . .
i 1 ¢ s A.43
¥, My
w7 — tan! [ 4fe— e (1— f?-;) (A.44)
@ i s 53'1) o
_ Mg 5 -
wi x tan ™t | — _Ms (1— ﬁ) . (A.46)
i o e g 8x ‘

1 1
th ~ -1 . A
s (\/ e e {(1 N 5;5;;)])' 47

A.2 Fases observables y unitaridad

La matriz de mezclas de los quarks para tres familias es una matriz unitaria
de 3 x 3

[VVy = [VIV], =6 (A.48)

la condicion de unitaridad de la matriz de mezclas nos permite encontrar
relaciones no triviales entre sus elementos.

La constriccién de que el producto del renglén 4 con la columna j sea cero,
se le conoce genéricamente con el nombre de “tridngulo unitario” porque
el resultado de cada uno de estos productos son tres nimeros complejos
que suman a cerc, de aqui que puedan ser representados por tridngulos en el
plano complejo. Existen seis de estas relaciones v, por lo tanto, seis tridngulos
unitarios, pero sélo tres de estos son independientes .

Vas u*d + PTCSVCE + Vts t,; =0 (.&49)

Vi Viis + Vs Vo

+ VeV =0 (A.50)
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VudViy + VeaVg + VgV = 0 (A.51)

La condicién de unitaridad se traduce en gue los angulos internos de cada
tridngulo suman m; asi que de los nueve dngulos internos, la condicién de
unitaridad nos permite eliminar tres; esto reduce a seis los dngulo indepen-
dientes. Las relaciones entre los lados de los tridngulos nos permiten eliminar
otros dos angulos, lo que hace un total de cuatro dngulos linealmente inde-
pendientes. La condicién de unitaridad utilizada més comunmente en la
literatura es la dada en la Ec. (A.51), que se relaciona con los decaimientos
del mesén B; para este tridngulo se cumple:

a+f8+y=n7 (A.52)

y los dngulos estan definidos de la manera siguiente:

—Vi Vi
o =7 —arg (—td tg) =j (A.53)
_V,Cd chb
p2 = arg (—mdmb* ) = (A.54)
_Vﬂrd ub
Vud *b
= _uelub | _ A.
b= arg () — (A.55)

de estos tres dngulos, sélo dos son linealmente independientes. Los dos
angulos linealmente independientes restantes que se obtienen de las otras
dos condiciones de unitaridad se definen como:

V'V

= ar i | = A.56

X g( AT ) By (A.56)
’ _VHS u*

X = arg (—V : d) = — By (A.57)
csVed

El objetivo principal de los estudios de violacién de CP de los decaimientos
de B es hacer la mayor cantidad de medidas independientes entre si de los
angulos y de los lados del triangulo unitario para que este tridngulo unitario
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quede sobredeterminadc y esto pruebe la validez de las predicciones del Mo-
delo Estdndar que relaciona varias medidas con aspecios de este tridngulo.
Estos dngulos son invariantes bajo refasamiento de las fases no observables
de los campos de los quarks, as!{ que no dependen de la parametrizacién que
elijamos para la matriz de mezclas de los quarks. La ventaja de nuestra
parametrizacién es que nos permite encontrar relaciones funcionales entre
estas fases observables y los cocientes de las masas de los quarks; las que,
debido al confinamiento de los quarks, no se pueden medir directamente. De
la definicién de G dada en la Ec. {A.53) se sigue que

G =7 — (W — W + Wep — Weq) (A-58)

pero, dado que las expresiones para las fases Ecs. (A.53)-(A.57) nos permiten
encontrar con relativa facilidad relaciones entre los cocientes de masas de los
quarks v la tangente de las fases, es més conveniente trabajar con la tangente
de los &ngulos internos, asi que

tan(8 —7) = tans
B tan{w,y — W) + tan(we — Weg)
1 —tan{wy — wy) tan(wes — weq)

tan 3 (A.59)

A partir de las Ecs. (A.31)-({A.38) podemos calcular las fases en funcién
de los cocientes de las masas de los quarks y los pardmetros que rompen la
simetria permutacional del sabor Z* v ®*, de donde se sigue que

tan(wig — we) = 0 (A.60)

con esto tenemos que

tan 8 = — tan(wep — Weq) (A.61)

calculando a orden dominante obtenemos:

T, 1TE 1—my Ty s
tan 3 ~s 4 2 A | YA 7 (A.62)
MMMy i = metitg
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Usando el mismo procedimiento, obtenemos para las fases restantes lo si-
guiente:

Q= arg (th—%’*) (A.63)
~Via ub
Q=T — Wy + Wiy — Wyd + Wyp (A64)

tan{wy — wy) + tan(wyy — wyg)
1 — tan(wyy — wy) tan(wyy — Wag)

tan o (A.65)

A partir de las Ecs. (2.2)-(2.2) podemos calcular las fases en funcién de los
cocientes de las masas de los quarks y los pardmetros que rompen la simetria
permutacional del sabor Z* y ®*, como:

tan(wig — wy) =~ 0 {A.66)

con esto tenemos que

tan ¢ /2 tan(wyy — Wyg) (A.67)

calculando a orden dominante en rn,, y My, obtenemos finalmente una relacién
para la fase o como funcién de las masas de los quarks

fan o A% 4| — % (1_””)% Ty (1 ! ) (A.68)

= T = = Tha
MeMgM, \ 1+ . Mg Mg + -

el calculo para v se hace de manera directa, de su definicién Ec. (A.55)

= arg ( %dVJb )
i = Ved c?)

esto es:

Y=7— [(wub - wud) + (wcd _ wcb)]. (A69)
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De aqui se sigue que

tan{ Wy, — Wyg) + tan(Wey — Wep)
tany = —————t wd) T (woq = Woo) : (A.70)
1- tan('wub — Wayd) tan(wcd — ’UJC{,)

Esta es la condicién de unitaridad,

tana +tan 5

—tany = ATl
an 1—tanatan ( )

0 de manera més explicita:
F—y=a+3 (A.72)

Para 8, obtenemos que

-V V'
B, =arg | === A73
5. =arg (G2 (273
como funcién de las fases es

Bs =7+ (Wep — Wes) + (wrs — wap) (A.74)
tam . tan(wey — e ) + tan(wg, — wipy) (4.75)

1-— tan(wcb - wcs) ’tan('wts - wtb) )
De las Ecs. (A.31)-(A.38) podemos calcular las fases en funcién de los co-
cientes de las masas de los quarks v los pardmetros que rompen la simetria
permutacional del sabor Z* v &, como:

tan{wys — wy) = 0 (A.76)

con estc tenemos que:

tan 3, ~ tan(we — wes)- (A.TT)

Calculando & orden dominante, obtenemos finalmente una relacién para la
fase (3; como funcién de las masas de los quarks
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fgtg | 141, Tt Ta
~ AT8
&= (a9

tan 0 ~= ¢/ —— o —me
s ey | 1 — Pud M
e
Se sabe que el dngulo 5;, es pequeno; esta propiedad se refleja en nuestras
expresiones exactas para 0, ya que lo obtenemos de una cancelacién de fases,

_ —Vaus u*d
—Brx =arg ( VLV ) (A.79)
esto es:
—fPr =7+ (wus - wud) + (wcd - wcs) (ASO)

tén(ww — Wyq) + tan(Weq — Wes)

— tan Gy (A.81)

1 — tan(wys — Wyg) tan(weg — Wes)
De las Ecs. (2.2)-(2.2) podemos calcular las fases en funcién de los cocientes
de las masas de los quarks y los pardmetros que rompen la simetria permu-
tacional del sabor Z* y ®*; esto es:

~ (BB 1 BB ([T - 6)(1—6d)+m)

tan{wy; — Wyg) ~ - A.82)
1 2 (JT—6,)(1— 60) +v/5.85)
(g — ) (VB 4 [ (1= 6,) (1= b0) +V/3u2) s

ey (SO 6T = 0) + V)

Con estos resultados obtenemos finalmente una relacién para la fase Sk
como funcién de las masas de los quarks y Z*

g~ VEWEVE) (R
o o) (24 20 4 )

(
X (1 - [\/(1 — 61— + \/5u5d] 2) . (A.84)

UPRRE A l's ok (1+2-2/2)a s
— d
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A.3 Razones de masas de los quarks y fases
observables

Las expresiones derivadas en la seccién anterior para los dngulos internos de
los tridngulos unitarios como funcién de los cocientes de las masas de los
quarks nos permiten invertir la relacion funcional de manera relativamente
facil, y encontrar expresiones para los cocientes de masas de los quarks como
funcién de los dngulos internos de los tridngulos unitarios. Estas expresiones
nos relacionan los cocientes de masas de los quarks que no se pueden medir
experimentalmente de manera directa debido al confinamiento de los quarks.
v los &ngulos invariantes de fase de los tridngulos unitarios de la matriz de
mezclas de los quarks que si se pueden medir.

De la Ec. (A.62) para tan 3 obtenemos a orden dominante:

T tan B/ Gy (A.86)
V 7. Mg

De igual manera, de la expresién (2.2) para tan §;, obtenemos a orden domi-

nante:
ﬁf& ~ tan G/ -T?i (A.87)
e mg

De estas expresiones es claro que los dos sectores de masas de los quarks
no son independientes entre si; es clarc también, que los dngulos internos
de los tridngulos unitarios son las constantes de proporcionalidad entre los
dos sectores. Que la naturaleza elija el mismo rompimiento de la simetria
permutacional del sabor para los dos sectores de quarks, esto es, que los ex-
perimentos se ajusten bien para Z, = Z; = Z* con ®* = 90°, tiene como
consecuencia estas relaciones no triviales entre los dos sectores de masss de
los quarks.

Del cociente de las expresiones {A.86) y (A.87) encontramos:

my _ tan B,

= A .88
Mg tan 4 ( )

sustituyendo la Ec. (A.83) en la Ec. (A.86) obtenemos:
@ ~ tan 3, tan 5. (A.89)

M
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Si usamos la Ec. (A.68) para tanc y sustituimos la Ecs. (A.88) y (A.89)
para los cocientes de masas, obtenemos una expresién para ;.

~ tan 3

Si sustituimos esta expresién en la Ec. (A.88) para el cociente 774/, Obte-
nemos para 1y lo siguiente:

tan G,

estas expresiones nos permiten, en principio, parametrizar la matriz de mez-
clas de los quarks con cuatro fases observables o, 3, A v Ok.
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CP violating phase &), and the quark mixing angles 845, 8,3, and 8, from flavor permntational
symmeiry breaking

A. Mondragdn and E Rodriguez-Jiuregus
Institute de Fistca, UNAM, Apdo. Posial 20-364, 01000 México, D.F México
{Recewved 9 July 19589, revised manusenpt received 4 Navember 1999, published 28 April 2000)

The phase equivalence of the theoretical mxing matrix V™ denved from breaking of flavor permutational
symmetry and the standard parametnization VP advocated by the Particle Data Group 15 explicitly exhibited
From here, we derive exact explicit expressions for the three muxang angles #),, #,5, 83, and the CP viplaung
phase 8,5 1n terms of the quark mass ratios {#, /#, ,m, lm, ymgimy am, fmy) and the parameters Z* Y and $*
characterizing the preferred symmetry breaking pattern The computed values for the CP violating phase and
the muxing angles are §55=75°, sm 85=0221, s 65=00034, and s &%, =0 040, which comeide almost
exactly with the central values of the experimentally deterrmned quantities

PACS number{s) 12.15Ff, 1130 Er, 11 30 v, 12 15 Hh

L INTRODUCTION

In tus paper we are concerned with the functional rela-
ions between flavor mixing angles @\, 83,4843, the CP vio-
lating phase &4 and the quark masses resulting from break-
g flavor permutational symmetry.

In a previous paper [1] different Hermitian mass matrices
M, of the same modified Fritzsch type were denved from
brezaking flavor perrmtational symmetry according to the
symmetry  breaking  scheme S (3)®@Sp(3)D5.(2)
@Sp(2) 28 00y(2) In a symmetry adapted basis, different
patterns for the breaking of the permutational symmetry give
rise to different mass matrices which differ n the rato Z¥2
=Mn3/Mo;, and are labeled 1n terms of the ureducible rep-
resentations of an auxiliary ${2) group Then, dragonahzing
the mass matrices, we obtain exact, explicit expressions for
the elements of the mixing matrix VY, the Jarlskog 1nvariant
J, and the three inner aogles «, £, and v of the umtanty
triangle in terms of the quark mass ratios, the symmetry
breaking parameter Z'* and one CP violating phase @ The
numerical values of ZY2 and © wihich characterize the pre-
ferred symmetry breaking pattern were extracted from z x*
fit of the theoretical expressions |V2| to the experimentally
determined values of the moduli of the elements of the mix-
g matrix | V9. In this way, we obtaned an explicit param-
etrization of the quark mixing matrix 1n terms of four quark
mass raties m, /m,  m fm, mg/my . m,/my, and the param-
eters Z'2 and @ m excellent agreement with the experimen-
tal information about quark mixings and CP violation m the
£°-E° system and the most recent data on oscillations 1n the
BC-B° system, These same expercmental data are usually rep-
resented by means of the standard parametrization of the
mixing matnx [2] VI8, recommended by the Particle Data
Group [3], which is written in terms of three mixing angles
812,835,802 and one CP violating phase &, The standard
parametrization V0%, was 1ntroduced without taking the
functional relations between the quark masses and the flavor
mixing parameters into account In contrast, these functional
relations are exactly and explicitly extubited i the theoreti-
cal expressions for V™ derived i our previous work [1].
When the best set of parameters of each parametrization is

0556-2821/2000/61(11)/113002(14)/$15 00

61 113002-1

used, the moduli of coresponding entries of the two param-
etrizations are numerically equal and give an equally good
representation of the experimentally determined values of the
moduli of the mixing matnix | V;;¥| Hence, we are justified 1n
writing

an

even though V™ has only two free, real linearly independent
parameters wihile the number of adjustable parameters in
VIPG | four

The invariant measurables of the quark mixing matrix are
the moduli of its elements, 1.¢, the guantiies |V, |, and the
Jarlskog mvariant J. But even J, up to a sign, 1 a funcuen of
the moduli [4] Hence, two different parametnizations, such
as V:j’ and Vf:'x', are equivalent iof the modul of correspond-
1ng eninies are equal even if the arguments of comesponding
enines are different. This difference 15 of no physical conse-
quence, 1t reflects the freedom 10 choosing the unobservable
phases of the quark fields.

In thus paper, it is shown that a suitable rephasing of the
quark fields changes V¥ into & new, phase transformed ¥
such that all the matrix elements V‘fj‘ are numencaliy equal ©
the correspending VﬂDG, both 1n modulus and phase Once
this equality is established, we solve the equations of trans-
formation for sin @y, sinés and snd)y in terms of the
moduli Wz‘\. We also derive exact explicit expresstons
for the phases of the matnx elements Vﬁm in terms
of the phases of the mamx elements of Vﬁ’ In this way,
we derive exact explicit analytical expressions for the
mixing parameters siné;, sinthz, swnfy and the CP
violaang phase §;; of the standard parametrization of the
mixing matrix [2] in terms of the quark mass ratios
my Iy m Imy mgimy m imy , the flavor symimetry break-
ing parameter Z*'7, and the CP violating phase &*

The plan of this paper 1s as follows. In Sec. II, we intro-
duce some basic concepts and fix the notation by way of a
very brief sketch of the group theoretical derivation of mass
matrices with a modified Fntzsch texture. Section Il is de-
voted to the dernivauon of exact, explicit expressions for the
elements of the mixing matnx V:;‘ i terms of the quark mass

[vai=[viel.

©@2000 The Amernican Physical Society
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ratios and the parameters Z'2 and @ characterizmg the sym-
metry brealang pattern. In Sec IV, the phase equivalence of
V9 and VPP is explicitly extubuted, and a set of equanons
expressing the no:wamsh.u-;t7 arguiments wPDG of V

terms of the arguments » | of V"‘ 15 derved. Expheit exprcs-
sions for the muxing pdramcters sm 02, s11 B~ . Sin )5, and
the CP viclanng phase §y; as funcuons of the quark mass
ratios and the parameters Z*+'* and &* charactenzing the
preferred symmetry breakung scheme are obtained 1n Secs. V
and VI. Qur paper ends in Sec. VII with a summary of results
and some conclusions

I, MASS MATRICES FROM THE BREAKING
OF 5,.(3)@54(3)

In the standard model, analogous fermuons in different
gencrations. say . ¢, and ¢ or &, s, and b, have completely
dentical couplings to ail gauge bosons of the strong. weak.
and electromagnetic interactons Prier to the wmroduction of
the Higgs boson and mass terms. the Lagrangian is chuiral and
mvartant with respect o any permutation of the left and nght
quark fields The mwoduction of a Higgs boson and the
Yukawa couplings give mass to the quarks and leptons when
the gauge symmetry is spontanesously broken The quark
mass term tn the Lagrangan, obtatned by taking the vacuum
expectanon value of the Higgs fieid m the quark Higgs cou-
phing. gives rise to quark mass matnces Mg and M,,

L= 00 Mg+ @ M 2T Hee (2.1}

In this expression. q., (X} and q, ; z(x} denote the left
and right quark & and « fields i the cwrrent or weak basis,
gq,(x} 18 a column matmx. its components q, (x} are the
qua:k Dirac fields, & 15 the flavor index In thus basis, the
charged hadrome currens,

Ju~ G, 1 Yular (2.3

are not changed 1f beth, the d-type and s-type tields are
wansformed with the same unitary matrx

A Modified Fritzsch texture

A number of authaors [1.5-23] have pointed out that real-
istic quark rmass matrices result from the flavor permuta-
nonal symmetry §;{3)®5z(3) and 115 spontaneous or ex-
phait breaking The group S5(3) weats three objects
symmetrically, while the hrerarchucal nature of the mass ma-
trices is 4 consequence of the representanon structure 182 of
5(3), which treats the generations differently. Under exact
5.(3)® Sx(3) symmetry. the mass spectrum for either up or
down quark sectors consists of one massive particle m a
singlet wreducible representauon and a par of massless par-
ticles in a doublet 1rreducible representatien. the correspond-
g quark mass matnix with the exact 5;(3)8 55(3) symme-
try will be denoted by M, In order to generate masses for
the first and second families. we add the terms M,, and M,
to Ms, The term M., breaks the permutatronal svmmctry

S
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5.(3)%S7(3) down to §.(2)8 55(2) and mixes the singlet
and doublet representation of S(3) My, transforms as the
mxed symmetry term in the doublet complex tensonal rep-
resentation of §g,,(3YC 5, (3)85:(3). Putung the first fam-
iy 1n 2 complex representation will allow us to have a CF
viplating phase m the muxig matrix. Then, & symmetry
adapted basts. M, tukes the form

v 0 Q:
fo 0 0
A-L 0 -hH-8 By
0 2, L
00 Do
~my, @0 0 )
Yo o0 P=A,)
P0 Age” Py 0
mse ( At~ 8, B, 23
L0 B, 1-8,/

From the strong hierarchy in the masses of the quark
farmlies. ms, > my = m ,, we expect 1 — 8, to be very close
to umty The enmes i the mass mairix may be
readilv expressed in terms of the mass eigenvalues
(m =m0 and the Smd]l paramcter §, Computing

the invanmants of M, w¥,, M2, and detd,, we get

A= s (1-8)7, A=y 24)

T

Bi= 8 [{1 =i, gy 8= myyiag (1= 80711,
(23
where ﬂ-q;m-\qlm;n and ﬁg,Fmg,‘,f’ms,r
If each possible symmetry breaking pattern 15 now char-
actenized by the rauo

Z =B/~ &, 8. 26

the small parameter &, 15 obtaned as the solution of the
cubie equation

8 LLLRia, = e, (L = 8=t i, ]

_Zq(“ﬂgqfﬁlq.+5c):=0. (2.7)
which vanishes when Z, vamshes An exact explicit expres-
sion for &, as funcnon of the quark mass rabes and Z,
aiven m Ref [1]. An approximate solution to Eq. (27) for
&,(Z,). valid for small values of Z,(Z,=10). 15

113002-2
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BlZg)=

B. Symmetry breaking pattern
In the symmetry adapted basis, the matrix M,_, written in
terms of Z}*, takes the form

0 0 0
My, =y —fiagth, =83 0 1 Zf
0 zZ? -1

29

when ZJ'? vanishes, My, 15 diagonal and there 5 no mixing
of smgle,t and doublet representations of S (3) Therefore, 1
the symimetry adapted basis, the parameter Z is a measure
of the amount of muxing of singlet and doublet irreducible
representations of Sg,,,{3>C S,_(3)®SR(3)

We may easily give a meaning to Z 1 tertns of permu-
tazons From Egs (2.1) and (2 9) we notos that the Sym-
metry breaking term in the Yukawa Lagrangian qLquqR 18
a functional of only two fields: 143 g,(X) + v2g(X) ] ané
V3[—2g,(0+¢5(X)] Under the permmtation of these
fields, M, qr splits into the sum of an antisynunetric term
ELMéqu which changes sign, and a symmetnc term
M 44z, Which remains mvariant,

o o 0
o 1 -

0 —8 -1

My, = — gMa,

0 0 0
b1 -
+2b VB [ 3, (2.10)
|
0 — -1

fm,fm. fmglm,
Z -3, 1‘54311@

— - - ~ 1 . - :
(1 —mlq)(l+m2q)+22q(mr_,q—m1q)l 1+ E(mgq—m,q)J

(2.8)

where a=(8,—AJ(2ZVP -4y and b=(8,~ A 2/
Z)Zw +27. It 1s evident that there is a coxrespondmg decom-
pos:ion of fhe mixing parameter Z,”,

Z,\ e N 2N N, 287 (211)

with

I=Ny,+Ns,, (212)
where Z\?=— 8 is the muung parameter of the matrix
M3, and Z;-ﬁ— 1/V8 15 the muxng perameter of M,q In thus
way, a unique hinear combination of zw . and ZS 15 assocp
ated 1o the symmetry breaking pattern characteérized by Z
Thus, the different symmetry breaking patterns defined by
M,,, for different values of the mung parameter Z;” are
labeled in terms of the ireducible representauons of the
group 5(2) of permutations of the two fields in q; Mz 4s
The pair of numbers (N, ,Ng) enters as a convenent math-
amatical label of the symmetry breaking pattern without 1n-
troducing any assumption about the actual pattern of $;(3}
@S g(3y symmetry breaking Tealized in mature

C. The Jarlskog invariant

The Jarlskog mnvanant, J, may be computed directly from
the commutator of the mass matrices [4]

_de—u[M, M)
J= (213)

where

F=(l+m)(l—m)(m +m 1 +m )1 —m)m +m,)
{

214)

Substitution of the expresston (2 3) for M, and M,, 1n Eq
(2.13), with ZP=Z =212 gives

Tl

AN+, A (L +Hm (1 —m (L +myfm)

[[(—Au"'ﬁu)(l—5,1)-(-'&#5&4)(1—5“)]1

(o) s [ Mttt mm, 9,
“1=3 (= Ayt 80— | —(— A, +8,)7+2 —{ A F Ayt cos B, (215)
-3, 1-84 -5, ¥Y1-8&,
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where A, and 6, are defined in Eqs. {2 4) and (2 7). In this.
way, an exact ¢lossd expression for J in terms of the quark
Mass rapos. e CF violatng phase P. and the parameter 2
that characterizes the symmetry breaking pattern 1s derved.

1. THE MIXING MATRIX

The Hermtian mass maoix M, may be written i terms of
a real symmetre matrix L‘TI{r and a diagonal matnx of phases
P, as follows

Apéndice B

PHYSICAL REVIEW D 61 113002

M. ae= s d1ag My . — 0, 1] (33}

with subscripts 1,2.3 refenng to u.¢.r in the u-type sector

and d.s.b 1n the d-type sector Afier diagonalization of the

rmass matnices M, . one obtains the muang mamx Y* us
V=0 PO, (34)

where P¥7% 15 the diagonal maiwix of relative phases

M, =P 3.2, (31) P Ye=diag[ e et ®]. (33
The real symmetne matros M, may be brought to o diagonal  na
form by means of an orthogenal transformation
=007, 52 D={b,~ &) (36)
wherg The orthogonal matrix 0,15 given by
|
{Fin,f 1D —{ALAIDD R (R £ 1D
O,=| [(1=8)mr D07 [~ 8,000, f200, ]“ [(1—5 D51 G7
Vo=l fafa sy (Mo f f3 D) Uif2tDa)
I
where data To avoid this ambiguty we further assumed that the up
. = _ " and down mass matnices are generated following the same
fisl-my,=8. b=l-my=&. [=§,(38) symmetry breaking pattern, that 1s.
Dy=(1=8, )i = ) (mz, =, ) (39 ZV=zP=g\? {3.12)
Da={1= & 1= my YHmag = my,). (3.10) Then, from Egs. (3.4)-(3 12) all matnx elements in ¥ may
Dy=(1-8)01 ‘_ﬁqu] '"—11,;) (3.11) be written in terms of four quark mass ratios and gnlv two

In these expressions, &, and &, are, m prineipte, functicns
of the quark mass ratios and the parameters Z” and Z%.
respectively However, in Ref [1] we found that keeping Z1~
and Z,/ 12 s free. wndependent parameters @mves rise to ¥ Con-
unuous ambigutty 1n the fiting of [V ;1 10 the expermmentai

free. real parameters the parameter Z'72 which characterizes

the symmetry breaking pattern  the v and o sectors and the

CP violating pbase ¢ The computation of V“’ 15 quite

swarghtforward Here. we will give. in explictt form. only

those elements of V' which will be of use later From Eqs
)—{3 12) we obtan

LR

b Rl = By LA 6 - e [
= A HI—m(m, *5‘)(175.>(14&r)<n1+r30' V(=) (A m, ) (mm)
xfll'ufra—au){} m—a)l N L “i ° 519
| (1=m) P (1—51)(1r5,3)(14‘m) j
[ _ w1 -, — &) - I
Y= S =R ) (1= 6+ m (1~ ]
O R A L D It LA
| -8 —-mim s (1 - 600~ m (i —m,).
s e
m (L=, = 8,8, o 314

TV Am (A )
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m(1+m,— 8 )img(1+m,— 5)

w2
v
“ ( (1= 8N+ m ) +m (1= 81 +f5,)(ﬁ:+r7!d))

and

Y

The “‘best” symmetry breaking patfern. In order to find the
actual pattern of §;(3)@Sz(3) symmetry breaking realized
1n patare, we made a ¥ fit of the exact expressions for the
moduli of the entres m the muxing matre | VY
invanant /%, and the three mner angles of the unitarity tri-

{ ( e 801 i, — 8V, 8,01 — y— &) ) v
(1= 8) (L +m )+ m,) (L= 8L+ ) (1 + )
ﬁ:(1+ﬁc—§u)ﬁ,(1+ﬁ‘—ad))"3 “ 519
(11— ) (1+m,)(1— i) '
Vm=_( (14 = 8.) i, B )
F N (1= 8XI+RI R+, (1= 8{1 +m)(1=my)
+{_( P11, 88,01 = g 8L+, ~ 8 )‘”
(1= 8)(L+m 3 (m 4, (1= 81+ m)(E i)
AL+, = 3,) 5 ‘”} o
— = = - ' 3
+((mc+mu)<1+mc)(Hm,)(lwmd)) ‘ G
[
m,=00044, m,=0034, and my=00015,
(3.18)
. the Jarlskog  but we took the value
m, =0 000032, (3.19)

angle &, 8%, and ¥%, to the experimentally determined val-
ues of [V]El, T, o™, 8%, and y*** A detailed account of
the fitting procedure 13 given in Ref, [1] Here, we will give
only a brief relation of the main points mn the fiting proce-
dure.

For the purpose of calculating quark mass rauos and com-
puting the muxing matrx, 1t 1s conventent t¢ give all quark
masses as runmng masses at some common energy scale
[24,25]. In the present calculation, following Peccer [24],
Frtzsch [26], and the Ba-Bar book [27], we used the values
of the ruaning quark masses evaluated at g=m, -

m,=325+0.9 MeV, m.=7602295 MeV,

m,=1710£12 GeV, m,=4 420 64 MeV,

m,=100x6 MeV, m,=292+011GeV. (3.17)
These values, with the exception of m,, m,, and m,, were
taken from the work of Fusaoka and Kode [25] see also
Fritzsch [26] and Leutwyler 28], The values of m (m,) and
my,(m,) were obtained by rescaling to o =m, the recent cal-
culations of m_(m,) and my(m;) by Pineda and Ynduriin
[29] and Yndurdin [30] The value of m, agrees with the
latest determination made by the ALEPH collaboration from
a study of 7 decays involving kaons {31]

We kept the mass ratios m=m_/m,, m,=mlm, aad
mg=mylm, fixed at their central values

which s close to its upper bound. We found the following
best values for @ and Z7,

1 Bl
*—gp° w2 IR 2
or=00°, ZP=m{Z-7= [ Gw)

comespending to a value of xy*=0.32. The values of the pa-
rameters 8,(Z) and §,(Z) obtamed from Egs. {3.18), (3.19),
and (3 20) are
SLZ*V=0.000048, SALZ*'H=000228. (321)
Before proceeding to give the numerical results for the mix-
ing matrix 'V, 1t will be convenient to stress the following
points
(1) The masses of the lighter quarks are the less well
determined, while the moduli of the entres in | V¥ with the
largest error bars, namely |V, and |V, |, are the most sen-
siive to changes in the ratios m, fm,. and m;/m,, respec-
nvely Hence, the quality of the fit of | Vi to |5 1s good
(x*=0 5) even if relatively large changes 1n the masses of
the lighter quarks are made The sensiivity of |V,,| and
V.4 to changes 1n m,/m, and mfm, respectively, is re-
flected in the shape of the unitarity trizpgle which changes
appreciably when the masses of the ligther quarks change
withnn their uncertainty ranges. The best smultaseous x* it
of [V}, /"™ and &%, £% and %, to the expenmentally de-
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termined quanuties was obtained when the ratio m,
=m,/m, 1s taken close to its upper bound, as given 1 Eq
(3.19) Furthermore, the chosen hgh value of m, gives for
the ratig |V, / V., the value

o

Yl (.
v ~\”n—c—0085_0.009

- (322)
i
1 very good agreement with its latest world average [32—
34]

(2) As the energy scale changes, say from u=m, to
=1GeV, the unmng quark masses change appreciably, but
since the masses of light and heavy quarks increase almost 1
the same proporton. the resuling dependence of the quark
mass raues on the energy scale 15 very weak When the en-
ergy scale changes from g=m, to w=1GeVv. m, and m,
decrease by about 25% and #t, and 1, also decrease but by
less than 16%.

(3) In view of the previous considerauons. a reasonable
range of values for the runmng quark mass rauos. evaluated
at w=m =171 GeV. would be as follows

0 000022 /2, < 0.000037,
0.0043= m, =<0 0046,

{ 09735-~0 977
02151-0.2263
| 0.0078—0 0093

val=

02151-02263
09726—-0.9764
0.036—0042

Apéndice B
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0 0013 /7, <0.0017.

0.032<m <0036 (323

The results of the x> fit of the theoretical expressions for
[¥3]. 7™ 2™ B and ¥ to the expenmentally determined
quantiues 15 as follows The quark muxing matrix computed
from the theoretical expresion V& with the pumerical values
of gquark mass rakos miven in Egs. (3 18) and (3 19} and the
corresponding best values of the symmetry breaking param-
cter 2%'7= 81732, and the CP-violaung phase. $* =90%, 1s

[ 09753¢ Y 0221 00034
Vo | 0220 09745 00400
L 00085 T 0039 T 09992 %0

(324)

In order to have an estmation of the sensivity of our nu-
menical resalts to the uncertaunty n the vafues of the quark
mass rahos. we computed the range of values of the mainix
of moduli \V_“J‘{, corresponding to the range of values of the
mass Tatdos given in Eg (3 23). but keeping @ and 12 fixed
at the values ©*=90° and Z* %= 81/32 The result 1s

0.0028-0.0040°
0.037-0.043 |, (3.25)
09991—09993¢

which 15 to be compared with the expenimentally determined values of the matnx of moduli [3],

0.9745-09760 0217-0224  0Q0018-0.0045)
V=] = 0.217—0.224  0.9737—-0.9753 0036-0042 (3.26)
G.004—0.013 G035-0.042 09581 -0.9092
—
As 15 apparent frora Eqs (3 24), (325), and (3 26), the The value obtained for the Jarlskog Invartant is
agreement between computed and expenmental yvalues of alf
entries 1 the muxing matnx 1s very good The estmated JE=728%1075 ;327

range of variavon 1 the computed values of the moduli of
the four entries 1n the upper left comer of the matnx [V¥ 15
larger than the error band 1n the corresponcing entmes of the
matnx of the expenmentally determined values of the
modult V™ The estmated range of variation 1n the com-
puted values of the entnes 1n the third column and the third
row of | V7| is comparable with the errer band of the corre-
sponding entries in the mamx of expenmentally determined
values of the moduli. with the excepnon of the elements
|V and | V3 i which case the esumated range of variaton
due t© the uncertainty in the values of the quark mass ratios
1s significantly smaller than the error band in the experimen-
tally deterruned value of V50| and | V3|

m good agreement with the value [J°F=(30=13)
X 107 %sin & obtained from current data on CP violaton 1n
the X°-8° muxing system [3] and the £°-8° mixing system
[271.

For the inner angles of the umtarity mangle. we found the
following central values:

(3.28)

An estimanon of the range of values of the three 1nner angles
of the unttarity triangle, compatible with the experimental
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information on the absolute values of the matnx elements
VP, is given by Mele [32] and Alt [33]. According to this
anthors, 79°<a=<102°, 21°=g8<28°, and 35°=<y=<78°.
We see that the central value of 8 obtaned iv this work is
close to the lower limit according to Mele [32), while v is
close to the upper lmt given by Mele [32] and e is in the
allowed rapge given by these authors.

12013

C1a8258 138
413

VEDG 1813

812023~

19893~ C1plafiae

where ¢, =ces 6, and 5,,=sin 6,

The range of values of the experimentally determined
modul 1n [V}, as given by Caso ef al. [3), comresponds to
90% confidence lumits on the range of values of the mixing
angles of

0.217=<5,,<0 222, {4.2)
0.036< 5530042, {4.3)
0.0018<53<0.0044. {4.4)

Seven of the mine absolute values of the Cabibbo-
Kobayash-Maskawa (CEM) entries have been measured di-
rectly, by tree level processes. A range of values for the four
parameters $z, 573, ¥13, and &3 which 15 consistent with
the seven direct measurements and the experimentally deter-
mined values of the modub of [V[** [3], is given by Nir
[35]:

0 217355 ,0.2219, @3
00378 550.0412, {4.6)
0 00237 5 5 <0.00395, “n

€13 Is known to deviate from unity only in the sixth decirnal
place [3,35]

The P violating phase 54, at present, 13 not constrained
by direct measurements. However, the measurements of CP
viclation in K decays [36] force 83 to lie 1 the range

0SS (4.8)

The standard parametrization VPPC was introduced with-
out taking the possible functional relations between the
quark masses and the flavor mixing parameters 1nto account.
In contrast, these functionzl relations are explicitly exhibited
in the theoretical expressions ¥ ;- derived 1o the previous
sections. Furthermore, we have seen that, when the best val.
ues of the parameters Z'2 and & are used, the muxing matrix
V™ reproduces the central values of all experimentally deter-
nuned quantities, that is, the moduli | V5, the Jariskog 1n-
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1V. PHASE EQUIVALENCE OF V" AND THE STANDARD
PARAMETRIZATION v¥0¢

The standard parametrization [2] of the mixing mamix
recommended by the Particle Data Group [3] is written in
terms of three mixing angles 6, , 63,83 and one CP violat-
g phase &3,

—5

1013 Spe” B
Cptm—SSpsae' s smey |, 4.1
—Cptn—Spente®  ency

[

varfant J*? and the three inner angles «, 8, and ¥, of the
anitanty triangle [1] Since the two parametrizations repro-
duce the same set of experimental data equally well, we are
Justified 1 writing

V=1V =1vie 9
‘We cannot simply equate V¥ and VFPC because the argu-
ments of corresponding matrix elements 1 the two param-
etrizations are not equal

arg(Vi#arg(VIR9) (410)
Ths difference 1s of o physical consequence, 1t reflects the
freedom 1o choosing the unobservable phases of the quark
fields 1n the mass represcntation In the following, we will
take advantage of this freedom to denve a phase trans-
formed, theoretical mixing matrix ¥, related to V¥ by a
biunitary phase transformation, such that all corresponding
entries 1n V™ and VFP© are equal n modulus and phase We
will also derive exact, zMphc:xt expressions for the phases of
the matrix clements VP in terms of the phases of the ma-
mx elements V , wh1ch together with Bq (4 9), will be
enough 10 show that VO may be obtained from V™ by
means of a svitable rephasing of the quark fields 1n the mass
representation,

Phase relations In the mass bass, the quark charged cur-

rents take the form

i —TqLﬁ“V.,qL, {411)

A redefinition of the phases of the quark ﬁe,lds which leaves
J¥ 1nvanant, will change the argument of V but leave the
modult | V| mvariact,

o 412)
The phases ! and xf ocurning mn Eq (4 12) will be de-
terrined from the requirement that corresponding entries in

T and VPP be equal,

113002-7
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e PO
|vf‘ e O L

(413}
in tlus expression v and w0 are the arguments of V¥ and
VB0 | respectively. Since the moduli |Vw and \VPDG\ are
equal. the arguments of the entries in the two parametrza-
tons are related by the set of mine equations

u ok DG

Ximxy=Ew G owl (414

The set of Egs (4 14) relate the differences of the unob-
servable quark field phases to the differences of the argu-
ments of corresponding entries in V2 and ¥VF°° These two
paramemzations of the mixing matrix ar¢ representanons of
the same ser of experimental data. Therefore, it should be
possible to derive. from Egs. (4 14}). a new set of equations,
expressmg the five non-vanishing arguments G of vEPS
1 terms only of the arguments « " of ¥ withoat md.kmﬂ
reference to the uncbservable phases of the quark ficlds
With this purpose 1n mind, we notice that. 10 the left hand
side of Eqs {4 14). there are mne differences of unobserv-

ables phases (X(")—xj“’)). formed from only six different
quark Held phases Drfferencas af phases of the same quark
field type. say (X‘”r;((") may be computed from Egs
(4 14) in at least three dlffereﬂt ways This redundancy im-
plies the existence of nontoivial relations amoeng the argu-
ments of the entres of e two pamrnt:mzatxons For ex-
ampie. from Bgs (4.14), the difference {3 — ™) — (e

— x5 gives

REENCI I, - @13)
and the difference (xi" — x5 — (1= x5 awves
A= = e G g 16

If the phase difference (x5 —x “) 15 elumunated berween
Eqs. {4 13) and {4.16} we geot

5{ oG

sTs =R @17
Using the same elimmauon procedure for 21l possible com-
binanens ("= 31"y - (- u]) we denve a set of nice
equanons, only four of wiuch are linearly independent, One
of these 15 Eg (4 17} for the other three we mav take

POG DG

B = BT B {418)
u;’PG—ng.?G= [lh—‘wlq—% -y [4.19)

and
—WEEG-F\‘.;?G:—\vi‘z*w:.l_;*w?zfu‘% 420)
Singe, 1n VPG the,re are five entries with nou—\*amshjng

arguments. pamcly, ”1 R ;LS,DG. 1531DG and

" f? we require still one more equation relating the argu-
ments of the entries of the two parametnizancns Thus 1s ob-
rauned from the phase relations betwesn the determinants of
the two matroes VO and VTo0, From Eqs. (4.12) and (4 13),
1t follows that

G= =~ &y wrl

Apéndice B
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det VI =de{ X, VIPOX . (4.21)
n thus expression X, and X, are the diagonal vnrtary matri-
ces of phases ocumng in Eq (4 12) The determumant of
VPG 15 one. heace,

C‘-‘)J

det[X:VPDGXd]=e'E?:ﬂX:J"Xy (423

Strularly, from the definiuon of V¥, Eg (3.4), we get

det V&= detf OTP* 70, [=det( Q70 ) det P* 7,
(423)

the determmmant of the orthogonal matnces 15 one. and the
determunant of the diagonal matrix of phases P~ 15 &%,
Taking for ¢ the best value ©*=+/2, we abtain

det V=¥ =o' {429

Substitution of Eqs. (4 22} and (4 24) in Eq (4.21) gives

D A (4.35)

Tius phase relation guarantees the equality of the deterrru-
rants of ¥ and VFP5, The sum of the unobservable quark
field phases ocurring w the left hand side of Eq. (4 25) may
be computed from Eqs (4 14),

E (X("f ")) Z n, —wfq

(4 26)
Now. we eliminate the uncbservable quark field phases be-
tween Eqs (4 25) and (4 26). to get
2 bz {427)
This relation shows that arg( ¥5o~) is umquely determined
(mod 2w) 1n terms of the arguments of the entries 1n v

With the heip of Eq {4 27) we solve Egs (4 17)-(4 20)
for 21l the other nonvamshing arquments of V700:

51~—14- +nt q—‘wr-rqu“-v m—"@”‘ (4.28)
Wil - i n -2, (4.29)

FDG H RULN 421-1»43—2ED". {4.30)

wgm* w;&+w§‘5+u-‘?}72¢>”‘ (431)

In this way, we have shown that the arguments wi* of VPDG

are uniquely determned (mod 2+) by the qrn'uments n of
v

“We now retum to the question of the quark field phases
and the phase transformation from Vl"‘ to VﬁDG Substitution
of Egs 14 27)—(4.31) imto Eq (4 14), gives the differences of
the quark field phases explicitly w terms of the known argu-
ments »'" of ¥ The quark field phases themselves are de-
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teroaned only up fo 2 common additive constant. Since the
quark field phases are unobservable, without loss of geseral-
1ty, we may fix one of them, and solve for the others. In this
way, if we set x¢=0, we get
xi=0°,
Xa=wii-wis,
X —wB—wE—wh 20k,
xi=wi,
Xz= —w?‘z—wg‘a+2®*,
Xi=—wh—wih+20* (4.32)

Then, the diagonal matrices of phases required to compute
the phase transformed V& are

X, = dlag[e;w'f‘l,ex(—wﬁ"sz‘}‘suth*),e.(— 3‘le*°¢*)]
{4.33}

and
X, = diag[ 1,e' B~ g 0B vl B 2™ (430
Hence, with the help of Eqs {4 28)—{4 31}, we verify that
XIVhx = VIS {435)

15 satisfied as an identity, provided that | V=¥ P9,

V. THE MIXING ANGLES

The mvanant measurables of the quark mixing matrix are
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Jarlskog invanant J But even J, up to & s1gn, 15 2 function of
the moduli [4]. Hence, two different parametrizations, are
equivalent 1f the moduli of the corresponding enmes are
equal. In the case of V) and Vi”C, when the best set of
adjustable paramesers of each pa.rametnzanon (Z"%,@) and
{ 612,833,083, 013), respectively, 1s used to fit the experimen-
tal data, the moduli of corresponding enmes of the twoe pa-
Tametrizations are pumencally equal and give an equally
good representation of the experimentally determined values
of the moduh of the mixmg mauix [V;7f [3] Therefore we
are justified 1o wnbng
Vil=vi>s, (5.1)
even though Vih has only two adjustable parameters (', &)
while the muniber of adjustable parameters n V707 13 four,
namely, (8)3,02,611,68,5) All enties in |V \ are explicit
fancuons  of  the  fowr  guark  mess  rauos
(m fm, m fm mytmg m o fmyy and the 1wo parameters
7' and &. The equality of the modul of comresponding
entries of the two parametrizatons will allow us to derive
explicit expressions for the muxing angles In terms of the
four quark mass ranos (m, /m, m./m, myim,,m fmyy and
the parameters Z'% and @
From the equality of | V3| and ]¥F2, it follows that

s =V, (5.2)

1f we take | V3] from Eq (3 14), and we set CD and Z'* equal

the moduli of its elements, r.e., the quantities |V, |, and the  to their best values ®*=/2 and Z Wi /B we get
|
- i {1~k B3V g, 6 . ( mi (1=, = %) 8}
sin = p— gy s poy puy = = = — -
ola-ent-mym +ny (- rmd(1-ng - m)Gatm )1+ m)(1-5)
. ( A1+, ~ SN (L -y~ 8 (1+m— sy AR 53
(1= 85 (1= m)m +m, (1= SN +m )1 =) '
The computation of sin &y, 15 slightly more nvolved From Eq (4 1) and the equaltty of || and {VIP%), we obtan
[t kst
(5.4)

g
T IV SV

w2 and Z*"=

Substitunion of the expressions (3.16) and (3 14) with $*=

& for [v5} and |VE{ 1a Bq. (5.4) gives

=i, ., - o —
§in By3= i:_—,,—{ma(l +mc—5f)mdm:5§+{\f(l = &m L +m, ~ 55184 8%
m!.'

1= = %) 55 (1=~ S (L= S 1Y~ [ V(1 - 899, (1 —m, = 57)(1 - 65) 6}

— L= 62) (1 =iy BE(L+ i, = 852+ (1= 88 )(1 - )

— i {1=m, =5 )m g, 65} 1°

(me+m, 1= &L +m) (1 ~my)

(55}

113002-9



A MONDRAGON aND E RODRIGUEZ-JAUREGUI

Apéndice B

PHYSICAL REVIEW D 61 113002

Simlarly from Eg. {4 1) and the equality of |v%) and | V{29, we obtain

‘ VPDG

iV"‘[

sin G.,=

V1 =TvPDEe

= (56
-[vi?

pry

Then, substitution of the expressions (3 13) and {3 14) for | V™| and [V%| in Eq. (5 6} gives

st Q2=
motma

1 L - - B - . I = = — =
———ml=m, = &m (1 +m, = 8N +[\N(1= &tm, (1 —m,— 8 (1 = &) m(1—m,— &)

Al =m = 8 S m(l ~ - 8565

=V l+m = a1l —me— 851 +m, - 851~

~ @ 1 —m,— 85 mam 85"

The computed walues for sind,,. sin thy. and sin )5 come-
sponding to the best x~ fit of [V, M and a®. g% and ¥ to
the experimentally determined quantives |VEP. J°7 and the
three mnner angles of the unrtanty triangle &*%. 85", md b
are obtsined when the numeneal values of | V9. [V ]. and
Wl computed from Eqs (3.12).{5 14).(3 16} and gven in
Eq (3 24) are substituted in to Eqs (52). (54). and (56) In
this way. we get

sin #0221, 58
sin 85=0 040, (59
sin 6 =00034 (510}

The numerical value of cos 855 deviates from umty 1 the
sixth decumal place

We nouce that the numerical values of the mpang angles
computed from quark masses and the best values of the sym-
metry breakung parameters comcide almost exactly with the
central values of the experimentally deternuned quantives. as
could be expected from Eg (3.1} This observation 1$ inter-
esting because. in the case of three famulies. the most general
form of the muung matrix has at most four free, independent
parameters [4] which conld be four mdependent moduli or
three nuxing angles and one phase as occurs 11 VIO, The
symmetry derived ¥ has only two free, real independent
parameters. In spite of that. the quality of the fit of V¥ to the
expertmental data 15 as good as the quality of the fit of VPO
to the same data The predictive power of V** implied by thus
fact originates 1n the flaver permutational symmetry of the
standard rnods! and the assumed symmetry breaking pattern
from whuch the texture in the quark mass matrices and V®
were derived

VI THE CP VIOLATING PHASE 5,

The CP violaung phase &, of the standard parametriza-
tion VFPC of the quark mixing mamx 15 given in Eq. (4 28)

I -V = 8y, (1 = - 81 (1 - 851 8%

(1= —m)lm, =)L = EN (T +m) (1 =y
57

in terms of the arguments w of five entnes 1n the theoretical
expression for V and the corrcspondmv CP viclaung phase
o Takmn from Eq {3.24) the numerical valuss of the argu-
ments w " and setting & equal to the best value P*=5/2,
we oblain the numerical value of &) corresponding to the
best fit of [V‘fl to the experimental data

§5=75° (6 1)

Thus predicted value of 8j5 15 very clese to the numencal
value of (he thurd inner angle 9, of the unitanty triangle The
difference may readily be computed mn terms of the argu-

ments u ¥ From the expression for
Vi V..
y=arg — o ©2)
ViV,
we get
—v=nlonwhonirwlen 6.3

which, when compared with the expression (4 28) for &5
gives

—y= 51;_(u‘2}’2+v.-5hl+w.‘ -2t

(64}

Takng from Eq (5.24) the numerical values of the argu-
ments comresponding to the best vaiues ©*=90% and Z-*

=+/%, we obtan

(“’1" + \dnq +w —2P" - 71=0.04° & 5)
This is, mdeed, & very small number, and justfies the ap-

proximation
-y 5. {6.6)

According to thus, the value of |4 computed from quark
mass ratios and the best values of the parameters Z*'* and

113002-10
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$* is |¥/=75° mn agreement with the bounds extracted
from the precise measurements of the BY oscillation fre-
quency [32] and the measurements of the rates of the excha-
sive hadronic decays B*— =K and the CP averaged B™
~» a7 [37], Exact expheit expressions for the CP violat-
ing phase &3 in terms of the four quark mass ratios and the
parameters Z*2 and ®* may readily be found; such an
expression could be derrved from Eq. {4.28) 1n termns of the
arguments of five matrix elements of Vi However, a sim-
pler expression, invelving only four matrix elements of V¥
may be obtained from the Jarlskog invariant J.

The Jarlskog invariant may be written in terms of four
mattix elements of V as

H

[V VEll VR -

209
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J= ImI V12V23Vf3 Vz*z]-

Since J 1s an invariant, its value 15 independent of the par-
uecular paramemezation of V If we write the right hand side
of Eq (6.7) 1n terms of the standard parametnzation V*7C,
we obtan

(6.7}

74
sindy;= (68)

—_—
F128 138230 12015003

The terms 1n the denomunator sn the nght hand swle of thus
expression were wiitten 1 Egs. (52}, (54}, and (5 6) n
terms of the modul |V, |V%|, and |V3)| Hence.

[VRE=IVD (= VP - VR ]2

a
F12813523C €130 23 =

Substitutior of Eq. (6 9) 1n Eq (6.8) gives

6.9}
T~V
1 Vu- Z)I_m de Vm V!h*vlh*
( I 13[ [ 12723713 Y2 , (610)

smmé ;=

the right hand side of this equation may be written in terms
of the quark mass ranos and the symmetry breaking param-
eters Z*Y* and ®* with the help of Bgs (53), (55), and
(5.7). A simpler expression which leads to a very accurate
approximanon for &5 15 obtained from Eq. (6.10) if the ma-
trx elements m the square brackets are written as modulus
and argumert, and use 1s made of the umtanty of V¥ to
sunplify the denominator,

(1| VB Vasin(wi+wi—wi—wh)

(Vi Vel

sinéj;=

611)

Explicit expressions for the arguments wi, wi, wi, and
wS m terms of the quark mass ratios may be dertved from
Egs. (3 13)-(3 16) setting Z', and & equal to their best

values Z%2= /3 and $* =n/2, we get

w:,hj=11'—ta.n_1( THTS[ (1-8H(1-83)

Myl

{612}

+\/5:‘6*-«—-~—~—————~ =
(1=, = 81+, — &)

[VEIVEI VBV - TVRP = [VEPR O = VEP=TVEP)

b

;bw-m-l(\/_’f‘_ V= Eni-ap)
m,m, m

\/5:(1-;5,,—0;*)(1—;;,,—5;‘)(1+£,_,—5§) )
(1 +m,— 8% ’

W

(6.13)

V(1 =81 - 8))

\/armfrsc—ar)u—@— (L= 55)
531, — 85

)

{6.14)

m,
= JI=8(1- 8D
uffql

EHER

w‘clz.=ta.n'1(

(1-m,~ 88 (1 —my— 8%
5*
* \/;: Y (L= 851 +im,— 85
{6 15)

Computing the second factor in square brackets in the
leading order of magnitde, we get
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’ | — 4
b 1| = [ \/Em (6.18
= tan P —— - - N .
‘-\mtmﬁ‘m‘ 6*'” )

s o
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and

;%ﬂ

v e tan ™ lf = \ (6.19)
{ e

The modulus V7| has already been expressed in terms of

guark mass ratos and the parameters charactenzing the svim-

metry breaking pattern Z* % and ®*, m Egs. (5 2) and (3 3)

Simular expressions for the other moculi occurnng in Bg

{6 11} may alsc be mven

. w1/, = 8m, (L= = &) L
= E L — A (L= S — ) (e g ¢
7 Lo~ 81 ~m,—- a1
x[1——m [(1—8% 1—5;*,)1'fh 5;*5;:( = o T iL Jl (6.20}
m . (1=m = &)1 —-m,—&5) i
v < A5 = ), (L, — &) 11’"“
L, ) m, e Y L ()
([ rar-A,- 81~ =8 1 e
xﬁul - - b (620
1 =N = &M fa mm W b - ) —&N1=-8,
v ‘7'(1—r?z“—a:w-rﬁc—éz‘)(larﬁm—armfr?z»—«s:)‘”l
[ (I=&N1rm ) (l—m 1= SEH 1+ RN 1~
& 51— &)1 — & YT
x{ 1+{ — “H‘( — il _ 2 —
V(b = SN =i, = S L == 8 LA~ 60
o 85 i 85 Lm .
—_— — = . )
(U= 80— B1+ 71, B = 57 )
—
Computing 1n the leading order of magnitude, the first sndhean(n® Ll - — ) (625)

factor in the nght hand side of Eq. [6.11) gives

(= v vl
VETvEl (1—

(L= & HI-m )1 =851 —-m)
m,= 81— m,~ &%)

><~1——(\5*
‘ Ferd

NERI IR

Ta

Inserting in to Eq. (6 23) the numerical values of the mass

ratios and + 5, N 5 =004, we find that the right hand =ide

of Eq (5 23] differs from one in the third dectnal place
=V v
—_—a

624
RIVE] ®

Therefore.

taking the numencal values of the argument 10 the nght hand
side of Eq. (6 25) from (3.22). we obtun
Fy~T5, (626
1 agreement with Eq. (6.1} The approamate expression BEq
{6.25) for sindy could also be denved from Eq (4.17) if
wis? 15 neglected Computing wipe from Eq. (4 27) and
{6 12}—(6 15). we obtan W%DG=—0 0018° which shows that
Eq. {625) is a very good approximation. Since Bq (4 27)
was dertved from the phase relations expressmg the argu-
ments of VI in terms of those of V. while By (6.11) was
denved from the expression Bq (6. }0) for the Jarlskog in-
variant, the agreement found between Egs (4.27) and
(6.11)—(6 25) 1s a consistency check of our formalism
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VIIL SUMMARY AND CONCLUSIONS

In this work, we explicitly exhibit the phase equivalence
of the theoretical mixing matrix V¥, denved from the break-
1ng of the flavor permutational symmetry 1n a previous work
[1], and the standard parametrization [2] V¥*% advocated by
the Parncle Data Group [3]. More precisely, we show that
when the best set of adjustable parameters of each parametri-
zation is obtamed from a y* fit to te same experimental
data, the moduli of corresponding entries in the matrices are
numerically equal and give an equally good representation of
experimentally determined values of the moduli of the mix-
g matrix VP, Hence we are justified 1n writing

[Vil=1vi>el 71
even though V™ has only two adjustable parameters ZV2 and
@, while the number of adjustable parameters 1 VP9 jg
four, the three mixing angles &y, 613,63 and the CP violat-
ing phase &; From this result, we proceed to fomuiate and
solve the equations of the rephasing transformation which
acting on V?® gives a phase transformated V™' such that the
correspording enmes in V' and VFPC ape equal in modulus
and phase As part of the solution, we obfain a set of equa-
uens expressing the nonvanishing argaments wEDG of the
matrix elements V{:DG of the standard parametrization in
terms of the arguments w:f of the entries in the flavor sym-
metry derived V) Since the matrix elements of V" are
known functions of the guark mass rattos and the parameters
2" and ¢, we obtam exact, expiscit, analytical expressions
for the arguments wi-~ g3 functions of the quark mess ratios
and the parameters Z*'2 and &* which characterize the best
ar preferred symmetry breaking pattern, In particular, we de-
nve an exact, explicit expression for the CP violatng phase
&5 written as a linear combination of the arguments of five
entries in V& Simalarly, from the equality of the modult of
the corresponding entries mn the two parametrizations, we
solve for the mixing parameters sin ¢, sin 85, sin fy, oc-
curng in the standard parametnization, 1n terms of the
moduli IV,’j‘I Then, using the explicit expressions found for
V:;‘ in our previous work [1], we obtain exact, explicit ex-
pressions for the muang parameters sm 6, sin &, sm 6%,
in terms of the quark mass ratios and the parameters Z* 2
and ®* From these results and an expression far the Jarl-
skog wnvariant, wntten m terms of four matrix elements of
V%, we derive an alternative, explicit, analytical expression
for sindfy as function of the quark mass ratios and the pa-
rameters Z* ! ang @

In conclusion, in the standard electroweak model of par-
ticle interactiens, both the masses of the quarks as well as the
mixang parameters and the CP violating phase appear as free,

211
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1ndependent parameters. In this work we have given explicit
expressions for the rmxing parameters sin ty SI0 65,
sin 8y; and the CP violating phase 3, of the standard param-
etiization of the muang matnx [2] as funcuons of the four
quark mass ratios m, Jm,,m, Im, ,mimy m im,, and (wo
parameters Z'7 and & These expressions were obtained
from a simple and expleit ansatz for the pattern of the break-
1ng of quark flavor symmetry and a rephasing transformation
of the quark fields 11 the mass representation

The numerical values of the mixing parameters sin &%,
sin #f;, and sin 6 computed from quark mass ratios and the
best values of the parameters Z*12 and ©*, coincide almost
exactly with the centra] values of the same muxing param-
eters, determined frem the expenimental data [35), as could
be expected from the phase equvalence of V% and yFDS,
expressed in Bq. (71). This observation 1s teresting be-
cause, in the case of three farmlies, the most general form of
the mixang matrix has at most four free, independent param-
eters [4] which could be four independent madult or thres
mixing angles and one phase as ocours in V729, The sym-
metry dersved VO has only two free, real independent param-
eters In spite of that, the quality of the fit of V¥ 10 the
experimental data 15 as good as the quality of the fit of WPDG
to the same data The precictave power of V™ implied by this
fact origiates i the flavor permutanenal symmetry of the
standard model and the assumed symmetry breaking pattern
from which the texture 1n the quark mass matrices and Vv
were derived.

The value of Sp=arg(V¥™% computed from gquark
mass ratios and the best vaiues of the parameters Z*V2 and
$* 15 55,=75° 10 agreement with the bounds extracted from
the precise measurements of the BS escillanon frequency
[32] and the measurements of the rates of the exclusive had-
rome decays B*—wK and the CP averaged B —mExd
[37]. Xt 15 wnteresting to notice that, in the favor symrmetry
breaking parametrizaucn of the muxmg matnix, the best value
of the symmetry breaking parameter Z? may be written as a
purely algebraic number,

I 111
2 (2P 2= (—— + \fs') (72)

NE

and the best value of the CP violatng phase & is consistent
with &*=7/2.
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Breaking of the flavor permutational symmetry: Mass textures and the CKM matrix

A Mondragén and E. Rodriguez-Jauregu
Institute de Fisica, UNAM, Apartade Posial 20-364, 01000 México, Dustnito Federal, México
(Recerved 6 November 1998, published 12 April 1699}

Dufferent Ansdrze for the breaking of flavor permutational symmetry accordimg to S (3)@SR(3)D5(2)
®8,(2) mve different Hermutian mass matrices of the same modified Friezseh type, which differ in the
symmetry breaking pattern In this work we obiarn 2 clear and precise indication on the preferred symumetry
breakmg scheme from a fit of the predicted [V'"] to the experimentzlly determmed absolute values of the
elements of the CKM matrix. The preferred scheme leads to simple mass textures and allows us to compute the
CKM rmxing matrix, the Jarlskog wmvanant J, and the three inner angles of the unitarity tangle n terms of
four quark mass ragos and only one free parameter the CP violating phase © Excellent agreement with the
expenimentally determined absolute values of ithe entties m the CKM matrix 15 obtamed
for ©=90°. The corresponding computed values of the Jarlskog invariant and the wner angles are
J=300%107% og=284°, §=24°, and ¥="T2° 1 very good agreement wath current data an € P violanon

the neutral kacn-antikaon system and oscillations in the B5-5° system [S0556-2821(99)01309-0]
PACS number(s); 12.15Ff, 11 30.Er, 1130 Hv, 1215 Hh

L INTRODUCTION

Recent interest in flavor or horizontal symmetry bmlding
(mass textures) has been spurred mainly by the large top
quark mass and hence, the strong hierarchy o the quark
masses [1-8]. A permutational flavor symmetry has heen
advocated by many authors in order to constrain the fermion
mass matrices and mixing parameters [9-14]. Recently, vari-
ous symmetry breaking schemes have been proposed based
on the discrete non-Abelian group S;(3)® Sx(3), which is
broken  according  to Sp{3)@5R(3)D5(2)25x(2)
23845154(2}. The group ${3) wreats three objects symmetn-
cally while the hierarchical nature of the Yukawa matrices 18
a consequence of the representation structare, 142, of 5{3)
which treats the generations differently Different Anséitze for
the breaking of the permutational symmetry give rise to dif-
ferent Hermitian mass matnees M, of the same modified
Fritzsch type which, in a symmetry adapted basis, differ 1
the pumerical value of the ratio Z2=M ;3 /M. In the ab-
sence of a physically motivated argument to fix the value of
Z1 different values for Z' have been proposed by varions
authors [1-3,6,7,15-19].

In this paper, different symmetry breaking schemes are
classified 1 terms of the irreducible representations of an
auxiliary 5(2) group. Then, diagonalizing the mass matrices,
we obtain exact explicit expressions for the elements of the
mixing matnx, ¥ -y . the Yarlskog invariant J, and the mnner
angles of the wmtarity triangle in terms of the quark mass
rat1os, the symmetry mixing parameter, and one CP violat-
ing phase. A x? fit of the theoretical expressions to the ex-
perzmentally determined sbsolute values of the elements of
the VL, mixing matry gives a clear and precise indica-
tion on the preferred pattern for the breaking of the
5,(3)®5-(3) symmetry Simple, explicit expressions for
the corresponding best mass textures are obtained from the
best value of the mximng parameter 22, In this way we ob-
tamn an explicit parametrization of the Cabibbo-Kobayashi-
Maskawa (CKV) matrix in terms of the four guark mass

0556-2821/99/59(9)/093000(13)/515 CO

59 093008-1

raties m, fm m tos, g iy m, fmy, and one CF wiclating
phase in good agreement with the experimental information
about quark mixings and CP violation 1n the K°-K° system
and the most recent data on oselilations of the 8- B system

The plan of this paper 15 as follows. In Sec I we review
sorme previous work on the breaking of the permutational
flavor symmetry. A bnef group theoretical analysis of the
modified Fritzsch texture 15 made in Sec IE The next sec-
tion is devoted te the denvation of explicit expressions for
the elements of the CKM muxing matrix and the Jarlskog
invanant J 1n terms of the quark mass ratios and the mixing
parameter Z12 In Sec V, we extract the best value of Z'*
from a y? fit of our theoretical expressions te the experimen-
tally determined absolute values of the enmes m |VEE,].
The interpretation of the best value of Z'2 in terms of the
analysis made in Secs. II and Il and the derivation of the
corresponding best mass textures 15 made m Sec VL The
resulting parametrization of the CAM mamx in terms of
four mass ratios and one CP violating phase 15 compared
with the relevant experimental information in Sec ViL. Our
paper ends with & summary of results and some conclusions,

II. FLAYOR PERMUTATIONAL SYMMETRY

In thus section, we review some previous work on the
breaking of the permutational flavor symmetry.

In the standard model, analogous fermuons in different
generattons, say u, ¢, and ¢ of d, &, and b, have completely
identical couplings to all gauge bosons of the strong, weak,
and electromagnetic mteractions. Prior to the inroduction of
the Higgs boson and mass terms, the Lagrangian is chiral and
invanant with respect to any perrantation of the left and right
quark fields The wntroduction of a Higgs bosen and the
Yukawa couphngs give mass to the quarks and leptons when
the gauge symmetry is spontaneously broken. The quark
mass term m the Lagrangran, obtarned by taking the vacuum
expectation value of the Higgs field 1n the quark Faggs cou-
pling, gives nse to quark mass matrices My and M-

©199% The Amencan Physical Soaety
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£:=4. Mg, R+EJ‘LMmqu_RTH'C 2n

In tus expression, qy ; #(x) and g, x(x) denote the left
and right quark ¢ and u fields in the currert or weak basis,
g,(x) 13 2 column matx. its components ¢, x(x} are the
quark Dirac fields, £ 15 the flavor sndex. In thus basis. the
charged hadrome currents are

oG Valor 22
where
{ i (x) ey (a))
. f( T g =] 23)
13 (x) ds{x)
\ / \ !

w b w

and the subindex W means weak basis

As 15 evident from Eq {2 2). the charged hadromc cur-
fents are not changed if both, the d-type and the u-type ficlds
are transformed with the same unitary matnx

A number of authors [9-14,20] have pointed out that re-
alistic quark mass matnices reselt from the flaver permute-
tonal symmetry §;(3)®5z(3) and 1t5 spontaneous or ex-
phat breakimg The group $(3) treats thres objects
symmetncally, while the hierarchical nature of the mass ma-
tr1ces 15 a consequence of the representanon stucture 182 of
5033, which meats the generanons differently Under exact
5.(3)®84(3) symmetry, the mass spectrum. for erther up or

Apéndice B

PHYSICAL REVIEW D 39 093009

down quark sectors. conststs of one massive particla (top and
bottom quarks) 1n a singlet irreducible representation and a
pawr of massless particles in a doublet ureducible representa-
fdon. In the weak basis. fhe mass matrx with the exact
S5 (3)2 Je(3) symmetry reads

f1 1 1
. Mgl 1 1 1
M34.w=‘§i . 24

h LT

where m;, denotes the mass of the thurd family quark, ¢ or &.

To generate masses for the second femilv. one has to
break the permutauonal symmetry §,(3)@5z(3) down to
5,(2)®5,(2) This may be done by adding 1o G (M5, ;) Qs
a term EL',(ME,, w)r which 15 invapant under §;(2)
@ 5502 but breaks 5; (3)®@5+(3) The most general form of
a mainx My, which is fnvanant under the permutations of
the first two rows or two columas 15

fa @ g0
ot e
M3, w=ms, @ e B {2.3)
8 B v
) i’

1

Without loss of generality, this matrix mey be decom-
posed m the sum of a §,({3)@5,(3) wnvarant term plus a
traceless mamrix Ma,. w mvanant under §;{2) 8 Se(2):

al =¥ a' =y 3B =2al—
. _ms, . L1l . , am s
My, 5= 3 (2a"—9) - a —y a' =y 3B 20—y (26}
LR V3BT -2’ —y 3E-2e -y -2Ua'-w [,

The first term m the nght hand side of Eq {2 6) 15 added to
the term MY, 5

f11 1y
Mg
Ma, = =ti1-apyl P! k)
' > 11 iy

where A, stands for the factor — (2o’ — ¥

The second term on the right hand side of BEq. (2 6) gives
the most general form of the traceless matrix M,,  that
breaks §; (318 5-(3) down 1o S.(2}® S(2) and gives mass
to the second famuly

3
_Maq
My, =3

B
B 23
- £ @9

W™ R OR

W R OR

W

In this expression we have simplified the notanon by calling
o and 510 Eq (28), the terms (o' —y) and (33" -2’
-~y in Eq. (26)

From expression (2 8) 1t is evident that M.,y is a linear
combination of two hnearly independent numerical matrices.
My, and M5,

(29

Mog, = aad s
M:r.w= 3 (\,8&)*12( -WTZﬁL\'I:r‘,J‘,J.

where

1
NI,ZIGJV=""—*

\8

[ R S
S e
f=)
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{2.10)

- o 2

0 1

1 01
and ME_ ==

g~ 2 10

W

Later on, this property will be used to characterize the sym-
metry breaking pattern

We may now um gur attention to the question of break-
ing the §;(2)® $x(2) symmetry. It: order to give mass to the
first family, we add another term M, to the mass matrix. It
will be assumed that M, transforms as the mixed symmetry
term of the doublet complex tensonal representation of the
5(3}, diagonal subgroup of §;(3)® Sg(3). Putting the firs
family 11 a complex representation will allow us to have a
CP violating phase m the mixing matrix. Then, in the weak
basis, Mg, 1s given by

Ay tAg —Aj—1d,
My B
Mql‘W=—\7_—- —~iAs Ay Ay+tAs
3\ A tia, Ay—id, 0 .
(2,11}

Finally, adding the three mass terms, (2.7), (2.8), and
(2.11), we get the mass matrix M, 1 the weak basis.

111, MODIFIED FRITZSCH TEXTURE

To make explicit the assignment of particles to ireducible
representations of §,(3)®@5x(3), it will be convenient to
make a change of basis from the weak basis to a symmetry
adapted or hierarchical basis. In this basis, the quark fields
are

1

qrg.a(x)= ﬁ(qxq.w(x)-qzq,w(x)), (3.1)

1
g24ux0)= % (g10.w(%) F 24 wlx)—2g3, w(x)),
N
(32

TFiG. 1 The square root of the patameters 8, , 8,18 shown as 2
fanction of the rato Z, The value Z=35/2 which satisfies the con-
strairung condition (5.11) may be read from the figure.
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1
B3040 5= =gl x) F g wlE) +aag Wi 3.3)
\[3

the subindex A denotes the lerarchical basis In the hierar-
chical basis the third family quarks, ¢ or b, are assigned to
the invariant singlet irreducible representation gy, (), the
ather two families are assigned 10 g2, 4(x) and ¢, (%), the
two compoenents of the doublet ireducible representation of
Saag(3).

The mass matux M, g in the symmetry adapted basis 1s
related 10 the mass matnx 1n the weak basis by the umtary
transformation

Myu= Uqu,WUs (3.4)
where
A1 2
1
U= -3 12 35
Jol o w2 NG
Then, in this basis, M, takes the form
O Aqef“ﬁﬁ Q
Myg=my,| | A 00
0 [ 0/,
0 0 0
+| 0 -4,+4, 8,
0 B, A=8
00 0
+mzq 0 0 0
00 1-4,,
0 A% 0
=mal A 8,48, B, | | (36)
0 B, 1-g,/,

where
1

543.&4—;(“2;3} and Bq=§(\/§a— ,B).
V8 37

From the strong huerarchy in the masses of the quark
families, Mg 2 my,>my,, we expect 1 — &, to be very close
10 unity

The entries 1n the mass matnx may be readily expressed
m terms of the mass eigenvalues (my,,—mo, m;,) and the
small parameter &,. Computng the nvanants of M,,
M, M5, and detM,, we get
(3.8)

p o~ = . e~
Ag=mymy (=807 Aj=my,—my,,

093009-3
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B2=8,((1=A, wma, = 8,)~ @ hz (1= 87 ). 3 L -~ = ~ = 2
d ‘ ’ K G9) 5,—m[zq(?-(m:rmm)—1)+(mzrm1r)+215,‘
- - L -
where m., =m., /ma, and ms,=ma, fths, e T 7 (o, q)(m,( my+2)
If each possible symmetry breaking pattern is now char- Z.+t
acterized by the ratio - ~ 2
~ _ Z(‘(mzr‘-miq) -
. +(1—m-ﬁ)[1-‘—m:q)]§,’——zi~1~—=0 (3.12}
2,228, 1= N+ 8,0 (310) v

The last term n the left hand side of Eq. (3.12) 15 equal to
the small parameter J, is obtained as the solution of the the product of the three roots of Eq (3 11) Therefore. the

cubic egquatton root of Eq (3 11) which vamshes when Z, vanishes may be
wItten as
(L iy =ri = 301 = &)= my i, ] Z, (M=)’ )
S(Z )= (313
—ZA1=8 ) ~ma tm, w8 =0, (311) -l W{Z.}

where W(Z,) is the product of the two roots of Eg (3 12) or

which vamshes wher Z vamshes Eq (3 11) which do not samsh when Z, vanishes

Eauauon (3 11) may be wniten as The product W(Z,} is given by

L2 ) G~ 4]

W) —

Wiz, ={{24"+p =203 +p 1"+ [2¢7 -7 - 20w =P’ ) Tl

-

z T 3 (. i ! = ~ - -~ 2 -
®ilg+vg —p' 1" +lg—vg—p ] ’}r.p\*gﬁ[zq(Z(m:,,—m‘ﬁ)+l)f(mgr-mlf,)+2]‘. (314)

(Z,~1}
where
2 . - L1 e
14=*Em[zq(ﬂman—m‘aﬂ'I)A(M:r-mnq)‘-'Z] *g(-znf—l):[za(Z(mzn—mm)*I)f(ml,,-'mlq)“ﬂ
-~ = ~ ~ ~ - Z(,- — ~ .2 S
X{Zq(’nzq—m1f,)((mzq*m1c)+?—)+(1"mm)(l_"”:{,)}'Z_‘;'"-;(m:q_mm)'- (3.13)
and
S h 2 (= i) F 1) (Fia, = Ay ) 2T L1z T = iy, T2
p= S(Z,TI):[ q("‘(m:f. iy, ) Y+ (my,—my } 2] Z. J_UL (mv( 'r])(mlq my,T2)
*(Ifm r])(l mq'«)] (3.18)

Then the vanishing of Z, tmphes that 8,(Z,) vanishes and so does B, . or equivalently. there 15 00 mixing of smglet and
doublet irreducible rcpresent(_uons of $:(3)25x(3) and the heaviest quark i exch sector. ¢ or b. 15 in a pure singlet
representaton

InFig. 1, 5.7 s shown as function of Z, It may be seen that. as Z, 1ncreases, \ §,(Z,) mereases with decreasing curvanure

For very large values of Z,,. \ 8,{Z,} goes to the asymptouc limit Mye—1 .

hm 8,7(Z,) =y, —my, (3.17)

Hence. &,(Z,} 15 a small parameter
AVSEIN (318}

for all values of Z, For large values of Z,. . say Z, 220 &.{Z,) 15 not sensitive to small changes nZ,
From Egs. (3. ll) or (3.12) we derive an apprcmmate solution for & (Z,) vahd for small values of Z,, (Z =10). Computing
i the leading order of magmiude we obtain
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S (Z)~ T . (319
(1) i) 22, g )| 1+ 3 )|
I
A. Symmetry breaking pattern 2 \E 1 "
In the symmetry adapted basis, M, » 15 2 singlet tenso- NA=_9' ﬁfzq (325
rial irreducible representation of 5,(3)® $z{3).
000 and
000
M, g=m;,(1-4,) {3.20) 242
3¢.H 3¢ q 0 NS:T( \[8-+ Z:,'Q} (326)
o R

In this same basis, the term M,y which breaks
SL(3)@8x(3) down o §,(2)®5x(2) 15 given by

0 0 Q
1722

My, p=mi (-, 5,z 0 1 Z
ARG

4
(321)

The symmetry breaking pattern is characterized by the
parameter Z** which is a measure of the mixing of singlet
and doublet wureducible representations of §;(3)®@5z(3).
The decomposition of My, i in 2 linear combmation of two
nurnerical matrices, given in Bgs (2.9) and (2.10), now takes
the form

3
Mo, =ms (= A+ 8)| 3TN ME+ —quMi] .

2
(3.22)
where the matrices
0 0 0
1 -
Mig=—e| ! B {3.23)
W20 -8 -1
H
0 ¢ 0
1
0 1 —
2
Mi == VB , (32w
1
0 = -1

are of the same form as My, x with muang parameters
—+/8 and 118, respectively The coefficients N, and Ng are
given by

From Eqgs. (3.21)-(3.24), it 15 evident that there 1s a cor-
responding decompaosition of the mixing parameter Z}F

ZP= Ny 2P N 28 (327

with
1=Ny, +Ng,, (328)
where Z\?=— 1§ 15 the muang parameter 1n the mairix

M2y, and Zi7=1/8 15 the muxng parameter m M3, In
this way, a unique linear combivation of Z;” and Z}” is
as.li)ociated to the symmetry breaking pattern characterized by
P

“We nouce that the syrumetry breaking term in the
Yukawa Lagrangian g, M, ;3= depends only on two fields
According to Egs. (3.22), (3.23), and (324), the term
M., ;G splits into the sum of a term propertional to
Q:Mjqp, which changes sign under the exchange of those
two fields, and a term proportional to g, M3qy, which re-
mans ivanant under the same exchange. Therefore, the de-
composition of M, ; given i Eq (3 22) 15 eqmvalent to
decomposition of the term ﬁLngqR nto 1ts symmetric and
antisymmetnic parts under the exchange of those two fields
Thus, the characterization of My, and Z;’Z as a linear com-
bination, of M and M, and Z}? and Z}?, respectively
fgiven in Egs. {3.22)—(3 28)], is equivalent to a classification
of the symmetry breaking pattern defined by My, 1; 1n terms
of the ireducible representations of the group $(2) of per-
rutations of the two fields in q; M, gz .

Lehmann, Newton, and Wu [3] observed that n the case
of only two families (the first two generations), the term that
breaks the 5,(2)@Sg(2) symmeiry changes sign when per-
muting the two quark fields. By analogy, they extended this
observation to the case of three families and postulated that
the symmetry breaking term M, should change sign under
the exchange of the two fields 1n q; M, 74z This assumption
amounts to choosing a fixed value for the mixing parameter
Z;’Z equal to — V& In thus paper, the pair of numbers
(N, ,Ns) enters as a convenient mathematical label of the
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symmetry breaking pattern without mtt;oducingﬁan} assump- M, ooy =i, diag] ,;;M = Fia 1] (43
ten about the actual pattern of §;(3)®S54(3) symmetry ° :
breaking realized in nature with subscripts 1,2.3 refemng 10 w,c.7 in the w-type sector
und 4,55 in the d-type sector After diagonalization of the
I¥, THE CEM MIXING MATRIX mass matrices ¥, . one obtmos the CEM mixing matrix as
The Hermiuan mass m_a:mx M, may be wnitten 10 terms of VCKV=OIP(“—"’OA, (ad)
a real symmetne maix M, and @ diagonal matrix of phases _
P, as follows where P*“~" is the diagonal mamx of the relative phases
In the hierarcucal basis. where M, 1s given by Fags
M,=P P, @1 (GE-38). P is
PP =diag[ e ®. e 7], .5

The real symmetse matrrx M, may be brought to diago-
nal form by means of an orthogonal transformation

where

M,=0,M, 4., 0% {4.2) b=¢,-d,, (46)

where and the orthogonal mawix Q, is given by [21]

—
[ (ma,f/D )" — (i Eaf Dy (e £ D
O = (D=8)R LDV (1=8)my, 500" ((1=8)5/D5)'" @7
’ .
=(my, BB 0D * = (o, £y /D" (f1£,/D4) "
where

f=l=my=d,. f=1+m, =6, §=5, (48
Dy= (1= &)1 =My} (Mg 50 ), (@.9)
Dy={1-8)(Lriz )My r i1, ,), {4 10)
Di=(1=)(1+m, ) (1—m,,). (41D

From Eqs (4 1)—(4 11). all entries 10 the Vo, matrix may be written in terms of four mass ratios. (m, .7, Mg ./,) aod
three free real parameters 4. &, and $=4, —d,. The phase @ measures the musmatch i the S;{2)®5(2) symmetry
breaking tn the u- and d-sectors In thus picture of the Ve matrix. it 15 dus phase, 2pd consequently, that mismatch, which
1s responsible for the violagon of CF

The Jariskog mvanant, /, may be computed direcdy from the commutator of the mass matnces [22]

e dct{-x[‘.\T;H,M,“h]}. i

where
F=(1-m)(1—m)(m.+m){L—m ) (1 ~m){m —m,.) (413
Subsututton of the expression (3 6) for M, and M, , in Bq (4.12). with Z,2=7:7=7'7 gives
1=8, ¥ 18,

AR *»‘w?ec)u AN (g li,)

l[(-—’\ﬁéﬁ(l—c?,_)*(—ﬁa:‘ S(1-8))

‘-‘,rm\ | ., /rﬁdﬁs '
=3 (- A+ 87— AN E_—csdff.'_\,f-c?J)(—Ad+6a)costJ (414)
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Explicit expressions for A, and &, in terms of the quark
masses are given 1n Eqs (3 8) and (3 13)-(3 16).

In this way, an exact closed expression for J in terms of
the guark masses, the symmetry breaking parameter Z and
the CP violatizg phase & is obtained. Let us recall that the
non-vanishing of J i a necessary and sufficient condition for
the violation of CP [22], From Eq. (4 14), 1t is apparent that
J vanishes when Z, sin® and /m, or m; vaush Therefere,
the violation of CP and the consequent non-vanishing of Z
necessanly imphes a mixing of singlet and doublet represen-
tations of §;(3)®5R(3).

V. THE BEST VALUE OF Z;"z

At this stage in our argement, a guestion cornes naturally
to mind Does a corparison of the theoretical ruxing matrix
Vi with the experimentally determined V&, give any
clue about the actual pattern of §;(3}@8(3) symmetry
breaking realized in natare? or phrased differently: What are
the best values for Z, and Z,7 What 1s the best value for ®?
Do these values correspond to some well defined symmetry
breaking pattern?

As a first step m the dwection of finding an answer to
these questions, we made a x? fit of the exact expressions for
the absolute value of the entries in the mixing matrix, that is
| Vil and the Jarlskog invariant J% to the expenmentally
determined values of | VEE,| and J*% Since the value of the
observed CKM matrix parameters [VEg,| are given at u
=p,, in the calculatton we used the values of the running
quark masses evaluated at m, . These values were taken from
the work of Frtzsch [20], ses also Fusaoka and Koide [23]
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and Yndurfin [24] We kept the mass ratios m,=m, /m, and
m,=m,/m, fixed at their central values

m,=00048 and m,=003437, {5.1)

but, for reasons which will be apparent later, we took the
values

m,=0.000042 and rm,=0.00148, {52)
whick are close to the upper and lower bournds of m,
=m,tm, and m =mqim, respecuvely, and we looked for
the best values of the three parameters 8,,8,, and & We
found the following results [25] (I) excellent fits of stmular
quality, x*=0.33, were obtained for a continuous famaly of
values of the parameters {8, ,4,); (IT} in each good quatity
fit, the best value of @ was fixed without ambiguity; (II) the
best value of @ was nearly stable against large changes in
the values of (&, , 8,) which produced fits of the same good
quality; (TV) in all good quality fits, the difference 3,
- \}@ takes the same value

J5~ V5,0 040

These results may be understood if we notice that not all
entries in Vi, are equally sensinve to varanons of the
different parameters Some entries, like V,,, are very sensi-
tive to changes in & but are almost nsensitive to changes in
(d,.4, while, some others, like V_, are almost insensitive
to changes in ¢ but depend critically on the parameters 3,
and &,.

From Eqs. (4 1)-(4 11), we obtain

{5.3)

~ ~ 1z
.M 4 )

V“‘:_((1—rﬁu){z§,+n@)(1+ﬁ,>(ﬁ:+ﬁd>

(1—»1—6,)(1%,—5,»)‘” (1= =81+, 5\
(1-38,)(1=8y) (

(1+m,}

((1 +,— 808" (1~ 808\ ot " 54
= = %,
1-8, (1-8)(1+m,) A—m(mtm, ) mgtm)
In the leading order of magnitude,
|V, = Vi in,— N, fin,e™®| (L +m, tm ot mgim,) ™V {(55)
Hence,
gl m i, = V| (145, i+ iy dm,)
cos B~ (5.6)
2N (mg ) (m, i)
Substitution of | V55> for |V,,|* and the numerical value of the mass ratios, (5 1) and {5.2), 1 Eg. {5 6) mves
87 =P =92° (5.7)
with a mean value
$=2895° (5.8)

in good agreement with the best value extracted from the preliminary x? fits [25]
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Sumlarly. V7, 15 given by
yrm | Al o8 T Y S VN S
CO =8l -md(m L) (1= 8)(1+m ) (1—m,) vi(memm ) (E+m) (1+m (1 —my))
_ ‘-’ 1 it ALAS el 591 7= 3 sl o (59
A= I m M m (1= 8001 +m ) (1 —m )/ J
Therefore. m the Jeading order of magnitude, | V,,' is independent of € and given by
Vol=v8-Va, (5.10)
Hence. good agreement with V73| =0 039 [26] requures that
\E.— 8,70 040, (511

at least for one pawr of vajues (8, .48.)

Fioally, let us notuce that the matrix elements V,, apd ¥, . as well as the Jarlskog invariant [see Eq (4.14}], are sensiuve
to small changes 1n the masses of the light quarks #2, and 2, For instance,

L RO-m—8) 7B ‘] ‘"’A{ { ALl =7, = 8,)5, "1 "
=R R ) (IS m (- m) I — AN e A (1R, (1)
AL A A B0t A =8y T 512
- P = — py — é =
=)l -m M m A m 1 - 8 (1-m) 1 ~m), J
|
computing m the leading order of magsmude, we get B
; s _—ubin@
= VAV i,
e [P iy = ES m
Vo \ 2B T)e 513 e - el — = :
, Y cb ¥ ed my my
——\/ —tos®
. m, e
A srrmular computation grves for V. (516)
= and
N My = e
V= =\ =—{(Nd. =8 )e 514
, .y
R —sind
. VEVeal m
However, since the masses of the light quarks are the less v=are| — — ~aretan
well determuned, and the moduls | V75| and | V3®) have the R VEV,

largest crror bars. relatively Jarge changes in the values of
m, and m, produce cnly very small variations 1 the good-
ress of fit of the thoretical matrix of moduli |V*] 1o te
expenmentally determined | V' ™| The sensitrvity of the ma-
trin elements |V, and |V, | to changes in 7, and #i, 15
reflected 1 the shape of the umtarity tnangle which changes
appreciably when the masses of the light quarks change
within their uncertamty bounds as may be seen from the
following expressions

/ ' (o= o~ o
ViV m, m,!
T A LA
VeV [Lme myy J
(5135

m!
n, oy
NP
m(‘ m\
517)

a, . and ¥ are the inver angles of the umitanty wiangle.
When the central values of s, =0 000018 and m,=0.0019
[20] are used 1n the fitting procedure, the agreement of | V*|
with [ V| is very good, ¥?=0.33. but we systernatically
abtain ¥"> g™ 1n stark disagreement with the most recent
data on the K- B® system and the most recent data on the
8%, oscillations [26] and [27] We could not change the
values of \73;-“ \r'ﬁ—u without spoiling the good overall agree-
ment of [V™, to "V Therefore, we let the masses of the
beht guarks vary withim their uncertainty ranges The best
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sinmltaneous x? fit of |V*4, J* and o®, 8" and ¥ to the
expenmentaily determined quantities | V**?|, J**7 and &®*7,
B and ¥ [26,27] was obtained when the value of m, 15
taken close to its upper bound, /1, 0.000042, and the value
of m 4~ 00148, which 15 close to its lower bound. Notice

that, the chosen high value of m, gives for the rauo
| Vil V,y| the value

| V.o

\,n‘ﬁ"—o 093
Vel m,

in very good agreement with its latest world average [27].

We may now return to our discussion of the determunation
of the best pattern of symmetry brealiag As explained
above, 1n the preliminary x* fit to the data it was found that
83— /3,004, Eq. (5.11), is satisfied almost exactly even
when we let the masses of the light quarks vary, not just for
obe pair of values {§,,5, but for a continuous range of
values of &, and &, in which these parameter change by
more than one order of magmiude.

Therefore, Bq (5 11) may be used as a constraimmng cot-
dition on the possible values of (§,,5;) In this way, we
eliminate one free parameter 1 Vi, without spoiling the
good quality of the fit, However, fixing the numerical value
of this free parameter is not enough to get a clear indication
on what is the actual pattern of flavor symmetry breaking
realized 1o nature. This is so because according to Eqs.
(3.11)-(3.16), &, is a function of the mass ratios (fi;, ,#,)
and the parameter Z1% which charactenzes the pattern of
S(3)® 5p(3) symmetry breaking in the g sector Hence, a
conveplent way to isolate the mformation about the pattern
of symmetry breaking carried by the constraiung conditions
(511} from the 1nformation on the numerical values of the
quark mass ratios, is to change the parametrization of V‘Cf-’KM
by writeg &, as function of Z? with fixed values of
(ﬁlq ,r'n-zq). In this way Vgxu becomes & function of the two
free parameters (Z17,Z1P) instead of (8, ,8,)

A simple approximate expression for the copstraining
condttion (3.3), (3.11) in terms of (Z%,ZY%), valid for 0
=Z,%<10, is obtained from Eq. (5.11), writing &,(Z,) in the
leading order of magmtude

(518)

Z, M, ~ )

Voo~

VL)1 —m)+2Z0m,— )

2, ~1m,)
- =0,040
VU7 (1= Fi ) +2Z, (s — )

(5.19)

When the condition (5.19) 1s satisfied, to each value of Z}?2
corresponds one value of Z4* But, since we have only one
condition to fix the value of two parameters, Z2Z would stdl
be a free parameter. Therefore, to avoid this contnuous am-
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bignity, we will further assume that the up and down mass
matrices are generated following the same symmetry break-
ing pattern, that 1s,

bS]

2=z P=2" (5.20)
Then, the value of Z which satisfies the constraining condi-
tions {5.11} and (5.19) may be read directly from Fig 1 We
find Z#*=22 5.

A more precise mumencal computation of the best value
of Z was made using the exact numerical solution of Eq.
(3 11), given in Egs (3.13)~(3.16), to compate the entries in
V?KM as functions of only two free parameters, ® and Z'?
As previously, we kept the mass ratos fixed at the values
given in Egs (5.1} and (5.2). Then, we made a new x” fit of
the exact expressions for the absolute values of the entries in
the theoretical expressions for | V| and the Jarlskog in-
varfant J'¥, to the expermmentally determined values of
|VEE| and J*** We found the following best values for @
and Z,

P=893° (521)

and

240=7ZH=2 55, (5.22)
corresponding to a value of x><0.33.

When the best value of the CP wiolating phase @
=89.33° is changed by one degree, the camputed values of
all entries in the mamix of moduli |V%,,| change i the
fourth decimal place, except | V'"! and | V*#| which change 1n
the third decimal place by an amount which 1s about one
fourth of the uncertainty in the experimentally deterrnined
valnes of [VE¥} and | V3P| as reported in Caso et al. [26].
The value of x* changes from 0.33 to 044 winch 15 not
statstically sigmficative. Therefore, we will adopt as the best
value of ® the simple figure

T*=90° (5.23)
Once the best value of Zhas been found, the question posed
at the beginming of thus section takes z new form What is the
symmetry brezking pattern corresponding to Z* =2.57

An answer would be readily found if Z*12 could be writ-
ten as a stmple, nop-tnvial, lnear combinaton of ZY% and
Zén, which, are equal to — VE and 11/, respectively From
these numbers, we find that Z*? may indeed be writen as

PR T (1L (S
then
Z*=E=2.53125 (525}
32
The corresponding values of §,(Z) and 5.Z) are
8,(ZF)=0000056, &, (Z*)=0.0023. (526)

0930099
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Let us remark again that the numencal vatue of 2= was
exiracted from a fit of |Viigy| to the experimentally deter-
mined absolute values of the clements of the CKM mixing
matrtx The 1dentification of Z* ' with the expression (5 24)
gives 4 clear and precise indication about the preferred pat-
tern for the breaking of the §;(3)2 54(3) permutationai fla-
vor svimneuy by the quark rass matnces

VI MASS TEXTURES FROM THE ““BEST" SYMMETRY
BREAKING SCHEME

Onee the best value of Z' has been determined. we may
turn the argument eround, and propose it as a symmetry

0
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breaking ansatz 1o the form of the following assumption
The Sp(3)®S5(3) Haver symmetry 1s broken down to
§1(2)® §x{2) according to a mixed symmetry breaking pat-
tern, which, mn the hierarctucal basis. is characterized by

-

1 .
ZR=2 (2 -2 G0

Then, the mass matnx with the modified Fritzsch texture
takes the form

My, - L o N2, ~ .
M=, 5 % Tz (g b = 87 (62
9.2 _ y
0 R ) 18
| I
d L 4
where 57 15 the solution of the cubic equation The muxing parameter +$1/32 corresponds to what was
; ~ N - called 10 See. I a mixed symmetry breaking pattern. that Is,
113877 —[194(my,—m )+ 145] 57" i may be sphitun the sum of & term M, comresponding to
IRl — g e a0 ~ a purely antisymmetne, plus a term M3, corresponding to
P[8L(mn, =, ) = 194000y, —piy) a purely symmetric breaking pattern The coefiicients 1n each
Ty R i
—32:Er,rEZ,‘—32]5:‘—81(:53,[vﬁm)3=0. €3 term. Vg= 3+ and N, T7. dre obtamed solving the par of

obtained from Eq (312} when B1/32 j5 subsututed for
= 2

The mass matnx M, & was bult up adding tiree terms,
M, prs Mag g and My, . The term My, 18 @ sipglet i
reducible representation of 5, (3)®$p(3)3.54,,(3)

‘0 0 0
My, o= (g, =my )| 0 0 © 4
g 0 1/

£

The mamx My, breaks $.(3)@35:(3) down to
5.(2)®§p(2). mixing the singlet and doublet representation
of §4,.,(3) in 2 proportien precisely determened by the mix-
ing parameter 2= 31732,

= e — . - &%
M:,,H*mm( Moy~ Ma™ 5,,)

00 b
wl O i VB1/32

(65
0 8132 -1

coupled eguations (3.27) and (3 28) when Z*12='81/32,
Hence.

My, =y, (= Ty, — 5F)

3y

c o 0
“Tte 1 =\
18 0 —\g ‘].j,

I
(0 0 Q!
g 1 !
25 3B
. N
1z 1 (66)
0 — -1
Y
| &,

The 5,{232 5x(2) symmetry of this term and its splitting 1n

093009-10
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the sum of a purely symmetric plus a purely antisymumetric
breaking pattern term is evident 1n the weak representation

- - 1
M;‘q‘w= My (—ma,tm,+ ﬁ)(ﬁ)

14 14 -25
x 14 14 =25 ©.7
—-25 -235 -28
W

Finaily, the term M, 5 breaks the §;(2)@ Sp(2) symrme-
wy

M

=810 o o

MY, =g 68

H
Since &% is a function of the mass ratios (Mhygs7iz,) the
phase ¢, is the only free parameter left in the mass matrix
%

g

VIL THE MIXING MATRIX, Vg, FROM THE BEST
SYMMETRY BREAKING SCHEME

We have seen that, once the symmetry breaking Ansaiz
fixes the value of the mixing parameter Z'2 at 81/32, the

!
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entries in the mass matrices M, are functions of the mass
Tatos {my, . MMa,) and the phase ¢, which 15 a free param-
eter.

After factorizing the phases, as in Eq (4 1), all entries ip
the real symmetnc matrices M,, are functions of the mass
ratios (m,,M,,) only. Hence, the orthogonal matrices O
which bring M, to diagopal form are also funcuons of
{mq.mz,) only.

According to By {(4.4), Vg 15 given by OTPY™ D0y,
where P®~9 15 the diagonal matmx of the relauve phases.
Therefore, once the symmetry breaking Ansatz determines
the value of Z*?= /81732, the theoretical expressions for
the entries in the mixing matrix, Vi , are written in terms
of the four mass 1atios (7, ,m, My, H,) and only one free
parameter, namely, the CP viclating phase .

We made a new x° fit of the absolute value of the entries
1 the mixing matrrx, |V,,l. to the expenmentally deter-
mined values |VEZ,|. We kept the mass ratios fixed at the
values grven in Egs. (5.1} and (5.2). We vaned only the CP
wiolating phase ®. The best value of & was found to be
89.3° carresponding to a mimnmm value of x* equal to 0 33
As explained at the end of Sec V, we may round off to

PF=90° (V3]

without sporling the good quality of the fit
The mixing matnx Vi, , computed wth this vatue of
15

09750+:0 0188  —0.2020+;00906  0.0003+:0.0037
Vi = —0.0907+:0.2019  0C188+:09742  —0.0000+:0.0396 1.2)
—0 0000—:0.0084 —0.0000—0.0388  0.00006-:0 9992
The matrix of the moduli, computed from Eq (7 2), is
0.9752 02214 00037
|Vt = 0.2213 09744 0.0396 (7.3)
0.0084 0.0338 09992
which is to be compared with the experimental vahe [26]
09745—-0.9760 0217-0.224 000183—-0.0045
[vesz,, = 0.217-0.224 05737—-0.9753 (036—0.042 (14)

0.004—0.013

0035-0.042

09991-0.99%4

093008-11
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We see that the absolute values of the entnes 1n the muxing
mamx computed from the theoretical expressions for V;:h.w'
with the values of the mass ratios given 1 Egs. (5.1} and
(5.2} [20] reproduce the central values of the expertmentally
determuned entries in [VZ,,|. almost exactly. well within the
bounds of expenmental error

We also computed the Jarlskog invariant J [22] The value
obtaned from Eq (4 14) is

JU=300% 1077, (7.5

in good agreement with current data on CP violation 1n the
KB muang systen [26]

The three mner angles of the unitanty trangle may now
be readily computed from the expressions (3 15)~(5 17} We
found the following values:

a=84%, {=24°, y=72° (7.6)

These three angles will be determined from P asymme-
tes in & variery of weak B decavs at the forthcomng 5
factones

An estimanton of the range of values of these angles com-
patble with the experrmental informanon on the absolute
vatues of the matnx elements of Vi, Is given by Mele
{27] and AL [28]. According to these awthors. 79°<a
=102°, I1*<F<38 and 55°<y<78° We see that the
value of 2 obtaned in tus work coincides almost exactly
with the cenmal value of 8 according to Mele [271, while our
¥ 15 ¢lose to the upper linut given by Mele [27] and e 15 in
the allowed range given by these authors.

VIIL. SUMMARY AND CONCLUSIONS

In this work we derived theoretical expressions for the
mwang magix V7 ¢y from quark mass matnces M, with 2
modified Fritzsch texture The mass matrices were built up
adding three terms M, , M;,. and M,,. comresponding to
stages of less symrmnetry m a simple scheme for brezking the
flavor permuiational symmetry

The breaking pattern of the 5,{3)€5x(3) symmetry
down to §;(2)2 8z(2) was charactenzed in terms of the
parameter ZV = (Mo, =125 /(M 24 1), which Is 2 measure of
the amount of mpang of singlet and deablet ureducible rep-
resentancas of §:(3}® 5503} Tis breakng pattern was
classified in terms of the symmetne (Z4°=1/18). and ann-
Symmerric (Z;"Q= - %) representanons of an auxiliarly
group 5¢2) of permutations of the two fields in the Yukawa
term qp wéa, wlr w

A careful companson of the theoretical expression for the

Apéndice B
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absolute values of the elements of the CKM matrix with the
expenimentally deternuned values of |Vig,|. 7% and the
umer angles of the umtanty tnangle %, 577 and %
gives a clear and precise iodication oo the existence of 2
preferred pattern for breaking the §,(3)® S5(3) flavor sym-
metry down to 5; ()% Sx(2). The preferred or best symine-
try breaking pattern 15 characterized by

A~ 1 - 81

z*l'-=5(z§”—z,‘\'-) =V 1)
Onee the numerical value of Z*17 is fixed at +81732. the
mass matrices M, are functions of the quark masses and cnly
one phase. In consequence. the resulung best theoreucal
V oy Tamx 15 paramemzead in terms of the four quark mass
rattos (s, ., i, ,) and only one CP violating phase &

The best value of & was found to be

o =90° )

The moduli of the matrix elements of the mixing matrix
computed from the theoretical expression VY, ; are in excel-
lent agreement with all the experimentally determined abse-
lute values of the CKM matrix |VZE,| For the Jarlskog
invarran: we found the value J=3 00% 107 and for the in-
ner angles of the umtarity trnangle we found the values o
=34 3=24. and v=72 also in very good agreement wath
current duta on CP violation m the X°-&% mrung system
[26] and the most recent data en oscillations 1 the B2-BY
system [27] and [28].

In the standard electroweak model both the masses of the
quarks as well as the weak muxing angles appear as free
parameters o this work, we have shown that, starting from
the faver permutational symunetry, a simple and explicit 4n-
satz about the pattern of symmetry breaking leads to a pu-
rametrization of the CKM mixing matrix in terms of four
quark mass ratios (e, /', . I mgdnt, m, fmy,) and one
CP ~claung phase in very good agreement with 4l the
avatlable experimental information on quark mixings and
CP violauon.
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A. Modified Fritzsch texture

A number of authors [1]- [2], [ [7}- [25]] have pointed out that realistic quark mass matrices
result from the flavour permutational symmetry S..(3)®5z(3) and ils spontaneous or explicit
breaking. The group S(3) treats three objects symmetrically, while the hierarchical nature
of the mass matrices is a conseguence of the representation structure 1 & 2 of S(3), which
treats the generations differently. Under exact S(3) & Sz(3) symmetry, the mass spectrum
for either up or down quark sectors consists of one massive particle in a singlet irreducible
representation and a pair of massless particles in a doublet irreducible representation, the
corresponding quark mass matrix with the exact Sp{3) ® Sr(3) symmetry will be denoted
by Mg, In order to generate masses for the first and second families, we add the terms
My, and M, to Mj,. The term M, breaks the permutational symmetry S5(3) & Sr(3)
down to Sr(2) @ Sr(2) and mixes the singlet and deoublet representation of 5{3). My,
transforms as the mixed symmetry term in the doublet complex tensorial representation of
Si0g(3) C Sp(3)} ® Sr(3). Putting the first family in & complex representation will allow us
to have a CP violating phase in the mixing matrix. Then, in a symmetry adapted basis ,
M, takes the form

0 Age™ () o 0 0
M, = mag || Age™ 0 0f+10 -4&,+68 B

] 6 0

0 B Dy~ 8,
0 Aze"‘”’f 0 ! (2.3)
+ mz 0 0 0 =mg, | A" -4, 44, B,
00 1-24, 0 B, 1-4,

From the strong hierarchy in the masses of the quark families, ms, >> mg, > m,, we
expect 1 — §; to be very close to unity. The entries in the mass matrix may be readily
expressed in terms of the mass eigenvalues (ma,, —ma,, ma,) and the small parameter &,.
Computing the invariants of M, trid,, tr},? and detM,, we get

Aﬁ = fhygrigy(1 = 4,)7 ’ Dy = 1y, = Thyy, (2.4)

Bﬂ? = 5‘1((1 - ﬁ"’lq + fh2q - 59) - ﬁllqﬁ"%(l - 6?)—1)7 (2'5)

where fhy, = miyg/Mag and oy = Mg/ Mag.
If each possible symmetry breaking pattern is now characterized by the ratic

2= Byf (-0, 4 6,); (26)
the smal! parameter &, is obtained 25 the solution of the cubic equation
54 [(1 + 7oy = Ryg — fr)(]- - 57) - ﬁ”"lqﬁi'iql - Zf;(—ﬁ"'h + Ry + 50)2 =0, (2.7)

which vanishes when Z, venishes. An exact explicit expression for 4, as function of the
quark mass ratios and Z, is given in [1]. An approximate solution to Eq. (2.7) for §,(Z,),
valid for small values of Z, (Z, < 10), 15

Zq (ﬁhq _ i'ﬁlq)z

§,(2Z,) = - — & - — — :
o) ™ ) (L foan) 22, (s — nag) (L% g = 2]

(28)
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B. Symmetry breaking pattern

In the svmrmetry adapted basis. the matrix Mag, writien in term of Z,}”z. takes the form

0 0 ¢
My, = gy (—feg, + 0, +60 |0 1 ZV2 0 (29
A

when Z,;”2 vamishes, My, 15 diagonal and there is no mixing of singlet and doublet rep-
ieeentations of S(3i. Thercfore, in the symmetry adapted basis, the parameter Z,;‘"z is
& measure of the amount of muxing of singlet and doublet irreducible representations of

Sy [3) C 50(3) & SrI3)

We mey easily 21ve a meaning to Z1% 1 terms of permutations. From Eqs. (2.1) and
{2.9), we notice that the <ymmetry breaking term in the Yukawa Lagrangian. §;Mez,gqr1s a
functionat of only two ficlds: —\7[5 (qg{X) + \/ﬁqA;[X)) and 71-3- (“\/:?-QQ(.X) - q{X}}. Under
the permutation of these flelds. q;Ma,qr splits into the sum of an antisymmetsic term
arM3 qp which cbanges sign. and a symmetric term QLLI;?,!CIR: which 1emalns invariant,

s {0 0 0 00 0
My, =—Zmulalo 1 —Blem|o U % } (2.10)
PV 0 —vE 0 L -

where @ = (§. — A){(VZZY¥ ~ 1y and b= (4, — Al')[lzéz,f"z +2), It iz evident that there s
a corresponding decomposition of the mining parameter Z}2,

2, = N2 - Ve, 2y (211

with
1= N4+ Vs, (2.12)
where Z;"ﬂz = —F is the mis'ng parameter of the matrix M3 . and Zé'lz = i 15 the mixing

parameter of MJ.. In this way, a unique lizear cornbination of 2}1/2 and Z_};m is axsociated to
the stmmetr; breaking patiern characterized by Z]® Thus. the éifferent symmetzy breaking
patterns defined by My, for different values of the mixing parameter Z,;ffﬁ arc labeled in
ienms of the irreducible representations of the group §{2) of permurations of the two Helds
m g M;.qr. The pair of numbers (Va, V) enters as a convenient mathematical label of the
symmetry breaking pattern without introducing any assumption about the actual pattern
of 51(3) &% Sr(3) symmetry breaking realized m nature,

C. The Jarlskog invariant

The Jarlskog Invariant. .J. may be computed directls from the commutator of the mass
t=] & 3 B
matrices [26:

o
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_ det{ M, M4} .
=Tt (2.13)

where
F=(1+m)l — 1) (e + ) (1 + )1 — iy )(fs + Mg). (2.14)

Substitution of the expression (2.3) for M, and My, in Eq. (2.13), with Z1/? = Zyt =z
gives

PN 5
Je= _ _ ”1—0,: 1—6d~‘3 ” _ _
5 (= (1 o)1 (L — )L £ o] )
X {[(—A A = B} — (B )L — S — (e ){ At b

(;’“’;‘E)( Ay 46 +2 m“mﬂfm"m" Dt b)) /_\.;+5,g)cos€D} (2.15)
— 4

where /5, and §, are defined in Egs. (2.4) and (2.7). In this, way, an exact closed expression
for J in terms of the quark mass ratios, the CP v101at1ng phase &, and the parameter 7
that characterizes the symmetry breaking pattern is derived.

Iil. THE MIXING MATRIX

The Hermitian mass matrix M, may be written in terms of a real symmetric matrix M,
and a diagonal matrix of phases P, as follows

M, = P, M, P!, (3.1)
The real symmetric matrix M, may be brought to a diagonal form by means of an orthogonal
transformation
M, = O, M, 4,07, (3.2)
where
M, dioy = M3y diag | yy, — Tag, 1. (3.3)

with supscripts 1,2, 3 refering to u, ¢, In the u-type sector and d, s, b in the d-type sector.
After diagonalization of the mass matrices My, one obtains the mixing matrix Vi ag

th_ OuTPuAJOd’ (3 4)
where P* ¢ is the diagonal matrix of relative phases
Pu—x{ = dzag[l, 6@,&@], (3 5)

and
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& ={o, — (.Dd)- (3-6)

The orthogenai matzix O,ls given by

(5527J+1;fD1:Jl,f2 _ ml Dg‘“z rml m21f3; Dqll#z

O, = | (1= 83, f D% (1 6 DS (1= 811/DY |, (3D
—{fyfafaj D )P *(mzf;f.fasz)l’ (fufe/ Dy ?
where

f=1— 7y — b f,=1—rha, — 4, fy =4, (38
Dy =11 =811 — ray,) (g, + 1), (3.9}
Dy =101 — 48,1 (1+ g, (Mo + ). (3.10)
Dg= '(]. —5) (1+T7~72{:)(1 —?’T’?__,)‘ (311)

I these C\prgmonc &y <md &4 are. m principle, functions of the quatk mas: 1atios and
the parameters Z1 and Z, Mz respectively. Honever. in [1] we found that keeping 2% and
.4’,_1“ 25 free. independent pardinetels gives rise fo a continuous ambigurty fu the fisting of
V[\ to the cxperimental datz. To avoid this ambignity we further assumed that the up and
down mass maltiices are generated following the same symmetry breaking paitern that is,

73 = 7l = e {3.12)

Then, from Egs (3.4) - (3 12) all matrix elements in V™ may be written in terms of four
quark mass 1atios and wnly two free, real parameters: the parameter 217 which characterizes
the symmetry breaking pattern in the u- and d-sectors and the CP violating phase ®. The
computation of 1:’,“‘ 15 quite straightforward. Herc. we will give. In explicit fernr. only those
clements of V¥ which will be of use later. From Egs. (3 4)-{3.12} we obtamn,

ye ( Firg {1 = Tty = 82} 720 (1 771, = 82) 2
TN =) (L~ R (1 01+ ) ()

T, T, 1/2{ (I—T?’)u#csh)(lJrT—n.,—(S.g) 2
(1 — Fe) (s wmbﬂfm,‘—m) (1+7m)

(l+m” 5.6, (1= — 85\ o (3
\ 1—0)&1—(5\(1 ) j .

w
-t
o

Pubd

i _ ( (1 - 7, —8.) i )“2

(1= 8,31 = ), + ) (1= 8){1 + ) (1 — 77)
R { ~ ( Fra{ 1+ 71, — 8.)8,(1 = P — 6)(1 + e — 82) )‘”
' (1= 8.)(1 = a) (e T l(L — 82)(1 — Aoy} — #a)
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g (1 ~ Py, — 8,084

+(1—mdmﬁwm0+mm1qmﬂm}ﬁ
(

(3.14)

th
Ves

P {1 + 7t — 8y} g (1 + 772y — 84) )”2
1= 8,0 (14 ) (e + R} {1 — 84) (1 + 7Ry) (7, + )

( by (1 — i, — 6a) by (1 — g — &a) 1z

T U T = 6T T ) (s + i) (L= 82} (L 7ita) (17 F 790)

titg (14 o, — 8, ) g (1 4 7Ry — 8a) )1/2}6@

AT ) (1~ ) (1 + 0} (1 = 1)

{3.15)
and
Vi ( Al + Mo = 6) 7,84 )” :
B T AL = &)1+ ) (e + ) (1= 62)(1 4 ) (1 — ryg)

{ ( el — i — 8)8u(1 = g — 8)(1 + 2y — 82) )”2
{1 — &)1 + o) + ) (1 — 81 + g )(1 — i)

Tg{l + e — 6,) 5y /2 )
((mc+m l+mc)(1+ﬁ13)(1ﬁﬁzd)) }eq’ (3.16)

A, The “best” symmetry breaking pattern

In order to find the actual pattern of Sp(3) ® Sz(3) symmetry breaking realized in

nature,we made a y? fit of the exact expressions for the moduli of the entnes in the mixing
matrix, | V%], the Jarlskog invariant, J*, and the three mner angles of the unitarity triangle,
at® 3% and 4%, to the experimentally determined values of |V;7|, J*%°, o%, 3% and *7
A detailed account of the fitting procedure is given 1 [1]. Here, we will give only a brief
relation of the main points in the fitting procedure.
For the purpose of calculating quark mass ratios and computing the mixing mattix, 1t is
convenient to give all quark masses as 1unning masses ab some common energy scale [27],
[28]. In the present calculation, following Peccet [27)], Fritzsch {29] and the Ba-Bar book [30],
we used the values of the running quark masses evaluated at p = m,.

e = 3.25 % 0.9 MV me = 760 £29.5 Mel me=171.0£ 12 GeV
mg = 4.4+ 0.64 MeV m, = 160 £ 6 Mel my = 2921011 GeV (3.17)

These values, with the exception of m, m, and m;, were taken from the work of Fusaoka and
Koide [28] see also Fritzsch [29] and Leutwyler [31]. The values of m.(m;} and m,(m.) were
obtained by rescaling to g = m, the recent calculations of m (m,) and ms{ms) by Pineda
and Yndurdin [32] and Yndurdin [33]. The value of m, agrees with the latest determination
made by the ALEPH collzboration from a study of = decays involving kaons [34].

We kept the mass ratios rh, = m./my , ., = my/my and My = myf/m, fixed at their central
values
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M. = 0.0044, 7, = .034 and . = 0.0015. (3.18}
but we took the ralue
m, = 0.000036. 3.19)

whick is close to 1ts upper bound We [ound the following best valucs for ¢ and ZV/2,

. - i " ‘Ql
o7 = 80° 7= = l) LZL}? 2 Z}{“j =y %()_ (3.20

corresponding w0 a value of ¥* < 0.32. The values of the parameters 6,(Z) and 6,(7)

2.
obtained from (3 18). {3.19} and (3 20} arc
8,021 = 0.000048 F (2N = 0.00228 (5.21)

; . - .. et o s .

Befole proceeding to give the numerical resuits fov the mixing matrix V™, it will be conve
f= o a

ment o stress the following points

L The masses of the lighter quarks are the less well determined. while the moduli of

the entries in |V F| with the largest erior bars. namely '¥,| and |Vi|, are the most

sensitive to changes tn the ratios ™, /m, and ma/m. respectively. Hence, the quality
ol the it of IV»ié‘ to V| is good {x? <€ 03) even if relatively large changes 1 the
masses of the lighter quarks ave made The sensitiviiy of [V,! and 'V to changes
m . and my/m, respectively, is reliected in the shape of the uniterily !‘niangle
which changes appreciably when the masses of the ligther quarks change within their
uncertainty ranges The best simultanenus y? fit of TVJ ;47 and o™ 3 and +* 1o
the expetimentally determined quantitics way obtamed when the rano i, = m, /m; is

raken ¢lose to 1ts upper bound. as giver in (3.19). Furthermore, the chosen high value
of rir, gives for the ratio |Vis/Va, the value

Vi, {1,
Lo — =000 L0023 3.22
Val TV m 09 025 {3.22)

o]

in very good agieement with its latest world average [ [33]. [36], [37]].

2. As the energy scale changes. say from ¢ = m, to p = 1 GV, the running quark masses
crhange appreciably. but since the masses of light and heavy quatks increase almost in
the same proportion the resultiag dependence of the quark mass ratios on the encrgy
scale is very weak When the cnerpy scale changes from g = my to g = 1 GeV. 7,
and 7y decrcase by aboul 25% and . and 77, also decrease but by less than 16%.

3. In view of the previous considervations, « reasonable range of values for the running
quark mass ratios. evaluated at g = m; = 171 GeV. would he as [ollows

£.000022 < 7, < 0.000037
0.0043 < 7, < 0.0046
00013 < Ma< 0 0017
0.032 < /,< 0.036 (323)

=]
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The results of the ¥ fit of the theoretical expressions for [VI], J*, of®, 3% and ™ to
the experimentally determined quantities is as follows:
The quark mixing matrix computed from the theoretical sxpresion V** with the numerical
values of quark mass ratios given in (3.18)and (3.19) and the corresponding best values of
the symmetry breaking parameter, Z*1/% = \/81/32, and the CP-viclating phase, & = 90°,
is

0.2223 113°  0,6742 ¢18%°  (.040 &9
0 0086 &7 00392 &7 (.9992 &2

9.9749 £° 02295 5T .0036 8%
Vb (3 24)

In order to have an estimation of the sensivity of cur numerical resuits to the uncertainty
in the values of the quark mass ratios, we computed the range of values of the matrix of

moduli [V, corresponding to the range of values of the mass ratios given in (3.23), but

keeping ¢ and ZV/2 fixed at the values §* = 90° and Z*1/2 = ,/81/32. The result is

0.2151 — (2263 0.9726 — 0.9764  0.037 - 0.043
0.0078 — 0.0093  0.036 — 0.042  0.9391 — 0.9993

0.9735 - 09771 0.2151 — 0.2263  0.0028 - 0.0040
[V = : (3.25)

which is to be compared with the experimentally determined values of the matrix of moduli
61,

0.219 —0.225 0.9734 ~0.9749  0.037 - 0043
0.004 — 0014 0.035 - 0.043  0.9990 — 0.9993

0.9742 — 0.9757  0.219 — 0.226 0.002 — 0.005
Ve = (3.26)

As is apparent from (3.24), (3.25) and (3.26), the agreement between computed and
experimental values of all entries in the mixing matmx 1s very good. The estimated range of
variation in the computed values of the moduli of the four entries in the upper lett corner
of the matrix [V is larger than the error band in the corresponding entries of the matrix
of the experimentally determined values of the moduli {V*|. The estimated range of vari-
ation in the computed values of the entries in the third column and the third row of |V is
comparable with the error band of the corresponding entries in the matrix of experimentally
determined values of the moduli, with the exception of the elements V%] and | V'] in which
case the estimated range of variation due to the uncertamty in the values of the quark mass
ratios is significantly smaller than the error band in the experimentally determmed value of

Vor Tl and [V,
The value obtained for the Jarlskog invariant is

J* =3.0x107° (3.27)

in good agreement with the value |J*7] = (3.0 1.3) x 10~°sind obtained from current data
on CP violation in the K° — K° mixing system: [6] and the B® — B° mixing system {30}

For the inner angles of the unitarity triangle, we found the following central values:

10
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a = 83.6° 3=232° n =732 (328

An estimarion of the range of values of the three inner angles of the un'tarity triangle,
compatible with the experimental information on the absoluic values of the matnx elements
V7 i given by Mele (35" and AL [36] According to this authors, 73° € o < 121°.
16° < 7 < 34° and 38 <~ < 81°. We sce that the central value of 3 oblained in this work
is close to the lower hmit according to Mele 35], while 5 is close to the uoper hmit given by
Mele (33, aud e is in the allowea range given by these authors.

IV. PHASE EQUIVALENCE OF VTH AND THE PHENOMENOLOGICAL
PARAMETRIZATIONS VPG AND V&Y

In the mass basis. the quark charged currents take the form

r
Jh = B, (4.1)
A 1edefinition of the phases of the quark fields which leaves J* invamant. wiil change the
argaments of ¥, but leave the modull V" invariant
V, o V) m e g
Hence. the invariant measutables of the quark mixing matrnix aie the moduli of its ol-
cments, 1.e.. the quantities |V, ', and the Jarlskog invariant J But even J up to & sign 1s
a function of the modull [26]. In the case of three familics, unitarity of ¥ constrains the
mumber of 1ndependent modul to four [261.
In comsequence. m the current literature, V. 12 usually parametrized in terms of four indepen-
dent patamcters. Kobayashi and Maskawa [3] originally chose as independent parameters
three rotation angles and one CP-violating phasc. A number of parametrizations of this
kind. differcnt {rom the original Kobavashi-Maskawa form have been propesed [4]. One of
the most commonly 1sed is the *standard” parametrization 37 advocated by the Parnide
Data Book [6]. From a mathematicel point of view all parametnizations of the favour mix-
ing matrix containing four. swmitably defined, independent parameters are equivalent
In contrast, the parametrization V¥, derived in the pievious scctions fiom the breaking
of the favour permutational symmetrs  has only two free, hnearly independent parameters.
namely. the symmetry breaking parameter Z4/% and the CP-viclating phase ®. When the
best valucs ol the parameters 2?2 and ¢ are used, the miving matrix V™ reproduces the
central values of all experimentally determined quantities; that ie. the moduli [V, the
Jariskog invarient J™% and the three inner angles. a. 3 and 7 of the unitarity triangle. The
quality of the fit of V'™ (o the cxperimental data 1s 25 good as the quality of the fit of
the phenomenclogical parametrizations VEPC and VEM 15 the same data. More precisely.
when the best set of adjustable parameters of each parametrization YV, VFPG and VEM
obtained ftom a x? fit to the samc cxperimental data. the moduli of corresponding entries
in the matrices VOB, VFPE and VEM e pumericalls equal and give an equally good
representation of the expenmentally determuned values [V5P 1 From this observation, it
forlows that the symmelry derived V* and the phenemenological pazametrizations VED@

11
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and VEM should be equivalent up to a rephasing of the quark fields n the mass represen-
tation. In the following, we will show that it is possible to derive new theorelical mixing
matrices VB and V™, related to V' by biunitary rephasing transformations, and such
that ali corresponding entries in V*® and V2% or V™ and VEM are equal in medulus and
phase. From here, we will obtamn exact, explicit expressions for the three mixing angles and
the CP-violating phase ocurring in VPP# and VKM as functions of the quark mass ratios
and the parameters Z*%/? and ¢* characterizing the preferred symmetry breaking pattein.

V. PHASE EQUIVALENCE OF V7# AND VFDG

The standard parametrizatior [5] of the mixing matrix recomended by the Particle Data
Group [6] is writter in terms of three mixing angles 612, 83, 615 and one CP violating phase

3,
C12€13 812€13 sipeve
PDG 5 s
v = | —$12623 — c12823512€"1°  Craco3 — S12823513€™ 823C13 (5.1
5 5
S12823 — C12023S13€" Y —Ciz503 — S12Ca81a€" "t ea3Cy3

where ¢, = cosb,, and s,, =sin b,
X X S 7

The range of values of the experimentally determined moduli in [¥]*], as given by Caso
el al [6], corresponds to 90% confidence limits on the range of values of the mixing angles

of
0.218 < 512 < 0.226, (2.2)
0.037 < 533 € 0.043, {(5.3)
0.002 < 513 < 0.003. (54)

Seven of the nine absolute values of the CKM entries have been measured directly, by
tree level processes, A range of values for the four parameters, $)3, $23, 813 and &3 which is
consistent with the seven direct measurements and the experimentally determined vaiues of
the moduli of [V]*=? [6], is given by Nir [3§]

0.2173 < 812 < (.2219, (5 3)
0.0378 < 543 < 0.0412, (5.6)
0.00237 < 513 < 0.00395, (57

¢r3 is known to deviate from unity only in the sixth decimal place [ [6], [38]].

The CP violating phase d;5, at present, is not constrained by direct measurements,
However, the measurements of CP viclation m K decays [39] force 413 to lie in the range

12
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0<8s < {5.8)

The standard parametrization V7PF was introduced without taking the possible func-
tional 1efations belween the quark masses and the flavour mixing parametets into account.
In contrast. these functional relations arc explicitly exhibited in the theotetical expressions.
V' derved in the previous sections. Furthermore. we have seen that, when the best valnes
of the parameters 212 and 9 are used, the mixing matrix 'V reproduces the cential values
ot all experimentally determined quantities. that is. the moduli V™1, the Jariskos invarn-
ant .J7* and the threc mmes angles, o 5 and =, of the unitarity triangle [0, Sinee the two
patametrizations reproduce the same set of experimental data cqually well, we are justified
n writing

|V“m — -L’PDF"I IV”F| (39\

pecause the arguments of corresponding matrix
clements ju the two paramectrizations are not cqual

We cannot simply equate V¥ apd VEPC

wrg(Vi*) % arglV,]7S), (3 10)

This difference is of no physical consequence, 1t 1eflects Lhe freedom in choosing the unob-
servable phases of the quark ficlgs n the mass representation A redefinition of the nhases
of the qucurk lields which leaves J} invariant, will change the argument of V™ but leave the

2

invariant.

modul .

L o1 I—/”z e V_*I’,ch;( (5-1

i

[he phases x? end x¥ ocurring in Eq. (4 2) will be determined from the 1equirement thas
covresponding entries in V¥ and VPP% be cqual,

Vet =) = |y Po6), {3.12]

1 tihns expression uwft and wy, PI% are the arguments of V' and VPDG respectively. Since the
modult [V#*| and V PGS0 arc cqud[ the arguments of the cntnies in the two patamctiizations
are telated by he set of nine equations

x:=xl=ul-wl?® (313)
The set of Egs (5 13) relate the &fferences of the unobseriable quark fcld phases to the
cifferences of the arguments of corresponding entrics in V% and V705,
We notice that the set of Eqs. (3.13) is overdetermined In the left hand side of Egs.
{513) there are nine differences of unobscvable guark field phases formed from onkv six
different unknown quark field phases Since only differences of phases mav be determined,
the phases themselves are defined only up to an additive constant which may be fixed by
giving the value ol one of the unknown quark phases. Therefore, m Egs. (3.13) therc are
nine equations to determine five unknowns. This is possible only if a set of 4 consistency
conditions is satisfied. The consistency conditions arc non trivial relations expressing the
five non-venishing arguments u'PDG of VFDG in terms only of the known arguments wij‘ of

13
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Vt"".

7 -
A frst consistency condition may he derived from the equality of the determunants of Vb
and VPDG. Trom the definition of the rephasing transformation, Eqs. (4.2) and (5.12), it
follows that

det V¥* = det [XIVPPEX] (5.14)

in this expression X, and Xy are the diagonal unitary matrices of phases ocurring in Eq.
(4.2). The determinant of V777 is one, hence,

det [XLVPDGXd] _ oI (X‘Lu;_xfd})‘

(313)
Similarly, from the definition of V%%, Eq. (3.4}, we get
det V¥ = det [OTP*"904] = det (070, det P~ (5.16)

the determmant of the orfhogonal matrices 15 one, and the determunant of the diagonal
matrix of phases P*~% is ¢2%. Taking for @ the best value & = = /2, we obtain

det VI = 7% = & (517)

Substitution of Eq. (5.15) and Eq. (5.17) in Bq (5 14) gives

i (XE“) - X,@) =2p" = . (518)

1=1

This phase relation guarantees the equality of the determinants of V™ and VPP,
The summ of the unohservable quark field phases ocurring in the left hand side of Eq. (5.18)
may be computed from Eqs. (5.13),

3 3
S0 - ) = Yt - wfPC {319)
.t =1
Now, we eliminate the unobservable guark field phases between Eq (5 18) and Eq. {3.19),
to get,

)
wiP® = 3wl 29", (5.20)
=1

This, relation shows that arg{V5"%) is uniquely determined (med 2r) in terms of the argu-
ments of the entries in V**.

A set of consistency conditions for the sclution of Egs. (5.13) may be derived 1n a similar
way by elimination of the quark field phases. From Eqs. (5.13), differences of phases of the
same quark field type, say (ng) - ngi)), may be computed from Eqs. (5.13) in at least three
different ways. This redundancy implies the existence of non-trivial relations among the
arguments of the entries of the two parametrizations. For example, from Egs (5.13), the
difference (xg") - xg{)) - (xg“) - ng)) gives

14
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xg b ,xgd] = wlt — wit 4 W FPC {5.21}
and the difference ()(‘:Iu] - xé")) - ()([IL) — X(;)) gives
8 =57 =l s+ b (5.22)
If the phase difference (x(;) - ,\/%"')] is chiminated between Eqs. {3.21) and (3 22) we get
o — 0% = s — s — el + u (5

- . . . . . i e
Using ihe samec elimination procedure for all possible combinations (xE') - xfj]
foL {ot - . - - . -

(\54 — )(“»)) we derive a sel of nine cquations. only four of which are I'nearly independent

One of thesc is Eq. (323}, fo1 the other three we may take

PDG POG o3 o T =

—upy by o= wn Tl T Wy T W (3:24)

FDG PDG . tho otk th = 5z

wilP® —wEPC = et et 2wl - wll, (5.25)

and
@ ¢5 2 4 4 =
— b PP 4 B0 = el b ik Lol — el (5.28)
Smnce, in VPPC there are five enfries with non-vanishing arguments, namely, whi =

PRG z . : :
—8&13. tigy @ wff(‘.u‘:‘;DG and u'f,_,DG. we require still one more equation relating the argu-

ments of the entiies of the two parametrizations. This 1s obtained [tom the phasc relations
botw cen the determinants of the two matrices V% and VFPG,
With the help of Eq. (3.20) we solve Egs (3 23)-(5 28) for all the othet non-vanishing

arsuments of VFDE
by = wih 4+ wlh el 4wl Ll - 29 (3.27)
wiP® = w4 wlh bl - 207 (5.28)
whP® = ol = iy + il — 207 (5.29)
whP® = il Lol w297 (3.30)

fn thiz way, we have shown that the arguments wﬁm‘; of Vf’j{; are uniquely detetrmined
(mod 27 by the arguments wi* of V%

Ve now return to the question of the quark field phases and the phase transformation
from V" to VPP Substitution of Egs (5.20)-(3.30} inte Eqs. (3.13), gives the diffcrences
of the quark field phases explicitly in terms of the known arguments wi* of VJ The quark
field phases themselves are determined only up to a common additive constant. Since the

13
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quark field phases are unobservable, without loss of generality, we may fix one of them, and
solve for the others. In this way, if we set x% = 0, we get

Xg = 00:

X? = wil}; w?’;:

=~ - i+ 28

Xl = w’if{,

Xy = _”"12 - was + 2¢°

X3 = —why — i} + 28" (531)

Thexn, the diagonal matrices of phases required to compute the phase transformed Vit are

X, = drag[e™ii| gHlmis i 12%°) | Uk i3+ 2e7)) (532)
and
X, = diag[l, i uil) | g(uif-wi—wii 1 28%)) (5.33)

Hence, with the help of Eqs. (3.27)-(5.30), we verify that
xXtvihx, = vFoe {5.34)

is satisfied as an identity, provided that |V = |[VFZ5).

VI THE MIXING ANGLES OF THE STANDARD PARAMETRIZATION VFIC

The standard parametrization V,JPDG advocated by the PDG and the symmetry derived
parametrization V,ff‘, give an equally good representation of the experimentally determined
values of the moduli of the entries in the quark mixing matrix [V;7| [6]. Hence, we may

write
Vi = 1VPPe), (6.1)

even though VI has only two adjustable parameters (Z%/%, @) while the number of ad-
justable paramet‘.ers in VPDG is four, namely, (612, a5, 613, S13). All entries in |V”‘J are
explicit functions of the four quark mass ratios (my/g, mef/mg, mefmy, m, /o) and the
two parameters Z'/? and @. The equality of the moduli of corresponding entries of the two
parametrizations will allow us to derive explicit expressions for the mixing angles i terms
of the four quark mass ratios (m, /m, Mo/, me/ e, ms/my) and the parameters ZY? and
.
From the equality of |Vi%| and |VEP?], it follows that

sindis = [V, (6.2)

if we take [V%| from (3.14), and we set @ and Z'/2 equal to their best values * = /2 and

ZU = /8, we get

16
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(1 — ., ~ &) )M, &)
s fha = {(1 28— ) (e + (L — 6301 + (1 — )
T (] = . = 82363
il (1 — )i+ (1 + (L —m .)
(L e — S — s — G (1, — 6 VR
¥<(1 S5V — 1R [, + W ) (1 — &53(1 + )(l—m\) J}

(6.5)

The computation of sinfy; is slightly more involved. From Eq. (5.1) and the equality of
B 3 =) & + q A
il .
Vi and (VPP we obtain

1/ PDG) 1rin,
cinfs = 4 - Yol (6.4)
I IVEDSR I v
Sthsutution of the expressions (3.16) and [3.14) with ¢* = /2 and Z*1/?2 = \‘"ﬂ for 1V2H
and V¥ in Faq. (6.4] gives
i1 -, T
sinfa = | T——{mu(l s = BB+ [y{L— Sl e — 610(1 — 0108
ll L= Tii~

125 1/2
L= —5*35"(1—m1—b)(1+ﬁu—(§;)1 }

-2

A
[ (L — e — 8231 — 51
T, (1 +

e b

—§)82(1 = Ay = 601 + 7, — J;)J
—1/2
(1= G = A, < (L= S+ (1 = ) = (h — 5;)7;;.,;5%5;;} 6.5)

Similarly from Eq. (3.1) and the equalily of V| and 'VEPC|. we obtain

L PDGI yoeht
513912 = — | ny . = — | 15l (6 6)
- VERE T TV
Then. substitution of the expressions (3.13) and (3.14) for |V and [V in (6.6) gives
a fﬂ{ (1=, — 60)7 57
sinfyy = \.f e M. Tro — 00 )71+ Ty 7)

- [\/(1 = 82l = i — 701 = &xyin, (1 + 7, — 33

24 12
L+, — Byl — e 5,;)5;] }

« { - [v"ﬁ Sl L = e — 801 — B5)

2
= (1l + R = EEI(1 = Ay — 85)(1 7R, — &)

= (1= E)(0 = e+ )1 — (1 + (1 — )
(L e — )06 } . (6.7)

wt
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The computed values for sin 612, sin a3 and sin #33 corresponding to the best y? fit of \V,f,h s
J* and ™, 3% and ¥** to the experimentally determined quantities V57|, J*% and the
three inner angles of the unitarity triengle a®®, $F aad +°*7 are obtaned when the nu-
merical values of [V, |V and |VZ] computed from Eqs (3.13}, (3 14). (3.16) and given
in Eq. (3.24) are substituted in to Eqgs. (6.2), (6.4) and (6.6). In this way, we get

sin 0%, = 0.222, (6.8)
sin 83, = 0.040, (6.9)
sin 63, = 0.0035. (6.10)

The numerical value of cesfll, deviates from unity in the sixth decimal place.

We notice that the numerical values of the mixing angles computed from quark masses
and the best values of the symmetry breaking parameters coincide almost exactly with
the central values of the experimentally determined quantities, as could be expected from
Eq. (6.1). This observation is interesting because, in the case of three families, the most
general form of the mixing matrix has at most four free, independent paramcters [26] which
could be four independent moduli or three mixing angles and one phase as occurs in VZP¢
The symmetry derived V** has only two free, real independent parameters. In spite of that,
the quality of the fit of V** to the experimental data is as good as the quality of the fit
of VFDG t5 the same data. The predictive power of V* implied by this fact origmates
in the flavour permutational symmetry of the Standard Model and the agsumed symmetry
breaking pattern from which the texture in the quark mass matrices and V* were derived.

VIL. THE CP VIOLATING PHASE 63

The CP viclating phase &3 of the standard parametrization VFPZ of the quark muxing
matrix is giver in Eq. (3.27) in terms of the arguments wff of five entries 1n the theoretical
expressior: for V* and the corresponding CP violating phese . Taking from £q. (3 24) the
numerical values of the arguments w’* and setting @ equal lo the best value 9" = /2, we
obtain the numerical value of §)3 corvesponding to the best fit of |V*| to the experimental
data

8ty = 732, (7.1)

This predicted value of d13 is very close to the numerical value of the third inner angle 7, of
the unitarity triangle. The difference may readily be computed in terms of the arguments
w®, From the expression for

Vit -

N = arg [_V'Vd
ub Fu

we get
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i

% u o th -
— v =W i oy bt (7 3)

which, when compared with the expression (3 27) for &5 gives
~ 5 = b= (il + whl - wey — 267 — ). (r4]

Taking fiom Eq (3 24) the numenca® values of the arguments coriesnonding to the best

valnes = 90° and 2V 4% = \,f'%. we ghtain

3
fogth R ta > ) = 49 T.0
{1l +wyt + ugs ~ 28 — 1) = 0.04°. (7.5)
This 12. indeed. a very small number, and justifies the approximation
—n (76)

According to this the value of |v] computed from quark mass ratios and the best values of
the parameters Z=12 and 9= is '~| = 73.2°. 1n agrecment with the bounds exiracted from
tne precise measurcments of the BY oscillation frequency [33; and the measurements of the
tates of lhe exclusive hadronic decays B — 7K and the UP averaged BT — 7579 [40].
Exact cxplicit expressions for the CP violating phase é,3 in terms of the four quark mass
ratios and the parameters Z™% and @ may readily be found; such an C\'preu::icn could be
detived from Eq (3.27) in toerme of the arguments of five matris elements of 'V . However,

a simpler cxpression wnvolving only fowi matnx elements of V** may be ubtamcd from lhe
Jarlskog invanant J

The Jarl-kog mavariant may be written in terms of four matrix elements of V as
J = I [VaVia VsV, (77)

Since .J is an invanant. its value is independent of the paiticular parametiization of V. If
we write the tight hand side of Eq. (7.7) in terms of the standard parametrization V7P%,
we obtain

Jtn

512813 832812072 Cn

-1
7]
frd

The terms in the denominator in the right hand side of this expression were wnitten in Eqs.

rih

{6.2). (6 4) and (6.6} 1n terms of the moduli [V, W% and |V#]. Hence.

2 Vi Vil Vas i — V3 = VSR - v .o
S12513893€1207 ,C21 = T_ IVfé*lz . (7.9

Ty

2 1}1,@

Substitution of Eq. {79} n Fq. (7 8) gives

f"x|’2\“r,m[ rth /“V:ixv n:—]

710
VAUV 1~ VAP — Vi P V[~ (VB 719)

STt 6y =

the right hand side of this cquation may be wiitten in terms of the quark mass ratios and
the symmetry breaking parameters Z*%/2 and ®* with the help of Egs. (6.3), (6.5) and (6 7).

14
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A simpler expression which leads to a very accurate approximation for da is obtained from
Eq. (7.10} if the matrix elements in the square brackets are written as modulus and argu-
ment, and use is made of the unitarity of V** to simplify the denominator,

_ (1= (VE)IVE sin (o] + w0 ~ wh — i)
VIV

sin 513 (711)

Explicit expressions for the arguments wif, wit, w! and wi} in terms of the quark mass

ratios may be derived from Eqs. (3.13)-(3.16) setting Z*/? and & equal to their best values
Zet = \/—% and 9* = 7 /2, we get

o fam | e [ (e (L= a8
wi =x — tan (ﬁ%cﬁ%d {1/[1 801 5d)+J5u5d(1—ﬁlu“5;}(l-I-ﬁls"—é-z) ;

(7.12)

g §r(l — o, — 62)(1 —vhg — 63)(1 + A, - &%
wf_,g‘zvr—tanl( _?"f’b 7 — [\I(l‘é:)(l—é;)_J ( 55((1_!_;;;_5;[))( 1)])7

AT s

(7.13)

wz’;mn-l( T { (1_5:;)(1—6:;)—JJ‘*‘(IMC"%;S:,?:Z%UM“_‘mD,

v Tt qTieg

(7.14)

1 Fictits = 7y = G)(L — a8 713
wh = ten™ (ﬁ/%{ (1—6;)(1—5;)+Jé:5;(é+,ﬁcJzigmf_ :))D (713)

Computing the second factor in square brackets in the leading order of magnitude, we

get

wi}; 2 —tap™? (V w) , (7.15)

TRy
wh m o — tan™? L (1~ 5—:) (7.17)
< TreaTroglitg ']
R 0 _ %

why & tan ( oy [(1 5 )D , (7.18}

and
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M= =

wi 2= tan T ( e ) (719
\' Ty

The modulus |V has already been expressed in terms of quark mass ratics and the parem-

elers characierizing the symmetry breaking pattern 774? and ®*. 1 Egs. (6 2) and [ 3).

Similar expressions for the other meduli ocurring in Eq. {7.11) may also be given

- M (1 —rmy — &8 g (1 — iy — 683) 1
[Ikom—mu}frmmmkon{l—w'(m«*md

8

) - oy 1722
{14 D [((1—5‘ (1 - G (rv“*"’ S0+ s ‘5.”) } (7:20)

LT, * J(l—nz — &1 — i, = 63)

1= (1 =801+ e~ o) (1 =y — &)

L Tn Ty 1 }UZ o
T, (L—aH - ) (v.21)

x { ( 6:52(’1—ﬁv,u~5;)(1,;m_§3) )“T
e

SPTIN [CS  C  Pr) ]
ST 0=+ )0 — A= B+ (L )
{1 52651~ )L =) v
CT (e~ G017y — 85} (L — g — G)(L 4 7, = 3]

‘ Tt T 6T e }1“ (722)
- ” o = ” — p 1.24
(1 —m,l—b:}[lfm:f&:)(l-l-ﬁ'z.,Adf?}U — g — &%) g
Computing 1 the leading order of magnitude. the first factor in the right hand side of
Eq (7.11) gives
(1= VP (=800 —Ru(1 = a1 — rig)
[VAVET T (1=, — &1 — . ~ 87

Ll - \‘, 5, — \,’5*)) (723)

Inscrting in to Eq (7.23) the numerical values of the mass ratios and \/ﬁ - \/rJ_* = 0.04, vc
find :hat the nght hand side of Eq.(7.23) differs from one 1n the third decimal place.

SRR
‘1;”1|r‘/nh ~ L1 )
Mt Vas
Therefore.
s &ty & sin( w4+ ot — wlh — wihy, (7.25)

taking the rumerical values of the argument 1 the nght hand side of Eq. (7.23) from (3.24),

we obtain
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Bo w1, (7.26)

in agreement with Eq. (7.1), The approximate expression Eq. (7.25) for sin 4], could also
be derived from Eq. (5.23) if wEPC is neglected. Computing whP® from Eq. (5.20) and
(7.12)-(7.15), we obtain whP® = —0.0018° which shows that Eq. (7.25) is a very good
approximation. Since Eq. (o 26} was derived from the the phase relations expressing the
arguments of V7P in terms of those of V*, while Eq. (7 11) was derived from the expression
Eq. (7.10) for the Jarlskog invariant, the agreement found between Egs. (5.20) and (7.11}-
{7.25) is a consistency check of our formalism.

VIII. PHASE EQUIVALENCE OF V7# AND THE KOBAYASHI-MASKAWA
PARAMETRIZATION VKM

The quark mixing matrix was parametrized by Kobayashi and Maskawa [3] in terms of
the three mixing angles, 8y, 83, and #;, and one CP violating phase d1a

(5] —51C3 — 81383
VEM — | 510, creacs — 525280FM  crepsy + Sa8ge¥ EM (81
5182 €182y — C25a€ KM £1538a_ — CpSzE KM

where ¢, = cos§, and 5, = sin 8.

It 1s readily verified that
det VFY = _gfxm (8.2)

As discussed in section IV, the parametrization V** derived from the breaking of the
flavour symmetry and the Kobayashi-Maskawa parametnization V¥ M mive an equally good
representation of the values of the moduli [V} of the mixing matrix even it V'* has only
two free, linearly independent parameters. Hence, the two parametrizations are equwa.lent
up %0 a rephasing of the quark fields. Therefore, we may define a phase transformed Vi,
such that all entries in V* are numerically equal to the corresponding entries in V™ both
in modulus and phase,

V9 = X VR = VM. (83)
The diagonal matrices
Y = deaglet | 7% %) (8 4)
and
X2, = diagle®l, % e (8.5)

are determined from the equality of V% and Vi,

& ~¢ _wm wKM (8.6)

22
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where
wi\'w = arg(Vf;M) (8.7)

In the left hand side of Eqs ($.6) there are nine differences of phases formed from only
six unobscrvables quartk ficld pbases. Differences of phases of the same quark field tvpe. sas
{of — o%) wa; be computed from Egs. (8.6) in at least three differcat ways. Elimination
of the unobscrvables differences of quark field phases between these expressions gives a sct

of consistency conditions relating the known wi* and w7
vy’ = (8.8)
whiY =« [2.9)
wiy =l — ey — i el 4 (8.10)
why' = wli — - wl +wlh - n (&811)
B =t gt — wi —whi Lo {8.12)
wBY =ttt ol Lt (8.13)

when the expressions (8.8-8.13) arc substituted in Egs. (8.6} we obtain the differences of
the quark field phases as functions of the arguments w!? of V¥ The quark field phases
themselves are determined only up to = commeon additive constant which 13 fixed by aiving
the value of one of them. If we set x¥ =0, we get

XBo = drag[l, eI, c_"'{‘“illtuil")] (8.14)

and

—‘.'..g‘?: r:—.(u,‘:‘:;—.—]: e—u:u,g‘l:‘—"]l (

(o)

X = dhagye 15)

With the help of {8.14) and (8.13) it is readily verified that (8.3) 15 satisfied a8 an 1dentity.

IN. THE CP VIOLATING PHASE dxw OF THE KOBAYASHI-MASKAWA
PARAMETRIZATION.

The CP violating phasc dxyy is implicitly determined by the equations {8 8 - 8.13). An
explicit expression for dy o terms of the arguments w’ of ¥ may be obtained from the
identity

det[VEM] = det [V, (9.1}
and

23
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det [Ut4] = e Dimi (ot of) 20" (9-2)
Substitution of (8.2) and (9.2} in {9.1) gives
3
dxnr = (91— ) +29" — 7 {93)
=1
Now, from Eqgs. (8.6) and (8.3 - 8.13),
Sxear = wily = wily - — wli — wyd. (9:4)

This expression gives the CP-violating phase Jxar of the Kobayashi-Maskawa
parameirization, VE¥_ in terms of the known arguments of the symmetry derived
parametrization V.

Taking the numerical values of the arguments wf_i:‘ ocurring in (9.4) from Eq (3.24), we
obtain

Srear = 96.4° (9.5)
ar
Sxar = m — 83.6°% (9.6)

The value of the inner angle & of the unitarity triangle found in our x* fit of V** to the
experimentally determined values of the moduli [VI)"| is

a = 83.6°. (9.7)
Therefore, within the acuracy of our best fit to the experimental data
Sxar R m - o (9.8)

This is only an approximation, to derive an exact relation we compute « from

e[ o
substituiion of V¥ for V,, in Bq. (9.9) gives
a =7 —wip bl wl - wl (9 10)
Comparing (9.10} with (9.4) gives
Siemr = —ar— (w + Wl —wif + ). (9.11)

Taking the numerical values of the u,f? from (3.24) we get

w4 wlh w47 = 5r 4 0.04°. (9.12
Hence,
Skne = —a —0.04° mod(2r) (9.13)

which shows that {8.8) is an excellent approximation to the numerical value of &xar
[n passing, we notice tha{

o =uh" {9.14)

is an exact result.

24
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X. THE MIXING ANGLES IN THE PARAMETRIZATION OF
KOBAYASHI-MASKAWA.

Onee it iz cstablished that when the best set of parameters of each parametrization.
VEM(A,. 8, Ba, dxy) and Vi, ZY% @) is used, the moduli of corresponding entries
in the two parametrizations arc numerically equal, we may identifs corresponding entries
and solve for the muang angles 8,, #, and 5 m terms of the quark mass ratios and the
patametcis ¢ and Z.

From the identification

cosfy = [V, (10.1)
we oblain
o[ (1 —ﬂ‘zu—é’\[l-—rﬁi—éj) 12
cosfh =
! L(I—J;)(I — (L = g 31 = SN = P () (L A+ 770 (7, )
o Ly, A
LT NSNS ,y\1+TH = &1 + 7. — &3 10.2
T ((\1 -+ (O (1= g — 8201 + s — 6% (10-2)
The angle f; 15 obtained from the ideniification
sinfysmdy = |V (10.3)
which gives
ikl .
sinfly = l U {10.4)
sin )
where
sindy =1 - V52 (10.5;
|V ie givenin Eqs  (10.1) and (10.2), and
/ ) (I—'rr”— d4) Lz
L 1—4.)(1 ﬁ’z:)(l i, (1 — 8)(1 — Fra) (s g}
{ te = S W1 F A, = 30, [1 + e ~ 8, )y Ve
L 1—5)( *m/(lvm)(lfé\(lfml)[m + )
(1 — g — &4 \ Uz}cw (10.6)
(1L = 5 ) (1 = g7, + )

Computing in the leading order; we obtain

o I+ muim, { g — ity
sinfy =2 | ————— 2 e
Vol VI = w1+ /) 2 2Z(, — ) (1 + Dl



Aceptado en Rev. Mex. de Fis., hep-ph/0003104 251

- e iy 0.7
L = )1+ ) + 22 (e — (1 + I%l)} (10.7)

similarly the mixing angle 62 may be obtained from the 1dentification

sinf sinds = [V (10.8)
Then,
Fith
infy = — Vil __ (109)
1 - {VE?

where VI is given in Eq. (3.14) and sin 6y s given in Eq  (10.3). Computing in the leading
order of magnitude, we find,

sindy =2 L+ mafm, Zlﬂ{ e T
1+ Sdte = )(L + ) + 22(, — g)(1 + 2524)

_ e — My
VO =R+ i) + 225, — )@ + Bl

The exact values cornputed for sin 8y, sinf; and sin#; corresponding to the best it of
Vi JP and o, % and 4** to the experimentally determined quantities are obtained from

BEqgs. (10.1, 10.4) and (10.9) when the numericel values of V2, V# and Vi} computed from

wd }

Eqs. (7.20), (10.2) and (10.6) are substituted, We obtain

(10.19)

sin 6, = 0.2225 (10.11)
sin i, = 0.0334 (10.12)
sin s = 0.0162 (10.13}
and, from Eq. (9.5},
sin 8z = 0.9938. (10.14)

If the muxing angles 8;,8, and 83 are Testricted to hie in the first quadrant, the corre-
sponding numerical values of the angles are

0 =12.86° 6, =22° and 83=093° (10.15)

which together with the numerical value of the CP-violating phase §xa found in the
previous section, dgpr = 96.4°, gives the best set of values of mixing parameters in the
Kobayashi-Maskawa parametrization of the mixing matrix corresponding to the best set
of parameters &* = 90° and Z*1/% = ,/81/32 of the flavour symmetry breaking derived
parametrization V** of the mixing matrix.
As expected, from the way they were obtained, the numerical values of the moduli |V5M

26
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compnted swith the help of these numerical values of the mixing angles 8;. #,. #,. and dp1y
reproduee the central values of the experimentally determired [V, given in Case el al.
[6]

In the Kobayashi-Maskawa parametrization, the Jarlskog invariant 1s

S

J = sls,s50 000381 {10.16)
The cotresponding numerical value is
=3.0% 107" (10.17)

in cxcellent agrerment with Jo57.

XL SUMMARY AND CONCLUSIONS

[e the Standard Electrowcak model of particle interzctions, both. the masses of the
quarks as well as the mixing parameters and the CP-violating phasc appear as free indepen-
dent parameters. In consequence, phenomenelogical parametrizasions of the quark mixing
matrix were introduced without taking rhe possible functional relations between the quark
masser and the flavour mixing parameters into account These functional relations are ex-
pliaitly exhubited in the theoretical quark miving matrix V¥ derived from the breaking of
the flavour permutational symmetry in presious works [1], 2] and reviewed in sections 11
and III of this paper.

In this work. we explicitly exhibit the phase equivalence of the theoretical mixing ma-

f1ix. V¥, and two phenomenological parametrizalion= the otiginal Kobay ashi-Maskawa [3],
VY and the standard parametnization VE7O advocated by the Particle Data Group (3].
[6], which are written in terms of three mixing angles and one CP-violating phase.
The cqualitv of the moduli of corresponding entues in V¥ and V&Y or VPPG a)lpwed us
to detive, exact exphon expressions for the mixing angles and the CP-violating phase of
the two phenomenological parametrizations as functions of four quark mass ratios m,/m,,
mefme reafms o im,, and the flavour sy mmetry breaking parameters: 2% and .

The numerical values of the mixing parameters of the PDG advocaled standard
parametrization sin ;. sinf;. sinf}, computed from the quark mass ratios and the best
salues of ihe parameters Z°V/% and ®°, comelde almost exactly with the conirel values of
the same mixing parameters determined from a fit fo the experimental data [38], as could
he cxpected from the phase equivalence of V% and VPP, and the zood agreement of [V,
vith the corresponding experimentally determined values (V™|
Stnilarly from the equality of the meduli of corresponding entries in V¥ and VA we de-
rived exact. explicit expressions for the Kobayashi-Meskawa mixing parameters, in8;. st éy
and sin by as functions of the four quark mass ratios and the flavow symmetry breaking pa-
rameters Z¥? and @. Asin the previous case, the numerical values of the mixing parameters.
sinf], sm#; and sin 83 and the CP-violating phasc computed from our expressions and the
quark mass ratios and the best values. Z*7% and &*, of the symmetry bresking parameters,
ate such that the numerical valucs of |ij”' reproduce almost exactly the ceriral values

27
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exp

7, and the Jarlskog invariant,

of the experimentally determined values of the moduh, |V,
Jo as given in Caso ef. al. {6].
The numerical values of the CP-violating phase &;3 = arg (V:EDG) computed from quatk

mass ratios and the best values of the parameters Z*/2 and ®* is 43 = 73.2° in good
agreement with the bounds extracted from the precise messurements of the Bj oscilla-
tions frequency {35] and the measurements of the rates of the exclusive hadronic decays
B¥ — #K [40]. The numerical values of the CP-violating phase dxas of the Kobayashi-
Maskawa parametrization computed from quark rnass ratios and the best values of Z 12 and
® is 8y = 96.4°. It may be worth to remark that dxar is not a small number as it i3
sometimes assumed [41]- [42].

In conclusion, the three mixing angles and the CP-violating phase which appear in the
phenomenclogical parametrization of the quark mixing matrix as free, linearly independent
parameters are expressed in this work as functions of four quark mass ratios and two flavours
symmetry breaking parameters Z'/2 and ®. The numerical values of the mixing angles and
CP-violating phase computed from quark mass ratios and the best values of the symmetry
breaking parameters Z**/? = ,/81/32 and @ = 90° coincide almost exactly with the central
values of the same mixing parameters determined from a fit to the experimental data. The
predictive power of the theoretical guark mixing matrix V* implied by this fact has its origin
in the flavour permutational symmetry of the Standard Model and the assumed symmetry
breaking pattern from which the texture in the quark mass matrices and the quark mixing
matrix V¥ were derived.
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Recent interest in flavour or honzontal symmetry building {mass textures} has been spurred mainty by the Jarge top mass and, hence, the
strong hierarchy in quark masses. Recently, various symmetry breaking schemes have been proposed based on the discrete, non-Abelian
grovp $(3)L @ S{3)r ,which is broken 2ccording to S(3)L @ 5{3)n 2 Sawel3) O Samg(2} The group S(I) treats three objects
symmetrically, while the hierarchical nature of the Yukawa matrices is a consequence of the representation structure, 1 & 2, of 3(3), which
treats the generations differently Different ansatze for the breaking of the sub-nuclear democracy give ditferent Hermitian mass matrices, M,
of the same modified Fritzsch type which differ ia the numericat vatue of the ratio Mys/Mas. A fit to the experimentally determined absolute
values of the elements of the CKM matrix gives bounds on the possible values of the CP violating phase and gives & clear indication on the
preferred symmetry brezking scheme. A parametnzation of the CKM mixing matnix in terms of four quark mass ranos and one CP violating
phase in very good agreement with the absolute value of the experimentally determined values of the CKM matrix elements is obtained

Keywords Change conjugation, parity, ame reversal and other discrete symmetries; guark and lepton magses mixings

El interés en la simetria horizontal o del sabor {textura de las masas} ha sido reavivade recientemente por ¢l valor grande de la masa del
quark top y a partir de aguf, la muy acentuada jerarquia de masas. Recientemente, varios esquemas del rompimiento de la simetria han sido
propuestos a partir del grupo ao abehano y discrelo S(3) L ® 5{3)r. et cual se rompe de acuerdo con 3{3)L @ S5(3}r D Sawme(3) D Berag{2).
EI grupo 5(3) trata a tres objetos simétnicamente en tanto gue la natraleza jerdrquica de las matrices de Yukawa es una consecuenciz de la
naraleza de las representaciones, 1 & 2 de 5(3), que traia z las generaciones de manera diferente Disunios ansatze para el rompinuento
de ‘o democracia subnuclear dan diferentes matrices de masas Hermitianas del mismo tipo de Fritszeh mod:ficado, que difieren entre si por
el valor numérico de la razén Mazs/Maz Un ajuste de Jos valores absolutos de los elementes de fa matriz CKM acota los valores posibles de
ta fase que viola CP v aclara [a cuestidn de cual es el esquema preferido de rompuniento de la simetria. Se obtiene asf una parametrizacién
de 1a matriz CKM de mezclas en témminos de cvatro razones de fas masas de los quarks y una fase, asi como un acuerdo excelenie con los
valores absolutos de los eiementos de la matriz CKM experimentalmenie determinados

Deseriprores. Conjugacién de carga, paridad, inversidn del tiempo y otras simetrias discretas; masas de los quarks y leptones

PACS 12.15Ft; 1130 Er; 11.30.Hv; 12 15.Hh

1. Introduction

In this paper we iy to express the entries in the Ve mixing
matrix m terms of the ratfios of the guark masses and one CP
violating phase. Qur approach is guided by the experimental
intormation o Vorwm and a desire to have a smple patlern
of flavour symmetry breaking.

2. Flavour permutational symmetry

In this section, we Ireview some previous work on the break-
ing of the permutational Ravour symmetry.

In the standard medel, analogous fermions in different
generations, say u, ¢ and ¢ or &, s and b, have completely
identical couplings to all gauge bosons of the strong, weak
and efectromagnetre interactions. Prior to the introduction
of the Higes boson and mass terms, the Lagrangian is chi-
ral and invariant with respect to any permatation of the left
and right quark fields. The ntroduction of 2 Higgs boson

and the Yukawa couplings give mass to the quarks and lep-
tons when the geuge symmetry is spontaneously broken, The
quark mass term in the Lagrangian, obtained by taking the
vacoum expecianon value of the Higps field in the quark
Higgs coupling, gives rise to quark mass matrices M(d) and
M{u),

Ly = &LM(d)dR_ + arM(u)ug+h.c. (1)

In this expression, dy r(X) and ur, g (X) denote the left
and right quark - and u-fields in the weak ot coherent ba-
s15 A number of authors [1-8} have pomted out that real-
istic quark mass matrices result from the flavour permuta-
tional symmetry 3(3)y, ¢b 8(3)x and its spontaneous or ex-
plicit breaking  The group S(3) weats three objects sym-
metrically, while the hierarchical nature of the mass matri-
ces is a consequence of the representauon structure 1 & 2 of
S(3), which treats the generations differently Under exact
S{3)L @ ${3)r symmery the mass spectrum for either up or
down quark sectors consists of one massive particle in a sin-
glet irreducible representation and 2 pair of massless parti-



258

34

cles in a doublet irreducitle representation To make explrcit
this assignment of particles o irreducible representations of
5311 2 $13)w. it will be convement to make a change of ba-
s18 from the weak basis to a symmetry adapted or heavy basis
through the unitary transformation

M =UMMALU. (2)
wherg
1 y’gﬂ‘ 1 '\./:5
U=—=|-v3 1 vz €}
V6 2 NN

In the weak basis, the mass matrix with the exact §(3)r &
S{3)p symmetry reads

m 1 11
Mig=-2(1 1 1], ey
111

where 773, denotes the mass of the third famity quark, ¢ or b
In the symmeury adapeed. or beavy basis, M3 takes the torm

[V
My =ms, [C 0 05 (5)
0 0 1

H

M. is a suinglet tensorial irreducible representatioa of
Si3L 233

To generate masses for the second family. one has 1o
reak the permutational symmetry S(3). @ S(3)r down 1o

8,21 = $(2ig This may be done addmng 2 term M7, to
NI, such that
o 3
Miw =t |0 & 3 (6
P

[P

Stll m the weak basis, the corresponding symmetry

breaking term in the Lagrangian is
1R+ 2R
7

_ +mal]
Joress (38

—~@rgae Thc 7y

dir + T
V2

5.t 1 F-
G g = 1261

L3 {'(‘AL'F__'L
SVI [ 2R
L

Notice that the symmetry breaking term depends only on
the fields [ (X} = g:(X1/v/Z and ¢5( ). Thus, the sym-
metry brezking pattern js defined by requicing o well defined
behavior ot 7z (M3, g under the excrangs of the felds
WX + X))/ V2 and g3(X). There are only two pos-
sinhities, either G (M, Jgz is symmetnic or antsy mmetric
unaer the encnange of g (X} + ¢:0.X) /2 and g3 (X}
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In tne antisymmetric breaking pattern (9], M, 1akes the
form

[
M?A“.’\ =t e a 0 . £)]
b =)
in the heavy basts M3, takes the torm
S {00 )
M= = [0 -—a 2 ()
0 242 o

)4

M7, has only one free paramerer, o, which is a measure of
the amount of mixiag of the singler and doublet wreducible
representations ot S(3%, % S(3)x.

In the symmetric breaking partern 2], M7 is given by

e o« 5
LI?S‘W =g |l & 4 (10)
303 2af
and 1n the heavy hasis M3, becomes
5 n 4] 0
a . 2Mige . 53 52
My y= 3 0 2(3a—-24 -v2Z (11)
0 —/23 3¢~ 23)

H

[n this case XDI% has two tree parameters, ¢, which is a shift
in the masses ot dw second and third tamilies, and 3. which
produces 2 rmzxng of the stuglet 2nd douolet irraduc:bie rep-
resentations

In the keavy basis the sym netny breaking pastaen 1§ usu-
aliy characienszed i terms of

go=

134/21
4y

Myl

and the 1atio

(12)

)

S22

e

{n the antisymmet/ic breaking pattern there is no shift of
the masses and Z, takas the value 8 In the svmmetric pat-
win, £y s Locontmucus paremeer Ditrerent values tor Z,
Rave been proposed i the lietature by various authors, IF
Ao shituang is aflowed (1], o O.and Z, = 1/8, Fritzsch
ard Holismanpener |71 put o = J which gives 2, = 1/2;
Z7 Xrg 10 whes Z, = C which 1s equivalent to setting
a = %3 In the absence of 2 symmelry motivaed argument
tofix the value ot Z,,, other choices are possible. In This paper,
we will loog for the best value of Z, by comparmon with the
expermmental data on the CKM m.xing maurms and the Jarl-
skog invanant

In order to give mass  the hrst family, we add another
perm MY o the mass matrx & will be assumed that M9

271908 3338
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transtorms as the mixed symmetry term of the doublet com-
plex tepsorial representation of the S(3}q,,, diagonal sub-
group of $(3)L @ S(3)x . Putting the first family in a complex
representation allows us to have a CP violating phase. Then,
in the weak basis, M7 is given by

" Al P4y  —A 1A
My = \/E ~ids -4 Ay 24 | (B
Ay +ids Ai—tds 0

In the symmetry adapted or heavy basis, M7 takes the form

0 Age™® D
Ageties 0 o). (14}
0 G 0

My =m3

Finally, adding the three mass terms, we get the mass ma-
wix Me.

3. Modified Fritzsch texture

In the heavy basis, My has a modified Pritzsch texture of the
form
0 Age™ 0
Agetide D, Bt (15}
a9 B, Cy

MR =ma,

From the sirong hierarchy in the quark masses, mg, >
Tz 3> 10y, we expect C, to be very close to unity. There-
fore, st will be convenient to introduce a smail parameter &;
through the expression

C,=1-4; (16)
The other entries in the mass matrix, namely 4,, B,, and Dy,

rnay teadily be expressed in terms of the mass ratios

My, = —+ and — {17
and the parameier 5,, Computing the invariants of MH,
tr (M), o (M3 v* and det (\Iq) from (15) and compar-
mg with the correspending expressions.in terms of the mass
eigenvalues (my, —my, M), we get

T
Al = —-—w——-ll“_ ;“, (1%)
q
B =6, (1 ~ g gy — 8y — 281 (10
1-35,
and
Dq = 511.7 - ﬁlgq + dq (20)

It each possible symmetry breaking pattern is now char-
acterrzed by the parameter Z,,

S

Z;r = 2L, ey

o

c09 Y T T T

cos | <
Vg

0or g

006 - -
005+ E
5 "
V™ 004
003 F e

Ll JE -

ool N

) 1 L . L
o 2 4 k] ] 10

FIGURE 1. The square root of the parameters &, & is shown as
fanetion of the tatio Z,. The value Z =2 5/2 which satisfies the
constraimng condition (34) may be read from the figure.

we obtain the tollowing cubic equation for &,
6q {(1 + gy — Ryg — 5q}(1 - 5q) - ‘ﬁnqﬁ?,gq}
—Z,(3 = Og)(~hgq + g +8,)° = 0. (22)

The small parameter d, in Egs. (16) and {19} is the so-
iution of (22) which vanishes when Z, vanishes. Then, the
vanishing of Z, imphies that B, = 0 and C; = 1, or equiv-
atently, there is no muking of singlet and doublet irreducible
representations ot ${3)L & 5(3)r. and the heaviest quark :n
each sector is m a pure stnglet represeatation.

In Fig 1, /&, is showr as function of Z,. It may be
seen that, as Z increases, /dg( Z4) increases with decreas-
ing curvature. For very large values of Zg, 1/8,(Z,} goes o
the asymptotic #mit 6(,." (00) = (thag — mlq)Zq’rz Hence,
5,(Z,) is a small parameter, §,{ Z,) € 1, for all values of Z,.
For farge values of Z,, say Z, > 20, §,(Z,) is not sensitive
to smalt changes in Z.

Fiom Eq. (22). we derive an approximate solution for
§,(Z,) vaiid for small values of Z, (Z; < 10). Computing in
the leading order of magnitude

8, (2,) = (23)

_ - 2
Zg (g — Tilig)
(1- ﬁlxq}(L +1n -1.?‘} + QZ,f(ﬁI-zq *—ﬁ'hq) {1 + % (ag —17214 )1

4. The CKM mixing matrix

The Hermitian mass matrix M, may be written in terms of
a real symmetric matrix Mg and a diagonal matrix of phases
P, as follows

M(Q) P M(CUP t (24)
The real symmetric matnx 1\71q may be a brought to diagonal
torm by means of ar: orthogonal transformation

wial

= UMiE 0T, (25)

Rev Mex. Fis 4482 (1998) 33-38
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where

MY =1y, diag [, —7as, 1 {26)
with subseripts 1.2,3 referring to z,c.t in the u-type sector
and L s, b 1n the d-sector Atfter the diagonalizauon of the
mass mairices MY one obtains the CKM mixing marrix as

Poron = O P90, @n
whete P~ is the dragonal marrix of the relauve phases.

Ia the hemvy basis, where M9 is given by (1351~(27),
P\u—d) is

Pt = diagfem, 1.1]. (23
& = by~ o4, and the orthogonal matix O, is given
by [11.12),
0" = 29

ETENE — (hafa/A,)
(ConE AN (Crmatjay?
\= (Tufals /00T — (s E AR

(Frathafy [ A5)T
CINEWE
(£:5:/25)

[

whers

fh=1-1, -4

o
il
—
-

Tag ~ g £y = e (30

Ay = (1= 8)(1 =iy} sy + gy

[>

(1~ ‘5(;) {1- Tt} Tz + rhlg‘) .

’

A= (=& (1 ~r1hsy) (1 ~my,). (51

From Eqs (24~30). oll entries in the § iy matrix may
be wiitten 1n terms of four mass ratos: (Ftee, Mg, g, 2,
{g iacee neg redl parameters - 3, 4y and @ = oy, - Gy The
pnase o measoees the mismarch in the Sd.,‘g{:?} symmetry
breaking 10 the u- and d-sectors. It is this phase. and con-
sequently, that mismaich, which 1s responsible for the weak
vialwion of CP,

5. The best value of Z,

Al this stage in our arguirent, a question comes naiuraily to
mind. Dess a compuarison of the theoretical ruxing mairix
VELw With the experimenally determined V5%, vive any
clug about the actaa! pattern of 3(3)y & S(3jx symmetry
brezking realized in natare 7 or phrased differently: What are
the best values for Z,, and Z,? What is the best value for o”?
Do these vajues correspont o same well defined SYRImetry
breaking pattern?

As 2 prefiminary step in the dwrection of finding an an-
swer 1o these questions, we made a x? fit of the exact ex-
pressions for the absolute value of the entres in the mxing
matrix that Is }VEE ,(§ and the Jarlskog mvariant J* 1o the
experimentally determined values of [Vophy | and J5%  We
lafl the mass ratios fixed at the valuas [13]

£, = 000002,
g = 0.0019,

. = 060317,
M = 0635,

and we lovked 10r the besi values of the three parameters
8.6, and ev. We found the toliowing results

H

Excelient fits ot simiar quatity, x? < 0 3, were ob-
tuned tor 2 continuous family of values of the param-
eters (6. )

iL- In each good qualiny fit. the best value of o was fixed
without aanbizuity.

III- The best value of o was nearly stable against large
changes in the values ot (4, 4.} which produged fits
of the sume good gua oy

IV

In all good quality tits, the ditference Vo, — v/, takes
2 same vajue

Vo=, = 0.040. 34)

These results may e undersiood 1t we netce that not all
entnies in 14y are equally sensitive to vanatons ot the dif-
ferent pacameters. Some entries. like 1/, are vEry SENSIINE 10
changes 11 & but are almost Insersitive to changes in [
while some others, ik ¥, are almost insensitive to chunges
in ¢ but depead eritically on the parameters 4, and 4o

Fiem Eas {27y (29) and (30) we ohtain

r 5
. I L - . Lo N
! LR 1T j{i~p, -4, S, =, y .
RS . K. L | i\ . g8 “1 i G5
E = 3 (e + 27} (T =171 g + 1014 | u_ (17(5(}(1_0” J
- . L - - . .o - il B N |
M, JEil~m, =8 T (1em, - 46,07 i"fI = =3 )0 21 - Ry - 4 ) |-
- = - p - - - - - . R
(1= thysohy + i) (R = m,), (1+1ha) 3 (1 =8y = 1-3, I 1 -4y ]
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[n the leading order of magnitude,

261

Substitution of [172¥P{2 for |V, and the numerical value of
the mass ratios, obtained from (32) and (34). 1 (37) gives

- = - L\ /2
« i m
Ty Bt - 22 (122 g
s e Me s T2 < xS B2 (38}
Hence,
" 'y ™ - with & mean value
Rt |l (“#‘m—)
o5 A < < ! (37 &=T7, 39
9 g M -
-'\ e | \ o in good agreement with the best vatues extracted from the
prelimmary y* fit.
! Sumilarly, V3" is geven by
Vlh - [ 7ﬁ7£ (1 + Tht - 51&) :! ‘ [ (Thdﬁq‘iad) ] e:o- + [ m\’-‘ (1 + ‘ﬁ’!.c — 6“) ] =
‘b (1~ 8) (1 + 1ig) (T + 10, (184} (2 +m,) (1~ 1hg) (1 —3u) (1 + Magd (R + TRc)

1'ﬁcém (1 - Ty — 511.)

x [(1 +ﬁzs;$cél - rhu)] - [(1 3 (1470, (B, = 7102

Theretore, in the leading order of magnitude, { V| s in-
dependent of a and given by

| Vap 12 /82 — V0w

Hence, gaod agreement with |V.3®) =~ 0.039 {13] requires
that

41

o4 = /by = 0,039

at feast for one pair of values (&, 64). As explained above,
in the preluminary x? fit to the data, it was found that (42} 15
sausfied almost exactly, not just for one pair of values of d,.
and &, but for a continuous range of values of these param-
eters in which 6, and 8y change by more than one order of
magnitede.

Therefore, Eq. (34) may be used as a constrairing condi-
tion on the possible values of (4., 44). In this way, we elim-
inate one free parameter m VAL, without sposling the good
quality of the fit.

¥ instead of taking (4., 84) as free parameters, we use the
parameters (Z,,, Z,) to characterize the pattern of symmetry
tneaking. we should write &, as function of Z; in (34) to re-
strict the possible values of (Z,,, Z4). A simple approximate
expression, vahd for § < Z; < 10, is obtamned by wriling
8.(Z,) wn the leading order of magnitude

42

Za® (7, = )
VIl 4 77,01 = mq) + 224 (s — fg)

B 2.} {the = ha)
VI B (1 = 1) + 22, (1R, — )

=004 (43)

]% [(1—md — 8} (1 +1hg — &g
(1 =682 (14 {1—thg)

o
l.@m

I
In this way, to each value of Z,, corresponds ons value of
Z4 Since Z, is sull a free parameter, 10 avoid ambiguities,
we may further assume that the up and down mass matrices
are generated following the same symmetry breaking pattern,
that is,

(44)

Conditions (34) and {44) {ix the value of Z,
The numencal computation of Z was made using the ex-
act numeancal solutions of Eq. (223 We found,

Z=35/2 (45)

The corresponding values of (§,, 84} are

&, = 0060064 8z = 0002300 . (46)

A discussion of the meaning of Z; = 5/2 m
terms of the symmeery breaking pattern ${3)L @ S(3)r 2
5{2)1. @ S(2)r and explicit expressions tor the correspand-
ing mass matnices (textures) will be published elsewhere [15}

6. Computation of Voo

Once the value of Z 15 fixed at 5/2, the theoretical expression
for the entries in V&, oblained from the exact expressions
for O, and Q4. are written 1n terms of the four mass ratios
{(1Wag. 11, Mg, 7R, and only one free parameter, namely the
CP violating phase o
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We kept the mass ratios fixed at the values given in (32}
and (33yand made a new x fitof {VERL, ) to the experimenta,
values [VZER 1 The best value of & was found to be

a=T76.77° 47
with \? = 0 28. The corresponding best vatug of ekl is
0.897331 0.22081 0.00254
[Vl = 022063 007457 003813 |, (48)
000928 0.03810 0.999231
which 1s 10 be compared with
e l= (49
(.0745 - 09760 0217~ 0.224 0 0018 - 0.0045
0.217 - 0.22¢  0.5737-0.9753  0.036 — 0.042 |,

0.004 — 0.013 0.035-0.042 09991 — 0.9994

we see that the agreement between computed and experimen-
tal values of all entries in |Vogaa| is very go0d. For the Jarl-
skog [14] invariant we found the value

J=-2138 %1075, (50)

in good agreement with current data on CP vrolation in the
K- /K° muang svstem.

7. Concluding remarks

In this work we made a2 detailed companson of the exper-

imeneally determined V5Eh, mixing marrix with a theoray-

cal Vify dertved trom quark mass marrices obtamed from
asimple scheme tor breaking the flavour permmagonal Sym-
metry. The entries in VL ave, 1o principle, functions of the
four mass ratios 1. /M, Wecfng, ma/my, and ™M/ ms, one
CP viclating phase, and two smalt parameters &, and 4. To
avold a continuous ambiguity in the numerical fitting proce-
dure, we impose a phenomenelogiczlly motvated constrain-
ing condition on the possible values ot &, ard &,. By further
assumning that the symmetry breaking pattern is the same in
both, - and d-sectors, we fix the numerncal value or'the ratic
Z = (;‘I/I_,ngggjg at 572, In this way, we arrive at an ex-
presswon for V] . wntten in ferms of the four mass ratos
oy [Ty e/ g 1 g 102y, and m, [m, and only one free pa-
sameter, namely, the CP violmting phase o, A 2 it of the
matrix of the absolute values | 'pcm,_ | to the experimenzzty
determined | V3R, | gives the best value 6f @ = 76.7° and
the value J* = —2138 x 10~ for the Jarlskag invariant,
in good agreement with experiment. The aﬂreement hetween

BX]

| Vel | ana | VEE, | is also very cood with x* =0.28,
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