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0.1 Introduccién

Al estudiar anillos y médulos, algunas clases de reticulas de clases de médulos
han sido usadas para obtener informacién acerca de la estructura interna del
anillo y de la categoria de médulos asociada a éste.

Una teorfa de torsién hereditaria se puede caracterizar por su clase de
torsién hereditaria asociada. Una clase de torsién hereditaria es una subclase

Tr de R -Mod que es cerrada bajo tomar:

1. Submdédulos
2. Cocientes (imagenes homomérficas)
3. Sumas directas

4. Extensiones.

La retfcula R-tors de teorfas de torsién hereditarias en R-Mod, ha sido
extensamente estudiada. Las propiedades de esta reticula han sido usadas
para caracterizar importantes clases de anillos y categorfas de médulos, se
pueden consultar [11] y [17] para detalles acerca de esta reticula.

Otra retfcula importante de clases de mddulos es la reticula de clases

naturales introducidas por el Profesor John Dauns en [6], que nosotros de-
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notaremos por IZ-Nat. Una clase natural es una subclase A de R -Mod que

es cerrada bajo tomar:

1. Submddulos
2. Sumas directas
3. Cépsulas inyectivas

Ademés, estas propiedades implican que una clase natural es cerrada bajo
tomar extensiones. Un ejemplo importante de clases naturales son las clases
libres de torsién hereditarias IF, asociadas a las teorfas de torsién hereditarias
ya que son cerradas bajo tomar submddulos, productos directos, cdpsulas
inyectivas y copias isomorfas.

En el primer capitulo de este trabajo, se muestran los resultados pre-
liminares que se tienen acerca de R-Nat. Entre otras cosas se caracterizan
a las clases de moédulos que representan a las clases naturales generadas por
una clase dada de médulos, al igual que se describen a los complementos y
dobles complementos de una clase natural y se demuestra que R -Nat es un
Algebra de Bool.

La primer observacién que nos llevé a relacionar las clases naturales con

las teorfas de torsién hereditarias fue el hecho de que si ¢ es un prerradical
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exacto izquierdo, entonces:
%:{MeR—Modla(M)gM}
e3

¢s una clase natural. El hecho es que toda teorfa de torsidn hereditaria tiene
también asociado un radical exacto izquierdo y todo radical es un prerradical,
por lo que dicha clase es una clase natural para cualquier o € R -tors. De
aqui obtuve los primeros teoremas nuevos para esta tesis.

Otros temas estudiados en las clases naturales son los de submédulos
de tipo y condicién TS. Aqui obtuve generalizaciones de algunos teoremas
del profesor Dauns, relacionados con las teorfas de torsidn espectrales y la
descomposicién de médulos en ellas.

En otro trabajo, ver [6], el profesor Dauns da una serie de resultados
con relacion a la descomposicién de médulos en sumas directas cuando el
modulo es singular. Aquf obtuve también generalizaciones del mismo tipo
para mdédulos que son libres de torsién de una teorfa de torsién estable, otros
para mddulos libres de torsién de una teorfa de torsién estable espectral.

Con relacién a descomponer a la reticula de las clases naturales en sumas

directas de subretfculas completas también se generalizaron los resultados
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del Profesor Dauns en (6]

La dltima parte del cap{tulo se relaciona con el cambio de anillo. En (6], el
Profesor Dauns estudia como se relacionan R— Nat y S— Nat cuando S es un
anillo cociente de R. En este trabajo estudio la misma relacién pero cuando
entre R y S existe un epimorfismo plano llegando a resultados andlogos.

En el segundo capitulo se consideran, en primer lugar, las clases cerradas
bajo submédulos denotando a esta retfcula por R-Her. Observo que esta
es una reticula completa y que, de hecho, es un Algebra de Heyting, en
particular, B-Her es una reticula complementada..

El primer Teorema en esta linea es el demostrar que R-Nat es el esqueleto
de R-Her, hecho que nos di6 la pauta de estudiar al esqueleto de R -Quot
(la reticula de clases cerradas bajo cocientes) que es también un Algebra de
Heyting, definiendo asf a las clases Conaturales que denotamos por R -Conat
como los elementos de dicho esqueleto.

El segundo Teorema importante es el hecho de que R-Conat es un Algebra
de Bool. Obtuve descripciones de la clase conatural generada por una clase
de médulos asf como del complemento y doble complemento de una clase
conatural. Ademds demuestro que si C € R -Conat, entonces C es cerrada

bajo tomar:
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1. Imégenes homomérhicas.
2. Extensiones.

3. Epimorfismos superfluos {(En particular bajo tomar cubiertas proyecti-

vas cuando las hay).

También demuestro algunas relaciones de las clases Conaturales con las
Teorfas de Torsién Hereditarias cuando las clases conaturales satisfacen al-
gunas condiciones adicionales.

Por tiltimo se ven varios ejemplos de d4tomos en R -Her, R -Quot y en
R-Conat tomando el anillo particular de los enteros Z.

Una observacién importante es que, tanto f2-Her como R-Quot no son
conjuntos, en muchos de los casos en los que se toman uniones e intersec-
ciones arbitrarias de sus elementos, sc toman sobre una clase propia y no
sobre un conjunto de fndices. Asf que las definiciones acerca de reticulas,
pseudocomplementos, esqueletos, etcétera, se toman como en conjuntos ya
que también se tienen para classes (esto es hecho en [9] y [10]).

En el tercer capitulo demuestro algunas caracterizaciones de anillos u-
sando clases naturales y conaturales. Entre ellas podemos escribir las si-

guientes:



INDICE GENERAL viii

1. Son equivalentes para un anillo R:
(a) R es semiartiniano izquierdo.
(b) Cada clase natural es una clase libre de torsién hereditaria.

(¢) La clase natural
&= {M€R~Mod|soc(M)gM}

es una clase libre de torsién hereditaria.

2. Son equivalentes para un anillo R:
(a) R es isomorfo a un producto directo finito de anillos perfectos dere-
chos, cada uno de ellos con un médulo simple salvo isomorfismo;

(b} Toda clase natural de It — Mod es una clase de torsién hereditaria.

d. Para un anillo I, las siguientes condiciones son equivalentes:
{a} R es MAX izquierdo.
(b) Toda clase conatural en R — Mod est4 generada por una familia de

R-médulos simples.

4. Para un anillo R, las siguientes condiciones son equivalentes:
{(a) R es un anillo perfecto izquierdo.

(b) R es semilocal y |R — Conat| = 2*, donde & € N es el nimero de
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clases de isomorfismo de R-médulos simples.

En todo el trabajo R denotard un anillo asociativo con elemento unitario
y B-Mod denotard a la categorfa de R-médulos izquierdos con uno. En [1],
[11], [13], [14], [17], se pueden consultar todos aquellos conceptos que no se

difinen en este trabajo.



Capitulo 1

La reticula R — Nat.

En este capftulo desarrollaremos los resultados preliminares acerca de las

clases paturales y varios de los conceptos desarrollados en torno a ellas.

Definicién 1 Sex M unae clase de mdédulos. Decimos que M es una clase

natural si:
1. M es cerrada bajo tomar submdédulos.

2. M es cerrada bajo tomar cdpsulas inyectivas,

3. M es cerrada bajo tomar sumas directas arbitrarias.

Ejemplo 2 FEstos son algunos ejemplos de clases naturales:



CAPITULO 1. LA RETICULA R — NAT. 2

1. Toda clase libre de torsién hereditaria.
2. Toda clase de torsién hereditaria estable.

3. En particular R - Mod y (0} lo son.

Recordemos que un prerradical en R-mod es un subfuntor del funtor iden-
tidad, esto es, un prerradical ¢ asigna a cada médulo M un submédulo
o (M) tal que todo homomorfismo f : M — N induce un homomorfismo
f:o(M) - o (N) por restriccién.

Por {[17], Chapter VI, Proposition 1.7] sabemos que un prerradical es e

xacto izquierdo si y s6lo si (N < M implica que ¢ (N) = ¢ (M) N N).

Proposicién 3 Sea o un prerradical exacto izquierdo, entonces:
N, = {MER—Modla(M)gM}
c4

es una clase natural.

Demostracién. (2} En general, sabemos que si0 # N< My LC M ,
es
entonces LN N C N. Y, de la hipétesis, que o(N) = ¢(M)N N. Por lo
tanto, si ¢(M) C M tenemos que o(N) C N, es decir, M, es cerrada bajo
€3 €8

tomar submddulos.
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(b) Sea {M,},cx una familia de R — médulos en M, y M = P M,,
aeX

entonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

e(M,) 2 M,
c | = < |

o(M)= Bo(M,) = PM, =M

acX 1 aeX

ya que ¢ preserva sumas directas.
Por lo tanto M, es cerrada bajo tomar sumas directas

(¢) Sea M tal que o(M) g M, entonces tenemos el siguiente diagrama

conmutativo:

M = E(M)
T C T C

a(M) < o(E(M))

del que vemos que o(F(M)) C E(M).
s
..M, es cerrada bajo tomar cdpsulas inyectivas. m
¢ Denotamos por B — Nat a la coleccién de todas las clases naturales de

R —modulos. En la siguiente seccién observaremos que R — Nat es de hecho
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un conjunto.

1.1 La estructura de reticula de R — Nat.

Empezaremos nuestro estudio con el siguiente:

Lema 4 Sea {M;},., una familia de R — modulos y M = @PM;. 50 #
i€X
N < M entonces existen 0 # Ny < N y0# L < M; para alguna j € X,

tales que N; & L.

Demostracién. Sea M = § M; como en el enunciado.
ex
Sean0#A#N<My0#z€eN.
Entonces Rz < N < M yx =z+3+...+zaconx; € M; (i =1,2,...,n).
Primero supongamos que x = x; + xp, como la suma es directa, sir € R

entoncesrz = 04> rz; = OArz; = 0y porlotanto (0 : ) = (0: 2,)N(0 : x,).

Sirz; =0 ray; =0 se tiene que (0: z) = (0: z;) y asf

R R
Rz 0:2) " ©0:21) Rzy < M,.

Ahora, si30 #r € Htal que rz; =0 Arxy# 0 entonces 0 # rx =rzp €

M; Por lo tanto 00 # R(rz) < MpN N,
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Ahora, procedemos por induccién sobre r.

Sire; =0 raz; =0Vi# j entonces Rz = Rr; < M; (i=1,2,..,n)

Si no, entonces existen i # j y 0 # r € R tales que rz; # 0y rz; = 0,
entonces R{rz) < ¢BM; y de la hipétesis de induccién se tiene el resultado.

i#j
]

Del siguiente lema podemos decir que R— Nat tiene estructura de reticula

completa.

Lema 5 Sea {M},cx una familia de clases naturales, entonces [ M; es una
iex
clase natural. =

Definicién 6 Con base en lo anterior, definimos un orden parcial en R— Nat

de la siguiente manera:
MMM TN

Y para una femilia {N,}, ., de clases naturales

A= R \/ M= <L£g(a>;

aGCX acX acX

donde <U ‘J’tn> denota la clase natural generada por |JMN,.
nC X acX
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Ahora definiremos dos operadores € y ® que jugardn un papel importante

en el estudio de las clases naturales;
Definicién 7 Dada § una subclase de R — médulos definimos:
1L Dy={M|VO£AN<MIAFcFAV£K <FAK— N}

2 € ={M|V¥0#N<M,IN— FVFegF}.

Proposicién 8 D; y €; son clases naturales, ademds D; = (F} (lo clase

natural generada por §).

Demostracidn. Primero veamos que €3 € R — Nat.

(a)Sean M € €3, y0# N < M,si Ny — F € Fparaalgana0 # Ny < N
entonces M ¢ @3?

Por lo tanto NV € €3 y en consecuencia &y os cerrada bajo submédulos.

(b) Sean M € Ty, y E(M) la cdpsula inyectiva de M, si My — F € §
para alguna 0 # M, < E(M), entonces 0 £ My N M — M; — F. por lo
tanto M ¢ GZ;Y

En consecuencia €; es cerrada bajo capsulas inyectivas.

(c) Sea {M;},cx una familia de R~ médulosen Fy 04 N < @M, tal

i€X
que N — F' € § entonces, por el Lema 4 existen 0 # N, < N y M; < M;
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para alguna j € X tales que

ngMl Gy Mj

1 € l <

N — DM
exX

| mono

F

y por lo tanto M; ¢ Cs?
Asi € es cerrada bajo sumas directas y por lo tanto es una clase natural.
Un argumento similar demuestra que Dz es también una clase natural.
Veamos que Dz = (F).
1) Es claro que si F' € § entonces F € Dy.
2) Sea M € R~ Nat tal que FC Ny M € D;3. Por demostrar que
Mem

Observemos que M € D3 = K € My K ~ M ya que
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V 0#AN — M
3 1
0£K < Fefcn
L Kem

Por el lema de Zorn existe una familia independiente maxima {K,} ., de
submédulos de M con la propiedad de que cada K, € 91. Y en consecuencia

GB},KC.G‘.TL y DKo— Mporlotanto M € M. Yasi Dz <7 m
aE 34 et

Corolario 9 Para una familia {N.} . de clases naturales

VM= <U ma> =Dy, @

acX a€X aEX

Definicién 10 Sea § una clase de R—mddulos. Denotamos por § a la clase
de todos los mddulos isomorfos a un submddulo de algin elemento de §.

También denotamos por (F) a la clase natural generada por .

Lema 11 FEn la situacidon anterior se tiene:

jed es

1. (3)={M€R—Mod|HBMNjes,jEM@Png}.
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2. (3)={MeR—ModIEINjes,jeJAEIMHE(@Nj)}

jed

3. =@ ={MecR-Mod|VO#AN<MIALINLeF}

Demostracién. Como hemos visto:

B ={MeR-Mud|VO£N<MIN£LFecFA£K<FAK— N}

(3) Es claro que (§) < (§> Sea N € (;’F:), entonces existe:

w — N
T mono
Ve — V VejF

VEF=V T CUEeF, por lo tanto existe:

w — N
T mono =V,
T — T Teg 3

. N e (%). Lo restante es f4cil de ver,
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(1) Sea U el lado derecho de la igualdad.
(2)Sea M €U y0# N < M. Entonces tenemos que N N GBJP, #£0y
J€

por lotanto 0 £ N, < Ny k € J tales que Py = B = N, » P> Ny

Sea ¢ : Ny = N el monomorfismo anterior, entonces existe:

N — M
T mono

N 2 (M) = N, €F

S Me(®.
(C) Sea 0 # M € (F), entonces AN € Fy 0% P, > Nycon P < M.
Sea {P,},cx una familia independiente méxima de submédulos de M tal
que Py »» N, € §, Vo € X. Entonces € P, C M y por lo tanto M € .

acX es

(2}El lado derecho de (2) satisface la Definicién 1(1) y (3) y el diagrama

E(M)

1T € \. mono

0 - M — E(@Nj)

Jed
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muestra que es cerrado bajo tomar cdpsulas inyectivas. Asf que es una clase
natural,
Por otra parte, si llamamos 2 a esta clase natural, claramente (F) < 2

¥ la otra inclusién se tiene porque VM € A, M — E (EBNJ), como cada
=Y
jeJ

N;e§, E (@Nj) también y asf M € (F). =

Corolario 12 De la Definicidn 7 y el Lema 11(1) podemos concluir que:

\/ 9t = {MER—MMIB@NQQM,NQE‘JTa,VQEX} .
acX acx

Corolario 13 Para cualquier familia de médulos { Ny} ey

(@Na> =V (Vo)

aeX o X

Demostracién. Sea M = @ N,. Como N, < M, (N,) < (M) . Asi que
acX

V (V2 < ()

acX

En el Lema 11, tomamos M, = No < M y tomamos § = {{Na)}oey -

Entonces se tiene que €D M, C M (de hecho son iguales). Por lo tanto
aEX es
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Me Vi =
a€X

Proposicién 14 5i M. es una clase natural, entonces €n es un seudocom-

plemento, que denotaremos por ML, de M en R — Nat.

Demostracidn.

Cn={M € R~ Mod | YO # N < M,AN — F,YF € M}

por la Definicién 7.
Claramente €x A Tt = (0). Sea £ € R — Nat tal que £A 9 = (0) y sea
Me £, si M ¢ €y entonces 30 £ N < M tal que N € 9. Por lo tanto

NeEMAL=(D) V. AMi M€y £<Cy. W

Observacién 15 Note que en la Proposicion 14 como M es una clase natu-

ral, entonces

M =Cr={McR-Mod|VOEFN<MN¢gN} m

Teorema 16 R ~ nat es un digebra de Bool completa (ast que ML es el

complemento de M en R — nat) y tiene las siguientes propiedades:

1.0=(0)y1=R- Mod.
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2.9 <9 = M <Nt
3. ()t =m
4. AN =0, vt = 1.

Demostracién. Es claro que 0 = (0) y que 1 = R — Mod.
Supongamos que M; < MNy. Sea M € ‘)’ti,L, entonces V0 # N < M, AN —
K,YK € My, en particular AN »— K,VK € My - M € Nt v se tiene 2.

Como 91 es clase natural, tenemos que:

N = {M € R— Mod |YO# N < M,N ¢ 0}

(C) Sea 0 # M € (ML) entonces M ¢ L y por lo tanto existe un
submddulo distinto de cero N* de N tal que N’ € M.

Sea{N,},cx una familia independiente méxima de submédulos de N que
pertenecen a M, entonces Ee]?(Na eMNy %Na g N, por lo tanto N € M.
Asf que (ML)t <

(2) Sea 0 # M € M\ (ML) entonces 30 # N < My L € ML tal
que N — L, por lo tanto N € 9+ NN = 0VAsf que M € (M) y en

consecuencia (M+)+ =N

Como es claro que A NL = 0, veamos que MV NL = 1.
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Sea0£ M e R~ Mod. SiYO# N < M, N ¢ M entonces M € N+
y por lo tanto en MV N, asf que podemos suponer que hay un submédulo
distinto de cero N de M tal que N & 9 entonces sea { N}, o, una familia
independiente maxima de dichos submdédulos tales que cada uno estd en M,

Tomamos € N, € M y C un seudocomplemento de g N, en M.

acX acX
S5iC = 0 entonces @ N, C M = M € 9. Asl que supongamos que

a€X e
C#0.
C € M* ya que, de lo contrario, existirfa un submédulo distinto de cero
C; de C y un monomorfismo € »— K para alguna K € M. Por lo tanto C}
serfa un elemento de My {Na},cx U {C1} seria una familia independiente,

llegando a una contradiccién.

En consecuencia

(@Na) dCemvnt=Mecnvn

acX

Para finalizar, demostraremos que R — Nat es distributiva.

Sean Ty, My, My € R — Nat. Siempre se tiene la desigualdad:

(‘ﬁ, A mg) \% ("311 A ‘3’13) < ‘.Yll A (‘312 A% ‘713)
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Veamos la otra: Sea 0# M € 9 A (9, V ).

Del Corolario 12 y el inciso 4 sabemos que existen U,V < M tales que
UV %M con U € My y V € M. En consecuencia U € M, A Ny,

Por otra parte, tenemos que V € My VM3, Veamos que V € M.

Sea 0# H <V, entonces 30 # L; € My U My tal que:
Lim HSVeNy = L ¢ 9 asique L € My

LV e = (91,;) ¥y en consecuencia V & 9, ANy,

L Me (‘J’(l A ’)12) A (‘ﬁl A m;;) [ ]

Proposicién 17 Seqa ¢ un prerradical eracto izquierdo, sabemos que
%:{MGR-MOMU(M)QM}
es
es una clase natural (Vea la Proposicion 3). Entonces

Nt ={Mc R- Mod|a(M)=0}
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Demostracién. Sea £ = {M € R - Mod | ¢(M) =0}. De la Proposi-

ci6n 15 sabemos que
My ={M € R— Mod {¥Y0 # N < M,c{N) no es esencial en N}

Sea M € M}, entonces o(M) no es esencial en M. Supongamos que a(M) #

0, entonces o (o(M)} = o(M), por lo que ¢ (¢(M)) C o{M) contradiciendo
es

la hipétesis. Asf que o(M) = 0.

Por lo tanto M C £. La otra inclusién es clara. =
Corolario 18 Sca Ot € R — Nat. Son equivalentes:

1. 9 es cerrada bajo tomar productos.

2. Existe un prerradical exacto izquierdo & tal que M, = Nt

Demostracién. {1 = 2) Por 1, 9 es una clase libre de torsién hereditaria
y por lo tanto [[17], Chapter VI, Proposition 3.1} existe un radical exacto

izquierdo ¢ tal que su clase libre de torsién asociada
Fo={M e R—Mod|o(M)=0}

es igual a M. Asf que M =N, por la Proposicién 17.
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2=1Ssi
%={MeR—Mod[a(M)%0}=ml,
entonces
N =F,={McR—-—Mod|oc(M)=0}=n=m

Asf que M es una clase libre de pretorsién y por lo tanto cerrada bajo tomar
productos. &

Recordemos que una teorfa de torsién hereditaria en R-Mod es estable
si la clase de mddnlos de torsién es cerrada bajo cdpsulas inyectivas o si
se cumple cualquiera de las condiciones equivalentes en [[17], Chapter VI,

Proposition 7.1].

Corolario 19 Sez 7 € R — tors. Son equivalentes:
1. T es estable.
2. El complemento de T, en R — Nat es F..

Demostracién. Es una consecuencia inmediata de la Proposicién 17 y

del hecho que T, es una clase natural si y s6lo si T es estable. w
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También podemos demostrar la siguiente:
Proposicién 20 Toda clase natural es cerrada bajo extensiones.

Demostracién. Sea M € R — Nat. Entonces M = £+ donde £ = ML,

Scao_,N._,M—»i‘N’-—»Oexacta,COnNEmy:\VIEm

Si M ¢ 9 entonces 30 £ N, < M talque Ny — L€ £ Como N eM,

N N N; = 0. Por lo tanto existe:

O—;N——PM-—»% - 0

T /" mone
M

.

Corolario 21 Sea M € R — Nat. Son equivalenies:
1. 91 es cerrada bajo tomar cocientes.
2. 9t es cerrada bajo tomar productos.

Demostracién. (1 = 2} Como M es cerrada bajo tomar cocientes, os

una clase de torsién hereditaria estable ya que es cerrada bajo extensiones
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por la Proposicidn 20. Asi que F, = M' (donde 7 es el radical exacto
izquierdo asociado a M) por el Corolario 19 y por lo tanto cerrada bajo
tomar productos.

{2 = 1) Como M+ es cerrada bajo tomar productos, es una clase libre de
torsion hereditaria, Asf que Mt = F, para algin 7 radical exacto izquierdo.
Por lo tanto M = ML = T, por la Proposicién 17 y en consecuencia cerrada
bajo tomar cocientes. m

Denotaremos por £(R) a la reticula de ideales izquierdos de R.

Definicién 22 Dada M € R— Nat definimos Hy(R) C £(R), de la siguiente

manera: Hp(R) = {I < R| & em}.

Proposicién 23 La asignacién

f: R—Nat — p(£(R))

donde p(L(R)) es el conjunto potencia de £(R), es inyectiva.

Demostracién. Supongamos que Hn(R) = Hg(R) para™, £ € R—Nat.

Sea M € M. Podemos hacer € = ' donde § = £L.
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S1 M ¢ £ entonces existe un submédulo distinto de cero, N, de M tal
que NV € §, en particular uno ciclico, Bx con 0 # z € N, pero se tiene que

E(TRI) €EF=(0:2)¢ He(R).

Por otra parte, M e M= Rz e M= (0:1) € Hm(R)Y

Por lo tanto M C £. Andlogamente £CN. w
Definicién 24 2% C £(R) se llama conjunto natural si:

LIed, JeA=1InJedt

2 Ted=(MreR (I:a)e).

3 1¢UA= (AJ <R talquel GIA(T:a)¢AVae J\ I
Proposicién 25 Son equivalentes para A C £(R).

1. A = Hn(R) para alguna M € R~ Nat.

2. Aesun Con.junto natural.

Demostracién. (1 = 2) Del hecho de que

n R R R Ra+1

~| =

podemos concluir que I 1 J y (7 : @) estdn en Hx(R), si I, J € Hxn(R).



CAPITULO 1. LA RETICULA R~ NAT. 21
Sea I ¢ Hn(R), entonces £ ¢ 9. Tomamos 9 = § donde § = N

Entonces 30 # § C &, tal que 4 € §. Sea a € J\ /, entonces

R Ra+1i RBa+1 _J
= € 3-1 c - +
({:a) i 1 I
por lo tanto (I : a) ¢ Hu(R).
(2=>1)Sea A={MeR—Mod|(D:2) € ¥z € M}, entonces & es
una clase natural. En cfecto, claramente es cerrada bajo tomar submédulos.

Sea M = @M, talquecada M, € Ry z) + ...+ 2=z € M con z; € M,,
acX

entonces (0: z) = (0 : x;), como cada {0 : z;} € U, se tiene que (0 : ) € A.
i=1

Por ultimo, supongamos que existe M € Ry z € E(M) con (0 : z) ¢ 2L

Entonces 3J < Rtalque (0:2) G Jy {((0:z):a) ¢ AYa € J\ (0: z). Sea

Y < Rz tal que

J
Oz;éYE(O—:E)-yO#erﬂM#(O),

entonces
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para alguna e € J\ (0 : x).
Como((0:z):a) ¢ Aentonces (0:y) ¢ A AsiqueYNM ¢ R=> M ¢ &
Para finalizar, veamos que A = Hy(R).

En esta situacién

eﬁ}={153|\ﬁe£},(ﬁ:f)em}

~|=

R R -
I ¢ Hm(R)ﬁTEﬁﬁEGT,(O:E)GQI

e (I:r)edVze Re e

Corolario 26 R — Nat es un conjunio. m

Definicién 27 Un R—mddulo distinto de cero M, se llama atémico si para

cualquier submddulo distinto de cero N, (M) = (N).
Observacidn 28 M € R—Mod es atomico < (M) es un dtomo en R— Nat.

Demostracidén. (<=) Es clara.
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(=) Sean 0 # M < (M) y 0 # N € 9, entonces N € (M) y IN; »» N
con Ny < M. Entonces tenemos que N < (M) = (N} < (N} < M. Por lo

tanto (M} es un dtomoen R — Nat. m

Proposicién 29 M € R— Mod es atomico <> para cualquier par de submd-
dulos distintos de cero, Ny y Na, ezisten 0 # P, < Ny y 0 # Py < N, tales

que Py = P,

Demostracién. (=) Sean N; y N; submdédulos distintos de cero de M.
Entonces (N} = (Vo) asf que Ny € (Ny) y 30 # P, < N, tal que P, 2 Ni.
Hacemos P, = 8(P) & P, y obtenemos la conclu;sién.

(¢) Sean N; y N, submddulos distintos de cero de M. Demostraremos
que {N1) = (N,). Basta demostrar que N; € (Ny)

Sean 0 #AL< N y0#P, <Ly0# P <N, tales que P, = P,

~ Entonces tenemos el siguiente diagrama:



CAPITULO 1. LA RETICULA R~ NAT. 24

0£L <« N
c1
pl
=7
P — N

Por lo tanto Ny € (N,}. =
Ejemplo 30 Veamos un poco de la estructura de reitcula de Z — Nat.

Cada grupo abeliano Z, genera un dtomo de la reticula ya que es un
campo. Como cada nZ es isomorfo a Z como Z — mddulos, tenemos que Z es
atémico. Por otra parte, si G cs un grupo abeliano, entonces siempre incluye
una copia de algiin Z, o una copia de Z, por lo tanto, {(Z) , {Zp}per} donde
P dencta el conjunto de los niimeros primos positivos, son todos los dtomos
de Z — Nat.

Ahora bien, es facil ver que la clase de los Z--mddulos de torsion,T, es una
clase natural; de hecho es la clase de torsién de la teoria de torsién de Goldie

{que es estable) y como cada Z, es de torsién, \/ (Z,) < T. Recfprocamente
pe®
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todo Z — médulo de torsién incluye una copia de algin Zy, por lo tanto

v (Zp) =T
peP
SiF denota la clase de los Z —médulos libres de torsién, entonces F = (Z)

y se tiene que F VvV T=Z — Mod por la observacién de arriba.

Los demds puntos de la retfcula quedan en términos de estas. m

1.2 Submdédulos de Tipo.

SeaMMe€ R—Naty M € R — Mod, como (0) < M y 0 € |, la familia
de los submédulos de M que estdn en M es no vacfa y por el lema de Zorn,
podemos tomar una familia independiente maxima {N;},;, de submédulos
de M, con la propiedad de que cada NN; € M.

Tomamos N = E(BN;) N M, entonces N € N.
i€l

Observacién 31 N < M € R — Mod es esencialmente cerrado en M <

N = MNE donde E es un sumando direcio de E(M).

Demostracién. (=) Tenemos que N < M y N C E(N). Por lo tanto
NCMNE(N)XE(N)y NCMNE(N) <M. Como N es cerrado en M,
N = M N E(N). Ademés, E(N} es un sumando de E(M).

(¢=)Sea NC L < M con N = MNE y E un sumando directo de E(M).
es
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E{MNE) = E(L) y tenemnos que E(L) = BE(M NE) < BE(M)N E(E) =
E(M)NnE < E. Asi que, (L%E(L) <E)ysL=LNM<ELNM<
ENM=N.Porlotanto L= N y N es esencialmente cerrado en M. ®
De esta observacién podemos concluir que N = E(Q?N,-) NM, construido
ie
como arriba, es un submédulo esencialmente cerrado de M que, ademés, est4

en M,

Lema 32 SeaM € R—Nat y M € R— Mod. Entonces eriste un submddulo

N de M, mézximo con la propiedad de que N € M.

Demostracién. Sea N = E(QN;) N M, como arriba, que es esencial-
il
mente cerrado en M y pertenece a .
Supongamos que N £ L < M con L € M, entonces N no es esencial en

L y por lo tanto existe un submédulo Ly de L, tal que LiNnN =0y L; € M.

Asi que {L;} U {N;},., es independiente V m

Definicién 33 S5i N < M € R~ Mod es mdzimo con la propiedad de que
N €N € R - Nat, decimos que es un submddulo de tipo de M, de tipo M, y

lo denotamos por N <; M.

Observacién 34 Si N <; M, entonces N es un complemento en M (esen-

cialmente cerrado en M ).
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Demostracién. Si A es seudocomplemento de N en M v B es sendo-
complemento de A tal que N < B, entonces N € B. Asf que B € 91, Por lo
es8

tanto B=N. m

Ejemplo 35 Los siguientes son ejemplos de submddulos de tipo:
a)YM € R — Mod, (0) <, M de tipo M = 0.

b)VM € R— Mod, M <, M de tipo M = (M) .

Definicién 36 Decimos que dos médulos son ortogonales st no tienen submd-

dulos isomorfos distintos de cero y lo denotamos por My LM,.

Observacién 37 i K es un complemento de L y L es un complemento de

M, entonces K es un complemento de M.

Demostracién. Sea K seudocomplemento de K, en L, y L sendocom-
plemento de L, en M.

Entonces K N (Ky+ L;) = 0. Sea C un seudocomplemento de K, + L,
en M con K < C.

Tomemos D = LN(C + L,), entonces K < D< Ly DN K, = 0. Por lo
tanto K = D y esto implica que (C+ L) NL; = 0. Asfque C+ L = L lo

que implica que C < L. .C' = K y K es complemento de M. =

Lema 38 Sean M € R— Mod y N, P < M, entonces:
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1. M es atémico < (0) y M son los vnicos submédulos de tipo de M.
2. N<¢ M = N es de tipo (N).

3. 8i N <, M entonces (NN P =0& NLP).

4, SiNS;MyN%P,entoncesN:P.

3. SINLPy N@® P C M, entonces cualquier seudocomplemento X, de

Nen M con P < N es un submédulo de tipo de M,
6. SiN <, M y P es un seudocomplemento de N en M, entonces P <, M.

7. Sea X = @ X; una suma directa de submédulos de tipo de M, entonces
i€l
cualquier cerradura esencial X° de X en M es un submédulo de tipo

de M.
8. SiPL Ny N <, M, entonces P <, M.

Demostracién. (1} (=) Sea 0 # N < M. Si N € N, como (M) =
(N} < M,entonces M € N,

(«<=)Si0# N <M, como N € (N), se tiene,de la hipétesis, que M €
{N). Por lo tanto (M) = (N).

(2) Si N <, M entonces existe 9t € R — Nat tal que N es m#ximo con

la propiedad de cstar en M. Supongamos que N < Ny < M con Ny € (N)

b
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entonces (N) = (N;). Porlo tanto Ny e Myaque Ne (N <O " Ny =N
y N es de tipo (N).

(3) Supongamos que N <, M entonces existe M € R — Nat tal que N es
méaximo con la propiedad de estar en N,

(=) 8i NN P = 0 entonces P ¢ M por la maximalidad de N. Por lo
tanto V0 # P, < P, P, ¢ 9. Esto significa que P € ML, Asf que N y P no
tienen submédulos isomorfos.

(¢=) Es claro.

(4) Es claro de la definicién de submédulo de tipo y de la cerradura bajo
extensiones esenciales de las clases naturales.

(5) Sean NLPy NP 5 M y X un seudocomplemento de N en M con
P < X. Veamos que X <; M de tipo (X).

Supongamos que X £ Y < M con ¥ € {X). Entonces, por la maxi-
malidad de X, Y NN # 0. Como Y € (X}, Y N N € {X) y por lo tanto
existen 0 £ Y]y Xy talesque N> YNN>Y, 2 X, < X. SiXiNP#0
entonces P > X,NP =Y, < Y] < N para alguna Y,, pero N1P \.7 Asf que
XN P =0.(I) Por otro lado, comoN@P%MyN@PSNEBXSM,
N@P%N@X. SeazeX=>ar=0+ze NOX asiqueexiste 0 6 r € R

talque 0 #rz =0+rx € N®P=rze P. Porlo tanto P C X. (I]).
es
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2 (I) y (II) nos llevan a una contradiccién. Asf que ¥ = X.

(6) Es una consecuencia de (3) y (5). |

{7} Sean X = @IX,- una suma directa de submoédulos de tipo de M, X¢

i€
cualquier cerradura esencial de X en M y Y un seudocomplemento de X¢ en
M. Entonces, por (3} X;LY Vie I,

Por lo tanto X°1Y. En efecto, S X¢ > X, =2 Y; < Y, entonces X, =
X1NX #0, por el Lema 4, existen Xy > X3 = X, < X; con X3 # 0, para
alguna 7 € I, pero X; 1Y Y.?

Por otra parte, Y es seudocomnplemento de X en M ya que X % X°¢. Por
lo tanto tenemos que X LY y X &Y % M y X*¢ scudocomplemento de de V'
tal que X < X°. Asf que, por (5), X°¢ <, M.

(8) Supongamos que P <, Ny N <, M.

Sean N} seudocomplemento de N en M y P, seudocomplemento de £ en
N.

Entonces P+ Ny = PN, y PN(P, & N,)=0. Por (3) PLP,y NLN,.
Por lo tanto PLP, & N;.

Por la observacién anterior, P es un complemento de M. Y como

((PEBPLEN)A (N@ngM)) = P& P &N CM
es es es
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de (7} se concluye que P <, M. m

1.3 Condicién (T'S).

Definicién 39 Decimos que un R — médulo es un médulo — T'S si todo

submddulo de lipo de M es un sumande directo.

Ejemplo 40 Los siguientes son ejemplos de médulos T'S:
a) Todo mddulo atémico es un mddulo-TS,

b) Todo mddulo extendido y todo médulo casi-continuo es TS,

Lema 41 Si M es un mddulo-TS, también lo es cualquier submédulo de tipo

de M.

Demostracién. Supongamos que M es TS ysea N <, M , entonces IV
es un sumando de M. 8i N} <, N por el Lema 38(8) N; <, M. Asf que N,
es un sumando de M, es decir, AL < M tal que N, @ L = M.

Por la ley modular tenemos que N = NN(N, @ L) = N, @ (NNL)ya
que LONN;=0= NN (NNL)=0. Asf que N, es un sumando de N. Por

lotanto Nes TS. m

Lema 42 Sea M = M, & M,. Si M, es M, -inyectivo, entonces para todo

N < M tal que NNM,y = 0, existe N; SMitdqueM=N&M yN<N,.
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Demostracién. Sea N, seudocomplemento de M, en M, tal que N <
Ni.

Tomamos P, y P, las proyecciones de My @ M, en M, y M, respectiva-
mente.

Entonces N, ik M), la restriccion de P, a N, es mono. En efecto, si
Ty +x2 =n € Ny ysi P(n) = 0, entonces z; = 0. Por lo tanto n €
My Ny =0, Asf que n = 0.

Ahora bien, P fy,= 0 = Ny < M; = N, = M|. Asi que podemos
suponer que P |y, # 0.

En esta situacién tenemos que existe el siguiente diagrama conmutativo:

0 B 4 N] — M]

Pl =/Ff

M,

ya que My es M -inyectivo.

Sean A= {2+ f(z} | z € M} y n € Ny, entonces n = 2, + 25 (z; € M;),
por lo tanto, x; + f(z)) = z; + 22 = n. Asf que N} C A.

Ahora bien, si z + f(z) € AN M, (z € M,), entonces z + f(z) = my =

Z=1H2—f(2)€MzﬂM]=0.
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Porlotanto z = 0 = f(2) =0 = ANM; =0 = A = N, por la
maximalidad de N;.
Seam € M, entonces m = m; +my y m = (m, + Fm))+(mg — f(my)),
donde (m; + f(m;)) € Ny y (m2 — f(ms)) € M.

Porlotanto M = N, O M,. m

Observacidn 43 SiM =N L yM =N@ K, entonces L= K,

Demostracién. Como tenemos que paratodale L, l=n+kec N@ K ,

podemos definir el homomorfismo

yv: L - K

! - Lk dondel=n+k

que resulta ser un isomorfismo, =

Observacién 44 Sio es una teoria de torsicn hereditaria estable, entonces

t, (M) <, M.

Demostracién. Veamos que ¢, (M) <, M de tipo {ta(M)).
Sea L < M tal que £, (M) £ L < M con L € {t,(M)). Como & es estable,

1, (M) es esencialmente cerrado en M. Por lo tanto existe 0 # Ly < L tal
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que Ly Nig(M) = 0. Asique L; € t,(M) C T, (la clase de torsion de o).
Por lo tanto L; < t,(M) V.

S ta(M) <¢ M de tipo {t,(M)). m

Teorema 45 Sea o una teorta de torsién hereditaria estable, entonces M
es un mdodulo-TS si y sélo si M = t,(M) @ N donde t,(M) y N son TS y

t-(M) es N-inyectivo.

Demostracién. (=) Como t,{M) es un submédulo de tipo de M, de
la hipétesis, se tiene que M = t,(M) @ N para alguna N < M. Entonces
N <, M y por el Lema 41, t,{(M) ¥ N son médulos-TS.

Sea f : X — t,(M) homomorfismodonde X < NyY = {x — f(z) |z € X}.
EntoncesY < M y Y Nt (M) =0.

Sea Y; seudocomplemento de ¢, (M) en M tal que Y < Y, entonces por
el Lema 38 Yy <, M, asf queexiste V< M talque M =Y, @ V.

Como (Y1) = 0, se tiene que t,{M) = o(V). Por lo tanto V = V;, @
to(M) = M={(Y) & W) Dt,(M).

Sea 7 la proyeccién candnica de M = (¥; © V) @ t,(M) en £,(M). En-
tonces 7 |y extiende a f.

En efecto, sea z € X entonces = — f(z) € Y C V] y se tiene que n(z) —

flz) =n(@)—n(f(2)} = n(z— f(z)) = 0. Por lo tanto n(z) = f(z) Vz € X.
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En consecuencia t,(M) es N-inyectivo.

(<) Sea X <, M. Como a(X) <, X, se tiene que o(X) <, M. Por lo
tanto o(X) <, t,(M).

Como ¢, (M) es TS, o(X) es un sumando directo de £, (M) y como por
hipétesis, ¢;(M) es un sumando directo de M, se tiene que o(X) es un
sumando directo de M. Entonces ¢(X) es un sumando directo de X (por la
ley modular).

Supongamos que X = ¢{X) &Y. Como o(¥) = 0, se tiene que ¥ N
ts(M) = 0. Por lo tanto, por el Lema 42, tenemos que M = Y, & &, (M)
para alguna ) < M, con Y < Y;. Notemos que Y <, X lo que implica que
Y <, M. Por lotanto ¥ <, ;.

Por la Observacidn 43, tenemos que Y; 2 N. Como N es TS, Y; 1o es.
Asf que Y es un sumando directo de Y.

" Como YI=Y®Lyt,(M)=0(X)®Q para algunas L y @, tenemos que
M=tM)eYi=(c(X)eQ)d(YBL)=(Y®o(X)®(Q&L). Porlo

tanto X =Y @ o(X) es un sumando directo de M. Asi que M es TS. m

¢ Recordamos que si ¢ es una teorfa de torsi6n hereditaria, M € R— Mod

y N < M, entonces:

1. N%aﬁdensoenMsi%esdea—torsién.
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2. Neso —puroen M si & es libre de ¢ — forsisn.
3. M es g — cerrado si es @ — inyectivo y libre de o — torsion

St o es una teorfa de torsién hereditaria, denotamos { R, o)—Mod a la clase
de los R~ médulos o — cerrados. Entonces (R, o) — Mod es una categorfa de
Grothendieck. Una categorfa de Gritthendieck es espectral si cada sucesion

exacta corta se escinde.

Definicién 46 ¢ € R -~ tors se llama espectral si (R,0) — Mod es una

categoria espectral,

Para lo siguiente utilizaremos el siguiente resultado conocido: [{2], Propo-

sition 1.1)

Proposicién 47 Sea M € R— Mod y 0 € R — tors. Las siquientes condi-

ciones son equivalentes:
1. o cs espectral.
2. 8i M es o — cerrado, entonces M es inyectivo.

3. 51 M es libre de o — torsion y N es un submédulo de M, entonces N

es ¢ — denso en M si y sdlo si N es esencial en M.
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4. Si M es o —cerradoy N es un submédulo de M, entonces N es o —pure

en M siy solo si N es un sumando directo de M. m

Lema 48 Sean ¢ una teorta de torsidn hereditaria espectral y M un R -
mdédulo libre de o — torsién, entonces cualquicr submddulo N de M tiene

una tinica cerradura esencial.

Demostracién. Sea M libre de o — torsién y 0 £ N < M.

Supongamos que N g L<MyN g K<M A_ﬁrmam‘os que N % L+ K.

En efecto, si no fuera cierta la afirmacién, existirfa un submaédulo distinto
de cero U, de L+ K tal que (L+ K)NU = 0.

Por lo tanto el morfismo

U — LK
N
r — I

es un monomorfismo. Pero, por la proposicién anterior, —.,’q ¥ % son de o —

torsién. Asf tenemos que

n£EB d torsis
N NOR e ¢ — torsién.

Por lo tanto QNLK es de o — torsidn y en consecuencia I lo es.
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Por otra parte, U es libre de ¢ — torsidn ya que es submédulo de M que
loes. Asique U =0V
Por lo antes demostrado, no puede haber mds de una cerradura esencial

para un submdéduio de M. =

Corolario 49 En la situacion del lema anterior M tiene un inico submddulo

My <. M, de tipo MVYN € R — Nat.

Demostracién. Sea M € F, donde o es una teorfa de torsién hereditaria
espectral, y sca My = 3 {V < M | V € M}. Veamos que My € N.

Basta demostrar que si Vi, Vo < M tales que V|, V, € N, entonces
i+, e,

| Sean €1 y Cp <; M tales que V; < C; (i = 1,2).

1) SiCiNCy =0, entonces C1+C; = C,&C, € M. Asf que VigV, e M.

2) Supongamos que D = C, N C, # 0.

a) Si D e_C; CiyD % Cy, entonces la cerradura esencial C (lema anterior)
de D en M incluye a Cy y a Cy. Por lo tanto C; +C, C C yCeMm Porlo
tanto V; + ¥, € 91

b) Supongamos que D no es esencial en Cj, entonces existe P < Cy

méximo con la propiedad de que PN D =0, entonces D& P C C, yPen
es

yCe £ Cy® P V. Porlo tanto se lega al caso (a). =
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Teorema 50 Sean o una teorfa de torsion espectral, M un R —mddulo libre
de o — torsion y M una clase natural.
Entonces M es TS siy sdlo si M = M; & M, con M; y M, médulos TS Y

M, e'ﬂ, MQE‘:RJ'.

Demostracién. (=) Siempre se tiene.

(+) Supongamos que M = M; &M, con M, y M, médulos TS v M, e,
M, e mt.

Sea § € R~ Nat y N <, M de tipo §. Como cada M; es TS, usamos
(=) y obtenemos que M; = X; &Y, con X; € Fy V; € (i = 1,2). Entonces
M=XoYdonde X=X,86X;yY =Y, @Y.

Como cada X; es ortogonal a cada Y; (i = 1,2), del Lema 4 se concluye
que X 1Y. Asf que X <, M de tipo §.

_ Por el corolario del lema anterior, podemos concluir que N = X. Asf que

N es un sumando directo de M y M es TS. =

1.4 Descomposicién en sumas directas

e Sea 9N € R— Nat, a un submdédulo de tipo de M, de tipo M lo denotaremos

por M.
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Definicién 51 Decimos que un sumando directo A de M es superspectivo a
un sumando directo B de M si siempre que se liene un submddulo X de M,
entonces M = A@® X st y solo si M = B&® X. Una descomposicion M =
M1 © M, con una propiedad P(_) se dice que es tinica salvo superspectividad
st para cualquier otra descomposicion M = N; & N, con la misma propiedad

P(_), entonces M; es superspectivo a N; (i =1,2).

Proposicién 52 Para cualquier clase natural M y cualquier mddulo M,
supongamos que Ny @C; C M, No®Cy C M, con Ny, Ny € Ny Cy,Cp € M,
e8 es

entonces:
1. E(N)) ® E(C;) = B(N,) @ E(Cy) = B(M)
2. E(N)) 22 E(N2) y E(C)) & E(Cy)
3. Existe Dy g Ny, Dy % Ny y un isomorfismo 6 : D; — Ds.

4. Paratoda M(m)GBM(mL) < M, enladescomposicién E(M) = E(M@))&
es
E(M(q1y), los subm6dulos E(Mm) y E(M(y.y) de E(M) son unicos

salvo superspectividad.

Demostracién. Para (1) y (2} Supondremos que M = N, @C, = N,®C,

son todos inyectivos.
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(1) Como MANE =0, NNNCy, =0y NbNCy = 0. Y es claro que
Ny, Ny, €, Cy son submédulos de tipo de M de tipo la respectiva clase natural
en la que estdn.

Sea My ® Cy & D = M para alguna D < M. Entonces D tiene que ser
cero. En efecto, del Lema 38(3) se sigue que D € M por ser ortogonal con
Cy y D € ML por ser ortogonal a Ny. Asf que D € MANL = 0. Por lo tanto
Ny @ C; = M. Andlogamente se tiene que No & Cy = M

(2) Tenemos que M = M, ® C;, = M, & Cs, asl que por el Lema 43
Ci = ;. Andlogamente Ny & N,.

(3} Tenemos que N; & C; % M g E(M)=E(N)® E(C) (i=1,2).

Sea f : E(Ny) 2 E(N;). Recordando que bajo isomorfismos, esenciales
van a dar a esenciales ¢ imdgenes inversas de esenciales también lo son, te-

nemos lo siguiente:

f(Vy) < E(Ny) = f(NM)NN, % E(Ng) = [T F(N) NN e% E(N)).

= Dy =N 0 FLf(N) NN S E(N)yf(D1) S N,

Entonces D = f(D;) C E(NV,)} y tenemos que D = Dy con D, C E(N) y
£8 [-X]

Dg - E(Ng) Y D] - N1 Y DQ - Ng. Por lo tanto Dl c N;yDg C Ng.
es es es
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{4) Supongamos que E(M) = E(N,) @ BE(C,) = E(N,) ® E(C,) con la
propiedad de que E(N;) € M y E(C;) € ML(i = 1,2) arbitrarios.
En la demostracién de (1) se ve que si X <, E{(M) de tipo M, en-
tonces E(M) = E(N|} & X < E(M) = E(N;) © X. Por lo tanto E(N;) es
superspectivo a E(N,).

Andlogamente E(C)) es superspectivo a E(C,). =

Definicién 53 Sea o tina teorfa de torsion hereditaria estable y M una clase

natural, definimos:

Lotp={MeMN|t,(M)= M}

2. foo={N €N|1,(N)=0}

3. (R—- Nat),={MeR—Nat |VMeM, {,(M)=M}

4. (R— Nat), = {9 R— Nat |YM €M, t,(M) =0}
Proposicién 54 Fn la siluacion de la definicidn anterior se tiene:

l. tny fn € R— Nat.

2.t A fa=0yinV fqg =M

3. R—Nat = (R— Nat),®(R - Nat) ; es una suma directa de subretfculas

completas convexas.
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Demostracién. Como o es estable, tenemos que T, y F, son clases
naturales y tn y fn se obtienen intersectando con 91 dichas clases respecti-
vamente, se tiene (1).

(2) Es claro que tx A fn = 0 y que oy V fir < 9.

Sea M € M. Tomemos C un seudocomplemento de £, (M) en M, entonces
C €F, y por lo tanto C € for. Como t,(M } € ty del Corolario 12 se tiene
que M & tqn V fir. Por lo tanto se tiene 2.

Del hecho de que (R — Nat), y (R — Nat) s son cerradas bajo uniones e
intersecciones arbitrarias y su interseccion es cero, son subreticulas ortogo-

nales convexas tales que

(R- Nat),v (R~ Nat), = {ﬁvs | R € (R— Nat),, £ € (R—Nat),}

(R - Nat), & (R— Nat), C R— Nat.

Y la ultima inclusién es igualdad por (2). =

Proposicién 55 Para cualquier mddulo y cualquier M € R — Nat se tiene

lo siguiente:
L N (M) & N = (M)

2. NA (M) = (M)
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3. VI, £ € R~ Nat, MAL =0 ¥YM € R— Mod, para cualquier

eleccién de My y Mgy < M, Mgny N Mgy = 0.

Demostracién. (1)
(¢=) es trivial.
(=) Es claro que (M) < M . Recfprocamente, sea N € N < (M)

entonces, por el Lema 11(1) existe %PJ eg Ncon ;< NyP,2Q; <M.
p s

Es suficiente demostrar que, para cada j, existe A; e% P; que es isomorfo
a un submédulo de Mgy.

Tomemos @ <; M de tipo M tal que Q; < @, entonces por la Proposicién
52(3), existe D % Qy f: D M.

Sea A; =DNQ, % Q; , entonces A; & f(A;) < M.

(2) Por (1) R A (M) < (M) = A (M) = (Manaqany) = (M) -

(3) (=) Supongamos que MA £ =0y sea M € R — Mod. Y tomemos
M)y Mgy < M.

Si Mm N Mgy # 0 entonces Mny " Mgy = NeMAL Y

(«<=)5i0#M € MAEL, entonces My = M y My = M. Asf que

Moy N Mgy = M = 0 por la hipétesis y por lo tanto AL =0. =

Observacién 56 Sea A = {9}, C R~ Nat ajenos dos a dos y tales que

VA=1
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SiA=QUA, entonces (V Q) A(VA) = 0.

Demostracién. Supongamos lo contrario, entonces 30 # M € (\V Q) A (VA).

Por el Lema 11(1}, existen:

B cMcompy, € yyp, My
sen

@QaQMconq.s € dygp <M.
6EA es

Sea0#AN=| Ppy | N (@g) . Como N < g, por el Lema 4, existen
TESL A feA

0# Ny <Ny0s#q; <gsparaalguna § € A con N = gl

Como N; < (Pp, tambitn existen 0 # N, < N, y 0 # p) < py para
TER

alguna 7y € © con N, = pl.
Entonces Ny = g3 para alguna g7 < g}. y entonces g5 > ¢2 P} < p,.
Perogs€bdyp, €yconyNé=(0) V

Por lo tanto (VO A(VA)=0. =

Proposicién 57 Sea ' C R — Nat conjunto con elementos ajenos dos a dos
cugo supremo es /T’ = 1. Para cualquier mddulo M, sea { Moy} . cualquier
eleccion de submddulos de tipo de M, cada M,y de tipo o. Sea Q C T i

K < M un submddulo complemento de M tal que 3 My C K, (note que
ae es
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tal K siempre eriste} entonces:

L Y May= QMo M
aefd es

[1=iY}
2. K € \VQ es un submédulo de tipo de M de tipe \/{2. Por lo tanto,

si @ My C L <M es cualquier submédulo complemento, entonces
acQ e

podemos tomar K = M(Vg), L= M((VQ)J.), AJ(VQ) 4] M((VQ).L) i_i M

donde @M(n) c M(VQ) S VQ, @ M(a) - M({VQ)J_) € (V Q)'L.
acll es achn) €8

3. En particular, si = {+} entonces existe %M(a) eg M(TJ_) € 7+, con
a 5
THe
M(’)‘) G}M(,H_) g M.

4. Superspectividad. Supongamos que {Nw@} . es cualquier otra elec-
cién de submédulos de tipo de M de tipo « para cada o € ' y

@ N C NV ¢ \/ Q cualquier complemento en M (v por lo tanto
aell es

un submdédulo de tipo de M de tipo \/ ). Entonces

E ( @ N(a)) = F (M((Vn).l_)), con
aEM\Q
(@N(G)) fas @ N(g))

acf) &M\
c NOVD g M((vn)*) % M,

£8
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y ademéds E (NOVD) = F (Mvay) -

9. En particular, si @ = {7}, ysi N C N{() < M es cualquier
aE[‘ es
Y#a

complemento y por lo tanto N () € v* es un submédulo de tipo
de M de tipo 7', entonces E (M) = E(N("));E(M((.{L))) &
E ( N(("f‘))) _

n
Demostracién. (1) Supongamos que Mg,y N (GBM(Q..)) # 0, entonces
i=1

30# M, <My M,y € M) para alguna i tal que (o) = M

ag) — (e}’
Ast que agﬂa,- -',é ov

Ahora bien, supongamos que (EBM(a)) @ F € M, entonces, como P €
aEl’ L

VI'= R — Mod, existe PP.CPcon P,<P P,cacTl.

acl’ e’

Si P # 0 entonces F, 3 0 para alguna o € I y por lo tanto Mao® P, €

aV.

(2) y (3) Por el Lema 11(1), K € \/ Q y tiene que ser de tipo V Q ya que,
de lo contrario, como K es complemento, si K S C < M con C ¢ VQ, Kno
es.esencial en C y entonces K @ D < C para alguna 0 £ D < C (DeVQ)
por lo tanto existe @ D, C D con D, € w € Q. Y como para alguna y € 1,

wel) es

D, # 0, tenemos que M,y £ M, ® D, € 7?
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Por la Observacisn 56, \/ (C\ Q) = (\V Q)*, asi que para tal L < M,
L <¢ M de tipo (V Q)i. Por lo tanto se siguen (2) y (3).

(4) y (5) Como NV <, M de tipo V2 y M((VQ)J_) <, M de tipo
(V )" se sigue, de la Proposicién 52(1) y (2), que NV g M (veyt) g M,y
los isomorfismos pedidos.

De la Proposicion 52(4), se sigue la superspectividad. m

Observacién 58 Si L <, N <, M, L de tipo £ y N de tipo N, con £ <N,

entonces L <, M de tipo L.

Demostracién. Basta demostrar que L es de tipo £.

Supongamos que L £ L; < M con L, € £. Como L es esencialmente
cerrrado en M, L no es esencial en L, yexiste0 # C < L) talque LC g L,
conCe <M

SiCﬂN:OentoncesC@NemY

Asf que CN N #0, lo que implica que Le(CNnN)eLV

-

Porlo tanto L <, M de tipo £. =
Ahora veamos dos Corolarios de la Proposicién 57

Corolario 59 Con las hipdtesis del teorema anterior, definimos My, =

a ( M(a)), donde o es una teorfa de torsidn hereditaria estable, y sea M,y <
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Mia) un seudocomplemento en M, tal que My & M,y € M), donde
te,fo € R— Nat son los inicos elementos de R — Nat tales quet,Via=oay
taAfo=0conty < T, y fo < F,. Entonces {tas fatoer ¥ {M(ta),M(fa)}

acl

salisfacen las hipotesis del teorema anterior y por lo tanto:

1. (@Mua)) ] (@Muu)) C M, es decir M,y <; M de tipo t, y
acl’ ael €3

M.y <¢ M de tipo f,. En particular ambos son complementos en M.
2. t{M)® (@M(m) C M.
&E[‘ es
3. ¢ (@M(n)) = @M(gn) C tg(M).
acl’ ol es

Demostracién. (1) Tenemos que t, = {A€a|t,(A)=A} y f, =
{Aealt,(A) =0}

Entonces t,(My,)) € T, Na = t, y como t,(My,)) =0, My € fa

Por construccién M,y <; M, de tipo t, ¥ M.y <¢ Miqy de tipo f,.

Como M,y <; M, tenemos que My Se My Mgy <¢ M.

De la observacién anterior tenemos que son submédulos de tipo de M de

tipo ¢, ¥ fo respectivamente. Lo dem4s se sigue de la Proposicion 57. m

Corolario 60 Con las hipdtesis del corolario anterior y suponiendo que ademds

o es espectral, sea C < M complemento con t,(M)@CC M y Cy, el dnico
es
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submddulo de tipo de C de tipo f,. Escojamos en la proposicidn M,y tal que
Cp < M, para toda o € T, entonces el corolario anterior se cumple con

Mz = Cy,, es decir:

L @ (t" (M(’J’)) © Cfu) < @M(-,) C M.

acl es qepf es

2.t (My) ®Cy, C My y Bt (M) Cto(M); @Cr.CC. m
€3 ac e’

acl

1.5 Cambio de anillo

CATEGORIAS.

(1) Denotaremos A, a la categorfa que tiene por objetos a los anillos con
uno tales que si R, S € ob(A,), Hom4, (R, S) es el conjunto de homomorfis-
mos de anillos con uno que son suprayectivos.

(2) Denotamos por A, a la categoria que tiene por objetos a los anillos
con uno tales que si B,5 € ob(A,), Hom A,(R,5) es el conjunto de homo-
morfismos de anillos con uno que son epimorfismos planos,

(3) Denotamos por B a la categorfa de las ret{culas de Boole completas
con menor y mayor elementos 0 y 1. Donde Homg(L;, L) es el conjunto de
morfismos de reticulas que mandan el cero al cero tales que:

(@) son inyectivas y
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(b) tienen imsgenes convexas.

La reticula de Boole trivial {0} € B est4 permitida.

Observacién 61 (i) La condicion (b) es equivalente con la condicion flly) =
{yelly< (1)),

(i) (b} implica que f(L;) es subreticula completa y

(#ii) (a} y (b) émplican que f € B es completa {conmula con supremos e

mfimos arbitrarios).

Demostracién. (i) Por una parte, como f(0) = 0,0 € FL)y0< ().

Asf que

0. f W ={ve Ly < f{L)}C F(L)

Sea z € f (L), entonces existe 1 > y € L, tal que f (y) = z. Por lo tanto

F@=z<fQ) y (L) C{ye Lo |y < F(Ly)}.

Recfprocamente, sean a,b € f(L,), entonces a < F)yb< f(1).
Esto implica que a Ab < f{1) y aV b < f(1). Por lo tanto anb,

aVbe f(Li)
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SeaaAb<c<aVb, entonces ¢ < f(1), asi que ¢ € f(L,). Por lo tanto
[anb,ave C f(L,).

(i1) Es claro.

(777) Sea {a:};e; C Ly.

{1) Veamos primero que _l/]f (@)= f (Va,) .

ief

a; < Va; Vi € I por lo que f(a;) < f Va,) ¥i € I. Por lo tanto
icl il

Vila)<f (Va.-) .

ief i<t

Supongamos que la desigualdad es propia, V f {a;) < f (\/a,-).
i€l il

Como f (};/:ai) < f(1), tenemos que '}e/:f (a:) < f(1). Asi que existe
@€ Ly tal que £(@) = V/f (@) por (). Pero £ (@) = Ve < (V)
implica que e < '!'01- por (a).

Sea ay (k € I), entonces f(ax) < V:f {a;), lo que implica que ax < a

e
Vkel

Por lo tanto Ve, <a < Va;V. Asf que \/ f (@) = f (Va,) .

i€l ier * i€l ict

De manera similar se demuestra que /e\r fle) = f é\la,- por lo que se
omitird. ®

¢ Recordemos los siguientes hechos:

(1) En cualquier retfcula de Boole completa se vale lo siguiente: [[12], p.118]
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(@) a A (Va,—) =V (eAa)

] el
®)av (,-Q;a") - A@va)

De los cuales se deduce que:

@ (Var) = o

i€ /) el

(d) (/\a,) = Vaj.

iel i€l

(2) Sean Ly, = (L,,V,A, ', 1,0) y L, = {La,V,A, _°1,0) retfculas de
Boole.

Supongamos que Ly = A @ B es un producto directo de subreticulas
A,B's Ly Entonces 1 =eVe*=e¢+e paraalgine € Ayl—e=ef € B.
Asi que A =el,.

En efecto, sia € A, entonces a = aAl =aA(eVe®) = (a A e)ViaAet) =
(aAe). Asf que a € eL,. Por otra parte, si0 £z < e € A, existen a € A,
beBtlalessquez=aVb=(aVbAe={ane)V(bAe)=arec A Por
lo tanto z € A. Asf{ que si e Az € Ly, entonces, como e Az < e, se tiene que
eAr €A

Anslogamente B = (1 —e€) Ly y por lo tanto Ly = eL, & (1 — e) Ly.

Note que cualquier subconjunto convexo 0 € 4 C L, con elemento mayor

e, es necesariamente de esta forma.

En efecto, A= {z € Ly | = < e} por ser convexo, por lo que A = el
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Y reciprocamente, si A = {y € L, | y < e}. Para a € A, definimos a* =
a® A e € A, entonces:
{a) {A,V,A, *,¢e,0) es una reticula de Boole (que es completa si Ly lo es).
En efecto, aVa® = aV (a°Ae) = (aVea')AfaVe) =aVe=—cey
afa®=aA(a®Ae) = (aAa)Ae =0. Por lo que a*es el complemento de a.
Sea {A,[+],-,¢,0) su anillo booleano asociado. Entonces la estructura
de anillo en A vista como un ideal del anillo booleano Ly, coincide con
(A, [+],-,e,0).

En efecto, {A, [+],-,€,0) es anillo con las siguicntes operaciones:

ab=anrbya[+]b=(anb)V(a"Ab).

St tomamos el anillo booleano asociado a Ly, {Ls,+.x,1,0) tal que z x
y=zAyyz+y = (TAyY)V (z°Ay), catonces: af+]b = (anb’) Vv
(@*Ab) = (aA(Ae)) V ((a®Ae)Ab) = ((anb)Ae) vV ({(acAb)ne) =
(aAb)V (@ Ab)=a+b

Ademds el producto es claramente el mismo en ambos casos.

{b) Para cualesquiera reticulas de Boole L; y Ly (10 necesariamente com-

pletas), un homomorfismo que mande el cero al cero f: L; — Ly es lo mismo
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que un homomorfismo de anillos de los anillos booleanos asociados que, en
general, no manda el uno al uno.[[12], pp.78 — 79, Th.9).

(¢) Para un homomorfismo f : L; -+ L, de reticulas de Boole completas
Ly y Ly con f(1) = 1 € Ly, son equivalentes:

(1) f conserva supremos arbitrarios.

{#) f conserva fofimos arbitrarios y

(#ii) f es completa.

Demostracién. Observemos primero que si f (1) = 1, entonces f (a°) =
(f (@) |

En cfecto, f(a)V f(a) = f(ava®) = f(1) = 1y f(a) A f(a?) =
flana®)=f(0)=0.

() = llae)-(ys)

(/\f(a,-)) = V{f @) =\/f(a)
icf

ief icf

(i = i)

Como por hipdtesis f (Vaf) =/ f (af)}, tenemos (i7).

(=¥} icf

(#1 = i) La demostracién es similar por lo que la omitimos. m



CAPITULO 1. LA RETICULA R — NAT. 56
(d) Abora, supongamos que Ly y Ly € By f : Ly — Ly, f € B. Definimos
e= f(l} € Ly, A=ely y B=(l1—¢)Ly, 1 —e = ¢ € L,. Entonces
L = A® B satisface todo lo anterior incluyendo (a). Sea f4 la correstriccién
de f a suimagen f4: L; — A. Entonces se satisfacen ambos:
(3) fa y f3' son isomosfismos de reticulas que conservan complementos
y uno {conservan el orden), de las reticulas L; y A = (4, V, A, %, e, 0).

(i4) fa conserva supremos e {nfimos arbitrarios.
sNotacion :

Sit: R - S es un homomorfismo dc anillos y gN € § — Mod, en-
tonces gV tiene estructura de R —modulo inducida por ¢ de manera natural

definiendo 7 n = (r)n € N. A este médulo inducido lo denotamos por No.

1.5.1 Homomorfismos suprayectivos

Sip € Ay, ¢ : R —+ S es la proyeccién natural, sin pérdida de generalidad
supondremos que § = £, donde I = Ker(yp).

Es fdcil verificar la siguiente:

Observacidn 62 Si p € A;, entonces para cualesquiera S — médulos N y

N’ se satisface:
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1. Homg (N, N} = Hompg (N, N:a).

2. La retfcula de S — submddulos de N es la misma que la retfcula
de R — submédulos de N, De igual manera tenemos los nismos
S — submédulos esenciales, complemento y cocientes de sN que R ~

subrmodulos respectivamente en N,.

3. Por (2) N, € (E(sN)),. Por lo tanto existe N, < (E(sN)), <

E(N,). Y se sigue de (1) que:

4. E(sN)={z € E(N,){ Iz = 0}; ademds (1) implica que:

9. ¢ induce un funtor covariante § ~ Mod — R — Mod que mapea N en
N, que es la identidad en los morfismos. La imagen de este funtor es
la subcategoria plena {L € R — Mod | IL = 0}, que como categoria es

isomorfa a § — Mod vfa el funtor inducido por . =

Definicién 63 Sea ¢* : § — Nat — R~ Nat definido por:
o* (M%)} = () € R— Nat,

para N5 € S — Nat.

Donde M7 = {N, | N € 5}
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Lema 64 SecaN® € S— Nat, yI < R con § = —‘? Para cualquier modulo

M definimos Annpy(I) ={m € M | I-m =0} < M. Entonces
L ("J’tg)={MeR—ModlaNemg,coan_C_M};
2. (M) = {M € R— Mod | Annp(I) © M, con Anny(I) € ‘JIS}.
cs

Demostracién. (1) Por la observacién anterior, ‘J’lg cs cerrada bajo iso-
morfismos, submédulos y sumas directas, entonces el Lema 11(1) se traduce
en la conclusion deseada.

{2) Por el Lema 11(2)
(MY={MeR-Mod|3M— E(N) para alguna N € M5}

Por la tanto, para Ny M € (‘)‘tﬁ) en esta situacién, M N N, g Annpe(I) g
M.

Por la observacién anterior, se sigue que g (M N N,) es un submédulo
esencial del §— submédulo Annp(I). Como MNN € M5, Anny (1) también

estden N5, &

Teorema 65 Sea @ € As, entonces " : S — Nat — R — Nat satisface lo

siquiente:
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1. Es inyectiva.
2. Para cualesquiera M, 9% € S—Nat, M < N & ¢* (NF) < ¢* (9).
3. ¢*{S — Nat) es convexa en R — Nat.

Demostracién. (1) Supongamos que ¢* (95) = ¢* (NF) para N, WS €
S — Nat.

Basta demostrar que M5 C 95 ya que la otra inclusion es analoga.

Sea sN € M, entonces tenemos que N, € o* (MF) = ¢ (9) ¥ que
existe L € 9 tal que L, € N, esto dltimo por el lema anterior, inciso
1. De la dltima observacién tenemos que L g N y como L € 9%, también
sN € M. Asf que M5 C M.

Por lo tanto " es inyectiva.

(2) Bs claro que M{ < N = o* (0) < o (73). Veamos la otra
implicacién.

Sea sN € MF, entonces N, € " (M) C * (9%). Por lo tanto existe
L € 95 tal que L, % N,. Asf que L ;<_, N porlo que N € 9% y en
consecuencia 95 C N, es decir que NF < N5

(3) Supongamos que N € R ~ Nat con M < * (NF) para alguna N5 €

S — Nat.
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Esperamos que N esté en la imagen de ¢*. Definimos 915 € S — Nat de

la manera siguiente:
M = {Nenf|N,em}.

Tenemos que ver que MJ € § — Nat y que ¢* (N5) = N.

(a) Por la iiltima observacién N5 es cerrada bajo submédulos y sumas
directas.

Para ver que es cerrada bajo cdpsulas inyectivas veremos que es cerrada
bajo extensiones esenciales. Supongamos que N € 9 y que gL € S — Mod
es tal que N < L.

]

Como N € M y N < L, entonces L € M. Asf mismo, como N, € N y

£s

N, C Ly, también L, € N. Estos 1ltimos dos hechos muestran que L € 95,
es

Por lo tanto 9§ € S — Nat.

(6)

ot (M) = {MeR—Mod[HNemg,conN.ng}
= {MeR—ModHNeS—Mod, N,eMm, Nens, N¢gM}
es8

<
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Donde la tltima inclusién se tiene debido a que N es cerrada bajo extensiones
esenciales,

Reciprocamente, sea M € 9. Como M C * (M), M € ¢* (NF), en-
tonces existe W € M tal que W, < M. Por lo tanto W,, € M, asf que
Wens.

Pero entonces M € ¢ (M3}, y en consecuencia 9t C ¢* (M5).

~.¢" (M) =9 Y en consecuencia ¢* (5 — Nat) es convexa en R — Nat.

Corolario 66 Para cualquier p € Ag, " : § — Nat — R — Nat pertenece

a B, y en particular es un homomorfismo de reticulas completas. m

Corolario 67 Para cualquier ¢ € As, R — Nat = A® B es una suma
directa de subreticulas convezas tnicas A y B donde A = ¢* (5 — Nat). Sea
(A, VA, %,e,0) la reticula de Boole inducida, entonces ¢* : S — Nat — A
es un isomosfismo completo de retfculas de Boole (equivalentemente es un

isomorfismo de los anillos booleanos asociados). m

1.5.2 Epimorfismos planos

Definicién 68 Cada teorfa de torsion 7 en R — Mod define un endofuntor

Q- (_) de R — Mod de la siguiente manera;
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1. Si M es un R — médulo, entonces Q, (M) = E, (;ﬁ-{—)—)

2. Sia: M — N es un R—mor fismo, entonces « (£, (M)) C ¢, (N). Por
lo tanto o induce un R —mor fismo o : Tﬁj{ﬁ — tay: Gue se extiende

a un vnico R — mor fismo de Q, (M) a Q;(N) y que denctaremos

Q. (o).

El funtor @, (_) se llama el funtor de 7-localizacién en R—Mod. Notamos
que existe una transformacién natural candnica A” del endofuntor identidad
en R—Mod a Q; (_) tal que, para cualquier R—mddulo M. el R—mor fismo
Ay M — Q- (M) es simplemente la composicién del epimorfismo candnico
de M a :r% con la inmersidn candnica de % en ¢, (M). Por lo tanto
en particular vemos que Ker (Xy) = t, (M) para cada R — médulo M, asf
que Xy, es un R — monomor fismo si y s6lo si M es libre de 7-torsién y es el

morfismo cero si y s6lo si M es de 7-torsion. [Ver {11}, Chapter 26].

Definicién 69 Si r es una teorta de torsion en R — Mod, denotaremos al
anillo de endomorfismos del R —médulo Q. (R) por R,. Este anillo se llama

el anillo de cocientes de R en 1.

Definicién 70 Para cualguier teorta de torsion T en R— Mod, sea G, {_) el
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endofuntor R,Qp(_) de R—Mod, que llamaremos el funtor de T-prelocalizacion

en B — Mod. Ver (11}, Chapter 27).

Definicién 71 Una teorta de torsién T en R — Mod es perfecta siy sdlo i,

para cualquier R — médulo M, el R — mor fismo 13y G, (M) — Q, (M) es

un R, — isomor fismo. Para tales teortas de torsién, los funtores G, {_} y

Q- (_) son naturalmente equivalentes.

En Golar [[11], 48.2, y 26.33 respectivamente] se demuestran los siguientes

resultados:

Proposicién 72 Las siguientes condiciones son equivalentes para un homo-

morfismo v: R — 5 en la calegorta de anillos con uno:

1. « es un epimorfismo plano.

2. v es un epimorfismo en la categorfa de anillos con uno y cada S—mddulo

inyectivo es inyective como R — médulo.

3. Existe una teorfa de torsién perfecta 7 en R — Mod y un isomorfismo

§:8 — R, que satislace 6y = )". m

Proposicién 73 Si7 es una teorda de torsion en R—Mod, entonces todo R—

modulo absolutamente T-puro tiene estructura de R, — modulo que extiende
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de manera natural su estructura cormo R — médulo. Ademds cualquicr R ~
mor fismo entre R—mddulos absolutamente 7-puros es de forma natural un

R —morfismo. =
Ahora veamos la siguiente:

Observacién 74 Sea M € R — Nat y {Eo}cx la coleccion de todos los

mddulos inyectivos que pertenecen a M, entonces
N = ({Ec}pex) ={M € R— Mod | M < Ep, para alguna § € X}

Demostracién. Ambas igualdades se tienen del hecho de que una clase

natural es cerrada bajo cdpsulas inyectivas y submédulos. =

Al igual que en la Definicidn 63, tomemos la funcidn ¢* : § — Nat —

R — Nat tal que ¢* (75) = (N5 donde ¢ € A,.

Proposicién 75

¢ (S— Nat) = F, = {MER—Mod|M5 (Es),, para atgunaﬁeX},
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Donde {(E“)w} es la coleccidon de todas lus imdgenes de S-mddulos in-
a€X

yectivos E,. -

Demostracién. Por la Proposicidn 72 (2) la imédgen de cada inyectivo de
M5 es inyectivo. Y en la demostracién de (1 = 3), de la misma Proposicion,
se ve .que si N € § — Mod, entonces su imagen es libre de r-torsién. Asf que
" (S — Nat) CF,.

Sea E un mé6dulo inyectivo libre de 7-torsién, entonces, en particular, £
es absoliitamente T-puro. Por lo tanto, de la Proposicién 73, E es la imagen
de algiin inyective de § — Nat.

De la observacién anterior se tienen las demds inclusiones. =

Corolario 76 Sea M € § — Nat, entonces:
o (M) = {M € R~ Mod | M < (Ep),, para alguna f8 € X}

Donde {(E‘*)w} es la coleccion de todas las imdgenes de S-mddulos in-

acX

yectivos E, que pertenecen a M. m

De lo anterior pedemos demostrar los andlogos al Teorema 65 y sus Coro-

larios:
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Teorema 77 Sea ¢ € A,, entonces " : § — Nat — R — Nat salisface lo

siguiente:
1. Es inyectiva.
2. Para cualesquicra M7, NF € S—Nat, M < N & ¢* (MN]) < o* (M).
3. ¢* (S — Nat) es convexa en R~ Nal.

Demostracién. (1) Supongamos que ¢* (M7) = ¢* (9) con M y
NS € S — Nat.

Del Corolario anterior tenemos que la coleccién de inyectivos que pertenecen
a M} es la misma que la coleccién de inyectivos que pertenccen a N3, asf que,
por la Observacién 74, 01 = N5

(2) Otra vez se sigue facilmente del Corolario 76y la Observacion 74.

(3) Sea M € R — Nat tal que N < * (S — Nat).

Como ¢* (5 ~ Nat) = F, (para 7 como en la Proposicién 75), cada in-
yectivo en M es libre de 7-torsion, asf que, por la Proposicidn 73 y la Ob-
servacién T4, si tomo M° la clase natural generada por todos los inyectivos
en N vistos como § ~ médulos, tenemos que ©* (M) = N . Por lo tanto

¢* (S — Nat) es convexa. ®
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Corolario 78 Para cualquier p € A,, ¢* : S — Nat — R — Nat pertenece a

B, y en particular es un homomorfismo de reticulas completas. m

Corolario 79 Para cualquier ¢ € A,, R — Nat = A® B es una suma
directa de subretfculas convezas tinicas A y B donde A = * (S — Nat). Sea
{A,V, A, %,¢,0) la reticula de Boole inducida, entonces ¢* : S - Nat — A
es un isomorfismo completo de reticulas de Boole (equivalentemente es un

isomorfismo de los anillos booleanos asociados).



Capitulo 2

La reticula R — Conat.

En este capftulo estudiaremos reticulas de clases de médulos que son cerradas

bajo tomar copias isomorfas.

2.1 Clases hereditarias y clases naturales

Definicién 80 Decimos que una cluse de modulos § es una clase hereditaria

5i = F (Ver la Definicion 10).

Observacion 81 Si {Fa},cx € una familia de clases hereditarias, entonces
también lo es {} Jo. Ademds R — Mod y (0) son clases hereditarias y por
aEX

lo tanto, podemos hablar de la reticula completa R — Her, tomando las ope-

63



CAPITULO 2. LA RETICULA R — CONAT. 69

reciones naturales. m

Observacién 82 Es claro que si M es una clase de médulos entonces la

clase hereditaria generada por M es:

M 4 tier ={NE€R—-Mod|IN — M con M c 9} m

Ahora daremos una descripcién del seudocomplemento de una clase here-

ditaria;

Proposicién 83 Sea §3 una clase hereditaria, entonces

ﬁJ-R-nm-={N€R_Modl(KHN’Kef))=>K=O}

Demostracién. Denotemos por B a la clase de la derecha. Claramente
HNB = (0) vy B es una clase hereditaria.

Sea € cualquier clase hereditaria tal que B N € = (0), entonces si K ~—
Nec€,KeB,setieneque K € BNEC y por lo tanto K = 0. Asf que
CCH =

En esta situacion es facil describir ¢l doble seudocomplemento de una

clase hereditaria:
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Proposicién 84 Sea $H una clase hereditaria, entonces

(ﬁlﬂ—ﬂer)l‘q_ﬂ“ = {NeR—MOd'VKfP’ N,HUﬁK COﬂUEﬁ}

Demostracién. Como

(Hte-ner)tmte — (N € R~ Mod | (K — N,K € tr-Her) = K =0}

entonces
LR fer\FR=Her _ #0 LReHer
(syr-er) ={NeR-Mod| KO N=>K¢5

0
Pero, K ¢ §fle-ne o JU f—* K tal que U € $. Por lo tanto se ticne lo

deseado. m
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Expresemos lo anterior con un diagrama:

N € (te-weytocto o
K — N

#0 #0
YK — N,3U — K tal que mono T #£0

U eh

Proposicién 85 (fla-ner ) ®e o p_ nop

Demostracién. a) Es claro que (S"jJ"R-H“)J""”‘” es cerrada bajo tomar

submédulos.
b) Veamos la cerradura bajo tomar cdpsulas inyectivas:

Supongamos que N tiene la propiedad de que

A0 #0
VK — N,3U — K tal que

#0
—

K N
mono

1
#0 .

U €9p

0
SiK at E(N), entonces KN N gy
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0
Por lo tanto 307 f—» KN N tal que

knN S~ ZE Ew
T #0
U es

Por iltimo, veamos la cerradura bajo tomar sumas directas:
Supongamos que { Ny}, €s una familia de médulos en (f)lﬂ-”")l"'”".
0
Supongamos que K = & {N,}. Por el Lema 4 existen § € X, 0 #

acX
L— Ngy U — Ng e 5 tales que

L B k5 @
acX

T #0

U en

Observacién 86 SiN es una clase natural, entonces N = (‘JIJ-R—H")LR”"".

La-re  Como todo submédulo dis

Demostracién. Sea B € (’JI"‘R—"")
tinto de cero de B tiene un submddulo distinto de cero en N, podemos tomar

una suma directa mixima de submédulos de B que estdn en N y que es esen-
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cial en B. Por lo cerradura bajo sumas directas, tal suma estd en N y por la

cerradura bajo extensiones esenciales B € M. La otra inclusién es clara. m
Observacién 87 Dada una clase hereditaria $, (.ﬁiR—H")“‘”" = ().

Demostracién. Sea B una clase natural que incluye a N,y0#£K B,
M CB = BleHe C $lr-ter = (%J-R—Her)la_"ﬂ' C (miﬂ:—n")lﬂ“"" —

B. Por la observacion anterior. La otra inclusién es clara. m
Teorema 88 [l esqueleto de R — Her es R— Nat.

Demostracién. Si B es un complemento en R — Her, entonces B =
4 1 Li—trer LR ter 1
€--f-Her para alguna €. Entonces ((@2 R—H") ) = C-R-Her = 1R
€s una clase natural por la observacién anterior.
Recfprocamente, M € R — Nat siempre es el complemento (cn R — N at)

de su complemento (en R — Nat) ya que R — Nat es de Boole. Es claro que

en este caso Mlr-#er =L g

2.2 Clases cohereditarias y clases conaturales

Definicién 89 Denotamos por R — Quot a la clase de las clases de R-
mddulos cervadas bajo cocientes (imdgenes homomdrficas). A una clase de

R-modulos cerrada bajo cocientes la llamamos clase cohereditaria.
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Ejemplo 90 Los siguientes son ejemplos de clases cohereditarias:
1. Toda clase de pretorsién en R — Mod.
2. Toda clase TTF en R — Mod.
3. Las clases de Serre en R — Mod.
4. Las clases abiertas en R — Mod como se definen en {16].

Hay un orden parcial natural en R — Quot definido por: @; € @3 &
0 C Qs

Note que { R — Quot, <, A, V) es también una bidlgebra de Heyting, donde,
si {Ma}aex € una familia de clases cohereditarias, entonces:

b a(/E\X {Qa} - aQX {QG’}'

2. V {Qu}z U {Qa}
aEX aeX

3. 0= {0},

4. 1=R—- Mod.

Por lo tanto,para cada @ € R—Quot, Ia familia de las clases cohereditarias

ajenas con € tiene un tnico elemento maximo, lamado

Qlr-Guot V{R € R— Quot | QNR =0}
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También existe un tinico elemento mfnimo en la familia de las clases cohere-

ditarias cuya unién con Q es 1, llamado

Qingun = \N{R€R-Quot| QUR =1},

Proposicién 91 La clase cohereditaria generada por la clase M C R—Mod,
denotada por (M) R—Quat: €5 1a clase de los médulos N tales que existe un

epimorfismo M — N para alguna M e M. m

Proposicién 92 5i @ € R — Quot, enfonces

SifiN-»CconCeQ,
QJ.R-Quo: — NER—MOdI

entonces C =

Demostracién. Sea K la clase de la derccha. Note que K estd cn

R — quot.

Ahora sea M € KN Q. Como el morfismo identidad es un epimorfismo,
MM , tenemos que M = 0. Porlo tanto XN Q = 0.

Sea D una clase cohereditaria tal que PNQ = 0. Tome D EDyD—»E,

con E € Q. Del hecho que D es cohereditaria, E € D. Asf que ¥ =0. En
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consecuencia D C K. Por lo tanto K = Qtr-wet, B

Observacién 93 Sea @ € R — Quot. Entonces N' ¢ Qtr-au si y sdlo si

existe un cociente distinto de cero N' » N”, con N" € Q. 8

Ahora estamos en condiciones de describir al doble seudocomplemento de

una clase cohereditaria.

Teorema 94 51 @ € R — Quot, entonces

. #0
Todo cociente N — M

LR-que
(Qtr-que )™t = ¢ Ne R—Mod| (e N, tiene un cociente

distinto de cero en Q

Demostracién. De la Proposicidn 92 tenemos que (QLR'Q“G‘)J'R"’“‘” es
ia clase de los médulos N, tales que ningiin cociente distinto de cero de N
estd en Qt"-wer Ahora, aplicando la Observacién 93 tenemos que para tal

cociente N - M # 0, M tiene un cociente en . m
Corolario 95 S5i @ € R — Quot, entonces Q C (Qlﬂ-ouot)l“‘q““ ™

Observacién 96 Si A, B € R—Quot, entonces A C B implica que BL#r-uet C

A-LR—Quot .
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Demostracién. Sea M un elemento de BLa-qu ¥ suponga que M —»

N #0, entonces N ¢ B, porlo tanto N ¢ A. =

Definicién 97 Denotamos por R — Conat al esqueleto de R — Quot. Los

elementos de B — Conat serdn lamados clases conaturales.

Las siguientes afirmaciones nos ayudaran a decidir cuando una clase de

mddulos es una clase conatural.

Definicién 98 Sea A una clase de modulos, decimos que A tiene la condi-

cidn (CN) si:

Pare cada M — N # 0, eristen A € A,
=>MecA

O#KeR-—ModyN — K« A

Teorema 99 Sea 4 C R — Mod. FEnionces las siguientes condiciones son

equivalentes:

1. Ae R~ Conat
2. A tiene la condicion (CN)

3 A€ R—Quoty A= (_A-LR—Quat)J‘R—Qual.
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Dernostracién. (1=>2) Si A es una clase conatural, entonces A =
Qta-euet para alguna Q € R — quot, asf que A es la clase de los médulos N
tales que ningin cociente distinto de cero de N estd en Q por la Proposicion
92.

Sea M’ un cociente distinto de cero de M y suponga que M’ € Q, en-
tonces, por la hipétesis, existen A€ 4, 0 X € R— Mody M’ — X « A.
Entonces X ¢ Q, ya que A € A. Pero M’ € Q implica que X € Q, debido
a que Q es cerrada bajo cocientes. Contradiccién. Por lo tanto M’ ¢ Q v
Me A

(2= 3) Si C € Ay B es un cociente distinto de cero de C, entonces para
cada cociente distinto de cero N de B, tomando K = N y 4 = C conchiimos
que B € A. Por lo tanto 4 € R — quot.

El hecho de que A = (AJ"‘"@W')J"R"’“‘ se sigue del Teorema 94 y del
Corolario 895.

(3=1) Esclarc. =
Teorema 100 See C una clase conatural, entonces C es cerrada bajo:

1. Imégenes homomérficas.

2. Extensiones.



ESTA TESIS N DEBE
SAMIR BE LA BIBLIOTEGA

CAPITULO 2. LA RETICULA R — CONAT. 79

3. Epimorfismos superfluos,

Demostracién. (1) Es Obvio,

{2) Sea0 — A 4 B % € — 0 una sucesion exacta con A, C e,y tome
B3 B #0.

() 8i ho f no es suprayectiva, entonces podemos tomar el cociente distinto
de cero UlT?)rGﬁ de B, (B’ 5 -(7'%), por lo tanto roho f =(.

En consecuencia, existe un epimorfismo ¢ : C —» m%@_)'

Por lo tanto, '(—53?)’_(71-) es un cociente distinto de cero de un elemento en C.
Asf que B’ tiene un cociente distinto de cero que también es un cociente de
un elemento en C.

{b) Si ho f es suprayectiva, entonces B’ es ya un cociente de un elemento
en C.

(3) Seca 0 — A 4 B % ¢ — 0 una sucesién exacta con C eCy
f(A) << B (es decir, f(A) es superfluo en B).

Suponga que B’ es un cociente distinto de cero de B (B 5 B).

(a) Siho f =0, entonces existe h : C — B’ talque hog = h. Como h es
suprayectiva, & es un epimorfismo y B’ es un cociente de un elemento en (.

(b) Note que si ko f # 0, entonces f no es un epimorfismo. En efecto,

si f fuera un epimorfismo, entonces f(A) + Ker(h) = B. Como f{A) << B
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tendriamos que Ker(h) = B, asi que h = 0, una contradiccién.
Siho f # 0, entonces como ko f no es un epimorfismo, #{A) es un
cociente distinto de cero de B’ y en consecuencia un cociente distinto de cero

de B. Volvemos ahora al caso (3a).

As{ que cada cociente distinto de cero de B tiene un cociente distinto de

ceroenC. =m

2.3 R-conat es un Algebra de Boole

Lema 101 Sea {C:};. x una coleccion de clases conaturales. Entonces () {C;}
. iex

es una clase conatural,

Demostracién. Demostraremos que [ {C;} satisface CN. Sea M €
i€x

R — Mod tal que para cada cociente distinto de cero N de M , existen A &

N{G}L, 0#Ke R-—ModyM — K « A En particular, para cada
i€X

cociente distinto de cero N de M, existe A € (; (paracadaie X), 04 K €
R—~Mody M -+ K « A. Como cada C; € R — conat, M € G para cada
i€ X. Porlotanto M € ] {C;}. m

icX

e Por el Lema 101 y el hecho de que R — Mod es una clase conatu-

ral, tenemos que para cada clase A C R — Mod, existe la menor clase
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conatural (A}p .., tal que A C (A), . . Por lo tanto tenemos que

(R — Conat, <, A, V) es una reticula completa, donde:
1. C; SCQ@Cl QCQ,

2 0= {(0))

3.1=R—Mod
4. Aat=N{G}y
teX eX

SRORY {C"}>Mm'

iEX

Proposicién 102 §iC € R—Quot, entonces (CJ‘R-Q""‘)J'R'Q""' ={C) r—Conat-

Demostracién. Ya hemos observado que C C (Ci”-?“‘)LR"’“‘ € R-
Conat.

Sea K € R ~ Conat tal que C € K. Por la Observacion 96 y el Teorema
99, tenemos que (CJ“R-QW*)'LR'Q“"‘ C (ICLR-Q""')J'“'Q""‘ = K. Por lo tanto

(CJ.R_qam,z)'LR_Q'“’I = <C>Rg(;‘tmat' n
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Corolario 103 i {Co},.y €s una familia de clases conaturales, entonces

YN —» M £0,3M - M #0
V {Gl={ NeR- Mod|

R-c-!g;nm con M' € C, para alguna p € X
Demostracién.
i J—R—-Quot J-R—Quor
V ()= < U {ca}> = (U {ca})
R—Conat aeX B—Conat acX
acX

por la Proposicion 102, pero

L R-Guot La_guot
( ( U {cu}) ) =
acX

VN—»M#O,EM—»M’;&O
= NER—MOd|

con M’ € C, para alguna p € X

por el Teorema 94. m
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Sabemos que una reticula L es un Algebra de Boole si cada elemento

a € L tiene un complemento y L es distributiva (con 0 y 1).

Lema 104 Sean C y D elementos de R — Conat. Entonces son equivalentes

para L€ R — Conat :
1.CALLD
2. CALADYR-Gua = ¢

Demostracién. (=) Supongamos que CAL < Dysea M € CA
LA Dhr-conat,

Sabemos que M € D1r-aw g y s6lo si ningtin cociente de M estd en D.
En particutar M ¢ D.

Por otra parte M € D ya que estd en CA L. Por lo tanto M = 0.

(<) Supongamos que CA LA DLR-Const — 0 ysea M €CA L.

SiM¢Dentonces IM —» N#£0OtalqueV N - N #0, N ¢ D. Por
lo tanto N € DL-Quor,

Pero M € CAL = N € CAL Yy enconsecuencia N € CAL A DLr-conat — g

Esta contradiccidon muestra que M € D. =

Teorema 105 R — Conat es un Algebra de Boole.
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Demostracién. Primero afirmamos que C+#-%wtes el complemento de
C en R — Conat.

En efecto, si M ¢ CV p_gonat C1#-%4t, entonces existiria M —» N #£ 0 tal
que ningin cociente de IV estarfa en CUCL#-t ya que CV g_conac CH7-9vet =
(CLCHR)  omat-

Pero N ¢ CLr-eu» implica que existe un cociente distinto de cero N’ de
N, con N' € C. Asf que N tiene un cociente distinto de ccro en €. Una
contradiccién. Por lo tanto € Vg_cona CL8-9uet = 1.

Es fécil ver que cada elemento C € R—Conat tiene un dinico complemento
¥ que C AD = O se tiene st y s6lo i C < CLr—conae,

Con lo anterior y el Lema 104 podemos seguir la demostraci6n de [[17},

Ch.I1I,Proposition 4.4] para demostrar que B — Conat es una reticula dis-

tributiva. &

Proposicién 106 Las siguiente condiciones son equivalentes para un anillo

R.

1. R — Quot es de Boole.
2. R — Quot = R — Conat.

3. R es el anillo trivial.
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Demostracién. (1 = 2) Si B — Quot es de Boole, entonces coincide con
su esqueleto que es R — Conat.
(2 = 1) Es una consecuencia inmediata del Teorema 105.
{3 = 1) Es claro.
(2= 3) Si M C R~ Mod tenemos que

{NG R—Mod I dM —» N con ME M} = <M)R_th: (M)R—Comu =

YN — N'con N'#£0,3(N' - N" « M)
={ NeR- Mod|

conMeMyN #£0

En particular, si S es la clase de los médulos simples, tenemos que

S = (S)p_quot = {8} p-conat = {M € R — Mod | M es un médulo MAX}

donde un médulo distinto de cero M se llama maédulo MAX si cada submé-

dulo no nulo de M tiene submdédulos maximos.
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Como cada médulo finitamente generado es un médulo MAX, cada uno

serfa simple. Esto es posible s6lo si R es el anillo trivial. m

Ejemplo 107 Sea R un anillo semiperfecto y T una clase de torsidn here-

ditaria en R — Mod. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. T es una clase conatural,

2. F es cerrada bajo cocientes. Donde F es la clase libre de torsién asociada

aT.

3. T es cerrada bajo cubiertas proyectivas.

Demostracién. (2 < 3) {[17], Chapter VIII, Ezercise 18(i4)).

(1 = 3) Se sigue del Teorema 100(3).

(3=1) Sea M € R — Mod tal que cada cociente distinto de cero N de
M, tiene un cociente distinto de cero en T.

Si M no es de torsién, entonces ETJ_) € F seria distinto de cero. Tomemos
Rz — RT # 0, donde Rz < M, R% < Eﬁ%,yM—»r‘yﬁeselepimorﬁsmo
candnico.

Sea P la cubierta proyectiva de RT. Eutonces 7 : P — RT se factoriza a

través de Rz € T.
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Por lo tanto RZ € TNF, una contradiccion. Asique M e Ty T €

R— Conat. m

Proposicién 108 Sea S la clase de los médulos simples. Fntonces

(R)R—Conut = (S)R.—Gcmut'

Demostracién. Cada cociente distinto de cero de R tiene un cociente
simple. Por lo tanto (R)z_conns < (8) pcionas *

Reciprocamente, cada médulo simple es un cociente de R, asf que cada

uno estd en (R)p ... Por lo tanto (S)p o0, < (B g Conaz- W

2.4 Atomos

Si M es un dtomo en R — Her, entonces para cada submédulo distinto de
cero IV de cualquier médulo M en H, (N)p_,.. =H.
En particular, existe M ~— N < M y en consecuencia M es comprimible.
Por lo tanto, los dtomos en R — Her son de dos tipos: Los generados por

médulos simples y los generados por médulos comprimibles no simples.

Ejemplo 109 Los dtomos en Z— Her son (Z,) ,_ Hews CORPDTIMOY{(Z) o b .
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Demostracién. Como cada Z, es simple, cada (Zp) o p1er ©5 un dtomo.

También es claro que (Z},_,,._ es un dtomo.

SiH € R — Her es un dtomo y N € H 1o es simple, entonces N es
comprimible y ¢(N) lo serfa también si £ (N) # 0. Pero 0 # z € ¢ (N),
implica que Zz = Z,, seria comprimible, contradiccion.

Por lo tanto t(N) = 0, asf que N = Z®), Esto implica que existe

ZX) — Z, pero esto sdlo pasasi |X|<1. m

Ejemplo 110 Los dtomos en Z — Quot.
Para cada p primo, (Zy);_p,0; ¥ (Zpeo )y _ouer S0T claramente Gtomos.

Afirmamos que estos son todos los dtomos.

Demostracién. En efecto, sea C un 4tomo, entonces para cada (0 *Me
C, C = (M)y_gu, Tomemos tal M y supongamos que no tiene cocientes
simples. As{ que M es un grupo divisible.

Si zM es libre de torsién, entonces zM = Q%) asi que

N

s = Qs =(3) = by

para cada primo p, lo que es una contradiccion.

Por lo tanto t (z M) # 0. Como M es divisible, también lo es t {zM). Por
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lo tanto ¢ (zM) es un sumando directo de M y es un cociente de M. En
consecuencia (M);_o... = (¢ (z2M))z oot -

Siz € t(zM) de orden p, entonces la cdpsula inyectiva de Zz es un
sumando directo de £ (M) y por lo tanto € = (M) _o.,, = (t @Mz 0uo =
Ty ®

Es claro que {S) R-Quot © W dtomo en R—Quot si S es simple. Ahora, si C
s un dtomo en R — Quot y no estd generado por un médulo simple, entonces
C = (M) R-Quot Para algiin modulo M que no tiene cocientes simples, es decir,
M es un médulo distinto de cero tal que no t,ieng submddulos maximoes. En

particular, M no es finftamente generado.

Definicién 111 Un mddulo M se llama cocomprimible si genera un dtomo

en R — Quot.

Proposicién 112 Para un médulo distinto de cero M, las siguientes afir-

maciones son eguivalentes:
1. M es cocomprimible.

2. M es un cociente de cualquiera de sus cocientes distintos de cero.

3. Para cada cociente distinto de cero C de M, (C) R—quot = M} R_uor-
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Demostracién. (1 =>3) Si 0 # C es un cociente de M, entonces 0 #
C € (M) p_guo: POT o tanto O 5:9 (C) p—guot £ M) pguor -

Y como (M) p_5,0 € un 4tomo, (C) g, = (M) ouot -

B=2)Me M)y g =(C) R-Qua Plica que M es un cociente de
C.

2=1Si0£y< (M) g_Qun » entouces existe 0 # C € v. Como C es
un coctente de M, M en s es un cociente de €.

Asique M € (C)5_gy < - Por lo tanto (M) p_gua £ 7 < (M) p_uo -

En consecuencia (M);_o,,, € un dtomo en R — Quot. =

Observacién 113 Si M € R — Mod, entonces

YN BN IM S M yun
(M) p_Gonat = § N € R~ Mod | u

M

eptmorfismo ¢ 1 N' -» 45

Proposicién 114 Sea M un mddulo distinto de cero. Entonces (M) ReConat
es un dtomo de R— Conat si y s6lo 51 (M)p_cone = (4), . para cada

submddulo propio M' de M.

Demostracién. (=) Es claro.
(<) Sea 0 # C € R—Conat tal que C < (M) conas- Tomemos 04 N €

C. Entonces N € (M) _cinae- Por la Observacién 113, existe un submédulo
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propio M" de M y un epimorfismo ¢ : N — ﬁfv, tal que (M)p_cona =

(3 n—conas < (V) n_Conat < C-

Por lo tanto (M} ,_..... €& un dtomo de R — Conat. ®

Definicién 115 Un mddulo M se llama hueco si todo submddulo propio de

M es superfluo.

Proposicién 116 S5i M es un mddulo hueco, entonces (M), . es un

dtomo de R — Conat.

Demostracién. Por la Proposicién 114, basta demostrar que si N es un
submédulo superfluo de M, entonces (4, = (M), . .

Es claro que (“—J)R_comt < (M) r_Conat - Por el Teorema 100(3), M e

(5 R—Conar» 0€bid0 a que el epimorfismo canénico es superfluo.

Asfque (M) y_ o < (%)R—Conat' n

Como cada médulo simple es hueco, tenemos el siguiente:

Corolario 117 §i § es un R—modulo simple, entonces () pComaz €3 UR

dtomo de R — Conat. =



Capitulo 3

Caracterizaciones de Anillos

En este capitulo veremos conceptos relacionados con las clases naturales y

conaturales que nos llevan a dar caracterizaciones de anillos.

3.1 Anillos semiartinianos
Proposicién 118 Son equivalentes para un anillo R:

1. A es semiartiniano izquierdo.

2. Cada clase natural es una clase libre de torsién hereditaria.

92
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3. La clase natural
G = {MER—MO{!]&OC(M)QM}

(vea el Ejemplo 3) es una clase libre de torsién hereditaria.

Demostracién. (1 = 2} Sea R anillo semiartiniano izquierdo y £ €

R — Nat. Tomemos
F = {soc(M) | M € 8}

Entonces £ = (F) . En efecto, & < (F) ya que R semiartiniano implica que
todo médulo tiene zoclo distinto de cero, y claramente se da la otra inclusién.

Sea

M = HMO,MO,GﬁVaEX.

acX

St M ¢ R entonces M ¢ (F) y por lo tanto existe un submédulo no cero N
de M tal que no tiene submddulos en §, ya que R semiartiniano implica que

todo médulo tiene zoclo distinto de cero, y podemos suponer que N = Rz

-
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simple y Rz ¢ §. Escribimos z = (z,) con alguna z5 # 0, entonces

M&Rﬂ:’@

rr — T1Ig

es un isomorfismo.

En efecto,

TZ =12 = (11 —ro)z = 0= (ry — ra)zg = 0 = rizg = rozp.

Asf que ¢ estd bien definida. ¢ es claramente suprayectiva y como

£ x5 #£ 0, Ker{p) =0.

Entonces

Rz2 Reg<Mpec A= Rx=NeFV

..M € Ay R es cerrada bajo tomar productoes.

(2 = 3) Obvia.
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(3= 1) Sea
ﬁ={M€R—Mod|soc(M)gM}

entonces por (3} & es una clase libre de torsién hereditaria.
Notemos que, entonces, todo médulo simple estd en & y por lo tanto el
menor cogenerador, C = G?Y E(S,) sobre todos los simples no isomorfos por
o€
pares, estd en R,
Por lo tanto, si M € R — Mod entonces 3X conjunto y M »— CX con

C¥* € £ debido a que £ es cerrada bajo tomar p;roductos. En consecuencia

Me RyA=R— Mod. Asf que R es semiartiniano. =

3.1.1 Finitud en R — Nat

¢ Se dice que una retfcula es atémica si cada uno de sus elementos distintos
de cero incluye un dtomo.

De la teorfa de reticulas tenemos el siguiente resultado conocido:

Lema 119 Una reticula L es atoémica de Boole completa si y sélo si L =

2% = p(X), donde X C L es el conjunto de sus dtomos. m

De donde obtenemos el siguiente:
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Corolario 120 3i R — Nat es atdmica, entonces |R — Nat| = 2° donde ¢ es
el cardinal del conjunto de todos los dtomos en R — Nat. En particular si

|2 — Nat| es finito, |R ~ Nat| = 2", n el nidmero de Glomos en R — Nat. m

Claramente si R es semiartiniano izquierdo con un mimero finito de sim-

ples salvo isomorfismos,entonces la retfcula de clases naturales es finita.

eSea {X;},; un juego completo de representautes de clases de isomorfis-

mo de mddulos clclicos sin zoclo. Sea Ey = E (@ X,-).
i€l

Proposicién 121 Las siguientes condiciones son equivalentes:
1. |R— Nat| =20

2. {a) R es semiartiniano izquierdo con n simples salvo isomorfismo 6
{b) 3 € Z (1 < i < n), tal que R tiene 7 simples salvo isomorfisimo
YEy=E ©®E®.. &FE,; donde cada E; es atémico y cada pareja

E;,E; con i # j no tienen submdédulos isomorfos.

Demostracién. (=) Supongamos que no es cierta (a). Sea s el mimero

de clases de isomorfismo de mddulos simples.



CAPFTULO 3. CARACTERIZACIONES DE ANILLOS 97

Como R no es semiartiniano

f

{MER—Modlsoc(M)gM}#l

8 ={M € R — Mod | soc(M) =0} #£ 0.

Por lo tanto hay ciclicos sin zoclo y en consecuencia Eg # 0y Ey incluye un
médulo atémico M.
Tomamos una familia independiente méxima {N;}, 1,» de submédulos de

Ey tales que
M e {N"}iéfl y N e (MI)V'A‘, € 1.

Sea By = E (@Ni), entonces Ey € (M) y (E1) = (M), asf que E; es
i€l

atémico.

Como FE; < Ep, es un sumando directo y podemos escribir

Eg=E 8 F
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Si Fi # 0 entonces incluye un médulo atémico M, y por la maximalidad de

{Ni}ics,» (M1) # (My), ya que de lo contrario
(M2 € (M), M, < Eo} = {Ni}ie, U {M:}

es independiente ?

Entonces existe una familia independiente méxima {N;},. 1, de submédu-
los de F) tales que My € {Ni},o,, v Ni € (M), Vi € .

Sca By =F (@Ni), entonces (Fy) = (M,), por lo tanto E; es atémico.

i€l

Escribimos, de la misma manera que antes, Fy = E, & F,.

Si Fy # 0, encontramos 3 de la misma manera. Como R — Naf tiene
s6lo n dtomos, existe ¢ tal que F, = 0.

Por lo tanto &y = £y @ B3 & ... @ E,, con cada E; atémico y tales que
{Es) # (Ej) si i # j. Bs decir que E; y E; no tienen submédulos isomorfos.

Ahora esperamnos que n = s + ¢,

Veamos que cada dtomo de R — Nat es uno de los generados por los
simples o alguno de los E;. Sea (M} un dtomo en R — Nat.

a} Si soc(M) # 0, entonces (M) = (N) para algiin N simple.

b) Si soc(M} = 0, por la eleccién de Ey, M tiene un submsdulo no cero
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que se mete en Ep y en consecuencia (haciendo unas pequefias modificaciones
al Lema {), un submédulo N, que se mete en algin £;.

Por lo tanto {N) = (E;} = (M) = (E;). As{ que los mencionados son
todos los dtomos de R — Nat. . .n= s +1.

(¢=) Claramente (a) implica que |R — Nat| = 2".

Supongamos entonces (b) y sea M € R — Mod.

Haciendo la misma observacién que en la parte final de la demostracién
de (=>} se ve que siempre M incluye un submédulo atémico y que los stomos
que se mencionan en (b) son todos los que hay. .

-~ |R— Nat| = 2" (del Corolario 120 anterior). m

3.2 Anillos MAX y Anillos Perfectos.

Proposicién 122 Son equivalentes para un anillo R:

1. R es isomorfo a un producto directo finito de anillos perfectos derechos,

cada uno de ellos con un médule simple salvo isomorfismo;
2. Toda clase natural de R — Mod es una clase de torsién hereditaria.

Demostracién. De [[11],23.9 y 5.5] tenemos que: R es isomorfo a un

producto directo finito de anillos perfectos derechos, cada uno de ellos con
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un médulo simple salve isomorfismo si y sélo si toda clase libre de torsidn
hereditaria es cerrada bajo tomar cocientes.

(1=2)R= P, x P, x..x P con cada P; perfecto derecho = R es
perfecto derecho = R es semiartiniano izquierdo . Por lo tanto, toda clase
natural es clase libre de torsién hereditaria (Proposicién anterior) y de la
observacién arriba cada una es cerrada bajo cocientes. Por lo tanto es clase
de torsién hereditaria.

{2 = 1) Si tomamos una clase libre de torsién hereditaria, entonces es
clase natural y por lo tanto clase de torsién hereditaria. De la observacién

arriba se tiene el resultado. =

Definicién 123 Decimos que un anillo R es un anillo MAX izquierdo, si

cada R-mddulo distinto de cero tiene submddulos mdzimos.

Teorema 124 Paru un anillo R, las siguientes condiciones son equivalentes:

1. R es MAX izquierdo.

2. Toda clase conatural en i — Mod estd generada por una familia de

R-mddulos simples.

Demostracién. (1 = 2) Sea C una clase conatural no trivial. Tomemos
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S la clase de los médulos simples que pertenecen a €. Afirmamos que C =
{5) R-conaz-

En efecto, si 0 # M € C, entonces cada uno de sus cocientes distintos
de cero pertenece a §. De (1) M y cada uno de sus cocientes distintos
de cero tiene cocientes simples. Por lo tanto M ¢ (S) AConae- AS{ que
C = {5) p—conas-

{2=1) Sea M un médulo distinto de cero. Si M no tuviera cocientes
simples, entonces (M} ,_._. . no estarfa generada por una familia de médulos
simples. m

Como cada anille pefecto izquierdo es MAX izquierdo, podemos concluir

el siguiente:

Corolario 125 §i R es un anillo pefecto izquierdo, entonces cada clase
conatural en R — Mod estd generada por una familia de mddulos simples.

a
La siguiente Observacién est4 en [[1], 28.5].

Observacién 126 Si R es un anillo MAX izquierdo, enlonces Rad(R) es

T -nilpotente izquierdo. m

Teorema 127 Si R es un anillo, las siguientes condiciones son equivalentes:
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1. R es un anillo perfecto izquierdo.

2. Ressemilocal y R — Conat| = 2%, donde k € N es el nimero de clases

de isomorfismo de R-médulos simples.

Demostracién. (1 = 2) Por el Corolario 125, cada clase conatural est4
generada por una familia de médulos simples. Ademss hay un nimero finito
de ellos salvo isomorfismo.

(2=1) Como |R - Conat] = 2¥ y k es el mimero de clases de isomor-
fismo de R-médulos simples, cada clase conatural estd generada por una
familia de médulos simples. En particular, cada médulo distinto de cero M
tiene un cociente simple. Por lo tanto Rad (R) es T-nilpotente izquierdo de

[[1], 28.4(c)]. Asf que R es perfecto izquierdo. m

Teorema 128 Si R es un anillo semiperfecto pero R no es perfecto izquierdo,
entonces existe una clase conatural que no estd generada por una familia de

mddulos stmples.

Demostracién. Por [[13], 11.6.2}, existe un médulo libre R¢%) ta} que

su radical de Jacobson no es superfluo. Por lo tanto Rad (R)) + K = R(X),
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para algiin submédulo propio K de R¥), Afirmamos que

(R)R—Cmat g <R(X)>R—Cona£ '

En efecto, como R es un cociente de R¥), entonces

(B hcomat S (B o

Para ver que la inclusién es propia, es suficiente demostrar que R(*) tiene un
cociente sin submé6dulos méximos.

Debido a que Rad (R™)) + K = R, K no est4 incluido en ningin
submédulo méximo de R, Por lo tanto 5(}? no tiene submédulos maximos

. gL . . .
y en consecuencia £ no tiene cocientes simples. =
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