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RESUMEN

El presente trabajo es un estudio sobre la influencia de la distribucién inicial de presion
no-uniforme en pruebas de variacion de presion. A la fecha todos los métodos existentes en
la literatura consideran una distribucién inicial de presion en todo el yacimiento uniforme;

sin embargo, esta hipotesis no siempre se puede justificar.

En esta tesis se presentan soluciones analiticas que consideran una distribucién inicial de
presién no-uniforme con diferentes condiciones de frontera interna y externa. Estas
soluciones se obtuvieron por medio de los métodos de Transformada de Laplace y Funciones
de Green. Como formas de representacién alternas de las ecuaciones diferenciales se
obtienen ecuaciones integrales, las cuales relacionan la funcién de presion inicial
no-uniforme con la respuesta en el pozo. La solucion de estas ecuaciones representa

problemas inversos que se resuelven por medio del método de Backus y Gilbert.

Se presentan casos de estudio relacionados con la respuesta de presion para yacimientos
homogéneos y naturalmente fracturados con diferentes distribuciones iniciales de presion
no-uniformes. Se muestra una buena correlacion entre las soluciones tedricas, obtenidas con

el método antes mencionado y numéricas, obtenidas con un simulador de diferencias finitas.

Para los sistemas radiales se encontré, que durante el periodo de flujo transitorio no se genera
Ja linea recta semilogaritmica. También durante el periodo de flujo dominado por frontera,
con frontera exterior de no flujo, se observé que existe una caida de presion adicional debida
a la influencia de la distribucion inicial de presion no-uniforme. Para estudiar este efecto

(pseudodafio) se obtuvo una expresion analitica.
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ABSTRACT

Most of the procedures available in the literature for well tests analysis assume a uniform
initial pressure distribution. In this work the influence of a non-uniform initial condition

in pressure data is presented.

Several solutions, which consider a non-uniform initial distribution and different
conditions at the inner and outer boundaries, are presented. These solutions were
obtained by using a combination of Laplace transformation and Green's function
methods. Integral equations relating the well response to the initial distribution function
are obtained. These equations, which represent inverse problems, are solved recursively

by using Backus and Gilbert solution.

Numerical experiments of the pressure response in homogeneous and naturally fractured
reservoirs with different initial pressure distributions are presented. The theory and
numerical results are compared and found good agreement demonstrating the

applicability of the proposed method.

For radial systems it is found that the semilogarithmic straight line is not generally
evident during the transient period. Also during the boundary dominated flow period,
with no-flow outer boundary, it is found that an additional pressure drop is present for the

case of a non-uniform initial distribution. An expression for this additional pseudo-skin

is provided.
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INTRODUCCION

Durante una prueba de presién, se obtiene la respuesta del yacimiento ante una
perturbacion. Esta respuesta puede llegar a ser grande o pequeiia, dependiendo de las
caracteristicas y propiedades del yacimiento en estudio, por lo tanto la interpretacion de
una prueba de presién es un problema inverso. Dicha interpretacion requiere de la
solucién matematica del problema. El propésito del analisis de una prueba es estimar
ciertos parametros que caracterizan al yacimiento. La importancia de conocer la presion
en ¢l yacimiento es debido a que este parametro indica que tanto potencial energético
posee el yacimiento; lo que permite predecir el periodo de tiempo en que la produccién
puede ser sostenida. La respuesta de un yacimiento ante una perturbacién, como es una
prueba de presion, estd gobernada por pardmetros tales como la permeabilidad, dafio
mecénico, coeficiente de almacenamiento, distancias a las fronteras, heterogeneidades,

etc.

A la fecha todos los métodos de andlisis de pruebas de presion consideran que la
distribucién inicial de presion en el yacimiento es uniforme. Sin embargo esta hipédtesis
no siempre puede justificarse. Para una prueba de incremento se sabe que la respuesta de
presion estd controlada por la distribucién de presién al momento de cierre (Camacho-
Velazquez y Raghavan, 1989; Raghavan, 1993). Por lo tanto, se esperaria que la
respuesta para un decremento estuviera afectada por una condicion de distribucidn inicial
no uniforme, la cual estaria dada por la produccion previa tanto del mismo pozo como de

los pozos vecinos.
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La determinacion de la distribucion inicial de presion por medio de datos de presién en el
pozo constituye un problema inverso. La motivacion esencial de la presente tesis es
demostrar que la distribucién inicial de presion no uniforme en el yacimiento influye

en la respuesta de presion, asi como la determinacion de esta distribucion,

El estudio de la ecuacién de difusién ha sido objeto de numerosas publicaciones a lo
largo de la historia de la fisica. Dicha ecuacion se ha estudiado principalmente con el fin
de conocer la distribucion de temperaturas que se tiene al someter placas, cascarones,
recipientes, y otros elementos ante diversas condiciones de temperatura. Carslaw y
Jaeger (1959) presentaron una solucion analitica para el problema de conduccion de calor
en flujo radial, con una condicién inicial de temperatura arbitraria empleando el método
de separacion de variables. Por otro lado Ozisik (1989) también presenta en forma similar
la solucién de la ecuacién de difusion en coordenadas radiales, y hace mencién al caso
especifico que se tiene cuando la distribucion inicial de temperatura es constante. Dicho
desarrollo fue publicado por Masters (1955). En esta referencia se encuentran tabulados
los valores de la respuesta para una temperatura inicial constante, Las soluciones a la
ecuacion de difusién antes citadas quedan en términos de una ecuacion integral de
Fredholm de primera clase. La solucién al problema directo es bien comportada ya que al
involucrar el kernel (nicleo) de calor que es un término exponencial con signo negativo,
hace que la solucién converja sin tener muchas dificultades. Sin embargo, si se plantea el
proceso inverso, que seria encontrar la distribucion inicial que provoco dichos efectos, el
término exponencial se convierte en positivo, lo cual trae como consecuencia problemas
en la estabilidad de la solucién. Se dice que cuando ocurre lo anterior se trata de un
problema retrégrado de la ecuacién de calor que es exponencialmente inestable (Engl,

1995).

Para encontrar la solucién a este tipo de problemas inversos se han planteado en la

literatura los métodos clasicos de regularizacion (Tikhonov, 1963), que en términos
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generales aproximan un problema mal comportado por medio de una familia de
problemas bien comportados. A finales de los afios sesentas s¢ publicé un método
alternativo para la solucién de problemas inversos enfocados al campo de la geofisica
(Backus y Gilbert, 1968). El método propuesto por Backus y Gilbert (1968) involucra la

minimizacién y optimizacién de la funcién objetivo bajo un conjunto de restricciones.

Recientemente, Oliver (1990) presenté un articulo referente a la estimacion de la
distribucién radial de permeabilidades a través de datos de presion. Este problema

inverso se resolvié por medio de la aplicacion del método de Backus y Gilbert (1968).

La presente tesis tiene como objetivos especificos:

a) Observar la influencia de la distribucion inicial de presién en datos de pruebas de

presion.

b) Validar soluciones analiticas al problema.

c¢) Obtener la distribuciodn inicial de presiones a través de datos en pozo.

En este trabajo se desarrollan soluciones analiticas para los casos en estudio, incluyendo
yacimientos homogéneos y fracturados, mediante el uso de la transformada de Laplace y
Funciones de Green. Estos métodos de solucion llevan a obtener soluciones en base a
ecuaciones integrales de Fredholm de primera clase, las cuales se resuelven

numéricamente por medio de la aplicacion del método de Backus y Gilbert (1968).

Los resultados en la presente tesis se obtienen para el caso de un pozo penetrando
totalmente la formacién situado en el centro de un yacimiento circular produciendo
liquido ligeramente compresible, en condiciones de régimen laminar. Se analizaron los

sistemas infinito y cerrado.
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Capitulo

i

REVISION DE LITERATURA

La simulacion del comportamiento de yacimientos emplea modelos numéricos que
permiten la determinacion de las condiciones Optimas de explotacién. Entre la
informacién que se necesita proporcionar a estos modelos, estan las propiedades
petrofisicas y heterogeneidades de la roca almacenadora, asi como la naturaleza de

entrada de fluidos, como agua y gas al sistema.

Las técnicas de analisis de pruebas de presion se desarrollaron a finales de los afios 30°s y
principios de los 40’s. La existencia de numerosas publicaciones en esta area se debe a
que el comportamiento de la presion de un pozo es relativamente facil de obtener y la
informacion que del analisis e interpretacion del mismo se deriva, tiene una gran utilidad

en la practica.

Entre los primeros métodos de analisis de pruebas de presion se pueden mencionar:
1) Método de Theis-Horner (1935), 2) Método de Muskat (1937), y 3) Método de Miller-
Dyes-Hutchinson (1950). El primero y tercero de los métodos antes citados se emplean

mas frecuentemente que el segundo.

I1.1 PRUEBAS DE DECREMENTO

Una prueba de decremento consiste en una serie de mediciones de la presion del fondo del
pozo para condiciones en que el gasto del pozo es constante. Si el gasto no es constante,
la prueba de presion, puede analizarse tomando en cuenta la variacién del gasto de fondo,

como ejemplo se tiene el método de Odeh y Jones (1965). Las pruebas de decremento son




REVISION DE LITERATURA 5
de gran utilidad ya que no se interrumpe la produccién, ademas de ser un método alterno
para comprobar los resuitados obtenidos de pruebas de incremento. Dado que estas
pruebas de presién empiezan generalmente bajo condiciones estiticas de presion en el
yacimiento, pueden llevarse a cabo en pozos que han permanecido cerrados por un tiempo

para llevar trabajos de reacondicionamiento.

El analisis de las pruebas de decremento de presion estd basado en soluciones de la
ecuacién de difusién que describe el flujo radial de un fluido de compresibilidad
constante. Se supone que el medio poroso es isotrdpico y homogéneo, otra hipdtesis
importante es suponer que la presidn existente en el yacimiento antes de abrir el pozo es
pi en todas las posiciones dentro del yacimiento. Al tiempo cero el pozo empieza a
producir con un gasto constante. La presién adimensional en un punto cualquiera del

yacimiento estd dada por la siguiente expresion:

kh(p; = Py )

PD(rD;lD)z——”““_141.2qﬂB II.1

donde pp, €s una presion adimensional, que depende del tipo de yacimiento que se tenga,
finito o infinito y de las condiciones de frontera; rp es la distancia radial adimensional y tp
es el tiempo adimensional. Soluciones analiticas de esta presion adimensional, pp, se

encuentran reportadas en la literatura para los casos mas comunes.

Para la presién en el pozo, la ecuacién II.1 se puede escribir en la forma siguiente:

kh(p; = )

L) =popy = I,
PpD) = Pyup = 1 20 2

E! comportamiento de la presion de un pozo produciendo a gasto constante localizado en

un yacimiento infinito puede aproximarse por la solucion de linea fuente, asi:
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I1.3

© 0.001056kt

KPi=Pup) [t
1412q28 2!

Esta ecuacion también es valida para la descripcién de la presién de un pozo localizado en
un yacimiento finito para tiempos menores al que debe transcurrir para que el efecto de la

frontera exterior afecte la produccién del pozo y para tp>25.

Para valores de tp>70, se puede emplear la aproximacioén logaritmica para la integral

exponencial, y asi, la ecuacion 11.2 se puede escribir como:

N [—

kh(p; —p. ¢) 2
T T _]n[._ M] 1.4

141.2quB 0.001056kt

donde la constante de Euler y=1.78.
Si se incluye el efecto del dafio de la formacién y ademds, se expresa esta ecuacion en

unidades practicas en el sistema inglés, se tiene:

kt
2

pwf = p; —162.52 948 log
kh gucry

—3.23+0.87s} IL5

donde s, representa el factor de dafio de la formacion y log se refiere al logaritmo de
base 10.
En la ecuacién I1.5 se observa que durante el periodo transitorio de una prueba de

decremento, se debe obtener una linea recta, si se gréfica la presion de fondo del pozo
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contra el logaritmo de base 10 del tiempo de flujo del pozo. De la pendiente de esta recta

se puede obtener 1a capacidad de flujo de la formacion:

_162.52quB

m

kh 1.6

De la ecuacion I1.5 se puede obtener una expresion para el factor de dafio de la formacion:

p;i—p
s=1,151{-L "lhora —log—J—-i—B.% 1.7
m ¢ﬂcz"w

donde pinora €5 la presion para t=1 hora le{da en la porcion recta de la curva de decremento

o de su extrapolacion.

Para tiempos cortos se tienen desviaciones de los datos de presién de la porcién recta, los
cuales se deben a varios factores, entre ellos, las variaciones en el gasto del pozo durante
el periodo en que no se alcanzan condiciones de estabilizacién del gasto instantaneas; el
efecto del almacenamiento de fluidos en el pozo, el efecto del dafio en la formacion, etc.
Si se trata de un yacimiento finito, eventualmente la produccion del pozo se vera afectada
por los limites del yacimiento, y en consecuencia, a partir de este tiempo se presentaran
de nuevo desviaciones en los datos de presién correspondientes a la porcién recta de la
curva de presién. Los datos de presion obtenidos a partir de este tiempo se utilizan en las

pruebas de limite del yacimiento, con los que se estima el volumen de drene del pozo.

11.2 PRUEBAS DE INCREMENTO

Una prueba de incremento consiste en realizar mediciones de presién de fondo del pozo,
Pus, para tiempos At después de que se cetr6 el pozo. Para llevar a cabo esta prueba es
necesario que el pozo prodﬁzca a gasto constante q por un periodo de tiempo anterior al
cierre. En caso de que el gasto no sea constante, se puede emplear el principio de

superposicién para tomar en consideracién esta variacion.
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Las pruebas de incremento tienen varios objetivos, entre ellos, determinar la capacidad de
flujo de la formacion productora, la presién promedio del yacimiento, los limites del

yacimiento, heterogeneidades del yacimiento, etc.

El analisis de las pruebas de incremento se basa en el principio de superposicion. Se
supone que ¢l pozo produce continuamente con un gasto q para todo tiempo (t+ At). En €l
tiempo t se supone que un segundo pozo localizado en la misma posicion que el anterior
empieza a inyectar fluidos con un gasto —q, en consecuencia, para tiempos mayores que t,
el gasto neto debido a los dos pozos es nulo. Los dos métodos mas comunmente
empleados para el analisis de pruebas de incremento son: 1) Método de Theis-Homner

(1935) y 2) Miller, Dyes y Hutchinson (1950).

La caida de presién para tiempos después de que se ha cerrado €l pozo puede obtenerse

mediante la aplicacion del principio de superposicion:

pi-pws=(caida de presion al tiempo t+At causada por el gasto q)t(caida de presion al

tiempo At causada por el gasto —q) I1.8

Esta ecuacién puede escribirse empleando la ecuacion IL.7, simplificando y expresando en

unidades de campo en el sistema inglés se obtiene:

quB t+ At
=p, —162.52 lo 1.9
Pus = Pi P 8[ A7 J

Si se grafica la presién registrada durante el periodo de flujo transitorio en el pozo
cerrado, pus, contra el logaritmo de (t+At)/ At, se obtiene una linea recta. El valor absoluto
de la pendiente de la curva, m, es igual al coeficiente del logaritmo que interviene en la

ecuacion 11.9. Entonces la capacidad de la formacién estd dada por:
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i = 102:52948 11.10

m

Al igual que en caso de pruebas de decremento, para tiempos cortos y largos se tienen
desviaciones de los datos de presién en la porcion recta de la curva de incremento. Si la
porcién recta de la curva de incremento se extrapola para un tiempo de cierre del pozo At
infinito, se obtiene una presién p*. En el caso de un yacimiento infinito, con un solo pozo
en el centro, p*=p;, donde p; es la presion inicial en el yacimiento. En el caso de
yacimientos infinitos con mas de un pozo y yacimientos finitos, p* es menor que la

presidn inicial después de que la masa contenida en el yacimiento ha disminuido.

Mattews, Brons y Hazebroek (1954) presentaron un método para determinar la presion
promedio del 4rea de drene de un pozo, a partir de datos de una prueba de incremento de

presion.

El método de Miller, Dyes y Hutchinson (1950), para el analisis de pruebas de incremento
se basa en la solucién de la ecuacidn de difusién para yacimientos finitos. Este método
supone que el pozo ha alcanzado condiciones de flujo pseudoestacionarias antes del
cierre. Para efectuar el analisis de presiones, se grafica la presion del pozo cerrado, pus,
contra log At. La capacidad de la formacién y el factor de dafio se obtienen empleando las

expresiones correspondientes al método de Theis-Homer.

Para la obtencion de la presion promedio del volumen del yacimiento drenado por el
pozo, Miller, Dyes y Hutchinson (1950) presentan una grafica en funcién de una presién
adimensional, pp, y de un tiempo adimensional de cierre Atpa, para yacimientos cuya
frontera exterior presenta una presion constante, igual a la inicial. La presion y el tiempo

estan dados por las expresiones siguientes:
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= k(P = Pws) IL11
D= 412quB '

_ 0.000264kAt

= = I1.12
DA e, A

At

Se entra a estas curvas tedricas con el valor de Atp, calculado para un tiempo de cierre At
que esté comprendida en la porcién recta de la curva de incremento y asi se obtiene el
valor de Ppypy de la curva correspondiente de acuerdo al tipo de frontera exterior del

yacimiento. A partir de este valor de presion adimensional se obtiene la presion promedio.

Todos los métodos expuestos anteriormente consideran una distribucion de presion
inicial uniforme en el yacimiento. Sin embargo, esta hipdtesis no siempre se puede
justificar. Por ejemplo en el caso donde se tenga un yacimiento con mas de un pozo,
debido a la produccién previa de! pozo de prueba o de pozos vecinos; se genera un perfil
de distribucién de presién en el yacimiento, por lo cual al analizar una prueba del pozo en
cuestién, esta tendrd como condicion inicial de presion un cierto perfil que ya no €s
uniforme (constante), de aqui la relevancia de este estudio y por lo cual la principal

motivacién de este trabajo.

I1.3. TRABAJOS PREVIOS RELACIONADOS CON EL TEMA

En la literatura técnica la mayoria de los procedimientos para el andlisis de pruebas de
presién consideran una distribucién de presién uniforme en el yacimiento, tal como los
métodos antes descritos. Recientemente, Oliver (1990, 1992) present6 un par de articulos
relacionados con el tema, pero considerando una distribucién radial de permeabilidades

en ¢l yacimiento,

Por otro lado en el area de la ingenieria de transferencia de calor, se ha estudiado la

ecuacion de difusién para obtener la distribucion de temperaturas ¢n solidos. Carslaw y
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Jaeger (1959) asi como Ozisik (1989), han estudiado la ecuacion de calor sometida a una

condicién inicial de temperatura arbitraria, tal como se muestra a continuacion:

2
a—T+l§Z=1—a—T 0Sr<e,t>0 I1.13
a2 ror ad

T(t = 0) = F(r) 11.14

y sujeta a la condicidn de que la temperatura permanece finita en r =0,

Mediante la aplicacién del método de separacion de variables los autores muestran que la
solucién para la funcion tiempo-variable esta dada por exp(-o.p’t), donde P es la variable
de separacion. La funcién de variable espacial Ry(B,r) es la solucién de la siguiente
ecuacién

2
OB LR SR =0 en Osr<w 115
dar®  r dr

Sujeta a la condicién de que Ro(B,r) permanece finitaenr = 0. La solucion a la ecuacion

I1.15, la cual es finita en r =0, es:
R(B.r)= (&) IL16

Entonces, la solucién completa para T(r,t) se construye de la siguiente manera:

T(r 1) = ;c(ﬂ)e““/”z‘ Jo(B)df .17
=0

Jo es la funcién de Bessel de primera especie y orden cero y ¢(8)= /4 Jr'Jo(,ﬁ FF(
=0

La aplicacién de la condicion inicial conduce a:
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F(r)= ;jgc(ﬂ).fo(ﬁr)dﬂ 0<r<w I1.18
=0

Esta es una expansidn de la funcién F(r) definida en el intervalo mostrado, en términos de

la funcion de Bessel. Finalmente la solucion al problema estd dada por la ecuacion 11.19.
2,.'2 '
1 < Fe+r J FF '
T(r,)=-— - F(r)I d .19
(r,t) - i rexp[ s J (r) o[ azJ r

El esquema de solucién planteado anteriormente lo expone Ozisik (1989) y analiza el

caso especifico en que la distribucidn inicial de temperatura es un valor constante.

T,, O<r<b
0, r>b

F(r) ={ 11.20

bajo esta condicién, la solucion I1.19 toma la siguiente forma:

2 b '2 ‘ '
I(r.0) =Lexp ST rexpl - 1l T lar .21
TO 2o Aot r|=0 4ot 2a1

A este resultado se le conoce como la funcion P, la cual ha sido numéricamente evaluada

y los resultados se muestran en forma tabulada (Masters, 1955).

Este resultado podria interpretarse, para el caso de analisis de pruebas de presion cuando
se produce un pozo después de un cierre prolongado donde p(r) es la presion media para

toda posicion radial en el yacimiento.

De la solucién dada por la ecuacién I1.21, se puede observar que se trata de una ecuacién

integral de primera clase. Es importante mencionar que las ecuaciones integrales surgen




REVISION DE LITERATURA 13
en los problemas de ingenieria, fisica, quimica y biologia. Estas ecuaciones se obtienen

como formas alternas de representacién de las ecuaciones diferencialcs.

Las ecuaciones integrales surgen de diferentes origenes y aplicaciones, tales como
problemas de frontera y condiciones iniciales. En base a lo anterior, las técnicas de
solucidn para ecuaciones integrales son diversas y en el caso de las ecuaciones integrales
de Fredholm de primera clase, no se puede hablar de un esquema de solucién, ya que
depende en gran medida de los origenes de dicha ecuacién y de la forma del kemnel

presente en ella.

En términos generales una ecuaci6n integral presenta la siguiente forma:
b
u(x)= [K(x,tu()dt 11.22
a

En cuanto a la estructura de una ecuacion integral, se puede decir que la funcion
desconocida estd dada por u(t) y aparece bajo el signo de la integral tanto para las
ecuaciones de Fredholm como para las de Volterra de primera clase; como es el caso de la

ec. 11.22.

En las ecuaciones integrales de Fredholm, la integral tiene como limites de integracion
valores fijos, mientras que en las ecuaciones de Volterra, al menos un limite es variable, y
generalmente es el limite superior de la integral. Principalmente existen cuatro métodos
para obtener la solucién a una ecuacién integral. Casi todos los métodos se basan en el

hecho de encontrar la solucién en forma numérica.

Es frecuente en el estudio de fenémenos fisicos encontrar problemas que estén descritos
por el estudio de una ecuacion integrodiferencial, es decir, una ecuacién en la cual la
funcién incégnita u(t) de la ecuacién I122 se encuentra bajo los signos de derivada e

integral, un ejemplo de una ecuacién integrodiferencial seria:
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b
W) +ulx)= [K(x,0u(t)de 11.23
a

Un método que es especialmente til en ¢l caso de ecuaciones integrales de primera clase,
es el de aplicar una transformada integral para invertir la ecuacion, tal como las
transformadas de Fourier, Hankel, Laplace, o la transformada K. Desafortunadamente en
los problemas de conduccion de calor, debido a la presencia del kernel o niicleo de calor
en el problema directo, cuando se aplica alguna de estas transformadas integrales para
invertir la ecuacion, se obtiene una solucién en términos de una funcidn exponencial con
argumento positivo, lo cual trae como consecuencia una alta inestabilidad en la solucion.
Debido a lo anterior se aplican los métodos de regularizacién (Tikhonov, 1963) para

obtener una solucién a este tipo de ecuaciones de calor.

En el caso de las ecuaciones integrales de segunda clase, se pueden aplicar los métodos
de Neumann, Liouville, Volterra, Fredholm, Hilbert y Schmidt (Wing, 1991). Mientras
que para las ecuaciones integrodiferenciales se puede hacer uso de alguna transformacion

y definir una nueva funcién incognita para solucionar el problema asi transformado.

Otro trabajo publicado en referencia a la ecuacién de calor fue el de Chang y
colaboradores (1973). Este trabajo versa principalmente sobre el uso de Funciones de
Green para la solucién de problemas de conduccién de calor en medios isotropicos y
anisotrépicos. Aqui se hace mencién a la dificultad de encontrar una solucidn analitica a

los problemas de conduccidn de calor en un medio anisotrépico.

Por medio de la aplicacién de Funciones de Green, las ecuaciones diferenciales se
transforman en ecuaciones integrales. Estas ecuaciones son particularmente utiles para la

solucién de problemas inversos, los cuales se discutiran mas adelante en la presente tesis.
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Chang y colaboradores (1973), con el fin de ilustrar el método e investigar la singularidad
en la solucién y los efectos en medios anisotrépicos analizan con detalle tres sistemas con
y sin esquinas y con y sin condiciones de frontera continuas: para un prisma cuadrado, un
cilindro circular sélido y un cilindro con un hueco excéntrico. Los autores de este trabajo
fundamentalmente se basan en la solucién del problema directo de la ecuacién de calor.
Esta clase de problemas son bien comportados debido a que convergen sin ninguna
dificultad. Ahora bien, si se considera que se conoce la respuesta de temperaturas en un
solido y se desea encontrar la distribucion inicial de temperaturas que origind esa
respuesta en dicho solido, se estaria tratando con un problema retrogrado de la ecuacidn
de calor, los cuales presentan grandes dificultades numéricas en su selucion, lo cual es

similar al problema que se trata de resolver en esta tesis.

Para resolver la ecuacion diferencial, en este trabajo se aplica primero el método de la
transformada de Laplace y posteriormente Funciones de Green, obteniéndose una
solucién general al problema similar a la ec. 11.19. Cabe hacer mencion que este tipo de
problemas de conduccién de calor también pueden ser resueltos por medio de la
transformada de Hankel, la cual es particularmente util para la solucién de ecuaciones

diferenciales en coordenadas radiales.

Las conclusiones mas relevantes a las que llegan Chang y colaboradores (1973} son:

o Que existen muchas ventajas de emplear el método de Funciones de Green.

e La solucion numérica de las ecuaciones integrales requiere de menor esfuerzo que las
ecuaciones diferenciales (refiriéndose al problema directo)

e Esto se cumple particularmente para el caso de dominios irregulares con condiciones

de frontera complicadas.

Recientemente, Oliver (1990) presenté un articulo referente a la respuesta de presion para
un pozo ubicado en un yacimiento infinito con una pequeiia variacidon espacial en

permeabilidad. El punto de partida de este estudio se basa en la solucidén general de
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presion de un pozo produciendo a gasto constante. Esta ecuacion se expresa en términos

de una ecuacion integral:

Pr=pPr o+~ i) Tl- ! ) oa I1.24
= + - .t - - — r .
D7'D0O " 5, i 1)) —r kD(r’g)J

donde, ppo es la respuesta de presién para un yacimiento homogéneo, G(rp,tp) €s la
funcién de peso para la permeabilidad variable, y kp(rp,0) es una distribucién arbitraria de
permeabilidad adimensional. En este articulo solo se presenta la solucién al problema
directo de la ecuacién integral I1.24. Es evidente que el encontrar la solucién al problema
inverso para la distribuciéon de la permeabilidad radial es equivalente a resolver la

ecuacidn integral de Fredholm de primera clase.

La solucion para la distribucion de la permeabilidad desconocida puede obtenerse a través
del uso de Funciones de peso, por medio de la discretizacion de la ecuacidn integral de
primera clase, convirtiéndose este en un sistema de ecuaciones lineales para la

permeabilidad a diferentes radios de estudio.

Es importante conocer la variaciéon de las funciones de peso, ya que la forma de estas
funciones permite determinar el grado de suavizado en la grafica semilogaritmica y su
pendiente en términos de la distribucion de permeabilidades. La solucion presentada por
Oliver muestra que si la permeabilidad se estima de la pendiente semilogaritmica a un

tiempo t, entonces mucha de la informacién de permeabilidad proviene de la region del

1/2
kt
yacimiento centrada a r = 0.015} - — . Por lo tanto, menos del 1% del valor
‘ﬁ'{’,‘*’ct

estimado de permeabilidad se obtiene de la region exterior para radios mayores a




REVISION DE LITERATURA 17

B 1/2
kt
r=0.038 —— , lo que concuerda con los radios de investigacion estimados por
duc,

otros autores.

Para la solucion de este problema Oliver se basa en que el problema es el obtener la
respuesta de presion de un pozo produciendo a gasto constante en un yacimiento con una
distribucién en permeabilidad kp(rp,8). Se considera flujo monofasico y un fluido
ligeramente compresible; los efectos de almacenamiento y dafio mecanico son

despreciables. La ecuacién de difusién en términos de variables adimensionales es:
Vikp\rp.0Fpp = 00100, 11.25

El gasto en el pozo se considera constante, por lo tanto las condiciones de frontera son:

p +7 Pp
ﬂ"j”kD(rD,é’)rD “Lag=-1,ry =1 11.26
3
#D _o, =1 11.27
26

La permeabilidad se puede escribir como la suma de una permeabilidad promedio y una
variacién del valor constante. Oliver supone en este andlisis que la variacion de la

permeabilidad es mucho menor en magnitud que la permeabilidad promedio y entonces:

kplrpo0)= - e 1lrp.6) 11.28

donde f(rp,0) es O(1) y la relacidn de la variacién de permeabilidades, €, es pequefia. La
solucién a este problema se encuentra por medio de aplicacion de la Transformada de
Laplace y una expansion en potencias de €. Los detalles de la solucién los presenta Oliver

(1990),
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El planteamiento expuesto en este articulo ignora los efectos de almacenamiento y dafio
mecénico. La aproximacion para tiempos grandes permite obtener una solucién analitica
para la funcién de peso. En este articulo se expone el hecho de que a través de la funcién
de peso, la cual representa el valor estimado de la permeabilidad promedio, la integral

bajo la curva es una medida de la contribucion de la permeabilidad estimada.

Posteriormente, Oliver (1992) publicd un trabajo referente a la estimacion de la
distibucion de la permeabilidad radial a través de datos de presion. El método se aplico
a tres ejemplos; variacién de la permeabilidad en un yacimiento compuesto, variacion de
la porosidad en un yacimiento compuesto y variacion de la permeabilidad con datos
inexactos. El método propuesto en este articulo para la solucién del problema inverso
presenta ciertas ventajas con relacion a otros debido a que considera que la estimacién de
la distribucién de la permeabilidad se puede llevar a cabo sin dividir el yacimiento en

zonas de permeabilidad constante.

En este trabajo se muestra que es posible obtener la funcién de permeabilidad por medio
del algoritmo de Backus y Gilbert (1968) para la solucién del problema inverso. Las
consideraciones que se emplean en el desarrollo del método son que para una pequeiia

variacion en la permeabilidad, la respuesta de presién se puede expresar de la siguiente

manera.:
o
p; = Gl F(r)dr 11.29
i
donde,
1
F(r) == — I1.30
kD(")
y
k(r)

I1.31
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pi, €s la presion al tiempo t;,

Gi(r), representa funciones de influencia que especifican la influencia de la permeabilidad

en las presiones medidas,

k , es la permeabilidad promedio

El planteamiento de solucién aqui propuesto por Oliver consiste en estimar la funcion
F(r). E! método mas cominmente empleado para la solucién de estos problemas es el de
considerar que F(r) es constante durante ciertos intervalos, en tal caso se obtiene un
sistema de escuaciones lineales dado por la siguiente ecuacion integral de Fredholm de

primera clase:

M rJ.+1
p;= 2 F(r)) [Gir)ar,i=1,n. 11.32

Por medio del método de Backus y Gilbert (1968) , se puede estimar la distribucion de la

permeabilidad F(r) que se observa en la ecuacion 11.29.

Uno de los objetivos de una prueba de presion es el de estimar la permeabilidad de la-
formacidn. En este caso, es el de estimar la distribucién F(r) desconocida, la cual se le
conoce en la literatura como la distribucién de permeabilidad inversa. Basado en la
ec. 11.29, se plantea la posibilidad de construir una combinacion lineal del kernel, G, tal

que la suma sea una aproximaci6n de la funcién delta de Dirac (Tarantola, 1987).

Y ¢,G(r)= 8(r-r,) 11.33

La combinacion lineal resultante de los datos proporciona un estimado de la variacion de

la permeabilidad.
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Flrp) = X c;p; 11.34
i

El método de Backus y Gilbert (1968) considera ciertas restricciones, las cuales resultan
Utiles para encontrar los multiplicadores de Lagrange definidos por la seric de valores

de c.

Este método se aplico a los casos antes descritos y para el caso de permeabilidad variable
se consideré una valor de permeabilidad promedio de 1500 md por lo tanto se tiene que
F(r)=1-1500/k(r). Entonces se obtuvo la grafica II.1, en la cual se observan los puntos que
fueron calculados empleando el método de Backus y Gilbert contra una distribucion de
permeabilidades supuesta mostrada por las lineas continuas. Se puede observar buena
correlacidn entre los resultados numéricos al aplicar el método de Backus y Gilbert con la

permeabilidad real.

RD

Fig. 11.1. Perfil calculado para la variacion de la permeabilidad inversa, comparada con la
real. Segun Oliver (1992).
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Como se menciond anteriormente, este método se aplicé a otros dos casos mas:

permeabilidad variable-datos inexactos y porosidad variable.

El propésito de este estudio es el poder caracterizar mejor a los yacimientos. La teoria
aplicada aqui toma en cuenta que la distribucion de permeabilidad es funcion de la

posicidn radial en el yacimiento.

En este articulo, el método de Backus y Gilbert considera un modelo que obtiene la
distribucién de la permeabilidad radial, y en el planteamiento se considerd un fluido
ligeramente compresible, gasto constante, variacién pequefia de la permeabilidad,

porosidad constante, y espesor constante del yacimiento.

El anélisis de pruebas de presion, tal como se menciond al inicio del presente capitulo se
basa en la solucion de la ecuacién de difusién. Como se sabe la condicidn inicial que se
maneja en el planteamiento para la solucion de la ecuacion de difusién considera una
distribucidn inicial de presién uniforme en el yacimiento. Con la revision de la literatura
que se mostré anteriormente se establecieron los puntos de partida y justificacion de los

objetivos especificos de la presente tesis.

En los capitulos subsecuentes se mostrara el desarrollo del tema asi como los resultados

obtenidos y las conclusiones acerca del presente trabajo.
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Capitulo

DESARROLLO DEL TEMA

I11.1. Modelo fisico y consideraciones

En los capitulos precedentes se establecieron los objetivos de la presente tesis asi como
una revision de los trabajos previos relacionados con el tema, haciendo énfasis en que a
la fecha, los métodos para el andlisis de pruebas de presion consideran que la distribucion

inicial de presion en el yacimiento es uniforme.

Dentro de la revision de la literatura se citaron referencias que sirven como base para la
solucién de las ecuaciones integrales, las cuales surgen de resolver una ecuacion

diferencial en derivadas parciales (ecuacién de difusién) que se estudiardn mas adelante

En este capitulo se presentara el desarrollo matemético asi como la conceptualizacién
fisica del problema y las consideraciones hechas para el planteamiento del mismo al

considerar que la distribucion inicial de presién en el yacimiento no es uniforme.

Para llevar a cabo el analisis de una prueba de presion es necesaria la solucion de la

ecuacién de difusion, la cual gobierna el comportamiento fisico del fenomeno en estudio,

Las consideraciones hechas en el desarrollo de la presente tesis se muestran a

continuacion:
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o La ecuacién de Darcy es aplicable

e La porosidad, permeabilidad, viscosidad y compresibilidad son constantes

e El anélisis se lleva a cabo para yacimientos homogéneos y fracturados, asi como para

sistemas infinitos y cerrados
o Se considera flujo monofasico

o Los efectos de gravedad y térmicos son despreciables

Los resultados que se muestran en la presente tesis consideran a un pozo en el centro de

un yacimiento circular, penetrando totalmente la formacién.

Tal como se menciond anteriormente, para analizar una prueba de presién es necesario

establecer el planteamiento de! problema fisico a través de la formulacion matematica del

mismo. Para cllo se puede decir que la ecuacién de difusién en términos de variables

adimensionales nos proporciona las bases necesarias para entender el fenémeno.

I11.2.1 Sistemas Infinitos Homogéneos

La ecuacion de difusion en coordenadas radiales se expresa de la siguiente forma:

%p _ 52PQ_+L?@_

Otp 6r3 ) orp

kh(p, =~ P)
141.2,,, 1B

La distancia y el tiempo adimensional se definen de la forma convencional.

Pp

con p = lim p(r) Y Qrer €5 cualquier gasto de referencia.
r r -3 ®

ef

M1

1.2

La condicion inicial de presion no-uniforme en el yacimiento estd dada por la siguiente

expresion:




DESARROLLO DEL TEMA 24

PD(’D!0)= (o) I1.3

Si se consideran los efectos de almacenamiento y dafio mecénico, la condicién de frontera

queda de la siguiente manera:

r —_———
Doar, | Do, 14
D
Pup = !:pD —s?@] 1.5
orp ro=1
y la condicién de frontera externa:
lim p(r,t,) =0 116

I‘D—)CO

Para resolver estos problemas, resulta util la aplicacién de los métodos de la transforma

de Laplace y Funciones de Green.

si a=-+~u,entonces:

d’pp, 1 dpy

- p. + p. =0 [11.7
dr; — Py + Pip(rp)

Transformando las condiciones de frontera interna y externa:
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dp 1
CD[u wa - wa(O)] _( dpp] = - III.S
rD rpel u
d
Puo {P‘D -5 p”} 119
dr, et
limp,(r,,u)=0 I11.10
Cou[ﬁo(l,u)—s({f’j—”] }—co[pp(l)—spo'(l)]-(@] -1 11
"D ) drp ) .. u

Aplicando e! método de Funciones de Green, se obtiene la respuesta de presidn

adimensional durante el periodo de flujo transitorio en el espacio de Laplace:

P plirp) =~ JOENE P (dE +h6) GCLD=s

® 11112
16, (f,rD)} £pp €M+ h(u)[Gr (1,,-D)]
1 D rD D p = |
donde:
Colpin(1)-sp,p' (1] + !
h(u)g_,,,,p_ .. . .___.u
-Cpus -1
I11.13

Esta expresion representa la solucién convencional, es decir para el caso en que la

distribucién inicial de presion en el yacimiento es uniforme; excepto por la presencia de

los términos integrales.




DESARROLLO DEL TEMA 26

La derivacién en forma detallada para este sistema se muestra en el Apéndice A de la

presente tesis.

Si se substituye la Funcién de Green en la ecuacién de arriba (ec. 111.12), la determinacion
de la distribucién inicial de presién es equivalente a resolver la ecuacion integral de

Freedholm de primera clase, es decir:

‘D 4
_ ] I (- (@K (@) + K (@) (a))

{[Ko(@) - Ip(@8)la~s[K (@) +], (@)} )r,wa(,D ~rlrs

2
B h(u) Ko(a)/a+sK1(a')IIO(a)~K0(a')/¢9] © | —“55
+L -1~ f——e @iD(f)df
{[Ko(@) -~ Ip(@)8)/ & ~s[K (@) + I (2)6]} [ 2t
11.14
donde:
a=Ju
. T )@
ol (@) +— C’:::_ll,,(a)

I, y 1;; son Funciones modificadas de Bessel de primera especie y orden 0 y 1

respectivamente.

K, y Ki; son funciones modificadas de Bessel de segunda especie y orden 0 y 1|

respectivamente.

u; es la variable de Laplace.

L' denota la transformada de inversa de Laplace.
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Analizando el caso particular en que pp=0 para toda posicién radial rp, y se considera

ademas que los efectos de almacenamiento y dafio mecanico no son nulos, la ecuacion

I11.12 queda de la siguiente manera:

0(Ju)+s4£d< (~u)

wD = u[C u(KO(\,u)+s\qu (Nu))+ \/uK ()] L1

p

la cual es la solucion dada por Agarwal y colaboradores (1970).

Como se puede observar la solucion antes citada se encuentra en el espacio de Laplace, lo
cual hace necesario la aplicacién de un algoritmo numérico que permita obtener la
respuesta pwp €n el espacio real (tiempo), ya que la transformada inversa de Laplace
analitica no existe. Para obtener este tipo de soluciones se aplica el algoritmo de
Stehfest (1970). Los resultados de aplicar el algoritmo antes citado para invertir la
ecuacion I11.14, se muestran en la figura III.1 en escala log-log, en ella se observa la
influencia que tienen el dafio y el coeficiente de almacenamiento en la respuesta de

presion. Todas las soluciones para Cp>0 presentan una pendiente igual a la unidad para

: . ., i
tiempos cortos, confirmando la validez de la ecuacion: p,,(15) = CD , la cual establece
D

que en una grafica de Ap vs. t se deberia tener una linea recta de pendiente unitaria en

escala log-log.

Para el caso en que Cp=0 con p;p=0, la solucién dada por la ecuacion I11.13 queda como:

K(«F)
ZK(\/_)

J—K (J_) .[K (“Féz)fpln(f)df I111.16

Ahora bien para el caso especifico en que la distribucién inicial de presion en el

yacimiento sea constante:
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= Po K(Nu) s 111.17

P. ,
P u WK (Nu)

Como puede ser el caso de produccion después de un cierre prolongado, donde
p(r) = p para toda posicién radial en el yacimiento. Desde luego la definicién de p.p de la

ecuacion II1.16 debe darse en términos de p y no de p;.

Para un incremento que sigue a un decremento de duracién desconocida, la condicion de

frontera interna es:

C ‘*’—WD-(@"DJ =0 1118
rp=|

después del cierre, siguiendo el mismo procedimiento, la solucion A-30 sigue siendo
vélida, y considerando despreciable el efecto de almacenamiento (Cp=0), en lugar de la

ecuacion I11.15, se tiene:

Puo = [ BK(@Dpp@de+5[[G, ()] Pole)s .19

donde

Ko(mu)_]a(wo)g

B, = — 111.20
Bar, |1, (ar)K (ar,) + K (@), (ar,)]

De la ecuacion anterior se observa que lo que controla la respuesta de incremento cuando

Cp=0, es el perfil de presién al momento del cierre.
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Una prueba de incremento, en la cual el periodo previo de produccion se desconoce, se
puede tratar como una prucba de decremento con una distribucién inicial de presion
desconocida. En este caso, el tiempo de inicio es el tiempo de cierre. Para el caso en que

los efectos de almacenamiento y dafio sean despreciables, se obtiene:

Pup(Btp) = ﬁf‘[ K. (“"’g)}fp.-o(e‘)df] 11.21

ak, (a)

Esta ecuacién confirma el hecho de que Ia distribucion de presion al momento del cierre
controla la respuesta de presién para una prueba de incremento (Camacho-Veldzquez y
Raghavan, 1989; Raghavan, 1993),

II1.2.2 Sistemas Infinitos con doble porosidad

En el Apéndice A de la presente tesis, se muestran las consideraciones realizadas para el
estudio de la ecuacién de difusion, estableciendo el uso de la formulacidn propuesta por
Warren y Root (1963). La ecuacién de difusién en el espacio de Laplace estd dada como

sigue:

4Dy +Ldﬁfp _
er2 r, dry

azpﬂ, —-g(rp,u)=0 111.22
donde:

a=~uf ),y

g(rpott) = ~{ APy (1)@ + Piap (rp)(1 — @)] + +au(l = @) pp (rp )} {A + ul - @)}

Las ecuaciones A-58 — AB7, muestran una explicacion mas clara en relacion a las

condiciones de frontera e inicial que se consideraron.
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Durante el periodo de flujo transitorio, la respuesta de presion adimensional esta dada por

la ecuacion que a continuacién se muestra:

Prp = IjG(.f,l){g(g"‘,u)df + h(u)G(L,1) - s[ ]j [G,D (¢, rD)]r :lé:'g(s”,u)df Gy (LrD)],,D=1

D

111.23
Si se considera el caso especial en que la distribucién de presion inicial en la matriz sea la
misma que en la fractura: pip(rp)=pimp(Tp), entonces la definicion de g(rp,u), se convierte

en.

g(&,u)= -p,ﬂ)(f)f () I11.24

donde:
fw)={A+ou(l-w)}{A+u(l- )}

I11.2. 3 Sistemas cerrados Homogéneos
El procedimiento seguido para derivar las ecuaciones III.1-IIL5, continda siendo

valido, Cambiando la condicién de frontera I11.6, a una de no flujo:

< Z1 B I11.25

arD Fo=ren

Empleando de igual manera que en el caso de yacimientos infinitos, la transformada de
Laplace y Funciones de Green, tal como se presenta en los Apéndices A y B de este
trabajo, y considerando la condicion de frontera de no-flujo, se obtiene el mismo
problema adjunto que para el caso de sistemas infinitos con la siguiente condicién de

frontera adjunta:
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G, (rpes?p) =0 111.26

La solucién para la presién adimensional queda de la siguiente manera:

r\’.’

Pup =~ JOENE Pip 4 + WG~

- 111.27
{— flory @)

rDzléupiD(é:)df +h(”)[GrD (]’rD)]rDzl

Esta solucién se reduce a la propuesta por van Everdingen y Hurst (1949) para el caso en

que PiD(rD)=0,

pwD = K (@7, p)lo(@) + (@, p)Ky@)ua)

: 111.28
[Il(areD)Kl(a) - Kl(WeD)"l(“)]_

La aproximacién para tiempos grandes de la ecuacion B-8 (Apéndice B)

r

Do = | (AT, (@D + BK,(@D), £ poOdé—=[Al(@)+ BK,(@)]  conduce a una
i U

rpul
expresion que nos indica que debido a la presencia de una distribucion inicial de presion
no-uniforme en el yacimiento, existe un pseudodaiio adicional en la respuesta dado por el

término integral de la ecuacion I11.27, que se muestra a continuacion:

3 2 2 1 3
Puo ® =i Iffpm(s‘)drﬂWJf;;['“(’:o)—ﬂ 125

a'tp D

De tal forma que para el caso de yacimientos homogeneos, a = Ju, Asi: el pseudodatio

adicional en la respuesta estd dado por:
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¥,

pseudodaio~ > [&,(£)dE 11.30

rep

II1.2.4 Sistemas cerrados con doble porosidad

En el Apéndice B, se muestra de manera detallada la derivacién para sistemas cerrados,
asi como también las aproximac.ones empleadas para las funciones modificadas de
Bessel. En lo correspondiente al caso de sistemas cerrados considerando doble porosidad,
segin Warren y Root (1963), se siguié el mismo criterio que para sistemas infinitos
considerando las mismas definiciones de las funciones g(&,u) ,f(u) y a’=uf(u). Se obtiene
un problema adjunto similar que para el caso de sisternas cerrados homogéneos, lo tinico
que cambia es la definicién de la funcién o. Por lo tanto las ecuaciones B-1 a B-13

mostradas en el Apéndice B siguen siendo vilidas.

I11.3 Problema inverso

En el desarrollo del presente capitulo, se han obtenido soluciones que describen el
comportamiento en tiempo de los sistemas infinitos y cerrados, considerando que estos
pueden ser medios homogéneos o fracturados al considerar que en ellos existe una
funcién de distribucion inicial de presién no-uniforme en el yacimiento; la cual pudo
haberse generado por la produccién previa de los pozos que se encuentran en el mismo
yacimiento en estudio. De las soluciones I11.12, 13, 15, 19 y 25, se puede observar que se
trata de ecuaciones integrales de Fredholm de primera clase (Porter y Stirling, 1990; Wing

y Zahrt, 1991).

El problema directo a la ecuacion de difusion, como es el caso de la ecuacion I11.13, se
trata de un problema bien comportado (Beck y Clair, 1977; Engl, 1995), debido a que
aparece en el kernel de la ecuacion (lado derecho) el nicleo de calor con signo negativo.
Este signo en el kernel hace que esta solucion sea bien comportada debido a que en los
extremos de la forma de la funcion se tienen valores muy pequefios que hacen que el

producto de otra funcidn por ella converja sin mayor dificultad numérica. Por otro lado sj
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se piensa en el proceso inverso; es decir si se conoce la respuesta de presion en tiempo y
se desea conocer la distribucién que generé dicha respuesta en el yacimiento, aparecera en
el kernel la funcién exponencial con signo positivo, lo cual hara que el proceso numérico
tenga severas dificultades. Cuando dicho proceso se presenta, se dice que se trata de un
problema retrégrado de la ecuacion de calor o difusién que es exponenciaimente inestable

(Beck y Clair, 1977; Engl, 1995).

Para obtener una solucion numérica a este tipo de problemas, en la literatura (Bakus y
Gilbert, 1968; Beck y Clair, 1977; Engl, 1995; Porter y Stirling, 1990) aparecen métodos
que tratan de aproximar la solucién mediante una serie de funciones matematicas bien
comportadas bajo ciertas restricciones numeéricas y de optimizacién. En el apéndice C de
esta tesis se muestra el método de Backus y Gilbert (1968) para problemas inversos.
Dicho planteamiento matematico fue aplicado por Oliver (1990, 1992) para obtener la

funcién de distribucidn de permeabilidades a través de datos de pruebas de presion.

En el capitulo siguiente se presentard la influencia que tiene la distribucion inicial de
presiéon no uniforme en pruebas de presién (problema directo), asi como la solucion a las
ecuaciones integrales de Fredholm de primera clase por medio de la aplicacion del

método de Backus y Gilbert (1968).
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Capitulo

Vv

DISCUSION DE RESULTADOS

El presente capitulo tiene como objetivo discutir las soluciones analiticas presentadas en
el capitulo anterior, para lo cual se mostrardn en forma grafica los resultados obtenidos.
En primer término se discutiran los resultados referentes al caso de sistemas infinitos,
citando también la solucién a la ecuacién integral mencionada en el capitulo tres, es decir
la determinacién de la distribucién de presién inicial en el yacimiento a partir de datos de
pruebas de presion, posteriormente se presentaran los resultados correspondientes a
sistemas cerrados y finalmente el analisis de una prueba de presién con datos reales

correspondientes a una interpretacion “ambigua” segin Horne (1998).

IV.1. Influencia de la distribucion inicial de presion no-uniforme

Para estudiar 1a influencia de la distribucién de presion inicial no-uniforme en la respuesta
para pruebas de decremento, se emplearon las siguientes distribuciones iniciales; las
cuales se pueden generar en el yacimiento debido a la produccion previa del mismo pozo

en estudio o de otros pozos que se encuentran en el yacimiento.

1[ 2
——1EAar )] i 1€rn<r
p;'Dl("D) =J 2l71 D D~ "Dl V.1
0 ; rDler
()= az(rDl—rD) ; ISrD..<_rD1 Vo
Pip2VD’ =g L ro<r :
? DI-'D
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AF Py P Aa0 LS S
piD3(rD)z{03 D(D Dl) 4 E Dl V.3
» D1

—brp,
pz’D4(rD) = age V.4

donde:

a;, b, y rp; son constantes. En la presente tesis se consideraron los siguientes valores:
a,=-1.6155x10" (homogéneos); a,;=-1.54271x107 (fracturados) , a; = 0.7377, a3 =
7.377x10°%, a,= 1605.43603, a,= 4426.3456, b = 0.0009, rp, = 10°%,

De las distribuciones iniciales dadas por las ecuaciones IV.1-IV .4 se puede observar que
algunas de ellas son funciones decrecientes de la posicién radial; en términos de variables
adimensionales, mientras que otra es una funcion creciente. Por lo tanto en variables

reales se invierten las situaciones consideradas.

Primeramente, se presentarin los resultados correspondientes a los sistemas infinitos,
haciendo mencién al caso de la solucion a la ecuacion integral; es decir resolver el
problema inverso, determinando la distribucién inicial de presion a partir de datos de

pruebas de presion.

IV.2 Resultados para sistemas Infinitos.
En lo que sigue se presentan los resultados al considerar una distribuci6n inicial de presion
no-uniforme en el yacimiento, correspondientes a los sistemas infinitos, tanto para yacimientos

homogéneos como naturalmente fracturados.
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IV.2.1Yacimientos Homogéneos
Durante el periodo de flujo transitorio, la respuesta de presion en el espacio de Laplace,
esta dada por la ecuacién IV.5. La derivacién detallada de la siguiente expresién se

muestra en el Apéndice A de la presente tesis.

Pup = ..olf G(g,l)@io(;’)dcﬂ w(u)G(1,1)- s{— ?[GrD (9”, " )}r

D

=lfp,-D(¢)d¢+h(u)[GrD (l,ro)]rpzl}

V.5

donde,

u esla variablede Laplace

CD[piD(l)-splD'mh%

-Cpus-1

h(u) =

(A () + BK,(@f) ; 1<&<r,]

G(&r,) =1 :
4,1,(@d) + B.K, (@) i1, <E<o
\ )

Tal como se puede observar, la expresion anterior representa la solucion convencional,
excepto por la presencia de los términos integrales, los cuales involucran la distribucion

inicial de presion no-uniforme en el yacimiento.

En la figura IV.1 se presentan las respuestas de presion para el caso de una prueba de
decremento a gasto constante despreciando los efectos de almacenamiento y daiio, con
una distribucidn inicial de presién no-uniforme dada por la ecuacién IV.1, por ejemplo

antes de esta prueba de decremento hubo un periodo de produccién previo. La linea con
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rombos corresponde a la respuesta convencional de presién, o sea considerando una
distribucion inicial de presion uniforme en el yacimiento. Esta convencion se empleara en
la presente tesis. De esta figura se puede observar que durante el periodo de flujo
transitorio, la respuesta en el pozo, correspondiente a la funcion de presion no-uniforme,
no presenta la misma linea recta semilogaritmica que caracteriza normalmente a la
respuesta de presién para el caso de una funcién de distribucién inicial uniforme. Es
importante mencionar que la diferencia de presién que existe entre la presion inicial
considera (5704.8 psia) y la presion al tiempo inicial que corresponde a la respuesta de
decremento es de aproximadamente 12 psia. Debido a esta pequefia diferencia de presion

se observa la existencia de una ordenada al origen y pendiente diferentes.

Las figuras IV.2 y IV.3 muestran otros casos de produccion a gasto constante para un
yacimiento con r,p = 10000, con distribuciones iniciales de presién no uniforme dadas
por las ecuaciones IV.2-IV.4. En estas figuras también se observa que, durante el periodo
de flujo transitorio (tp < 3.1x107) no presenta la linea recta semilogaritmica para ninguno

de los casos.

Tal como se menciond en el capitulo 3, asi como en el Apéndice A de esta tesis, mediante
Ia substitucion de la Funcidén de Green en la ecuacién IV.5, la determinacién de la
distribucién inicial de presion es equivalente a resolver la siguiente ecuacién de Fredholm

de primera clase:

t
- ‘f Cl-au (@)K o@) + K (@ p(@)

0
(Ko (@) - Io(@0)a - (K (@) + @8N e+ p,plip - dr+

| h(u)[KO(a)/a+sKl(a)IJO(a)—KO(a)/a] KR
(Ko(@) - @8V a-slK @+ @8 | 12p

IV.6
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Donde o> = u. Se puede observar de la ecuacion [V.6 que se trata de una ecuacion integral
que tiene en su kernel el niicleo de calor. Este tipo de ecuaciones integrales ha constituido
un amplio campo de estudio en la fisica y las matematicas. Los problemas directos de la
ecuacion de difusion parten de la suposicién de conocer la distribucion inicial de presion
y en base en esa funcién se obtiene la respuesta de presion contra tiempo. Si por el
contrario, se conoce la respuesta de presion contra tiempo de una prueba de presion, y se
desea conocer la funcién de distribucidn inicial que provocd esa respuesta, se estaria
hablando de un problema inverso de la ecuacién de difusién. El problema inverso de
conduccion de calor es mucho maés dificil de resolver analiticamente que el caso de
problemas directos (Beck y Clair, 1977). El problema inverso IV.6, es decir ¢l
conocimiento de la distribucién inicial no-uniforme pjp constituye uno de los muchos
problemas matematicamente mal comportados que se pueden presentar en la fisica. Tales
problemas son extremadamente sensitivos a pequefios errores en las mediciones (Beck y
Clair, 1977). En base a lo anterior se puede afirmar que el problema inverso IV.6 es un
problema mal comportado debido a que presenta severas dificultades numéricas en su
solucién. En el presente trabajo se explord la solucién de este problema mediante el
planteamiento de un sistema de ecuaciones lineales para encontrar la funcién de
distribucién inicial, es decir se discretizaron las integrales mostradas en dicha ecuacion de
tal forma que se tuviera un sistema de ecuaciones algebraicas. Este camino de solucidén no
fue exitoso, debido a que para pequeiias variaciones de los datos hubo grandes
variaciones en la solucién; es decir se trata de un problema exponencialmente inestable.
Esto se manifesté mediante la tremenda oscilacion de los valores para cada una de las

posiciones radiales en estudio, cambiando de valores muy grandes a valores negativos.

Otro de los caminos que también se explor6 fue el de plantear la solucién a través de la
deconvoluci6n, pero tampoco se tuvo éxito alguno, aunque las oscilaciones de los valores
buscados (solucién de las ecuaciones) no presentaron la enorme variacion que en ¢l caso

previamente discutido. En el capitulo dos de la presente tesis se mencionan algunos
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aspectos concernientes a la solucién analitica y numérica a estas ecuaciones de

conduccion de calor.

En la presente tesis se empled el método de Backus y Gilbert (1968), el cual previamente
Oliver (1990, 1992) exploré mediante la aplicacién de este método para obtener la
distribucién radial de permeabilidades a través de datos de pruebas de presion. Este
método se aplica para obtener la solucién a una ecuacién integral de primera clase. Asi
que para los casos de ecuaciones integrales de segunda clase o bien las ecuaciones

integrodiferenciales, este método no es aplicable.

Una prueba de incremento de presion, en la cual el periodo previo de produccion se
desconoce, se puede tratar como una prueba de decremento con una distribucién inicial de
presion desconocida. En este caso, €l tiempo de inicio de la prueba es el tiempo al
momento del cierre del pozo. Para el caso en que el efecto de almacenamiento no esté

presente, de la ecuacion A-33 del Apéndice A se obtiene que:

Punlttp)=| T ‘Z;;Eff)) NG V.7

De nueva cuenta se observa que esta expresion es una ecuacion integral de Fredholm de
primera clase. Esta ecuacién confirma el hecho de que la distribucién de presién al
momento del cierre controla la respuesta de incremento (Camacho-Velazquez y

Raghavan, 1989; Raghavan, 1993).

Las ecuaciones IV.6 y IV.7 se resolvieron aplicando el método de Backus y Gilbert
(1968), obteniendo los multiplicadores de Lagrange para generar la funcion, tal como lo
plantea Oliver (1992). La transformada inversa de Laplace de estas ecuaciones s€ obtuvo

mediante la aplicacién del algoritmo numérico de Stehfest (1970).
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Empleando los datos correspondientes a los casos presentados en las figuras [V.2 y IV.3,
se obtuvieron las distribuciones iniciales de presién que se muestran en la figura IV.4.
Los perfiles iniciales se presentan con lineas con simbolos, mientras que los obtenidos por
medio del método de Backus y Gilbert (1968) con simbolos. De esta figura se puede
observar que existe muy buena correlacién entre los valores calculados de la funcién
inicial por medio de BG y los valores reales para las distribuciones iniciales representadas
por las ecuaciones IV.2 y IV.3 , sin embargo cuando se emplea la ecuacion IV.4 como
distribucién de presion inicial, los resultados presentan buena correlacion hasta
aproximadamente una distancia adimensional de rp = 1800, y a medida que la posicion

radial se incrementa, los resultados tienden a perder correlacion.

Para el caso de la funcién de distribucién inicial de presion dada por la ecuacion [V.1, se
aprecian buenos resultados (ver figura IV.5). Es importante mencionar que con el fin de
evaluar de manera adecuada el valor de presion a una distancia dada, los datos de presion
transitorios deben de incluir tiempos para los cuales el radio de investigacion a esos
tiempos sea mayor que el que especifica la posicion radial. Aqui se emplearon datos de
presion correspondientes al periodo de flujo transitorio. Si se incluyen datos durante el
periodo de flujo dominado por frontera, la solucion a la ecuacion integral (Método de
Backus y Gilbert) tiende a perder exactitud, esto se debe al concepto de radio de
investigacién que es aquel al cual ha viajado la onda de depresionamiento causada por la
produccion del pozo a un tiempo t; este concepto se relaciona con el tiempo al que se
alcanzan condiciones de flujo pseudoestacionario. También es importante mencionar que
para determinar la distribuci6n inicial de presion es necesario tener valores estimados de

los parametros del yacimiento y del pozo.

Con el fin de evaluar el desempefio del algoritmo de Backus y Gilbert (1968), se afiadié

ruido blanco Gausiano a la respuesta de presion.
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La figura IV.6 muestra las comparaciones de los perfiles de presion con la distribucion
inicial de presién mostrada en las figuras IV.2-1V.3. Aqui se puede observar que los
perfiles de distribucién obtenidos cuando se considerd la presencia de ruido aleatorio de
5% de desviacion estandar, presentan mayores desviaciones con respecto al perfil real,
que cuando se consideraron datos libres de ruido. Por lo tanto se esperaria que con datos
reales de una prueba de presion, los cuales contienen presencia de ruido, tal como ruido
blanco y errores por truncamiento, el método de Backus y Gilbert se comportaria en cierta
medida mal a menos que se empleara alguna técnica de filtrado como la propuesta por
Gonzalez-Tamez y Camacho-Veldzquez (1999) o la funcién integral propuesta por

Blasingame y colaboradores (1989).

El problema de obtener o reproducir la distribucién inicial de presion a partir de datos con
presencia de ruido esta relacionado con la solucion de ecuaciones integrales de Fredholm
de primera clase con kernel cuadraticamente integrable. Este tipo de ecuaciones integrales

son extremadamente sensitivas a perturbaciones de alta frecuencia (Wing y Zahrt, 1991).

Con el fin de observar el comportamiento del método de Backus y Gilbert (1968) para el
caso de una prueba de incremento que sigue a un decremento de duracion desconocida
(ver Apéndice A de este trabajo), se llevé a cabo la simulacién de este proceso. Asi de
esta manera es posible trabajar con la ecuacién IV.7 y validar la solucién analitica. Al
igual que en los casos anteriormente comentados, aqui se obtuvo la transformada inversa
de Laplace por medio del algoritmo de Stehfest (1970). La solucion a esta ecuacién
integral de Fredholm se llevé a cabo de manera numérica aplicando el método de Backus

y Gilbert (1968).

En la figura IV.7, se puede observar el perfil de distribucién al momento del cierre en
linea continua con rombos, mientras que los cuadros muestran el perfil de distribucidn al
momento de cierre obtenido mediante la aplicacién del algoritmo de Backus y Gilbert

(1968). Se puede observar de esta figura que los resultados presentan muy buena
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correlacion tanto para distancias radiales pequefias como para valores grandes de la
distancia. Con ello se confirma la hipétesis mencionada por los siguientes autores:
Camacho-Veldzquez y Raghavan (1989) y Raghavan (1993) respecto a que la respuesta
de presion para una prueba de incremento estd controlada por el perfil de distribucion de

presion al momento del cierre.

IV.2.2. Yacimientos Fracturados

Como ya se mencioné en el capitulo anterior, la formulacién empleada para la derivacién
de la respuesta de presion en el caso de yacimientos fracturados fue la de
Warren y Root (1963) , aunque la metodologia es aplicable para cualquier otra
formulacion de este tipo de yacimientos. En base a este planteamiento (ver Apéndice A)
se obtuvo que la respuesta de presion durante el periodo transitorio, estd dada por la

siguiente expresion en el espacio de Laplace:

Pp= le(f,l);‘g(f,u)dcf +h(W)G(L]) - s{ ]j[GrD (&, rD)L =Ié’g(§,u)d§ +h(u)[G) D (l,rD)]rD=1

D

V.8

donde:

8(&1) =—~{Lp (O + Py p(ENI- @)+

1 V.9
+wu(l—w)pzﬁg(f)} {A+u(l-w)}

Tal como es de esperarse, si se comparan las soluciones IV.5 y 1V.8, se puede observar
que la obtencién del perfil de distribucién inicial de presion depende altamente del tipo de
heterogencidad presente en la formacion. Esto hace mds dificil la determinacidn de esta

funcidn inicial.
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Para el caso especial en que: pip(rp) = pimp(Ip), la ecuacion 1V.9 se reduce a:
g(gu) ==pyp(6)S () V.10

donde,
fw)={A+au(l-w)} {4 +u(l- @)}’

Que podria ser el caso cuando el periodo de flujo homogéneo se alcance durante un

periodo transitorio de produccion previo.

La figura IV.8 presenta la respuesta de presion en el pozo correspondiente a una prueba
de decremento en donde previamente hubo una historia de produccidn. Este caso s
similar al presentado en la figura IV.1. En las figuras IV.9 y IV.10 se presentan las
respuestas de presion en el pozo para los mismos casos de distribuciones iniciales de
presién empleados en las figuras IV.2 y IV.3. En las figuras IV.8, IV.9 y IV.10 no se
aprecia el comportamiento caracteristico de las lineas rectas paralelas separadas por un
periodo de transicién que caracterizan a los sistemas naturalmente fracturados. De hecho,
comparando las figuras correspondientes a los casos de yacimientos homogeéneos, se
puede observar que la influencia de la distribucién inicial de presion en el yacimiento

obscurece la presencia de este tipo de heterogeneidad presente en el yacimiento.

La figura IV.11 muestra una comparacién entre los perfiles de distribucion real y el
estimado por medio del algoritmo de BG, correspondientes a las respuestas de presion de
la figura IV.9 y IV.10. Se puede observar buena correlacién entre los perfiles calculados y
los reales para el caso de la distribucién dada por la ecuacion IV.3 para toda distancia
radial; pero cuando se emplearon las ecuaciones IV.2 y IV.4, se obtuvieron buenos

resultados uinicamente hasta una distancia aproximada de 1800 y 200 respectivamente.
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Para el caso de la distribucion inicial de presién dada por la ecuacion IV.1, se obtuvieron

buenos resultados para todas las posiciones radiales (ver figura IV.12).

Un andlisis de las graficas IV.4 —IV.5 y V.11 -IV. 12, muestra que existe una diferencia
entre los perfiles calculados por medio del método de Backus y Gilbert debido a la

influencia del kernel implicito en la ecuacién integral de Fredholm de primera clase.

Si se agrega ruido a los datos de presién mostrados en las figuras IV.8, IV.9ylIV.10,se
obtienen los resultados que se muestran en las figuras IV.12 y IV.13. y nuevamente, la
presencia de ruido en los datos de presion deterioran el desempefio del algoritmo de
Backus y Gilbert. Una forma de poder mejorar el desempeiio del método de Backus y

Gilbert es el de agregar a la ecuacién C-5, en la parte de la sumatoria

> e wy + ¢, w (1) = B,(r,) un término que considere el ruido aleatorio en la respuesta de
i=1

2
.. h o
presion: igl{ciwik +ci7}+ cn+1wk(l) = Bk(ro), pero este proceso lo que hace en un

momento dado es por ejemplo subir o trasladar todos los puntos de! perfil obtenido, estos
puntos subirian o bajarian segun el factor v, el cual dependiendo de la magnitud de los
datos de presion puede variar en forma muy amplia. Por lo tanto el traslado de estos
puntos en la funcién inicial de presion, seria en forma proporcional, debido a la
dependencia lineal que existe; es decir que todos los puntos son linealmente dependientes.
Por ejemplo para que los puntos negativos que se muestran en la figura IV.6 pudieran
subir y coincidir con los valores reales de la funcion, todos los demds puntos que se
ajustan bien tendrian que subir también de manera proporcional no habiendo por lo tanto
una correlacion entre los puntos con valor positivo, debido a la mencionada dependencia
lineal. Por lo tanto este criterio expuesto por Oliver (1992) podria funcionar siempre y

cuando las desviaciones entre los valores reales y calculados no fueran tan grandes.
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IV.3 Resultados para sistemas cerrados.

Mediante el empleo de los resultados mostrados en el Apéndice B, la aproximacion para
tiempos grandes (para valores pequefios de la variable de Laplace) en ambos casos:
yacimientos homogéneos y fracturados, correspondiente a gasto constante, s€ puede

escribir de la siguiente forma:

S 2 e 4 2 L 3 V11
IWD ~a2r27 .l[é:p“l)(é:) ‘E+a4r2 + 2 n(r(?D) 4 § '
eD D #

Esta expresion manifiesta que durante el periodo de flujo pseudoestacionario, se
observara en una grafica cartesiana una linea recta con la misma pendiente, que si se
tuviera el caso de una distribucién inicial uniforme en el yacimiento, pero con un
pseudodaiio adicional en la respuesta, dado por el término integral de la ecuacion IV.11.
Las figuras IV.14, IV.15, IV.16 y IV.17 confirman este hecho. Estas graficas presentan el
comportamiento de las respuestas de presién para tiempos grandes considerando varias
distribuciones iniciales de presién no-uniforme en el yacimiento. Se puede observar que
en todos los casos se obtiene una linea a tiempos grandes para los sistemas homogeneos y
fracturados. En la tabla IV.1 se muestra una comparacién entre la ordenada al origen
obtenida en estas graficas contra los valores calculados en forma analitica por medio de la

expresion [V 11.

Funcién de distribucion
Inicial no-uniforme Ordenada al origen Lado derecho — 2mtp,
Ecuacion Figs. IV.14, 15,16 y 17 Ecuacion 1V.11
Iv.2 2500 2459
V.3 2495 2466.09
Iv.4 99.3 109.158

Tabla IV.1. Comparacién entre las ordenadas al origen calculadas y graficas
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A continuacién se presentard una reflexion con relacién al caso de pruebas de
interferencia. Como es bien sabido, las pruebas de interferencia difieren de las pruebas
convencionales de incremento y decremento en que en dichas pruebas se emplea un pozo,
mientras que en las de interferencia se usa més de un solo pozo. Uno de ellos (pozo
activo) produce mientras que en el otro (pozo de observacién) se monitorean los cambios
en la presién causados por la operacién del primero. La ventaja de las pruebas de
interferencia radica en que un area mucho mayor del yacimiento se estudia,
proporcionando valores estimados de las propiedades del yacimiento entre los pozos.
Ademas, las pruebas de interferencia son poco susceptibles a los factores que complican
una prueba de incremento o de decremento, como los son el factor de dafio y el
coeficiente de almacenamiento del pozo. Aunque una prueba de interferencia emplea el
mismo modelo de flujo radial como si fuera un solo pozo, una diferencia surge del hecho
relacionado con el efecto de la distancia radial a la cual la presion es medida. El
comportamiento supuesto de la presion para un yacimiento infinito homogéneo obedece

el siguiente comportamiento de la funcién integral exponencial:

2

1 r
__le|l_n V.12
Pp==5% 4ty

en donde para rp =1 (en el pozo) sigue un comportamiento que €s muy cercano al log(t).
Sin embargo, en una prueba de interferencia rp puede ser grande, dando origen a valores
de tp/rp> que seran pequefios. En la presente tesis se muestra el efecto que tiene la
distribucién inicial de presién no-uniforme al considerar un pozo de observacion colocado
en un yacimiento circular con un radio exterior de 5000 pies a una distancia de
3967.7 pies. Este comportamiento de presién se muestra en la figura IV.18. En esta figura
se presenta la distribucién de presién dada por la integral exponencial (considerando la
ec. IV.12), que es el caso con el que se trabaja normalmente, mientras que los simbolos
indican la distribucién de presion que se tiene si se considera una historia de produccién

previa dada por las ecuaciones IV.1-IV 4 a la distancia de 3967.7 pies. Se puede apreciar
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que para los casos de las ecuaciones IV.2 y IV.3 se presentan mayores diferencias de
presién con respecto al hecho de considerar la integral exponencial en el pozo de
observacion a 3967.7 pies. Inclusive se observa que antes del periodo de flujo dominado
por efectos de frontera se tiene una caida de presion para todos los casos, aunque en esta
grafica debido a efectos visuales de la escala en la que se presenta, sdlo se puede apreciar

de manera notable para los casos [V.2 y IV.3.

Con el fin de mostrar este efecto de la distribucion de presién no-uniforme para las
pruebas de interferencia, se obtuvo la funcién de primera derivada que se muestra en la
figura IV.19. En ella se acentlian mads estas variaciones existentes en la distribucion de
presién no-uniforme en el yacimiento. Al mostrar estas graficas se estaria observando que
la influencia de la distribucién de presién no-uniforme afecta la estimacion de la presién

promedio en un area de drene del pozo en particular.

IV.4. Influencia de la distribuciéon inicial de presion no-uniforme en una prueba
real (analisis de una prueba real considerando la existencia de una distribucion
inicial no-uniforme)

Hasta el momento todas las pruebas de presion analizadas en el presente trabajo
corresponden a datos sintéticos. Uno de los objetivos principales de la presente tesis y con
el fin de validar las soluciones analiticas al problema y la aplicacién del método de
inversion empleado, es el de analizar una prueba de presién con datos de campo reales.
Para lograr este objetivo se planted el andlisis de la prueba de presién 19 del libro de
Home (1998). Esta es una prueba de incremento seguida por un largo periodo de
produccién. El periodo de produccién fue prolongado, y se desconoce su duracidn, asi que
la prueba se analizar4 mediante el uso de la ecuacién IV.7. En el analisis de datos
sintéticos se obtuvo muy buena correlacion entre el perfil de distribucion de presién al
momento del cierre y el obtenido de aplicar el método numérico de Backus y Gilbert
(1968). Esta prueba segin lo reportado por Horne (1998), representa una respuesta de
presién “ambigua”, debido a que puede ser ajustada empleando varios modelos. Es

importante recordar que todos los modelos disponibles en la literatura hasta la fecha
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consideran una distribucion inicial de presién uniforme en el yacimiento, aqui se va a
analizar considerando el efecto de la distribucion de presién no-uniforme. En la figura
IV.20 se muestran los datos de presién contra tiempo para esta prueba, asi como la
funcién de primera derivada. Como se puede observar el efecto de almacenamiento se
hace presente hasta aproximadamente un tiempo de 5 horas, por lo que para esta prueba se
consideraran valores de tiempo superiores a 5 horas con sus correspondientes valores de

presion,

Tal como se menciond en parrafos previos, los datos de presion reales presentan ruido que
afecta los datos de presion y por lo tanto el kernel implicito en la ecuacion integral a
resolver. Para evitar al maximo que estos datos afecten la solucién numérica de la
ecuacion integral de Fredholm de primera clase, se filtraron los datos de presion segun lo
propuesto por Gonzalez-Tamez y Camacho-Veldzquez (1999). Esto se pensé adecuado en
base a que en los primeros intentos de aplicar el método de Backus y Gilbert para
solucionar el problema se tenian grandes oscilaciones en los resultados; es decir valores
grandes y negativos para puntos correspondientes a posiciones radiales muy cercanas.
Una vez que se filtraron los datos de presion se procedid a aplicar el algoritmo de BGya
obtener las distribuciones de presién que se muestran en las figuras IV.21 y IV.22. En
ellas se puede observar que el perfil de distribucidn de presion es una funcién decreciente
de la posicion radial en ambos casos. Es decir que en términos de presiones reales (en psia
por ejemplo) estas distribuciones serian funciones crecientes de la posicion radial y
corresponderia a el perfil de presién al momento del cierre. Como se sabe, un yacimiento
es un sistema fisico que tiene memoria, por lo tanto este perfil afecta la respuesta de

presion.

El perfil correspondiente a la figura IV.21 se obtuvo al considerar valores de tiempo
comprendidos en el rango un poco después al término del periodo de flujo dominado por
almacenamiento (caso a), mientras que el correspondiente a la figura IV.22 (caso b) se

determiné con valores comprendidos entre 7 horas y 27 horas aproximadamente, debido a
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que como se observa en la funcién de primera derivada mostrada en la figura IV.20 a
partir de 29 horas se aprecia una forma rara de la funcion derivada que probablemente sea
debido a la presencia de alguna heterogeneidad en el yacimiento. En ambas figuras (IV.21
y IV.22) se aprecia una forma decreciente de presion con respecto a la posicion radial. En
base a esta distribucién inicial de presion no-uniforme, es posible obtener la presién

promedio asociada a un érea de drene del pozo.

Se sabe por definicion que la presion promedio es:

e
JpdV
b= ”1;; V.13
fav
'w

y también que dV = 2nrhddr, por lo tanto la ecuacidén 1V.13 se puede expresar de la

siguiente forma:

2 Te
P=—5—7" [ prar V.14
(re' —rw)™w

de esta manera es posible estimar la presion media pasociada a un area de drene de un
pozo. En base a la distribucion de presiéon no-uniforme mostrada en las figuras IV.21 y
IV.22 se obtuvieron los valores de presion media a una distancia de 410 pies
correspondiente a una distancia adimensional de rp = 1000. Segun informacion

proporcionada en el libro de Horne (1998), el valor de la presion inicial es de 1680 psia.

En base a la figura Distancia radial p (psia)
IvV.21 410 ft (rp = 1000) 1670.84
Iv.22 410 ft (rp = 1000) 1667.69

Tabla IV.2, Determinacién de la presion media p , considerando influencia de la
distribucion inicial de presién no-uniforme en una prueba real.
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Capitulo

%

CONCLUSIONES

Una hipétesis clave que se aplica para el analisis de pruebas de presion, es el de
considerar que existe una distribucidn inicial de presién uniforme en el yacimiento, Este
trabajo presenta un enfoque distinto en este aspecto, es decir se considera la influencia de
una distribucién inicial de presion arbitraria en el yacimiento en el analisis de pruebas de

presidn para sistemas homogéneos y con doble porosidad.

En base a los resultados presentados en este trabajo se concluye que:

e La distribucion de presion inicial no-uniforme afecta la forma de los datos, de tal
forma que dichos datos no se podrian analizar por medio de los modelos

convencionales para yacimientos (con distribucion inicial uniforme).

o La determinacién del perfil inicial de presién por medio del método de Backus y
Gilbert, es influenciada por la forma del perfil de presién inicial y el kernel implicito

en la ecuacion integral, es decir por la presencia de heterogenetdades.

¢ La determinacion de la distribucidn de presién inicial, al aplicar el método de Backus

y Gilbert sufre un deterioro en presencia de ruido.
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» Durante el periodo de flujo pseudoestacionario, se observa una linea recta en escala
cartesiana para el caso en estudio, pero con una diferencia en la ordenada al origen. Se
determiné la expresion para calcular ese pseudodaiio por el efecto de la distribucion

inicial de presidn no uniforme.

¢ De acuerdo a las graficas presentadas, en relacion al pseudodafio por influencia de la
distribucién de presién no-uniforme, se puede afirmar que en el caso de una prueba de
limite de yacimiento, cuyo objetivo es alcanzar condiciones de flujo
pseudoestacionario; es decir la determinacién del volumen poroso Vp, no
se tendrdn errores en cuanto al calculo de este pardmetro, ya que el pseudodafio afecta
a la ordenada al origen produciendo un desplazamiento de la recta. Por lo tanto la
pendiente serd la misma que si se obtiene considerando la distribucién de presion
uniforme. Este es un resultado importante ya que las pruebas de limite minimo o
econdmico, tienen como objetivo confirmar la existencia de un volumen minimo de

hidrocarburos, necesario para la explotacién econdmica del yacimiento.

e Para el caso de pruebas de incremento que siguen a un decremento de duracion
desconocida, como el caso de la prueba con datos reales analizada aqui, se puede
obtener un pardmetro importante que es la presiéon promedio en un area de drene de un
pozo, esto a partir de la aplicacion del algoritmo de Backus y Gilbert determinando la
funcidn de distribucién no-uniforme. Esto implica que si se emplearan los métodos
convencionales para la estimacion de la presién promedio, como los de Horner y
MBH se tendria que contar con el valor del tiempo de produccién, el cual no

necesariamente se conoce.
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NOMENCLATURA

a;, b = pardmetros de la funcion de distribucion de presion inicial

B; = doble Integracion de los datos del kernel

C = coeficiente de almacenamiento adimensional

h= espesor del yacimiento

I (x) = funcién modificada de Bessel de primera especie y de orden v
k= permeabilidad, md

K (x) = funcién modificada de Bessel de segunda especie y de orden v
pp = presion adimensional

g = gasto de produccion, STB/D

rp = distancia radial adimensional

s= factor de dafio adimensional

{p = tiempo adimensional

u = variable de Laplace

Wi (r) = Integral de los datos del kernel

¢ = porosidad, adimensional

y = parametro caracteristico de suavizado del modelo con datos inexactos
A = parametro de flujo de interporosidad para estado pseudoestacionario
1 = viscosidad cp

o = desviacidén estandar

® = relacion de almacenamiento en el sistema de fracturas

Subindices

D = adimensionalidad
f= fractura

{ =inicial

m = matriz

W = pOZo
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Apéndice

A

Va3lsis..,
g oy

SOLUCION

YACIMIENTO INFINITO Y
HOMOGENEO

Py _ azpn +iapo

&, o ryor

a) Py(7,,0) = pip(rp), 1<y <

b) im py(rputp) =0

c)C deD _(6&} =1
rp=l

? -dtD ErD
&Py = [PD —saﬁ}
or, rool

Usando la Transformada de Laplace:

r S __
d’pp, 1dpp A-1

—up, + p.,(r,)=0
dr; v dr, Pp + Pip(7p)
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si a=-u,entonces:
2=
d"pp + 1 dp,,

2 .
) _ o + ry=0 A-2
dr; r dr, Pp+ Pl )

L

La solucién del problema homogéneo es:

Do =AIa(arD)+BK0(arD)=AIO(x/E r)+BK,(Nur,) A3

Por lo tanto la solucién del problema no-homogéneo se obtiene como sigue:

Transformando las condiciones de frontera interna y externa:

dp 1
CD[u Tij - pWD(O)]_(_dP}‘i) = ; A-4
D rg=|
_ _ dp
Puwo :l:pp —S-D_:\ A-5
dr, el
limp,(ry,u)=0 A-6

Substituyendo A-5 en A-4

Cpu Pp(Lu)—s %-] - Cpi pplty =0)-S£‘U_D - @2] = A-7
drp rpsl er rpsl er rp=l u

usando la condicion inicial en A-7,

Co“{ﬁo(lsu)"-{%] j|— CD[piD(I) -SPiD|(1)]_(@} = L A-8
drp ), ., drp ), .

D

a—




APENDICES 8!

Usando el método de Funciones de Green para resolver el problema:

i d d, _
Lp, = a_[ro _RP.]—azpD = "'DP:D("D)
Fp er

Integrando por partes A-9,

16Lp,de=l¢ P, G-1,86, ] + [[po(¢G,), ~a’GE b, e

Asi, la Funcion de Green debe de satisfacer:

L= (fG.;).; —azc‘f =d(&-rp)
limG¢ =0, G, + i(u)GLI =0

oy Cou
)= -Cpus —1
Colpo(1)-5pio (D] +
h(u) = - ——- -4
-Cpus-1

o bien dividiendo el intervalo en dos partes tal que: L¥*G=0 en cada parte:

(41 (ab)+ BK, (af) ; 1s&<r,]

G(&,rp) =1 ’
A1 (@f)+ B,K () ;r,<g<sw

L

usando las condiciones de frontera y conociendo que :

liml,(ad)=; [imK, (ag)=0

Frm o
Se tiene que:
AﬁO

A,(ad (@) + Ba(-K (@) + i(u)(A],(a) + BK (2))=0

A-9

A-10

A-13

A-14
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Integrando la ecuacion A-11, con los limites sefialados:

&G,° - at [§Gag =1 A-15
requiriendo la condicidn de continuidad:

G(r;,r, )=Grs,ry) A-16

de A-15: &G" =1 A-17

usando A-12 en A-16 y A-17:

Allo(mo)"'BlKo(mD):BzKa(arD) A-18

- i‘D[AICZ[; (mo) + Bla(_Ko (mn))] - rDBzaK| (CH‘D) =1 A-19

resolviendo en forma simultdnea las 3 ecuaciones: para A, B, B, se obtiene:

— - Bl (l(u)Ko (C_Z_)__ aKl(a)) _
' d (@) i), (@)

-B.¢ A-20

usando A-20 en A-18 y A-19;

B [K, (ar,) -1, (ar,)f)= B,K (or,) A-21

B - ak (ar,) - ol (ar,)6) + B,aK (ar,) = ~— A-22
r

D

de A-21 se obtiene:

5. - Bk~ 1, (@,)0] A-23

? K (ar,)

substituyendo en A-22:
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_ Ko (arD) 7 _ A-24
bor, |1, (ar,)K (ar,) + K (ar,)] , (ar,)]

de A-20 y A-23:

4 = Kflaro) A-25
ar, 1, (@)K, (ar,) + K (ar,) . (ar,)]

K(m‘) ](ar)&’

2 -

S A-26
" Gar, |1 (ar,)K, (ar,) + K, (ar,)] , (ar,)]

Aside A-10;

Po(t,15) = [G(=£ pp(@)dE+ M) G(1,1)

A-27
donde:
1
Cylpip(1)-spp' (1)) + —
h(u) = B A-28
-Cpus -1
y
Al (a&)+BK (af) ; 1245<r,
G(S,rp) = A-29
B,K ,(af) )
con A}, B, y B; dados por A-25, A-24 y A-26, respectivamente.
Usando A-27 en A-5:
(175) = - [GENE po()dE + ) G(LD wIle (ol (drortt
dw U, = L] pl + u ’ A
Pupli675) =~ b )G, (1”0)],,,=1
A-30

Si el almacenamiento y el dafio son nulos, entonces:

g(u)=1/u, h(u)=-1/u e i(u)=0, asi de A-20:
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¢9=—[-<-'-(a) A- 31

(@)

por lo tanto usando A-24, A-25, A-26 y A-9 en A-30:

R ()
T aK(a)| &

wa

+ [K (@) po(&)ds A-32

Cuando pip(rp)=0 para toda rp , distribucién de presion uniforme con almacenamiento y

dafio no nulos:

_ @K@+ K (@K, (@) 6]
Puwp = u(CDSH + I)Q'[II(Q')KO(CZ) + Kl (a)]ﬂ(a)]

(1,(@)aK (@)~ K, (@)aK @)/ 1,(a) X ‘
@K@ K@l@] @ Ko@) Xlro (@)K, arp) +
L;H__“,'s‘_,_< -1y’ Ko(a) |
T U(Cosu +1) Ko@) @D Yy + = g Koo (@)K, ()
+ K, (ar) L, (@)Y,
JA-33
donde:
1
bolterp Kol )+ e ol . =
_~ 1K -KI -dK +1K +ad K +Kla+KIl -aKI _

(LK, + K1)

substituyendo A-34 en A-33;
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5 - 4]

T w(Cysu + V(@)K (@) + K ()], ()]

[I(@K, (@) + K (@)K (2)/6]
u(Cpsu + Nall(a)K (o) + K (a)] ()]

wh T

b S L(@)K (@) - K,(@)K,(a)/ 8
W(Cpsu +1) [1 (@)K, (@) + K ()], ()]

A-35
_CC - K, (a) - aK (a)
g= 0"~ o A-36
@)+ — —! ( )
- Cpus —
substituyendo A-36 en A-35y o=u'?
, K, (u) + sfuK,(Ju) A3

P = C (K, () + s3u K, (i) + NuK, ()]

la cual es la solucién para pip(rp)=0 para toda rp, dada por Agarwal y colaboradores
(1970).

Cuando el almacenamiento es nulo y la distribucion de presién inicial no es nula, se tiene:

:9=——K-' (@) A-38
I (a)
de la ecuacion A-30,
pro = -5, [K(@ODL(OE) . -{A"“(“) L2 'K"‘“)} -
o A-39
-5 -j—’K( :):p,o(:)d:—— I(a )— K, (@) 22
or,, el
considerando A-25,
(Z’f} =[—K—“(;”’L){[ro(f.(mg)&(mo)+K.(m~,3)f,,(mp)]"'}} +
7 P A-40

K, ()
T @K, (@) + K, (@)],(a)




APENDICES 86

Substituyendo A-34 en A-40:

) 01— A-41
ory )., iy ()X (@) +K, (af)I (o)

considerando A-24 y A-41 (en base a A-38):

| __ _ I(@ A- 42
or, ) ] (@)K, (a)+ K, (a)] (ar)

considerando A-26 y A-41:

(aB, J -K@+K@ A3
or, 1 I (@)K, (a)+ K, ()], (@)

Substituyendo A-41, A-42 , A-43 y A-24, A-25, A-26 en A-39:

fxl( 7l Tk Canepo@des Kt A-44
2K (Vu)
CASOS ESPECIALES:
Si pip(€)=constante, entonces:
5 o Po, K s A- 45

+
wa u JIZK(\/_) s

Para un incremento que sigue a un decremento de duracion desconocida

La condicion de frontera interna es:

c, P _(éf_’g] 0 A-46
dt, or,, o
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siguiendo la misma derivacion que para ¢l caso de un yacimiento homogéneo-Infinito

d’pp L 1 dp

- + = A-47
dr'; v, dr, upp + pprp)

transformando A-46 y considerando: p,, = p, - s( dp "J
rp =l

dry,

Coulipo(l,u)—s[%-‘oJ :|'- CD[P.-D(I) —SP;D]“‘[EP‘D) =0 A-48
I'D rpwl rD ronl
dj _ -
ot +[ dpDJ [~ Cous =1]= Colpnt) - 521 ] = £ A-49
D Jry=l

N g(u) = Bpl,. Cot

pD! . = _gL_)__Wg?'f;:l,ﬁ_ A-SO
¢! ~Cpus -1

Por lo tanto:

f_l(u) = Co [Pitz,(.'_)_'j SPJD(I)]

it =1

A-51

La solucién A-30 sigue siendo valida, y considerando despreciable el efecto de

almacenamiento (Cp=0)
Puo = [ BK (@) 0)d¢ +s [1G,, ()] i A-52

De la ecuacién anterior se observa que lo que controla la respuesta de incremento cuando

Cp=0, es el perfil al momento del cierre.

IK (\/_G’:)‘:,;P;D §+ aBz

JuK, () | K Gnpp(9ds A-53

rp =l
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Se observa que no hay dependencia del dario.

Ahora bien si se substituye A-27 en A-5

Pup =~ J‘(Allo(a‘f) + B K, (a8))ép,p(£)ds + ?BzKa(aé")@m(é:)déf} +

rp =l
R

- a‘;_ ]-(Aila (aé.:) + BIKo (a@)@JDdf + a]‘BZKn(agr)@‘Ddé::' t

'-I(u)[‘illa(a) Eljfo(a)]r,,:l 59 ?
rl(ll) [‘{lia(a) Ellio(a)]roal
dr

D

rp=l b

A-54
Pus == By, K. (@) po(@MdE + KAL)+ BK (@), ., +
(AL, (@) + B @) ropiro) + | 2-[CAL (@) + BK (e (OW -
+ 89 Lo rooo-
- B (@ )roporo) + [ [BK (@ @WE
\ ro D Jrpul
—sh(w) 2-[a0 @)+ BK,(@)] .,
dr, o
A-55
Si Cp=0, entonces: ;z(u) =0,i(u)=0,y8= —M .
I(a)
Substituyendo A-24 a la A-26 y de la A-41 ala A-43 en la ecuacion anterior:
I K- T { K, (@) K,(@) }
= (Rl dPio g T1 B ) gy o0 A-56
Poo I o) K@ 0 K o0

dado que el segundo término de la ecuacion anterior es cero, se tiene:

i ._mKo(ag)@iD : _ oy -1
wa(AtD)" I,[Wfs wa(AtD)— L[L [

];"{(lc(f))}@m(i)ds‘} A-57
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Esto indica que lo {inico que controla la respuesta de presion es la distribucion de presion

inicial al momento del cierre (Camacho-Veldzquez y Raghavan, 1989; Raghavan, 1993).

Para el caso en que C, # 0:

i} =_{Miq_(ﬁ)ff/_?_"5[ffv(ﬁf_)_f 1(@)4]

9[11 (a)Ka(a) + K](Q’)]u(a)] }J‘K"(aé:){pn')(f)df -

Kl (@) k,@)/6]+ sK @1, (a) - K,(@)/6] Aot

—h > )] -
(1) [1 (@K, (a)+ K (2)], ()]

Sistema con doble porosidad (formulacién de Warren y Root, 1963)

Las ecuaciones de continuidad para el sistema de fracturas y bloques de matriz estan

dadas por:
1 @ apfn ap,p
— = |Fe——-4 - A-59
r, or, (rD or, J @ ot (Pn> = P10)
0,
(-2) 2 = (pp - Pp) A- 60
at,
con las condiciones iniciales:
pr(’D=0er)=Pij("o) A-61
Pup(tp =0,7p)= Pip(rp) A-62

La transformada de Laplace de las ecuaciones A-59 y A-60 es como se muestra:

d’p, 1dp,

+ - - Dop— ,u)=0 A-63
at T arn uf (U)Pp — g(rps 1)

con: fw)={A+au(l-@)} {A+u(l- o)} A-64
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g(&u)=—{App (@ + p,, (&)1 - @)]+
+ou(l- @) pp ()} {4 +u(l - @)}

A- 65

El mismo problema adjunto se obtiene para este caso con la funcion a dada por: \'Et?zu_) .

Por lo tanto, se obtiene la misma solucién que la ecuacién A-29 con la funcion g(E,u) en
lugar de —p,p(E), y la misma funcion h(u). Por lo tanto las ecuaciones obtenidas para la

solucion del sistema infinito y homogéneo siguen siendo validas.

Las mismas condiciones de frontera interna y externa se aplicaron para el sistema de
fracturas, de tal forma que durante el periodo de flujo transitorio, la respuesta de presion

adimensional esta dada por:

Pp = ?G(f,nfg@,u)dﬂ MWD - s

A-66
[2.0]
{ I[GrD (f,rD>] _ BB(EaE h@IGry (urp)l,

1 )

Para el caso especifico en que la distribucion inicial de presién en la matriz sea igual a la

de la fractura: pim(rp)=pimp(p), entonces la ecuacién A-63 se reduce a:

g(d.u)= —p,-ﬂ)(é’)f () A-67

que representa el caso en que el periodo de flujo homogeneo se alcanz6 durante un

periodo previo de flujo transitorio (Camacho y Raghavan, 1994).
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Apéndice

i#
i
|

SISTEMA CERRADO
(YACIMIENTO HOMOGENEO)

Pp _ 3’ pp + 1 Py
ot, Ory 1y Or

a) Py(r;,0) = Pplrp), 1<, <rp,

b) %) =0

dP oP,
C whD _| ¥ D =
¢)Cp dt, [ J, y

d)P,p = {PD —sg—f‘lj‘
D rp =l

Empleando los métodos de Funciones de Green y Transforma de Laplace, de igual forma
como se planteé en el Apéndice A. Considerando una frontera externa de no flujo, se

obtiene el mismo problema adjunto con una condicién de frontera externa dada por:

G (rpesrp) =0 (B-1)

La solucién del problema adjunto para este caso esta dada por:
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Al (ad)+ B K, (ab), 1££<r,

G(&,r,) = B-2
(rp) {Azfo(a'g)+BzKa(a«f); r, £ELr, (B-2)
Donde A, Az, B, , y B; estan dadas por:
A =K (@), (@) + K, (ar,)] (a8 (ar,) (B-3)
(K, (arp) + 8, (@)K (@) o () + Ky (arp) (arp)]
4, = K (@, K, (arp) - Io(@p)6) () (B-4)
{[K (arp) +&|(Weo)][K|(a"D)lo(mo)+ KO(WD)]I(WD)]}-]
B, =[K (arpM,(ary) + K (arp), (@ N ar) (B-5)
(K (@) + 8, (@)K, (@, M (arp) + Ko(ar M ()]}
B, = I(arp K (@) ~ Lo (@rp 6] arp) (B-6)
([K, (@r.p) + &, (ar., 1 [K (@) o (ar,) + Ko (arp ) (arp)
La solucién para la presién adimensional esta dada por:
reD
wa =- IG(f,l)fPiD(f)df +h(u)G(L1) -5
: (B-7)

"eD
{- J [GrD(f,rD)]rD=]§piD(§)de"+h(u)[GrD(l,rD)]

"D =1
Substituyendo la Funcién de Green en la ecuacién (B-7), para el caso de almacenamiento

y dafio mecénico nulos y produccidn a gasto constante, se obtiene:

r

Pup =~ (A1, (@) + BK (af)), & Po(&)dé -
. (B-8)

- l[AIIa (a)+ BlKa(a')](Dal
[

la cual se reduce a la solucion dada por van Everdingen y Hurst (1949) para el caso de

pin(rp)=0;
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Py = K@) (@) + 1 (@)K (@) ua)
[/ (ery)K (@)~ K (ar ) (@]

(B-9)
La aproximacion para tiempos grandes de la ecuacién (B-8) se puede obtener al
despreciar los términos de orden u*? y aproximando las funciones de Bessel tal como lo
sugiere van Everdingen y Hurst (1949). Las aproximaciones para las funciones Bessel

empleadas en el presente desarrollo son las siguientes:

fa(x)=1+i‘4i+0(x‘) (B-10)
_ELE L o .10

1,(x) 2+16+O(x) (B-10)
K,(x) = —(1n§ L)+ %[1 -[y+ ln%ﬂ+0(x" n x) (B-11)
K,(x)=%[1+§(1n%+y—%ﬂ+0(x3lnx) (B-12)

obteniendo la expresion (B-13):

2 2 | 3
Pup ® 7 I@m(f)d;’+ e + az—[ln(rw)—z]+s (B-13)

Sistema con doble porosidad.

El mismo problema adjunto se obtiene para el caso de la funcién a dada por: juf () . Por

lo tanto, las ecuaciones (B-1) a (B-13) son vélidas para el sistema de doble porosidad con

fa funcién g(&,u) en lugar de: -pip(€), y la misma funcién h(u), la ecuacién (A-28), con

piD@)-
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Eéndice

D
e ——

METODO DE BACKUS Y GILBERT
(PROBLEMA INVERSO)

Un problema inverso es aquel que surge de fenomenos fisicos y que se plantea de la
misma manera que un problema directo pero en forma invertida. Los problemas inversos

corresponden a la determinacion de fas causas de los efectos observados.

El tipo de problema directo que se maneja frecuentemente, €s aquel que consiste en
determinar el efecto “y” de una causa “x” cuando un modelo matematico
K es conocido; Kx=y. Para este tipo de problema matematico se considera que el
operador K es conocido y continuo, por lo tanto existe un efecto unico “y” para cada
causa “x” y pequefios cambios en “X” traen como consecuencia pequefias variaciones en
la respuesta “y”. En el problema directo se considera la existencia, unicidad y estabilidad
en la solucion; sin embargo, en los problemas inversos ninguna de estas condiciones

puede tomarse como garantia de la solucion. Esto da origen al estudio y métodos de

inversion matematicos para obtener la solucidn optima al problema.

Se dice que un problema inverso es mal comportado si la solucién no es unica o si no s
una funcién continua de los datos, por ejemplo, si una perturbacion arbitrariamente
pequefia de los datos causa grandes variaciones en la solucién. Este es el caso de los
problemas inversos o retrégrados de calor, presentando un nucleo mal comportado
(exponencialmente mal comportado, Engl, 1995) tal como el problema presentado en esta

tesis.
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Existen diversos métodos para solucionar este tipo de problemas, tales como la
regularizacion de Tikonov (1963) y la descomposicién en valores singulares. El método
empleado en el presente trabajo fue el de Backus y Gilbert (1968). Este es un método
alterno a los cldsicos mencionados en parrafos precedentes. El método de Backus y
Gilbert (1968) considera la minimizacién de un criterio de optimalidad bajo ciertas

restricciones.

La alternativa de Backus y Gilbert (1968) resulta particularmente conveniente aplicarla a

ecuaciones integrales de primera clase (Chang y colaboradores, 1973), tales como:
o0
p()= IJG(é’,t)p,-D(s‘)df C-1

donde se conoce la respuesta p(t) y se sabe que el kemnel G(&,t) es conocido y continuo
donde lo que se desea conocer es la distribucidn p;p(§) que provoco la respuesta p(t).
Como se puede observar se trata de una ecuacion integral de Fredholm de primera clase

(Porter y Stirling, 1990).

Partiendo de lo establecido por Backus y Gilbert (1968), para problemas relacionados con
. la Geofisica y posteriormente extendido este planteamiento por Oliver (1992) al problema
de la determinacién radial de permeabilidades a partir de datos de presion, se muestra a
continuacion el desarrollo que se llevé a cabo para la estimacion de la distribucién inicial

presion estudiada en el presente trabajo.

El objetivo principal de este desarrollo es el de estimar la funcidn de distribucion tnicial
de presién no-uniforme, pip(£) que afecta a la respuesta de presion. Una manera es
construir combinaciones lineales del kernel, G;, tales que la suma sea una aproximacion a

la funcién Delta de Dirac es considerar ¢,,..., ¢y que sean constantes de tal forma que:
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ic,G,(r) = d(r—r,) C-2
=l

La combinacién lineal resultante de los datos proporciona una estimacion de la

distribucion inicial de presion no-uniforme en el yacimiento,

(F(r,)) = _ﬁlc,-p(r)
1=
- leglciGi(r)]piD(r)dr

~ O;f[a‘(r -to)lp;p (r)dr

=piD(ro) C-3

Procediendo de 1a manera en que Backus y Gilbert (1968) lo plantean, se puede construir

una combinacion lineal de los datos:

n o

= e Wpo)+ Xe, [F(r)p (dr

]

Las restricciones establecidas para este método son las siguientes (Backus y Gilbert,

1968):

Zcivvr't + ¢, W (1) = By (r,) C-5

icnw,‘(l) =] C-6

el
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Para k=1,n y k=n+1 respectivamente.

A la primera de estas restricciones establecidas en este problema se le conoce como la
restriccién de energia de la funcién de transferencia, mientras que a la segunda como la
restriccion unimodular. Estas restricciones se afiaden con el fin de que el método de BG

converja.

Los factores de peso para el método de Backus y Gilbert (1968) se calculan de la

siguiente manera:

w,.(r) = ?Gi (r)dr C-7
B,(r,) = |w,(r)dr C-8
w, (r)= a]‘w,. (rw, (r)dr C-9

si por ejemplo, k=3, n=3 el sistema a resolver quedara como sigue:

W1 T W1 T CaWg +c4wl(l) = Bl(ro) C-10
CyW|p + CyWay +CaWay + c4w2(1) = 32(’"0) C-11
W3+ CyWyq +HCgWaa + c4w3(l) = B3(r0) C-12

clw(1)+c2w2(1)+c3w3(l)+0 =1 C-13

En forma generalizada el sistema a resolver sera:
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wWpowy o wap o W wO] e ] [8(0)]
Wiy W Wip o Wy wll] e || Byl)
Mz Wy a3 Wy W) e | 1Bs()
W, & Van wa(] | en Bn("o)
_Wl(l) Loooeowp() 0 1] L 1]

Entonces la solucién del sistema anterior, encontrando los multiplicadores de Lagrange
dados por los valores de c;, nos ayudaréa a encontrar los valores de presion adimensional

para cada una de las posiciones radiales estudiadas en el yacimiento.

El mal comportamiento del problema inverso o retrogrado de la ecuacion de calor, desde
el punto de vista fisico estd asociado directamente con la segunda ley de la
termodinamica, la cual establece que el proceso de conversion de la energia térmica a
trabajo es un proceso con pérdidas. En otras palabras esto indica que en un sistema
termodinamico no se puede extraer mas trabajo del suministrado a través del calor
aplicado al sistema; es decir que es imposible que exista una transformacién cuyo unico

resultado final fuese convertir en trabajo el calor extraido de una fuente que estuviese

siempre a la misma temperatura.




