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INTRODUCCION.

Comenzaremos cor una pregunta: ;Qué es el andlisis multivariado?. De manera muy
general, podriamos decir que es un conjunto de técnicas que nos sirven para estudiar una
poblacién o una muestra de individuos con caracteristicas que se reflejan por medio de
més de una variable. Dependiendo del objetivo que se persiga, es decir, de la informacion
que queremos obtener de estos datos, serd la técnica que habremos de aplicar.

A mi parecer; el Analisis Estadistico Multivariado no ha recibido la difusién que se
merece. Este trabajo intenta ser un vehiculo de divulgacion de una de las técnicas que lo
corponen.

Dentro de las técnicas que constituyen el Andlisis Estadistico Multivariado cabe
mencionar las siguientes: Analisis de Conglomerados, Andlisis Multidimensional de
Escalas, Analisis de Regresidn, Andlisis de Discriminante, Andlisis de Factores, etc.

La técnica de la que nos habremos de ocupar en ¢l presente trabajo cs el ANALISIS
ESTADISTICO DE CONGLOMERADOS. Por ser una técnica de caracter exploratorio
tiene bases matemdticas muy solidas pero propiedades estocdsticas inexistentes. El
Andlisis de Conglomeradoes es utilizado principalmente para generar hipdtesis, no para
probarlas.

Ahora bien, ;Qué tipo de problemas podemos resolver empleando esta técnica? Bueno,
imaginemos que tenemos un conjunto de p individuos, de ellos registramos m
caracteristicas (de donde, resulta una matriz de pxm). La pregunta que nos hacemos
respecto a estos datos es la siguiente. ¢Existiran grupos bien definidos dentro de este
conjunto de datos?. Este es ¢l tipo de problema que s¢ resuelve utilizando AnAlisis de
Conglomerados.

Ahora podrian surgir otras preguntas ,Para qué sirve encontrar €sos grupos?, ;Qué
utilidad tiene encontrar dichos grupos?. Trataremos de dar una respuesta satisfactoria a
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estas interrogantes a lo largo del presente trabajo. Sin embargo, como un adelanto a esto,
podemos decir que una de las habilidades que necesité el hombre desde su aparicién en la
Tierra fue: clasificar. Clasifico las plantas en comestibles, medicinales, venenosas, efc. Es
decir, organizd una pobiacién en grupos; grupos que ,por cierto, eran desconocidos en un
principio. A lo largo del presente haremos mencién de las aplicaciones que se le han dado
a estas técnicas en muy distintas dreas del conocimiento.

En Ia mayoria de las ramas de la ciencia, a clasificacion es un tarea fundamental. En
Biologia, por ¢jemplo, la clasificacion de los organismos ha sido un problema de interés
desde que se iniciaron las primeras investigaciones.

En un sentido mas amplio, un esquema de clasificacion puede representar un método
conveniente de organizacion para un conjunto prande de datos. También, dicha
clasificacién agiliza y facilita la basqueda de informacion.

Existen otras aplicaciones donde dicha clasificacion pueda servir para propositos mucho
mas interesantes. La Medicina nos da un buen ejemplo. Para entender y tratar una
enfermedad tiene que ser clasificada y la clasificacion tendrd dos propésitos. El primero
serd: la prediccion, separar las enfermedades que requieren diferentes tratamientos, el
segundo serd dar una base para la investigacién, las causas de diferentes tipos de la
enfermedad.

Los dos propositos pueden llevar a clasificaciones distintas y una variedad de
clasificaciones alternativas para el mismo conjunto de individuos u objetos siempre habra
de existir.

Los seres bumanos, por gjemplo, pueden ser clasificados con respecto al estrato
econdmico al que pertenecen en grupos como: clase baja, clase media y clase alta, o
pueden ser clasificados por su consumo anual de alcohol en. bajo, medio y alto.
Obviamente clasificaciones diferentes no pueden asignar individuos particulares en
grupos iguales. Lo que podemos decir es que, algunas clasificaciones pueden ser mas
utiles que otras.

Un ejemplo muy claro seria el siguiente. Tenemos un conjunto de libros, primero los
clasificamos de acuerdo a su contenido como: diccionarios, novelas, biografias, etc. Ahora
procedemos a clasificarlos de acuerdo al color de la pasta del libro. Es claro que la
primera clasificacion que hicimos es mds til que la primera.

E! punto importante sugerido por estos dos gjemplos es que cualquier clasificacion es una
division de los objetos o individuos en estudio en grupos, dicha clasificacion basada en un
conjunto particular de reglas (o variables) y no es ni falsa ni verdadera y debe ser juzgada
principalmente por la utlilidad de sus resultados.

El contenido de los 5 capitulos que conforman ¢l presente ¢s, a grandes rasgos, ei
siguiente:

En el primer capitulo hacemos una exposicion de los conceptos de la Matematica que nos
permitiran desarrollar el Analisis Estadistico de Conglomerados.
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En ¢l capitulo 2 del presente, determinamos el tipo de problemas que se pueden abordar
con esta Técnica del Analisis Estadistico Multivariado, damos a conocer algunas de las
aplicaciones que se¢ han hecho en distintos campos del conocimiento y comenzamos
establecer las relaciones existentes entre los conceptos desarrollados en el capitulo
anterior y los del actual.

Una vez expuestos los fundamentos matematicos necesarios y teniendo claro el tipo de
problema que podemos resolver, nos damos a la tarea de dar a conocer una clase
particular de procedimientos que en conjunto forman el cuerpo del Analisis Estadistico de
Conglomerados, las técnicas o procedimientos jerarquicos. Ellos constituirdn nuestro
objeto de estudio en el capitulo 3.

En ¢l cuarto capitulo, nos ocuparemos de aplicar algunas de las técnicas expuestas en el
capitulo anterior a un conjunto de datos pequefio. De esta manera nos serd mas
transparente la forma en que actiian las técntcas.

En la parte final de trabajo, aplicaremos un Andlisis mds sofisticado a un conjunto de
datos formado por 100 ciudades. Dicho Andlisis tendréd como objetivo obtener una
estructura de grupos y establecer un pérfil para cada uno de ellos. Este analisis abarcard

todo el capitulo 5.
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CAPITULO 1.

FUNDAMENTOS MATEMATICOS.

Introduccién.

En este capitulo nos ocuparemos de reconstruir los fundamentos matematicos
necesarios para el Desarrollo del Andlisis de Conglomerados.

A primera vista, el capitulo podria parecernos extenso, no lo es tanto. Cada uno de fos
temas aqui expuestos es précticamente indispensable para la comprensién de los
subsiguientes. Vamos a revisar, de manera muy sucinta, la razon de ser, la finalidad o
1a necesidad de cada uno de dichos temas. ’

Estableceremos de manera formal y cuidadosa, Ja definicién y propiedades que debe
satisfacer una funcién para ser llamada distancia. Esto tiene como objeto el poder
utilizar mds funciones de distancias y no sélo remitirnos a la enclideana. El concepto
de distancia es de vital importancia en el Desarrollo del Analisis de Conglomerados ya
que nos sirve de medida de la “similitud” o “disimilitud” entre dos elementos en
nuestro conjunto de estudio.

Introduciremos los conceptos de valores y vectores propios de una matriz para obtener
las condiciones bajo las cuales una matriz es similar a otra y también cuando es
diagonalizable. Algunos de estos resultados nos serdn itiles para demostrar gue una
funcidn en particular es distancia (Mahalanobis).

Finalmente, revisamos las formas cuadréticas y liegamos a la extrafia coincidencia que
ia matriz de covarianza puede verse como una forma cuadrética.



ANALISIS ESTADISTICO DE CONGLOMERADOS. ALGUNAS APLICACIONES.

Existen diversas formas de introducir en un espacio vectorial el concepto de distancia.
Una de ellas, consiste en definirla a partir de una operacién conocida como producto
interno.

1.1 Producto interno.

Puede decirse que ¢l concepto de producto interno ¢s la generalizacién, a un espacio

vectorial cualquiera, del producto punio en R". Cuatro de sus propiedades
fundamentales se emplean como los axiomas que debe satisfacer una funcién dada

para ser considerada producto interno, como se enpuncia a continuacién.

Definicién 1.1,
Sea ¥ un espacio vectotial sobre R . Un producto interno en ¥ es una funcion de

V' xV en R que asigna a cada pareja ordenada (u, v) de vectores de V7 un

escalar ueov perteneciente a R, llamado el producto de u ¥ ;, que satisface las
siguientes propiedades:

Husv=veu

2) ue (;+;)=;0;+50;

3) (au)ev=alusv); R

Hueu>0siu#0

Cuando la funcién ® de la definicién es de ¥ x V en R se dice que es un producto

interno real.
En este caso también, el campo sobre el que se define el espacio V' es el de los

nimeros reales.
El gjemplo mds conocido de producto interno es, scguramente, el producto escalar en

R", el cual est4 definido por
X0y =Xy Yy +X, Yyt +X, Y,

donde X =( X,, X, ..., X, ), Y=( Y. Vs s Yu) € R
Otros ejemplos de productos internos son los siguientes:
1) En ¢l espacio V' de las funciones reales de variable real, continuas en el intervalo

(a, b), la funcion e definida por
b
feg=[f(x)g(x)dx

es un producto interno real.
2) En el espacio V' de las matrices de 71x71 con elementos en R, el siguiente es un

producto interno real



FUNDAMENTOS MATEMATICOS

AeB=ir(A'B)
Como consecuencia de la definicion cualquier producto interno tienc las propiedades
que se enuncian a continuacion .

Teorema 1.1,
Sca V' un espacio vectorial sobre Ry sca ® un producto interno en V ; entonces,

vu,v €V ¥y
a €R:

Due(av)=a(usv)
2) usuck
30eu=0=wue0
Hueu=0e>u=0

Demostracién,
) ue{av)= (m—f‘) ou por 1) de la definicion de producto
interno,

= a(; . ;) por 3) de la definicién de producto
mierno.

= a(; . ;) por 1) de la definicion de producto
interno.
2) ueu R

Esta propiedad nos indica que #e®# es siempre un nimero real, es decir, esta
operacion no es “cerrada”. El resultado de multiplicar dos vectores no es otro vector,
sino un namero real (escalar o elemento del campo). Como nosotros vamos a utilizar
solo el campo de los reales, esta propiedad es, de hecho, consecuencia de la definicion

de producto interno.
3) Para demostrar esta propiedad vamos a echar mano de las siguientes propiedades de

los espacios vectoriales:

A u+0=0+u=u

b) ;ﬂ-(—;):a,esdecir, u-u=0
Bien, teniendo estas propiedades cn mente podemos expresar al vector cero Como

0 0 pot la propiedad del vector cero
Qe =(0+0Q)ou por 2) de la definicién de producto mterno
Oeu=0ou+Oeu



ANALISIS ESTADISTICO DE CONGLOMERADOS ALGUNAS APLICACIONES.

Como O ® ¢ es un niimero tenemos lo siguiente
Qeu—Qeu=0eu
0=0eu

4) <=)Supongamos que u=0 y utilizando ¢l resultado anterior tenemos que

ueu=10
¥ €n consecuencia
uou=0 u=90 q.ed.

1.1.1 Norma y distancia.

La idea de magnitud (o tamafio) de un vector se introduce formalmente en un espacio
vectorial con el concepto de norma; ésta se puede definir a partir del producto interno
como sigue :

Definicién 1.2.
Sea ¥ un espacio vectorial sobre R y sea ® un producto interno ¢n V. Se llama
normade v € ¥,y se representa con || v || , al niimero real no negativo definido
por
o e M2
fvi=(vev)

De esta manera , la norma es una funcién de  en el conjunto de los nitmeros reales

no negativos.
Empleando el concepto de norma, la desigualdad de Cauchy-Schwarz podra

expresarse como

juov P <ul® g’
o bien

luevi<jufijvi

donde se nota que, para cualquier par de vectores, i tamafio del producto es menor o
igual que el producto de los tamafios.
Cabe hacer notar que, en la expresion anterior, €l producto del lado izquierdo es un
producto de vectores; mientras que el del lado derecho es un producto de nimeros
reales.
Como se sigue de la definicién de norma , la norma de un vector depende del producto
interno que se haya elegido. Asi, un mismo vector puede tener diferentes normas.
Esta situacion, aparentemente contradictoria, es similar al hecho de asignar diferentes
numeros a una misma magnitud, dependiendo de la escala o unidad de medida que se
emplee.



FUNDAMENTOS MATEMATICOS

Necesitamos demostrar el Teorema de Cauchy-Schwarz, para poder hacerlo, debemos
recordar algunos resultades previamente.

Ley de los Cosenos.

Esta ley nos ayuda a calcular la longitud de cualquier lado de un triangulo no
rectingulo, siempre y cuando, conozcamos la longitud de 2 de sus lados y del angulo
que forman entre ellos. .

Entonces suponemos conocidas las longitudes de los lados a y b, v ¢l angulo que
forman. Queremos conacer la longitud del lado restante, ¢.

La idea de la deduccién de dicha ley. consiste en convertir este tridngule no
rectangulo, en un tridngulo rectangulo

Primero, sabemos que los dngulos intertores de un tridgngulo suman 7 radianes (180
grados). De donde si nos fijamos en la figura:

ﬁ+§+ﬁ—a=x
ﬂ+§—a=0
T
=X ——
4 2

Ahora, volvamos a ver con cuidado nuestra figura. De ahi afirmamos lo siguiente:
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senﬂzgﬂA:bsenﬁ
B
cosﬂ:—b—:>B=bcos/3

Ya conocemtos los 3 lados del tridngulo rectdngulo que queriamos, s1 ademds
utilizamos el Teorema de Pitdgoras tendremos:

C? = (A+a) + B

C? = A* +24a+a* + B

C* =b*sen’ B+ 2absenff +a’ +b cos’ 8
C? = b” sen’ B+b* cos’ B+ 2absen f+a’
C* =b*(sen’ B+ cos’ f)+2absen B+ a’
C*=b" +2absen B +a*

C* =a’ +b* +2absen(a ugr)

Utilizando 1a formula del seno de una suma {enemos que esta altima expresion es
igual a:

Fia Fia /2
sen(a — 5) = Sen & COS§ 5 sen; cosa

T
sen(gr - 5) = —COS{

Por tanto, tenemos que la expresion que obtuvimos para C 2 podemos escribirla como
C* =a® +b* + 2ab(- cosa)

C*=a* +b* = 2abcosa

Bien, ahora para que podamos hacer una demostracién mas corta y elegante de la
desigualdad de Cauchy-Schwarz, debemos mostrar una forma alternativa del producto

interno
Primero, hagamos un dibujo para tener una idea geométrica del razonamiento que

VaImos a seguir.
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Utilizando nuestra figura y recordando la ley de los cosenos tenemos gue:
- =2 —2 —2 —{1[—

o= = + M - 2l cos= a

Ahora utilicemos la definicion de norma de un vector:
— 2 e e e = = e e — — — —
"u——v” =(u—v)e(u—-v)z=ueu—uev-veu+vey

. —2 —112 —_— - 12

=] =l -2uev+[ @

Igualando 1) v 2}

—i2 11— —i2 T =

M - 2fdpfeose = -2uev+ [

—2"5””;” cosa = ~2uev dividiendo entre -2

—[2
i

P |cosa= o7

Finalmente, podemos demostrar la desigualdad de Cauchy-Schwarz

Teorema 1.2. Desigualdad de Cauchy-Schwarz.
Sea V un espacio vectorial sobre Ry sea ®un producto interno en V' ; entonces

Yu,veV
4 —12 11— — — — 37|~
<FFY <= e < [

Demostracion.
Primero, recordemos la igualdad que acabamos de obtener:

e

uey = ”umlv“ cosa aplicandole a esta expresién el valor absoluto



ANALISIS ESTADISTICO DE CONGLOMERADOS ALGUNAS APLICACIONES.

= m;"”;"cos a. < ";Im;” porque |cos a' <1, entonces

< i

ey

En el siguiente teorema se enuncian las propiedades fundamentales que satisface toda
norma, independientemente del producto interno del que provenga.

Teorema L.3.

Si V' es un espacio vectorial con producto interno, entonces  Yu, v € V y
aeR:

DI vi>o

2| v{|—0 suysolom v="0
3)"“ v 1|"ia I i
4)”““""”—”””"‘"""
Demostracion,

Sélo vamos a demostrar la propiedad 4) por que nos parece de mayor interés. Por
cierto, a esta propiedad se le conoce como la desigualdad del tridngulo.
Por la definicion de norma de un vector tenemos.

"5+;”2 = (§+G)- (;—k;) —yeu+ueVFVOUFVOY

por la definicion de norma y por ia conmutatividad del producto punto esta expresion
queda como

"+ vll = ”u]’ +2uev+ “;" por la igualdad que obtuvimos del
producto punto

— =2 (2 - -2 il 2

wrs] =l 2felfooser+ [ < + 2l +[f

porque ICOS a’ <1, entonces, si factorizamos

—_ -2 — —
i+ v” < (”u” + "v") st extraemos raiz cuadrada tenemos

a A <[l ] et

Empleando ¢l concepto de norma, podemos introducir en un espacio vectorial el
concepto de distancia entre vectores de la siguiente manera.
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Definicion 1.3,
Sea V' un espacm vectorial con producto mtemo ysean &, v & V. Sellama
distancia de w a v, y se represcnta con d( u v) al numero real delinido por

d(u v = || v-u i
De esta manera , la distancia ¢s una funcién de ¥ x V' en el conjunto de los niumeros
reales no negativos y, como puede demostrarse, tiene las propiedades que se enuncian
a continuacion.

Teorcma 1.4,
Si V esun espacio vectorial con preducto interno, entonces V' u, v.w € V-

l)d(ar vyz=0

2)d(u v) 0 s:ysolos: uh v
3w, v)=d(v, u)

Ad(u, w) s du, vi+ d(v, w)

Dcmostracién.
1) Sean u y v eV
d(u, 1’)—II V- HH

caso 1) Si u = v entonces V- u = 0 de donde || v- ;|| =0

caso 2) Si V % u entonces i Ve-u [|>0

2) :ﬁ)d(a,;)= 0 entonces | V- En = 0 esto implica que V- ;= 0 por tanto
"= v

Lo | u=v entonces v- ;“ 0 obteniendo la norma de esta tltima expresién

I V-ull’“llolf‘d(u v)=0

DA, )= || v-ul= |-l =11 u-v = [ u-vf=dv, #)
4)01(“ w) = d(u Vy+d(v,w)

d(u w)-Hw u||~ ||w+ v -v-u”—n( v- u}+ (w - v) I <!| V- u|i
+||w-v|i_

d(u, v)+d(v w }

1.2 Valores propios y vectores propios.

A manera de introduccién a las eigenestructuras matriciales utilizaremos primero un
gjemplo sencillo. Supongan que tenemos una matriz de transformacion de 2x2:

9
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-3 5
A =
4 =2
Ahora, Supongamos que queremos encontrar un vector tmagen
x*
x*=f
X7

que tenga fa misma (o, tal vez con sentido opuesto) direccién que el vector preimagen

X
X =

X,
si solo estamos interesados en mantener la direccién, entonces X * puede ser
representado por

x*= A =4 i

Ax, X3
donde A denota a un escalar. Esto significa, que podemos alargar o acortar X, la
preimagen, siempre y cuando X * este en la misma direccion de x .
Si x es transformada bajo 4 en x ® = A x , entonces establecemos lo signiente:
Los vectores, que bajo una cierta transformacion son mapeados en ellos mismos o en
miltiplos de ellos mismos, son llamados vectores invariantes bajo esa transformacion.
Se sigue, entonces, que tales vectores satisfacen Ia relacion:

Ax = Ax

donde, como habiamos dicho A es un escalar.

2
Para ilustrar, suponga que lo intentamos con el vector X = 3 para saber si este

vector es invariante bajo A

-3 51|12 9
Ax = =
4 =213 2

I
*

Y vemos que no es ¢l caso, Porque no cumple lo establecido para vectores invariantes,
ya que los componentes de x* no son multiplos del vector x. Sin embargo, intentemos

3

con el vector z =

10
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En el caso de 2, si tenemos un vector invariante. M4s ain, si probamos con cualquier
vector cuyos componenies cumplan la relacidn de 1:1, que también satisfacen lo
establecido para los vectores invariantes.

Donde A = 2 es la constante de proporcionalidad.

k
Ahora bien, ;Solo los vectores de la forma X = [k son vectores invariantes?,

e[ A

4k

otros 7 Como veremos, no hay otros que no scan de la forma
k Sk
X = 0 X, =
ok T -4k

Abordemos ahora el problema desde el siguiente punto de vista. Utilicemos la
ecuacidén matricial
Ax=1x

que también podemos ver de la siguiente forma (restando Ax de ambos lados):
Ax—-Ax =0 equivalente a
Ax-Ax =0
donde / representa a la matriz identidad. Ahora podemos factorizar X para obiener;
(A -Al)x =0
Una solucion trivial es, por supuesto, x = Q. Sin embargo, por lo general, estaremos

interesados en soluciones no triviales; esto es, seluciones en las cuales x # (.

Por el momento, permitanme igualar a (4 —-A7) con B y examinemos que
necesitamos de I para el caso en que X no ¢s una solucién trivial (i.e. que tengan
elementos distintos de cero). La expresién de arriba puede escribirse como

el o]

lo cual puede ser escrito como el siguiente conjunto de ecuaciones lineales:

5
Intentemos con otro vector, por ejemplo, w = [ 4 :

Observamos que también la forma X, =[ ], funciona también. Pero ;Habri

ax, +bx, =0
cx, +dx, =0

i1
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Después, multiplicamos la primera ecuacién por d, la segunda por -b, sumamos ambas
ecuaciones y tenemos

(ad-bc)x, =0
Repetimos el procedimiento anterior, multiplicamos la primera ecuacién por -c, la
segunda por a, y sumando las ecuaciones, y obtenemos

(ad-bo)x, =0
Entonces, si X, #0 o x, #0, tenemos la situacién en la cual necesariamente
{ad —bc)=0

@O Bl all=0
o |=11= _

Esto tiltimo, nos indica que ¢l determinante de ( A —A7 } debe ser cero si queremos

quex #0.
Antes de seguir adelante vamos a definir formalmente los conceptos de vector propio y

valor propio

Definicién 1.4,
Sea J/ un espacio vectorial sobre R ysea A : V' — V' un operador lineal. Si

existe un vector ; eV ;; + 6 tal que
A(vy=Av
para algin escalar A € K, entonces se dice que A es un valor propio de A y

que V es un vector propio de A correspondiente a A .

Ahora regresemos a nuestra expresidn original de (A —Al), el razonamiento
anterior nos dice que necesitamos que el determinante de esta matriz sea cero.
Podemos escribir esta matriz de manera explicita como:

(4 A=
a, a 1 0 jg-4 a
n e —fn =2 - May, +ay) apay, —ana, =0
a, A 0 1 ay, @y~ 4

Esta ultima expresién es llamada ecuacion caracteristica de la matriz 4 .
Las raices de esta ecuacion, las cuales s¢ denotan por /1‘, son llamadas valores

propios {eigenvalores), y sus vectores asociados X, se obticnen al sustituir las raices en
(A -Al)x =0
y resolviendo para Xx;. Estos vectores X, son llamados vectores propios

(cigenvectores). Son los vectores invariantes bajo la transformacién hecha por la

matriz A .
Como indicamos arriba, la ecuacién caracteristica de 4 se define como:

12
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|A —Al|=0
Ese mismo determinante se define como
| A —-AF)
v es llamado la funcién caracteristica de A4 .

Debe ser claro, entonces, que solo las matrices cuadradas tienen “eigenestructuras”, va
que como sabenos solo las matrices cuadradas tienen determinantes.

Una de las propiedades mds ttiles de los vectores propios es la que establece el
siguiente teorema;

Teorema 1.5.
Sea A:V — ¥ unoperador lineal y sean v, , v, , , v, vectores propios de A
correspondientes a los valores 4|, 4,, ., A, respectivamente. §i A, # A Vi # j,

entonces el conjunto ( v, v, ., ..., v, )es linealmente independiente.

Demostracion,
Se hara por induccion matematica
1HSik=1

considerando de la definicién de vector propio, vy # 0
avi=0=a, =0

por lo que v, es lincalmente independiente.

2)Suponcmos que el comunto ( ¥, , ¥, , ..., V, } es lincalmente independiente para
k=n
0, equivalentemente:
awvita,m+ . tra, =02 a =a,=.=a,=0 .. (1)
Para k = n+1 la ecnacion de dependencia es
v+ vt A va+ B Ve =0 L (2)

aplicando el operador 4 a ambos miembros tenemos, por la linealidad de 4,
B A + B AV B, AW+ B, AV ) = 0
por ser este conjunto de vectores eigenvectores tenemos que
BA )+ B A, )+ AP A (V) + B A (P} =0 L (3)
Por otra parte, multiplicando 2 por A, sc obuene

ﬁl;{’n-ﬂ (;i) + ﬂ’l;{’m] (;2)+‘ . '+ﬂn/}i‘n+l (;") + ﬁ;nl/ln—tl (;”“) = 6 """" (4)
Restando 4) de 3) y factorizando

By = A, )0) + By (Ay = A, )+ #B,(A, = A, )(va) =0

13
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Bd -A,)=a =0
Br(A,~ A, )=0,=0 asihasta
oA, = dp)=a, =0
ademds, A,, A,,..., A,,, son diferentes por hipélesis, es decir,
A, A, 20,i=12,...,n
luego f,=f,=.=4,=0
de2, f3,., Vwa =0 y recordandoe de la definicidn de vector propio que Vi1 20
setiencque £, =0 luego, VA € N

B, (;; Y+ 5, (;2 M.+, (;n) =0 implica que
B, =p,=.=8,=0
y entonces el conjunto ( v, v, , ..., ¥, )es linealmente independiente.
q.ed.

1.3 Diagonalizacién y matrices similares.

Debemos saber que 1a representacidn matricial de una transformacion lineal depende
de las bases que se elijan para el dominio y el codominio.

En el caso particular de los operadores suele utilizarse la misma base para el dominio
y ¢l codominio, Dicha base ha sido seleccionada, hasta ahora, buscando simplificar al
midximo la obtencion de la matriz asociada; sin embargo, esto no necesariamente
coincide con simplificar al miximo la forma de la matriz que se obtiene (su aspecto).

Que la mairiz asociada sea de forma sencilla ofrece ciertas ventajas pues, ademas de
que permite identificar mas ficilmente la informacién contenida en ella, sz manejo
algebraico se simplifica. Entre los tipos mas sencillos de matrices estdn las diagonales,
Por ello, a continuacion se tratard el problema de enconirar una representacion
diagonal para un operador, referida a una misma base del dominio y del codominio .
Con esta ultima restriccidn no siempre ¢s posible encontrar una representacién
diagonal para cualquier operador. Las condiciones bajo las cuales existe tal
tepresentacion asi como las caracteristicas de ésta, son el objetivo de nuestra
biisqueda.

Definicién 1.5,
Sea A= [ay}una matriz de #ixp con ¢lemenios en K. Se dice que A es una matriz

diagonal si a, = O para i # J, y se representa con

diag(a,,,a,,,...,qa,,

14
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Definicion 1.6.
Sea B= {v1,vz,...,Vx} una base de un espacio vectorial } sobre R,y sea

x eV . Si
=qa, Vit a,vit. A, Vn

los escalares &, €,,...,&, se llaman coordenadas de X en la base By el vector

de R"
x),; =(a,,,,...,a,)

se llama vector de coordenadas de ¥ enlabase B.

Teorema 1.6,
Sean V' y W dos espacios vectoriales con dimV = n y dmW = m; y sean

A=fw,va,. ., Vaty B={w),wi,...,Wn}basesde V' y W, respectivamente.
Si T ¥V — W es una transformacion lineal, existe una y sdlo una matriz
M, (1) de mxn, tal que

M), = (TV),, Vv eV

Las n columnas de dicha matriz son los vectores

(T, (T2, - (T,

Demostracién,
Sean J' y | W dos S espacios vecloriales con dimV =n y dimW = m,y sean

A= {V1 Va,.. Vn}y B= {W1 W2, Wm} dos bases cualesquierade ¥V y W,

respectivamente.
Consideremos una transformacién lineal 7:F — W.

Si v esun vector cualquiera de V', éste puede expresarse univocamente en términos
de la base A como

v=a V1+(Z2V2+ +a v,, 1)

por lo gue

T(v) = T(alﬁ + a2;z+...+a”;n) y como I es lineal

T) = a,T(n) + a,T(v2)+.. +a,T(va) 2)

Por otra parte, los vectores T(v1), T(v2). ..., T(v») son elementos de W, por lo

que pueden expresarse univocamente en términos de la base B, es decir

mi W

T(v)=a,w\ +a,w2+.. +a

T(v2) =a,wi +a,uwat. 44, Wa asi hasta

15
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mH

llevando estas expresiones a 2 se tiene que
() = a(a,w +a, wa+.. +a, Wa)+ -

T(va)=a,wi+a,w2+..+a,, W 3)

a,(a,wi +a,wat. +a,,wa)t+. + o (a,w +a,wrt. +a, wn)

"2

de donde

T(WV) =(a,a,, + a,a,+. +a,a, W +{a,d, +Q,a,+. +& a, Wat..+

(aya,, +a,a,,+. . +a,a, YWan

Por la definicién 6, las sumas encerradas entre paréntesis son las coordenadas de

T(v) enlabase B, por lo que podemos escribir
a\a, ta.a,+.. . +a,aq,

- QA + &,0,,+.. F A,
[T(v)] - haH 2% n%2n
B
@, +a,a,+. . ta,a,,
o0 bien como preducto

ay dy ... a4y @,
— a . a [#4
21 22 2 2
[703], = "
B
am! amz ne amn an N

De 1, los escalares @,,Q,,...,&, son las coordenadas de v en labase A, por lo
que

ay 4y Ay,
- a, a, .. a -
[T(v)]B — 21 22 2n (V)A
aml am’l amn
y finalmente
[70)], = M, (D),
donde
MBA(T) =ai=12,. .mj=12,...n
ademas, de 3

16
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iy, a, iy
— ay, - & —
=(T("W)p =(T(, )5+ =T, )z

a aﬂ"l

m2

por lo que las columnas de M BA (T) son los vectores de coordenadas, en la base B,
de las imagenes de los elementos que integran la base A .

La unicidad no la demostraremos pero, daremos como un hecho que ésta se da. A
quien este interesado en conocer la demostracion lo remitimos a los textos de algebra
lineal citados en la bibliografia.

Teorema 1.7,
Sean ¥ un espacio vectorial de dimensién 77, A: V' — V un operador lineal. Existe

una matriz diagonal asociada a A , referida a una base, si y solo si existe una basc de
V' formada por vectores caracteristicos de A . En tal caso, la matriz asociada a A,
referida a esta base, es una matriz diagonal cuyos clementos ,; son los valores

caracteristicos correspondientes.

Demostracion,
Supongamos primero que existe una base de V formada por vectores caracteristicos

de A . Esto es,
sea

B=(V, V..., ¥,)

una base de V' tal que

A(v,) =A,vi,parai=12,..,n
entonces, por ia definicién 6

(45 = (2,.0,...,0)"

(A(v2) 5 =(0,4,,....00" asihasta
(A(va)); = (0,0,...,4,)

por lo que, del teorema 6

A, 0 ... 0

0O A, ... 0
MBB(A)z ?

0 0 A

17
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y A tiene una representacion matricial diagonal, formada con los valores propios de
A correspondientes a los vectores propios que constituyen la base de B.

Reciprocamente, supongamos que A tiene una representacién diagonal
D=diag (d,,,dy,,....d,,)

referida a la base

B= {;1,52,...,;n}

Entonces, por teorema 6 sabemos que

(A(m)), =(d,,,0,....00"

(A(v2)), = (0,d,,,...,0)"  asihasta

(AGn), = 00,....d,,)

¥ en consecuencia, por definicion 6

A(;,)=a’“;,,para i=12,..,n

por lo que los vectores ;:,;2,...,;" son valores caracteristicos de A

correspondientes a fos valores d,;,d,,,....d,,.
g.e.d.

Teorema 1.8,
Si dos matrices M y N representan al mismo operador lineal, entonces existe una

matriz no singular P talque N = P"'MP.

Demostracion.
Sea V' un espacio vectorial de dimensién 2 ysea 1°F — V un operador lineal.

Si M y N son matrices asociadas al operador I referidas a las bases A y B,
respectivamente, del espacio V' ; entonces, para cualquier vector v € V.

(T, = M), e 1)

(T =NMV)g i)
Por otra parte, si P es la matriz de transicion de la base Balabase 4, sc tiene que
P ("’) B = ) A
sustituyendo esta expresion en 1 se llega a
(T(v)),, = MP(v)y
Como 1a matriz de transicion es no singular 3P por lo que, de la expresién anterior

PUTGY), = PPMP(V) g oo 3)

« —1 . W e .
Ademas, como P~ es la matriz de transicién de la base A ala base B, se tiene que

18
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P, = (T,
por lo que, de 2 _ _
PUTM)), = NWg o, 4)
entonces de 3 y 4
Ny, = P'MP(v),,VYveV
¥ en consecuencia
N= P 'MP

cOmo se queria.
q.e.d.

Definicidn 1.7.
Dos matrices A y B de nxn, son sitmilares si existe una matriz no singular C tal que
B=C"AC

Se tiene entonces el siguiente teorema

Teorema 1.9.
Dos matrices representan al mismo operador lineal si y solo si son similares.

Teorema 1.10,
Una matriz 4 de nxn es similar a una matriz diagonal D siy sdlo si existe un

conjunto linealmente independiente formado por A vectores propios de A. En tal
caso, existe una matriz no singular P tal que D = P'AP donde D es una matriz
diagonal cuyos elementos d, son los valores propios de A,y P tiene como columnas
a n vectores propios de A correspondientes a dichos valores.

Demostracton.
Tomando en cuenta que cualquier matriz A de nxn puede considerarse como la

represeniacién matricial de un operador lineal T en cierta base, €l nltimo teorema es
una consecuencia inmediata de los teoremas 6 y 9, y de la definicién 3, salvo la
afirmacion de que P tiene como columnas a /7 vectores propios de 4.

Esto tltimo se demuestra a continuacion.

Sea S= {1,v2,...,Vn} un conjunto linealimente independiente formado por 7
vectores propios de 4 , correspondientes a los valores propios Ay Ay, Ay, ¥ sea

P una matriz cuyas columnas soi dichos vectores; esto €5

P= [vl,vz,...,vn]

entonces

AP = v, v

19
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AP = [AF.,AFZ,.. ,AIZ,,]

AP = [,1,171,,12;2,. AV

[;1,;2,...,;;1] diag(ﬂ.l,ﬂz,.--,/l,,)

AP = P diag (4,,4,,...,4,)

Como el conjunto S es linealmente independiente, P es no singular y existe P En

consecuencia

PAP = diag(A,, A,,.... A,)

P7AP = P\ Pdiag(R,,A,,...,7,)

q.e.d.

1.4 Alpunas matrices importantes en el andlisis estadistico multivariado.

Antes de abordar el tema de las funciones cuadraticas presentaremos algunas matrices
y la forma en que éstas se calculan, Esto obedece a la utilidad que tienen para el
desarrollo de las técnicas presentadas y también por la forma en que se relacionan
algunas de ellas con el siguiente tema.

En primer lugar, tenemos la siguiente matriz:

1) Suma de cuadrados y productos cruzados.

B = A'A, 1a cual es llamada también ¢l menor producto momento (de A ), que da
como resultado una matriz simétrica B . Las entradas de la diagonal de la matriz B
denotan las sumas de cuadrados por renglones de cada variable, y los elementos que
estan fuera de la diagonal denotan las sumas de productos cruzados por renglon.

X1 Xn
x2n y A, _ x!2
X xln

20

X3

xml

me

de donde

L)
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M N m m 7]
Zxrl Zxrler Zxrlxm
=1 1=1 1=1

" m m
2
B=A'A= Zxazxu zxr'Z szzxm
=1 i=1 i=1

w Y - W

N 2
Z xmx:l Z xmxil e Z xm
Li=1 1=l =1 B

2) Matriz corregida por media (SSCP).

Podemos también expresar las sumas de cuadrados y de productos cruzados como
desviaciones respecto a las medias. La matriz de sumas de cuadrados v productos
cruzados de correccién de medias es frecuentemente llamada 1a matriz 3SCF (sums of
squares and cross products) y ¢s expresada en notacion como:

S A A— ST 4
m

donde [ denota un vector de “unos” y “m” denota el nimero de observaciones. El
{ltimo término en el lado derccho de la ecuacion representa el término de correccion y
es una generalizacion de la forma escalar usual para calcular sumas de cuadrados

respecto a la media:
Q. Xy
sy TN
m
donde x = X — X, es decir, X denota la forma desviacion de Ia media.
Vamos a obtener .5 de manera explicita:

T m 7
1 Zx”
xii x2l xml r=1

(A7) = Xy Xy oo X |l lez
1=1

1

n e mn
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La matriz S, como podeimos observar, es una matriz simétrica.
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De manera alternativa, si las medias por columnas sc sustraen de A desde el
principio, resulta la matriz corregida por media A, , entonces

—_ t
S=A4,"4,
la matriz A, puede obtenerse de A de 1a siguiente manera:
A, =A-1d
donde 7 es un vector de unos y @' es un vector de medias. El vector de medias se
obtiene, a su vez de la siguiente manera:

a=I1'Alm

donde en este caso /' es un vector renglén .

3) Matriz de covarianza.

La matriz de covarianza se obtiene de la matriz SSCP (corregida por media)
simplemente dividiendo cada enfrada de S por el escalar m, ef tamafio de la muestra.
Estoes:

czls

i ‘1 m 1 mn ” l m
;!;I [Z ) ;gxﬂxﬂ—gzx;]zxﬂ ;’;xrixm ;xﬂzl:m

4=1

2
m 1 m ] m I
’Z 2% nizlhzxn ;;,:L:,xazz ?(szz) m; 2% Zl:sz A

i=1 =] =1

. .- 5
1 " m 1 n 5 '—1 ]
i ’Zm il nfz Z - m 12 Zx Z "’éxm nf[;xm]

=1 =1

Notemos que la covarianza, es meramente un producto cruzado corregido por medias
ponderade. Los elementos en la diagonal de C son, por supuesto, varianzas. Y
ademas que la matriz de covarianza es simétrica. (En algunas aplicaciones desearemos
obtener un estimador insesgado de la matriz de covarianza poblacional; de ser asi,
usamos el divisor m-1 en lugar de m).

Una forma alternativa de obtener la matriz de covarianza seria:

C=1/mA,'A,

4) Matriz de correlacién.

La correlacién entre dos variables, ¥ y X, se obtiene como;
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donde ¥ y X ya incluyen la desviacion con respecto a la media (como mas arriba).

No es de sorprender que, R la matriz de correlacién esté relacionada con S, la
matriz SSCP, y C, la matriz de covarianza. Ahora bien, regresemos a 5. Las
entradas de la diagonal principal de .5 representan las sumas de cuadrados corregidas
por medias de las variables. Si tomamos la raiz cuadrada de estas entradas y ponemos
los reciprocos de estas raices cuadradas en una matriz diagonal tenemos:

1> %’ 0 0
D= 0 y>x 0
0 0 SRV ORA

entonces, al premultiplicar y postmultiplicar § por 1) podemos obtener la matriz de
correlacion R .

R=DSD

1a matriz de arriba es ia que se deriva de las correlaciones entre cada par de variables.
Otra forma de obtener a R es, por lo tanto:

R=1/mA'g A,

donde A = A,D

1.5 Formas cuadraiticas.

En analisis multivariado uno se encuentra con frecuencia que el mapeo de algin
vector involucra una funcién cuadratica mas que una lineal *, A primera vista puede
parecer sotprendente que el Algebra lineal sea importante para este tipo de situacion.
Ha llegado ¢l momento de considerar las funciones cuadrdticas y, en particular, las
formas cuadriticas.

1.5,1 Formas lineales.

Si tenemos un comjunto de variables X, y un conjunto de coeficientes &, , una forma
lineal puede ser escrita en notacidn escalar como

"
gx)=ax ‘a,x,+ +a,x, = Zafx,

=1
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en la cual (odas las x,, como vemos, son de primer grado. En notacién vectoral

tenemos
X
T X3
gx)=a x=(a,a,,..,a,)
3
x-‘&
el cual, por supuesto, da como resultado un escalar, una vez que Ic asignamos un valor

numéricoa @ya Xx.
*Claramente, 1a idea de varianza de una variable mwolucra una funcion cuadratica, y la varianza representa un

concepto central en el andlisis estadistico. ,
Ahora, suponga que consideramos un conjunto de muchas formas lineales, con la

matriz de coeficientes dada por A y el vector de constantes dado por ¢. Entonces
tenemos

Gy G . G, ¢
o a o X C
21 22 Tt 2 2 2
Ax == " =
anl art‘Z T apm xn cn

Este, por supuesio, representa un comjunto de ecuaciones lineales simultaneas.
Entonces, una forma lineal es simplemente una funcién lineal en un conjunto de

variables X, .

1.5.2 Formas bilinealcs.

Las formas bilineales involucran solamente una pequefia extensién de las formas
lineales. Aqui tenemos dos conjuntos de variables X,y Y,,cada una de primer

grado, como se ilustra en :
S, )y=xy + Ox,y, —4x;y, + 2x\y, + 3x,y, + 2x,),
en la cual exactamente una X, yuna y,(cada una de primer grado) aparece en cada

término. De manera, mds general, las expresiones de este tipo pueden escribirse en
notacion escalar como:

Foen=3Saxy

=1 ;=1
¥ son llamadas formas bilincales en X, y cn ¥, . Si escribimos los vectores

¥'=(x,%,..,%,)y ¥Y=(,V,....0, ). una forma bilineal involucra términos

3
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en los cuales cualquier combinacién posible de los vectores componentes se forma. En
notacion matricial podemos escribir una forma bilineal como
—_— 1
Jxy)=x'4y
En el ejemplo numérico de arriba, tenemos
a, = La, =2a, =6a, =3,a, =-4a,, =2
v la funcidn puede expresarse como

12
Y
S, y)=(x,%,,%,) 63 i
42 Y2

34

2
=X, ), + 06X,y —4x,y, +2x\y, +3x,y, + 2%,
La matriz Aes llamada la matriz de la forma bilineal, y la determina la forma

bilineal completamente. Note que, en general, A no necesariamente es cuadrada.
Al asignar diferentes valores a X y ) uno obtiese diferentes valores de la-forma

bilineal, cada uno de los cuales es un escalar, El conjunto de todos esos escalares, para
un dominio dade de X y V. es el rango de la forma bilineal.

= (¥, +6x, —4x;,2x, +3x, +2x,)

1.5.3 Formas cuadraticas.

Ahora, vamos a particularizar la forma bilineal al caso en que X =) En este caso
asumimos que ¥ puede ser reemplazada por X y, dada su misma dimensionalidad, la
matriz de cocficientes A4 serd cuadrada en lugar de rectangular. Por gjemplo
2 2
J(x,,x,)=2x" +5xx, +3xx, +6x,
también puede ser escrita en notacién matricial como:
- 2 X,
Fx)=(x,x,) : = (2x, + 5x,,3x, + 6x,)
5 6)x, X,
= 2 2
=2x" + 5x,x, + 3x,x, + 6x,
v el resullado es, otra vez, un escalar, toda vez que se le asignen valores NUMEricos a
Xy x,.
A modo de definicion formal, una forma cuadrética es una funcidn polinonial de
X,, X;...,X, que es homogénea y de segundo grado Por gjemplo, en el caso de dos

X

variables, tenemos
2 2
S, x,)=x" +6xx, +9x,
en la cual el vector x'= (x,,x,) es mapeado de un espacio bidimensional a un
espacio unidimensional.
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En general, una forma cuadritica en # dimensiones puede ser escrita en notaciéon
escalar como

q(u) = > auu,
1.1

donde u'= (u,u,,...,u,), los a;son coeficientes reales y los w4 son las

s soa . ‘- 2 .
preimagenes del mapeo. Si 7 = j, obtenemos los términos cuadraticos a,u,”, y si

i # j, obtenemos los productos cruzados &, 1, .

Por homogénea nos referimos a que los términos son de la forma descrita arriba v, en
particular, no hay términos lineales en los #,'S ni tampoco constantes. Mientras que
la funcién

v=x"+2x° +xx, +x, +3x,

es un polinomio de segundo grado, no es una forma cuadritica ya que los altimos dos

términos no son de la forma general auu,.

Las formas cuadriticas son de particular interés en el analisis multivariado en la
medida que nos ocupemos de lo que le pasa a las varianzas y covarianzas bajo
distintas funciones lineales de un conjunto de datos multivariados.

En efecto, todas las matrices de productos cruzados empieadas en el analisis
multivariado, tales como las matrices de covarianza y correlacidn, son ilustraciones de
formas cuadraticas. En esie caso las entradas de Ia diagonal son una medida de la
dispersion de una sola variable, y las entradas fuera de Ia diagonal son una medida de
la forma en que covarian entre si un par de variables.

1.5.4 Tipos de formas cuadriticas,

Las formas cuadraticas pueden ser clasificadas de acuerdo a la naturaleza de los
valores propios de la matriz asociada a la forma cuadratica:
1.5i todos los /1,. son positivos, la forma cuadratica es definida positiva.

2. Sitodos los A, son negativos, la forma cuadrética es definida negativa.
3. Si todos los A ; son no negativos (positivos o cero), la forma cuadrética es
semidefinida positiva.

4. Si todos los A; son no positivos (cero o negativos), la forma cuadratica es

semidefinida negativa.
5. Silos A ; son una mezcla de valores positivos, cero, y negativos, la forma

cuadrética ¢s indefinida.
En el andlisis multivariado estamos interesados por lo general en formas cuadraticas

que sean positivas definidas o semidefinidas positivas. Por ¢jemplo, si una matriz
simétrica es de la forma producto-momento (o A'A4 o AA"), entonces es positiva
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definida o semidefinida positiva. Ya que muchas matrices son de esta forma, los casos
de las formas positivas definidas ¢ semipositivas definidas son los de mayor interés
para nosotros en el andlisis multivariado.

1.5.5 Relacién entre formas cuadriticas y matrices de transformacion.

Suponga que tenemos la siguiente transformacién
u=Xv
donde X, cuyos renglones son cosenos directores, mapea V. considerado como
vector columna, en el vector # en algin espacio de interés,
Para ilustrar, sea

08 06
071 071
]

Entongces, si v = 0 , tenemos

08 06 1 08
u=AXAv= =
071 071|]0 0.71

Ahora suponga que queremos encontrar fa nerma al cuadrado de &
La norma al cuadrado de # se definié como #'# . Dado v y la transformacion lineal
X, obtenemos la siguiente expresion:

wu = (Xvy(Xv)=v' X' Xv
Pero ahora observamos que X' X es justamente el menor producto-momento de X
que hemos discutido previamente, Podemos denotar esto como A4 . Entonces, tenemos

114 098] |1
wu=v'Av=(10)
‘ 098 086 |0

. v'u=114
Esto es, A= A,'A, = S(X)es la matriz de la forma cuadratica que obtiene la

norma al cuadrado de v bajo la transformacion lincal A, .
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CAPITULO 2.

EL ANALISIS DE CONGLOMERADOS Y SU RELACION CON LAS
FUNCIONES DISTANCIA.

Intreduccién.

En este capitulo vamos a explicar la naturaleza de los problemas que intentamos
resolver con el andlisis de conglomerados. Luggo, hablaremos un poco acerca de las
4reas en las que se han aplicado este tipo de téenicas.

Después, ahondaremos en el estudio de las Funciones Distancia. Propondremos
algunas funciones como “candidatos™ a Funciones Distancia y, mds adelante en el
capitulo, demostraremos que cumplen con los requisitos para ser Funciones Distancia.
Dentro de esta misma parte del capitulo, serd necesaria la inclusién de algunos
conceptos del dlgebra lineal. Dichos conceptos nos serdn ftiles para demostrar que la
funcién propuesta por Mahalanobis, es en efecto una funcién distancia. Finalmente,
introduciremos otra técnica del andlisis multivariado: ¢! andlisis de componentes
principales,

2.1 Anilisis de conglomerados .

Académicos ¢ investigadores de mercado se encuentran frecucniemente con
situaciones que pueden resolverse mejor definiendo grupos homogéneos de objetos,
éstos pueden ser individuos, compafiias, productos o incluso comportamientos. Las
opciones de estrategia basadas en la identificacién de grupos en la poblacién tales
como una segmentacion y objetivos de mercado no serian posibles sin una
metodologia. Esta misma necesidad es encontrada en otras areas, que van desde las
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ciencias fisicas (clasificacion de varios grupos animales, insectos, mamiferos, €tc.)
hasta las ciencias sociales (analisis de varios pérfiles psiquiatricos). En todos fos
casos, ¢} analista busca una estructura natural entre las observaciones basado en un
perfil multivariado.

La técnica mds usada para este propésito es el andlisis de conglomerados. El andlisis
de conglomerados es una técnica para agrupar individuos u objetos dentro de
conglomerados de tal forma que esos objetos en el mismo conglomerado son mas
parecidos uno de otro que lo que se parecerian dos objetos tomados de dos distintos
conglomerados .

Hay muchas razones por las cuales ¢l analisis de conglomerados puede ser itil. En
primer lugar, puede ser una interrogante el encontrar los “verdaderos™ grupos.

Por ejemplo, en psiquiatria siempre ha existido un gran desacuerdo accrca de la
clasificacién de pacientes depresivos, y el analisis de conglomerados ha sido usado
para definir los grupos “objetive”. En segundo lugar, el analisis de conglomerados
puede ser 1til para reducir los datos. Por ejemplo, un gran nimero de cindades puede
scr potencialmente nsado como mercade de prueba para un nuevo producto pero solo
es posible hacer el estudio en algunas. Si las ciudades pueden ser agrupadas en un
mimero pequefic de grupos entonces uno de los miembros de cada grupo pucde ser
usado para la prueba de mercado. Por otro lado, si el andlisis de conglomerados
genera agrupamientos inesperados entonces esto puede por si sélo sugerir relaciones
dignas de ser investigadas.

2.1,1 Usos de los congiomerados.

Biologia. Las clasificaciones formales de animales y plantas datan desde los tiempos
de Aristételes, pero el sistema moderno de clasificacion se debe esencialmente a Lineo
(1753). Cada especie pertenece a una serie de conglomerados de tamafic cada vez
mayor con un niunero decreciente de caracteristicas comunes. Por gjemptlo, el hombre
pertenece a los primates, mamiferos, cordados, véricbrados y animales.

Este 4rbol, ¢l cual fue originalmente desarrollado para nombrar ciertos objctos de
manera consistente, tuvo una significacion fisica en las teorias evolutivas de Darwin,
las cuales establecian que el hombre, por ejemplo, tiene ancestros en varios niveles del
arbol. El hombre tiene un ancestro en comin con el mono, ef conejo, la rana, ¢l pez y
el mosquito.

El 4rbol se usa para almacenar y diseminar el conocimiento. Por gjemplo, los
vertebrados tienen columna vertebral, simetria bilateral, cuatro extremidades, cabeza,
dos ojos y boca, corazén con circulacién sanguinea, higado y otras propiedades en
comiin, Una vez que has visto a un vertebrado, ya has visto a todos. No s necesario
registrar estas propicdades de manera separada para cada especie.
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Las técnicas usadas en la taxonomia merecen ser imitadas en otras #4reas. La
estructura de arbol (arborescente) es ahora utilizada como una estructura estandard de
conglomerado. Las funciones de nombrar objetos y de altiacenar informacion de
manera barata se han generalizado también a otras dreas. De hecho, es en la
construccién de los Arboles que se vuelve dificil generalizar los métodos de la
taxonomia animal y vegetal. <

Medicina. El problema de clasificacién principal en medicina es como clasificar las
enfermedades. Las técnicas numéricas de clasificacién sdlo han tenido un pequefio
impacto en la taxonomia de enfermedades, quizds porque los datos médicos y
especialmente las historias clinicas no son ficilmente asimiladas dentro del estandard
de estructuras de datos que fue desarrollado en un principio para la taxonomia
biologica.

Un tipo particular de clasificacién dentro de una enfermedad es la identificacién de las
etapas de severidad, por ejemplo, de una enfermedad renal.

Hay otros usos de la clasificacién en medicina ademas de la clasificacion directa de las
enfermedades. Los grupos sanguineos son una clasificacién de la sangre.

Finalmente, en cpidemiologia, las enfermedades pueden ser conglomeradas de
acucrdo a su patrén de distribucion en el espacio y tiempo.

Psiquiatria. Las enfermedades de la mente son més elusivas que las enfermedades del
cuerpo, y la clasificacién de los desordenes mentales se encuentra en un estado
incierto. Hay un acuerdo en cuanto a la existencia de Ia paranoia, csquizofrenia y la
depresion pero un criterio para ¢l diagnéstico no est disponible.

Una dificultad caracteristica de la clasificacion de enfermedades mentales es la
subjetividad y el caracter variable de los sintomas.

Las técnicas numéricas han ganado mds aceptacién en esta area que en el diagnostico
médico. Una de las primeras contribuciones de los conglomerados, hecha por Zubin,
es un método para descubrir subgrupos de pacientes esquizofrénicos.

Arqueologia y antropologia. El investigador de campo encuentra un gran mimero de
objetos tales como herramientas de piedra, objetos funerarios, estatuas ceremoniales, o
crancos que le gustaria dividir en grupos de objetos similares, cada grupo producido
por [a misma civilizacién.

Algunos estudios, relativamente recientes se han Hevado a cabo para clasificar craneos
y objetos tales como broches, herramientas de piedra y de cobre.
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Fitosociologia. Esta disciplina se interesa en [a distribucion que tienen en el espacio
las especies animales y vegetales. Mantiene la misma relacién con ia taxonomia que
la existente entre la epidemiologia y la clasificacion de enfermedades.

Los datos tipicos consisten en el nimero de especies en distintos cuadrantes. Al
conglomerar se detectan los cuadrantes que son similares y se identifican como un
mismo tipo de habitat.

Ligiifstica. En esta rama del conocimiento, s¢ usa la proporcién de palabras
coincidentes dentro de una lista de 196 significados como una medida de distancia
entre dos lenguas, ésto con el objeto de reconstruir un arbol de evolucion de las

lenguas.

2.2 Funciones de distancia,

Un gran nimero de problemas multivariados pueden ser vistos como problemas en
términos de “distancia” entre las observaciones, o entre muestras de observaciones o
entre poblaciones de observaciones. En nuestro caso, para el desarrollo de Ias técnicas
del analisis de conglomerados, es de vital importancia éste concepto. Porque las
funciones de distancia nos proporcionardn un criterio para medir las similitud o
disimilitud entre los objetos que estemos estudiando, Por ejemplo, consideremos datos
donde 1o que se mide es la mandibula en perros, lobos, chacales v dingos, ;Qué tan
lejos estd uno de estos grupos de los restantes? La idea es la siguiente, que si dos
animales tienen una media similar en las medidas de sus mandibulas entonces estan
“cerca”, micntras que si tienen medidas muy diferentes en la media de las medidas de
las mandibulas entonces estdn algjados entre si. Este es el tipo de concepto de
distancia que serd usado a lo largo de este capitulo.

Un gran namero de distancias han sido propuestas y usadas en ¢l andlisis
multivariado. Aqui sélo mencionaremos algunas de las mds usadas. Es pertinente
decir que medir distancias es un tema donde, en cierta medida, la arbitrariedad no
puede evitarse por completo,

Medidas de similitud. El concepto de similitud es fundamental para el andlisis de
conglomerados. La similitud interobjeto es una medida de la correspondencia o de la
semejanza entre los objetos que serdan conglomerados. Aqui, las caracteristicas que
definen la similitad son primero especificadas. Entonces, las caracteristicas son
combinadas dentro de una medida de similitud calculada para todo par de objetos. En
este sentido, cualquier objeto puede ser comparado con otro objeto mediante Ia
medida de similitud. El procedimiento de analisis de conglomerados entonces procede
aagrupar los objetos similares dentro de conglomerados.
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La similitud interobjeio puede ser medida de distintas formas, pero hay tres métodos
que dominan las aplicaciones dentro del analisis de conglomerados: medidas de
correlacién, de distancia, y de asociacion. Cada uno de los métodos representa una
perspectiva particular sobre [a similitud, dependiendo de sus objetivos como del tipo
de datos. Las medidas de correlacién al igual que las de distancia requieren de una
métrica en los datos, mieniras que las medidas de asociacion son para datos no-
métricos.

Medidas de correlacién. La medida de similitud interobjeto que probablemente nos
viene primero a la mente es el coeficiente de correlacién entre un par de objetos
medidos sobre distintas variables. En efecto, en lugar de correlacionar dos conjuntos
de variables, invertimos los objetos de Ia matriz X de variables entonces las columnas
representan los objetos y los renglones representan las variables. Entonces, el
coeficiente de correlacion entre las dos columnas de mimeros es la correlacion (o
similitud) entre los perfiles de los dos objetos. Una alta correlacion indica similitod y
una baja correlacion indica ausencia de la misma.

Las medidas de correlacién representan la similitud por la correspondencia de
patrones en las caracteristicas (variables X). Una medida de correlacién de similitud
no ve la magnitud de los valores, en su lugar ve los patrones de los valores. Pero las
medidas de correlacidn son raramente usadas porque en la mayoria de las aplicaciones
de andlisis de conglomerados se hace énfasis en las magnitudes de los objetos, no en el
patrén de los valores.

Medidas de distancia. Mientras que las medidas de correlacidn tienen un razon
intuitiva de ser y son usadas en muchas otras técnicas multivariadas, no son las mas
usadas para medir la similitud en andlisis de conglomerados. Las medidas de distancia
de similitud, las cuales representan la similitud como la proximidad de las
observaciones hacia otra observacion sobre todas las variables en la variable de
conglomerado, son las medidas de similitud més frecuentemente usadas.

Existen muchas medidas de distancia. La que se usa mas cominmente cs la distancia
euclideana. La distancia euclideana entre dos puntos es la longitud de la hipotenusa de
un tridngulo rectdngulo. Este concepto es ficilmente generalizable a un espacio de
dimensién n. La distancia euclideana es usada para calcular muchas rmedidas
especificas, una es la distancia euclideana simple y otra es el cuadrado de ésta, o el
valor absoluto de la misma, otra es la distancia tomada como la suma de los cuadrados
de las diferencias sin aplicarle la raiz cuadrada. La distancia cuadrada euclideana
tiene la ventaja de no tomar la raiz cuadrada, lo que hace mas rapidos los célculos, y
es recomendado como medida de distancia para los métodos de conglomerado del
centroide y Ward (en el siguiente capitulo hablaremos con mayor detalle acerca de los
distintos métodos disponibles para llevar a cabo este tipe de andlisis).

Tenemos muchas opciones que no se basan en fa distancia euclideana. Una de las
medidas mas ampliamente usadas implican reemplazar el cuadrado de las diferencias
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por la suma de los valores absolutos de las diferencias. Este procedimiento es flamado
funcioén de distancia absoluta, o distancia city-block. El usar la distancia city-block
puede ser apropiado bajo ciertas circunstancias, pero causa muchos problemas. Uno de
ellos es el supuesto de que las variables no estdn correlacionadas, pues si lo estan, los
conglomerados no son vélidos.

Un problema que enfrentan todas las medidas de distancia que usan datos no
estandarizados son las inconsistencias entre los conglomerados solucién cuando la

escala es cambiada.

Medidas de asociacion, Las medidas de asociaciéon de similitud son usadas para
comparar objetos cuyas caracteristicas son medidas sélo e¢n términos no-métricos
(medidas ordinales o nominales). Como ejemplo, los encuestados pueden responder si
0 no a un cierto nimero de preguntas. Una medida de asociacion puede reflejar el
grado de acuerdo o correspondencia entre cada par de encuestados. La forma mas
simple de medida de asociacion puede ser el porcentaje de veces que hubo
correspondencia (ambos encuestados respondieron que si 0 no a una misma pregunta)
sobre todas las preguntas, Extensiones de este simple coeficiente de correspondencia
han sido desarrollados para variables nominales multicategéricas vy hasta para medidas
ordinales.

2.2.1 Distancias entre observaciones individuales,

Para comenzar, acerca de la medida de distancias, consideremos el caso mas simple
donde hay » individuos, cada uno de ellos tiene valores para p variables
X, X,,...,X,. Los valores para ¢l individuo / pueden ser denotados por
X5 %5, %, ylos del individuo j por X, ,X ,,...,X,,.

El problema es medir la distancia entre e individuo 7 y el individuo j .

Los casos para dos y tres variables sugieren que una distancia euclideana generalizada
seria:

- =
d(x,y) = (5 =)} + (5 = )+ 4x, ~ 3,)" =llx -]
la cual debe servir, de manera satisfactoria, para muchos propoésitos.

De esa ecuacion de distancia, s nota claramente que si una de 1as variables medidas
varia mucho mas que las otras enfonces ésta habrd de dominar ¢l cdlculo de las
distancias. Por gjemplo, para tomar un caso extremo, suponga que s¢ comparan a 7
hombres y que X, denota su estatura; y que las otras variables son dimensiones de
dientes, con todas las medidas hechas en milimetros. Las diferencias de estatura seran
del orden de 20 a 30 milimetros mientras las diferencias en las dimensiones de los
dientes serén del orden de uno o dos milimetros, Un célculo simple de d, proveerd
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distancias entre individuos que esencialmente serdn diferencias de estatura solamente,
con las diferencias en dientes siendo practicamente ignoradas. Claramente, se tiene un
problema de escala.

En la practica es usualmente descable, para todas las variables, que tengan
aproximadamente la misma influencia en el calculo de la distancia. Esto se logra
mediante una estandarizacién en las variables. Esto’ puede hacerse, por ejemplo,
dividiendo cada variable por su desviacion estandard para los » individuos que seran
sometidos a comparacion.

2.2.1.1 Demostraciones de las funciones distancia.

Sean x:(x[ax‘za" :xn) ’yz(y]syza"'ay;;) y 2:(21,22,. -:Z"); x,}’ y
zeR". )
Queremos demostrar que la funcién definida como:

xey=1Xxy +x,¥,+ +XJ,
es un producto interno.
Tenemos que demostrar lo siguiente:

Dxexz>0y xex=0&x=0
Nxey=yex
Hze(x+y)=zex+zey

H (axey)=a(xey)

Demostracion,

1) Sea x € R" por definicion
- _u2 2 2 2
XoX = XX +X,X,+. +XX =X FX A, claramente  x;° 20
i=12,...,nde donde si al menosuna X, > 0=>xex >0

. .o 2 2 .
ahora bien, si xex =02 X, +x .-!-Jcn2 = 0 , es decir, tencmos una suma de
términos no negativos igualada con cero entonces cada érmino debe ser igual a cero,
estoes, X, =0, i=12,....n
SLx=0 _
si x = O resulta inmediato que x o x =0

2) Por definicidn
xey= XY, + Xy, +. Xy,  porlaconmutatividad de la multiplicacién entre
reales tenemos que
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xy,=yx ,i=12,..,n dedonde

;.jﬂzxiyr :Zyi i:;.;

=1 1=}
3) Por definicién
zo(x+y)=D z,(x,+y)= z(z,.x, +zy,)
i=1 i=l

por la asociatividad de la multiplicacién de los nimeros reales
n

n n _ i _ _
D (Ex +zy)=D.zx,+ .2y, =z0x+zey
i=1 1=1 i=}

por 1a linealidad de la suma y por la definici6n.
Sze(x+y)=zex+zey

4) Sean ;y)—z‘ER"y achk

_ n
(axey)=> axy, por definicién
1=1
n
= az Xy, por la linealidad de la suma
i=1
= a(xey) por la definicién de producto punto
S (axeyy=a(xey) ged.

Ahora bien, consideremos el vector (; - ;) y apliquémosle el producto punto
anteriormente visto:

- - 2 2 2
(x=y)oelx-y)=(x, -y} +(x, —y,)" +.+(x,-»,)
esta ultima expresidn nos recuerda algo, a saber :

de,y) =0 =2V +(x, =3, )+ Hx, -3, =l )|

es decir, hemos demostrado, formalmente, que la distancia euclideana es, en efecto,
una funcién de distancia .

Otra funcidn de distancia que habremos de utilizar, es la siguiente:
n

D(x,y) =lx, = y,[Hx, = y, . +x, = p,1= D |x, -y

1=}
Esta distancia se conoce como Manhattar o “city block™ Ahora bien, debemos
demostrar formalmente que estamos tratande con una funcidn distancia, para lo cual
debemos probar, como ya hemos hecho antes, lo siguiente:

36



EL ANALISIS DE CONGLOMERADOS Y SU RELACION CON LAS FUNCIONES DISTANCIA

1y D(x,y)>0:x#%y

2 D(x,y)=0e>x=y

3) D(x,y) = D(y,x)

4 D(x,y) < D(x,z) + D(z,5)

Demostracion.
1) Sean X y } eR" x :t;,porloque' x,—y, #0paraalguna i = 12....,»n

Recordemos que una de las propiedades del valor absoluto, es.
Sia#0yaeR=|al>0,dedonde:

llx, — y;|> O paraalguna j = 12.....n
Como estamos sumando términos no negativos, es claro que:

n

z Jx, — »,]> 0 ypor la definicién de la distancia de Manhattan tenemos que
=1

D(x,y)>0

2) =)D(x,9) =0

Por definicidn

e n
D(x, y)ZZL\:r ~¥|=0 , en palabras tenemos una suma de términos no
1=1

negativos igual a cero, de donde
ix —y|=0 Vi=12,..,n ; recordemos la siguiente propiedad del valor

absoluto :

Si ja|=0< a=0;dedonde:

x,—y =0 Vi=12,...,n; entonces
x,=y Vi=1l2,..,n

LX=Y

SSix=ym=x =y Vi=12,..n
= x -y =0=[x, - y,[=0 ;dedonde

Z |x, — y.|= 0 ;yporla definicién de distancia de Manhattan tenemos
=]
D(x,yy=0
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3) Sean X = (x,%5,..,%,) y ;: (Vi Vas- o VY ER
|xr' _yrI:I_(yr _x!)|=|_I“yf _xfI:Ly] _xal
~x, =y =y, —x| Vi=12,...,1, dedonde

Z |, = y:= Z by, — x| y por la definicion de distancia de Manhattan
i=1 i=1
D(x,y) = D(y, x)

4ySean x = (x,%,,...,%, ), Y=V, Voo Vu )}y 2=(2,,2,,...,2,) €R"
%, = yI=1%, +0=pil=lx, 42, =z -y |=l(x, - 2) +(z - )|

vy por la designaldad del tridngulo en los reales

|Gy = 2,) + (2, = y)Islx, -z Hz, - 5]

X = p i<y, —zHz -y Vi=12,.. n,dedonde

" n
Z lx, —yi< Z|xi —z,H|z, — ;| porlalinealidad de la suma
i=1 i=]

" n "
Z’xt _.yilS Z'xr _21|+lei —yll
i=1 i=1 i=1
utilizando la definicion de distancia de Manhattan

D(x,3) < D(x,z) + D(z,y) qed.

2.2.2 Distancias entre poblaciones y muestras,

Muchas medidas han sido propuestas para la distancia entre dos poblaciones
multivariadas cuando la informacién de las medias, varianzas y covarianzas de las
poblaciones estd disponible. Aqui, soélo nos ocuparemos de la distancia de
Mahalanobis,

Suponga gque tenemos g poblaciones y las distribuciones multivariadas en estas
poblaciones son conocidas para p variables X, X,,..., X, .Una medida que si toma
en cuenta las correlaciones entre 1as variables es la distancia de Mahalanobis,

Duz = ZZ(:U"- - pq)v“(,un. —Hg ):

donde la media de la variable X, en al i-ésima poblacién es g, y, v es el elemento

en el r-ésimo renglon v la s-ésima columna de la inversa de la matriz de covarianza
para las p variables. Esto es upa forma cuadratica y puede escribirse de la siguiente
forma:
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Dijz = (#! —ﬂj)'Vﬁl(lux _ﬂ])i 1)
donde
tuil
#12
H; =
Jupl

es el vector de medias para la i-ésima poblacién y (andlogamente para j) ¥ es la matriz
de covarianza. Esta medida puede ser sdlo calculada st la matriz de covarianza
poblacional es la misma para todas las poblaciones.

La distancia de Mahalanobis s¢ usa frecuentemente para medir Ia distancia de una
unica observacion multivariada al centro de la poblacion de la cual proviene. Si
Xy, X,,...,X,s0n los valores de X, X,,..., X para el individno, con los

correspondientes valores de la media 44, 44, ,..., (£, eatonces
D" = (e~ V= ), )
donde x'= (x,%,,...,%,)y ;’= (4, 4,,...,4,). Igual que antes ¥ denota la

matriz de covarianza poblacional y ¥ ™' la inversa de dicha matriz.

El valor de D? puede ser pensado como un residual multivariado para la observacion
X . Un residual bajo este contexto significa una medida de que tan lejos esta la

observacién X del centro de las distribuciones de todos los valores, tomando en cuenta
todas las variables en consideracion. '

Las ecuaciones 1) y 2) pueden cbviamente ser usadas con una muestra de datos si se
estima la medias, varianzas y covarianzas poblacionales en lugar de los verdaderos

parametros.

Vamos a recordar algunos conceptos basicos del algebra lineal. Todo esto encaminado
a demostrar que la distancia de Mahalanobis es, en efecto, una funcién distancia.

2.3 Diagonalizacién ortogonal; matrices simétricas.

Antes de abordar este problema, la diagonalizacién de una matriz, debemos dar
algunas definiciones importantes.

39



ANALISIS ESTADISTICO DE CONGLOMERADOS. ALGUNAS APLICACIONES.

Definicion 2.1.

Sea ¥ un espacio con producto interno y sea S = {;1,;2,...,;n}un conjunto de
vectores de V', Se dice que S es un conjunto ortogonal cuando

viev, =0, Vi#j

si ademds “1—2. ” =1,Vi, el conjunto § ¢s ortonormal.

Definicion 2.2.
Una matriz coadrada A con la propiedad de que 4~ = A'se le denomina matriz
oriogonal,

Definicion 2.3.
Se dice que una matriz cuadrada A es ortogonalmente diagonalizable si existe una

matriz ortogonal P tal que P AP(= P'AP) sea diagonal; se dice que la matriz

F diagonaliza ortogonalmente a 4,

Teorema 2.1,
Si A es una matriz de »xn, entonces las proposiciones que siguen son equivalentes:

a) A es ortogonalmente diagonalizable,
b) A tiene un conjunto ortonormal de # eigenvectores.

Demostracién.
=) Supuesto que A es ortogonalmente diagonalizable, existe una matriz ortogonal
Ptal que P'AP(= P'AP)es diagonal. Como se indica en la demostracién del

teorema 10, los # vectores columna de P son eigenvectores de 4. Como P es
ortogonal, estos vectores columna son ortonormales de modo que A tiene »
eigenveciores ortonormales.

<=) Supéngase que A tiene un conjunto ortonormal de nr eigenvectores
{p)s Py, .., P, } como se indica en Ia demostracion del teorema 10, Ja matriz P ticne
a estos eigenvectores como columnas, diagenaliza a A. Debido a que estos
eigenvectores son ortonormales, P es ortogonal y, por lo tanto, diagonaliza
ortogonalmentea A.

En la demostracién del teorema anterior s¢ indica que wna matriz A de nxn,
ortogonalmente diagonalizabie, es ortogonalmente diagonalizada por cualquier matriz
P de nx» cuyas columnas formen un conjunto ortonormal de eignevectores de A . Sea

D la matriz diagonal
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D=pP4pP
Por tanto, A=pPppP"!
o, como P es ortogonal, A = PDP’
Por tanto, A" =(PDP'Y =(DPY P =(P'YD'P' = PD'P'
pero como D es diagonal D= D'
finalmente resulta A = PDP' = 4

Asi entonces, se ha demostrado que una matriz ortogonalmente diagonalizable es
simétrica. El reciproco también es verdadero pero omitiremos su demostracion dentro
de éste trabajo.

Enunciemos formalmente este resultado.

Teorema 2.2,

Si A es una matriz de nxn, entonces las proposiciones siguientes son equivalentes:
a) A es ortogonalmente diagonalizable.

b) A es simétrica.

De donde, tenemos los siguienies resultados en el caso de que A4 sea una matriz
simétrica.
1) Si una matriz simétrica 4 puede ser escrita como el producto

A=TDT
donde D es diagonal con todas sus entradas no-negativas y 7 es una matriz ortogonal
de eigenvectores, entonces

AUZ - TD]J’ZT

V2 4142
venestecaso 4 A4 = 4

2) Si una matriz simétrica 4" puede ser escrita como ¢l producto

A =1D"'T
donde D7'es diagonal con todas sus entradas no-negativas y 7 es una matriz
ortogonal de eigenvectores, entonces

A—1/2 - TD—I."I T

=¥2 4-112 -1
yenestecaso A "AT = 47,

Ahora, definiremos la raiz cuadrada de una matriz diagonal. Las entradas en la
diagonal deberadn ser no negativas.

Parece natural que definamos dicha matriz (la raiz cuadrada) como la raiz cuadrada
de los elementos existentes en la diagonal; ejemplo:
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D=

[ =
(=R =
k< I -

buscamos D", de modo que; D> D" = D . Entonces :
1 00

D=0 2 0
003

comprobdmoslo

1 0
ppvt _tg 2
0 0

w O o
S O e
[ S
w O O
il
[ R =
[atn T - S o]
o O o
il
S

Definicién 2.4,
La raiz cuadrada de una matriz diagonal s define como D">D"* = D donde los

elementos de D" son .\/ d,; y se tiene el supuesto de que todas las o, en D son no-
negativas.

Ahora, vamos a recordar el concepto de inversa de una matriz.

Definicién 2,5, :
Sea A una matriz de #mxn con elementos en K . Una matriz X se dice que es inversa

de A siysdlosi
XA =] =AX

-1
y se representa con A~ .

Cabe hacer notar que la iguaidad XA = AX s6lo es posible cuando A y X son
matrices cuadradas del mismo orden; en consecuencia, para que una matriz 4 tenga
inversa es condicién necesaria que sca cuadrada. Ademads, la inversa debera ser
también cuadrada y del mismo orden que 4.

En lo que se refiere a unicidad, se puede demostrar que la inversa de una matriz
cuadrada (si existe) es dnica, como lo establece el siguiente teorema, en ¢l que se
enuncian ademas otras propicdades importantes de la inversa.

Teorema 2.3,
Si Ay B son dos matrices no singulares del mismo ordeny 4 € R, entonces :
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1) A™ es Gnica.

2 (4 =4

3) (4B) = B'4™

4 (,’[A)"' o —;’—Al ,sidA#0
Demestracidn,

Se demuestran a continuacién 1) y 3) por ser de mayor interés las demostraciones.
Omitimos las demostraciones de los incisos 2) y 4).

1) Sea A una matriz de #x» no singular, y sean X', ¥ dos inversas de A ; entonces
por la definicion de inversa tenemos :

XA=1 = AX y YA=1 =AY
Por otra parte
X=X,

X = X(AY) por hipotesis

X =(XA)Y por la distributividad del producto de matrices
X=1Y por hipotesis

LX=Y

¥ en consecuencia la inversa es vinica.

3) Sean A y B dos matrices de nxn no singulares. Por tanto, existen Ay By
puede formarse el producto B 4t
para el cual se tiene gue

(B A7) 4B) = (B A )(AXB)]

= [(B '1A"1A)]B por la distributividad del producto de
matrices

=[B" (47" A)|B por la distributividad del producto de
matrices

=(B"'I)B por la definicién de matriz inversa

=B'B por definicién de matriz identidad

S (B4 YAB) =1,

en forma analoga s¢ puede demostrar que:

(AB)(B_IA") =1,

y en consecuencia, de la definicion de matriz inversa s tiene que B'A esta
inversa de AR ; esto es
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B'AT = (4B qed.

Bien, por fin, demostraremos que la funcién propuesta por Mahalanobis es una

funcidn distancia.
Recordemos que dicha funcion estd  definidla de la  siguiente

forma: D = (y, — 3,)'87' (¥, = ¥,) donde S es la matriz de covarianza muestral y
Y, Y ¥, son los vectores de medias muestrales. Esta funcién resulta scr una forma
cuadraitica. Alhora si, pasemos a la demostracion.

2,3.1 Distancia de Mahalanobis.

Sabemos por el teorema 10 que

S = PDP”
ahora bien, D es una matriz diagonal y si 4, >0 Vi=12,...,n(.e. S es positiva
definida) entonces podemos expresar a D como:

D= Dpi?
de donde S puede expresarse de la siguiente forma:

S = PDHZDUQPHI
Pero si S es simétrica y, de hecho 1o es (como lo mostramos en el capitulo anterior)
podemos afirmar algo méis acerca de la matriz P. Lo que podemos afirmar acerca de P
es que, no es solo singular sino que también s ortogonal. Teniendo esto en mente hY
quedaria expresada de la siguiente manera:

S — TD]J’ZDUZT

pues bien, sigamos adelante. Recordemos que la distancia de Mahalanobis estd
expresada en términos de la matriz S de donde utilizando la Wltima
descomposicion:

S—l — (TDIIZDIQT)-I

S =TD™V DT (DY = D™"? porque es una matriz diagonal.

ahora vamos a sustituir esta expresion ¢n Ia Funcién de Mahalanobis:
(yl _yz)S_l(yl _yz)':
6’—1 _ }TZ)TD_UZD"”ZT(}TI _ y2)1 -
u=(p -y)T=>u=T0Y-)
;D—uzD—m a - ED"W (D-m )-_uu -
; — ED-[IZ = ;I: (D—]/Z)l;l
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= :“v, |2
Y como ya habiamos demostrado en el Capitulo 1 que la norma al cuadrado de un

vector es una funcion distancia, esto teriina la demostracion,
q.e.d.

2.4 La eleccidn de las variables.

La eleccidn inicial de! conjunto particular de medidas a usar para describir a cada
individuo al cual se le sometera a alguna técnica de conglomerado constituye el marco
de referencia dentro del cual se establecerdn los conglomerados; esta cleccidn se
supone que refleja el juicio del investigador, la relevancia que tiene una variable para
la clasificacién. Consecuentemente la primera pregunta acerca de la eleccion de las
variables es si son o no son relevantes para el tipo de clasificacion que se este
haciendo. Por ejemplo, si la clasificacion de los enfermos mentales es la meta, 1til
para estudiar los efectos de los distintos tratamientos, probablemente nos es
importante incluir variables tales como: altura, peso y otras estadisticas vitales, ya que
esto podria traer consigo el resultado de tener simplemente conglomerados formados
por hombres y mujeres.

Es importante tener en mente que, la eleccion inicial de variables es por si misma una
categorizacion de datos para la cual, hay, solamente, guias tanto estadisticas como
matemdticas, muy limitadas.

La siguiente pregunta que puede ser considerada es' ,Cudntas variables deben medirse
en cada individuo?

En muchos de los casos, probablemente, en teoria no hay un namero limite de
variables que puedan utilizarse para producir una clasificacion. En la practica, por
supuesto, muchas pueden considerarse irrelevantes para ¢l propésito que se tiene, y
otra restriccién importante que surgird serdn consideraciones de cardcter economico
como de tiempo. En lo que concicrne a cuales variables a medir, no hay, por lo
general, una base tebrica para determinar el mimero de variables a usar y el problema

debe de ser resuclio empiricamente.
Para el desarrollo de nuestros analisis, nos serd de mucha utilidad emplear el Analisis

de Componentes Principales. Fsta utilidad la descubriremos mediante la exposicion
del objetivo que persigue.

2.5 Anilisis de Componentes Principales.

El anélisis de componentes principales es uno de los métodos multivariados mas
Gtiles. El objeto del andlisis es tomar p variables X, X,, .., X, y encontrar

combinaciones de éstas para producir indices Z,,Z,,...,Z, que no estén

correlacionados.
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La ausencia de correlacién es una propiedad til porque significa que los indices estin
midiendo “diferentes” dimensiones en los datos. Sin embargo, los indices también

estdn ordenados de manera que Z, nos da la mayor proporcion de varianza, Z, nos
da la segunda proporcién de varianza més grande y asi sucesivamente. Esto es,
var(Z,) 2 var(Z,) 2...2 var(Z,. ), donde la var(Z, )denota la varianza de Z en
el conjunto de datos considerado. Las Z, reciben el nombre de componentes

principales. Cuando se hace un anilisis de componentes principales existe siempre ia
csperanza que las varianzas de la mayoria de los indices sean tan bajas como para ser
despreciada. En ese caso la variacion en ¢l conjuntoe de datos puede ser adecuadamente
descrita por unas cuantas variables Z con varianzas que sean mas significativas.

Logramos entonces economizar, ya que la variacién en las p X's originales se tiene
con un niimero més pequerio de variables Z .

Debe hacerse hincapié que del andlisis de componentes principales no siempre resulta
que, un niumero grande de variables originales se reduce a un numero menor de
variables transformadas. En efecto, si el miumero original de variables no estin
correlacionadas entonces el andlisis no hace absolutamente nada. Los mejores
resultados se obtienen cuando ¢l mimero original de variables estin altamente
correlacionadas, positiva o negativamente, Si es este el caso es muy sensato pensar que
20 0 30 variables originales pueden ser representadas adecuadamente mediante 2 & 3
componentes principales. Si este descable estado de Ias cosas se da entonces los
componentes principales importantes serdn de interés como una forma de subrayar las
dimensiones en los datos. Sin embargo, también serd de valor saber que hay
redundancia en las variables originales, con la mayoria de ellas midiendo las mismas
cosas.

2.5.1 Procedimiento para el Andlisis de Componentes Principales.

Un andlisis de componentes principales comienza con datos en p vatiables para »
individuos. El primer componente principal es la combinacién lineal de las variables

X, X,,....X,
Z, = ap X, tap X+ . +a, X,

que varia tanto como sea posible para los individuos, sujeto a la restriccion

a'“2 +c‘:]22+...+aru,z =1

entonces la varianza de Z,,var(Z,),es tan grande como sca posible dada esta

restriccién para las constantes @;. La restriccién es introducida porque de otra

manera la var(Z) ) se incrementaria simplemente anmentando cualquiera de los

valores a, .
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el segundo componente principal
Zy=ay X +anpX,+.. ta, X,

es tal que la var(Z,) es tan grande como es posible sujeta a la restriceion
2 2

a2,2 +ay .ty =1
y también la condicién que Z, y Z, no estén correlacionadas.
El tercer componente principal

Zy = ay X, tanX,+. +a,, Xy
es tal que la var(Z,)es tan grande como es posible sujeta a la restriccion
a,’ +ay’ +tay, =1
y también Z, no estd correlacionada con Z, y Z,. Los demds componentes

principales se definen continuando de misma forma. Si hay p variables entonces puede
haber hasta p componentes principales.

Para usar los resultados del anilisis de componentes principales no es necesario
conocer como se derivan las ecuaciones para los componentes principales. Sin
embargo, es itil el entender la naturaleza de las ecuaciones por si mismas. De hecho
un andlisis de componentes principales sélo implica encontrar los eigenvalores de la
matriz de covarianza muestral,

La forma de obtener la mattiz de covarianza fue definida en el primer capitulo. Como
ya mostramos, la matriz es simétrica y tiene la forma

P
C & C
21 22 2p
C =
C.vl C.DZ C.DP

donde el elemento ¢;, es la varianza de X,y ¢, es la covarianza de las variables X, y

X,

;i

Las varianzas de los componentes principales son los eigenvalores de la matriz C .
Hay p de estos valores, algunos de ellos pueden ser cero. Los eigenvalores negativos
no son posibles para una matriz de covarianza ( C es una matriz simétrica).
Suponiendo que los eigenvalores estan ordenados como A, >4, >.24,20,
entonces A, corresponde al i-ésimo componente principal

Z =a, X, +a,X,+. . +a, X,
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en particular, var(Z )= A,y las constantes @,,,d,,,...,4,,%0n los clementos del

o

eigenvector correspondiente.

Una propiedad importante de los eigenvalores es quc suman lo mismo que los
elementos de la diagonal de la matriz C (ta traza de (). Esto es:

Ayt A+ A, =, eyt Lt

Ya que C, es la varianza de X,y A, es la varianza de Z,, esto significa que la suma
de las varianzas de los componentes principales es igual a la suma de las variables
originales. Por tanto, de alguna manera, los componentes principales contienen toda la
variacion existente en los datos originales.

Para poder evitar que una variable tenga una influencia mucho mayor que las demds
en los componentes principales es usual estandarizar las  variables

X, X,,..., X, para que tengan medias de cero y varianzas de uno desde el principio

del analisis.
Entonces la matriz C toma Ia forma

I ¢, <,

C 1 c

21 2
C= i
Col O 1

donde ¢, = ¢ es la correlacién entre X,y X,. En otras palabras, el analisis de

componentes principales se lleva a cabo sobre la matriz de correlacion. En esc caso, la
suma de los elementos de la diagonal, y por tanto la suma de los cigenvalores, es igual
a p, el munero de variables.

Los pasos necesarios en un analisis de componentes principales pueden enunciarse de
la siguiente forma.

1. Se comienza por estandarizar las variables X, X,,.. , X, para que tengan media
cero y varianza unitaria. Esto ¢s usual, pero se omite en algunos casos

2. Se calcula la matriz de covarianza . Esta es una matriz de correlacion si el paso
nimero uno ha sido efectuado.
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3. Se encuentran los eigenvalores A,,4,,..., 4, y los correspondientes cigenvectores
a,,d,,...,4d,. Los coeficientes de i-ésimo componente principal estian dados por

a, mientras que la varianza estd dada por A,

4. Desprecie cualquier componente que sélo contribuya con una pequefia proporcion
de ia variacién de los datos. Por ejemplo, si se empieza con 20 variables puede
llegarse a la conclusidn que los primeros componentes contribuyen con el 90% de la
varianza total. Tomando esto en consideracion los otros 17 componentes principales
pueden ser entonces ignorados,

Ejemplo. Medidas corporales de gorriones hembra.

Ya hemos mencionado que es lo que se pretende al llevar a cabo un andlisis de
componentes principales. Ahora, hagamos un ejemplo para una mayor comprension,
Los datos que habremos de utilizar fueron reunidos después de una severa tormenta el
lo. de febrero de 1898, un cierto némero de gorriones moribundos fueron llevados al
laboratoric de biologia de la Universidad de Brown, en Rhode Island.
Subsecuentemente, cerca de la mitad de las aves murié y Hermon Bumpus vio esto
como una oporfunidad para estudiar el efecto de la seleccién natural sobre las aves. El
tomé ocho medidas morfoldgicas de cada una de fas aves y las peso. Los resultados
para 5 de las variables se muestran en la tabla 1 del apéndice.

Por supuesto, €l desarrollo de los métodos del andlisis multivariado apenas habian
comenzado en 1898 cuando Bumpus estaba haciendo su estudio. Sin embargo, sus
métodos de andlisis fucron bastantes finos. Muchos autores han vuelto a analizar sus
datos y, en general, han confirmado sus conclusiones. | -

Es apropiado comenzar con el paso 1) de los cuatro que consta el analisis de
conglomerados. La estandarizacién de las medidas asegura que todas tendrin la
misma importancia en el andlisis. Omitir la estandarizacion significaria que las
variables X| y X,, las cuales varian mis dentro de las 49 aves, dominarian los

componentes principales.

La matriz de covarianza para las variables estandarizadas es la matriz de correlacion,
la cual mostramos a continuacion;
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matriz
correlacién
X1
X2
X3
X4
X5

de

X1

1
0.73496422
0.66181194
0.64528412
0.60512465

X2

0.73496422
1
0.67374109
0.76850868
0.52901381

Los eigenvalores de esta matriz son:

Wb

Eigenvalor
3.61597834
0.53150408
0.38642455
0.30156552
0.16452751

% total de la
Varianza
72.31956689
10.63008153
7.728490981
6.031310351
3.290550245

X3

X4

0.66181194 0.64528412
0.67374108 0.76850868

1
0.7631899

0.7631899
1

0.52627007 0.60664925

Eigenvalor
Acumulado
3.615978345
4147482421
4.53390697
4.8354724838

5

%
Acumulado
72.3195669
82.,9496484
90.6731394
96.7094498

100

X5

0.60512465

0.52001381

6.52627007

0.60664925
1

Observese que la suma de los eigenvalores es cinco, la suma de los términos de la
diagonal en la matriz de correlacién (la traza de la matriz de correlacién). Los
eigenvectores correspondientes se muestran en la siguiente tabla:

x1
X2
X3
X4
X5

factor 1
0.45179893
0.46168085
0.45054161
0.47073887
0,39767537

factor 2
0.05072137
-0.29956355
-0.32457242
-0.18468403
0.87648935

factor 3

factor 4

0.69047023 -0.42041399
0.34054844 0.54786307 0.53008046
-0.46449265 -0.60629605 0.34279226
-0.416935 0.38827811

factor &
-0.3739091

-0.65166652

-0.1784558 0.06887199 0.19243414

Los eigenvectores mostrados estin estandarizados, de donde, la suma del coadrado de
sus componentes €s ignal a uno para cada uno de ellos. Estos eigenvectores nos
proporcionan los coeficientes de los componentes principales.

El eigenvalor para un componente principal indica la varianza con la que contribuye
del total de 5.000. Entonces ¢l primer componente principal contribuye con
(3.61597834/5.000)100%=72.3195669%,¢! segundo con el 10.63008153%, el tercero
con el 7.728490981%, el cuarto com el 6.031310351% y el quinto con el
3.290550245%, Claramente, ¢l primer componente es mucho mis importanie que
cualquiera de fos otros.

Otra forma de entender la importancia relativa de cada componente principal es en
términos de su varianza en comparacion con la varianza de las variables originales,
Después de la estandarizacidn las variables originales tienen, todas varianza 1.0.
Entonces, el primer componente principal tiene una varianza 3.61597834 veces la
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varianza de cualquicra dc las originales. Sin embargo, ¢l segundo componenie
principal tiene una varianza de solo 0.53150408 veces la de alguna de las variables
originales. Los otros componentes principales contribuyen ain con menos varianza

El primer componente principal ¢s :
Z, =0452X, +0462X, +045LX, +0471X, +0398.X|

donde de X, a X tenemos variables estandarizadas;

el siguiente componente principal ¢s:
Z, =~0051X, +0300X, + 0325X, + 0.185X, - 0877 X,

Observemos que una ventaja adicional de poder reducir nuestros datos a sélo dos
compenentes principales, es la de poder representarlos graficamente de manera mas
clara para nosotros.
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CAPITULO 3.

TECNICAS JERARQUICAS DE CONGLOMERADOQ.

Introduccion,

En este capitulo, nos daremos a la tarea de presentar las distintas técnicas existentes
para llevar a cabo un andlisis de conglomerados. Cabe mencionar que sélo nos
ocuparemos de las técmicas jerarquicas de conglomerado y, dentro de estas
estudiaremos sdlo los métodos aglomerativos. Se ilustrara Ia manera en que funcionan
cada una de las distintas técnicas, utilizando datos sencillos para facilitar su
comprension.

Finalmente, mostraremos las ventanas que despliega el paquete STATISTICA, al
llevar un andlisis de esta naturaleza. Esto Gltimo para que el lector se vaya
familiarizando con dichas ventanas pues, a partir de este capitulo, las veremos con
frecuencia,

3.1 Técnicas jerirguicas.

En una clasificacion jerdrquica los datos no som particionados en un nimero ¢n
especial de clases o conglomerados en un s6lo pase. En lugar de eso la clasificacion
consiste en una serie de particiones que pueden ir desde un solo conglomerado que
contenga a todos los individuos, hasta # conglomerados, cada uno de ellos,
conteniendo a un solo individuo. Las técnicas jerarquicas de conglomerado se pueden
subdividir en métodos aglomerativos, los cuales, proceden a hacer una serie sucesiva
de fusiones de # individuos en grupos; y métodos divisivos, los cuales scparan los 1
individuos sucesivamente en agrupamientos mas “finos”. Ambas formas de
agrupamientos jerarquicos pueden ser vistos como un intento de encontrar el paso mas
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eficiente, bajo un cierto criterio definido, en cada etapa en la subdivisién progresiva o
en la sintesis de datos. Con tales métodos, las divisiones o fusiones una vez hechas son
irrevocables, de manera que cuando un algoritmo aglomerativo ha unido a dos
individuos éstos no pueden ser separados de manera subsecuente, y cuando un
algoritmo divisivo ha hecho una separacién, los individuos separados no pueden
reunirse en un paso sucesivo.

Ahora bien, ya que todos los algoritmos aglomerativos jerdrguicos reducen los datos a
un solo conglomerado que contiene a todos los individuos, y los algoritmos divisivos
finalmente separardn al conjunto entero de datos en # grupos cada uno de cllos
conteniendo a un solo individuo, el investigador que desee una solucidn con un
nimero “ptimo™ de conglomerados, necesitard detenerse en un paso en particular. El
problema de decidir cul es el namero correcto de conglomerados se discutird mas
adelante.

Las clasificaciones jerdrquicas pueden ser representadas por un diagrama bi-
dimensional conocido como dendograma ¢l cual ilustra las fusiones o divisiones
hechas en cada etapa sucesiva del analisis. La estructura de dichos diagramas se
asemeja a un Arbol de evolucién y es en las aplicaciones biologicas que las
clasificaciones jerarquicas son probablemente més importantes (sin embargo, como
veremos después, los métodos jerdrquicos de conglomerado pueden ser aplicados en
muchas otras dreas).

3.1.1 Métodos aglomerativos.

Un procedimiento aglomerativo jerdrquico de conglomerado produce una serie de
particiones de datos P, P ,,..., P, . El primero, P, consiste de # conglomerados

con un tinico micmbro, el Gltimo £, consiste de un solo grupo que contiene a todos
los » individuos. La forma de operar de todos los métodos de cste estilo es simifar.

A cada etapa particular los métodos unen a los individuos o grapos de individuos que
se encuentran mas cercanos (0 mas similares). Las diferencias de los métodos surgen
gracias a las distintas formas de definir la distancia (o similitud) entre un individuo y
un grupo que contiene varios individuos, o entre dos grupos de individuos. Algunas
técnicas jerarquicas aglomerativas se describirdn en detalle y por conveniencia dicha
descripcion serd en términos de medidas de distancia.

3.2 Objetivos del analisis de conglomerados.

El objetivo primario del analisis de conglomerados es particionar un conjunto de
objetos en dos o mas grupos basados ¢n la similitud de los objetos para un conjunto
especificado de caracteristicas (variable de conglomerado). El uso mds tradicional del
andlisis de conglomerados ha sido para propdsitos exploratorios. En un modo
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explotatorio, ¢l andlisis de conglomerados es mds {recuentemente usado para
desarrollar una clasificacion objetiva de los objetos en estudio. Pero no sélo eso. La
capacidad que tiene el andlisis de conglomerados de particionar puede también
generar o confirmar hipdtesis que estén relacionadas con la estructura de los objetos.
Si se define una estructura para un conjunto de objetos, se puede aplicar el andlisis de
conglomerados y se compara el resultado derivado de éste con la estructura propuesta
anteriormente.

En cualquier aplicacion, los objetivos del andlisis de conglomerados no pueden ser
separados de la seleccion de las variables usadas para caracterizar los objetos
sometidos al conglomerado. Sin importar si el objetivo es la exploracion o
confirmacion. Los conglomerados obtenidos pueden solamente reflgjar la estructura
inherente de los datos dada Ia definicion de las variables.

+Qué son las variables? Las variables son las cosas que medimos, controlamos o
manipulamos en nuestra investigacién. Estas difieren en muchos aspectos, de manera
mas notoria en el rol que juegan en nuestra investigacién y en el tipo de medidas que
se les puede aplicar

Investigacion experimental vs, investigacién correlacional. La mayoria de las
investigaciones empiricas pertenecen de manera clara a una de esas dos categorias: En
la investigacion correlacional nosotros no influenciamos (o al menos, tratamos de no
hacerlo) a ninguna de las variables sino que solamente las medimos y buscamos
relaciones (correlaciones) entre algin conjunto de variables, como la presion arterial y
el nivel de colesterol. En la investigacién experimental, manipulamos algunas
variables y entonces medimos los cfectos de esta manipulacién sobre las otras
variables; por ejemplo, un investigador puede aumentar de manera artificial la presidn
sanguinea y entonces medir el nivel de colesterol. El anélisis de datos en la
investigacién experimental fambién deriva en el cilculo de “correlaciones” entre
variables, especificamente, entre esas que fueron manipuladas y esas afectadas por la
manipulacion. Sin embargo, los datos experimentales pucden, potencialmente, proveer
de mejor informacién cualitativa: solo los datos experimentales pueden demostrar de
manera concluyente las relaciones causales entre variables.

Por ejemplo, si encontramos que siempre que cambiamos una variables 4 entonces la
variable B cambia, entonces podemos concluir que “4 influencia a B”. Los datos
obtenidos de una investigacidn correlacional pueden ser séle “interpretados” en
términos causales basandose en algunas teorias que tenemos, pero los datos
correlacionales no pueden ayudarnos a probar de manera concluyente fa causalidad.

Escalas de medicion. Las variables difieren enfre si en que tan bien pueden ser
medidas, es decir, en que tan medible es la informacién que la escala de medida nos
da. Existe obviamente algin error involucrado en cualquier manera de medir, el cual
determina “la cantidad de informacion” que podemos obiener. Otro factor que
determina ia cantidad de informacidn que puede darnos una variable es su “tipo de
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escala de medicion” De manera especifica son clasificados como a) nominales. b)
ordinales, c) intervalares o d) ratio (relacién o razon),

a) Las variables nominales permiten sélo una clasificacion cualitativa Esto es, no
pueden ser medidas s6lo en términos de si un individuo pertenece a alguna de las
categorias  distintivas, pero no podemos cuantificar o ni siquicra dar un orden
jerdrquico a esas categorias. Por ¢jemplo, todo lo que podemos decir es si 2 son
diferentes en términos de la variable 4 (en otras palabras, que son de diferente raza) ,
pero no podemos decir cual de los dos tiene “mas * de la cualidad representada por fa
variable. Ejemplos tipicos de variables nominales son: género, raza, color, ciudad, efc.
b) Las variables ordinales nos permiten establecer un orden entre los individuos que
medimos en términos de cual tiene menos y cual mas de la cualidad representada por
la variable, pero de igual manera que la anterior, no nos permite decir “que tanto
mas”. Un ejemplo tipico de una variable ordinal es el estrato soctoecondomico de las
familias. Por ejemplo, sabemos que la clase media-alta es mds alta que la media pero
nosotros no podemos decir, 18% mas alta. De la misma manera existe esta distincton
entre escalas nominales, ordinales ¢ intervalares representa un buen gjemplo de una
variable ordinal. Por ejemplo, podemos decir que la medida nonunal nos da menos
informacién que la medida ordinal, pero no podemos decir “que tanto menos” o como
comparamos esta diferencia con la diferencia entre escalas ordinales ¢ mtervalares.

¢) Las variables intervalares nos permiten no solo establecer un orden a los objetos que
medimos, sino que también nos permiten cuantificar y comparar las medidas de las
diferencias entre ellos. Por ejemplo, la temperatura, como se mide en grados Celsius o
Fahrenheit, constituyen una escala intervalar. Podemos decir que una temperatura de
40 grados es mas alta que una temperatura de 30 grados, y que un incremento de 20 a
40 grados es el doble de un incremento que va de 30 a 40 grados.

d) Las variables de razén son muy similares a las variables intervalares; y ademas de
todas las propiedades de éstas nlumas, tienen una caracteristica adicional un punto de
cero absoluto, entonces este tipo de variables nos permuten hacer afirmaciones tales
como que X es dos veces mayor que Y. Ejemplos tipicos de escalas de razdén son
medidas de tiempo v espacio. Por ejemplo, la temperatura medida en grados Kelvin es
una escala de razén, no sblo podemos decir que una temperatura de 200 grados es mas
alta que una de 100 grados, podemos correctamente afirmar que es dos veces mas alfa.
Las escalas intervalares no tienen la propiedad de razén,

3.3 Diseiio de 1a investigacién en el andlisis de conglomerados.

Una vez definido el objetivo y seleccionadas las variables, el investigador debe
hacerse tres preguntas antes de empezar el proceso de particion: 1) ;Se pueden
detectar Ios outliers?, si la respuesta es si, entonces, ;Deben eliminarse?, 2) ;Como
debe medirse la similitud entre los objetos? v 3) ;Deben estandarizarse los datos?.
Para estas preguntas existen distintas soluciones. Sin embargo, ninguna de ellas ha

Lh
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sido evaluada de manera suficienic para dar una respuesta definitiva a las mismas, y
desaforiunadamente, a distintas soluciones corresponden distintos resultados (para el
mismo conjunto de datos).

3.3.1 Deteccidn de outliers.

En esta técnica, nos apoyaremos principalmente en ¢t uso de los dendogramas para
que nos sugieran que puntos pueden ser outliers. Los identificaremos por puntos que
se uniran a los conglomerados solucidén en las etapas finales del andlisis. Una vez
identificados estos candidatos, se pueden analizar sus vectores de caracteristicas para
decidir si en efecto son outliers.

3.3.2 Estandarizacion de datos.

Una vez elegida Ia medida de similitud, el investigador debe hacerse otra pregunta:
;Deben estandarizarse los datos antes de calcular las similitudes?. Para contestar esta
pregunta, el investigador debe tomar en cuenta varios aspectos. Primero, la mayoria de
las distancias son muy sensibles a upa diferencia de escalas o de magnitud entre las
variables.

La forma mas comun de estandarizar ¢s la conversién de cada variable a calificaciones
estandard (también conocidos como calificaciones Z) al restar la media y dividir a
cada variable por su desviacién estandard. Esta es la forma general de una funcion de
distancia normalizada, que utiliza una medida dada en términos de umpa distancia
euclideana para una transformacidén normal de los datos por renglén. Este proceso
convierte cada renglon de datos en un valor estandard con media cero y desviacién
estandard unitaria. Esta transformacién, elimina el sesgo introducido por las
diferencias en escalas de muchos atributos o variables usados en ¢l analisis.

Hasta ahora hemos estandarizado sélo variables. ;Qué respecto a estandarizar casos?,
;Porqué tendriamos que hacer esto?. Tomemos un ejemplo simple. Supongamos que
hemos recolectado un niimero de ratings sobre una escala de dicz puntos acerca de Ia
importancia de varios atributos en su decisién de compra para un producto. Podemos
aplicar analisis de conglomerados y obtener conglomerados, pero una posibilidad muy
distinta es que obtuvieramos conglomerados de gente que dijo que todo es importante,
algunos diciendo que todo tenia poca importancia, y posiblemente algunos
conglomerados intermedios. ;Lo que estamos viendo son efectos del estilo de
respuesta en los conglomerados?. Los efectos del estilo de respuesta son patrones
sistemdticos de respuesta a un conjunto de preguntas, tales como los que dicen a todo
que si (responden favorablemente a todas las preguntas) o los que dicen gue no a todo
(responden desfavorablemente a todas las preguntas).
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Si queremos identificar grupos de acuerdo a su estilo de respuesta, entonces no es
apropiado estandarizar.

Pero en la mayoria de los casos lo que se desea es medir la importancia relativa de una
variable con respecto a otra. En otras palabras, es el atributo uno mds o menos
importante que los otros atributos, y ;Pucden encontrarse conglomerados de
encucstados con patrones similares de importancia?.

3.4 Algoritmos para conglomerar.

Otra pregunta que debe contestarse es: ;Qué procedimiento debe usarse para poner en
grupos a los objetos similares?. Eso es, ;Qué algoritmo de conglomerado o qué
conjunto de reglas es el mds apropiado?. Esta no es una pregunta sencilla. El criterio
esencial de todos los algoritmos, sin embargo, es que intentan maximizar las
diferencias entre conglomerados relativo a ia variacién interior de los conglomerados.

Los algoritmos mas cominmente usados para el andlisis de conglomerados pueden ser
clasificados en dos categorias generales: jerarquicos y no-jerarquicos, En el presente
trabajo abordaremos solamente los procedimientos jerdrquicos de conglomerado.

3.4.1 Algunos procedimientos jerdrquicos de conglomerado.

Como ya lo habfamos mencionado anteriormente; los procedimientos jerarquicos de
congloterado involucran la construccidn de una jerarquia de estructura similar a las
ramas de un 4rbol. Hay dos tipos de procedimientos jerirquicos de conglomerado,
basicamente, aglomerativos y divisivos. En los métodos aglomerativos, cada objeto u
observacion empieza con su propio conglomerado. En pasos subsecuentes, los dos
conglomerados mds cercanos (o individuos) son combinados en un nuevo
conglomerado agregado, entonces se reduce en uno el nimero de conglomerados en
cada paso. En algunos casos, un tercer individuo une los primeros dos en un
conglomerado. En otros, dos grupos de individuos formados en una etapa anterior
puede unirse en un nuevo conglomerado. Eventualmente, todos los individuos son
agrupados en un sélo conglomerado grande; por esta razon, los procedimientos
aglomerativos son a veces Hamados métodos “buildup” (de remanentes o excesos).
Una caracteristica importante de los procedimientos jerdrquicos es que los resultados
de una etapa anterior son siempre heredados dentro de los resultados de una etapa
posterior, o cual provoca su semejanza con un arbol.

Cuando el proceso de conglomerado procede en la direccién opuesta a los métodos
aglomerativos, se le llama método divisivo. En los métodos divisivos, comenzamos
con un conglomerado grande que contiene todas las observaciones (objetos). En pasos
sucesivos, las observaciones que son mds disimilares se separan y se ponen en
conglomerados mds pequefios. Este proceso continrua hasta que cada observacion es un
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conglomerado cn si mismo. Nosotros sdlo hablaremos de los métodos aglomerativos
mas usados.

Cinco procedimientos aglomerativos populares para obtener conglomerados son: 1}
single linkage, 2) complete linkage, 3) average linkage, 4) Ward’s method y 5)
centroid. FEstos métodos difieren en como se miden las distancias entre
conglomerados.

3.4.1.1 Single linkage.

El procedimiento de single linkage estd basado en distancias minimas. Encuentra los

dos individuos (objetos) separados por la distancia mds corta y los ponen en el primer
conglomerado. Entonces la siguiente distancia mds corla es encontrada, y un tercer
individuo se une a los primeros dos para formar un conglomerado ¢ un nuevo
conglomerado de dos individuos es formado. El proceso continua hasta que todos los
individuos estan en un solo conglomerado. Este procedimiento también es conocido
como la aproximacion del “vecino mas cercano”.

La distancia entre cualesquiera dos conglomerados es la mas corta distancia de
cualquier punto en un conglomerado a cualguier punto en otro conglomerado. Dos
conglomerados son fusionados en cualquier etapa por la distancia més corta entre dos
elementos o por el lazo més fuerte entre ellos. Los problemas surgen, sin embargo,
cuando los conglomerados estén pobremente delineados. En tales casos, los
procedimientos de single linkage forman largas, cadenas en forma de scipiente, y
eventualmente todos los individuos son puestos en una cadena. Individuos en lados
opuestos de una cadena pueden ser muy disimilares.

Si Ci ¥ C2 son dos conglomerados, entonces la distancia entre ellos se define como

la mn4s pequedia disimilitud entre un micmbro de C , ¥ un miembro de C'2 , es decir:
dec =min{d, reC,se()

donde ¥ denota al objeto # . Mostramos el procese de fusion con el siguiente ejemplo.

Sea

C1C2C3C4

clrLo 7 1 9
c2 7 0 6 3
cC3 1 6 0 8
cC4 9 3 8 0

La minima d,_ es &, =d|; = 1, entonces los objetos 1 y 3 son juntados y nuestros
conglomerados ahora son: (1,3), (2) y {4). Ahora

d(?.)(l,3) = min{d,,,d;} = dyy =6
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Auyizy =minld, d;} =d,; =8
y la matriz distancia para los conglomerados es:

C(1,3) C2C4

C(13) © 6 8
C2 6 0 3
C 4 8 3 0

La entrada més pequefia es @, = d,, = 3, entonces los objetos 2 y 4 son juntados y
nuestros conglomerados se conviertenen : ( 1,3} y ( 2,4).

Finalmente, estos dos conglomerados son juntados para dar como resultado un solo
conglomerado, a saber: (1,2,3,4). Notemos que

Ay sy = min{dy sy} = doayey = 6

La caracteristica que define este método es que la distancia entre grupos se défine
como aquella que sea mas pequeila entre un par de individuos, donde sélo se
consideran pares de individuos cada uno de ellos proveniente de un grupo distinto.
Esta medida de la distancia entre dos grupos se ilustra en la siguiente figura.

CONGLOMERADOQ
B
x N
"
N
CONGLOMERADO
A
nn D(A,B)
n
m n
H m

3.4.1,2 Average linkage.

El método de average linkage, también llamado de promedios, comienza igual que el
single linkage (y que el complete linkage, como veremos mas adelante) pero el criterio
de conglomerado es la distancia promedio de todos los individuos en un conglomerado
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a todos los individuos en otro conglomerado. Tales técnicas no dependen de los
valores extremos, como el single y el complete linkage, y Ia particion esta basada en
todos los miembros de los conglomerados mds que en un tUnico par de miembros

extremos.

Pues bien, como ya habiamos dicho arriba, aqui la distancia entre dos conglomerados
se define como el promedio de las distancias entre todos los pares de individuos que se
forman de un individuo a los individuos que pertenecen a otro conglomerado. Dicha
medida se ilustra con la siguiente figura.

CONGLOMERADO
B

CONGLOMERADO 3
A

1
dAB = g(dm +d|3 +d +d24 +dyy +dy)

Para ejemplificar 1a forma en que opera este método habremos de utilizar la siguiente
matriz distancia:

C1C2C3C4CS5

cC10 2 6 10 9
c22 0 5 9 8
C3 6 S5 0 4 5
C410 9 4 0 3
cC5 9 8 5 3 0

Al aplicar ¢l método de average linkage a la matriz D, , del ejemplo de single
linkage, en la primera etapa, como con el single linkage, se forma un conglomerado
que contiene a los individuos 1y 2. (Espero nos sca claro que si la distancia entre los
objetos 1 y 2 es la minima si sacamos su promedio, s decir, si la dividimos enire 1,
que es el niimero de elementos en este caso, sigue siendo minima).
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Ahora, calculamos un nuevo conjunto de distancias, a saber:

i 1
d(l,z)s = E(dls + dz3) = “'2‘(6 +5)=355

1 1

d(1,2)4 = E(dm +dy,)= "2"(10 +9)=95
1 1

d(l.Z)S = E(dzs + dzs) = ‘5(9 +8) =85

Si acomodamos estos resultados en una matriz, ilamémosle matriz J‘.’)2 , tenemos:

C(,2) C3C4CS5

C (1,2) 0 35 95 85

C3 55 0 4 5

C 4 9.5 4 0 3

o 85 5 3 0
La entrada mas pequeiia, 0 en otras palabras la distancia mds pequefia entre dos
conglomerados (objetos en este caso) es la formada entre los individuos 4 y 5. La
distancia promedio entre los dos, los dos conglomerados formados por dos nmiembros
estd dada por:
d %(d]4+d15+d24+d25)=§~(10+9+9+8):9

(12X4,5)

1 I
Ayasy = —i(d.’34 +dy) = 5(10+9) =935

Haciendo uso de estos datos podemos formar una tercera matriz distancia, que
llamaremos, necesariamente, ), , y quedaria formada asi:

C_(1,2) C_3 C (4,5
cC(2 0 55 9
C3 55 0 95
C@45 9 95 0

Observemos que en /), 1a entrada mas pequedia es d(,,m) y entonces formaimos un

nuevo conglomerado con estos elementos, es decir, con los individuos (objetos) 1, 2 ¥
3. También formamos un nuevo grupe de distancias :

d _é"(dm +d+d, +d, +d,, +d35):-;—(10+9+9+8+4+5)= 75

(1,2,3%4.5)

61



ANALISIS ESTADISTICO DE CONGLOMERADOS. ALGUNAS APLICACIONES.

Con esta informacion formemos, nuevamente, una matriz a fa que lamaremos D,y

€5 como sigue:

C.(1,2,3) C_(4,5
C(123 o0 7.5
C @45 15 0

En el ultimo paso, como ya nos suponemos, estos dos dltimos conglomerados se unen
para formar uno solo.

3.4.1.3 Complete linkage.

El procedimiento de complete linkage es simifar al de single linkage exceptuando por
¢l criterio de conglomerado que, en este caso se basa en una distancia maxima. Por
esta razon, se refiere uno a este método como la aproximacion del vecino mas lejano
o como un método de didmetro. La distancia maxima entre individuos en cada
conglomerado representa la mds pequefia esfera que puede contener a todos los objetos
en conglomerados.

Este método es Ilamado complete linkage porque todos Jos objetos en un
conglomerado estan unidos uno a otro por alguna distancia maxima o por una minima
similitud. Podemos decir que la similitud entre grupos es igual al didmetro det grupo.
Esta técnica elimina el problema del serpenteo detectado en el single linkage.

El complete linkage o método del vecino mas lejano es lo opuesto al método de single
linkage (también conocido como el vecino més cercano} en el sentido de que la
distancia entre grupos, ahora, se define como aquella que exista entre el par mas
distante de individuos, cada uno perteneciente a un grupo distiito.

La forma de medir se ¢jemplifica en la siguiente figura.
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CONGLOMERADO

CONGLOMERADC
D{4,B)

Como ya habiamos mencionado, este método es el opuesto al del vecino mas cercano
en este nuevo método la distancia entre dos conglomerados es definida en términos de

la mayor disimilitud entre un miembro de C, y C,, es decir:

dec, = mac{d,.r €C),s€C,}

donde # denota al objeto # . Mostramos el proceso de fusién con el siguiente ejemplo.
Sea la siguiente matriz distancia;

cCl1C2C3C4

cC1L o0 7 1 9
C2 7 0 6 3 .
C3 1 6 0 8
C4 9 3 8 0

Este método comienza como el single linkage; la distancia minima es d,=1,
entonces juntamos los objetos I y 3, de esta manera nuestros conglomerados resultan:
(1,3), (2) y (4). Ahora

d(le,a) = max{dm Ayt =dy =7
d(4)(1,3) =max{d,,dy}=d, =9
¥ la matriz distancia para los conglomerados es
C(,3C2cC4
c(3) o 7 9
C2 7 0 3
C4 9 3 0
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La entrada mds pequefia es o = 3, entonces los objetos 4 y 2 son juntados y
q (4x2) ,

nuestros conglomerados quedan como: (1,3) y (4,2).

Finalmente, estos dos (ltimos conglomerados son juntados para dar como resultados
un solo conglomerado (1,2,3,4). Notemos que :
A syaz = max{du,sxa)sd(l.sxz)} =d 4 =9

Los tres métodos descritos arriba operan de manera directa sobre la matriz distancia y
no necesitan tener acceso a la informacién que nos proporcionan los valores originales
de las variables de los individuos. Como veremos mds adelante existen mdétodos que si
hacen uso de los datos originales obtenidos de la poblacién en estudio.

3.4.1.4 Ward’s Method.

En el método de Ward la distancia entre dos conglomerados es la suma de cuadrados
entre los dos conglomerados sumada sobre todas las variables. En cada etapa en el
procedimiento de conglomeracidn, la suma de cuadrados dentro del conglomerado es
minimizada sobre todas las particiones (conjunto completo de conglomerados
separados o disjuntos) que se obtiene al combinar dos conglomerados de una etapa
anterior. Este procedimiento tiende a combinar conglomerados con un mimero
pequefio de observaciones. También tiende a producir conglomerados con
aproximadamente el miso nimero de observaciones.

Este método de conglomerado propuesto por Ward busca formar las particiones
BB, \,...,F, de manera que s¢ minimice la pérdida asociada con cada

h?
agrupamiento (o unién) y cuantificar esa pérdida en una forma que sea facilmente
interpretable. A cada paso del anélisis, la unién de todo posible par de conglomerados
es considerada y los dos conglomerados cuya fusion da como resultado un minimo
incremento en “pérdida de informacion” son combinados. La pérdida de informacién
¢s definida por Ward en términos un criterio de ervor de las sumas de cuadrados, (por
sus siglas en inglés ESS).

El razoramicnio que estd detrds de la propuesta de Ward puede ser ilustrado de
manera més simple si consideramos datos en una variable.

Supongamos, por ¢jemplo, que 10 individuos tienen los siguientes datos (2, 6, 5, 6, 2,
2,2,0,0,0) en una variable en particular. La pérdida de informacién que resultaria
de tratar los diez datos como un grupo con una media de 2.5 estd representada por la
ESS, es decir;
" —
ESS =3 (x -x)

i=1
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Para este gjemplo,

ESS (de un grupo)=(2 - 2.5)* + (6 257+ +(0-25) =505

De manera similar sucede si los 10 individuos son clasificados de acuerdo a sus datos
dentro de 4 grupos:

{0,0,03,{2,2,2,2},{5},£6,6}, 1a ESS puede ser evaluada como la suma de cuatro sumas
de cuadrados de errores separadas ESS (cuatro grupos) = ESS (grupo 1)+ESS (grupo
2)+ESS (grupo 3}+ESS (grupo 4)= 0.0

3.4.1.5 Centroid.

En el método del centroide la distancia entre dos conglomerados es la distancia
(usualmente el cuadrado de la euclideana o la euclideana simplemente) entre sus
centroides. Los centroides de los conglomerados son los valores medios de las
observaciones sobre las variables en Ia variable de conglomerado. En este método,
cada vez que los individuos son agrupados, un nuevo centroide es calculado. Los
centroides de los conglomerados migran a medida gue las fusiones van teniendo lugar.
En otras palabras, hay un cambio en un centroide de un conglomerado cada vez que
un nuevo individuo o grupo de individuos se adiciona al conglomerado existente.
Estos métodos son los ms usuales entre los bilogos pero pueden producir resuliados
confusos y desordenados con frecuencia. La confusion surge debido a los reversals,
€sto es, casos en los cuales la distancia entre los centroides de un par puede ser menor
que la distancia entre los centroides de otro par fusionado cn una combinacién
anterior. La ventaja de este método es que sc ve menos afectado por los outliers que
los otros métedos jerarquicos.

Con este método, los grupos una vez formados son representados por sus valores
medios para cada variable, esto es, su vector de medias, y la distancia inter-
conglomerados ¢s ahora definida en términos de distancia entre tales vectores

El uso de la media implica estrictamente, que las variables estin en una escala
intervalar; el método es sin embargo, usado con frecuencia para otro tipo de variables.
Para ilustrar como opera el conglomerado por centroides, lo aplicaremos al siguiente
grupo de datos bivariados:

INDIVIDUO VAR 1 VAR 2
1 1 1
2 1 2
3 6 3
4 8 2
5 8 0

Suponga que la distancia euclideana es elegida como la distancia inter-individuo dada
la siguiente matriz distancia -
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C_1 C.2 C_3 C 4 C_s
C_1 0 1 538516474 7.07106781 7.07106781
C2 1 0 5.09901953 7 7.28010988
C_3 5.38516474 5.09901953 0 2 23606801 3.60555124
C_4 7.07106781 7 2.23606801 0 2
C_5 7.07106781 7.28010988 3.60555124 2 0

Liamemos a esta matriz distancia D, , pues bien D, muestra que d, es la entrada
mas pequedia y los individuos 1 y 2 se fusionan para formar un grupo. El vector de
medias del grupo es calculado, (1.0,1.3), y una nueva matriz distancia es calculada.
{(Es ficil, veamos que es lo que hacemos: primero sumamos las x’s, es decir , 1+1=2;
este resultado lo dividimos entre el nimero de elementos sumados, o sea , 2 ; de donde
resulta la primera entrada del vector que es igual a 1. Hacemos lo mismo con las y’s .
Sumamos 1+2=3, y este resultado lo dividimos entre el namero de clementos
sumados: 2. Resulta de esta operacién la segunda entrada del vector de medias que es

iguala 1.5).

Ahora calcularemos una aueva matriz distancia utilizando la distancia euclideana,
pero con los siguientes datos:

INDIVIDUO VART VAR2
(1.2) 1 15
3 6 3
4 8 2
5 8 0
C.(1,2) c3 C4 cs

C_(L2) 0 5.22015333 7.01783419 7.15891075
C_3 5.22015333 0 2.23606801 3.60555124
C 4 7.01783419 223606801 0 2
C_5 7.15891075 3.60555124 2 0

Llamémosle a esta hltima matriz de distancia Dz, observemos que ¢n D,2 la entrada
mas pequefia es d. 45 Y los individuos 4 y 5, por tanto, se unen para formar un segundo

grupo, a esta ltima matriz le calculamos el vector de medias, que resulta ser (8 0,1.0)
(ver explicacidn en el parrifo anterior).

Calculamos, otra vez, una nueva matriz distancia, pero ahora con los siguientes
elementos.

INDIVIDUO  VAR1 VAR2
(1,2) 1 1.5
3 6 3
(4,5) 8 1
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C_(1,2) C3 C_(4,3)
C (1,2) 0 5.22015333 7.01783419
C 3 5.22015333 0 2.82842708
C_(4,5) 7.01783419 2.82842708 0

En D, fa distancia mds pequefla es d ), ¥ entonces los individuos 3,4 y 5 son

fusionados en un conglomerado de tres miembros. La etapa final consiste en la fusién
de los dos grupos, o conglomerados, restantes en uno solo. El dendograma resultante
aparece, también a continuacion.

Dendograma para los 5 individuos
Método del Centroide
Distancia Euclideana

C_1

c2

C 4

c_5

c.3

Paso

3.5 ;Cuéntos conglomerados deben formarse?

Un tema de mucho interés respecto a las téenicas de conglomerado ¢s el como elegir el
namero de conglomerados con los que se quedara el investigador al final del proceso,
Hay muchos criterios y lincas a seguir propuestas para la solucién det problema.
Desafortunadamente, ningiin procedimiento tipico, objetivo de seleccion existe. Las
distancias entre los conglomerados en los pasos sucesivos puede servir como una guia
1til, y el analista decide parar cuando esta distancia sobrepasa un valor especificado o
cuando las distancias sucesivas entre pasos hacen un salto repentino. Estas distancias
son llamadas algunas veces medidas de variabilidad del error. Ademads, alguna
conceptualizacidn intuitiva de la relacion tedrica puede sugerir un nimero naturai de
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conglomerados. En ¢l andlisis final, sin embargo, probablemente es mejor calcular un
nimero distinto de conglomerados de solucién (dos, tres, cuatro, etc.) entonces decidir
entre las soluciones alternativas mediante el uso de un criterio a priori, juicio
préctico, sentido comin o fundamentos tedricos. Por otro lado, uno puede comenzar
este proceso especificando alglin criterio basado en consideraciones practicas tales
como:“Mis hallazgos seran mds manejables y faciles de comunicar si tengo 366
conglomerados”, y entonces resolver para este namero de conglomerados y scleccionar
1a mejor alternativa después de evaluar esas soluciones predefinidas.

Los conglomerados solucién seran mcjorados mediante la restriccion de la solucién de
acuerdo a aspectos conceptuales del problema.

3.5.1 Las particiones de una jerarquia, ¢l problema del namero de grupos.

Sucede con frecuencia, que cuando se usan las técnicas de conglomerado en la
prictica, que el investigador no estd interesado en la jerarquia completa sino que sélo
en una o dos particiones obtenidas de esta. En el conglomerado jerdrquico, las
particiones se obtienen cortando un dendograma o seleccionando una de las soluciones
en la secuencia anidada de conglomerados que forma la jerarquia. En aplicaciones.
particulares ser interesante tratar de determinar cual de todas las posibles particiones
produce el mejor ajuste a los datos; esencialmente esto significa decidir cual es el
mimero apropiado de conglomerados para los datos. Un método informal, pero que se
usa con frecuencia, para este proposito es examinar las diferencias en el nivel de
fusion en ¢l dendograma. Cambios grandes indican un particular nimero de
conglomerados. Consideremos por ejemplo, el dendograma mostrado a continuacion.
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 Graphl: Tree Diagiam for 10 Cases

ny DENDOGRAMA PARALOS 10 CASOS
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Este muestra una diferencia grande en el nivel entre dos grupos, en la ctapa final en la
cual todos los individuos ¢stdn en un solo conglomerado. Esto seria tomado como
evidencia para considerar la solucién de dos grupos como muy relevante. Aunque este
procedimiento es cominmente usado y puede ser util, también trae consigo la
posibilidad de influencia de expectativas hechas a priori.

Soluciones mds formales al problema del namero de conglomerados en el contexto de
los métodos de conglomerados jerarquicos han sido sugeridos por muchos autores.
Duda y Hart (1973), por ejempfo, proponen un criterio de razon, E(2)/E(1), donde
E(2) es la suma de los errores al cuadrado intraconglomerados cuando los datos estdn
particionados en dos conglomerados, y E(1) da los errores al cuadrado cuando sélo un
conglomerado estd presente. La hipétesis de un conglomerado es rechazada si la razon
es mas pequeiia que un valor critico especificado.

Calinski y Harabasz (1974) también sugieren un indice para un nimero de
conglomerados basado en la summa de términos al cuadrado, a saber

traza(B)/ (m—1)
traza(W) / (n—m)
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donde B y W son la suma de cuadrados entre ¢ intra conglomerados y de productos
cruzados, y m es el niimero de grupos. El maximo valor del indice en la jerarquia es
tomado para indicar el ndmero correcto de grupos.

1 "
Z(n,. -1C, donde C es la matriz de covarianza
n—me

muestral del i-€simo grupo

W=

1 m — - — . m " _
B=—-Zn,(y,- -V, -y donde y:Zniy, /n; y, esla media
m—1iy i=1
para la i-ésimo grupo y M, el niimero de individuos en el i-ésimo grupo.

Mojena (1977) sugiere un procedimiento basado en las medidas relativas de los
diferentes niveles de fusién en el dendograma. En detalle, 1a propuesta es seleccionar
el nimero de grupos correspondientes a la primera etapa en ¢l dendograma que
satisfaga

a,, > a-+ks,
donde @,,,,..,&,_ | son los niveles de fusion correspondientes a las ¢tapas con 7,
n—1, ..., 1 conglomerados. Los términos a y 8, son, respectivamente, la media y la
desviacion estandard insesgada dc los valores @ y K es una constante. Mojena

sugiere que los valores de £ se encuentren en un rango de 2.75 a 3 5 para mejores
resultados.

Milligan v Cooper (1985) reportan una investigacién de indices para el nimero de
grupos ¥ encontraron que los tres antes mencionados estan entre los mas satisfactorios,

aunque ellos sugieren que el valor de k para la regla de Mojena deberia ser 1.25.

3.6 Interpretacién de los conglomerados.

La ctapa de interpretacién involucra examinar la variable de conglomerado para
nombrar o asignar una etiqueta que describa exactamente la naturaleza de los
conglomerados, Para aclarar este proceso, tendremos que esperar um  poco.
Abordaremos esta etapa del anélisis con mayor detalle en el capitulo 5.

3.7 Los elementos bdsicos del modulo Cluster Anaiysis (Andlisis de
Conglomerados) de STATISTICA.

Ya hablamos un poco acerca de la teorfa que envuelve al andlisis de conglomerados
pero, existe también un poco de teorfa desde un punto de vista mas operativo. Nos
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referimos a ciertas caracteristicas del médulo Cluster Analysis de STATISTICA.
Vamos a revisar algunas de ellas.

En esta seccién se describen cada una de las ventanas que STATISTICA despliega a
lo largo del analisis en el orden en que estas aparccen. En cada una de ellas se tiene el
botén QK que permite pasar a la siguiente ventana y ¢l botén CANCEL que regresa a
la anterior.

Panel de inicio,

Al seleccionar un médulo, una breve descripcion de los procedimientos que realiza
aparece junto al meni.En nuestro caso, el médulo de interés es ¢l de Cluster Analysis.
En esta caja de didlogo hacemos click sobre la opcién Cluster Analysis, y después
sobre el boton Switch To (Cambiar a )

Descriptve statistics,
breakdown tables,
frequency tables,
crosstabulations {with
banners, rmultiple 3
response tables), i
reparts: conelations, |
regressions; Hests; :
differences between
varances, r's, i
propottions; probabifity |
calculatars; . .,

#[72l| Basic Stalistics/Tables
im0 Nonparametrics/Distiib. ! .
B ANOVA/MANOVA

:|o# Linear Regression

If’ﬁ Nonlinear Estimation
L2 Time Series/Forecasting
53+ Cluster Analysis

Al activar por primera vez ¢l module Cluster Analysis se despliega ¢l correspondiente
panel de inicio que permite definir las condiciones iniciales para el anélisis:
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£ Clustering Method "0

3 Joining {tiee clustering)

S K-means clustering
‘@ Two-way [gining

La opcidn que habremos de utilizar a lo largo dc los siguientes capitulos es Joining
(tree clustering) pues, como ya habiamos mencionado anteriormente utilizaremos
solamente técnicas jerdrquicas.

Joining (tree clustering). El propodsito de este algoritmo es unir objetos en
conglomerados que van creciendo de manecra sucesiva, usando alguna medida de
similitud o distancia, Un resultado tipico de este tipo de conglomeracion es un arbol
jerdrquico.

Como la opcién Joining estd seleccionada, hacemos click en el botén QK. Aparecerd
la siguiente caja de didlogo.

4 Cluster Analysis: Joining [Tree Clustering): 5.0

Input: I Raw data

Cluster: | Cases [rows)

Amalgamation flinkage) rule: [Unweighled pair-group centroid ﬁ]
Distance measure: | Squared Euclidean distances @
B |2 I E IZ I
Missing data: ]Casewise deleted é’gﬁg
{~ Batch processing and printing

Variables. Al escoger esta opcidn aparecerd una ventana para scleccionar variables.
Note que las variables que se seleccionen aqui serdn interpretadas por el programa
como dimensiones si ¢n la caja de didlogo Cluster Analysis la opcion Cluster indica
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“cases”; y seran interpretadas como objetos si en la caja de didloge Cluster Analysis
la opcidn Cluster indica “variables™.

Input Data. Este botén nos permite seleccionar ya sea Raw Data (datos por renglones)
o una matriz (seleccionando Distance Matrix) como informacién de entrada para el
Anilisis de Conglomerados. La matriz accesada puede ser una matriz de correlacién,
o una matriz distancia (disimilitud) con nimeros que indican las distancias o
disimilitudes entre los objetos. Si la matriz accesada es una matriz de correlacion (la
chal indica la similitud y cercania entre objetos), ésta ¢s convertida a distancias antes
de que comience el analisis.

Cluster Cases or Variables, Este botén permite al usuario seleccionar entre
conglomerar Variables (columnas} o conglomerar Cases (renglongs).

Amalgamation (linkage) rule, Uno de los principales pardmetros que guian el proceso
de unién (tree-clustering) es la regla de encadenamiento, esto es, la regla que
determina cuando dos conglomerados serdn unidos (encadenados o amalgamados).
Hay siete diferentes reglas de unién disponibles: Single Linkage, Complete Linkage,
Unweighted Pair group average, weighted pair-group average, unweighied pair group
centroid, weighted group centroid (median) y el Método de Ward.. La opcién por
default es el single linkage (taimbién llamado método del vecine mis cercano).

a) single linkage. En este método la distancia entre dos conglomerados se determina
por la distancia de los dos objetos que se encuentren mas cercanos (vecinos mas
cercanos) en los diferentes conglomerados. Esta regla, de alguna manera, encadena
objetos para formar conglomerados, y los conglomerados resultantes tienden a
representar largas cadenas.

by complete linkage. En este método, las distancias entre los conglomeradés se
determinan mediante la distancia méis grande entre cualesquicra dos objetos en los
diferentes conglomerados {es decir, por los vecinos mds Iejanos). Este método
funciona bastante bien en situaciones en que los objetos forman, de hecho, de manera
natural distintas “nubes”. Si los conglomerados tienden a formas elongadas o de una
cadena, entonces el método es inapropiado.

c) unweigthed pair-group average (promedios no ponderades). En este método, la
distancia entre dos conglomerados se calcula como la distancia promedio entre todos
los objetos en dos diferentes conglomerados. Este método es ademas muy eficiente
cuando los objetos forman “nubes” distintas de manera natural, sin embargo, funciona
igual de bien con conglomerados de tipo cadena o elongados.

d) weighted pair-group average (promedios ponderados). Este método ¢s idéntico al

anterior, excepto porque en los cdlculos, la medida de los respectivos conglomerados
(es decir, el nimero de objetos contenidos en ellos) es usado como ponderador.
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Entonces, este método (mas que el anterior) debe ser usado cuando la medida de los
conglomerados s sospecha que es en extremo desigual.

e) unweighted pair-group centroid (centroide no ponderado). El centroide de un
conglomerado es el punto promedio en el espacio definido por sus dimensiones. De
alguna forma, es el centro de gravedad de su respectivo conglomerado. En este método
ta distancia entre dos conglomerados se define como la diferencia entre sus centroides.

f) weighted pair-group centroid (centroide ponderado o median). Este método es
idéntico al anterior, excepto que se introduce una ponderaciéon dentro de los calculos
para tomar en consideracion las diferencias existentes entre las medidas de los
conglomerados (es decir, el mamero de elementos contenidos en ellos). Enfonces,
cuando existen (o cuando sospechamos que las hay) diferencias considerables en las
medidas de los conglomerados, este método es preferible al expuesto anteriormente.

g) Ward’s method. Este método es distinto a todos los métodos porque utiliza un
andlisis de la varianza encaminado a evaluar las distancias entre los conglomerados.
En pocas palabras, este método busca minimizar la suma de cuadrados de cualesquiera
dos conglomerados (hipotéticos) que pueden ser formados a cada paso. En general, se
considera este método como muy eficiente, sin embargo, tiene tendencia a crear
conglomerados pequefios.

Distance measure. Fl algoritmo de unién empicza por el calculo de una matriz
distancia entre los objetos que habrin de ser conglomerados. Hay seis diferentes
medidas de distancia que pueden ser calculadas en la opcion Raw Data (ver arriba):
cnadrado de la distancia euclideana, distancia euclideana, city block (Manhattan),
distancia de Chebychev, Potencia de distancia y Porcentaje de Desacuerdo. No
abordaremos la distancia -Pearsonr.

Si la opcién de Potencias de distancias (Power Distances) se selecciona, entonces
podemos especificar los dos pardmetros p ¥ r para la potencia de la distancia en las
cajas de edicién debajo de esta boton.

a) Buclidean distances (distancia cuclideana). Esta es, probablemente, el tipo mds
comin de distancia elegida. Simplemente es la distancia geométrica en el espacio
multidimensional. Se calcula como sigue:

n 12z
DG, yy =2 (x, ~¥)

b) Squared euclidean distances (cuadrado de la distancia euclideana). Podemos
necesitar elevar al cuadrado la distancia euclideana estandard para darle un mayor
peso a los objetos que se encuentran mas alejados. Esta distancia se calcula:

n

D(x,y)=| 2. (x, = y)

=1
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¢) City-block (Manhattan) distances. Esta distancia es simplemente la diferencia
promedio entre las dimensiones. En muchos casos, esta medida de la distancia nos da
resultados similares a la distancia Euclideana Simple. Sin embargo, notemos que en
esta medida,el efecto de diferencias Ginicas muy grandes es disminuido (ya que no
estan al cuadrado). La distancia de Manhattan se calcula como:

Dery) =Y Ix, ~ il
i=1

d) Chebychev distance metric. Esta medida de la distancia puede ser apropiada en los
casos en que uno quiere definir dos objetos como diferentes en cualquicra de sus
dimensiones (o variables). La distancia de Chebychev se calcula como:

D(x, y) = max|x, - y|

e)Power distance. Esta distancia se calcula como sigue:
1

n Pyr
D(x,y) =| 2%, =¥

=1
donde r y p son pardmetros definidos por el usuario. El parametro p controla €l peso
que se Ie da a las mayores diferencias entre las dimensiones de los individuos, €l
parametro 1 controla el peso a las mayores diferencias entre los individuos. Siry p
son iguales a 2, entonces esta distancia se convierte en la distancia euclideana.

f) Percent disagreement. Esta medida es particularmentc til si los datos para las
dimensiones (variables} incluyen también algunos de naturaleza categérica. Esta
distancia se calcula como:

D(sx,y) = (de_x, # y,)/

Missing data: Esta opcidn nos permite seleccionar une de dos posibles tratamientos a
los datos faltantes o perdidos.

a) casewisc deletion of missing data: Cuando se selecciona esta opcidn , un caso serd
eliminado del andlisis sc tiene datos faltantes en cualquiera de las variables
seleccionadas para el andlisis.

b) substition by means. Cuando esta opcion es seleccionada, los datos faltantes son
sustituidos por las medias correspondientes a sus dimensiones. Notemos que la
sustitucion por las medias es efectuada después de que el programa ha determinado
cuales son las variables (logicas, es decir dimensiones) y cuales son los casos (logicos,
es decir objetos) para el analisis respectivo. Por ¢jemplo, cuando se unen casos {tree
clustering), 16gicamente, las variables se convierten en casos y los casos en variables.
En ese caso, una matriz distancia sera calculada para los casos, tratando a las
variables como dimensiones. Cuando el programa calcula las medias para sustituir los
datos faltantes, se calculardn las medias para cada caso, para todas las variables.
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Batch processing and printing. Esta opeién estd solo disponible si en la ventana de
salida fue seleccionado(a): printer, disk file, y o text/output en la caja de dialogo
Page/Ontput Setup.

Ahora, si hacemos click en QK una vez hecha nuestra eleccion aparece ia pantalia de
Joining Results

f2d Joining Results ..

Wumber of varishles: 3

Nunbexr of cases: 10

Joining of cases

Missing data were casewise deleted
Aualganation (joining) rule: Single Linkage
Distance metric is: Squared Euclidean distances

= — o "
{¥ Rectangular branches
[ Scale tree to dlink/dmax~100

Horizontal hicrarchical tree plot. Este boton da como resultado un diagrama
horizontal de arbol, el cual resume como se van formando los conglomerados de
manera sucesiva.

Vertical icicle plot. Al hacer click en este botén obtenemos como resultado un
diagrama de arbol, pero a diferencia del botén anterior, ¢ste s¢ presenta de manera
vertical (en el eje vertical ).

Rectangular branches. Podemos elegir el desplegado de ambos tipos de diagrama de
arbol (ver arriba) con ramas rectangulares (si se selecciona la opcidn) o diagonales (si
no se selecciona la opcién).

Scale tree to dlink/ dmax*100. Cuando scleccionamos esta opcion, ¢l diagrama de
arbol serd escalado en una escala estandarizada. De otra manera, si no se selecciona,
la escala estard basada en la distancia de encadenamiento del Startup Pancl.
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Amalgamation Schedule. Al hacer click en este boton aparecerd una hoja cuadriculada
con los datos de la amalgamation schedule (ruta de conglomeracién). La primera
columna de la hoja contendrd las distancias de encademamiento a la cual los
respectivos  conglomerados son formados (como se indican en los renglones
respectivos), y cada fila contiene los nombres de los objetos ( casos o variables ) que
comprenden el conglomerado respectivo.

Graph of amalgamation schedule. Esta opcién hard aparccer una grifica de linea
(similar a una escalera) donde aparecen las distancias entre dos pasos consecutivos del
proceso de encadenamiento. Esta grafica es Util para identificar etapas (pasos) en
donde muchos conglomerados son formados a una distancia muy parecida. Esto puede
indicar una discontinuidad natural en términos de las distancias entre los objetos
observados.

Distance matrix. Esta opcion hace que aparezca en pantalla una hoja estandard con la
matriz distancia. Esta matriz puede ser guardada usando la opcion Save Distance
Matrix (ver abajo).

Descriptive statistics. Esta opcién desplegara una pequefia hoja estandard (parecida a
las de Excel) con medias y desviaciones estandard para cada objeto incluido en el
andlisis de conglomerados (¢s decir, para cada caso o variable, dependiendo de la
eleccion hecha en la caja de dialogo Cluster en el Panel de inicio (startup panel).

Save distance matrix. Este botén nos permite guardar la matriz de distancia actual
(ver arriba) como un “matrix file” (archivo matriz) standard de STATISTICA. Este
archivo puede ser accesado después con los médulos Cluster Analysis o
Multidimensional Scaling.

Estas 1ltimas opciones de las cuales hablamos, nes quedaran mas claras haciendo uso

de un ejemplo. Dicho ¢jemplo y la utilizacion detallada de las opciones son el objeto
de atencion de nuestro siguiente capitulo.
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CAPITULO 4.

LAS OPCIONES DE CLUSTER ANALYSIS (ANALISIS DE
CONGLOMERADQS) DE STATISTICA.

Introduccién.

Ahora bien, en este capitulo intentarcmos ilustrar con un conjunto de datos ¢l uso de
las opciones de STATISTICA para la realizaciéon de un Andlisis de Conglomerados.
A lo largo del capftulo, analizaremos nuestro conjunto de datos utilizando 3 distintas
técnicas de las expuestas en el capitulo anterior y haremos una comparacién entre los
distintos resultados que obtenemos en este caso particular. El objetivo que
perseguimos, por ahora, es familiarizarnos con ¢l uso de las distintas opciones que
tenemos para realizar un analisis de este tipo. Por ahora, no pretendemos llegar a
ninguna conclusién. En el capitulo final, haremos mas hincapié en las consideraciones
pertinentes v en la interpretacion de los resuitados.

4,1 Clasificacién de comidas.

Una empresa de Investigacidon de Mercados realizd un proyecto relativo a la
percepcion de diferenies tipos de comida:

1. Japonesa , 2. Cantonesa (China), 3. Szechuan (China), 4. Francesa, 5. Mexicana,

6. Mandarina (China), 7. Americana (E.U.A.), 8. Espaiiola, 9. Italiana y 10. Griega.
La opinién de 50 entrevistados s¢ basd en su respuesta a 3 preguntas incorporadas en
una escala bipolar de 7 puntos, cuyos €xtremos somn:

¥1=Sencilla (1) o Condimentada (7}, X2=Ligera o Pesada (7}, X3= Baja en Calorias o
Alta en Calorias (7),

La tabla de promedios para las 3 variables es la siguiente:
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A X2 X3

JAPONESA 28 32 34 \
CANTONESA 26 53 5.4 Q& \\g\“’
SZECHUAN 66 36 30 <$ %ﬁ
FRANCESA 35 45 5.1 z& ,
MEXICANA 6.4 43 43 ANERN )
MANDARINA 3.4 4.1 4.2 q')&ﬁ\ S

AMERICANA 2.3 58 57 \¥ %

ESPANOLA 47 5.4 49 O

ITALIANA 46 6.0 6.2 %@#

GRIEGA 5.3 47 60

Bueno, y ahora con estos datos vamos a realizar un andlisis de conglomerados
utilizando el cuadrado de la distancia cuclideana y los siguientes métodos de
conglomeracion:

a) Encadenamiento simple.

b) Promedios (entre conglomerados).

¢) Centroide.

4,1.1 Encadenamiento simple.

Pues bien, vamos a Hevar a cabo ¢l desarrollo de este analisis paso por paso. Primero,
veamos de que manera aparecen ante nosotros los datos de las dicz distintas comidas
en STATISTICA:

Abora bien, al seleccionar la opcién Analysis de la barra de ment principal aparece en
la pantalla la siguiente caja de didlogo:
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[ Clustering Method 7 . il o i
544 Jaining {tice clustering) |
@ K-means clustering

En este caso, vamos a elegir 1a primera opcién de las tres posibles: Joining (iree
clustering).

Para hacerlo sblo debemos hacer click en dicha opcidn y luego en el botén de OK de
la caja de dialogo. Al hacer esto aparecera en nuestra pantalla otra caja de didlogo,
que presentamos a continuacion:

Input: | Haw data

FEST

Cluster: I'\fatiables {columns)

Amalgamation (linkage] rule: ﬁngle Linkage

Distance measure: [Euc!idean distances
o IZ I £ |2 i
Missing data: ICasewise deleted :Zl
{ Batch processing and printing |%‘%¥'f ﬁ_’: o

Esta es la pantalla que aparece por default en esta opcion pero nosotros en Cluster
elegiremos la opcion Cases (rows) en vez de Variables (columns). Para lograr que se
desplieguen las distintas opciones disponibles hacemos click en la flecha que se
encuentra inscrita en los pequefios rectangulos de fa derecha.
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En ¢l caso de la eleccion de la Amalgamation (linkage) rule que viene a ser para
nosotros el método de conglomeracién que habremos de utilizar, no lo cambiamos lo
dejamos en Single Linkage (vecino mds cercano).

Pasando ahora a la cuestion de que distancia ntilizar, nosotros en esta ocasion
queremos utilizar el cuadrado de la euclideana {opcién que habremos de buscar
hactendo, como ya dijimos anteriormente, click en el rectdngulo de la derecha que
tiene una flecha inscrita).

En este caso, no tenemos datos faltantes, de donde, la regla que impongamos para los
datos faltantes es intrascendente para este andlisis.

Dejamos a opcion de Variables hasta el final porque al hacer click en este botén
aparece otra caja de didlogo, que mostramos a continuacion;

E Select variables for the analysis

i [10-VAR1D
i [11-NEWVART1
{ [12-NEWVAR12

Select variables:

[13 | s

Pues bien, una vez que hemos definido las condiciones bajo las cuales se llevara a
cabo el anlisis, hacemos click en el botdn de OK de 1a caja de didlogo. Al hacer esto
aparecerdn los resultados del andlisis de conglomerados bajo las condiciones que
definimos.

En la parte superior de la ventana Joining Results, podemos observar una cspecic de
resumen de las condiciones bajo las que se efectud el analisis,
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i’:ﬁ Joining Results

Nunber of variables: 3

Number of cases: 10

dJoining of cases

Hissing data were casewise deleted
Amalgasation (joining) rule: Single Linkage
Distance metric is: Squared Euclidean distances

Veamos que sucede al hacer click en el boton de Horizontal Hierarchical Tree. Lo que
vemos aquf es el dendograma correspondiente al analisis hecho con los datos de las 10
distintas comidas.
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DENDOGRAMA PARA LOS 10 CABOS
Single Linkage {Encadenamiento simple)
Distancia Euclideana at Cuadrado

C_t : :
Cc_2 . :
C_? :M
G4

C§ ::]—-—-

i AR N

C_9 : : .
c_0 f ,
0_3 N B - I

C.§

RN AN AN IR AR

3 H 1 Il i

0 045 1 1.5 2 25 3 34 4 45
Digtancia de Encadenamiento

TICTPEVRVPIRY PRPRTRRPRY

La forma de interpretarlo es la siguiente. Por una parte vemos que en el gje vertical
estan representados los conglomerados (que consisten en un solo objeto al principio)
del 1 al 10. En ¢l gje horizontal, distancias entre conglomerados,

Veamos con cuidado ¢l dendograma. Los primeros conglomerados en ser unidos
fueron el C2 y el C7, es degir, la comida cantonesa y la americana, habia una distancia
entre ellos menor a 0.5 unidades.

La explicacién podria ser la siguientc. Se condimentan de manera similar. La
semejanza que existe entre los platillos pertenecientes a estas dos cocinas ¢s el sabor
dulce que tienen la mayoria de ellos. Ambas cocinas hacen uso de distintos tipos de
carne asi que la cantidad de calorfas que aportan los platillos dc la cocina cantonesa y
americana deben ser parecidos al igual que Ia pesadez o ligereza de los mismos.

Por otra parte, si solo nos fijamos en su vector de caracteristicas nos dariamos cuenta
de que las calificaciones no difieren mucho entre si. La calificacidén que mas varia es
X2, Dicha variacion es de 0.5 unidades.

Después, en el “segundo paso” los conglomerados que se unieron fueron C4 y C6, es
decir, la francesa y la mandarina, habia una distancia entre ellos menor a 1 unidad.
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Veamos que tienen en comiin estas dos cocinas. Por una parte en la comida francesa
se hace uso de ajo y cebolla, entre otras cosas, para dar sabor a los platillos. La comida
mandarina también utiliza esta Witima y en lugar de ajo, utiliza otro tipo de especias.
Por tanto, los condimentos son similares. El nimero de calorias que aportan no debe
ser muy distinto.

En este caso, los vectores de caracteristicas vuelven a ser parecidos entre si pero, en la
tercera calificacion, X3, se puede observar una diferencia de 0.9 unidades.

En el “tercer paso” los conglomerados que se fusionaron fueron aquellos que se
formaron en los dos pasos anteriores, ambos formados por dos objetos, a saber, C2 y
C7, unoy, C4 y C6, el otro. De esta union nace un conglomerado formado por cuatro
elementos : cantonesa, americana, francesa y mandarina, habia entre ellos una
distancia un poco mayor a 1.5 unidades.

El comentario que podemos hacer en esta etapa del andlisis es, que parece natural el
hecho de que eventualmente la comida cantonesa y la comida mandarina estén en un
mismo conglomerado, ya que ambas son comidas chinas y deben tenmer muchas
semcjanzas entre si.

En el “cuarto paso”, los conglomerados gue se unen, difieren bastante en cuanto a
“4amafio” se refiere, se fusionan el conglomerade Cl (con un solo elemento) y el
conglomerado formado en el paso anmterior (C2, C4, C6 y C7) resultando un
conglomerado de 5 elementos, que son: japonesa, cantonesa, americana, francesa y
mandarina. Entre ellos la distancia existente era de 1.8 unidades.

Veamos que semejanzas pueden existir entre estas distintas comidas. La comida
japonesa utiliza vino para ciertos platillos, por ejemplo, el mirin que es un vino dulce
de sabor similar al jerez, con la diferencia de que esta hecho a base de arroz. Por otra
parte, Ia comida japonesa hace uso de una pasta de rabano picante llamada wasabe, la
cual, puede compararse con el sabor que tienen la pasta de chile y algunas salsas
utilizadas en la elaboracién de comida china. Aqui encontramos la semejanza que
existe entre ¢l sabor de 1a comida japonesa y el de las comidas cantonesa y mandarina.
La similitud en cuanto a la aportacién de calorias empicza a perderse un poco, ya que
1a comida japonesa utiliza sobre todo pescado.

En el “quinto paso”, los conglomerados que se unieron fueron C8, C9 y C10, esto es,
espafiola, italiana y griega. La distancia que existia entre ellos era de 2.1 unidades.

A estas alturas del analisis, a diferencia de lo que sucedia en fos primeros pasos del
mismo, los vectores de caracteristicas ya no son tan similares entre si. Veamos, en Ia
primera calificacién, X1, tenemos una minima de 4.6 unidades y una maxima de 5.3
unidades; en cuanto a la segunda calificacién, X2, tenemos una minima de 4.7
unidades y una maxima de 6 unidades y, finatmente, en la tercera calificacion, X3,
tenemos una minima 4.9 unidades y una maxima de 6.2 unidades. ;Coémo es posible
que estos tres clementos formen un sélo grupo?. En primer lugar, el criterio de unién,
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a estas alturas, ya no es tan estricto y, por otra parte, como todas las calificaciones
tienen la misma importancia las diferencias en una calificacién se pueden compensar
con las semejanzas de las otras.

En el “sexto paso”, se unieron los conglomerados C3 y C$, es decir, szechuan y
mexicana, y la distancia que habia entre ellos era de aproximadamente 2.2 unidades.
Aqui las semejanzas que podemos apuntar son: el uso de distintos tipos de carne
(cerdo, pollo, res, etc.) en la elaboracidn de los platillos y, la utilizacién del picante en
ambas cocinas.

Si observamos el vector de caracteristicas, podemos afirmar que la gente entrevistada
concibe a ambas comidas como muy condimentadas v bastante similares en cuanto a
la facilidad con que se digieren (pesada o ligera). En este renglén particular, se les
considera en un término medio a ambas.

En el “séptimo paso”, los conglomerados que se unieron fueron aquellos formados por
los conglomerados Cl1, C2, C7, C4 y C6 ; y por otra parte , C8, C9 y C10, es decir,
resulta un conglomerado formado por 8 elementos, a saber: japonesa, cantonesa,
americana, francesa, mandarina, espafiola, italiana y griega. Existia entre ellos una
distancia, aproximadamente, de 2.3 unidades. Las similitudes que existen ya son
menos ann.

Finalmente, y como es de esperarse en un método aglomerativo, todos los
conglomerados sott unidos en uno, es decir, tenemos un conglomerado formado por
los 10 elementos.

Al hacer click en el boton Continue ... regresamos a la caja de dialogo de Joining
Results. Veamos ahora que pasa cuando hacemos click en el botén de Vertica! icicle
Plot.

Si observamos de manera cuidadosa esta grafica descubriremos que, los cubos de hielo
son una versién “vertical” de los dendogramas. Si lo analizamos, nos daremos cuenta
de que esta gréfica nos proporciona la misma informacién que el dendograma y el
imico cambio estriba en la presentacién de la misma. Asi que podemos utilizar de
manera indistinta cualquiera de ellos (cuestioén de gustos).
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Dendograina para o3 10 casos;
Single Linkage (Encadenamiento Simple)
Distancia Euchdesna al Cuadrada
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Nuevamente, hacemos click en el boton Continue... para regresar a la caja de didlogo
de Joining Results. Ahora veamos que resulta al hacer click sobre ¢l boton
Amalgamation Schedule (Ruta de Conglomeracion).
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Single Linkage
ared Euclidean dist

'y

Si analizamos la informacién que nos brinda este arreglo matricial nos daremos
cuenta de que es, en esencia, 1a misma que nos dan Ias gréficas de los dendogramas y
los cubos de hielo, con la diferencia de que en esta “matriz” conocemos dc manera
mucho mds precisa las distancias a las cuales s¢ formaron sucesivamente [os
conglomerados.

Por gjemplo, a una distancia de 0.4299998 se formé ¢l primer conglomerado de dos
elementos, se fusionaron C2 y C7 (justamente igual que en las grificas de
dendogramas y cubos de hielo).

Luego a una distancia de 0.9800003 se formé el scgundo conglomerado de dos
clementos, se fusionaron C4 y C6 (de la misma manera que en las graficas). Y asi
podriamos seguir hasta llegar a tener todos los clementos incluidos en un solo
conglomerado v, todas las etapas precedentes coincidirian.

Ademds, esta informacién puede resultar muy 1itil en el caso de que optemos por el
uso de algin criterio que indique el ndmero “natural” de conglomerados que deben

formarse.

Hagamos click en Continue... y al aparecer la caja de Joining results, veamos que
sucede al seleccionar la opcién Graph of Amalgamation Schedule (Gréfica de la Ruta

de Conglomeracion).

Esta grafica nos sirve para visualizar las diferencias existentes entre las distancias que
habian de una “fusién” a otra, es decir, de la union de conglomerados a la siguiente.
Esta grafica nos puede dar una idea de que “tan natural” resulta fusionar un cierto
conglomerado con otro. En nuestro caso la titima fusidn, ya no resulta muy natural
iNo?. Esto nos podria sugerir la existencia de dos grupos o conglomerados
“naturales”.
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Gréf 6 de Ias Disiancias de Encadenamiento
Distancia Euclideana al Cuadraddo

Distancia de Encadenamienio

. . ; . : , — Linkage
gt 2 3 4 & & ! &8 9 10 Distance

YL 0 TN LA tysn e e

Hagamos click en Continue... y veamos que se despliega en pantalla al seleccionar
Distance Matrix.

En la matriz distancia se muestran las distancias, dos a dos, que existen entre los diez
objetos (conglomerados) en el primer paso de nuestro andlisis.
Observemos que, en efecto, la entrada mas pequefia es la (7,2) es decir d,.,., = 04,

que fueron los primeros conglomerados en fusionarse.
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, Squated Euclidean distances [comida.sta)
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Nuevamente, hacemos click en Continue... y veamos que sucede al seleccionar la
opcitn Descriptive statistics.

Esta opcion, a mi juicio, no tiene mucho sentido en nuestro caso particular, ya que no
nos proporciona ninguna informacion. Por gjemplo, 3.13 significa que se tiene “mds o
menos” sencillez, ligereza y bajas calorias.

...1.928730
1808290

_.1.212435
390000 ;435890
. .A.e00000 . 1.992486
5 0 . . .36085% = :
: B71780
1]

Ahora veamos los resultados que obtenemos llevando a cabo un andlisis de manera
similar pero, usando un método de conglomerado distinto:
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4.1.2 Promedios enfre conglomerados.

Para hacer este anélisis es necesario cambiar la opcidn de single linkage (vecino mas
cercano) por unweighted pair group average, como se muestra a continuacion,

: Cluster Analysis: Joining (Tree Clustering)

{ X1-%3

Input: Iﬂaw data i

Cluster: l&ses (rows) ﬁ

Amalgamation (linkage] rule: IUnweighted pair-group average

Distance measure: | quared Euclidean di
w |2 [ £ l?

Missing data: ICasewise deleted

{"iBatch processing and printing

Hacemos click en el botén OK y aparecerd la ventana de Joining results
correspondgicnte a un analisis hecho con estas caracteristicas.

Analizaremos cada una de las opciones de esta ventana.
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2 Joining Besufts &+

Humber eof wariables: 3

Number of cases: LQ

Joining of cases

Missing data were caszewise deleted

Analgamation {joining) rule: Unwelghted pair-group average
Distance metric is: 3quared Euclidean distances

Empezaremos por ver que resultados obtuvimos en el dendograma (Horizontal
hierarchical tree plot).
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tee Diagram for 16 Cages Al
? SIS Dendrograma de 05 10 casos
i Proniedios entre conglomerados (no ponderados)
; Distancia Euclideana af Cuadradn
§ 0“1 . : . .
iCB j ; : 4
o2 ‘ ‘ '
gt
Pocs
i c.o
c_14a
V) S—
¢ 5 b—=d
H 2 4 ] 8 10 12 14 16
Distancia de encadenamiento

En primer lugar, observemos que las distancias de encadenamiento han anmentado en
relacion a las que obtuvimos utilizando el método del vecino mds cercano.
Abora bien, compararemos los resultados obtenidos con este método y con ¢l anterior.

En el primer paso, utilizando estc método, se fusionan C2 y C7. Lo mismo sucedio
con el método del vecino mas cercano.

En el segundo paso, utilizando este método, se fusionan C4 y C6. Lo mismo sucedi6
con el método del vecing mas cercano, Como veremos a continuacion, las diferencias
se daran a partir del tercer paso.

En ¢l tercer paso, usando ¢l método de promedios, se fusionan C8 y C9. Por otra parte,
usando el vecino mas cercano, se fusionaban C2, C7, C4 y C6.

En el cuarto paso, usando promedios, s fusionan C8, C9 y C10. Utilizando el vecino
mas cercano se fusionan C1, C2, C7, C4 y C6.

En el quinto paso, usando promedios, se fusionan C3 y C5. Utilizando el vecino mas
cercano C8, C9y C10,
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En el sexto paso, usando promedios, se fusionan Cl, C4,C6, C2 y C7. Utilizando el
veeino més cercano C3 y C5,

En el séptimo paso, usando promedios, se fusionan Cl, C4, C6, C2, C7, C8, C9 y
C10. Utilizando el vecino mas cercano Cl, C2, C7, C4, C6, C8, C9 y C10. En ¢ste
paso s¢ vuelven a encontrar ambos métodos.

Finalmente, en ambos casos, todos los ¢lementos forman un solo conglomerado.

Alora veamos que tenemos ¢n los blogues de hiclo (Vertical icicle plot). Nuevamente,
hacemos la misma observacién respecto a esta opcidn que la hecha en el método
anterior: la informacién que los dendogramas y los cubos de hielo nos dan ¢s la
misma, su tnica diferencia estriba en el formato que tienen (horizontal y vertical
respectivamente),

Blogues de hisip para los 18 casos
Promedios entre conglomerados (ha pondarados)
Distancia euclideana al cuadrado

18

"Bl . rremmmm—m—m—m—m—m—————
12}
1wl

Distancia de encadenamiento
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Aqui, en la opcién de amalgamation schedute (ruta de conglomeracion), tenemos a un
mayor nivel de precision las distancias de encadenamiento que s¢ encuentran tanto en
¢l dendograma como en la grifica de cubos de hielo.

También podemos constatar que las diferencias se dan a partir del tercer paso. Cabe
sefialar la enorme diferencia entre las distancias finales 14.27500 utilizando este
método y, 4.259999 utilizando el anterior.

E 1 Amalgamation Sehedule ['c’uinida.;la]' ’

Unweighted pair-group average
uared Euchdean dlsgances

4‘ eo:.

e
Sy {,h,,, e ‘{{«5»\

Hacemos click en ¢l botén de Continue...y lucgo en ¢l botén de graph amalgamation
schedule.

Como ya habiamos mencionado antes, esta grafica puede sugerirnos separaciones
naturales. En nuestro caso particular, en el noveno paso podemos observar una
“separacién natural” o dicho en otros términos observamos una discontinnidad muy
grande en la altura de los escalones (; no es cierto?).
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Gréfica de las distanclas de encadenamienio
Distancia euclideana al cuadrado

:

18

N
-

-— i
== R N }

Distancia de encadenamientc

, ; L — Linkage
b 1 2 3 4 5 B 71 & § 19  Distance

Ahora, volvemos a hacer click en Continue... y veamos que sucede con la opcion
Distance Matrix.
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Si observamos cuidadosamente, nos daremos cuenta de que esta matriz distancia es
idéntica a la anterior. ;jPor qué?. Pues bien, la matriz distancia en et primer paso NO
se ve afectada por el método de conglomerado que hayamos elegido. Recordemos
como funciona el proceso. Primero, elegitnos ia funcion distancia (en nuestro caso fue
la distancia euclideana al cvadrado). Una vez hecha esta eleccién calculamos la
distancia que existe entre cada par de elementos involucrados en el analisis,

Bien, hasta este momento, no hemos involucrado para nada al método de
conglomerado. Entonces, ;Cudndo se ve involucrado el método de conglonerado?,
Después de que hemos calculado la matriz distancia, ya que una vez que hemos
calculado ésta, hacemos uso de la informacién que tiene para que, en base al mértodo
de conglomerado vayamos uniendo a los elementos.

En pocas palabras, ¢l método de conglomerado es un criterio que utiliza la matriz
distancia para establecer la similitud (parecido) o disimilitud (diferencia) que existe
entre dos ¢lementos y concluir si pertenecen a un mismo grupo ¢ no.

Estadisticas descriptivas. Ya no las presentamos por las razones anteriormente
expuestas, Ademas de que son las mismas que las presentadas con ¢l método anterior,

4.1.3 Método del centroide.

Ahora veamos los resultados que obtenemos haciendo el mismo andlisis pero
utitizando ¢l método del centroide (unweighted pair-group centroid).

#z# Cluster Analysis: Joining {Tiee Clustering

Input: [Raw data =
Cluster: | Cases (1ows} =

Amalgamation {linkage) rule: I Unweighted pair-group centroid

Dislance measure: |Squared Euclidean distances
eE J:f_]

Missing data: I Casewise deleted

{_iBatch processing and printing
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Como ya nos podemos imaginar, hacemos click en el botdn OK y aparece Ia pantalla

de Joining Results.

{:MIJoining Besults

Number of variables:
Number of cases: 10
Joining of casges

3

Missing data were casewise deleted
Amalgamation (joining) rule: Unweighted pair-group cencroid
Distance metric is: Squared Euclidesn distances

{¥ Rectangular branches

{" Scale tree to dlink/dmax*100

;

iafisiialad
‘E‘\&% 2 %
ey ﬁ

oo

Aqui la distancia de encadenamiento también es distinta a las dos anteriores.
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Dendograma para las 10 tasns
Cenlroide (no ponderado)
- Distanicia euclideana al cuadrado

r T —

c.7 |
C.4 1
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Otra vez, en el primer paso, como en los dos métodos antenores los conglomerados
que se fostonan son C2 y C7.

En el segundo paso, coinciden tambi¢n los tres métodos, los conglomerados que se
fusionan son C4 y Cé6.

En el tercer paso, coinciden este método, centroide, y el método de promedios, en
ambos se fusionan los conglomerados C8 y C9.

En el cuarto paso, coinciden este método y el de promedios, en ambos se fusionan los
conglomerados C8, C9y C10.

En el quinto paso, coinciden, nugvamente, este método y el de promedios, en los dos
métodos se unen los conglomerados C3 y C5.

En el sexto paso, coinciden, una vez mis, estos dos métodos {centroide y promedios)
formando un conglomerado con C1,C4 y C6.
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En el séptimo paso, coinciden los tres métodos, en los tres se forma un conglomerado
con los siguientes elementos:C1, C2, C4, C6 y C7.

En el octavo paso, coinciden también los tres métodos, se forma un conglomerado con
Ios siguientes elementos: Cl, C2, C4, C6, C7, C8, C9 y C10.

Y finalmente, también coinciden, al formar un solo conglomerado con todos los
elementos incluidos en él.

Ya no queda mucho que decir respecto a esta opcidn excepto que, en lo personal, me
parece mds clara la informacién presentada en este formato que en el dendograma
convencional. :

"T Dlagtam_[grfﬂc s

Diagrama de cubos de hielo
g Centraide (no ponderado)
2 Disfancia suclideana &l cuadrade
i
’4’ 10 .................................................
ai. I C e
8 |
?‘ . H
SN SR R
SR
4
3 U R AU A SR IR S
I S R I N R R
:oqi.
" ’ L
C_5 c_10 C.9 C_H o7
c_3 .9 C.1 c4 . C2

Nuevamente, hacemos click en Continue... para seguir explorando las opcionecs
restantes. Veamos que podemos observar en Ia opcién Amalgamation Schedule (ruta
de conglomeracion).
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Unveighted pair-group centroid
ared Euclidean distances

i

Si observamos detenidamentc la columna de linkage distance de la opcion
Amalgamation Schedule (ruta de conglomeracién) encontraremos algo nuevo. En los
métodos anteriores los valores de la columna linkage distance iban siempre
aumentando, y en este caso observamos un comportamiento distinto. Revisemos el
valor 3 de la tabla, es igual a 2.059999 y el valor 4 es igual a 1.625001, ;Qué fue lo
que sucedi6?. La explicacién la daremos en el siguiente parrafo donde veremos Como
se traduce este comportamiento en la Grafica de distancias de encadenamiento (Graph
of Linkage Distance).

Hagamos click en Continue... y después seleccionemos la opcion Graph of
amalgamation schedule,

Observemos la grafica.
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Glaph3 Plot af l_mkage Distances actass Steps
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Distancia de encadenamiento
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Algo interesante que destacar ¢n esta grifica es lo que se observa entre el paso 4 y 5.
La distancia de encadenamiento del paso 3 al 4 es mayor que la distancia existente del
paso 4 al 5. ;Algo estd mal? La respuesta es que no. A este tipo de fendmeno se le
lama reversal. Un reversal nos da la siguicnte informacién: al unirse nuevos
elementos a los conglomerados los centroides s¢ ven afectados de tal manera que se
encuentran mds cerca entre si que en el paso anterior.

Hagamos click en Continue... y luego seleccionemos la opcion Distance Matriz. Esto
n0s servird para cerciorarnos de que, en efecto, la matriz distancia es la misma sin
importar el método que utilicemos.
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CAPITULO 5.

UTILIZACION DEL ANALISIS DE CONGLOMERADOS EN LA
DEMOGRAFIA.

Introduccion,

Recordemos que en ¢l capitulo 4 estudiamos la forma de como funciona el Analisis de
Conglomerados. Esos gjemplos nos permitieron ver la manera en que s¢ van
formando los grupos y la evolucién de los algoritmos. Teniendo estas ideas cn mente,
vamos a abordar un problema de mayor interés.

En este capitulo seremos mas minuciosos, y analizaremos con mayor detalle la forma
en que llevaremos a cabo nuestro andlisis, De hecho, el propésito principal de este
capitulo, sera ¢l establecimiento de una scric de pasos que debemos seguir para [levar
a ¢cabo un buen andlisis de conglomerados.

En este capitulo intentaremos hacer uso de la técnica del andlisis de conglomerados
con un conjunto de datos mds complejo que el que utilizamos en el capitulo pasado,
tanto en magnitud como en interpretacion.

5.1 Clasificacién de 100 Ciudades de acmerdo a ciertas caracteristicas
demograficas.

Este conjunto de datos corresponde a un folleto publicado por el INEGI titulado:
“Programa de 100 Ciudades Indicadores Sociodemogrédficos y Econdémicos”™ De el
tomamos algunos, no todos los datos que se dan a conocer ahi.

Imaginemos que tenemos la siguiente sitnacion: Un demégrafo nos da el conjunto de
datos que aparece a continuacion :
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Variables

ABREVIATURA EQUIVALENCIA

POBTOTAL
(v1)
%_15ALFA
(vV2)
%POBSSEC
(v3)
%POBSTER
(V4)
TOTVPHAB
(V5)
PROMOCVP
(V6)
%MANUFAC
v7)
%WEXTRACT
(v8)
%CONSTRU
(VO)
%ELECTRI
(V10)
%PESCA
(V11)
%COMERCIO
(V12)
%SERVICIO
(V13)

% TRANCOM
(V14)

POBLACION TOTAL

%DE LA POBLACION DE 15 ANOS Y MAS ALFABETA

% DE LA POBLACION EN EL SECTOR SECUNDARIO

% DE LA POBLACION EN EL SECTOR TERCIARIO

TOTAL DE VIVIENDAS PARTICULARES HABITADAS

PROMEDIO DE OCUPANTES EN VIVIENDAS
PARTICULARES

% DEL PERSONAL OCUPADO PROMEDIO EN EL
SECTOR MANUFACTURERC

% DEL PERSONAL OCUPADO PROMEDIO EN LA
INDUSTRIA EXTRACTIVA

% DEL PERSONAL OCUPADO PRCMEDIO EN LA
INDUSTRIA DE LA CONSTRUCCION

% DEL. PERSONAL OCUPADO PROMEDIO EN EL
SECTOR ELECTRICO

% DEL PERSONAL OCUPADQ PROMEDIO EN EL
SECTOR PESQUERO

% DEL PERSONAL OCUPADO PROMEDIO EN EL
SECTOR COMERCIO

% DEL PERSONAL CCUPADO PROMEDIO EN EL
SECTOR SERVICIOS

% DEL PERSONAL OCUPADO PROMEDIC EN EL
SECTOR TRANSPCORTE Y COMUNICACIONES

De la siguiente lista de ciudades:

CIUDAD NOMBRE

AGUASCALIENTES (AGS)
ENSENADA (ENSE)
MEXICALI (MXL)

TECATE (TECA)
TIJUANA (TIJU)

CD. CONSTITUCION (CONS)
LA PAZ (PAZ)

SAN JOSE DEL CABO (CABO)
CAMPECHE (CAMP)

CD. DEL CARMEN (CARM)
CD. ACUNA (ACUN)

WO~ N -

—t ol
- )
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12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54

UTILIZACION DEL ANALISIS DE CONGLOMERADOS EN LA DEMOGRAFiA

MONCLOVA (MOCL)
PIEDRAS NEGRAS (PNEG)
SALTILLO (SALT)

TORREON (TORR)

COLIMA (COL)

MANZANILLO (MANZ)

SAN CRISTOBAL DE LAS CASAS (SCRIS)
TAPACHULA (TAPA)

TUXTLA GUTIERREZ (TUXT)
CD. JUAREZ (JUAR)
CUAUHTEMOC (CUAUH)
CHIHUAHUA (CHIH)

DELICIAS (DELI)

HIDALGO DEL PARRAL (HGOP)
DURANGO (DGO)

CELAYA (CELA)
GUANAJUATO (GTO)
IRAPUATO (IRAP)

LEON (LEON)

MOROLEON (MLEO)
SALAMANCA (SALM)

SAN MIGUEL DE ALLENDE (SMIG)
ACAPULCO (ACAP)
CHILPANCINGO (CHILP)
IGUALA (IGUA)

IZTAPA ZIHUATANEJO (ZIHUA)
PACHUCA (PACH)

TULA (TULA)

TULANCINGO (TLAC)

CD. GUZMAN (GUZM)

LAGOS DE MORENO (LAGO)
PUERTO VALLARTA (PVALL)
TOLUCA (TOLW)

VALLE DE BRAVO (VBRA)
APATZINGAN {APAT)
LAZARO CARDENAS (LCAR)
MORELIA (MORE)
PATZCUARO (PAT2)
URUAPAN (URUA)

ZAMORA (ZAMO)

CUAUTLA (CTLA)
CUERNAVACA (CVCA)

TEPIC (TEPI)
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55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
g0
91
92
93
94
95
96
97
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LINARES (LINA)
BAHIAS DE HUATULCO (BHUA)
OAXACA (OAXA)

SALINA CRUZ (CRUZ)
TUXTEPEC (TUXT)
TEHUACAN (THUA)
QUERETARO (QRO)

SAN JUAN DEL RIO (SJR)
CANCUN (CANC)
COZUMEL (GOZU)
CHETUMAL (CHET)

CD. VALLES (CVALL)

SAN LUIS POTOSI (SLP)
CULIACAN (CULC)
GUASAVE (GUAS)

LOS MOCHIS (MOCH)
MAZATLAN (MAZA)

AGUA PRIETA (APRT)

CD. OBREGON (OBRE)
GUAYMAS (GUAY)
HERMOSILLO (HERM)
NAVOJOA (NAVO)
NOGALES (NOGA)

SAN LUIS RIO COLORADO (SLRC)
CARDENAS (CARD)
FRONTERA (FRON)

VILLA HERMOSA (VHER)
CD. MANTE (MANT)

CD. VICTORIA (VICT)
MATAMOROS (MATA)
NUEVO LAREDO (NLAR)
REYNOSA (REYN)
TAMPICO (TAMP)
APIZACO (APIZ)
TLAXCALA (TLAX)
COATZACOALCOS (COAT)
CORDOBA (CORD)
MARTINEZ DE LA TORRE (MTOR)
POZA RICA (POZA)
TUXPAN (TUXP)
VERACRUZ (VERA)
JALAPA (JALA)

MERIDA (MERI)
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08  VALLADOLID (VALL)
99  FRESNILLO (FRES)
100 ZACATECAS (ZACT)

El listado de estos datos lo podemos consultar en el apéndice. Ver Tabla 2,
Lo que le gustaria que le dijeramos es cudles de las ciudades se parecen entre si dadas
las caracteristicas observadas en el folicto.

Quizis podriamos preguntarnos de que manera le seria 0til esta informacién. Pues
bien, la respuesta seria mas o menos la siguiente; Es importante tanto para la politica
poblacional como para Ia politica de desarrollo que se tenga en el pais.

Por ejemplo, existen algunos estudios que asocian niveles de ingreso y de educacion y
grado de industralizacién con los niveles de fecundidad. Existen estudios que nos
indican desde hace algin tiempo acerca de que mayores niveles de analfabetismo
estdn intimamente refacionados con mayores niveles de fecundidad.

Los mayores niveles de fecundidad corresponden a las mujeres que tienen menor
nivel educativo. Si s¢ piensa que los matrimonios tienden a producirse, en la
generalidad de los casos, entre personas de una misma clase social, cabria esperar
también una asociacion entre la educacion del marido y la fecundidad de las mujeres.
En ofras palabras, a menor nivel educativo del marido mayor ¢s 1a fecundidad de las
mujeres.

Ahora consideremos otro aspecto de las poblaciones: la salud. La distribucion
geografica de la poblacién implica la existencia de distinios grupos de poblacion
expuestos a diversos riesgos ambientales y, por lo tanto, la presencia de diferenciales
en niveles y estructura de salud.

Como en el caso del tamarfio de la poblacién y sobre todo en sus aspectos dindmicos
(migraciones) que implican la modificacion de la densidad, la concentracion, el
hacinamiento, etc., la distribucién geografica actda indirectamente a través de la
modificacién del ambiente fisico, biologico y social, aumentando, disminuyendo o
generando nuevos riesgos sin constituir una causa directa de los diversos estados de
salud,

Ademas las migraciones significan el movimiento de gente que tiene ciertas
caracteristicas de salud ya adquiridas y que al trasladarse a otras dreas pueden
introducir en ellas cambios en la estructura de la morbilidad.

En cuanto a la composicién de la poblacion, puede decirse que, en general, la
pertenencia de un individuo a un grupo dado de poblacién le determina un cierto
grado de susceptibilidad y de exposicion a ricsgos para la salud, que son inherentes a
dicho grupo.
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La composicidén economica, laboral, educacional, social y cultural de ta poblacion cuya
informacién se obtiene en los censos, por lo cual son designadas como caracteristicas
demograficas, se presentan en grupos de poblacion asociados a distintas formas de
vida y de comportamiento social. Por lo tanto, pueden ser considerados como grupos
que tienen distintos grados de exposicién a los diversos riesgos de enfermar y de
morir. Asi, puede concebirse Ia existencia de diferencias importantes en el nivel y
estructura de 1a salud entre una poblacién cuya actividad més importante es la
mineria, o bien entre profesionales y obreros, etc.

Finalmente, consideremos otro factor de vital importancia para ia dindmica
poblacional: la educacion. Un aumento en el nivel de instruccion puede traducirse en
una disminucién del nivel de mortalidad, pues en general las personas mas instruidas
tienen una mejor comprensién de las normas higiénicas y de la utlilidad de su
aplicacién en la prevencidn de las enfermedades, principalmente las de la primera
infancia.

La natalidad tal vez tienda a disminuir pues con la instruccién pueden transmitirse
pautas culturales que estén en conflicto con ef ideal de un néimero elevado de hijos.
La intensidad de las corrientes migratorias también podria sufrir la influencia de la
expansion de la educacién. Se ha observado que muchas veces los migrantes de las
zonas rurales a las urbanas tienen un nivel de instruccién mds alto que los no-
migrantes rurales, lo que indicaria una mayor propensién a migrar entre los nas
instruidos.

A su vez, los cambios en la mortalidad, la natalidad y la migracién alteran el ritmo de
crecimiento de la poblacién, su distribucién territorial y la composicion de 1a misma,
Estos cambios pueden afectar el proceso de planificacion de la educacion.

Un cambio en el ritmo de crecimiento de la poblacion puede significar una variacion
en la proporcidn de recursos asignados al sector educacional dentro de un plan general
de desarrollo. Los cambios de la distribucién territorial de la poblacion afectan la
localizacién de las escuelas y la distribucion del personal docente.

Todo este que hemos dicho sdlo pretende esbozar la importancia que puede tener el
encontrar ciertos grupos de ciudades dadas caracteristicas demograficas y, no sélo
tomando en cuenta su proximidad geografica.

;No seria mejor tener un plan a nivel nacional y olvidarnos de hacer estos grupos? La
respuesta es: NO. De qué serviria dedicarle a cierta region una inversion dirigida a
planificacién familiar si la fecundidad de dicha zona es ya de por si baja. Un plan
regional nos ayudaria a hacer un mejor uso de fos recursos que se tengan disponibles
para cada region y haciendo uso de ellos en los puntos més relevantes en el desarrollo
de dicha region. En una palabra optimizar el use de estos recursos.
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5.2 Etapas del Andlisis.

Pues bien, comencemos por establecer una serie de pasos para llevar a cabo el analisis.
ETAPA 1. OBJETIVOS DEL, ANALISIS.

ETAPA 2. DISENO DEL ANALISIS.

ETAPA 3, SUPUESTOS DEL ANALISIS,

ETAPA 4. ELECCION DEL ALGORITMO.

ETAPA 5. INTERPRETACION DE LOS CONGLOMERADOS,

ETAPA 6. VALIDACION DE LOS CONGLOMERADOS.

Sobre la marcha nos iremos dando cuenta en que consiste cada una de las etapas.
Comencemos.

5.2.1 Objetivos del andlisis.

Necesitamos formar un nimero mangjable de grupos de ciudades similares entre si.
Este nimero nos serd sugerido al aplicar un criterio especifico (a este nimero
habremos de llamarle ¢l “nfimeto natural de grupos™ existente en el conjunto de datos)
previamente expuesto en el capitulo 3. Nos referimos al criterio de Mojena, si el
numero obtenido no nos ¢s de utilidad propondremos un namero en base a otro tipo de
consideraciones, por ejemplo, algin nimerc en particular que le fucra atil al
demégrafo, algtin estudio similar hecho previamente, ete,

Una vez obtenidos los grupos obtendremos un representante de cada uno de ellos para
ctiquetarlos y compararios entre si,

5.2.2 Diseiio del anilisis de conglomerados.

Dentro de esta etapa existen 3 pasos que son los siguientes:

a) Deteccién de outliers. Podemos llevar a cabo el andlisis completo y dejar que este
nos sugiera la existencia de outliers. Esta es la forma en que proponemos la deteccion
de dichos puntos,

Otra opcidn es llevar a cabo primero un analisis que arroje informacion respecto a la
existencia de los outliers. Una vez detectados éstos debemos decidir si se eliminan o
no estos elementos,

b) Eleccitén de la medida de similitud. Nosotros heinos elegido la distancia euclideana
al cuadrado debido a que nuestras variables son métricas v a que su célculo es mds
sencillo.

¢} Estandarizacion. Debido a que nuestras variables miden caracteristicas tan distintas
en magnitud como; poblacién y porcentaje de Ia poblacién dedicado a la industria (una
en miles y 1a otra menor a la unidad, respectivamente) hemos decidido estandarizar.
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De Io confrario, como ya habiamos mencionado en el capitulo 3, dominaria la
influencia de las variables de mayor magnitud sobre todas las demas. Los datos
estandarizados aparecen en la tabla 3 dei apéndice.

Como un primer acercamiento, vamos a utilizar las 14 variables que tenemos.

5.2.3 Supuestos del andlisis,

Representatividad de la muestra. En nuestro caso no aplica pues no utilizamos una
muestra de la poblacién que nos interesa analizar sino que todos los elementos de
interés estan en la muestra.

5.2.4 Eleccidn del algoritmo.

En este paso definimos que algoritmo habremos de usar y justificamos su uso.
Nosotros utilizaremos complete linkage (vecino més lejano).

Las razones de dicha eleccion son las siguientes: Utilizando la l6gica y viendo
ripidamente los datos que tenemos del Programa de 100 Ciudades, podemos darnos
cuenta de que los elementos que conforman este grupo son parecidos entre si. Si
utilizaramos ¢l método de Single Linkage (vecino mds cercano) podria (de hecho
sucede) dar como resultado una clasificacién poco 0til para nosotros. ;A qué nos
referimos con poco 0til? A que ¢l método, por su misma naturaleza, nos diera como
resultado de su aplicacién un solo grupo (recordemos el problema de serpenteo que se
presenta utilizando este método).

;Qué pasaria si utilizaramos el método de¢ Ward? Probablemente, como nos dice la
teoria, obtendriamos como resultado de su aplicacidén a este caso, muchos grupos
pequefios, es decir, al contrario de lo que pasaria con el método de Single Linkage
(vecino mas cercano), tendriamos demasiados grupos. Como consecuencia nuestros
esfuerzos habrdn sido pricticamente initiles pues, nosotros buscamos hacer la
informacion mis manejable. '

Por su parte, el método de Complete Linkage (vecino mds lejano), de acuerdo con la
teoria, elimina el problema del serpenteo que existe utilizando Single Linkage (vecino
mds cercano); y tenemos la esperanza de que nos de como resultado, a diferencia de lo
que podria suceder con el Método de Ward, un nimero manejable de conglomerados
como solucién. .

Una vez establecidas las condiciones del analisis veamos que resultados obtenemos de
su aplicacion,
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$28 Jaining Results

Number of varishles: 14

Number of cases: 100

Joining of cases

Missing data were casewise deleted
imglgamation (joining) rule: Complete Linkage
Digtance metric is: Sguared Fuclidean distances

T e T T A e e e
“' el ,@

En el signiente dendograma podemos observar cuatro agrupaciones principales, Una
de ellas (ver la parte inferior de la grifica) nos llama mas la atencién debido al
nimero tan reducido que la integran, Por una parte debemos averiguar que los hace
tan distintos al resto del conjunto de datos y por otra, que semejanzas existen entre
etlos.
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Pt Dendograma para los 100 casos -
: Camplate Linkage
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En la siguiente grafica observamos lo mismo que en el dendograma. Aunque, a mi
parecer, fa informacién en este formato se puede “leer” de manera mucho mas clara y

sencilla.
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Lo que podemos comentar acerca de la grifica que aparece a continuacion, nos
referimos a la grafica de distancias de encadenamiento, es lo siguiente. Los saltos que
observamos en Ia grifica son pequefios y mas o menos regulares hasta que la distancia
de 50. Ahora, regresemos a la grafica anterior o al dendograma. ;Qué sucede a la
distancia de 50?7 La respuesta es que a esta distancia se empieza a observar en el
dendograma (o en los cubos de hielo) una diferenciacién mas clara entre los
conglomerados que se han formado.
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Orafica de las distanciag de encadenamisnts
Distancia Buclideans 3 Cuadrads
I5C T T T T ; T : ! T

g 2O}

[

E an

& 14t

=

@ H
i .
18 ap ; e
Y . .

@ .

o B %
i § : _,,,«—""/J

Y ; ou U

. :

S R T I T SO — Linkaye
-A - e
9 'oWwe X 4 s pa 70 e @) qpp  Diske
Pash

Vamos a utilizar el criterio de Mojena (ver capitulo 3) para obtener el niimero natural
de grupos que existen en nuestro conjunto de datos.

Primero hacemos uso de la informacion de la amalgamation schedule (Ruta de
conglomeracién), para ser precisos necesitamos las distancias de encadenamiento
(linkage distances) a lo largo de todo el proceso. Esta informacion la enconiraremos

en la tabla 4 del apéndice. Una vez que las tenemos debemos calcular la media (E )y
la desviacidn standard (Sa ) del conjunto de distancias de encadenamiento.

Como resultado de nuestros cdlculos obtenemos los siguientes valores:
a = 210291019

S, =325012783

Ahora bien, recordemos la forma matemdtica del criterio de Mojena:
;1 > @ + kS, donde k=1.25.

Una vez hecho esto calculemos el umbral establecido por el criterio de Mojena

a+kS, = 616556998

114



UTILIZACION DEL ANALISIS DE CONGLOMERADOS EN LA DEMOGRAFIA

Bueno, ahora debemos regresar a la amalgamation schedule (ruta de conglemeracion,
tabla 4) para encontrar el @, 6 distancia de encadenamiento que cumpla con el

criterio de Mojena,

Buscamos en toda la tabla y encontramos la siguiente distancia de encadenamienio
@, = 6534326 e¢s l1a primera distancia de encadenamiento mayor que el umbral,

pero el criterio establece que debe ser la siguiente distancia de encadenamiento, por
tanto & ,,, = 83.88204 es la distancia que buscamos.

Para saber que elementos formarin los conglomerados solucién, es necesario
apoyvarnos en la informacién que nos brindan las graficas de los dendogramas y los
cubos de hielo, ademds de aquella contenida en la amalgamation schedule (Ruta de
Conglomeracion),

Pues bien, una wvez que sabemos que &, = 8388204, la locatizamos

aproximadamente en el eje vertical de la grafica de Bloques de Hiclo (o en el
dendograma) y nos fijamos en las agrupaciones que se hallan formado antes de esta
distancia (umbral). Si nos fijamos bien en la gréfica, la primera agrupacion se produce
a una distancia aproximada de 64 unidades, buscamos la distancia exacta en la Ruta
de Conglomeracién vy, la distancia exacta es 65.34326. Si recorremos de izquierda a
derecha el renglén correspondiente a dicha distancia, tendremos todos los elementos
pertenccientes al gropo.

La siguiente agrupacién se forma a una distancia aproximada de 51 unidades,
buscamos en la Ruta de Conglomeracién la distancia exacta, resulta ser 52.88701.
Nuevamente, al recorrer ¢l renglon de izquierda a derecha encontramos a los
elementos agrupados en esta distancia.

Por ultimo, a una distancia aproximada de 30 unidades, se observa una pequefia
agrupacion formada, segin la grafica, por 2 clementos. Buscamos en la Ruta de
Conglomeracién, la distancia exacta es de 30,16358, vy los clementos son la ciudad 28
y 56.

Siguiendo este procedimiento llegamos a los siguientes resultados:

Grupo 1. (individuos)
1,61,44,30,3,23,5,15,14,86,53,91,90,21,67,4,11,72.77,13,12,84,58,62,32,39,47,

Grupo 2. (individuos)
2,71,24,74,6,78,22,55,76,99,19,92,36,41,25,93,54,85,88,89,27,29,40,50,66,49,51,59,
60,10,69,79,18,45,46,98,33,42,31,7,38,9,20,57,96,16,83,100,35,65,82,94,26,73 48,75,
81,68,70,87,97,95,34,8,63,43,37,64.

Grupo 3 (individuos) 28,56.
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5.2.5 Interpretacion de los congiomerados.

Calcuiamos las medias de cada uno de los conglomerados que obtuvimos. Le damos
interpretacidén a cada uno de los valores de los individuos representantes de su grupo
{principales caracteristicas y diferencias).

VECTORES DE MEDIAS UTILIZANDO LOS VALORES ORIGINALES Y LAS 14 VARIABLES

v V2 v3 V4 Vs VB v7 Ve V8 VI0 Vi1 V12 VI3 V14
M1 40216452 9271 41368 4749 8143363 482 5167 132 333 228 0S8 2134 1651 306
M2 20086646 89.70 2407 5474 4275224 488 2011 205 380 083 226 3606 2651 538

M3 S8507.50 £1.80 2290 4970 11338350 525 V55 1023 470 000 T.4¥ 1807 2270 2030

Podemos dividir a los grupos de la siguiente manera:
G1. Poblacion total alta.

(G2. Poblacion total media.

G3. Poblacion total baja.

En cnanto al total de viviendas particulares habitadas (totvphab) en;
G1. Total alto de vph

G2. Total medio de vph

(3. Total bajo de vph

Ahora vamos a dividir a los grupos de acuerdo a su vocacién en;

G1. Principalmente ocupado en ef sector manufacturero.

G2. Principalmente dedicado al sector comercio y servicios.

(3. Principalmente ocupado en €l sector comunicaciones y transportes y destacado en
ocupacion en el sector servicios.

5.2.6 Validacion de los conglomerados.

Para validar nuestros resultados vamos a aplicarle a los datos un andlisis de
componentes principales, elegiremos un nimero determinado de componentes
(aquellos que reunan mas del 90 % de la varianza total) y estos factores se suponen no
estan correlacionados entre si. A estos datos habremos de practicarles el mismo tipo de
andlisis que previamente aplicamos a los datos originales. Una vez hecho esto
compararemos fos resultados.

Como una forma adicional de comparacion vamos a incluir, en este caso particular,
dos mapas de la Repiblica Mexicana. Cada uno de ellos reflejando los resultados del
andlisis correspondiente.

Ademads, en esta etapa haremos uso de la distancia de Mahalanobis para calcular las
distancias entre los elementos representantes de cada grupo solucion. La distancia
existente entre ellos serd un pardmetro que nos indique que tan distintos son entre si.
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5,2.6.1 Utilizacién de Componentes principales para {a validacién,

Cabe la posibilidad de que dentro de las 14 variables que consideramos en el analisis
anterior existen algunas que nos dan informacién redundante o, en otras palabras,
estan correlactonadas.

Para resolver este tipo de problemas podemos hacer uso de la téenica que presentamos
en el capitulo 2: Anslisis de Componentes Principales.

Recordemos los pasos a seguir para llevar a cabo dicho anlisis.

Paso 1. Vamos a estandarizar los datos. Lo cual es muy conveniente en nuestro caso
debido a la disparidad que existe entre las medidas de las variables involucradas en el
estudio. Veamos un ejemplo; Poblacién Total vs. Porcentaje de alfabetizacién. De no
llevar a cabo ia estandarizacién de los datos el efecto (el peso} de la variable poblacion
total anularia el efecto del porcentaje de alfabetizacién. Este paso ya fue efectuado
previamente,

Paso 2. Obtenemos la matriz de covarianza. Dado que se¢ llevd a cabo primero la
estandarizacioén de los datos esta matriz es una matriz de correlacion.

Covaniances {ciliestd sta]

sah
S
S S

Paso 3. Encontramos los eigenvalores y eigenvectlores correspondientes a esta matriz
de correlacion, Recordemos que la suma de los eigenvalores dard como resultado el
niimero de variables involucradas en el estudic. En nuestro caso 14,
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Paso 4. En este iltimo paso decidiremos cuales de los componenies principales son de
utilidad. En otras palabras si podemos reducir el nfimero original de variables
perdiendo un minimo de infomacién. Esta reduccién de variables nos podria ayudar a
que la informacion sea més manejable.

La eleccién del nimero de componentes principales ¢s un tanto arbitraria y depende
exclusivamente del investigador. En nuestro caso, vamos a conformarnos con los 8
primeros componeéntes principales. Gon €stos tenemos un poco mas del 91% de la
varianza.

Esto significa que tendremos ahora una matriz de datos de 100x8 en vez de tener una
matriz de datos de 100x14 como teniamos antes.

Recordemos que esta matriz de 100x8 la obtendremos multiplicando la matriz original
de datos por la matriz de factores (formada por los eigenvectores de la matriz de
covarianza). El producto de esta muitiplicacion serd una matriz de 100x14, de la cual
solo habremos de tomar las primeras 8 columnas. A estas nuevas variables las
llamaremos 2’s. Estos datos estdn disponibles en la tabla 5 del apéndice.

A continuacién presentamos la matriz de eigenvectores estandarizados.
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EIGENVECTORES ESTANDARIZADOS
Factor Faclor Factor Factor Factoe Faclor Factor Factor Factor Factor Facler Factor Factor Factor
1 2 3 4 5 [ 7 8 g 10 1" 12 13 14

Vi 0.248 0387 -0381 -0063 0175 -0306 -0089 -0.108 0083 -0032 0042 Q006 -0.007 0706
V2 0213 0340 0353 0057 0070 0041 0281 0285 0272 0646 0255 0060 -0006 0.022
V3 0478 0078 0031 0166 -0.216 0058 -0.038 -008% -0.157 0.932 -0.166 -0779 0019 -0007
V4 -0221 0456 0142 0102 -0030 0087 -0101 -0098 -0155 0182 0783 0107 -0034 0008
V5 0245 0408 -0.314 -0.081 0182 -0311 .0067 0099 0199 -0137 0035 -0035 -0010 0702
V6 D018 0289 -0556 -0073 0011 00256 -0308 0042 0225 0651 -0011 0152 -6010 0Q.087
VI 0483 0117 0011 0449 -0%10 0117 ©£091 -0.134 0008 -0065 -D150 0436 0672 0011
v8 0072 007 0094 -0237 0666 -0637 0110 0189 -0177 0040 -0001 0059 Q096 0002
v9 D015 0412 -D142 -0197 0070 0422 0000 G411 -0544 -0172 0229 0060 0192 -DQ05
V10 0097 0045 0385 -0266 0159 -0D099 -0789 0234 0123 -0044 -0009 -0044 Q195 -0003
Vi

ey

0085 0184 -D007 -0599 0437 D101 0403 0060 -G013 {093 0267 0235 0312 -0009
Viz -0325 0006 -0308 0409 -0035 -0.058 -0005 0499 0401 -0063 -0123 0235 0380 -0013
Vi3 -0381 0121 0170 0277 0197 -0.220 -0069 -0431 -0310 0f%6% 0342 .0167 0428 0010
Vi4 -0.201 -0.191 -0121 -0.395 -0.424 0355 -009 -D402 0452 0.084 0108 -0129 0.192 0004

oining Results:

Number of varisbles: §

Nunber of cases: 100

Joining of cases

¥issing data were casewise deleted
Mmaligamation (joining) rule: Complete Linkage
Distance metric is: Squared Euclidean distances

¥ Reclangular branches
iScale tree to dlink/dmax=100

Hagamos una comparacion de manera “visual” entre esta grifica v la que obtuvimos
anteriormente haciendo uso de todas las variables. Existen similitudes entre eilas. Para
empezar coincide el nimero de conglomerados solucidn, es decir, 3 grupos. Y por otro

119



ANALISIS ESTADISTICO DE CONGLOMERADOS. ALGUNAS APLICACIONES

fado, sigue existiendo un grupo, (ver la parte inferior de la grafica) que es muy
reducido y parece estar muy distante del resto.

Finalmente, cn esta grafica parece que hay una més clara diferenciacion entre los
conglomerados.

Complete Linkage
Digtancia Euclideans al Cuadrado

I S S A R0 2, T3 LT

&

0 20 a0 60 80 100 120 140 160
Distancia de Encadenamiento
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- Tsee Diagiam for 100 Cases
; Cubos de Hielo para les 190 casos
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En la siguiente grafica, correspondiente a las distancias de encadenamiento, los saltos
que se observan en ella son pequefios. Esto hasta antes de llegar a la distancia de 40.
A partir de esa distancia comienzan a ser mas pronunciados. Si consultamos el
dendograma correspondiente (o los cubos de hielo) nos daremos cuenta que 2 partir de
esa distancia se empieza a observar una mayor diferenciacién entre los conglomerados
que se han formado.
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Graph3: Pl of Linkage Distances acoss Sleps
HIE L] Orafica de las Distancias de Encadenamiento
Distancia Euclideana al Cuadrade
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Vamos a utilizar el criterio de Mojena (ver capitulo 3) para obtener el niimero natural
de grupos que existen en nugstro conjunto de datos.

Primero hacemos uso de la informacion de la amalgamation schedule (ruta de
conglomeracidn), para ser precisos necesitamos las distancias de encadenamiento
(linkage distances) a lo largo de todo el proceso. Dicha informacién se encuentra en la

tabla 6 del apéndice, Una vez que las tenemos debemos calcular la media (E Jyla
desviacién standard (.S, ) del conjunto de distancias de encadenamiento.

Como resultado de nuestros cilcuios obtenemos los siguientes valores:

@ = 253405761

S, =314661159

Ahora bien, recordemos la forma matematica del criterio de Mojena:

a,, >a+kS, dondek=1.25,

Una vez hecho esto calculemos el umbral establecido por ¢l criterio de Mojena
a+ kS, = 64673221
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Bueno, ahora debemos regresar a [a amalgamation schedule (ruta de conglomeracion)
para encontrar el @, 6 distancia de encadenamiento que cumpla con el criterio de

Mojena,
Buscamos en toda la tabla y encontramos la siguiente distancia de encadenainiento

e, = 7087754 es la primera distancia de encadenamiento mayor que el umbral,

pero el criterio establece que debe ser la siguiente distancia de encadenamiento, por
tanto & ,,; = 7681706 es la distancia que buscamos.

Para saber qué elementos formardn los conglomerados solucion, es necesario
apoyatnos en la informacion que nos brindan las graficas de los dendogramas y los
cubos de hielo, ademas de aquella contenida en la amalgamation schedule (Ruta de
conglomeracion).

Una vez que tenemos que &, = 76.81706, observamos Ia grifica de bloques de

hielo (o el dendograma) y calculamos donde quedaria ubicada aproximadamente esta
distancia de encadenamiento, Una vez ubicado este punto fijamos en los grupos que se
formaron antes de esa distancia. La primera agrupacién se forma a una distancia
aproximada de 70, buscamos en la amalgamation schedule y, encontramos gque la
distancia exacta es de 70.87754, de esta agrupacién quedarian excluidos dos
elementos que, a una distancia de 76.81706 se habrian unido al grupo. Debido a la
cercania de estos dos elementos con el grupo formado a la distancia de 70.87754 y a
su lejania con las otras agrupaciones formnadas, consideramos prudente mclulr estos
dos clementos, a saber, 28 y 56.

El siguiente, es el que s¢ forma a una distancia préxima a 60 unidades revisamos la
amalgamation schedule para precisar que distancia exacta es, en este caso resulta
56.51686 unidades. Recordemos, que si recorremos de izquierda a- derecha ¢l rengldn
correspondiente a esta distancia, podremos identificar a todos v cada uno de los
elementos conglomerados hasta esa distancia, éstos elementos conformaran el G1.

El tltimo en formarse, es €l que s¢ observa a 1a izquierda de la grafica de cubos de
hielo, s¢ forma a una distancia aproximada de 30 unidades. Buscamos esta distancia
en la amalgamation schedule, y la distancia exacta es 30.28623 unidades, y el grupo
esta formado por los elementos 17, 24 y 74,

Utilizando este criterio llegamos a los siguientes resultados:

Grupo 1. (individuos) 1, 61, 14, 26, 53, 91, 3, 23, 5, 15, 86, 90, 67, 87. 97, 95, 21, 30,
44,4, 11,72, 77, 12, 84, 13, 78, 58, 60, 89, 32, 39, 47y 62.

Grupo 2. (individuos) 2, 71, 54, 85, 6, 94, 52, 82, 88, 48, 68, 70, 73, 75, 19. 99, 40,

50, 66, 51, 59, 55, 76, 92, 22, 36, 41, 25, 81, 93, 8, 63, 37, 43, 64, 34, 7, 38, 9, 16,
100, 20, 57, 96, 83, 35, 65, 18, 46, 98, 45, 49, 33, 27, 29, 69, 79, 31, 42, 10, 28 y 56.
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Grupo 3, (individuos) 17, 24 y 74.

VECTORES DE MEDIAS UTILIZANDO LOS VALORES PRODUCTO DEL ANALISIS DE COMPONENTES PRINCIPALES
Vi v2 v3 v4 v5 V6 V7 Ve Vo vVI0 Vit V12 V13 V4
M1 39787574 D276 3809 4910 BI57T135 481 4780 119 366 216 077 23056 180t 345
M2 187858,89 8001 2330 5464 3764602 492 1814 250 368 027 230 3661 3009 642
M3 12390533 0343 2487 5393 2628167 467 1496 334 160 2109 646 2210 2735 307

Podertos dividir a los grupos de la siguiente manera:

G1. Poblacion total alta.
G2. Poblacion total media.
G3. Poblacion total baja.

En cuanto al total de viviendas particulares habitadas (totvphab) en;

G1. Total alto de vph
G2. Total medio de vph
G3. Total bajo de vph

Ahora vamos a dividir a los grupos de acuerdo a su vocacion en:

G1. Principalmente ocupado en el sector manufacturero.

(2. Principalmente dedicado al sector comercio y servicios.

G3. Principalmente ocupado en el sector servicios y el mas destacado en ocupacién ¢n
¢l sector eléctrico.

5.2.6.2 Utilizacién de la Distancia de Mahalanobis para la validacijn,

A continuacion vamos a hacer un andlisis utilizando la distancia de Mahalanobis.
Dicho analisis consistird en tomar el vector de medias de cada uno de los
conglomerados que obtuvimos a partir de los dos andlisis que realizamos previamerite.

Haremos lo siguiente, una vez obtenido el vector de medias de cada uno de los
conglomerados que obtuvimos calcularemos la distancia de Mahalanobis que existe
entre cada uno de ellos.

Podemos preguntarnos: J, Porqué utilizar la distancia de Mahalanobis y no otra? La
respuesta s sencilla, esta funcién de distancia nos ayuda a conocer cuan lgjos o cerca
se encuentra una poblacién de otra.

Esto podria proveernos de cierta evidencia de que tan valida es la separacién que
hicimos al formar estos conglomerados.
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Si quisieramos hacer un estudio mds minucioso, que el presentado en este trabajo 5010
habremos de proponer y no a desarrollar, seria fo siguiente. Una vez obtenidos los
vectores de medias podemos hacer una prueba de diferencia de medias multivariada.
Esto con la intencién de ver si en realidad los individuos pertenecen a poblaciones
distintas,

5.2,6.2,1 Célculo de la Distancia de Mahalanobis para el Andlisis Original.

Pues bien, calculemos la distancia de Mahalancbis. Basandonos en los resultados que
obtuvimos en el andlisis de conglomerados con el que comenzamos ¢l capitulo
tenemos 3 grupos distintos. Dichos grupos estdn formados como sigue:

Grupo 1. (individuos) 1, 61, 44, 30, 3, 23, 5, 15, 14, 86, 53, 91, 90, 21, 67, 4, 11, 72,
77, 13, 12, 84, 58, 62, 32, 39 y 47,

Grupo 2. (individuos)2, 71, 24, 74, 6, 78, 22, 55, 76, 99, 19, 92, 36, 41, 25, 93, 54,
85, 88, 89, 27, 29, 40, 50, 66, 49, 51, 59, 60, 10, 69, 79, 18, 45, 46,98, 33, 42, 31, 7,
38,9, 20, 57, 96, 16, 83, 100, 35, 65, 82, 94, 26, 73, 48, 75, 81, 68, 70, 87. 97, 95, 34,
8, 63, 43, 37 y 64.

Grupo 3 (individuos) 28 y 56.

Ahora, regresando a los 3 grupos que estamos estudiando. Para cada uno de estos
grupos debemos calcular la matriz de covarianza. Una vez realizado este proceso
tendremos 3 matrices de covarianza. Nosotros solamente necesitamos una, jQué
vamos a hacer? Pues vamos a utilizar las tres para formar una matriz de covarianza
combinada (pooled). Dicha matriz tiene la siguiente forma:

Z (ni - l)Ci
c=8a__

Z_: (ni - 1)

Ya casi terminamos de describir el proceso a seguir, ;Qué nos falta?. Recordemos que
la distancia de Mahalanobis hace uso de la matriz inversa de 1a covarianza, entonces
habremos de calcular la inversa.

Finalmente, multiplicamos esta matriz. por los vectores diferencia entre todas las
medias,
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1718
0.077
0425
0.560
1653
G.457
0,658
0019
G 470
0318
0.077
Q488
0,338
0.374

0.521
0.216
0.005
0.234
0.637
0101
0.019
0.002
0384
0.0
0.000
0,107
0118
0121
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0.077
0.502
0.037
0162
0.130
0428
0.032
0.093
0114
-0.207
-0.037
000
o063
o027

0216
1.027
0005
0447
0247
-0.574
0030
0077
0.363
G149
G033
+0.259
<3038
161

-0.425
Q037
0472

0,380

0450
0001
0.392

0036

3,270
0.025

0016

02857

-0.189

0163

0065
0005
0.347
0,134
0.002
0181
0.211
0024
-0 095
0020
-0108
0.038
-0 240
0129

0560
0162
-0 350
0483
0570
-0.049
-0.342
0,028
0394
-0 289
0.003
0.202
0220
0167

0234
0.447
0134
1.067
0270
0.57¢
0240
Q067
Q494
0017
0147
0166
0.366
0373

1.653
0.130
0,450
0570
1627
0271
-0 6681
0005
0.465
0310
0073
0479
0352
0338

MATRIZ DE COVARIANZA 1
0457 0558 .0.018 0470
0420 003 0093 0114
0001 0392 -0.036 -0270
0049 0342 0028 0354
0271 HB61 0005 0465
1138 0088 Ot11 0085
0089 0468 0085 0353
0111 0085 G333 0003
0095 -0.353 0003 0837
0142 0003 -0001 -0088
Q028 0018 00634 0043
0081 0328 0001 0175
0053 -0223 0017 0126
0224 0166 -0056 0088

MATRIZ OE COVARIANZA 2

0.537
0247
0.002
0.270
0541
-0 166
0.002
0008
0.380
0.02¢
0011
0,124
0110
0132

0101
D574
0181
0570
0166

0.923

0205
4,127
0312
0.084
0,041

0282
0.281
0,201

0.019
-0030
0.211
0,240
0.009
0205
0313
0108
0116
0014
0045
0022
0320
0128

0002
0077
0024
0067
0009
0127
-0 108
1128

T 0092

0028

0.087
0196
-0.230
-0072

126

0.364
0363
0095
0.494
0380
-0312
0416
0092
1.038
0027
0033
0142
-0240
0430

0318
0207

0.025
0,288
0310

0142
-0003
D00
0088
0915

0003
0197
0183
£025

oo
0149
0.029
0.017
Q029
0.084
Q.014
0,028
0027
0310
0080
0151
<0.052
-0.026

-0.077
-0.037
-0016
0003
£0.073
0028
0.016
0.034
0041
0003
0047
0,020
<0013
-0014

0.009
0033
-0.108
-0.147
oon
-0.041
0.045
o087
0.033
0.080
0246
-0.158
0007
0024

0488
o010
0297
0302
Q479
0.081
-0.328
0001
0175
0,197
-0 020
0332
0.205
0150

-0107
-0.259

0.038
0,186
0.124

0282
D022
0.198
0142
0151
0158

0622
0178
£105

0339
0063
-0 139
0.220
0.352
0053
0,223
£.017
0.128
4163
4013
0.205
0.192
00686

0119
-0036
-0 240
0.368
-0 110
-0 284
.0 320
0230
-0 240
-0.052
0007
0,178
0845
-0.07

0.374
-0.027
-0.163

0.157

0.338

0.224
-0.166
0056

(.089
-0.02%
0.014

0150

0086

0185

0123
0.191
-0129
0373
0132
-0.20%
0126
0072
0.430
0026
0,024
0105
007
0633



-0 568
0644
-0.388
0062
0583
0286
0.831
1.078
0.042
1513
0273
-0.919
-0030
1089

0.826
0160
0121
0.320
0818
0060
0157
0.019
0.384
0,040
-0.009
0039
0.008
0228
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-0.644
0.437
D328
0210
0.662
0367
-1.055
1573
0.030
2474
0156
-1141
oo
1755

0180
0852
0000
0.364
0168
0.516
02033
Qo062
0.288
01060
0017
-0204
-0 009
0164

-0.368
0.328
0183
0.071
-0.383
0280
-0.597
0942
0123
0,687
0.007
-0.640
0025
1260

0121
0.000
0.370

0189

0130
0134
0244
0027

-0.138
0.048

-0.079

-0 068

-0.222

-0.109

0.082
0210
oo
0.062
0.065
0.072
0.01
ooie
0011
0.249
-0 095
0.057
0.035
0.429

0320
0.364
3189
0.885
0348
0417
D282
-0.054
0.456
-0.062
-0105
0047
0.319
0.207

-0 583
0662
-0.383
0065
-0.608
0293
-0 851
1.090
-0.057
1574
0.284
-0.941
-0028
1.925

MATRIZ DE COVARIANZA COMBINADA

0819
0196
0130
0.348
0828
-0.036
-0165
0031
0.40¢
0031
-0006
0024
0018
0226

MATRIZ DE COVARIANZA 3
0206 0831 1078 -0042
0307 1086 1573 0030
0280 -0887 0942 0123
-0.072 0041 0016 001
0202 0851 1090 -0.057
0082 0433 0286 0201
0.413 1470 1402 -0129
0296 1402 1236 0530
0291 0129 0530 0346
-$358 1994 2603 0274
0201 0488 0795 .D107
0457 1303 1584 9132
-0.040 0057 0058 0047
0610 2868 -3614  (0.437

0080
-0516
0134
0417
0036
0.064
0.129
-0.126
-0.188
-0.049
0041
0231
£0.214
0.003

-0157
0033
0244
0262
0165
0.129
0324
0,070
£0.181
vy ]
-0026
0133
-0.288
-0.074

0019
6062
0027
0054
0031
0,126
-0.070
0.860
0.075
0.078
0.053
-0.105
-0.166
-0 142

127

0384
0288
0138
0 458
0 401t
0.188
-0.481
0075
0.968
0011
<0014
-0055
0136
0337

1513
2474
0987
0249
1.574
-1 358
1994
-2.603
0274
-1038
0987
2264
0325
6730

-0040
0100
0048

0062

0031

-0 049
G051

0075

-0.011
(G447
0.037

0113

-0.075

0167

Q273
0156
0097
-0.095
0.284
-0 201
0 468
-0.795
0107
-0.967
0.628
03503
0001
0812

-0 009
0.017
0079
0105
-0 006
-0 041
00264
0053
-0014
0037
0.186
-0 106
-0 008
-0.038

0919
A141
-0.640
oos?
0941
0.457
-1,303
1584
0132
2264
0503
1450
-0 059
3141

0039
0204
0068
0047

0.024

0231
0133
0105
-005%
0113
-0108

499
-0 071

0.034

-0 030
0.021
0025
0.035
-0.028
-0.040
0057
Q.058
0047
0.325
0.0m
-0.059
0019
0045

0008
0008
0.222

0319

018
0214
0288
0166
0,136
£075
-0008
-Ga7

0720
-0033

1.889
1755
1260

0420
1.925

0610
2.868

3614
0437

6750

0,812

‘3141

0045

-5.290

0228
0164
0109
0297
0226
0.093
0074
0142
0337
0187
0,038
0034
0033
0385



ANALISIS ESTADISTICO DE CONGLOMERADOS. ALGUNAS APLICACIONES.

MATRIZ INVERSA DE COVARIANZA COMBINADA

9 5 -1 -1 184 26 3654 1073 692 938 1569 2069 2204 1051

0 & 2 1688 498 3] 434 726 955 1021 491
-1 -1 7 0 141 -834 -245 -157 -213 -354 -469 -502 -240

4 0 1 1716 505 323 441 740 a1 1036 497

¢ 180 26 -3243 -952 -§14 -833 1352 1837 1955 -932
-26 2 A 1 2 6 280 a3 63 73 121 158 170 az
3654 1688 -B34 1716 -3243 200 8235135 2426503 1554561 2121295 3541545 4659720 4950195 2385660
1073 498 -245 505 652 83 2426603 715089 458091 625096 1043607 1373106 1467543 705946
692 M9 157 323 -614 53 554561 458091 203450 400440 668544 B79624 940121 452232
938 434 213 441 833 73 2121205 625005 400440 546431 912270 1200303 1282855 61710%
1869 726 -354 740 1392 121 3541545 1043607 668544 912270 1523063 2003930 2141750 1030263
2069 956 -469 971 1837 158 4659720 1373106 879624 1200303 2003930 2636632 2817966 1355547
2204 1021 -502 1036 -1955 170 4980195 1467643 940121 1282855 2141750 2817966 3011776 1448778
1069 491 .240 497 932 B3 2305660 705946 452232 617106 1030263 1355547 1448778 696926

MATRIZ DISTANCIA DE MAHALANOBIS

0 18,8328908 80.3534264
18.8328908 0 32.8589835
80.3534264 32.85898349 0

Mapa uno.
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5.2.6.2,2 Célculo de Ia Distancia de Mahalanobis para el Andlisis con
Componentes Principales.

Veamos que resulta de llevar a cabo el proceso anterior aplicado a los datos que
obtuvimos producto de la combinacion de las técnicas del analisis de conglomerados y
de componentes principales.

Nuevamente, al igual que con los datos originales, con estos datos resultado del
analisis de componentes principales, obtenemos 3 grupos. Los 3 grupos a los que nos
referimos son los siguientes:

Grupo 1 (individuos) 1, 61, 14, 26, 53, 91, 3, 23, 5, 15, 86, 90, 67, 87, 97, 95, 21, 30,
44,4,44,72,77,12, 84, 13, 78, 58, 60, 89, 32, 39, 47 y 62.

Grupo 2 (individuos) 2, 71, 54, 85, 6, 94, 52, 82, 88, 48, 68, 70, 73, 75, 19, 99, 40,
50, 66, 51, 59, 55, 76, 92, 22, 36, 41, 25, 81, 93, 8, 63, 37, 43, 64, 34, 7, 38, 9, 16,
100, 20, 57, 96, 83, 35, 65, 18, 46, 98, 45, 49, 33, 27, 29, 69, 79, 31, 42, 10, 28y 56.

Grupo 3. (individuos) 17, 24 y 74.

Otra vez, obtenemos las matrices covarianza correspondientes a cada grupo. Tenemos
3 matrices covarianza las utilizamos para obtener una sola combindndolas. A esta
matriz le calculamos su inversa. Multiplicamos y postmultiplicamos por los vectores

diferencia a la matriz inversa.

MATRIZ DE COVARIANZA 1

1.2370
0.7344
0.2208
0.0395
-0.1999
0.0818
-0.0040
-0.1927

0.7344 0.2209
3.2038 1.3283
1.3283 1.7443
0.2472 0.1933
-0.7219 -0.3446
0.7334 0.5110
-0.0582 0.4072
-0.1286 0.1722

0.0395
0.2472
0.1933
0.3347
-0.0332
0.0874
0.3439
-0.1051

-0.1999 0.0818
-0.721¢ 0.7334
-0.3446 0.5110
-0.0332 0.0874
0.3331 -0.1544
-0.1544 0.6058
-0.1275 0.0838
0.0269 0.0969
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-0.0040. -0.1927
-0.0582 -0.1286
0.4072 0.1722
0.3439 -0.1051
-0.1275 0.0269
0.0838 0.0969
0.8016 -0.0680
-0.0680 0.2796
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MATRIZ DE COVARIANZA 2
0.8233 0.1380 -0.2972 0.0040 -0.1102 -0.1175 0.0793 0.4580
0.1380 2.4506 -0.7131 0.3981 0.0360 -0.3155 -0.1652 -0.0563
-0.2972 -0.7131 1.1463 0.0569 0.0647 -0.1641 0.3510 -0.1788
0.0040 0.3961 0.0569 1.2558 0.6849 -0.1229 -0.1188 0.1191
-0.1102 0.0360 0.0647 0.6849 1.1027 0.0801 -0.0444 -0.2235
-0.1175 -0.3155 -0.1641 -0.1229 0.0801 0.9752 -0.1550 -0.1258
0.0793 -0.1652 0.3510 -0.1188 -0.0444 -0.1550 0.2680 0.1471
0.4580 -0.0563 -0.1788 0.1191 -0.2235 -0.1258 0.1471 0.9528

MATRIZ DE COVARIANZA 3
0.031 0009 -0.034 0044 0.044 0.078 0.109 -0.001
0.00¢ -0.127 -0.972 0.398 -0.255 0.186 0.859 -0.257
-0.034 -0,972 -5178 2813 -2.001 00980 4203 -1.526
0.044 0388 2613 -1.067 0.857 -0.361 -2.128 0.723
0.044 -0.255 -2.001 0.857 -0.490 0.447 1.834 -0.525
0.078 0.186 0960 -0.361 0447 0003 -0.620 0.289
0.1090 0.858 4.203 -2128 1.834 -0.620 -3.347 1.296
-0.001 -0.257 -1.526 0.723 -0.525 0.28¢ 1.296 -0.434

MATRIZ DE COVARIANZA COMBINADA
0.8692 0.3401 -0.113 0.0161 -0.138 -0.047 0.049 0.2248
0.3408 26896 0.0028 03376 -0.224 0.0532 -0.123 -0.08
-0.113 0.000¢ 1.3077 0.1109 -0.083 0.0753 0.3809 -0.06
0.0154 0.3164 -0.005 09674 0.3821 -0.028 0.1322 0.0678
-0.138 -0.217 -0.023 04016 0833 -001 -0.116 -0.118
-0.046 0.0463 0.0297 -0.03 -0.012 0.8372 -0.031 -0.058
0.0508 -0.121 0.383 0.0352 -0.063 -0.07 0.4329 0.0762
0.2271 -0.062 0.035 -0.005 -0.085 -0.06 0.0004 0.7285

INVERSA DE LA MATRIZ COVARIANZA COMBINADA
1.226 -0.162 0.2113 -0.034 0.1365 0.0103 -0.322 -0.322
-0.186 04663 -014 -0.259 0.2421 0.0085 04208 0.0956
0.1573 -0.026 1.0338 -0.14 0.1337 -0.148 -0.867 0.1355
0.0683 -0.202 0.3001 1.4649 -0.795 -0.054 -1.019 -0.07
0.034 0.2814 -0.285 -0.818 1.7303 0.1026 1.049 0.1837
0.0375 -0.024 -0.061 0.0455 0.0076 1.2196 0.1192 0.0655
-0.269 0.2116 -1.025 -0.158 0.2163 0.327 3.4311 -0.277
-0.397 0.1241 -0.167 -0.097 01915 0.117 03153 1.5035

130



UTILIZACION DEL ANALISIS DE CONGLOMERADOS EN LA DEMOGRAFIA

MATRIZ DISTANCIA DE
MAHALANCBIS
0 15.4798968 54.2992056
15.4798968 0 58.6320418
54,2092956 58.6320418 0

mapa dos.

Utilizando la informacién que nos brindan los mapas uno y dos podemos decir que
ambos analisis coinciden bastante.

Comparando los resultados de los 2 analisis realizados, encontramos que los
siguientes elementos no coinciden en su clasificacion :78, 89, 60, 26, 87, 97, 95, 52,
28, 56, 24 y 74.

De este tipo de comparacién también se desprende que el grupo 3 es totalmente
distinto para cada uno de los analisis. Por otra parte, en el primer analisis quedan sin
clasificar los siguientes elementos: 17, 52 y 80. En el segundo andlisis queda sin
clasificar solo el elemento: 80,
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ANALISIS ESTADISTICO DE CONGLOMERADOS. ALGUNAS APLICACIONES.

Ahora, sélo resta responder una pregunta: ;A qué se deben las diferencias?
Principalmente, a que los datos a los que se les aplicd el andlisis de componentes
principales NO recogen ¢l 100% de la informacién de los datos originales.
Recordemos que aportan un poco mas del 90% de la varianza. Quizas la informacion
que tenian componenies restanles aportan ciertas evidencias para asignar esos
individuos en distintos conglomerados solucion.

A los casos 17, 52 y 80 los vamos a catalogar como outliers. Entonces los dejamos sin
clasificar.

Finalmente, gracias a esta etapa de validacion, a las coincidencias que encontraimos en
los dos distintos analisis y a la interpretacién que pudimos dar de los resuitados,
podemos decir que los hallazgos que hemos hecho, la estructura que hemos
encontrado, pueden ser fitiles y confiables.

Grupo 1.(individuos) 1, 61, 44, 30, 3, 23, 5, 15, 14, 86, 53, 91, 90, 21, 67, 4, i1, 72,
77, 13, 12, 84, 58, 62, 32, 30y 47.

Grupo 2.(individuos) 2, 71, 24, 74, 6, 78, 22, 55, 76, 99, 19, 92, 36, 41, 25, 93, 54,
85, 88, 89, 27, 29, 40, 50, 66, 49, 51, 59, 60, 10, 69, 79, 18, 45, 46, 98, 33, 42, 31, 7,
38, 9, 20, 57, 96, 16, 83, 100, 35, 63, 82, 94, 26, 73, 48, 75, 81, 68, 70, 87, 97, 95, 34,
8,63, 43,37y 64,

Grupo 3 (individuos) 28 y 56.

Ontliers (individuos) 17,52 y 80.
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CONCLUSIONES.

Primero quisiera hacer enfasis en la sencillez de la idea generadora que motivé el
desarrollo de esta técnica. Sin embargo, como suele suceder con problemas que intentan
modelarse matemdticamente, al querer generalizar esta idea o crear u algoritmo que
permita legar a la antomatizacion nos encontramos con la necesidad de echar mano de
conceptos un poco complicados. En nmestro caso tuvimos que echar mano de los espacios
vectoriales y de ciertas propiedades que le son propias.

8i repasamos los primeros 2 capitutos del presente trabajo, aquellos que tratan
principalmente de los fundamentos y de su relacién con la técnica, nos daremos cuenta
que estas herramientas se habian desarrollado hace ya varios afios. jPorqué la aplicacion
de estas técnicas es tan reciente? La respuesta, como era de esperarse, ¢s que gracias al
desarrollo de los equipos de computo las Técnicas del Anilisis Estadistico Multivariado
han podido ser aplicadas a problemas de la vida real. Sin la ayuda de la computadora, en
muchos casos (por no decir en todos), la aplicacién de las técnicas seria muy tardada y en
otros tantos inaccesible.

Nosotros, como pudieron observar a lo largo del presente, hicimos uso del paquete
STATISTICA. Considero que las graficas y los elementos que nos proporciona son de
extrema utilidad para lievar a cabo un analisis de esta naturaleza Sin embargo, como
todo, tiene algunas limitaciones, por ejemplo: no incluye la Distancia de Mahalanobis; y
otra es el hecho de que si utitizaramos como entrada una matriz distancia ¢l maximo de
individuos que podemos manejar seria 56.

Por otra parte, mi experiencia a lo largo del desarrollo del presente me lleva a formular
las siguientes sugerencias y también a hacer algunas recomendaciones:

1- Consideré muy importante el andlisis de los dendogramas para tener una idea de la
utilidad que pueden tener los resultados producto de una combinacién de variables,
funcién distancia y método de conglomerado.

2- Me parece conveniente y recomendable aplicar a un mismo conjunto de datos mas de
una técnica de conglomerado y comparar cudl nos brinda los resultados m4s itiles.

3- Por iiltimo, yo encontré muy util ¢l uso del criterio de Mojena para encontrar &l
namero de conglomerados solucidn (naturales) y por supuesto los elementos quie los
formaban. A este respecto, recomiendo que se utilice la constante & = 1.25, va que su
aplicacion nos llevo a resultados mas utiles.

Finalmente, considero que adn falta mucho que desarrollar en esta técnica y que el
presente no es un estudio exhaustivo, sino mas que nada introductorio. Algunos temas
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que no abordamos y que serfan interesantes en futuros trabajos relativos a esta Técnica
serian los siguientes:

1. Vectores de caracteristicas mixtos. Para abordar este problema habria que proponer
medidas de similitud adecuadas.

2. Incluir como una técnica previa al Anjlisis Estadistico de Conglomerados, o como
parte del proceso de validacién al Analisis Multidimensional de Escalas.
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TABLA 1

IND.

X1

X3

X4
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30.4

17.9
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18.4
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236
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246

32.3
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244
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153
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156

236
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248
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236

31.5
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242
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245
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245
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153

231
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17.3

162

239

303
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23.1
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243
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21.3
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245
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247
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18.2

20.3

159
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161
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237
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245

325
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164

248

32.3
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TABLA 2

IND kil va va had vh V& V7 VB v V10 Vil Viz Vi3 Vid
1 547368 051 368 545 100560| 54| 4270 ot 402 33 004 26.14) 18865 7.82
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4 51557 941 49.4] 382 11414 44| 8554 9| 07g Q 0j 1798, 1456 113
5 47381| 956 38| 585! 181338| 45 3857 Q03] 363 4 ne2j 2720 2768 235
B 74348| 914| 152| 472 15151 48] 2007 0 207 o 847| 3280 30.78 5893
7 16097a¢| 957| 199| 66.3] 34183) 48] 1215 542 5,35 222 408| 3444 2293 1343
8 43920 942 203| g22 04271 44 527 0 1.68 1] 185 21.19| 8435 3 55)
9 173885 007 217| 802] 37403 4% 17 07 924 288 5.08| 3480 2413 604
10 135034] 876; 214 41 27997| 47 T34 3473 43 ol 13s58| to18| 1983 103
H 56338 95 S1.1| 39.8] 11984 46| 6816 0 Q.62 o Q17| 1224 185 9
t2 | 240058 06.2] 48| 450 51315 47 585 0.9 4 54 833 0 161 872 18
13 08185] 056 447| 487| 21554 45| 48586 005 1.63 0 G| 2858 20432 056
14 | 488168| 047] 414 503 oares| 48| 4967 044 4.08 a 0| 2348 1774 458
15 | 7o189t| 958| 332 S37| 156231 5| 39/ D48 4.6 117 003 2757 22468 309
16 | 154347 paz2| 218 e5p| 32987 46] 1167 085 1125 Q 055] 3475 3192 892
L 97863] 016| 221| 602 15835 4.6 248 965 008 3508 355 1827) 2089 20
18 so335) 7480 236| 582 18580] 53| 1582 0 163 0 0| 4945 20.44 426
16 | 222405 833| 3550 42| 4417| 48] 12N 023 389 0 3.55] 43.09| 3448 273
20 | 2psecs| api| 1e4] 725| 61825 47| 1075 07| 1126 0 9] 3912] 301 768
21 ro8400| 06.3| 484 44| 170585| 45| 6286 ¢02 195 0 4 1505| 1628 1,93
22 | 112580 962 253 47| 24758 45} 11.16 Q| 018 1] 4895 33.01 287
24 | szove3| 972| 87| 6514] 118370 44] 4577 039 872 Q 0] 24250 19.62 524
7 104014 948| 30.7| 523] 22576 4.8 2379 0os 324f 1288 003 2667 2956 375
25 00847 0567 32| 586] 18950 47 258| 1188 528 0 0 342f 2151 158
26 | 413835| @se| 288| 603} 82500 5 3437 (4] 387 0 Q06| 3333 2228 611
27 | 310568 28] 283| 554| 56465 54 367 0 254 0 o 3128 244 51
28 | 119170| 8s4| sl 534| 20280 55 403 2045 §38 Q 018 1745| 2277] 2483
20 | 262015| 86| 318 513| €3851] 567 3504 045 413 a 0] 3548] 2371 1 23|
30 | 8679201 887| 503 438] 145100] 60; 4829 004 332 Ly 002 2539| 18E&6 & 08|
31 94001 a7{ 402 o369l 16921] 53| 2191 0 0 D o] 6241 15,4 0.20
3z | po4at1| a49) 306) 384| 37700} 54| 5425 ool 198 1048 9| 849 1306 173
33| 110692 730| 2345 36t 18384| 53| 2B.14 Q 07 0 298| 3207 23613 1.07
34 | 593132| 874 18) 701| 122632| 48 752 005 208 0 199 2866] 4784 3,28
35 | 165167 8z8| 188| S84 31737 51 974 023 985 Q 0] 4021] 2619 14|
36 | 101067] 862 23| 624] 20022] 48 248 058 0.15 q 016 4731 2549 1.7
37 B83366) B48| 145 B854 13581] 4.6 20i 139 077 ] 1.78] 2358| 67.486 253
as | 2014s0| 942{ 285| 85| 42511] 47| 608 1056 7.08 0 0| 3585 2272 732
2g [ 424012 91.2| 504] 306| 24610 51 5916 127 0Eg 1572 oos] 1177 8233 2.98]
40 92570| 878| 2W¥| 577 1803t S1; 26867 10 017 Q Gl 4276 2739 269
41 74088| 801 28| 595 14864 5 108 [ 0 0 0] 4938] 3846 1 58|
42 | 1081577 B44! 342 332{ 184001 57| 39875 011 0.62 Q 025] 3704) 2138 0.85
43 | 111457 p4] 156 739 22614, 47 2.95 0 03 0 03| 3125 €312 208
ot | 819915] 50.6; 389 537 154318) 53 5057 a04 152 0 004 252| 14456 808
45 36135| 83,3 0.8 414 6926 52 1473 0 0.44 0 o220 4573 23867 0|
48§ 100828 7e.9| 17| 467| 18927 52| 15812 005 0 ] 0| 45133 3133 358
47 | 134880 g7| 41.5] 403; 26985 48| 5343 3157 088 129 #37] 1325] 1188 173
48 | 49200t 916| 259| 837 B4133 5| 2082 003 8.87 9 003 3566 208 0 59
40 66736| 84,2| 268] 484 11960| 58| 2423 0 033 0 428 54| 2BM 73
50 | 217068 sal 277} 359 41162 52] 2253 0.18 215 i o002| 41,16| 2882 418
51 185445 85| 226] 447 35025 52 3428 005 .37 o 0| 36456 2355 222




TABLA 2

IND Vi v2 V3 vé V3 V6 v va Vo vig Vi1 vi2 w3 V14
52 | 180573 eas| 237| 582 37es52| 47| 135 042 0.0¢ 0 074 3925 339| 1418
53 | 301779| e12] 337| 584 100657) 46| 351 111 377 24 0.05] 2861 2248 % 87
54 | 24t403| 38| 255| 00.6] 40730| 47| 2274 Q.44 338 1.7 D11 M477] 2042 743
55 61560] B38| 258] 44.8] 12620 4.8 2068 095 149 0 D67 d4619| 2914 087
96 12845 752 14 48 2287 51 106 0 0 o| +475| tses| 2282 3377
57 | aR7| 913 23| 707 84501} 40| 1682 on 77 a O 4135( 2454 & 48
58 65707 902] 384| 508 13752 47| 4638 259 763 Q 8.48] 16352 145 192
59 | 110128| 8472 247 414] 22107 48| 40T el 248 k) ol 2204| 2289 208
60 | 155563{ 086.5| 404 448| 20816| 52 4829 211 258 0 0] 273z 2015 1 56]
61 6554017 001| 378; £3.1| 10478Q] 52[ 4852 924 4.3 af GO3 2461 1957 473
82 | 120555 B55| 47.15 380| 23504 53{ 7028 908 0.2 o 213 168] 1087 155
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64 44603] &7 7| 154| 685 g642] 4.6 276 0 1.14 1] 558] 3112 499 9 49|
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TABLA 3

WDi{ Vi V2 V3 V4 V5 Ve 7 Ve VO | VI0 | Vi1 | V12 [ V13§ Vid
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1.378871

0.71529817

0.88750487

-0.72542628

-0.39959044

1.18196347

1.05762183

0.03055838

1.72624098

-0.25446629

0.57633161

-0.01884643

0.38866069

0.1227422
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TABLAS

Zt

Z2

Z3

Z4

z5

8

Z7

1.35004493

1.70748126

-0.47564837

0.64915128

-0 3251118

0.51241441

-0.07184188

2.02435728

-0.68651094

-1.42279986

0.01926267

0.10980405

-0.11453848

-0.28587112

2.98455289

2.89103976

-0.40284477

0,3285486

0.71572594

0.69017563

004577492

-2.48406847

-2.00677977

2.16307304

0.71340665

1.06409437

-0.32025214

0.21033915

-3.28585555

-0.32473568

1.31218837

0.26200871

0.52213145

0.15715063

015510091

-1.64359777

-0.33996373

-0.67080266

-0.50118148

-0.34388827

1.16774914

0.07952554

-0.73042532

0.81029601

-0.02536078

0.33387526

-0.49731295

0.19407415

0.09946191

2.116682134

-3.0473072

-1.49414478

-0.84129399

0.41596406

0.84894566

-0,59978978

-0.5284245

-1.67305287

-2.11738422

-0.5072479

0.50156631

-0,18110934

-0.40288317

-1.06667952

1.82376671

-1.29069842

-1.25176224

1.22533856

-0.41496092

0.46606219

-0.46163753

-0.29000454

-0.78643713

-0.62464469

1,02897931

030130778

0.60339941

-0.79043906

-1.2531265

1.28704824

-0.18541938

1.47638945

-0.65292928

-0.07979405

3.66808937

1.83927

1.96063527

0.61168989

-0.82972809

0.9266807

1.35831221

-0.33792375

-1.04444183

-0.24772738

0.81876612

0.48422461

0.16451036

0.3578556

0.09443517

0.86432846

1.97401376

-1.91796263

1.78167144

-0.45429521

-1.26864917

-0.01541637

-2.13196295

-0.41807107

0.23203154

0.27094065

0.14743857

0 28836608

-0.89255308

0.89331117

-0.46851814

1.20460851

0.07637449

0.14905104

0.18703885

3.41488549

087909746

1.90927995

0.6147305

-0.57456978

099056071

1 20003315

-0.08644794

0.73391074

1.16482428

0.89952059

0.60104766

-0.02777173

0.90779065

-0.39270679

2.09857205

-1,24569378

-0.14958503

0.78463511

-0.05012181

0.29929915

-1.1087848

4.68062588

-0.88116199

-6.28907005

4.40196014

-0.77595151

3.43622351

-0.44970486

-1.56439685

-0.11069519

-1.11860354

-1.91476795

-1.6495363

0.19401033

-1.20838998

-0.19692046

0.27008224

-0.42658546

-0.92453571

1.22757598

0 27642

-1.51835771

-3.05449886

0.24595249

<0.81804812

-0.74323809

2.28818677

0.20966081

3.40883048

0.37081756

0.8321781

0.36182388

-0.12474043

0.30256921

0.9854682

0.41471151

-0.54677632

1.15295537

0.63017887

-0.08156292

0.30423882

0.4721673

2.06506883

-0.39065967

0.35992601

0.1691661

-0.68718324

-0.93302208

0.74668324

1.17534543

-2.81452562

-0.4318929

-0.4492819

1.24251089

-0.67349186

-0.09797169

-1.11464886

0.08674743

0.66695019

0.75396252

-0.65105228

0.93661945

0.28187367

1.10924787

0.84793372

0.49519359

-0.06618636

-0.27885966

0.66854541

-0.70582717

2.26027204

-0.48710011

-0.22270104

-0.60589544

-1.32878949

-2.21468739

0.7030993

1.06528082

-0.850139681

-0.83191676

0.23263765

0.25680606

-0.52263578

0.08168335

-1.33128837

1.28773212

-0,20831539

1.01908147

0.52342798

0.00013234

0 40247954

-0.2227853

0.13332099

0 40745133

-0.3962507

-2 40967561

-2 7604508

0 65901805

-1.49577684

0.60756265

-0.14489279

-1.00104737

-0 08589734

0.73338202

0.3761398

-0.0062386

-2.89080765%

0.04762408

-0.66469041

-0.05240583

-0.29991909

0.45624808

-1.58217532

-2.68365205

0.32222672

-0.20958423

-0.27937296

0.99391592

0.11052017

0.79858291

-3.53672354

-0.846365508

-0.55046111

0.60965949

-0.03551285

-0.46649317

-1.88095448

2.79924222

-1.37848054

1.05899486

-0.15496518

-0.37632661

-0 67280632

-1.25454861

1.41560341

-(.66387466

059488436

-0 56399723

-1 40609919

0.20846327

-1.35411452

-1.62661437

-0.34711043

-1.02494481

-1.27247128

1.19657527

-0.54965428
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TABLAS

iND

Z8

Z9

210

Z11

Zi2

Z13

Z14

-0.4229629

0.21726375

1.31644249

-0.07131984

0.21407608

-0.01469193

-0.02948968

-0.0777421

0.20874474

-0.5664574

-0 09361097

0.08762011

0.05223006

-0.03236386

0.05318106

1.13037352

-0.57641251

0.38869863

0.23673958

0.01931331

0.07087146

-0.39633596

0.07684494

-0.39688561

0.17581083

-0.29291051

0.06361837

-0.06917732

-0.66122634

0.39713078

-0.3192378

0.03913909

-0.37516439

-0.00156774

0.0814158

-0.013226

0.44113194

0.11245107

053112454

0.51487911

0.03730895

-0.00724361

0.43911583

0.82817048

0.45514268

-0.40220304

0.11790377

-0.08577018

-0.01343207

-1.90792134

-0.8482988

0.69584158

0.96855861

-0.25180021

0.05268264

-0.03040038

OO~ b=

1.01756658

-0.41819731

-0.80010436

-0.14882009

-0 06850993

0.11859226

-0.0657021

1.47791574

-1.79850387

-0.54208521

051905185

0.35211001

-0.55340134

-0.05317149

-0.77239909

-0.45056184

0,21478783

0.20546623

-0.15924557

0.06040223

-0.01193383

0.49627084

-0.18295503

0.09522878

-0.04151047

-0.24447087

0.08432275

0.02134452

0.15297471

0.13200974

0.08375797

-0.2119241

-0.502820934

0.03936132

-0.0383644

-0.33821229

0.0496205

0.32639045

0.02644809

-0.08277956

0.01981445

0.01437063

-0.19735726

0.29208068

0.34284822

0.25312859

0.20157322

-0.00644166

-0,00330161

0.75576631

0.74743943

-0.00032833

0.22829185

-0.11900289

0.12744401

-0.02018864

1.17867638

(.35049704

-0.02622977

-0.31236998

0.01977469

-0.06003991

-0.0383793

-0.25116182

-0.32002878

-0.9593265

-1.37114914

-0,15585186

-0.0286818

0.00155375

0.20809859

-0.28012543

-0.90695585

-0.07431607

0.20392548

0.03697276

-0.04886534

0.63870213

-0.88731714

-0.56340432

-0.50471794

0.04577417

0.098733¢29

-0.02118783

-1.01865823

0.3982615

-0.48390386

0.32230556

-0.3685291

0.01921761

0.06630728

0.47968283

1.13778269

0.29101948

0.90016579

-0.64900181

001417713

-0.04296322

-0.06968544

0.20564862

-0,38801309

0.2067808

-0.11738767

0.05416559

(.09303382

0.55018048

0.24029616

0.15525364

0.38852063

-0.2744405

0.10671806

-0.01943775

1.40224488

-0.62673979

0.47902728

-0.31648523

0.00745818

-0.17646902

-0.01050861

0.07608813

0.48232732

0.80611228

-0.31643889

0.35865331

-0.02320795

0.03003999

-0.43882096

-0.23589106

0.62252848

-0.421701%82

0.561994

-0.02226236

0.01557315

-0.56731602

-1.04860739

1.30305626

0.85349208

-0.46711511

-0.2733527

0.09764779)]

0.23157938

-0.78065252

0.60860711

-0.24543044

0.27411966

0.01237323

-0.01341855

-0.98463073

-0.2543485

1.17156811

0.0951879

-0.61729504

0.00193236

-0.29810648

1.801185615

1,13102351

0.0670382

-0.16169388

-1.35325449

0.01444223

-0.01477052

-0.035683

-0.53508124

014177127

-0.00471743

0.36729858

0.08232369

0.03851716}

-1.05436989

-1.54155963

-0.31198627

0.27320483

-0.43803902

0.06851749

0.07932671

+1.26678183

-0,12153744

-0.18580717

-0.46737781

0.00196528

-0.05158642

0.016862005

0.18243144

-0.41790142

-0.69455388

0.06545933

-0.06511839

0.10559451

-0.01653943

0,38796162

0.50180962

-0.44224459

-1.29632858

0.24735888

-0.07443683

-0.03085265

-2.2517321

-1.58861026

-0.13938363

0.33884992

0.12172904

-0.0001262

-0.01653035

1.01727339

-0.38306991

0.34251179

-0.66395041

0.03488608

-0.17672835

0 00236006

0.17405637

0.19834947

-0 01052003

0.51900856

-0.33911457

0.10431132

0.01543462

0.1373921

0.18970961

0.37901199

-0.85831947

-0.08262043

-0.06041811

0.03009801

0,20841082

027519193

0.68474009

-0.49226238

-0.61723871

-0.02837814

0.02077797

0.23713967

-0.38950297

0.41400463

0.46052458

0.10005319

0.03374016

0.1052861

-1.37174796

-0.72218284

1.22953021

-0.07169983

0.23843832

-0.03819489

0.02781293

-1.21221758

0.80074073

0.40092936

-0.48217113

0.3671408

-0.0823501

-0.10202522

0.07158972

-0.38817769

-0.11379265

0.45517663

-0.79307221

004997184

0.027099

0.02807302

0.34416084

-0.73625301

-0.106886

0.20071929

-0.0198462

-0.00269614

-0.05082663

-0.22704369

-0.74181638

-0.204893868

0.1017643

0.02723413

-0.03478067

-0.12482807

0.13098362

0.26417075

-0.1966684

-0.03804234

0.02332505

-0,06835432

-0.60980385

-0.09939433

0.83309996

-0.25330798

-0.06711027

-0.00584069

0.12287998

0.02638128

0.02224798

0.40867487

-0.3530437

-0.0805706

-0.01215575

0.01623023

0.26896518

-0.28716716

-0.42456624

0.21300866

0.867991555

0.03445483

0 0076203

-1.0762134

1.42569219

-0.06372011

-0.22780446

-0.37753462

-0.05844375

-0.0184491

-0.41287604

0.27403831

-0.55709412

-0.36383175

-0.14203763

-0.00759307

0.029079

-0.07336288

0 51349241

0.25760923

-0.14709198

00285875

-0.00221807

-0.00944229

1.11057283

0.59988427

0.27129128

0.57430633

-0 1769181

00140847

-0.01692242

-3.4284606

1.8215084

-0.95365512

0.01279579

-0.1289568%

-0.000135001

0.01171675

0.49700798

0.08202078

0,15150934

-0.80519697

0.04445278

0.02038525

-0.0122227

0.48196214

+1.41598442

-0.42010492

-0.46046303

-0.0870688

0.10379577

-0.03667333

-0.06423575

-0.22103868

-1.01007574

0 27967022

0.84758708

0.04598479

-0.01883354
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TABLAS

Z8

Z9

Z10

Z11

Zi2

Z13

Z14

-0.25276646

-0.72052405

0.00716542

-0.20298308

-0.04977281

0.04664457

0.03382813

-0.6064345

-0.3226092

0.26142901

-0,25087463

0.15069626

0.00753877

-0.05680055

-0.85837863

-0.63614192

-0.00808896

-0.20462281

0.33268497

0.02225986

0.05818177

-1.37648383

-0.98595531

0.17031146

0.13710033

0.0260755

0.03567694

-£.0240572

-1.63664518

-0.13144264

0.15543112

-0.45922373

-0.05340031

-0.01090094

-0.0292572

0.58410035

0.2505178

-0.90081988

0.39272707

0.36251323

0,0781692

-0.03531799

-0.2586613%

0.47998957

-0.14960272

-0.16806215

0.32742389

-0.05918328

0.00423882

1,19023801

-1,86081241

-0.05244581

0.42579394

0.01127318

0.2076319

-0.03523544

-0.01176628

0.6578966

0.26968324

0.72458946

0.07371609

0.02881451

-0.08030482

-0.21883601

0.65286699

0.57044388

1.50906029

0.3447864

0.05503222

-8.479E-05

1.11280122

-0.29192546

0.34668406

0.51097443

0.36031251

0.10349862

-0.00702473

0.1730779

-0.24108235

0.34929597

-0.08013507

0.05411225

0.03826426

0.01080485

-0.30919641

0.19446577

0.01061185

-0.12947544

0.28010716

0.0072949

-0.03423717

1.11714809

0.31283065

0.12357113

-0.02084186

032068919

002670414

0.0061584

0.84069358

0.59298042

0.31514015

-0.10596581

0.07128563

0.0932081

-0.00635499

0.53875276

0.55509042

0.18448H7

0.09712552

-0.16534497

0.02589589

0.01531911

1.37637569

0.75349622

0.41952388

-0.07703046

0.32954203

-0.02690944

0.02533865

-0.43060342

-0.04168893

0,22285241

-0.53000874

0.43413661

0.01391815

-0.02328955

0.15422192

0.29170645

0.05083149

0.67862447

0.3266183

0.03432208

-0.03039478

0.73661996

0.15648433

0.22228727

0.54580994

0.51313142

0.04994136

0.0405727

077161046

-0.32808272

0.71815992

-1.30749125

-0.51817874

0.15019269

0.01798262

0.91857239

-0.34338853

-0.01501242

-0.00342927

0.31363486

-0.28918219

0.01520032

-0.35349045

1.12274125

-0.52046513

0.27280876

0.25029727

0.00300924

-0.03191361

0.86729485

-0.73832065

-0 01142079

0.28476545

-0.20184738

0.16475025

-0.0090316

-0.44608128

-0.00245098

-0.43369481

-0.00243609

-0.08438067

0.04862894

0.01927609

-0.980817886

0.39239921

0.52754307

-0.31342203

-0.00827933

-0.02335802

-0.00735561

0.17208209

-0.19017416

-0.33808331

0.00566626

0.01337874

-0.11131625

0.03451405

0.61459152

-0,34692415

-0.82006484

0.39767435

-0.41694155

0.1137634

0.11406401

0.05531479

1,3080272

0.84576606

-0.56964348

-0.31290782

-0.04439992

0.00644669

-0.02178942

0.32875321%

1.00182117

-0.41323601

0.64487612

-0.0145001

0.07456504

0.02389866

-0.486264384

-0.90854168

0.01271663

-0.17557273

-0.24305762

0.01610742

-0.58518152

0.61393072

-0.77372228

-0.14458079

0.18593544

-0.02782226

0.00085287

1.01026071

0.34527077

+1.22344589

0.60332635

0.25944924

0.06251965

-0.06861409

0.77885134

-0.54224658

-0.37813438

-0.11889176

-0.05452041

-0.41542839

-0.033289613

-0.78463765

0.91723966

-0.27121071

0.8654381

-0.35177949

0.06357056

-0.02425922

-0.78654128

0.82783152

-0.63528271

-0.342439886

-0.14583159

0.05597774

0.1299356

-0.43320012

0.4692954

-0,39231693

-0.33260586

-0.21086837

0 03697024

0.01343513

0.60442191

-0.43192663

0.74331726

<0.05574261

-0,19441981

0.09681286

0.0642418

-0.2407567

-0.13370891

-1.25935654

0.11401281

-0.33277403

-0.0017201

-0.01053897

1.27236885

0.46206203

0.73965114

0.87158502

0.41281269

-0.18512727

0.04528846

1.21550701

-0.83015621

1.01543356

0.2275969

0.07726779

0.01064099

0.0499438
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