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Capitulo 0

Introduccion

L _________________ |
Condicion de Fronteras Absorbentes para el estudio de la propagacién de
ondas actisticas y eldsticas. Aplicaciones. Descripcidn sintética por capitulos
clel contenido de la tesis.



0.1 Problema General

Encontramos el fendmeno ondulatorio en practicamente todo el espacio fisico
que habitamos y percibimos; en diversas manifestaciones como las ondas
acusticas, las electromagnéticas y también las eldsticas; nos interesa repre-
sentar el movimiento de particulas (propagacidn, reflexién y difraceién) de
una forma simplificada v confiable. Para lograr eso construimos y resolve-
mos un modelo numeérico del problema de interés. Asi, por un lado tenemos
la expresidn matemdtica que lo representa (ecuacién de onda) y por otro la
caracterizacion del espacio nfinito en que se da el movimiento, esto es, debe
representar la disipacion de energia conforme la distancia crece. El concepto
que agrupa lo anterior es el de Fronteras Absorbentes.

El estudio del fenémeno ondulatorio que nos ocupa tiene una amplia gama
de aplicaciones tecnoldgicas. Entre ellas destacan la difraccion de una onda
acustica por un objeto dado (un avién) la cual produce una distribucién
de presiones en su frontera y conocerla puede ser necesario para calcular el
campo irradiado a grandes distancias. En el caso de telecomunicaciones la
frecuencia de las ondas varia de algunas decenas de kilociclos (radio) hasta los
megaciclos y los gigaciclos (television) requiriendo pruebas indirectas como
la difraccidn, la interferencia y la reflexidn para su estudio. La propagacién
de ondas s{smicas se refteren a la propagacion de vibraciones que se producen
en el medio slido, se utilizan las fronteras absorbentes para representar el
exterior sin modelarlo realmente; éste sélo se manifiesta através de las condi-
ciones de frontera. Se utilizan también para estudiar medios heterogéneos
como huecos, fracturas o burbujas llenas de material de distintas densidades,
al estudiar la variacion en el espectro de la respuesta v después integrar dicha
vartacién al material completo. Para realizar pruebas no destructivas en ma-
teriales con propiedades dinamicas y materiales compuestos, en la modelacién
de la interaccion suele-estructura, la radiacion o difusién de una estructura
elastica sumergida en un medio fiuido infinito, en cimentaciones, etc.

0.2 Desarrollos Recientes

Las Fronteras Absorbentes surgen con Lysmer y Kuhlemever (1969) v em-
piezan a despertar interés en los 70°s en virtud del incremento en el estu-
dio numérico de distintos fendmenos en regiones finitas con condiciones de
frontera adecuadas para simular el medio exterior, tipicamente un medio in-



finito. Lysmer y Kuhlemeyer proponen un amortiguamiento viscoso para
representar la absorcién de las componentes de esfuerzo normal y cortante a
lo largo de la frontera artificial, dando buenos resultados para el caso unidi-
mensicnal, Posteriormente Clayton v Engquist (1977} obhservaron que en en
el dominio frecuencia-niimero de onda, la traccién es proporcional al nimero
de onda perpendicular a la frontera, el cual es la raiz cuadrada de la diferen-
cia de mimeros de onda (el absoluto y el aparente a lo largo de la frontera).
Ellos propusieron una aproximaciéu paraxial hasada en operadores pseudo-
diferenciales para la ecuacién de onda; ésta aproximacion tiene la virtud de
redicir significativamente las reflexiones espurias para un intervalo amplio de
angulos de incidencia. Se han propuesto una huena cantidad de modifica-
ciones ¥ mejoras a las coudiciones de frontera que originaron el concepto de
fronteras absorbentes. Por ejemplo, las soluciones analiticas que se obtienen
a partir del concepto de matriz de rigidez conducen a una interpretacién
fisica de absorcién perfecta, Sdnchez Sesma y Vai (1998), asi como condi-
ciones exactas derivadas de la ecuacion de onda en el dominio del tiempo M.
Grote (1993). Por ello se considera que el tema esta abierto y con diversas
opciones de desarrollo.

Para el tratamiento numeérico de las ecuaciones en derivadas parciales, que
modelan los fendmenos ondulatorios antes descritos, se recurre a los métodos
en diferencias finitas o de o de Elemetos Finitos. La mayor parte del trabajo
de investigacion desarrollado en este campo ha sido en el dominio del tiempo.
Lo que permite tratar problemas no lineales. Este trabajo se enfoca en el
estudio numérico de los modelos diferenciales en el dominio de la frecuencia.
En este esquema resulta natural abordar éstos modelos en su formulacién
variacional débil.

0.3 Descripcion de los capitulos

En éste escrito se mostrara la formulacidén matematica de las fronteras ab-
sorbentes v algunocs ejemplos de aplicacién. En el capitulo uno se presenta
el marco tedrice en que se desarrolla la ecuacidn reducida de onda, para
representar una excitacidn armédnica al medio que se estudia y stmular el
movimiento generado por dicha perturbacién, para ello hay dos alternativas
la. primera a partir de la Mecanica del Medio Continuo gue se presenta en el
apéndice 1 v la segunda se deduce a partir de la segunda Ley de Newton, la
ley de conservacién de la masa y el comportamiento lineal del medio en que




se propaga la energia. Se definen los conceptos de Condicion de radiacidn al
infinito propuesta por Sommerfeld v el operador DtN. Todo lo anterior da
lugar a la definicién de Fronteras Absorbentes. En el capitulo 2 se presen-
tan los métodos que usualmente se aplican en el estudio de fa propagacién
de ondas v en la aplicacidn de las fronteras absorbentes, y se desarrolla la

formulacidn variacional para el problema de Helmholtz. En el capitulo 3 se
analiza el caso mas general de frontera unidimensional y bidimensional.

0.4 Seguimiento

Evidentemente, el objeto de ésta tesis no se ha agotado en ésta biisqueda.
Ademas el tema ofrece perspectivas que apenas se eshozan aqui ¥ que se
puecden abordar en el futuro.

Las Fronteras Absorbentes se han tratado desde un punte de vista general,
a partir del planteamiento de un marco tedrico conceptual con la ecuacién
de Helmholtz, la condicidon de Sommerfeld vy ¢l operador DEN para los casos
en dos y tres dimensiones. Se da un esbozo de la formulacién variacional
para el mismo problema. En la parte practica se presenta un ejemplo general
unidimensional en que se hace uso de las fronteras absorbentes y con una
solucidn de Galerkin débil. En éste modelo se obtienen resultados satisfacto-
rios dadas las restricciones mismas del modelo. Una alternativa de trabajo
futuro es hacer una formulacidn diferente que permita comparar el modelo
existente o bien cambiar las hipdtesis iniciales de éste modelo general para ob-
servar variaciones en el tiempo vy espacio. Esto permititia estudiar fenémenos
diferentes dentro del mismo modelo. Por ejemplo el estudio de medios het-
erogéneos en ambas direcciones o bien heterogeneidades particulares como
la fractura. Otra alternativa de trabajo es la evaluacién e implementacion
de herramientas de computo distintas para el estudio de las Fronteras Ab-
sorbentes. Un ejemplo es el programa Matlab y Programas que utilicen el
Método de Elemento Finito.



Capitulo 1

Marco Tedrico

En este capitulo se presentan las definiciones formales de frontera absorbente,
Condicién de Sommerfetd, Operador DtN, as{ como algunos problemas para
la aproximacién del operador DtN, y su nocién de exactitud.



1.1 Planteamiento del Problema

Fisicamente las fronteras absorbentes ideales disipan la energia de las ondas
que arrivan a ellas. Matematicamente se busca hacer finito un problema para
tratatlo numeéricamente estableciendo un dominio cerrado dentro de uno in-
finito, con condiciones de frontera que garanticen la transferencia hacia el
exterior,

El objetivo de este trabajo es mostrar que el concepto de fronteras ab-
sorbentes es 1tit para el estudio numérice de la propagacién de energia on-
dulatoria en medios elasticos.

Para ello es necesario formular las siguientes hipotesis:

Sea f} C R" acotado, I' una variedad de dimensidn n—1 suficientemente

regular, frontera de (1 y sea (' = R* — (1
donde 0 = QUT.

1. NUT es un medio continuo isdtrope y eldstico lineal que se caracteriza
por las constantes de Lamé A y pu.

o]

la ecuacidn que gobierna el movimiento es la de Navier
pAL+ A+ )YV - @) +pwa=—f
que gracias a la descomposicion de Helmholiz, puede expresarse como:

i=VT4+Vx¥, V-T=0

Siempre que
con
AV 4+ = -2

En ésta secuencia k, = i ¥ ks = £ son los mimeros de onda P y §
’ 3
respectivamente
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donde w = frecuencia circular en (r:—d)

vy = ‘/1’\—";-2—“1 = velocidad de ondas P

U, = \/E = velocidad de ondas S y p = densidad de masa.

En el presente trabajo se considera la parte escalar de la descomposicidn
de Helmholtz; que se obtiene al considerar excitaciones armonicas y con
las siguientes condiciones de frontera:

Au+ku=fvEeQ (1)

cm—]—[ig%:g,\/:r erl (2)

donde a = a(z), 4 = B(x), g = g(z)son funciones sobre ' y v = u(z)
es funcién sobre QU T

Ju
o (d-ny2 O .
lim 7 ((9n thu) (3)
Esta iltima relacion se conoce como condicidn de irradiacion de Som-
merfeld, en ella r es la distancia desde un punto cualquiera de la regién
en que se originan las ondas difractadas (si d=2 6 3 » define una cir-

cunferencia 6 una esfera).

donde k es el paréametro antes mencionado que se conoce como nimero
de onda. Es la relacién entre la frecuencia y la velocidad de propa-
gacién de onda.

w

[»

o bien representa la cantidad de ondas por unidad de longitud

| 5

3. El campo incidente para la ecuacién de onda es conocido y tiene forma

fns(z ) = fo(x)em™t

Con objeto de dar sustento a las hipdtesis anteriores se presentan algunaos
conceptos generales de la. teoria ondulatoria de particulas y la mecédnica del
medio continuo.
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1.1.1. Ecuacién de Onda

La materia condensada suele estar formada por un conjunto de particulas
que constituyen una estructura molecular o cristalina v que interactian en-
tre si, dando lugar a una configuracién de equilibric. En numerosas aplica-
ciones es conveniente aceptar que dichas particulas estan constituidas por una
masa continua, sin huecos ni separaciones en su tnterior, que es homogénea y
ademnas isétropa, esto es, se excluyve la posibilidad de tener una distribucion
preferencial de las propiedacdes mecdnicas. De ésta manera, es posible crear
un modelo matematico diferencial para estudiar su comportamiento y en par-
ticular el caso de la propagacion de ondas, puesto que las ondas en ultima
instancia son la variacién espacio-temporal de una cierta propiedad de un
medio; el cambio de la altura de la superficie del agua en una ola, el cambio
de la presion local en el sonido, fos desplazamientos en el caso de ondas en
medios eldsticos sélidos. Las ondas electromagnéticas se propagan en el vacio
sin que exista un medio portador. Sin embargo, las ecuaciones que las gob-
iernan son muy semejantes y en muchos casos son idénticas. Esto hizo pensar
en el eather como medio portador. Las mediciones de la velocidad de la luz
ayudaron a abandonar esa idea. En lo sucesivo no se abordan explicitamente
las ondas electromagnéticas; nos referiremos a ondas acisticas y eldsticas
pero los resultados son aplicables a todas ellas.

Si consideramos el tipo mas sencillo de movimiento de una onda longitu-
dinal en una cuerda y suponemos que se tiene una densidad de masa uniforme
7, que no actian sobre ella fuerzas exteriores (como las gravitatorias}, que
se encuentra en un medio elastico continuo, como el descrito anteriormente.
Ademas supongamos que los desplazamientos son pequenos. El desplaza-
miento de la cuerda a partir de su posicion original se puede caracterizar
con una funcién de la forma u=u(x.t). Un medio elastico v lineal se puede
deseribir mecanicamente con las constantes de Lamé Ay 2 ! y con la ley de
Hooke unidimensional:

a\’.l.

Oz = (’\ + 2“)'3—'!_ (4)

Para deducir la ecuacién de onda basta plantear el equilibrio dinamico de

'Para una descripeién mas detallada de los conceptos de la Mecanica del Medio Con-
tinuo consultar el apéndice 1 de ésta tesis y/o la referencia 2
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una particula con dimensiones suficientemente chicas:

D9 x4 )= Ady = p2 Az (5)

J
Alox + di =p3t2

donde A = el area de la superficie normal al eje z, & es el valor promedio del
desplazamiento entre un punto v su incremento (r, x + Az). En la expresién
de equilibrio dindmico el valor de o(z + Az,t) se puede expresar mediante
un desarrollo en serie de Taylor en el que sdlo se consideren los términos de
primer orden. Se puede ver que si ademds Az — 0,4 — u la.ecuacidn de

equilibrio se vuelve:
do. Ju?

el (6}

Ahora se introduce la ley de Hooke que relaciona esfuerzos con deformaciones
y la ecuacidn anterior se convierte en la Ecuacion de Onda Unidimensional:

du? 1 Ju® _
9 = @0 @

donde a? = 2i2)
D

Las ecuaciones de onda en dos v tres dimensiones pueden deducirse de
la misma manera, éstas ecuaciones serian apropiadas por ejemplo, para una
teoria sencilla de ondas en agua (bidimensionales) o de ondas acisticas (tri
dimensionales).

Se puede demostrar que para un campo escalar tridimensional u la ecnacion

general de onda es:
I au®
V2u = L—EE? (S)

En el caso de un campo vectorial @ la ecuacién de onda elastica adquiere la
forma
i’
2A 2 _ 2 -
v, AL+ (v, = v, )V(V - @) = a0 (9
Esta ecuacién es mas complicada pero gracias a la descomposicién de Helmhotz
es posible resolverla en términos de ecuaciones de onda,

13



1.1.2. Ecuacién de Helmholtz

La ecuaciéu reducida de onda (Ecuacidn de Helmholtz) se puede deducir de
varias maneras, en ésta tesis se desarrollan dos de ellas; la primera se plantea
a partir de la Mecdnica del Medio Continuo {es la ciencia que analiza las
propiedades de los medios deformables bajo la hkipétesis del medio continuo).
Este planteamiento tiene la ventaja de permitir predecir el comportamiento
de los materiales que se utilizan en las ciencias aplicadas (Mecdnica y Re-
sistencia de Materiales) el desarrollo se puede encontrar en el Apéndice | de
ésta tesis. La segunda consiste en formar un sistemna de ecuaciones determi-
nado a partir de tres hipétesis fisicas (La Ley de Conservacién de la masa,
la segunda ley de Newton y la linealidad en el comportamiento de los mate-
riales):

a) Para obtener la ecuacién de continuidad consideremos un elemento
diferencial de volumen V, con frontera I, sujeta a presiones distribuidas
P(z,t). La velocidad del flujo normal a través de la frontera se expresa por
V{z,f} n(z) donde n{z) ¢ T es el vector normal unitario
La disminucion de la masa debido a un flujo hacia el exterior de la frontera
se expresa {Ley de Conservacion de la Masa) :

-%j"p av =frp(v-n)d5

La integral curvilinea del lado derecho se puede convertir en una integral de
volumen si se aplica el Teorema de Gauss:

}E_(pV)-ﬁdS=/Vdiv(pV)dV.

. . _
fv(.é—t + div(pV))dV =10

implica la condicién:
o + div(pV) =10
at prI=

6 ecuacion de continuidad.

De la expresion para la ley de Conservacion de la Masa se tiene una
ecuacién con cuatro incégnitas ¢ = (v, va, vz}, p

14



b) En segundo lugar obtenemos la ecuacién de Euler: Supongamos que
un elemento diferencial de volumen esta sujeto a cierta presion distribuida
P(z,t). La fuerza total en la frontera es la integral — § P 71 d5, de la segunda
Ley de Newton (F = ma) tenemos que:

—frPnds - Lp%dv

Usando el teorema de Gauss y linealizando la diferencial total en V
la integral curvilinea se convierte en integral de volumen — §,, Pnds =
— J, dinPdV para llegar a la ecuacién de Euler:

av

w="vF
En este caso se tlenen 3 ecuaciones con 5§ incognitas V = (v, vy, v3),p, P.
Para representar la Ecuacidén de Euler en su forma estacionaria se hace
V(r,t) = v(z)e™!, P(z,t) = p(z)e™ y se puede escribir:

v o
Par = pu(x)iwe™

Tomando el gradiente del campo de presion P, se obtiene:

V P(z,t) = (Vp(z))e™*
Luego, de la ecuacion de Euler se sigue que:

Tt it

= pv(z)iwe™ = Vpe

es decir que,

ipv(zhw = VP

La que se puede modificar al introducir el vector de desplazamientos u(x,t)
en la expresidn:

o

U=-vp
P o

cuya forma estacionaria es:
2
petu = p

15



¢) En tercer lugar se supone que P = f(p) de la forma P = ¢*p y junto
con las expresiones de los dos primeros pasos se llega a un sistema determi-
nado de cinco ecuaciones y cinco incdgnitas que se relacionan de la siguiente
manera;

OF _ a0
a2 a

= —cr"pudit.r%jti = ctdiv(gP)

para llegar a:

1 ap?
¢t dt?

AP =0

Bajo la hipétesis de ondas armdnicas se obtiene la ecuacién de Helmholtz:

Ap+kip=0
donde k = Z es el niimero de onda con dimensiones m™!

Existen varias técnicas para resolver ta ecuacidn de Helmholtz, que varian

seglin el problema que se quiera resclver. Una solucién muy impertante es
propuesta por el matemadtico francés D’Alembert alrededor de 1750; la cual
consiste en cambiar el sistema de coordenadas mediante la introduccion de
un cambio de variables a fin de encontrar una ecuacién mas ficil de manejar,
la solucién general que obtuvo es: u(z,t) = fi(z — ct) + fa(z + et)
Es ficil de evaluar si se tienen dos condiciones iniciales. Ademds propor-
clona interpretaciones fisicas importantes del movimiento ondulatorio. Otro
método muy comin es el de separacién de variables, por su planteamiento
Hleva naturalmente a los desarrollos de Fourier de las ecuaciones separadas.
Este método se emplea cn el eJemplo que se presenta en el capitulo 3.

1.1.3. Condicidn de Sommerfeld

Para asegurar que el problema de Helmholtz estd bien definido en el dominio
infinito, es necesario, establecer una condicién que garantice que las ondas
son de irradiacion pura v ademds que se van disipando conforme el radio
de influencia va creciendo. La expresidn matemadtica para representar dicha
condicidn, se obtiene del anélisis del problema exterior como sigue:

Sea u(r) una solucion de la ecuacién de Helmholtz en el dominio 0Ot

16



y g(r,v") = g(|r" — r|) el espacio libre de la funcién de Green, que satisface
la ecuacion 1 :
Agllr' = rl) + K2g(lr’ =) = 8(|r" —7])

¥ r,r'e 17,4 la funcion Delta de Dirac.
Donde 1’ es el origen o punto fijo y t es el radio de la esfera que va creciendo
hasta la frontera.

Si ademaés u(r) e C*(0) es armdnica en (2,
se puede probar que se cumple la ecuacién identidad de Green para la funcidn
que definimos:

u(r) = [ 1l gtr ) = gl S ()

Se cubre la region con una esfera de radio R que encierra f1. Y hacemos
R = 20 De esta forma d0% = 80 JSr v la condicidn se convierte en:

fasﬁ[u(r’)(—,)%({r, ') —g(r, r')g%u(r')}d.g(r') =0

para R — oo y para cualquier r e(}¥ suponemos que la esfera es de medida
tal que se cumple:

R=|r—r|={r

finalmente la integral para la funcién de Green se convierte en:

u du e*8
/asn k- g Y

Entonces las ondas se absorben en el infinito si:
u=0(R™") :ku——[—{——-= o(R™'}, R—>
’ dR

1.1.4. Problemas de aproximacién para la frontera arti-
ficial

Para resolver el problema que se planted en el inciso 1.1 es necesario im-
poner condiciones ce frontera sobre la frontera artificial, es decir, en el lugar
geométrico en que la distancia tedrica alcanza la frontera, de tal manera que

17



la solucién junto con su condicién de frontera (ecuaciones | y 2) coincidan
con la restriccién en (7, dicha condicién se conoce come el operador DtN,
porque relaciona a la funcién u(x,t) con su derivada (condicién de Dirichlet
y Neumann, respectivamente) de la siguiente manera:

dou = Mu

Para aplicar el operador primero se obtiene la expresién de u y su derivada;
para el caso de dos dimensiones es:

U(a,8) = Ly, %}% * cosn( — 0')U{a, 0')d’
donde H{" es la funcién de Hankel de primer orden

Es decir que el problema que se plantea en el inciso 1.1. tiene solucidn
tinica y debe ser la misma que se obtiene con el operador DtN,

La solucién de la ecuacidn anterior se aplica considerando series truncadas
en un cierto valor N lo que modifica la expresién del operador DtN a la forma:

a0 =My

se puede tener una solucién mas o menos aproximada en funcién del
numero de elementos de la serie que se tomen, 0 < n < N, aunque en el caso
de n > N la condicién truncada es evidentemente .U = 0, lo que da lugar
a eigenvalores que se desprecian y que producen un cierto error de aproxi-
macién. Dicho error se puede disminuir de varias formas; seleccionando un
mayor numero en N, asignando a los valores de &.{/ = 0 la condicién de
Sommerfeld, la de Bayliss-Turkel o la exacta de Grote.
El objeto de estudio de los errores de aproximacién da lugar a estudios de-
tallados y por el momento no se profundizara en ello.

18



Capitulo 2

Métodos de Solucidon

L ]
En este capitulo se presenta un resumen muy breve de los métodos de solucién
al problema de propagacién de ondas asi como el planteamiento tedrico de
la formulacién variacional.
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Meétodos de solucion

Introduccion

En el estudio de propagacién de ondas se han aplicado dos tipes de métodos
que varian segun el orden de aproximacién. En el primero se encuentra el
Método de Elemento Finito y el Método de Diferencias Finitas. El Método de
Elemento Finito se ha utilizado tradicionalmente en Ingenieria Estructural,
se ha visto que es mds adecuado para problemas que involucran compor-
tamiento no lineal y singularidades, ademas permite un refinamiento mas
efectivo. En el segundo grupo se encuentran métodos que utilizan aproxima-
ciones de orden superior como el método de Elementos Espectrales. Se ha
encontrado que en este caso se tiene la ventaja de legar a soluciones con el
mismo error que los métodos de menor orden pero con un nimero reducido
de puntos de discretizacion y disminuyendo asi el esfuerzo de cémputo; éste
método es de gran utilidad para analizar elementos con un gran nimero de
grados de libertad.

Sin embargo los fendmenos en la realidad requieren del analisis tanto de
configuraciones complejas como estructuras largas, es por ello que lo usual
es utilizar herramientas htbridas. Esto es usar Elementos Finitos o Diferen-
cias Finitas en aquellas partes del modelo donde ocurran comportamientos
plasticos, heterogeneidades importantes 6 interaccidn con diferentes tipos de
materiales (comportamiento no iineal) y Métodos Espectrales en el elemento
completo

Matematicamente, el problema se puede plantear de dos maneras:

L. Cen la Ecuacién de onda simplificada que se obtiene al suponer una
solucién periddica {Helmholtz); en este caso para que el problema ex-
terior quede bien definido se requieren establecer dos tipos de condi-
ciones: la de radiacién al infinito (Sommerfeld) para garantizar que las
ondas se dirijan hacia el exterior v que disminuyvan conforme crece el
radio de influencia, éstas pueden dividirse también en locales y globales.
Se requiere también de condiciones de frontera artificiales que limiten
el dominio infinite que se estudia pero que dan lugar a errores en la
aproximacion de la solucién numérica por truncamiento (condicién de
Robin). Con ésta formulacién se pueden estudiar medios heterogéneos,
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ya que es local y generalmente se trabaja en el dominio de la frecuencia.

2. En el dominio del tiempo se tiene una formulacion integral que no re-
quiere de condiciones de frontera, pero se tiene la desventaja de que se
requiere la solucidn completa del problema en la frontera por lo que se
considera global ademas es muy costosa porque da lugar a matrices no
acopladas.

La seleccidn de la forma de aproximacién depende de la aproximacidn que
se requiera, en ésta tesis se va a estudiar la formulacion de la ecuacidn de
Helmholtz en el problema exterior dado que interesa modelar las fronteras
absorbentes en medios heterogéneos.

Principio Variacional

Las aplicaciones de las Matemadticas a la Fisica se incrementaron en el siglo
XIX y mas atin en el siglo XX, al grado que cambiaron su caracter y am-
pliaron la naturaleza de su objeto de estudio; no solamente se ocuparon
de la formalizacién y abstraccion del conocimiento cientifico {matematicas
puras), sino también del manejo y control del mismo para un fin determinado
{matemdticas aplicadas). Esto fué gracias a que se encargaron de construir
modelos para describir nuevas teorias de Hidrodinamica, Elasticidad, Elec-
tromagnetismo, Termodindmica, y mds tarde de la Relatividad y 1a Mecanica
Cudntica, dande lugar a ecuaciones en Derivadas Parciales. Aunque algunos
de diches modelos se remontan al siglo XVIII, los matematicos no eran ca-
paces de resolver muchos de los problemas que se presentaban, fué nece-
sario un gran esfuerzo de investigacion de los Analistas del Siglo XIX en
la busqueda de nuevos métodos de solucién para que se dieran resultados
significativos y utiles para la Fisica. Es por esto que podemos afirmar que
las necesidades de la Fisica obligaron la fundacién de una nueva rama de
la Ciencia Matematica que se denomina Anélisis Funcional y que estudia
las propiedades de las funciones de funciones. Dentro de las propiedades
que nos interesa conocer estd la siguiente: dentro de un grupo de funciones
buscar aquella que haga un funcional estacionario !. Un sistema fisico con

1“Se dice que una funcién alcanza un valor estacionario en un cierto punto si el rango
de variacién en cualquier direccién es despreciable
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frecuencia se comporta en forma estacionaria si las ecuaciones constitutivas
del fenémeno son estacionarias de algin problema variacional.

Formulacién Variacional del problema de Helmholtz

Para empezar se analiza el siguiente problema variacional (J;) encontrar
u eH}(1) tal que: ?
J(u) < Jv)

Youe )
donde:
= . . 2,2 9
J(v) /;I(Vu Vede — k*v®)dz ._'/‘;fvd;r

Se puede verificar que J{u) esta acotado por abajo, es estrictamente convexa,
continua y coercitiva (L.e.J{u} = co cuando |uf, = o). Por tanto existe
weW, W C Al talque J(u) < J(u) ¥V neW

Por las condiciones necesarias de optimalidad, si u es solucién del problema
J1 entonces es solucidn de:

dJ{vw)=0Vw e
Cuya primera variacién esta dada por:
8J(v,w) = QL(VU- Vw — kfvw)de — QLf‘ wdz
Esto es, u es tal que:
L(Vu -V — kruw)dr = fu fwdz¥YwelV
El problema anterior nos conduce al siguiente problema (J;) de encontrar

u tal que u ¢ H)} ()N C*N)

Aplicando la identidad de Green tenemos:

.[n(_ Auy — Euv)dr = foud;r:,V ve HNO)

El

2Se dice que se busca una solucidn en "sentido cldsice” si queremos encontrar una
. L] ! . 1
funcidn: u ¢ C3{2) N C(N)} que satisfaga la ecuacién y que se anule en su frontera
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Por lo tanto
f(- A=k = flude =0,V ve H()
0

Y como H}({}} es denso en L*((1}, se sigue que

—Au—Ku=f
A la solucidn de J; se le llama solucidn débil a la Sobolev. Para finalizar esta
presentacién breve se desarrolla la formulacidn variacional para el problema
de aplicacién que se presenta en el capitulo 3.
Se trata del modelo de propagacién de movimiento ondulatorio en nn medio

estratificado heterogéneo, de tal manera que el planteamiento matematico es
el siguiente: A partir de la ecuacién de onda

A-Alu)+ Mpu =0
v una onda incidente que tiene la forma:

eik(Cosaz+Senaz)

. 2 . .,
con el nimero de onda: k% = %2 vy |a aproximacién al campo de desplaza-
=2y la ap P P
mientos de la forma:
u= eik(cosaz+5:naz} + U(,)eikcosnr

se llega a la siguiente ecuacién diferencial ordinaria con las condiciones de
frontera:

()Y + Ap(2)U = G(z)
p(OY, =da; 2=0
p(H)U, —ikSenal/ =0; z:=h
Cuya formulacidn variacional es :
0
'/h U U+, =AU U * ds — ikSenali « (—H) — iaV % (0)

la variacién de la ecuacién de onda en el campo de desplazamientos es la
siguiente:

Ue=Uy+h, U=1
v B
fh —(p(l), = Mplh + p(0)Voh — ich — u(—HYV,h + ikSerhUh = 0
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Capitulo 3

Aplicaciones

Ejemplo unidimensional de propagacién de ondas S en un medio estratificado
de la Ciudad de Meéxico.

24



3.0 APLICACIONES

En éste capitulo se presenta un caso general de propagacién de ondas § en un
medio estratificado. El cual da lugar a la propagacién en un movimieato de
reflexion vertical. Por un lado se resuelve la ecuacidn de Helmholtz utilizando
el método de Galerkin. Por otro lado se compara la solucién anterior con un
método analitico (Método de Haskell) através de la funcién de transferencia
del sistema.

Los datos que alimentaron ambas soluciones fueron tomados partir de re-
sultados de acelerogramas de pozo ubicades en la ciudad de México en la

estacién Coyoacan del CENAPRED.

DESCRIPCION DEL PROBLEMA

Consideremos la propagacién de ondas sismicas tipo 3 en un depdsito con
geometria irregular y suave, ubicado sobre un semi-espacio elastico en el que
descanzan N estratos con las siguientes propiedades:

jt = p{z,z) médulo de elasticidad en esfuerzo cortante; p = p(x, z} densidad
de masa; 8 = f(z,z) velocidad de propagacién de ondas S

S N T N A T W
I TN N,
J N TN N W
[T T T W OO T 5N O

% v', ""/-""I‘I" H
Ii% Q /.."f.'/%"l

Figura 1



Como hemos visto la propagacidn de ondas arménicas queda expresada con
la ecuacién de Helmholtz

A+ ke =10
donde £ = 5 esel numero de onda, w es la frecuencia angular

2 2 . . .
yA= a%?' + 53_—.2 el operador Laplaciano. Sin embargo nos interesa expresarla
en términos de esfuerzos y deformaciones; por lo que reescribimos la ecuacidn
de onda aplicando el operador Laplaciano:

d du 0 du

o L T T L

:tor T e ae
¥ COMO p% = ayy, -“g—: = g, son los esfuerzos normales en X y z respectiva-
mente, podemos escribir la ecuacion de Helmholtz come:

+ptu=10

CONDICIONES DE FRONTERA

En 2=0 se tiene una superficie libre por lo que:
El Esfuerzo; o,y |.zo= 0
En z=H se tiene un condicién de frontera absorbente que se expresa:

pd U o= —iwpgfBgeosyl |i=n

que se puede obtener ya sea evaluando la condicidn:

6U ‘) U’ —ivgs ]
7= prg- == I‘E(_{—'%T—_) |:=n= pE{—ive)Ve

—-firgz

. . LW
= ivgugV(h) = —EL,,—ECOS?PE}G’EU

6 bien evaluande la condicién de Sommerfeld directamente

CONSIDERACIONES ADICIONALES

a} El campo de desplazamientos en estratos tiene [a forma:
w=u"4+U

donde 1 es el campo incidente que tiene la forma
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— i aenyir 3OSV Gt
u® = ug(w)e 75 e PE e

sik= ,,;."—E.seny es el mimero de onda horizontal; -;’—Ecoyy es el mimero de onda

vertical se tiene:
UU — uo(m)e—tk::etwiews:
b) El campo de desplazamierto resultante es desconocido y se aproxima con

la base de cosenos siguiente:

ul =X A" 2)

nz=l
N nwz
z) = cos——
8() = 05
SOLUCION
La ecuacién de movimiento en funcién de los esfuerzos se expresa como:
c').o'zy + dozy +wpu
iz oz

cada componente de la ecuacion anterior se expresa utilizando la forma del
campo descrita anleriormente

Gey = 12 = 2 4 2,y = w2 = (i g seny)[u® + Ul;

putu = put(u; + u(z))eHk=—wt

Para conocer la respuesta en los estratos aplicamos el método de Galerkin

de la siguiente manera:

H do,., o, % nsag
fu (5 + 5o tweu)d(z)d==0

1 desarrollo de la expresidn anterior es:

Gy = H;i' u= [U,D + U]e—lkrfawt

X

a“ au

— = —iku; p— = —uik

PP thu; o pike
Oy

Ty _ _kz

dx & yu
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_ e v
T =He: “He THE:
8, ou® auv
a(zy) (Ju'az +1u3z)

pwtu = —put(u’ + U)

ou'

B o, ou
[ Ry +0) + 255+ u50) + 4 V)6 =0

La integral anterior se compone en cada miembro de una parte incidente
conocida y otra reflejada que interesa conocer por lo que al separarlas se
obtiene la siguiente funcién:

1. Parte incidente
s kzuu'qa"'dm—_( oy [ u o ¥ grds- [ oruigraz =
2. Parte reflejada
H 2 no_Am no:m 2 nm aU m
[ [FuTan g7 gL an 67 67+ p R ARG dz 4 ¢ (H)) = Fr

En las integrales anteriores la parte incdgnita se descompone de la siguiente
manera:

2
SaniCrlups [ %(1—%@%#7)&&&—#5 [ 2 g5 ds—ipa ip™ (H)$" (H)4n

SOLUCION NUMERICA DEL SISTEMA

De la expresién final se obtiene un sistema de ecuaciones que se expresa por:
Una matriz de coeficientes incégnitas multiplicado por el vector Cn y que da
por resultado la funcidén de campo incidente. Al resolver el sistema se obtiene
una matriz cuya diagonal principal contiene la parte real de la solucién y las
diagonales la parte imaginaria. Al invertir ¢! sistema anterior y cbtener los
coeficientes es posible obtener la respuesta del sistema y comparario con el
método de Haskell que aparece en el anexo 2.

SRR
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DATOS

ESTRATO ESPESOR DENSIDAD VELOCIDAD

1 4 1.5 160
2 5 1.6 200
3 2 1.7 280
4 1 1.4 80
5 3 1.4 80
6 25 1.7 500
7 2.5 1.7 400
8 2 1.7 340
g 2 1.7 400
10 4.5 1.7 590
SEMIESPACIO 60 21 1100

Tabla 1 Estratigrafia de la Estacién Coyoacan
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CONCLUSIONES

Se realizé un Marco Tedrico de las condiciones necesarias y suficientes
para establecer la frontera transparente o abserbente en un medio con com-
portamiento eldstico, lo cual representa un caso general pero también un
punto de partida para la elaboracién de modelos mds complejos de propa-
gacion de Energia ondulatoria. Se presentd también un caso de aplicacién
para medios estratificados, con una solucidén de Galerkin débil, lo cual repre-
sentd bastante ilustrativo de la aplicacién de la frontera absorbente. Se obtu-
vieron resultados aceptables conforme las hipétesis del modelo y se plantearon
las posibles rutas de seguimiento a la investigacién. Dentro de las mds im-
portantes se encuentran el estudio variacional riguroso del problema exterior
de Helmhotz para medios heterogéneos en dos direcciones. El estudio de la
fractura en medios no eldsticos, la disminucién de los problemas de aproxi-
macidn.
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Anexo 1 Mecanica del Medio Continuo

La mec4nica del Medio Continuo es la rama de la Mecdnica que se refiere al
esfuerzo en sélidos, liquidos y gases, asi como la deformacién extrema de di-
chos materiales. La finalidad del presente anexo es unificar ciertos conceptos
mds que expresar en forma detallada los mismos, es por ello que se hace un
esbozo muy general de la materia. Para el desarrollo de los conceptos bdsicos
en principio tomemos una regién en R?

Sea un elemento diferencial de la misma; estard sujeto a fuerzas de cuerpo
y fuerzas de superficie; las propiedades o fuerzas de cuerpo dependen de la
cantidad de materia presente por ejemplo la masa, la cantidad de calor, la
velocidad de propagacion de ondas, la presién, la temperatura, etc. Sise toma
el promedio de la masa en un elemento diferencial de volumen y después su
limite:

Lo que hemos hecho es convertir una propiedad extensiva a una puntual
y lo mismo se puede hacer con la temperatura y el tiempo {para encontrar
la variacién local de la temperatura P):

. AP
a%ar =F

Las propiedades intensivas o puntuales de un medio continuo son fun-
ciones continuas y derivables del tiempo en cada punto del medio y por lo
tanto podemos determinar el comportamiento global de campos escalares y
vectoriales de las fuerzas y desplazamientos en el medio estudiado.

Otro concepto fundamental en la Mecdnica del Medio Continuo es el
esfuerzo; que se deduce del concepto extensivo de fuerza de superficie, esto
s, si a una fuerza F que actia sobre una superficie S, Ia suponemos uniforme
distribuida continua y diferenciable, de tal manera que al tender a cero el
elemento diferencial de 4rea, le corresponda una parte pequefia de la fuerza
total, se obtiene el esfuerzo promedio de la siguiente manera:

AF  dF

A AS T a5 T
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Con los conceptos y las hipétesis anteriores se construyen tres tipos de
relaciones: Las de equilibrio, de desplazamiento-deformacién y las constitu-
tivas

a) Equilibrio estético

Se plantea el equilibrio en el elemento diferencial de volumen de la regién
de ®%; Por simplicidad tomamos un estado de esfuerzos plano, para lo cual
hacemos:

Oy T 0g; SO =0y =0 =10

Ahora tomemos la suma de fuerzas en la direccién "x”, y suponiendo la
dimensién normal a z;z, = 1 tenemos :

SFT, = 0= (00 + L dg,)dz, (1) - 2e(dzy) (1)

dz,
Ooy:
+(oy: + dz Yz, (1) — oy (dz,)(1} =0
Oz,
O bien
00z | G0y 0
Oz, oz, -
Podeinos proceder andlogamente en la direccién ”y” para obtener:
9o, do
Ty, = % 4 5 _
ba dz, * dz; 0

Si ademéds se consideran las fuerzas de cuerpo, las relaciones de equilibrio
son:

00z; | G0y

Hzz Tz 1 B =
bz, Oz, + 8 =10
doz, | Ooy _
Tt B =0

b} Relaciones desplazamiento-deformacién

Para un estado de deformaciones en el plano z.z, y con elementos difer-
enciales dz;, dy, se consideran por simplificacion dos tipos de deformaciones,
las longitudinales o isotrépicas y las angulares o distorsionales, mientras que
las primeras ilevan a un cambio en la magnitud, la segunda en forma. Para
el medio de la figura las deformaciones longitudinales son:
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04'—04 04 —dz, _ 04'

0A iz, e

i _
L

€ =
= 04" = (g +1)dz,

(OA’)2 =(1+2¢+ 6?) (d&."z)z
Por otro lado del triangulo OA’C se tiene:

2 9
(0A")? = (dz, + %dz,)z + (fdzx)z
T T

Igualando las expresiones y despreciande los términos de segundo orden
tenemos:

Ou, | Ou

Ouy

2 2y _ 2 2 2
(1+2¢ + €)(dz.)?) = “”az, +(3Iz) +(32,) )(dzy)
tenemos:
€rp = € = Ouz
zz — H — 613

Se puede hacer lo mismo con ¢, y obtenemos:

o = Buy
W Bz,
Y para las deformaciones distorsionales:
o me. = du; . Dy,
Iy = ¥z —
oz, Oz,
En resumen:
Ju,
€zz = 7 —
Oz,
e = Ouy
w =2
oz,
S,  Ou
= = ¥
€ry = €yp = '6— +

z, Oz
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¢) Relaciones constitutivas

Un material es eldstico si sus deformaciones son proporcionales a los es-
fuerzos locales (Ley de Hooke) lo cual se expresa matematicamente de la
siguiente manera a) para el caso de esfuerzo local axial

Orr = Eepy 6 0, = Fey

b) para el caso de esfuerzo distorsional

Try = (6240 0oy = Eegy

Dentro de los materiales que se utilizan en ingenieria existen compor-
tamientos muy variados pero tienen en comiin un comportamiento eldstico
al principio de la aplicacién de la carga, esto es, la deformacién es propor-
cional a la carga o esfuerzo local, el parametro que expresa dicha proporcion
es el modulo elastico o0 modulo de Young (E)} para el que existen tres posi-
bilidades:

E=constante se tiene un material elastico perfecto
E=E(e) materiales ineldsticos
E=E(t) materiales viscoeldsticos

Experimentalmente se ha probado que ante un estado de esfuerzos uniax-
ial en la direccién "x" se tiene una respuesta (expansién o compresién) en la
direccién artogonal "y”. Al cociente se le conoce como relacién de Poisson.

- —€iz
Eiy
El médulo de rigidez del material se puede expresar en funcién del médulo
de elasticidad y el médulo de Poisson como:

E

Skl TP

vE
(1+v)(1-2y)
La Ley de Hooke en tres dimensiones se escribe a partir de conceptualizar

un esfuerzo normal como la descomposicién de una parte isotrépica ¥ otra
distorsional:
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1
€rz = 'E'(O'a:z + V(Uyy + gzz))
1
Cgy = E(O’yy =+ IJ(O'" + Uzz))
1
€2z = E‘(azz + V(o'z': + ayy))
2(1+4v)
€xy = E zy
21+ v)
=g o
214+ v
€ = ( % )O'zz

En un estado plano de esfuerzos se tiene:

T = Opz = Oy = 0

1
€rz = E(J" +v(oy))

1
€y = E{Uyy + v(022))

v
€2z = E(Uu + v(ay))

— =y

€y = c

y los esfuerzos;

02 =13 (€22 + vEyy)
Tyy T {egy + vezz)
Oy = Gezy
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En términos de la componente de deformacién se tienen expresiones sim-
ilares. Otra forma de la Ley de Hooke que serd de utilidad se obtiene al ex-
presar el esfuerzo normal come una descomposicién de una parte isotrdpica
y una distorsional.

Or = O + (02 +0m)

6 en términos de deformacién:

€ = €m+ (€2 — €m)

La relacién entre €, y op ©5:

€m = - o,
m 3K m
¥ IOS distorsiona.les
€z €m 9 Oz Om

de donde:

0: =2G{ez — €m) + Om = 2G(e; — €m) + 3K ey,

= 2Ge, + (3K - 2G)en

si introducimos el pardmetro de Lamé

_3k-2G

A 3

Tenemos:

oz = 2Ge; + 3¢,
Por otro lado

. ds 0Os Os
d1v5—5+5§+£

=€ +6 + € = 36
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Los esfuerzos normales y cortantes en funcién de los desplazamientos

o =2G aaiz + MdivS
o, = 20%% + MivS
g, = QG% + AdivS
e = Gt + 5
mal 8

A continuacién se hace uso de las relaciones de equilibrio dindmico. Para
presentarlas, se hard un resumen de las ideas fundamentales que las originan:

Para estudiar propiedades extensivas a partir de ecuaciones integrales se
utiliza la técnica del volumen de control y el principio de conservacién de
la masa; la primera consiste en fijar un volumen conveniente para analizar
su variacion en el tiempo, el movimiento de particulas hacia adentro y hacia
afuera es a partir de la superficie de control. El principio de la conservacion
de la masa establece que no hay ni creacién ni destruccién de masa en el
interior de un volumen de control y por tanto, si hay cambios de masa, éstos
son consecuencia de un flujo através de la superficie de control. Se establece
el equilibrio dindmice de un volumen de control. En ésta situacién, como
se dijo, la resultante de esfuerzos internos tiene que ser nula y por tanto se
obtiene la en la superficie de control como:

R= [ch»udv+ fSCT(n)ds

8i se considera ademds que la cantidad de movimiento ird cambiando
conforme entra y sale de la superficie de control, 1a rapidez de variacién se
obtiene integrando sobre la superficie la masa que cruza cada elemento por
segundo, de esa manera se obtiene la ecuacidén de la cantidad de movimiento:
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Lc%v—+fg:pu(v.n)ds

/V pfav + § seT(n)ds

la cual se puede transformar por medio de la expresién de Gauss y con-
siderando la aceleracién como
tenemos:
pa=pf + divT

Por la identidad de Cauchy
T{n) = 1T(i) + mT(j) + nT(k} donde

T(i} = 0.3 + Tzyj + Tozk
T(j) = Tyl + 0yf + Tk

T(k) = Topt + Toyd + 0.k

y escribiendo la aceleracién a y la fuerza mésica como:

a=a;i+aj+ak

f=fi+fi+fk

llegamos al siguiente sistema de ecuaciones de equilibrio en coordenadas
cartesianas:

pa: = pf: + GV, + (G + A)a—idivs,
a
pay = pf, + GV%s, + (G + )\)adius,

pa, = pf: + GV%, + (G + A)%d@'vs,
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Si sustituimos el laplaciano V2 en las ecuaciones de equilibrio y se escribe
en forma vectorial se obtiene la relacién :

pe = pf + GV?s + (G + M) graddivs

En problemas eldsticos las aceleraciones son tan pequefias que se pueden
despreciar y la ecuacién anterior se simplifica:

GV?%s + (G + ANgraddivs 4+ pf =0

Se conoce como la ecuacién constitutiva fundamental de la elasticidad o
la ecuacton de Navier

EcuaciondeOnda

Si consideramos el tipo mds sencillo de movimiento de una onda en una
cuerda y suponeimnos que se tiene una densidad uniforme p, que no actian
sobre ella fuerzas exteriores {como las gravitatorias), entonces tendremos
una tension uniforme y finalmente que los desplazamientos son pequetios. El
desplazamiento de la cuerda de su posicion original se puede simplificar en
una componente distorsional y una componente axial o de dilatacién. Dichas
componentes producen rotaciones, deformaciones angulares y dilataciones.
Si se tiene cuenta solamente con la componente distorsional, el material es
incompresible y por lo tanto:

divs =10

que al aplicar a la ecuacién de Navier, se obtiene:

d*s

— = 2
pdt2 GVss

ahora, si se considera que no hay rotaciones, la condicién cambia a:
Tots =10
si se considera ademsds que :
grad div s = V?s +rot rot s

La ecuacién de Navier se convierte en:

p% = (26 + A)V7s
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Finalmente:

¢ es la velocidad de desplazamiento de la onda
Las ecuaciones de ondas en dos y tres dimensiones pueden deducirse de
la misma manera, éstas ecuaciones serfan apropiadas por ejemplo, para una
teoria sencilla de ondas en agua (bidimensionales) o de ondas acusticas (tri
dimensionales). Considerando por separado cada componente del desplaza-
miento, puede demostrarse que la ecuacién de ondas general es:
1 Bu?
Vzu = 'U_??a—ti
EcuaciondeHelmholtz
Si suponemos que todas las ondas son arménicas en el tiempo, con fre-
cuencia angular w es posible expandir el campo escalar de excitacién como:

u(z;, t) = flz)e™ ™

coni=1, 2, 3,..
f es una funcién estacionaria o funcién potencial de velocidad

Podemos simplificar la ecuacién de onda en la Ecuacién de Helmholtz de
la siguiente manera:
Viu+ku=0

=
con k=%
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ANEXO 2.- Metodo de Haskell

Este método sirve para calcular la respuesta de un sistema lineal estratifi-
cado; se transforma la ecuacién diferencial parcial de onda en dos ecuaciones
diferenciales ordinarias, mediante la introduccién de un vector de funciones
del desplazamiento y el esfuerzo en ondas SH. Se calcula la matriz de propa-
gacién para cada estrato a partir de la superficie y hasta el semiespacio para
obtener la funcién de transferencia del sistema.

A partir de la ecuacidn de onda descrita en funcién de los esfuerzos y
deformaciones:

00zy | B0y @
oz 0z ‘o
¥ la ecuacién reducida de onda

w‘l

Ay + —ﬁ_?u =0
con una de sus soluciones:

u = u(k, z, w)eFs—«h

donde £ = 4 es el nimero de onda; w =frecuencia angular;
B = % = velocidad de propagacién de ondas S;
4 = mébdulo de elasticidad en cortante

se construye un sistema de dos ecuaciones con dos incdgnitas mediante la
introduccién de la funcidn:

du1
dz
¥ que al sustituir la solucién de la ecuacién reducida de onda, y el esfuerzo
en la ecuacién de onda en términos de esfuerzos nos da la siguiente relacién:

Uy =

dup _
dz

que en forma matricial se expresa por:

()= (e ) ()
dz \u2/  \k*p—-w?p 0/ \up

(K*p — w’p)uy

[A]
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o bien por: £ = Af donde una solucién para F estd dada por:
T = 7 evite-se)

siendo 9; el valor caracteristico de la matriz A;
v; = vector caracteristico correspondiente al valor v, con j=1,2 que al
sustituirse en la solucidn da lugar a la solucién general:

F=EMw

con & = vector de amplitud de ondas ascendentes y descendentes 5+,5~, y
M es la matriz que representa los factores verticales de fase. Bastard conocer
la matriz inversa del producto F= E M para determinar las amplitudes del
campo incidente y el reflejado en términos del esfuerzo y deformacion. Es
decir;

w=F'f
-1 1 V“ev(z—zo) _e—u(z—zo)
= '2';’-'; (V’uev(z—zo) e¥(#~20) )

Por otro lado la matriz de propagacidn es:

t z 13 €
PM%FJ+LA@MQ#LM@+LuWJLJ@MMﬁ+M

o bien

£ P(z,2) = A()P(z,2)

donde 2g es el nivel de referencia.
Si consideramos que P(z, z) = I; obtenemos la siguiente propiedad:
F(z) = P(z, z0)f ()

Como P(z, z) f(z) satisface la ecuacién del sistema, entonces genera el vector
desplazamiento-esfuerzo en la profundidad z al operar sobre dicho vector en
la profundidad zy. Si A(z) es constante en un estrato, al evaluar las integrales
de la matriz de propagacién queda:

1
Plz,zmpy=T4+(z—-z)A+ 5(2 — 2)PAA + .. = )4
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En general para el i-ésimo estrato se tiene:

P(z,20) = cosh ni(z — zp) senhﬂ:fl
! nipisenh ny(z — z5) cosh ny{z — zg)

donde
w? w
=) k= —senf
B ) Be
BE es la velocidad de propagacion de las ondas S en el semiespacio. Final-
mente la respuesta del sistema se obtiene de la combinacién entre W y P
como sigue:

n; = 4f (k? —

W,

=4t

= RT::D

donde
R= F_IP(Z;', z,'_1)...P(Z,', 0)
y como en z = ( el término Iy =0,
St

lliz:O =
1,1
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