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Introduccién.

Para empezar, recordemos la difinicién de contractibilidad:

Un espacio topoldgico es confraible si existe un punto p € X y una funcién
continua F : X x [0,1] — X tal que F(z,0) =z vy F(z,1) = p para toda z € X.

Aunque esta definicién es muy natural no siempre es fécil decidir si un espacio
es contraible o no. Esto ha inducido a algunos autores a buscar criterios mds
sencillos para decidir la contractibilidad de un espacio. Un criterio que implica la
no contractibilidad es la existencia de R*-continuos (ver [3]). Este concepto fue
introducido por S. T. Czuba en 1979 ¥ es fdcil de aplicar en los continuos.

Extendiendo las ideas de Czuba, en 1986, W. J. Charatonik estudia la existen-
cia de R3-continuocs en los hiperespacios, 2¥ y C(X),de todos los subconjuntos
cerrados y todos los subcontinuos de un continuo, respectivamente.

El objetivo de este trabajo es el de desarrollar el articulo de Charatonik, (ver
[2]). Una parte importante de esta tesis consiste en mostrar un error en dicho
articulo. Esto lo hacernos en el capitulo 3 en donde mostramos que si K es un
R*-continuo en X, entonces no necesariamente C(K') es un R>-continuo en C{X).

A continuacién describimos brevemente la manera en que estd organizado este

trabajo:




El capitulo introductorio incluye las definiciones necesarias para entender el
resto. Ponemos especial énfasis en presentar los conceptos de hiperespacio, con-
fluencia y R*-continuo,

El segundo capitulo estd dedicado a mostrar que si K es un *-continuo en
X entonces 2% es un R3-continuo en 2¥. En el tercer capftulo vemos que la
afirmacién respectiva no es cierta para el caso en que sustituimos C{X) por 2¥.
Aunque vemos que en el easo en que el continuo X es C*-suave, entonces C{K)
si es un f3-continuo para C(X) cuando K lo es para X.

En el dltimo capitulo mostramos un ejemplo que ilustra que la existencia de
R3-continuos en X no implica la existencia de tales continucs en los niveles de
Whitney. Por otra parte, también vemos como una aplicacion, que la existencia de
R3-continuos en X implica la no existencia de funciones de Whitney confluentes
para 2%,

Para informacién posterior a 1986 sobre este tema el lector puede consultar

los trabajos, [1], (3], 61, [7] ¥ [8].




CAPITULO 1.

Preliminares.

Un continue es un espacio métrico compacto y conexo. Todos nuestros espacios
serdn continuos.

En topologia se llaman hiperespacios los espacios constituidos por una clase
especifica de subconjuntos de un espacio dado. Los hiperespacios mds comunes
de un continuo X son:

2¥ = {AC X : 4 escerrado y A # 0},

. C(X)={A€2¥: Aes conexo} y, para n € N,

Fu(X)={A € 2% : Atiene a lo més n puntos}.

A todos los hiperespacios considerados en este estudio se les dota de una
métrica, definida de la siguiente manera.

Dados £ > 0, A € 2¥ y p € X definimos: N{s,4) = {z € X :existea € 4

tal que d(a,z) < €}, donde d es la métrica de X. Note que si B.(p) = {g € X :

d(p,q) < £}, entonees N (s, A) = [ J{B.(e) : a € A}
La métrica de Hausdor[f para 2% se define por:

H{A By=inf{z>0: ACN{s,B)y BC N{z,A)}




"

Para ver que H es, efectivamente, una métrica, (ver [10, 0.2, p.2]).

Definimos B.{A4) come: B € B.{A}sl y solosi H(A,B) < <.

Sea C un subconjunto arbitrario de un continuo X. Definimos los siguientes
hiperespacios:

2°={Ae2¥:AC C},

C{C)={AeC(X):AC C} y, paran €N,

F(C)={A€2¥:AC Cy Atiene a lo més n puntos}.

Dada una sucesién de subconjuntos {A,}, de X, definimos:

liminf A, = {z € X : para toda ¢ > 0, B{z) N A, # B para casi toda n
{todas salvo un nimero finito}} y,

lim sup A, = {z € X : para toda £ > 0, Be(z) N Ax # ¥ para una infinidad
de indices}.

Dado un continuo X, una funcién de Whitney para 2° (para C(X)) es una
funcién continua

2% = R (p: C(X) — p(X)) tal que:

u{{z}} =0 para toda z € X v,

Si A G B entonces p(A) < p(B).

Una propiedad topoldgica P, es llamada una propiedad de Whitney, si cada vez

que un continuo X tenga la propiedad P, se sigue que u~'(¢) tiene la propiedad
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P para toda funcién de Whitney u para C(X) y para toda t € [0, u(X)).

La propiedad topoldgica P se dice que es una propiedad reversible de Whitney
si cada vez que se cumple que todos los conjuntos de la forma p7(t), donde p
varfa sobre todas las funciones de Whitney para C(X) y ¢ varia sobre todos los

nimeros en {0, u( X)), se sigue que X tiene la propiedad P.

El espacio X es contrafble en Y, si X C ¥ y existen una funcién continua
H:Xx[0,1] =Y yun punto yo € Y tales que H(z,0) =z y H(z,1) = to, para
toda z € X.

Dado un continuo X se dice que es C*-suave si la funcién definida como
C* : C{X) — C(C(X)) dada por C*(A) = C(A), para toda A € C(X}, es
continua.

Una funcién continua y suprayectiva f : X — Y se dice que es confluente

si para cada subcontinuo @ de Y y cada componente C de f~}Q) se tiene que

/e =e.

Ejemplo de funcién confluente.
Sea f:10,1] — [0,1] la funcién definida por: f(z) = z%
Sea ) un subcontinuo de [0, 1]. Tomemos una componente C de f~'(Q). Como

C = f(Q). Entonces f(C) = Q. Por tanto f es confluente, (véase la figura 0.1}:
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Figure 0.1:

Ejemplo de funcién no confluente,
Sea f: [0,€] — [0, %] una funcién definida por: f(z) =1 +z(z — 1)?, (véase

la figura 0.2):

) ) (- Lex el

Figure 0.2:




Sea @ un subcontinuo de [0, §] como n la figura 0.2, Tomemos la componente
C! de f~YQ). Entonces C! es tal que f~}{C") # Q. Por tanto f no es una

funcién confluente.

Decimos que un subcontinuo propio K de un continuo X es un R*-continuo
si existe un subconjunto abterto, U/ de X tal que K C U y existe una sucesion

{ Cy}n, de componentes de U tal que lim inf C, = K.

Ejemplos de continuos X que contienen un R*-continuo.

{a) Consideremos el continue X de la figura 0.3.

Figure 0.3:




Observemos que los segmentos 05, tienden al segmento 0b y, los de la forma

2.0 tienden al segmento a0'.

Probaremos que el segmento ab = K es un R®-continuo, (véase la figura 0.4):

Figure 0.4:

Sea I/ = X — {0,0'}. Entonces U/ es abiertoen X y K C U. Las componentes
de U son de la forma Cp, = 0b, — {0} ¥ Conoy = 2,0 — {0'}. A si que K =lim

inf C,. Por tanto K es un R*-continuo de X.

(b) Sea I = {0} x [~1,1]. Para cada n € N, hacemos a, = (g;,1),
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by = (ﬁ’o)r = (#-}-‘2!1)1 dn = (ﬁa_l): En = (ﬁ:o) y fa=

(g3, 1) Hacemos X = 1 U (U7, @nbncadnen fa@n41-..). (véase la figura 0.5):

Y X
N
©1)ma | L S 3
[ 4
- . — X
©0.0=b b,
0-13=d L
£
Figure 0.5

Veremos que el conjunto {(0,0)} es un R*-continuo en X.

Sea I = X — (R x {—1,1}). Entonces U es abierto en X y {(0,0)} C U. Las
componentes de U/ son de forma:

C = ad — {a,d}, Cin = @nbn U baCa — {@n;cn}s Cint1 = Cndn = {¢n,dn},
Cint2 = Gn€nUeafn—~{dn. fa}, Cints = FaGur1~{fn,@ns1}. Asi que {(0,0)} = lim

inf Cn. Por tanto €l punto {(0,0)} es un R*-continuo en X, (véase la figura 0.6):




Ay C, a,

Cun+3

f; . .

Cyn-2

Figure 0.6:
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CAPITULO 2.

Localizando R3-continuos en 2%,

En este capitulo demostraremos que si X contiene un R3-continuc K, entonces
2K es un R3-continuo en 2%,

Primero probaremos algunos lemas.

LEMA 2.1.

Sea U/ un subconjunto abierto de X. Entonces 2Y es un subconjunto abierto

de 2¥.

Demostracion.

Sea A € 2V. Tenemos que probar que existe £ > 0 tal que B, (4) C 2Y.

Por definicién, A € U. Como A es un subconjunto cerrado en un compacto
X, entonces A es un conjunto compacto y X — I/ es un conjunto cerrado. -

SiX — U =9. Esto implica que X = [/. De modo que 2V = 2¥ es abierto.

Si X — U # . Entonces probaremos que existe £ > 0, tal que

11




dAX-U)=inf{dla,b):cc Aybe X U} =c>0.

Supongamos que lo anterior no se cumple. Es decir, que para toda £ > 0,
existen p € Ay g € X — U tales que d(p,q) < e.

Entonces para ¢ = 1, existen p; € Ay 1 € X — U tales que d(p;,q1) < 1.
Parac =1, existen pr € Ay g € X — U tales que d{p2,¢2) < §.

Siguiendo de es ta manera, para cada n € N, existen p, € Ay q, € X - U
tales que d(py. q,) < -r’;

Consideremos la sucesién {pn}n € A. Como A es un conjunto compacto,
entonces existen p € A y una subsucesién {p,, }» de la sucesion {pn}, la cual p,,
CONverge a p.

Comope A C U, existe § >0 tal que By(p) C U.

Dado que -1 converge a 0 y p, converge a p, existe N € N tal que d{p, pny) < g
3

(=110

Y a <
Entonces d(p, gny) < d(p,Pny) + d(Pay: @nn) < 5 + 7 = 6.
De modo que, ¢n, € Bs(p) ¢ U. Esto es absurdo ya que g, se escogié en
X-=-U
Por tanto, se concluye que ¢ = inf{d(p,q):p€ Ayqge X - U} > 0.

Sea B € B.(A). Probaremos que B € 2V, Es decir, que B C U.

Para esto, tomemos b € B. Como H{A, B) < = y B C N(z, A), entonces existe

12




a € Atal qued(a,b) <e.
Si ocurriera que b ¢ U, tendriamos que b € X — U y, entonces d{a,b) > ¢,
lo cual es absurdo. De manera que b € U. Esto implica que B € U. Por tanto

B.(A) € 2¥. Esto demuestra que 2" es un subconjunto abierto de 2%,

LEMA 2.2.

Sea U un subconjunto abierto de X. Entonces i = { A € X ANT # B} es

un subconjunto abierto de 2.

Demostracion.

Sea A € U. Entonces ANU # 0. De modo que, existe ap € A tal que ag € U.
Entonces, existe £ > 0, tal que B: (a0} C UL

Vamos a probar que para tal € > 0 se tiene que B.(A) CU.

Tomemos B € B.(A). Entonces H{A, B) < c. De manera que, como ag € A
existe b € B tal que d(ag, b) < £. De modo que b € B(ag) C U. Asi que BNU # 0.
Esto implica que B € Y. Por tanto B:(A} CU.

Esto demuestra que & es un subconjunto abierto de 2xX.

13




LEMA 2.3,

Sea Af un subconjunto cerrado de X. Entonces M = {A € 2¥: AC M} es

un subconjunto cerrado de 2.

Demostracion.

Como M es cerrado. Entonces U = X — M es ablerto en X

Hacemos U = {A € 2¥ : ANU # 0}. Por el Lema 2.2, U es abierto. Notemos
que A €2¥ —Usiysélosi Ac X —U = M. Esto muestra que 2% — U = M.

Por tanto M es cerrado en 2%.

LEMA 2.4.

Sea L un subconjunto cerrado de X. Entonces £ = {A € 2Y: ANL # 0} es

un subconjunto cerrado de 2.

Demostracion.
Por hipétesis L es cerrado, asi que U = X — L es abierto. Por el Lema 2.1, se

tiene que 2V = {A € 2¥ : A C U} es abierto en 2¥.

14




Notemos que A € 2¥ — L siy sdlosi A C X — L =U. Esto muestra que

9% — 9¥ — £ Por tanto £ es cerrado en 2%.

LEMA 2.5.

Sea D un subconjunto conexo de 2¥ y DN C{X) # 8. Entonces el conjunto

F =1J{D: D € D} es conexo en X.

Demostracion.

Supongamos que F es un conjunto disconexo. Es decir, supongamos que,
exister H y K C X tales que:

(a) F=HUK

b)HNK=0yHNK=10

() H#FDy K #90

Por hipétesis DN C(X) # 0. Entonces existe Dy € D tal que Dy es conexo
y Dy C F. Por (a), se tiene que Dy = (H N Dg} U (K N Dy). Esto implica que
HnN Dy = @ o KN Dy =0, ya que Do es conexo. Supongamos que K N Dy =0,
entonces Dy C H.

Sean H={DeD:Dc H}yK={DeD:DnNK # 0@} Se probard que H




y K forman una disconexién de D. Lo cual serd un absurdo.
Para esto probaremos lo siguiente:
() D=HUK
@QHNK=0yHNK =0
BHABYK #0
Prueba de (1)
C)Sea DeD. Entonces DC F=HUK,asique DCHoDZH.

Si D ¢ H entonces D € H.

i

Si D ¢ H entonces DN K # . Asi que D€ K.
Por tanto D C HU K.

D) Por definicién HUKX C D.

Por tanto HUK =D

Prueba de (2)

Por el Lema 2.3, €! conjunto {A € 2¥ : A C H} es cerrado en 2¥. Ademds,

H={AeD:ACH}C{A€?2¥: ACH}.

Asique HC {A€2¥: AC H}.

Supongamos que H N K # §. De manera que existe A € D tal que A € Hy
A€ K.Demodoque, AC Hy ANK # 0. Entonces HNK # 0. Esto es absurdo,

va que HN K = 0. Por tanto HNK = 0.

16




Probaremos que HNK = §.

Por el Lema 2.4, el conjunto {A € 2¥ : ANK # 0} es cerrado en 2*.
Como K ={Ae€D:ANK # 8} C {A € 2¥: AnNK # 0}. Entonces
Kc{Ae2¥: AnK # 0}.

Supongamos que H MK # B. Entonces existe BE Dtalque BEH y B € K.
De modo que B € Hy BNK # §. Lo cual implica que HNK # 0. Esto es
absurdo pues H N K = 0. Por tanto HNK = 0.

Prueba de (3)

El conjunto H # @, ya que Dy C H.

Probaremos que X # §. Supongamos que K = . Entonces, para todo D € D
se tiene que DN K = §. Asi que, D C H. Esto implica que F' = H. Entonces
K = 0. Lo cual es absurdo, de manera que K # §.

Esto demuestra que H y K forman una disconexién de D lo cual es absurdo.

De manera que el conjunto F = | J{D: D € D} es conexo en X.

LEMA 2.6.
Sean X un contino y X® = X x.--x X. Sea f : X" — Fy(X) la fun-
\-—-—-\,_’
™ VEeCces
cién dada por f(z1,...,Z») = {Z1,...,Tn}. Entonces f es una funcién continua y

suprayectiva.

17




Demostracion.

Consideremos al espacio X™ con la topologia producto. Esta topologia es
equivalente a la dada por la siguiente métrica.
D: X" x X" =R:

Sean A= (z),....7,) ¥ B = (¥1,---,¥n) € X", entonces:

Tenemos que probar que para toda = > 0, existe § > 0 tal que si D(A, B) < 6,
entonces H(A, B) < &.

Sean ¢ > 0 y (z1,...,2,) € X". Proponemos § = ¢. Tomemos (y1,...,7) € X"
tal que D{(z1..... %), (¥1, -, ¥n)) < 6 = . Entonces d{z:, %) < § = € para toda
i. De manera que T; € N(e, {#:}) ¥ v € N, {2:}) para toda i. Entonces A C
N(z,B)y B C N{s, A).

Por tanto H(A, B) < ¢. Esto demuestra que f es una funcién continua.

Para ver que f es suprayectiva.

Sea A € Fo(X), entonces A = {z;,...,z¢} con k € n. 81 & = n, con-
sideremos el punto {(x;,...,z,) € X", entonces f{{xy,...,23)) = 4. S k < n,
tomemos (T1,...T¢, Tp, -.Tx) € X", entonces f{(21, ..., Tk, Tk, -, ) ={T1, ..., T, T, e X} =

n veces
{210,z } = A
Por tanto f{X") = F,,(X). Es decir f es una funcién suprayectiva.

18




LEMA 2.7.

Sea C un subconjunto de X. Definimos el conjunto F(C) = {AC C: Aes

fintoy A#0}. 51 C es conexo, entonces £(C) es un conjunto conexo de 2.

Demostracion.

Por definicién del hiperespacio FL{C) = {A € F(C) : A tiene a lo mds n
puntos}. Entonces F(C) = | J{Fn(C) : n € N}.

Sea f: X™ — F,(X} la funcién definida como en el Lema 2.6.

Sea f |gn: C™ — F,(C) la funci6n restringida. Entonces f |¢» es una funcién
continua y sobreyectiva.

Como €™ es un espacio conexo, Pues €l producto topoldgico de espacios
conexos es conexo, (ver [4, 1.7, p.109]). Entonces por el Lema 2.6, FL(C) es
una imagen continua de un espacio conexo, asi que F,(C) es conexo.

Si C = @, entonces F(C} = §. Asi que F(C) es conexo. Supongamos entonces
que C#40D.

Elegimos un punto z; € €. Ya que {1;} € Fo(C) para toda n € N, Entonces
({Fa(C) : n € N} # @. Esto implica que F(C) = [J{Fu(C) : n € N} es conexo

en 2%, (ver [4, 1.5, p.108]).
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LEMA 2.8.
Sea U un subconjuntc abierto de X. Si C es un subconjunto conexc de U,

entonces 2 es un subconjunto conexo de 2Y.

Demostracidn.
Por el Lema 2.7, F(C) es un subconjunto conexo de 2¥.
Afirmamos que: F(C)C 2° C mﬁx.
Por definicién F(C) C 2€.
Ahora probaremos que 2¢ C Wx.
Sea A € 2%. Se probard que, para toda £ > 0, B:(A) N F{C) # 0. Es decir,
que existe B conjunto finito tal que B € F{C), BC Ay H{A, B) <e.
Consideremos la cubierta abierta de A dada por T’ = {B.(a) : &« € A}. Como
A es un conjunto compacto existe una familia finita {B.(ay),.... Be(an)} de T tal
que A C J{B:Aa)}: i€ {1,....n}}.
Ahora bien, tomemos el conjunto B = {ai,...,a,}. Entonces B es finito, B C A
y Be F(C).
Sélo nos falta probar que H{A, B) < . Como B C A, entonces B C N{z, A).
Por otra parte 4 C |J{B{a:) : a; € B} = N(z, B). Entonces A C N(g, B).

Por tanto H(A, B) < ¢.

20




Esto demuestra que, para toda ¢ > 0, se tiene que B.{A) N F{C) # @. De

X

modo que A € (C)QX. Por tanto 2€ C (F(C'))‘2
—_— X
Hemos probado que F(C) C 2¢ C (F(C))? .

Como 2€ est4 entre un conexo y su cerradura, podemos concluir que 2¢ es un

subconjunto conexo de 2V, (ver [4, 1.6, p.109)).

LEMA 2.9.
Sea [/ un subconjunto abierto de X. 8i C es una componente de U, entonces

2€ es una componente de 2V.

Demostracién.

Por el Lema 2.8, 2€ es conexo. Sea A Ia componente de 2V tal que 2° C N,

Elegimos z € €, asi que {r} € 2°. Entonces {z} € N. De manera que
NNC(X)# 8. Por el Lema 2.5, el conjunto F = J{E : E € A} es conexoen U.

Dado ¥ € C, {y} € 2° C N. De manera que y € F. Esto muestra que
C Cc F CU. Como C es una componente de U, no puede estar contenido en un
conexo mayor, asi que C = F.

Dada £ € A tenemos que £ C F = C, asi que E € 2°. Esto muestra que
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N € 2°, Por tanto N = 29, de donde 2° es una componente de 2V.

TEOREMA 2.10.
Sea X un continuo que contiene un R*-continue K. Entonces 2% es un R>-

continuo en 2%,

Demostracidn.

Como K es un R*-continuo en X. Entonces, existen un abierto U de X tal que
K C U y una sucesién {Cp}, de componentes de U tales que lim inf C, = K.

Por el Lema 2.1, 2V es abierto. Por el Lema 2.9, {2%},, es una sucesién de
componentes de 2Y.

Por definicién: 28 = {A€2¥: Ac K}c {4e2¥: Ac U} =2V Por
el Lema 2.8 se tiene que 2% es ur conjunto conexo y, eerrado por el Lema 2.5 .
Entonces 2% es un subcontinuo de 2°¥.

$élo nos falta probar que lim inf 26+ = 2¥,

C) Sean A € lim inf 2% y £ > 0. Entonces existe N € N tal que, para toda
n 2 N, se tiene que B.{A)N2° # 0. Dada n 2 N existe D, € 20~ tal que,

H{A, D,)} < z. De manera que A C N(s, D} C N(g, Gp). De modo que, para
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toda a € A, existe ¢ € C, tal que a € B,(c).

Entonces, para toda n > N, se tiene que B.(a) N C, #£ 0.

Por tanto a € lim inf C, = K.

Por tanto A € K. Asf que, lim inf 26~ C 2%,

D) Sea A € 2%, entonces A C K. Dado ¢ > 0, consideremos la cubierta de A
dada por ¥ = {Bg(a) : ¢ € A}. Como A es compacto, existe una familia finita
{Bs(a1), ..., Bs(ax)} de ¥ tal que A CU{Bgles):i € {1.....k}}.

Tomemos el conjunto F = {a;,...,ax}, asf que F C Ay H(A, F') < §. Notemos
que FCACK.

Entonces, para toda a; € F existe N; € N tal que, para toda n 2 N; se tiene
que Bg{a;} N G, # 0. Sea N = mdx{Ny, ..., Ni}, asl que para todan 2 N y para
toda i € {1,...,k} se tiene que Bg(a;) N C, # 0.

Sean 2 N un indice fijo. Para cadai € {1,...,k} tomemos g; € Bg{a;)NC,. De

esta manera construimos al conjunto G = {gy, ...,gx} que satisface que G € 2%,

Probaremos que H(F,G) < Para a; € F, gi € Bg(ai) N G, entonces

s
d{a;,g;) < §. Esto implica que F C N(5,G). Para cada g; € G, por construc-
cién, g; € Bg{a;) N G, entonces d{g;, ;) < §. Asi que G C N(§, F). Por tanto
H(F.G) <&

Por otra parte, H{A,G) € H(G.F)+ H(F,A) < §+5==¢
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Como G € 2%, asi que G € B(A) N 2%,
s Hemos mostrado que para toda n 2> N se tiene que B.(A) N 2% £ 0. De
manera que A € lfm inf 2%,
Por tanto 2% C lim inf 2%

Esto muestra que lim inf 2% = 25, Asi que 2% es un R3-continuo de 2¥.

COMENTARIO 2.11.
Hasta ahora no se sabe si el hecho de que 2% tenga un f*-continuo implica

que X tiene un R3-continuo.
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CAPITULO 3.

Localizando R®-continuos en C(X).

En este capitulo analizaremos lo que ocurre con C(K) cuando K es un R®-
continuo de X. Veremos qué le falla a C(K) para ser un R*-continuo en C(X).

También mostraremos con un ejemplo, que C{K) no siempre es un R*-continuo

de C(X).

LEMA 3.1.
Sea U un subconjunto abierto de X. Definimos el conjunto C(U)} = {ACU: A

es conexo}. Entonces C(I/) es un conjunto abierto de C{X).

Demostracidn.
Observemos que 2 N C(X) = C(U).

Por el Lema 2.1, 2Y es abierto en 2¥. Asf que C{U) es abierto en C(X).

v
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LEMA 3.2.
Sea U/ un subconjunto abierto de X. St Z es un subconjunto conexo de U,

entonces C(Z) es un subconjunto conexo de C(X).

Demostracicn.
z € Z}. Probaremos que D es un subconjunto conexo de

Sea D = {{x}
Sea f: Z — D la funcién dada por: f(z) = {z}. f es una funcién continua y

C(X).

suprayectiva.

(a) f es continua.

Sean z,y € Z. Probaremos que, para toda ¢ > 0, existe 6§ > 0 tal que si
se tiene que ¢ € N(z, {y}) ¥

d(x,y) < 6, entoneces H{{z}, {y}) <.
Entonces st d(z.y) < § =

Hagamos § = =.
Yy € N(z,{z}), asi que {z} C N(s,{y}) v {y} C N{(s,{x}). Esto implica que

H{{z},{y}) < e¢. Por tanto f es continua.

{b) f es suprayectiva.
Sea {r} € D. entonces z € Z es tal que f(x) = {x}. Esto implica que f es

suprayectiva, asf que f(Z)=1D
Asl que, como Z es un conjunto conexo.
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Entonces f(Z) = D es un conjunto conexo, (ver [4, 1.4, p.108)).

Dada A € C(Z). Elegimos a € A. Entonces existe un arco ordenado de {a} a

Es decir, un arco ordenado de {a} a A en C{X) es una una funcién continua
a:{0,1] = G{X) tal que:

a(0) = {a}

a(l}=Ay

Sit < s entonces a(t) ¢ a(s), (ver [10, 1.8, p.539]).

Afirmamos que, dada t € [0,1], a{t) C a(l) = 4 C Z. De manera que
a(t) € C(2).

Supongamos, por el contrario, que existe to € (0,1) tal que a(ty) ¢ Z. Por
otra parte para, t € (0,1) se tiene que t < 1, en particular para ty < 1, entonces
afte)) Cal) = Ay, AC Z. Por tanto ate) C A C Z, lo que es absurdo. Asf
que, t € (0,1}, a(t) C a1} = 4 C Z. De manera que aft) € C(Z).

Por tanto la imagen de a es un subconjunto conexo de C(Z) que contiene
tanto a {a} como A. Como ya vimos que D = {{z} : z € Z} es conexo, entonces
a todos los elementos de C(Z) los podemos conectar con un conexo con el conexo

fijo D. Esto prueba que C(Z) es conexo.




LEMA 3.3.
Sea [J un subconjunto abierto de X. Si Z es una componente de U/, entonces

C(Z) es una componente de C(U/).

Demostracion.

Por el Lema 3.2, C(Z) es conexo. Sea M la componente de C(U) tal que
C(Z)c M.

Elegimos = € Z, entonces {z} € C(Z). Asf que {r} € M. De manera que
C{X)NnM#£0.

Por el Lema 2.5, &l conjunto F' = | J{M : M € M} es conexo en X.

Dadoy € Z, {y} € C(Z) € M. De manera que y € F. Esto muestra que
Z C F cU. Como Z es una componente de [/, no puede estar contenido en un
conexo mayor, asi que Z = F.

Dado M € M, tenemos que M C F = Z, asi que M € C{Z}. Esto muestra
que M C C(Z).

Por tanto M = C{Z). Por tanto C(Z) es una componente de C{(U}.




LEMA 3.4,
Sean U un subconjunto abierto de X y {Cy}n una sucesién de subconjuntos

de U. Si A€ liminf C(C,), entonces A C lfminf C,.

Demostracion.

Sea a € A. Probaremos que, para toda £ > 0, existe N € N tal que para toda
n 2 N se tiene que B.(a) N C, # @

Por hipétesis A € lim inf C(C,), entonces para toda ¢ > 0, existe No € N
tal que, para toda n > Ny se tiene que B.(4) N C(C,) # 0. De manera que,
para toda n > No, existe Dn € C(Ch), tal que H(4, D,) < e. Esto implica que
AC N(g,D,) C N{g, Co) = |J{B:(c) : c € Go}

Entonces para toda a € A existe ¢ € Cy, tal que a € B.{c). De manera que,
para toda n > N = N se tiene que Be(a}n C, # 0. Asi que a € lim inf Cy. Por

tanto A C lim inf C,.

Como veremos mds adelante, cuando K es un R*-continuo de X, no necesari-
amente C(K) es un R°-continuo de C(X). Esto ocurre porque cuando K = lim
inf C,, no necesariamente C(K') = lfm inf C{C,). El siguiente lema nos ilustra

cuél contencién se cumple siempre en esta ignaldad.
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LEMA 3.5.

Sean X un continuo que contiene un R*-continuo K, U un subconjunto abierto
de X tal que K € U y {Ca}. una sucesién de componentes de U tal que K =
lim inf C,. Entonces C(U) es abierto en C{X), {C(Cu)}n es una sucesién de

componentes de C(U) y lim inf C(C,) C C(K).

Demostracion.
Por ¢l Lema 3.1, C(U) es abierto. Por el Lema 3.3, {C(Cn)}n es una sucesion

de componentes de C(U).
Sea A € lim inf C(C,). Porel Lema 3.4, A C lim inf C,=K.Como K C U,

tenemos que A € C(K) y A € C(U). Por tanto lim inf C(Cn) C C(K} C c{m).

LEMA 3.6.

Sea {Cp}n une sucesién de subconjuntos de X, tal que para alguna NV € N se

tiene que Cy = Cy41 = - - . Entonces lim inf Cp = Cy-

Demostracion.

C) Sea b € lim infC,. Entonces, para toda £ > 0, existe Np € N tal que, para
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toda n 22 Ny se tiene que B.{(}) N C,, # 0.

Tenemos que probar que b € Cy. Para esto, tenemos que mostrar que, para
toda £ > 0, B(b) N Cn £ 0.

Sean £ > 0 y Ny € N tales que, para toda n > Ny, se tiene que B,(b) N C, #
. Sea m = maz{Ny, N}. Entonces Cxy = Cr y Be(b) N Cm # 0. Por tanto
B.(b) N Cy # 0. Esto termina Ia prueba de que b € Cy.

D) Seab € Cy. Entonces, para toda = > 0, B,(b))NCy # #. Tenemos que probar
que, para toda £ > 0, existe Ny € N tal que, para toda n 2 Np. B(b) N Cr # 0.

Entonces, para toda £ > 0, existe N = N tal que, para todan 2 Ng= N, se
tiene que B¢(b) N C, # 0. De modo que, b € liminf C,.

Por tanto lim inf C, = Cx.

LEMA 3.7.
Sean X un continuo que contiene un f’-continuo K y py € K. Entonces X no

es localmente conexo en po.

Demostracion.

Sea A un R*-continuo. Entonces existen un abierto U de X y una sucesidn
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{Ca}n de componentes de U, tales que K C U y liminf C, = K.

Sabemos que pg € K = lim inf Cy,. Supongamos que X es localmente conexo
en py.

Como I/ es abierto y py € K C U, entonces existe una vecindad Vp, de po, tal
que V,, es conexa y Vj, C U. Como Vj, es abierto, entonces existe € > 0, tal que
B.(po) C Vo

Asl que para ¢ > 0, existe Ny € N tal que, para toda . 2 Ny. se tiene que
B.(po) N Cn # §. Esto implica que Vo, N Cn # 0. De modo qué Cn UV s un
subconjunto conexo de U y, como C,, es una corponente, Vo C Ca- Asi que, para
cada n, j = Np, se tiene que C, N C; # . Entonces COny = Crvgt1 = = Y por ¢l
Lema 3.6, se tiene que lim inf Cp = Cro. Entonces K = liminf Cn = Chry-

Por el Teorema de los Golpes en la Frontera (ver [10, 20.1, p.623]), Cr,NFrU #
0, ademds, para todo b € FrU, se tiene que b & U, ya que IJ es abierto. Por tanto
Cro € U, dedonde K = Chx, € U, lo que implica que K ¢ U lo que es un absurdo.

Por tanto X no es localmente conexo en po.




LEMA 3.8.
Sean Ay B € C(X),tales que H(A4, B) < £y AN B # 0. Entonces existe una

funcién continua e inyectiva e : [0,1] — “(4) tal que a(0) = Ay o(1) = B.

Demostracion.

Sean Ay B € C(X) tales que AN B # @. Entonces AU B es conexo.

Ademas toda componente de AU B intersecta tanto a A como a B. Asf que,
existen arcos ordenados, (ver {10, 1.8, p.59}).

B1:10,3] = C(X) tal que 3,(0) = A, f,{}) = AUB

By : 10, 3] — C(X) tal que 5,(0) = B, B.{3}=AUB

Sea:

Bilt)  site[0,]

Ba(1—1t) sitelt ]

aft) =

Como B,(t) y B,(t) son continuas y, ademds, para { = 3 se tiene que Bi(3) =
By(3) = AU B. Tenemos que aft) es continua.

Ahora probaremos que, dado ¢ € [0, 1], se tiene que a{t) C BEX(A). Para
esto veremos que, dado £ > 0, H(A, a(t)) < e. Es decir que, dado £ > 0, se tiene

que A C N{s,at)) y aft) € N(s, A).

33




Como H(A,B) < ¢, entonces A C N{g,B)y B C N{g, A). Entonces para
t € [0.3] se tiene que A C By{¢) ¥, por otra parte, para t € (3,1] se tiene que
B C B,(t) y, como A C N(z, B), resulta que A C N{z,8,(t)). En cualquier caso,
AC N(z,a{t).

Para t € [0,1] se tiene que a{t) C AUB y como B C N{g, A), se sigue que
afl) C N{g, A).

Por tanto H (A, a(t)) < ¢. Asf que aft} C BEWI(A).

Por tanto existe una trayectoria o : [0,1] — BEY(4), tal que of0) = Ay
a(l)=B.

Por 8.18 de [9, p.128} la imagen de & es un continuo de Peano y, por 8.23 de
[9], ese continuo de Peano es arco conexo.

Por tanto también existe una funcién continta e inyectiva con las mismas

propiedades.

Ahora daremos un ejemplo en el cual el continuo X contiene un R-continuo

K v es tal que C{K) no es un R®-continuo en C(X).
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EJEMPLO 3.9.

Sea X el continuo representado en la figura 0.7. El continuo X consta de un
triodo cuyos puntos extremos son p1, p2 ¥ p3 ¥y tres sucesiones de arcos {Csn}n,
{Csns1}n ¥ {Con+2}n representadas por los colores azul, verde y rojo, respectiva-
mente. Los arcos azules se pegan al triodo por el punto p; y tienden al subtriodo
que tiene por puntos extremos a p;,C Yy b. El comportamiento de los arcos rojos y

de los verdes tiene una descripei6n similar.

Figure 0.7:
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Vamos a probar que el subtriodo K cuyos puntos extremos son a, byc,esun

R3-continuo en X.

Sea U un subconjunto abierto de X, como en la figura 0.8.

Y

Figure 0.8:

Por construccién, los limites inferiores de las sucesiones {Can}tn, {Cons1}n ¥y

{Can42}n son como se describen a continuacién, (véase figura 0.9):
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<
T b a b S
a
lin inky, lin inf ., fin in,,.,
Figure 0.9:

Por tanto. lim inf Cs, Nlim inf Canp Niim inf Canya = K, (véase figura

0.10):

a b

tin inf ¢, A lin infc,  Mlin infe, _, =K

Figure 0.10:
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Por tanto K es un K3-continuo en X.

Ahora veremos que C(K) no es un R3? -continuo en X.

Sea T el triodo que tiene como puntos extremos e, f v g, (véase figura 0.11):

Figure 0.11:

Notemos que T C K v, T es conexo. Asf que T € C(K). Si probamos que
C{X) es localmente conexo en T, por el Lema 3.7 podremos concluir que C(K)
no es un A*-continuo en C(X).

Veamos pues que C(X) es localmente conexo en T.

Sean ¢ > 0 tal que ¢ < id{e,v) = d(g.v) = 1(fv) v, S € O(X) tal que
H(T,5) <e&.

Entonces S € N(z,T). Observemos que N(z,T) tiene el siguiente aspecto,
(véase figura 0.12):
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Tigure 0.12:

Ya que S es conexo, tiene que estar en una de las componentes de esta nube. Si
S no esta contenido en el triodo dibujado T entonces S estd contenido en unc de
los arcos que se aproximan a dos de las patas del triodo y entonces H(S,T) > e,
lo que es absurdo. Por tanto S estd contenido en et triodo

Si § no tiene.a v,entonces S estd contenido en una sola, pata del triodo y
H(S,T) > ¢, o que también es absurdo. Por tanto v € S. De modo que SNT # 0.
 Por el Lema 3.8, S y T se pueden conectar por un arco dentro de B.(T).

Esto prueba que B.(T) es conexa para toda £ > 0 suficientemente pequeia.
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De manera que C(X) es localmente conexa en T. Por tanto € (K) no es un R®
continuo de C(X).
Ahora veremos que si el continuo X es C* -suave entonces sucede que C(R)

es un R3-continuo si K lo es.

TEOREMA 3.10.
Sea X un contimio, si X es {*-suave y contiene un R3-continuo K. Entonces

C(K) es un R*-continuo en C(X).

Demaostracion.

Por hip6tesis X contiene un R’-continuo K, entonces existe un abierto, U
en X y una sucesién {Ch}n, de componentes de [/ tales que K C U y lim inf
C. =K.

Por el Lema 3.1 C(U/) es abierto. Por el Lema 3.3 {C{C)}n es una sucesién
de componentes de C(U) y C(K) C C(U}).

Probaremos que lim inf C(Cn) = C(K).

C) Por el Lema 3.5, se tiene que lfm inf C(C,) € C(K).

) Sea A € C(K). Mostraremos que A € lim inf C(C).

Supongamos que A € lim inf C(C,), entonces existe £ > 0, tal que para
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toda N € N, existe n > N tal que B.(4) N C(C,) = ®. De manera que existen
mimeros naturales ny < ny <..., tales que para toda k € {1,2,...} se tiene que
B.(A) N C(C,,) = 0.

Como X es compacto podemos suponer que existe Co € C(X) tal que Cn.
converge a Co.

Afirmamos que A C Gy,

Sea a € A y supongamos que a ¢ Cy, entonces existe £, > 0 tal que B. (e}
Co=0.

Dado que C,, converge a Cp, entonces dado 4 > 0 existe [ € N tal que, para
toda k 2 { se tiene que Bea(a) N Cn, =1

Por otra parte, comoa € A C K = lim inf C,. resulta que para toda § > 0,
existe N € N tal que, para toda n 2 N, se tiene que Bs(a) N C,, # 0. Més aidn,
para toda n > N se tiene que Bs{a) N Cn#0.

En particular para ¢, > 0 existe NeNtalque N2, yparatoda k 2 N se
tiene que B (a) N Chn, # 0. Lo cual es un absurdo.

Por tanto a &€ Cp. Esto prueba que A C Co,

Por hipétesis X es C*-suave. Entonces la funcién C* : C(X) — C(C(X))

definida como C*(B) = C(B) es continua en todo C(X).

Como C,, converge a Co v, la funcién C*es continua, entonces C~(C,,) =
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C(Co). Ademss como 4 C Cy se tiene que A € C(Cp). De manera que Aelim
inf C(Cn,). De acuerdo con (ver [12, 2.2, p.13}), A = lim Ay, donde para cada
keN, A, € C(Cy,).

Probaremos que, de hecho, existe Ny € N tal que para toda k = Ny, se tiene
que A,, € C(Ch,)-

SeaU* = {B € C(X): B C U}. Por el Lema 2.1, U* es abierto en C(X) »
como A € U*, existe Np € N tal que A, € U* para toda k 2 No.

Dada k = No, An, C UNCy,. Ya que Cp, es una componente de [/, tenemos
gue Cy, es cerrado en U. Esto implica que Ch, = UNC,,. De modo que A,, C Ca,
para toda k 2 Np.

Sea k € N tal que H{A, A,,) <=

Entonces B,(A) N C(C,,) # 0. Esto contradice la eleccién de £, y ny, Ry, ...

Esto concluye la prueba de que 4 € lim inf C(Cy) y, entonces también

termina la demostracién del teorema.
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CAPITULO 4.

Funciones de Whitney

En este capitulo daremos unos ejemplos con los cuales veremos que:

Hay un contino X que no contiene ningin R3-continuo y €l hiperespacio C(X)
ne ¢s contraible.

La propiedad de no contener un f3-continuo no es una propicdad reversible
de Whitney.

La contractibilidad del hiperespacio ro es una propiedad reversible de Whitney.

Finalmente veremos que para cada X continuo gue contenga un R3-continuo

no existen funciones de Whitney confluentes para 2%,

LEMA 4.1.
Sea {C,}n una sucesién de subconjuntos de X. Entonces el {im inf Cn €8 un

conjunto cerrado.
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Demostrucion.

Para ver que lim inf C, es un conjunto cerrado basta probar que m C
liminf C,.

Sean x € liminf Cy y € > 0, entonces Bc(x) N{im inf C, # 0. Tomemos
y € B.(z)Nlim inf C,. Entonces y € B:(z). Como B,(z) es un conjunto abierto
de X, entonces existe § > 0, tal que Bs(y) C B.(x) y, como también y € lim
inf C,, entonces para §, existe N € N tal que, para toda n 2 N, se tiene que
Bs{y) N Gy 5 0.

Asi que, para toda n > N, se tiene que B (x)NC, # @. De manera que z € fim
inf Cy.

Por tanto lim inf C, C lim inf C,.

TEOREMA 4.2.
Sea X un continuo que contiene un R*-continuo K. Entonces X no es con-

trafble.

Demostracion.

Por hipétesis K es un R®-continuo, entonces existen un subconjunto abierio
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U de X tales que K C U y una sucesién de componentes {Cp}n de U tal que lim
inf C, =K.

Supongamos que X es contrible, entonces C(X) es contrafble. (ver {10, 16.7,
p.535]). En el mismo Teorema 16.7 del libro [10] se muestra que entonces existe
una funcién continua H : C(X) x [0,1] — C(X) tal que, para toda A € C{X]},
H(A,0) = A, H(A,1) = X y sily <1y entonces H(A 1)) C H(A L)

Tomemos p € K, sea G = {t € [0,1]: H({p}, 1) C K}. Probaremos que G # @
y que G es un conjunto cerrado.

Por definicién H({p},0) = {p} C K, asi que G #0.

Sea ¢t € (3. Fntonces existe una sucesién {ta}n en G, tal que &, converge a
t, como H es continua, entonces H({p},tn) converge a H({p}.t} ¥, como K es
cerrado, entonces H({p},t) C K. Por tanto G es cerrado.

Por tanto GG es compacto y no vacfo. Entonces podemos tomar ty = maz G.
Aseguramos, que fp < 1, ya que si ty = 1, entonces, de la definicién de G se tiene
que X = H({p},1) € K c U lo que &s un absurdo pues los R*-continuos son
subconjuntos propios del espacio ambiente.

Asf que, fo < 1. Ya que H({p},t) C K c Uy, como U es abierto, por el Lema
2.1 y la continuidad de H. existe to < t1 tal que H{{p}.to) C H({p}.t)) CU.

Por otra parte como K = lim in f C,, entonces p = lim p, donde, para cada
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n €N, p, € Ca, (ver {12, 2.2, p.13]). De manera que {p.} = H{{p,},0) C
H({pa},t:1). Como U es abierto y H{{pn},t1) convergea H({p},t1), existe N €N
tal que, para toda n 2 N, se tiene que H({pa},t1) C U. Ya que para cada n € N,
se tiene que H({pn}, 1) es conexo y H({p.},t) N Cy # 0 y, como cada C, es
componente de U, concluimos que H{{p.},t1) C C,. De manera que lim inf
H({p},t1) Climinf Co= K.

Como lim inf H({pa}.t) = H({p}, 1), entonces H({p},t;y) C K loqueesun
absurdo, ya que ty es ¢l méximo tal que H({p},to) C K.

Por tanto X no es contraible.

EJEMPLO 4.3.
Fxiste un continuo X, tal que X no contiene ningiin R3-continuo y el hiperes-

pacio C(X) no es contraible, (ver [2, Ejemplo 5, p.209]).

En el plano Euclidiano, consideremos los puntos a = (0,1), b = (0,0}, ¢

(0,~1) y, para toda n € N, hacemos a, = (27%,1), b, = (2730, ¢
(2761, —1) y do = (27071, 1)

Para cada m € N hacemos by, = (2731 — 27™+9),0), bm = (271 +
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2= 3N (), Cum = (2-Gr=0(1—2-("+3) 1), dpm = (2-WBa-(1 4 o- (i) 1),

Entonces se tiene que a, converge a a, b, converge a b, ¢, converge a ¢ y para
toda n fija se tiene que by converge a by, b'n_m converge a by, dym converge a dy,
cuando m converge a 0o.

Para toda n € N hacemos:

Qn = apbn U byt U bady U (U @abamtnm) U (Umzi @by mnm )

Definimos Y = aa; UacU (|2, @n). ¥ sea Y' = la imagen simétrica de Y con

respecto al origen. Finalmente hacemos X' =Y U Y’ (véase la figura 0.13):

Figure 0.13:




Veremos que el continuo X no contiene R*-continuos. Procederemos por con-
tradiccion,

Supongamos entonces que X contiene un R3-continuo K. Por el Lema 3.7, K
tiene que estar contenido en el conjunto de puntos de no conexidad local de X, el
cual esta representado en la figura 0.14. Y entonces K tiene que estar contenido

en una de las componentes de dicho conjunto,

Figure 0.14:

Por definicién, exister un abierto &7 en X, tal que K C U y una sucesién
{Cn}n, de componentes de U tales que lim inf C, = K.
Si K estd contenido en uno de los triodos de la derecha entonces, recortando
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a U si hace falta, podemos suponer que I/ tiene un aspecto como el de uno de los

conjuntos representados en los siguientes conjuntos, ( véase la figura 0.15 ):

_.pn

Figure 0.15:

Para cada C,, tomemos €l punto p, de C, que se encuentra més alto que los
dernds. Observemos que dicho punto no se encuntra en U y que la sucesién {pa}n
converge a un punto p. Por un lado p ¢ U y por el otro, p € lim. inffC,=KCU
Lo que es absurdo. Por tanto K no puede estar contenido ¢n uno de los triodos
de la derecha.

Los casos en que K se encuentra contenido en uno de los triodos de la izquierda
o en el scgmento limite son similares y también son imposibles.

Con esto concluimos que X no contiene R3-continuos.

Ahora, probaremos que C{X) no es contrafble.
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Supongamos que C(X) es contrafble. En la prueba de (ver [10, 16.7, p.535]),
se muestra que entonces existe una funcién continua

H:C(X)x[0,1] — C(X) tal que

H{{x},0) = {z} para todaz € X

Sit>0yz € X, entonces H({z},t) # {z}

H({z},1) = X, y sit) <1, entonces H({z},t1) C H({z},12)-

Sea 1 : C(X) — [0,1] una funcién de Whitney tal que u{X) =1, por defini-

cién, ju es continua. Sea b = (0,0) € X, (ver figura 0.16):




Dada ¢ € 0,1], consideremos el valor u(H(b,1)).

Sean a y ¢ como en la figura 0.16 y Sp = min{u(arco ab), u(arco bc)}, entonces
0< 8 <1

Como la funcién t — p(H(b,t)) es continua, p(H(5,0)) = p({t}) = 0¥
p(H(b,1)) = p(X) = 1, tenemos que existe fp € [0,1]. tal que p(H(b, to)) = 2

Sea A = H(b,lp). Notemos gue A es nn subcontinuo de X que tiene a b,
A # (b} y a,c & A (pues de lo contrario ab o b C Ay, entonces, Sy € p(A), lo
cual es absurdo). De manera que A es un subcontinuo {(sub-arco) del arco ac 'y
{b} ¢ A.

Para cada n € N, observemos que H (b, fo) =r£z_720 H (b sm, to) C arco aubacn.
Por otro lado, tenemos que H (b, to) = lim H(Y, . to) C arco anbndns. Por tanto
H{b,, to) C arco agb,.

Por otra parte, tenemos que H (b, to) =£{Z H (b, to) Cit_{& anb, = ab. Por
tanto H{b,ty) C arco ab.

Pero como X =Y UY', en Y'se tiene que:

H(b,.ta) C arco b,c, y, también, H(b.ta) = lim H(b, to) Clim e, = be.
Por tanto H(b,ts) C arco be.

Esto muestra que A = H{b,ty) C arco aby A= H{b,to) C arco bc.

Por tanto A = {b} lo que es un absurdo.
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Por tanto C'(X) no es contraible.

EJTEMPLO 4.4.
En el siguiente ejemplo {ver (11, Ejemplo 3.7, p.243]) se muestra un continuo

X tal que:

a) X contiene un R*-continuo, pero #~1(t} no contiene un R*-continuo para
ninguna ¢t € (0, u(X)).

b) X no es contraible, pero 1~ (t) es contraible para toda t € (0, u(X)).

Sean X el segmento que une a (~—1,0) con (1,0) en R?* y, para todan € N, B,
¢l seemento que une a (1,0) con (0, —9271), y A, es el segmento que une a {—1,0)
con (0,27").

Entonces X = Xo U (LU, 44) U (Ui~ Ba) . (véase la figura 0.17):

o
(W)




{-1,0} (Lo

Figure 0.17:

Probaremos que K = {(0,0}} es un R’-continuo en X.

Sea U = X —{(-1,0),(1,0)}, entonces U es un abierto de X. Las componentes
de U son los conjuntos B, — {{1,0)} ¥ An — {(—1,0)}, ademds del conjunto
Xo — {(—1,0),(1,0)}. De manera que, si hacemos, para cada n € N, Gy, =
Bn— {(1,0)} ¥ Cancy = Ay — {(~1,0)}, tenemos que las componentes de U’ son
Xo - {{~1,0),(1,0)},C1.Cs, ... Observemos que lim inf Cy = {(0,0)}. Por tanto

K = {(0,0)} es un R*-continuo de X, (véase la figura 0.18):




Camn

-1 (LO)

Figure 0.12:

Daremos una idea geométrica de por qué, dada una funcién de Whitney # :
C(X) — [0,00) y dada t € {0, u(X}), sc tiene que p~Y(t) no tiene R*-continuos.
De acuerdo con el Teorema 4.2, es suficiente con probar que p~1(t) es contraible.
En realidad, aunque esta afirmacién es cierta para todat € {0, (X)), sélo daremos
un argumento geométrico para las ¢ pequerias. Para ser més precisos, supondremos
quet < u(.ﬁlln),p(Bn) para toda n € N.

Primero observemos que, si A es un subarco de X tal que p(A) > ¢ entonces
C(A) N 7 }{t) es un arco. Esto resulta cierto porgue si identificamos a A con el

intervalo {0,1] y hacemos la funcién de C{4) N =Nt} = (p |eay) " (t) en [0, 1]
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dada por B — minde B, entonces obtenemos una funcién continua e inyectiva,
asi que su imagen es un subarco homeomorfo a C(A) N u~'(t).

Tomemos A € p~'(t), como A es conexo, A tiene alguna de las siguientes
posibilidades:

-(~1,0)e A

-(1,00€ A

-AC A, para algunan € N

- AC B, para alguna n € N

- Ac[-1,1] x {0}.

De manera que:

p ity =C UG U(U{A ne NP U (U{B.:n € N} Ul

Donde C; = {A € () : (-1)°,0) € A,i € {1.2}}, A, = {A € poie) -
AC A} By={Aep ')} : AC B} yC={Aeu'(t): AC [-1,1] x {0}}.

Por el comentario que hicimos antes, cada A, cada B, y Cp son arcos.

Los elementos de Cg qque son limite de elementos de los A, estén contenidos
en el lado izquierdo del cje Y, mientras quc los elernentos de Co que son limite de
elementos de los B, estan contenidos en el lado derecho del eje Y. Ya quet >0,
ningtin elemento de Co puede estar contenido a la vez en el lado negative y en

el lado positivo del eje Y. Esto muestra que ningiin elemento de Cp es limite de




elementos de los A, y también limite de los elementos de los B,. Entonces p )

puede ser representado de la siguiente forma, (véase la figura 0.19):

Figure 0.19:

Aquf Ap representa el segmento de la forma [¢,0] % {0} que pertenece a u L),
y By al segmento de la forma [0, ] x {0} que pertenece a u~'(t). El segmento que
une a Ag con Bp representa a todos los elementos de p~(t) que ticnen al punto
{0,0).

Alargando al segmento AgBy (usdndolo cormo si fuera una liga), podemos em-
pujar continuamente a todos los scgmentos A, hacia la izquierda y & todos los B,
hacia la derecha.

Entonces el nivel u~(t) puede ser deformado en el siguiente espacio, (véase la

figura 0.20):




Figure 0.20:

Para poder contraer este espacio, necesitamos que tanto €, como €, sean con-
traibles. Concentrémoncs en Cy. Una manera de convencernos de que C; es con-

traible es poniéndo al espacio X de la siguiente manera, (véase la figura 0.21):

Figure 0.21:

Dejando que la gravedad actué continuamente sobre los elementos de Cy. Esto

fe1}
=1




quiere decir que, si tomamos un elemento A € Cy, podemos pensar que A estd
hecho de un material como gelatina y dejar que la gravedad actie por un dia
hasta que el continuo deje de moverse. Como 4 es de gelatina, a medida que se
mueve no pierde el tamatio ni se desconecta por lo que siempre permanece en Cy

(véase la figura 0.22):

Empezando Al otro dia

Figure 0.22:

Entonces todos los elementos de C; terminan en el mismo elemento, precisa-
mente el elemento de €, que tienc todas sus patas del mismo tamano.

El movimiento que hemos descrito nos da una deformacién de C; que empieza
en la identidad y termina en una funcién constante. Por tanto C; es contraible.

Por supuesto que todo esto se puede poner en férmulas pero pensamos que

esta descripcién, ademds de agradable, es convincente.
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Hasta este momento ya podemos llevar a p~!(t) & un espacio de la forma,

{vénse la figura 0.23):

Figure 0.23:

Que es precisamente un arco y que ya se puede deformar a un punto.

Por tanto u~!{t) es contraible.

Vamos & terminar este capitulo discutiendo la influencia de los R3-continuos
en la no existencia de funciones de Whitney que sean confluentes para 2%,

Para empezar, se sabe (ver {7, 19.9, p.160]) que las funciones de Whitney

definidas en C(X) son monétonas. La utilidad que tienc éste hecho es que entonces
los niveles de Whitney son continucs e inducen descomposiciones agradables de
C(X) en subcontinuos. Por otra parte, se sabe que se pueden construir funciones
de Whitney para 2¥ que no son mondtonas jpara cualquier continuo X!, (ver|7,
24.2, p.208]). También se sabe que, para algunos continuos X es posible construir
funciones de Whitney para 2¥ que sf son monétonas, sin embargo, hay algunos

39




continuos que no admiten tales funciones. Entre ellos estdn los que contienen

R*-continuos, como veremos en la segunda parte de este capitulo.

LEMA 4.5.
Sean Z un espacio métrico compactoy F,Q € 2Z, Entonces Py .Q pertenecen
a la misma componente de 27 si y s6lo si para cada componente Cde Z la

condicién PN C # @ es equivalente a la condicién Q N C # @.

Para la demostracién del Lema 4.5 necesitaremos el siguiente Teorema, que es
una consecuencia del resnltado que s conoce como el Teorema del Cable Cortado,

(ver [9, 5.2, p. 72])

TEOREMA 4.6.
Sean Z un espacio métrico compacto, C una componente de Z y P un sub-
conjunto cerrado de Z tal que CN P = . Entonces existen dos cerrados ajenos

HyKdeZtalesque CCH PCKyZ= HURK.
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Ahora probaremos el Lema 4.5.

=) Supongamos que existe una componente C de Z tal que PNC =0y
QN C # 0. Por el Teorema 4.6, existe un subconjunto cerrado y abierto H de Z
talque CC Hy PNH =0

Sean Ay = {A€22:ACZ-H} Ap={A€2?: ANH # 0}. Entonces A,
y A, son subconjuntos abiertos en 27. Aseguramos que P € Ay y Q € Aj.

P €A yaque PN H =@ implica P C Z — H. Por otra parte Q € Ay ya que
QNC #®y C CH. Entonces QNH # .

Afirmamos que 2% = A, U Ay

Sea A € 22. Entonces A C Z. De manera que si AN H £ 0. Entonces A € Ay
ysi AN H = entonces AC Z — H. Asf que A€ Ay

Por otra parte A, N .A; ={.

Por tanto P y Q no pertenecen a la misma componente lo cual es un ab-
surdo. En forma similar se obtendria una contradiccién de suponer que hay una
componente C de Z tal que PNC #Py QNC =4

Por tanto, toda componente C de Z satisface que £ N C # W siy sblo si
Qne#0.

<) Sea Z; = |J{C : C es componente de Zy CN P # 0 =t H{C : Ces

componente de Z y CNQ # 0}
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Primero probaremos que Z; es cerrado. Tomemos un punto p € 7, v supong-
amos que p & Z;. Yaque Z; C Z y Z es cerrado, tenemos que p € Z. Sea D la
componente de Z que tiene a p. Ya que p € Z), tenemos que DAP = Porel
Teorema del Cable Cortado (Teorema 4.6), existen dos subconjuntos cerrades y
ajenos H y K de Z tales que D ¢ H y P C K. Dada una componente C de Z tal
que CNP #0, tenemos que C C HUKyCNK # @. De manera que C C K.
Esto prueba que Z; C K y, como K es cerrado, 7, ¢ K. Demodoquep € HNK,
lo que es absurdio. Con esto concluimos que Z) es cerrado.

Dada una componente I de Z; C Z, existe una componente C de Z tal que
E C C. Dada = € E, T est4 en alguna componente de Z que intersecta a P. Pero
la tinica componente de Z que tiene a & es C. De manera que PnC # 0. Esto
implica que C C Z;. Y como E es componente de Z,, obtenemos yue C C E. Por
tanto E=Cy ENP#0.

Hernos mostrado que Z; es cerrado y todas sus componentes intersectan a F.
De manera que hay un arco ordenado o de F a Zy (ver [7, 15.3]). Observemos
que todos los elementos de tal arco pertenecen a 2Z  Similarmente, hay un arco
ordenado de (7 a Z; (contenido también en 27). Uniendo los dos arcos ordenacos

tenemos un conexo en 2% que tiene a Py a Q. Esto termina la prueba del Lema.




TEOREMA 4.7.
Sea X un continuo que contiene un R*-continuo. Entonces no existen funciones

de Whitney que sean confluentes para 2-¥.

Demostracion.

Sea X el continuo que contiene un f3-continuo K. LEntonces existen un sub-
conjumto abierto I/ de X tal que U € X y una sucesién {Cy}, de componentes
de U tal que liminfC, = K, KCU y K # A.

Elegimos p € K por (ver [12, 2.2, p.13]), podemos elegir puntos pn € Ch,
para cada n € N tales que lim p, = p. Para cada n € N, definimos 4, =
{P, Pn.Put1: .-} Entonces A, es un subconjunto compacto de X y es claro que
lim A, = {p}.

Sea z una funcién de Whitney para 2% fija y, como el continuo X €s un espacio
normal, entonces existe un subconjunto abierto V de X tal que KcvcVcl

Sea N » 1tal que p, € V para toda n 2> N. Para cada n € N, sea Dy, una
componente de V tal que p, € Dn. También sea Do la componente de V que
contiene a p.

Dado z € Fr(V), tenemos que z ¢ K = lim inf C,. De manera que existe

2, > 0 tal que Bae, (z) N Cp = § para una infinidad de n's (pues de lo contrario
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todas las vecindades de z intersectarfan a casi todos los C,, y esto no es posible
porque z & lim inf C,). También podemos suponer que p 3 m;v_)

Por la compacidad de Fr(V), existen m € Ny puntos 71,22, .-, Zm € Fr{V)
tales que Fr(V) C B, (z:)U...U B, (%m).

Definimos £g = min{zs,,...,érn}- Tomando go més pequena si hace falta,

podemos suponer que.Beo(p) C V ~ [By, {z1) U ..U Be,, (Zm)]-

Sea B = {4 € 2¥ : dism{4) 2 5} Ya que la funcién didmetro es continua,
tenemos que B es un subconjunto cerrado de 2¥ y, por tanto, B es compacto.
Observemos que B no contiene conjuntos de un sélo punto. De manera que { =
min{u(B) : B € B} es un mimero positivo.

Supongamos que la funcién g que habfamos escogido es confluente. Ya que
lim{p(A,)) = 0, tenemos que existe un mimero N € N tal que p(Ax) € £. Sea
C la componente de 7 '([0, £]) que contiene a Ay. Entonces 0 € w(C). Asi que
existe un punto = € X tal que {z} € C. Si existiera A € BNC, tendriamos que
< t £ p(A), lo que es absurdo y muestra que BNC =0. Yaque Ay ¢ B,
entonces didm{Ay) < <o, tenemos que Ay C B, (p) C V. Asf que Ay € Al

Sca M la componente de 9V tal que Ay € M. Por el Lema 4.5, tenemos que
M={Ae oV . AND.# 0 siysslosinz Non=0}

Vamos a ver que no es posible que € C 2" . Supongamos, por el contrario, que
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€ ¢ 2% . Ya que C es conexo, obtenemos que C C M. Asf que {z} € M. De
agui que z € D, para toda n € N. Esto implica que 2 € C, para toda n € N,
asf que C; = O3 = - - -. De aqui que K = liminf C, = C:. Entonces C; C U.
No es posible que U = X, pues de lo contrario su tinica componente es &l mismo
y cntonces Cp = X para toda n € N. Esto nos darfa que K = X lo cual no se
permite por definicién de R3-continuo. Entonces U # X, de manera que podemos
aplicarle el Teorema de los Golpes en la Frontera (ver [12, 5.2, p43]) a Gy a U
y obntener que C; N FrU # . Pero habiamos concluido que ¢ € U, lo que nos
da que U N FrU # 0. Esto ¢s absurdo pues U es abierto. Por tanto € o 9V,

Entonces 2¥ N C es un subconjunto cerrado, no vacio y propio de €. Sea D
la componente de 2 nc que tienc a Ay. Podemos aplicar el Teorema de los
Golpes en la Frontera y deducir que existe un elemento A€ DN FT‘c(ZV-ﬂC). 5i
ocurriera que 4 C int{V), entonces, {B € 9V . B C int(V)} NC es un abierto de
C, contenido en 2V N, que tiene al clemento A. Esto contradice €] hecho de que
Ae Frc(Qvﬂ C) y prueba que A & int (V). Por otra parte A C V, de modo que
existe un punto ¢ € AN Fr(V).

Como A € €, A no puede estar en B, asf que didm 4 < £ Ya que D es

un subconjunto conexo de 2¥ y Ay € D, tenemos que D C M. De manera que
L} ¥ : ]

AND, #0 paratodan = Ny AN Do # 0.
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Como ¢ € Fr(V), existe ¢ € {1,...,m} tal que g € B., {z;). Entonces AC
Beo{q) C Beyie, (T:) C Bas,, (2:). De manera que By, (z:) N Dn # 0 para toda
n & N. Como D, es un subconjunto conexo de U e intersecta a C,, en pn, tenemos
que Dn € C,. Por tanto By, (z:) N Cy = ) para toda n 2 N. Pero el mimero
£z, habfa sido escogido precisamente con la propiedad de que By, (z:) dejara de
intersectar a una infinidad de C,,.

Esta contradiccién completa la prueba de que ¢ no es confluente.
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