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RESUMEN

Nos proponemos describir las propiedades de un gas de N-bosones sin inter-
accién entre ellos pero atrapados por potenciales externos tipo oscilador armdnico
unidireccionales y mutuamente perpendiculares entre sf, los cuales restringen el
espacio accesible al gas. En particular, consideramos un gas de bosones tridi-
mensional sobre el que actdan uno, dos o tres potenciales de oscilador arménico
perpendiculares entre si que restringen al gas a casi dos, casi una 0 casi cero di-
mensiones, respectivamente. Empezamos resumiendo las propiedades de un gas
ideal en 3D de bosones para luego extender la descripcidn a un gas de bosones en
d dimensiones y con una relacién energia-momento, o relacién de dispersién, ge-
neralizada de tal forma que la energia de cada particula es proporcional al momento
elevado a una potencia s positiva. Encontramos que las propiedades del sistema de-
penden, ademds de las variables termodindmicas, del cociente d/s. Posteriormente
nos avocamos al sistema de nuestro interés donde investigamos la existencia de
la condensacién Bose-Einstein y calculamos la temperatura critica ademas de la
fraccidn de particulas condensadas en el estado de momentum cero, como funcién
de la temperatura. Se reporta la densidad de estados y la energia interna entre
otras propiedades termodindmicas. El calor especifico muestra un salto tipico de una
transicién de segundo orden cuando consideramos tres o dos osciladores arménicos
y desaparece para un solo oscilador. Pero lo realmente novedoso es que nuestro
gas de bosones tridimensional atrapado por uno, dos o tres osciladores arménicos
externos, s¢ comporta como un gas ideal de bosones en cuatro, cinco o seis dimen-
siones respectivamente, pero con una masa efectiva que tiende a cero en el limite

termodindmico.
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Capitulo 1

Introduccion

Tres hechos relativamente recientes nos motivan y gufan para realizar el presente
trabajo: la obtencién en laboratorio de la condensacién de Bose-Einstein {1, 2], el descubri-
miento de la superconductividad de alta 7% [3] y el creciente interés por las nanoestructuras
[4]-(9].

La condensacién de Bose-Einstein es un fenémeno cudntico cuya importancia en muchas
4reas de la fisica ha crecido desde que por primera vez la predijera Albert Einstein en 1925
[10, 11]. Este fenémeno s6lo ocurre para particulas cuyo “espin” total es un miiltiplo en-
tero de A y obedecen una estadistica especial, la de Bose-Einstein (BE). A estas particulas
especiales se les llama “bosones” y tienen la caracteristica de que cualquier nimero de
ellas pueden acceder a uno cualquiera de sus niveles de energia. Cuando el nimero de
bosones que se encuentran en el estado de energia més bajo es del orden del nimero total
de bosones decimos que el sistema ha sufrido una condensacién BE. Entonces el sistema
manifiesta un comportamiento muy distinto al cual estamos acostumbrados a observar en
los sistemas que nos rodean, por ejemplo, su indice de refraccién es enorme {12] tal que la
luz se mueve en el condensado a una velocidad nunca imaginada de unos cientos de metroé
por segundo (la velocidad de la luz en el vacio es aproximadamente 300 000 km/s), etc.
Para 1937 Kapitza [13] descubre la superfluidez del helio cuatro liquido y en 1938 London
[14) propone que ésta es un manifestacién macroscopica de la condensacion BE. Posterior-
mente, a principios de los afios noventa la condensacién BE fue detectada en excitones

de semiconductores [15). Sin embargo, fue necesario esperar 70 aiios para que en el labo-




ratorio se pudiera generar un gas de bosones con la posibilidad de condensarse. Aunque
ol candidato idéneo era el gas de hidrégeno atémico polarizado [10] por su masa ligera e
interaccién débil entre ellos, en 1995 grupos en JILA y la Univesidad de Boulder Colorado
USA, obtuvieron por primera vez la condensacion de Bose-Einstein en un gas diluido de
Atomos de rubidio (*'Rb) confinados en el espacio por un campo magnético inhomogéneo
{16]. Posteriormente este experimento fue reproducido con dtomos de litio (*Li) polar-
izados {17] en el Departamento de Fisica de la Universidad de Rice en Houston Texas v
més tarde en el [nstituto Tecnolégico de Massachusetts (MIT) con dtomos de sodio (''Na)
[18]. La manera en que se obtiene el condensado es mediante un previo enfriamiento de un
gas via LASER, atrapindolos con campos magnéticos inhomogéneos y superenfridndolos
evaporativamente [2]. Un resumen del proceso de atrapamiento de atomos puede ser

consultado en la pagina web http:/ /www.colorado.edu/physics/ 2000/ bec/ .

La obtencién de condensado de Bose-Einstein en el laboratorio ha renovado el interés
por el estudio tedrico de gases bosonicos sujctos a un potencial externo, en particular el

potencial armdnico, y con interaccidén entre ellos.

Por otro lado, aunque la superconductividad fue descubierta por K. Onnes en 1911,
no fue sino hasta 1986 que Bednorz and Miiller [21] reportaron el primer cuprato su-
perconductor de alta Tt (LaBaCuQ) por lo que en 1987 les otorgaron cl Premio Nobel
de Pisica “por su importante contribucién en el descubrimiento de la superconductivi-
dad en los materiales cerdmicos”. Este descubrimiento abrié la posibilidad de acceder
a superconductores con temperaturas criticas superiores a la temperatura del nitrégeno
liquido a presién ambiente. En 1987 el equipo de C.Y. Chu [22] de la Universidad de
Houston corroboraron el hallazgo de Bednorz y Miiller y extendieron las investigaciones

a superconductores cuya temperatura de transicion superconductora es de 92K (-181C),




este material estd compuesto por 6xido de itrio, bario y cobre YBa;CuzOs. Pareceria que
la simetria “planar” de la estructura cristalina del material es la responsable de esta alta
temperatura de transicién superconductora {23]. Lo anterior ha originado replantearse las
teorias de superconductividad para dos, una y dimensiones intermedias.

Aunque la CBE y la superconductividad parecieran ser dos fenémenos distantes ya
que el primero se da entre bosones y ¢l otro se origina entre fermiones (electrones, huecos,
...), no lo son tanto pues las interacciones entre fermiones propicia la formacién de bosones
compuestos que pueden condensarse y manifestarse como superconductividad. Por ejem-
plo, recientemente se ha vinculado el efecto Hall cudntico con la superconductividad [24]

en donde electrones atrapados en dos dimensiones forman bosones compuestos.

Los avances tecnolégicos en el confinamiento de particulas permiten tener sistemas en
dos, una o cero dimensiones [4, 5] a tal grado que los conocidos puntos cudnticos {quantum
dots: electrones confinados a estructuras que pueden considerarse como puntos) se com-
portan como atomos naturales, los cuales puede;n llevar al disefio de nuevos dispositivos
electrénicos y pticos [7, 9]. El control que se tiene para ¢l confinamiento de particulas es
tan alto que se puede tener un solo electrén en uno de dichos puntos cudnticos {8]. Los
sistemas confinados presentan propiedades electrénicas muy peculiares a las que se pone
mucha atencién {por ejemplo los estudios hechos en nanotubos de carbono [6]) por las
insospechadas aplicaciones tecnolégicas que se esperan realizar.

Fn los tres fendémenos referidos: CBE, superconductividad de alta T y nanoestruc-
turamiento, se destaca el confinamiento de particulas fermidnicas o bosdnicas, cuyas
propiedades dependen fuertemente de los potenciales confinantes. Estos potenciales con-
finantes externos pueden desarrollarse en serie alrededor del punto de equilibrio y en

primera aproximacién quedarnos con el término de orden cuadrético, es decir, dichos




potenciales pucden aproximarse como potenciales de tipo oscilador armoénico.

Debido al interés por ¢l fendmeno de la condensacién BE, en esta tesis presentamos los
resultados obtenidos de calcular las propiedades termodindmicas {temperatura de conden-
sacién de Bose-Einstein, fraccién de! condensado, energia interna, calor especifico, presion.
entropfa, etc.) de un gas de bosones sometidos a distintos potenciales. El tipo de poten-
cial se refleja en la forma de la expresién para la relacién de dispersién energia-momento.
aqui consideramos como potenciales confinantes los siguientes: la caja de potencial y po-
tenciales de tipo oscilador armdnico unidimensionalesen 1, 2y 3 direcciones mutuamente
perpendiculares.

En el Capitulo 2 resumimos las propiedades termodindmicas para un gas libre de
bosones en tres dimensiones, ademds de dar la temperatura critica y la fraccién del con-
densado como funcién de la temperatura. En un gas real, las interacciones entre las
particulas son de extrema importancia, sin embargo atacamos problemas de particulas no

interactuantes donde se puede entender la naturaleza del fenémeno.

En el Capitulo 3 se hace una gencralizacién para un gas de bosones en d > 0 dimen-
siones y una relacién de dispersién del tipo ex = ¢,k’.

En el Capitulo 4 se calculan las propiedades antes citadas para un gas de bosones
tridimensional atrapado por tres, dos y uno potenciales armdnicos unidimensionales mu-
tuamente perpendicilares. Se obtiene que el gas de bosones atrapados se comporta como
un gas de nuevos bosones libres en seis, cinco y cuetro dimensiones respectivamente con
una masa efectiva que tiende a cero en el ifmite termodindmico.

En el Apéndice A se introduce la integral de Bose. En el Apéndice B se presenta la

manera en que transformamos la integral de volumen en el espacio k (para calcular el




numero de particulas de un gas de bosones en € > 0 dimensiones y relacién de dispersion
€x = C,k*) a una integral de una sola variable &, debido a la simetria geométrica del
problema y en el Apéndice C se detalla el procedimiento de transformacién para calcular

! ndmero de bosones N en 3D atrapados por tres, dos y uno osciladores arménicos.




Capitulo 2

(Gas Ideal de Bosones

En este capitulo calculamos y resumimos las propiedades termodindmicas de un gas
de bosones ideales dentro de una caja de volumen V, tal que en el limite termodinamico
N — o0y V — oo la densidad de particulas n = N/V permanece constante. Este
problema es discutido ampliamente en libros de texto de Mec4nica Estadistica (25, 26, 27
pero que aqui incluimos por completez. Como no existe interaccién entre las particulas

la energia de cada particula bosénica corresponde a la energia de una particula libre de

masa m,
2 2.2 .
P Rk
TS e— = ————— 2'1
= om” om (21)
K=kl K+ A
2w 27 2n
k: = _L"nzl ky = '_L-ny! kz = _L_nz
con

ne =0, £1, £2,..; n, =0, £1, £2,...; n, =0, £1, £2,..

es decir, la relacién de dispersion entre el momento hk y la energia £ de las particulas
es cuadratica [28]. Ahora bien, en el caso de un sistema de particulas de Bose-Einstein
el nimero promedio de particulas en un nivel de energia definido por el momento k estd

dado por ng,

1

= Plee-m — 17 (2.2)

ng

conocida también como la funcién de distribucién de Bose-Einstein, donde £« estd dada

por la ecuacién (2.1), y es el potencial quimico y 8 = 1/kgT con kg la constante de




Boltzmann y T la temperatura en grados Kelvin (K). De aqui que el nimero total NV de
particulas estd dado por la suma de las particulas en cada nivel de energia asociado al

momento fik,

1
N= ;nk = % ——_"_eﬁ(fk"ﬂ) — 1 (23)

Por conveniencia a N la escribiremos como la suma de particulas en el estado hase Ny

més las particulas que estdn en los estados excitados N, es decir,

N = Ny + N, (2.4)
donde
1
Ny = _ 2.5
0 G—'a‘u ] ( )
Y

1
N=S o————.

(2.6)
En el limite termodindmico la separacién entre los niveles tiende a cero al grado que

podemos aproximar (2.1) como una funcién continua de & y asi 1a suma (2.6) para N; la

podemos reescribir de la siguiente manera

1
N,:ajnkdk=fj[nk dky diy dk,, @2.7)
donde § es el volumen de la celda minima en el espacio k, es decir
2my®
Q= ——) . 2.
€ (28)
Ahora bien, usando coordenadas esféricas (2.7) se transforma en
1 = 2
Ne=o ]0 nednk?dk (2.9)
!
Ny= it [* kK
c=drs [k, (2.10)
7




donde hemos sustituido (2.2).

En general:

> (E) [dw= [7 e go) s

k

para particulas sin espin.

Nétese que la ecuacion tiene la forma N, = /0 " de F(€)g(g), donde f(€) es la funcién
de distribucién de Bose-Einstein (2.2) que representa el niimero promedio de particulas en
¢l nivel de energia ¢, y g(€) es el nimero de niveles por unidad de energia €. Conociendo
la relacién entre el niimero de onda & y la energfa ¢, es inmediato determinar g(e) la cual

conocemos como la densidad de estados. Para esto basta identificar que

_ ani? 3)39‘_’6
ale)ds = drk (27r —de

la cual después de usar la relacién de dispersion (2.1) nos queda

I3 r2m\%?
9(e) = 13 (ET) g, (2.11)

En la Fig. 2.1 graficamos la densidad de estados g(e) en unidades de (2mL? J4xh?)
como funcién de la energia £ en unidades de h*/L*2m.

En términos de la densidad de estados la ecuacién (2.10) toma la siguiente forma

V osamaYE e g2
Ne = 42 (?’) ]n ePle=n) — % (212)
o haciendo cambio de variable z = fe tenemos
3/2 172
vV {2m ®
Ne= gt ('ﬁﬂ o T (213)

con z = e la fugacidad y V = L*. La integral en la ecuacién anterior es la funcién de

Bose (ver Apéndice A) ga/2(z) multiplicada por la funcién gamma [(3/2),

v 3/2
M= e () T

8
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Figura 2.1 Densidad de estados g(¢) para un gas ideal 3D de bosones.

Recordando que ['(3/2) = +/7/2 y usando el hecho de que 8 = 1/kpT nos queda que
el ntunero de particulas excitadas estd dado por

3/2
mkgT

Ne =V "_Ei_ g;;/z(z), vT. (2.14)
2mh

2.1 Temperatura critica

La ecuacién (2.14) relaciona las variables termodindmicas N, T,V y u. En el limite de
altas temperaturas y se comporta clasicamente, es decir, p < Oporloque0 < z<1y
N, = N, es decir, todas las particulas del sistema se encuentran en los estados excitados
de energia. Sin embargo, cuando la temperatura del sistema disminuye hasta cierto valor,
p— 029y N=No+ N el estado base de energia comienza a poblarse y los estados
excitados disminuyen su nimero de particulas de tal manera que N permanece constante.
La temperatura a la que ocurre p = 0 se le llama temperatura critica 7. la cual limita

dos regiones: si T' > 7, entonces N, =N ysiT < T. entonces N = Np + N,. Notemos

9




que para T = T, se ticne que N, = N y =0 por loquez=1y

. 3/2
N=V (";’;r‘g) ¢(3/2), (2.15)

donde hemos usado que g,(1) = {(o) para ¢ > 1, la cual es una constante del sistema.

Despejando T, de la ecuacién (2.15) tenemos que

it N\ LA
v= —— | ~ 33— — 2.1
L= ok (vg(s/z)) 38 e (v) ' (216)

ya que ¢(3/2) =2 1.202.

2.2 Fraccién condensada

Ahora podemos calcular la fraccidn del condensado Ng/N es decir, la fraccién de particulas

que se encuentran en el estado base. De la ecuacién (2.4) tenemos que

Ny N,
~ =" (2.17)

La scuacién anterior se cumple para toda T'. Ahora bien, dividiendo la ecuacién (2.14)

entre la ecuacién (2.15) resulta que

N. (T)"” g372(2) (2.18)

~=\F il A

T/ gap(1)

y sustituyendo (2.18) en la ecuacién (2.17) nos queda

No T\Y? g3p2(2)
7= (%) gsr2(1)’ (219)

Las ecuaciones anteriores se cumplen para toda T. Para T < T, z = 1y laecuacidon

anterior se reduce a

N T\*?
WO =1- (‘f) : (2.20)

A T = 0 todas las particulas estin condensadas y a T = T¢ todas estdn en los estados

excitados como puede deducirse de la Fig. 2.2.

10
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0.0 02 04 06 08 1.0

T/T¢

Figura 2.2 Fraccidn de particulas condensadas (2.20) como funcién de la

temperatura.

2.3 Energia interna
La energia interna {/(V, T') de un gas ideal de bosones, se calcula de la siguiente manera

3
UV, T) = Zﬁ'kﬂk = Z Em—_—z')—_'_'—l (2.21)
K k

donde €, cs la encrgia del estado excitado definido por k. En el limite termodindmico la
suma anterior la podemos convertir en una integral,
o0
Uwv,T) = /0 de € g(e)n(e). {2.22)

Usando la densidad de estados (2.11) y la funcién de distribucion 7 {(2.2), U(V,T) queda

v 2m 32 o EG[Z

Haciendo el cambio de variable z = f¢, usando el hecho de que I'(5/2) = 3/7, que
B = 1/kpT y escribiendo Ja integral resultante en términos de la funcion de Bose corres-

11
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1.2 1 -
h‘c 0.8+ .
—
=
~—~ 0.4 .
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0-0 T T T
0 1 2 3 4

T/T,

Figura 2.3 Energia interna de un gas ideal tridimensional de bosones.

pondiente,

3 kTN
U(V, T) = §k5TV (%—ZT) g5/2(z). (2.24)

Para escribir la ecuacién anterior en términos de la temperatura critica y el nimero de

particulas N usamos la ecuacion {2.15), es decir

3 9s/2(2) (T)m -
U = SNksT ), VT 2.2
27 gp() \T ( a)_

En la Fig 2.3 graficamos U/NksT como funcién de T/T:.

2.4 Calor especifico

Para calcular el calor especifico Cy = (g%) derivamos la expresién (2.25) para la
NV

energia interna con respecto a la temperatura, queddndonos

3 Nkg T)m [5

’ Oz
g \T) 2%+ Tesn(Elar ) (2.26)

12




donde la prima significa derivada respecto al argumento de la funcién. Para T > T: se

tiene que N, = N y z satisface la ecuacién (2.18) por lo que

Oz 31 g3p2(2)

S = e 2 , {2.27)
) ar 2T 93/2(3)
sustituyendo la ecuacién (2.27) en {2.26) tenemos que
32 _ ,
e S 2l (T [0l 3] g
2 ga2(1) \Te 2g32(2) 2 Jas2 (2)

Ahora bien, como N, = N para T > T; la expresién (2.18) queda

1= (T)m 932(2)

T. gaa(1)’

la cual usamos en la ecuacién anterior para obtener

Cy = §Nk [:’[95/2(2) égs,fz(z)} , T>T. (2.29)

2712 g32(2)  2g5(2)

Para T < T, tencmos que

32

2 ga2(1)
pues z = 1. De aqui que Cy estd dado por
15 gsr2(1) (T)m
Cy = —Nkg———| = , T <T,. 2.30
v 4 Bg3/2(1) :I-:: ( )

El comportamiento de Cy cerca de T, se analiza por medio de la diferencia
ACY|r=t, = Cv(T]) — Cy(T),

donde Cy(T) esta dada por la ecuacién (2.30} y Cv(TF) por la ecuacibn {2.29), de tal

forma que
ACYy
Nkg

9g3/2(1)
4q2(1Y

y debido a que g1/2(1) — o0, ACyjr=r, = 0 lo que significa que no hay discontinuided

|r=r, = (2.31)
en el calor especifico. Cy alcanza su maximo valor 1.925Nkg en T' = T [30] como puede

apreciarse en la Fig. 2.4,
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Figura 2.4 Calor especifico Cy de un gas ideal tridimensional de bosones.

2.5 Ecuacién de estado

Para encontrar la ecuacién de estado, es decir la ecuacién que relaciona la energia interna
U, el volumen V y la presién P del sistema, hacemos uso de nuevo de un resultado de la

mecinica estadistica [27]
PV

2 =TV, 2.32
e InZ(T,V, 1), (2.32)

donde Z(T,V,u) cs la funcién de particién para un gas de bosones (ensamble gran

candnico)
_ _ 1
Sustituyendo la ecuacién (2.33) en (2.32) tenemos que
PV
= 1 — »p—Ptu )
T Zk: n({l — ze~F%} (2 34)-
14




donde z = €™ es la fugacidad. En el limite termodindmico podemos convertir la suma

anterior en la siguiente integral

PV

T = —/umds g(e) In(1 — ze7%), (2.35)

donde la densidad de estados g(g) esté dada por la ecuacién (2.11). Sustituyendo ésta er

(2.34) y haciendo una integracidn por partes tenemos

PV V /2mn\¥%2 e €2
_ Y [2myTTe < 2.
kgT  4m? ( K ) 3‘6/o dz z-lefe — 1 (2.36)
0
PV mkpT\**
— =V . 2.37
kaT ( Gy ) 9s/2(2) (237)

En términos de la energia interna (2.25), la ccuacién anterior se puede reescribir asi

kaTc

9 1
W) gUﬁgm(l), (2.38)

PV = V(
donde usando la ecuacién (2.15) tenemos finalmente que la ecuacién de estado es
2 .

PV = 3U. (2.39)

2.6 Entropia

Para calcular la entropia partimos de la siguiente expresién para la energia libre de Gibbs

para un sistema monoatémice {31],
G=Nu=U+PV-TS (2.40)
donde usando la ecuacién de estado (2.39) tenemos que
5
TS = EU - Nu.
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2 3 4
T/Te

Figura 2.5 Entropfa S de un gas ideal tridimensional de bosones.

0 !
1

Usando la expresién (2.24) de la energfa y despejando S tenemos que

5 /T
5= 5zwc,g(i)

3/2
gn(z) _ N (2.41)

gpl) T

Para T < 7. se tiene que 2 = 0 y por tanto z = 1 asi que el segundo término de S se

hace cero y

5 T \*? ga(1) .
S =—-Nkg| = — 2.42
2 B(Tc) ga2(1) (2.42)

La entropia como funcién de la temperatura 7'/T; se muestra en la Fig. 2.4.

Se observa que G = Ny tiene el mismo el valor cuando T — T¢ y cuando T — T
2

y que S es continua en T = T, es decir §(7;7) = S(T;}). Calculando g% = % se tiene

HIEN e

16
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como debe ser, ya que

e
Ov=-T7m

y como se observa en la Fig. 2.4 el calor especifico Cvy es continuo en T = T,. Aunque en
T = T, Cy muestra una discontinuidad cn su derivada que equivaldria a una transicion de
fase de tercer orden no es asi. La independencia de la presién con el volumen (2.37), nos
indica que ain teniendo la presién el mismo valor para T =T ¢l volumen no, ddndonos

la condicién para considerar la transicién como de primer orden [26].

2.7 Potencial quimico

El valor del potencial quimico u es cero para T < T.. Usemos la ccuacion (2.18) para
“calcular 4 en temperaturas T > Ti. Para T > T, N, = N y se obtiene de (2.18) la

siguiente ecuacién implicita para p

-3/2
g32(2) = gap2(1) (%) (2.44)

con z = P, usando la expansién cn scrie de gsy2(z) (ver Apéndice A) tenemos que

2 T\ 32
g B = g3p2(1) (7_1:) . {2.45)

Revirtiendo la serie de potencias dada en (2.45) obtenemos una expresion en serie de
potencias de g2 para z
oo
2= =3 bugi (2.46)
m=1
donde los cinco primeros valores de by son dados [33]

2 2 P 2172 32 _ o312 3
bl="";; b2=——1-'r—', bg'—"-ﬁi(Q —3/); b4=—7r2—‘(5>(3 -2 —5)(2);

5
bs = _2;75(2“/2 X 34+3 42T x 727 x5 28 x 32 x 7).
m
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% 1 1 '

= B
= 1-t, !
—_— N +18 T
SN 3

= * ETI
Z ', 1

0 \ 41' ;

o | 5
F‘; T/Tc
ﬁ bosones fermiones
—
=
M
3.

clésico

Figura 2.6 Potencial quimico u para un gas libre 3D de bosones y de

fermiones, en el limite cldsico ambos tienden a i cldsica [34].

En el limite clasico (T >> T.) el nimero promedio de particulas en cada estado de
energia es muy pequefio es decir

1

n=em o <!

de aqui que z << 1 y g32{2) = z (ver Apéndice A) lo cual sustituimos en (2.44) para

obtener

4o = kgThn [gm(l) (—,E)_m] ,

sustituyendo T, se cbtiene finalmente la conocida expresidn cldsica para p

3/2 .
p = —kpgTln [K (kaT) ] . (2.47)

N\ 2x#?
En la Fig. 2.6 graficamos el potencial quimico u(T') para un gas de N bosones de masa
m resolviendo numéricamente la Ec. (2.44) y lo comparamos con el potencial quimico
clasico asi como con €] correspondiente potencial quimico de un gas de 2V fermiones de-,

masa m/2.
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Capitulo 3

Bosones en d dimensiones y relacion
energia-momento generalizada

3.1 Relacién de dispersién generalizada

En ¢l capitule anterior se calcularon las propiedades termodindmicas de un gas ideal
tridimensional de bosones con relacién de dispersién cuadratica. En este capitulo genera-
lizamos los resultados del capitulo anterior para un gas libre de N bosones de masa m
atrapados en una caja en d > 0 dimensiones y con una energia proporcional al momento

del bosén elevado a la potencia s > 0 35}, es decir
Ep = Cok7, (3.1)

donde el momento de la particula p estd relacionado con k por medio de la relacién de
De Broglie p = fik, con k el vector de onda en el espacio d-dimensional y que podemos
escribir como k = (27/L)n debido a las condiciones de frontera del sistema, con n =
(n1, na, n3,.y na) y e =0, 1, £2,.54=1, 2,0, d. L% es el volumen de nuestro

sistema. ¢, es una constante con dimensiones de energia por longitud a la potencia s.

3.2 Temperatura critica

El niimero total N de particulas puede escribirse como la suma de las particulas que estdn

en el estado base Ny més las que ocupan los estados excitados N, es decir

N = No+ N, (3.2)
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donde

1
Ne=V% ————.

(3.3)
La suma sobre todos los estados puede reemplazarse por la integral de volumen en el

espacio k, es decir N estd dado por el volumen de la hyperesfera dividida por el volumen

de la celda minima en el espacio &, Q2

1 oo o oa
N, = ﬁf [ [ e dy dks... dka, (3.4)
o\ ¢ . . , .
con ! = (-E) ¥ 1 el nimero promedio de particulas en cada estado de energia &¢. Lad
ecuacion (3.4) la podemos escribir como (ver Apéndice B)
2742 F LN 1o 4
== __[=Z ~1dk. 3.5
Ne = v (21:) /o k" dk (3:3)

Escribiendo la ecuacién anterior en términos de € en lugar de &

Le 1 oo gdfs=1
Ne = T(d/2)md/224-1 gpdfs /o e (3.6)
De aqui se tiene que la densidad de estados g{(e) estd dada por
1 2n%% . |
=0 ) 7
g(e)de QI‘(d/z)k dk (3.7)
o
d
= et (3.8)

g(g) = T(d/2)mdr224-1 scsh : ;
Haciendo el cambio de variable £ = e, y definiendo z = €®* tenemos que la ecuacién

{3.6) toma la forma

N

Ld 1 [og de.—l
T D(d/2)wdf224-1 ( Hagate Jo z7er ~ 1

la cual podemos reescribir en términos de la funcidén de Bose respectiva

r(d kgT\ %
N, = Ldfﬁ% (;L) gars(2). (3.9)
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Como N = N, para T' > T, podernos calcular N

s a dfs
N = Ldﬁa’/;_——-mm (EFQCTT‘E) gd/s(l)' (310)

Partiendo de la 1iltima ecuacién podemos calcular la temperatura critica a la cual em-
pieza a ocurrir la condensacién de Bose-Einstein. Dos condiciones definen la temperatura
critica T, ¢l potencial quimico g es igual a cero y el niimero de particulas en el estado

base también es cero, bajo estas condiciones tenemos

_ [F(d/?)sn“/??'—‘]'/d [ i"_]"’"
~ kn | D(d/s)gapa(l) 2

Como ga/s(1) — oo para dfs < 1 (ver Apéndice B) existe BEC con una temperatura

T, (3.11)

critica finita y mayor que cero cuando dfs > 1y la temperatura critica es cero cuando

dfs <1

3.3 Fraccién condensada

Podemos calcular el mimero de particulas que se encuentran en el estado base de energia

(1a fraccién condensada) dividiendo la ecuacién (3.2) por N,

NO _ N:
~=1-% (3.12)

ahora bien, sustituyendo (3.9) y (3.10) en la ecuacién anterior tenemos la fraccién con-

densada en términos de la temperatura T

% 1 (E)'m. (3.13).

3.4 Energia interna

Una de las propiedades termodindmicas que podemos calcular inmediatamente es la ener-

o0
gia interna U = / de n{e)gle)e. Sustituyendo en la expresién anterior la densidad de
0
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estados (3.8) y la funcién de distribucién BE, tenemos

U= Le 1 /"” £
T T(dj2)nd/22d- g s Jo alefe— 1

df2

Haciendo el cambio de variable r = fe tenemos

U= e 1 /“’ T
- I"(d/2)1rd/22“‘ scg/’ﬁd,f?-l»l b z-ler -1

d/2

De la definicién de gajo1(2) y usando la ecuacién (3.9) se tiene finalmente que

U = SN ppriiesd) (3.14)
8 9ays(2)
o bien
d 9a/s+1(2) (T )“’”
U=-NkgT — VT 3.15
8 5 gd/a(]-) T'c ( )
En el limite en que T — o0, M — 1y N, =N, por tanto de la ecuacién (3.14)
947+(2) .
obtenemos
U= gNkBT, (3.16)

una version generalizada del teorema de equiparticién de la energia.

3.5 Calor especifico Cy

El calor especifico se caleula mediante la ecuacion

au
o= ()
T [y
Usando la ecuacién (3.15) para U(T, V) tenemos
g fd 9d/a+l(z) T d/') '
Cy = = ( ENkprides) (—) . 317
v ar(s 5 e (1) \T2 (3.17)
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ParaT <T,z=1y

dfd gd/s+l(1)(T e
cy=2(2 g I L) —) . 3.18
o (S et (7 @19
Para T > T, se tiene
d d TN gass(2) TNY? Gajer1(2) dz
Cy = —Nkg |{ = (—) T, 242 (—) pa/Lan iy 19
v 3 B[(S+1) Tc gd/,(1)+ Tc gd/a(l) ar (3 )

d
Para calcular d—; se usa la ecuacién (3.9} obteniéndose

d garer1(z) _ ngf/-H(Z)
(s + 1) gars(2) 5 9iy(2) ] . (3.20)

6 = i,

Para analizar si tenemos un salto en el calor especifico en T = T calculamos el salto
ACy definido como la diferencia de Cy(T) ecuacién (3.20) y Cv(T) ecuacién (3.18), es
decir

ACy = Cy(T7) — Cu(T Yir=r.

ACy _ (d\? gurs(1)
Nkg (3) 9aga-1(1) (3.21)

Si dfs — 1 < 1, gass—1(1) diverge mientras que para d/s — 1 > 1 converge, por lo que

para d/s < 2 el salto ACy = 0 pero hay un salto finito distinto de cero si dfs—1>1o0
dfs > 2. La Fig. 3 de [35] muestra ACy para 1 < dfs < 3. Para valores de 1 < djs <2,
ACy = 0, es decir, no existe salto alguno. Sin embargo para d/s 2 1.4, el calor especifico
mismo muestra una cispide en T;, como puede deducirse de la Fig. 3.1 donde graficamos
el valor del calor especifico en T., como funcién de d/s. La linea a trazos muestra el
correspondiente valor de Cy en limite clasico. Para el caso en que d/s < 1 no hay
condensacién de Bose-Einstein para temperatura critica distinta de cero, es decir, T, = 0.

El calor especifico no presenta saltos ni singularidades en sus derivadas (Fig. 3.2).

Cy d (T df2 d(T 42 gipl2)
v (L) (= T2\Tr/  gappa(@) -
Nka (z+) Tp) gapr(2) = 5 TF) da21(2) 522
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0
1.0 2.0

1.5
d/s
Figura 3.1 Calor especifico dentro del intervalo 1 < d/s < 2, evaluado en
T,. La linea a trazos muestra el valor de! calor especifico en el limite cldsico.

El punto muestra el valor 1.925 para un gas ideal (s = 2) de bosones en 3D

(d =3).

donde hemos normalizado la temperatura del sistema a la temperatura de Fermi Tr. Para
hacer esta normalizacién se considerd un gas de N fermiones libres en d > 0 dimensiones
sin espin [34] con las condiciones de que el nimero de fermiones es el doble que el de
bosones 2N = Np y que la masa del bosén es dos veces la masa del fermién m = 2mg.

Parael cascenque d =1

Cv o a2 (3) (T)”"" 1 (T )’/2 9i2(2)
—_—= =)= - (=] =1, 3.2
NkB 2 w 2 TF 93/2(2) 9 TF 9-1/2(2) ( 3)
donde Tr = NEx*h?/L*mpkp. Para d =2

Cy ( T ) [ 9‘?(2)]

=¥ o 2-) 12ga(2) - , 3.24

NkB TF g‘z(z) gD(z) ( )
donde Tr = Ng2wh?/L*mrks.
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1.0
dis =1 j

CyINk,

0.0

T

T =1
L2

3 4 5
TIT,

Figura 3.2 Calor especifico Cy para dfs = 1/2y d/s=1, Tr es la temper-

0

atura de Fermi de un gas de fermiones libres en d dimensiones.

3.6 Presion

La presién termodindmica se determina por medio de la gran funcién particién Z(T, V, 1)

en €l marco de! gran canénico

P_V = InZ(T,V,p) = — z In[l - e—ﬁ(n—u)]’
kgT ”

donde ¥V = L8, En el limite termodinamico

PV o0

PV __ — e P _
KT /0 g(e) In{1 — ze™")de (3.25)
usando (3.8) y la funcién de Bose tenemos

Lidd
ksT

s I'(dfs+1) of
4% ks T)* gajes1(2), 3.
d’ I (d/2) iy ) e () (326)
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y podemos ohtener la ccuacién de estado utilzando las ecuaciones (3.2) y {3.15) para N

y U respectivamente

PV =2u (3.27)

3.7 Entropia
La cntropia puede obtenerse por medio de la funcién de Gibbs
G=U-TS+PFPV,
para sistemas monoatémicos G = Ny y se tiene que
ST =U+ PV - Ny, {3.28)

en donde sustituitnos PV (3.27) y la (3.15) para U, para tener

d TN gaperi(z) Ny
_{d TN gaanilz) Vi 3.29
5 (s + 1) Nk (Tc) Gasal1) T (3.29)

o en términos de la fugacidad z

5 d TNY gayaan(2)
_{d TN gys1t2) ) 3.30
Nkg (S + 1) (Tc) gd/,{l) nz, ( )

la cual es valida para toda T. Paraclcaso T < T S queda

S d T dfs gd/,H(])
L (—) gajstil ) 3.31
Nks (S ) T: gass(1) 3.3
y para T >> T (limite cldsico) M - 1 por lo que
gd/s(z
d
5= (; + 1) Nkg. (3.32)

Se observa que G = N tiene ¢l mismo el valor cuando T’ — T, ycuando T — T, delas
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6 d=3,5=1
d=13,5=3
e
—
Z 4 d=3,5=2
w2
e
0 : . .
0 ! 2 3 a
T/Tc

Figura 3.3 Entropia como funcién de la temperatura T/7; para valores de

d=1,2 3ys=1, 2

ecuaciones (3.30), (3.31) se puede ver que S es continua en T = T, es decir S(17) = S(TH.

2
Calcutando ?ﬁ = _8___ se tiene que para T > T

ar a7

[@] _ (c_fH) (g) Nk garsnr{1) _ (g)zﬁ ga1s(1)
ar T+ 8 5 T: gd/s(l) 3 T, gd/s-l(l)

ypaaT £ T,

88 _{d d Nkp gagsi1(1)
[a_TlT; B (5 +1) (5) T.  gass(1)
5] - 3, - () ey
|- |OT T:_ s} To gape(1)

38 88
.. 5.,

asi que

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)

sélosid/s—1>1o0d/s> 2, por tanto el sistema sufre una transicién de fase de segundo

orden siempre que d/s > 2.
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3.8 Potencial quimico

Una expresién implicita para el potencial quimico u se obtiene dividiendo la ecuacion

(3.9) por la ecuacién (3.10) para temperaturas T' > T¢

T —dfs
as(2) = gasa() (F) =S (3.37)
definiendo y = gays(2) = gays(1) (T/T.)~"/* y revirtiendo la serie tenemos que

z=y+ay + gy’ eyt o

q==2"9 g = g~2fs+l _ g-dfs. g0 =5y gd/a g/ 5 2738,

Asi,

B i{)“’” (2)“”
kT = In [gd/,(l) (Tc +1In |1+ QIQd/a(l) T,

~2d/s
a0 (5) T+
(3.38)

Una expresién generalizada para y en el limite cldsico puede obtenerse. Para temperaturas

muy grandes T >> T. y gass(2) = z (ver seccién 2.7) asf

T —d/s
2= ganal1) (,1—) (3.39)
sustituyendo T} se tiene que
L* I(d/s) ksT\**
= —kgTln N T(d/2)sma/72e1 e {3.40)

Parad =3, s =2y c» = h*/2m, recuperamos la Ec. (2.46).
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Capitulo 4

Bosones tridimensionales atrapados por
potenciales armdnicos

Nos avocamos ahora al estudio de un gas tridimensional {3D) de bosones que no inter-
actiian entre si, atrapados por § potenciales unidimensionales de tipo oscilador arménico,
con § = 1, 2, 3, poniendo énfasis en el cdlculo de sus propiedades termodinamicas. El
presente trabajo generaliza el de A. de Groot, Hoyman y Seldan [37] quienes discuten
la transicién BEC para un gas de bosones atrapados por osciladores arménicos con la
restriccién de que el nimero de osciladores es igual al nimero de dimensiones del sistema.
Mss recientemente Kleppner, Bagnato y Pritchard {36] calcularon la temparatura critica
T, 1a fraccién del condensado Ny/N y el salto en el calor especifico para un gas de bosones
atrapados por potenciales que van como una ley de potencias y donde el potencial de os-
cilador arménico ¢s un caso particular pero usaron la aproximacién adiabética para sus

calculos de la cual prescindimos en los nuestros.

4.1 Bosones 3D atrapados por 3 osciladores arménicos

Resolvemos el problema de un gas tridimensional de N bosones no interactuantes sujetos
a la accién de 3 potenciales arménicos unidimensionales mutuamente perpendiculares.
Este caso § = 3 es discutido aqui de manera diferente a como lo han hecho varios autores
[38, 39, 40, 41, 42]. En [43] se discute el caso de un gas 2D de bosones atrapado por 2
osciladores. Para obtener las propiedades termodindmicas de nuestro s.istema calcutamos

primero los niveles de energfa. Como los bosones no interactian entre si, basta calcular
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los niveles de energia de un solo bosén. En el caso isotrépico el Hamiltoniano para un

bosdn en este sistema cs,

2
D 1 5
- £ 4z 4.1
H 2m+2nr (4.1)
con
v =P+t
¥

=4yt 42

El Hamiltoniano dado por (4.1) se puede escribir como la suma de tres hamiltonianos

unidimensionales
H=H,+H,+ H,
con
H;=£%+%m2 (4.2)
H, % + %K.yz {4.3)
H. = 22% + -;-KZ?'. {4.4)

Resolviendo la ecuacién de Schrédinger H'W = ¢V se encuentra que los valores propios

de la energia son [44]

£ = ﬁ.w(% )+l ) + ﬁw(-;- +n2) (4.5)
ne,=0,1,2,...
n, =012, ..
n, =0,1,2,...,
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ecuacion que puede ser escrita como

3
e=hvlk: + &y + K} + Ehw (4.6)
donde

k: = wnzl

v

W

k, = v, .

v

4.1.1 Temperatura critica

El mimero total de bosones N esta dado por

1

N= Z eblex—n) 1 (47)
k=0
que escribimos como
1
N = Ny + kz;m ———""eﬁ(tk_p) =1 (48)
donde
1
No= ST {4.9)

y ¢ estd dada por {4.6). En el limite termodindmico el espaciamiento cntre los niveles
de energia se reduce de tal manera que el sistema puede ser descrito por un continuo de
estados. El segundo término del miembro derecho de la ecuacién (4.8) al cual se designa

por N, se calcula mediante

1 e} o oo 1
Ne=g /0 dk, /0 dk, /U dk: T (4.10)

con § = (w/v)’ el volumen de la celda unitaria en el espacio k. Sustituyendo (4.6} en la

ecuacion anterior tenemos

Ne= (5)3 J ke [k [ b -+~1kz) oY e I R
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La integral puede evaluarse haciendo los cambios de variables

hvk, = € sen’d cos’p (4.12)
fivk, = ¢ sen’@ sen’p (4.13)
hvk, = € cos’ {4.14)

donde € = £ — 3hw € [0,00), 6 € [0,7/2], v € [0, 7/2). El Jacobiano asociado a este

cambio de variable es
J = 4(1/hv)3€® sen®d cos seny cosp,

por lo que (4.11) queda (ver Apéndice C)

N (LY 74 ¢ (4.15
"‘E(E) /o Eexp[ﬁ(e+%ﬁw—ﬂ)]—l’ 19)
la cual puede escribirse en términos de la energia del sistema €
17 17\% o (e — 2hw)?8(e ~ 3hw)
N =& (_) 2 ity 4.1
=3 () fin % ol w1 (4.10)

donde hemos usado la funcién f(e — %ﬁm) que vale cero para £ < g—faw ylparae > %Tw
debido a que las particulas no pueden ocupar estados mds bajos de energia que el estado
base 2hw. De la ecuacién anterior podemos identificar la funcién densidad de estados g{e)
vaque N, = jom de fle) gle}) donde f(e) = E‘ﬁ_l s la funcién de distribucidén de

Bose-Einstein. Por tanto

3
o) = § (1) ote - Shuite = 3’ (4.17)

confirmando el resultado que obtiene Ligare en [41] y Kirsten en [39] para el caso isotropico.

Haciendo el cambio de variable z = (¢ en la ecuacién (4.15) y definiendo p = p— %Fuu

tenemos que

171381 o zidz
Ne-a(a:) ﬁfo pEre Y (4.18)
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donde z = c™e~3™ y ¥ |a fugacidad del sistema. Usando la funcién respectiva de Bose

l.a-—l

1 o0
9:(2) = [‘(a).[o 7 let — ldx

y que 8 = 1/kgT tenemos finalmente

M= (%—)3 ox(2) (4.9

donde hemos de distinguir entre la densidad de estados g(e) y la funcién de Bose g0(z)-

Para temperaturas T mayor o igual que la temperatura critica, todas las particulas se

encuentran ocupando los estados excitados, de tal manera que podemos escribir

3
N= (E;TT) ga(z), Tz2T.

En particular, para T = T; u = %ﬁw ¥ ty = 0 como se ve en la Fig 4.1 {40] por lo que

N= (%)Sg;;(l), (4.20)

de donde podemos despejar la temperatura critica del sistema [36].

T, = 0.940499%:—1\1”-". (4.21)

La temperatura critica de condensacién Bose-Einstein dada por {4.21) se ebtuvo en
el limite termodinamico. Un tratamiento analitico para un sistema con un ntimero finito
de particulas NV se da en [42] cuyos resultados coinciden con los mostrados aqui para N
muy grandes.

Finalmente, la ecuacién (4.8) queda

ksT\>
N =Ny+Ne=No+ (—Bﬁ;) g3(2).
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Figura 4.1 Potencial quimico g = g ~ gfuu para un gas 3D de bosones

atrapados por § =1, 2 y 3 osciladores armdnicos.

4.1.2 Fraccién del condensado

E! nimero de particulas que se encuentran en el estado base depende de la temperatura
y sabemos que el estado base comienza a poblarse a temperaturas por debajo de cierta

temperatura critica T. La fraccién de particulas condensadas es
No
— =1 4.22
- (422)

donde hemos usado que N = Ny + Ne. Sustituyendo (4.19) y (4.20) en (4.22) nos queda

_f;vé _1- (;1)3 (4.23)

ya que para T' < T. z = 1. Este resultado es también obtenido por Kleppner et al. [36].
La manera en que fraccién de particulas condensadas varfa con la temperatura se muestra
en la Fig 4.2. En [38) se obtiene la fraccién del condensado y la temperatura critica para

el caso de un nitmero finito de particulas (N = 2000, 200000), valores que tienden a los
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Figura 4.2 Fraccién condensada para un gas de bosones 3D atrapados por

§ =1, 2, 3 osciladores armonicos.

nucstros conforme el nimero de particulas aumenta, Para T > T, Ny = 0 y se obtiene la

siguiente relacién

T\* ga(z) _
(7) 5@ “29

4.1.3 Energia interna

La energia interna del sistema estd dada por

Ek
UTv)= ij T =T (4.25)

la suma anterior se puede escribir como ta suma del estado k = 0 mds los que estdn en

los estados k # 0
1

€k
B _ * ,;, eBle—s) — |

3
U—Ehu
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usando la ecuacién (4.9)

3 Ek
U= —ﬁ.wNo + Z —eﬁ(Ek—P) 1 (4.26)

El segundo término de la ecuacién anterior puede aproximarse en el limite termodinamico

con la integral

. j dk,dkydk.,
k;éD
donde utilizando los cambios de variable dados por (4.12), (4.13), (4.14), sustituyendo
(4.6) y usando (4.11) la integral anterior nos da
3 ksT\* "
o Nehw + 3 (BH) aa(2)- (4.27)
Para temperaturas T > T Np = 0, N. = N y usando las ecuaciones (4.19) y (4.20) la
ecuacion (4.26) queda
3 ksT\*
U = SNhw + 3hw [ 2= | a(2). (4.28)
2 hw
Para T < T, sustituimos Np y la ecuacion (4.28) en (4.26) para obtener

3 ksT\*

Un tratamiento analitico de la suma dada por (4.25) se da en [40] coincidiendo con nue-
stro resultado. La ecuacién (4.29) puede escribirse en términos del mimero de particulas

N y de la tempereatura critica T; la cual se grafica en la Fig. 4.3

4.1.4 Calor especifico

El calor especifico es importante debido a que nos da informacién acerca de posibles
transiciones de fase del sistema. Para T' > T, N, = N y derivando parcialmente respecto

de T la ecuacién (4.28) obtenemos

Cy = 3hw {4’,‘5 (%) an(z) + (’“ ) oz )—]
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Figura 4.3 Energia interna para un gas 3D de bosones atrapados por 6 =

1, 2, 3 osciladores arménicos.

dz 3 ga(2)
Comu — = —= , entonces
ar T gi(2)
keT\? gi(2)
;= — 4 -3 T>T,. 4.30
Cyv = 3kp ( = ) [ 9a{z) 3g2(z) ., T>T, (4.30)
Para T < T, tenemos de la ecuacién (4.29) que
ksT\"
Cyv = 12kp E 94(1), T < T.. (4.31)
El salto en el calor especifico estd dado por
ACy 93(1)
—_ =0 = 6.5768 4.32
Nkg g2(1) (4:52)

el cual coincide con el presentado por Kleppner et al. [36] y puede observarse en la Fié;
4.4 para § = 3. En [41] se presenta una grafica del calor especifico para sistemas con un
niimero finito de particulas N y en [42] se da una descripcién analitica para el mismo

caso.
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Figura 4.4 Calor especifico Cy para un gas 3D de bosones atrapados por

§ =1, 2, 3 osciladores armdnicos.

4.1.5 Presién

Calculamos la presién termodindmica por medio de la sigiuente expresién {27]

PV

kgT

InE=-3 In(l— ze~P¢),
€

la cual en el limite termodindmico podemos reescribir

donde usando (4.17) para g(e)

PV [(ksT\*
m:= T ga(2)

v usando las ecuaciones {4.20) y (4.27) la ecuacién anterior queda
1 3
PV = -{U — =Nhw).
3{ 2 )
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4.1.6 Entropia

Usemos la ecuacién (3.28) de la energia libre de Gibbs [31) para calcular la entropia, es

decir
5T =U+ PV — Ny, (4.37)
sustituyendo (4.36)
ksT\?
S = 4kp (—-—) g4{2) — Nkplnz, (4.38)
T
o poniéndola en términos de N
S g4(2)
=4 —Inz. 4.29
M5 = ala) (439)
ParaT < T,
s T\? 9.(1)
2 L4 (_) . 4.40
Nkg T/ @a(1) (4.40)

En la Fig 4.5 se presenta ¢l comportamiento de S con la temperatura.

4.2 Bosones 3D atrapados por 2 osciladores arménicos

Se considera un gas de bosones no interactuantes sometidos por 2 potenciales arménicos
mutuamente perpendiculares. En el caso isotrépico es decir, ambos osciladores iguales, el

Hamiltoniano para un boson en este sistema es,

H= 2"’—; + %m-? (4.41)
COon
p* = +p} + Dl
Y
T2 = $2 + y2
39




8 T T
&=1
6 - .
5=2
=2
= 4
Z - -
T 86=13
o
2_ i
0 — T .
0 1 2 3 4

T/Tes

Figura 4.5 Entropia para un gas 3D de bosones atrapados por § potenciales

armonicos.

es decir, el potencial arménico s6lo se aplica en las direcciones z, y. El Hamiltoniano dade

por (4.41) se puede escribir como la suma de tres hamiltonianocs unidimensionales

H=H,+ Hy+ H,

con
2

P 1 5
H, = =% + —Kkx
¥ 2m+2 ’
r; 1 .,

g =t
v 2m+2Ky’

2

P

H, ==+

2m

Resolviendo la ecuacién de Schridinger HV = eV se encuentra que los valores propios

de la energla son

_ ol 4 ma) o+ RS 1) + W e (4.42
£ = ulg F ) F A T G 42)
n,=0, 1, 2,...
0




m, =01, 2,..
n, =0, 1, £2, ...,

energia que puede ser escrita como

e = hvlks + ky) + %kf + huw, (4.43)
donde
k=22,
v
k=22,
ko= 20

y v es una cantidad con unidades de velocidad.

4.2.1 Temperatura critica

El nimero total de particulas NV se escribe como antes, la suma de las particulas que estén

en el estado base Ny més aquellas que ocupan los estados excitados de energia N,

1

N =N+ Z —*'—cﬁ(t—#) 1

k£0

(4.44)

donde ¢ estd dada por (4.43). En el limite termodindmico la sumatoria sobre todos los

estados la podemos aproximar por una integral de volumen en el espacio k

Ne= L [Pan [Cak, [T dk—e 4.45

c=ql W [ as [ty (449)

2N fw\? . . . -

con §) = (—E) (;) el volumen de la celda unitaria en el espacio k. Sustituyendo la
ecuacién (4.43) en la ecuacién anterior tenemos

2 roo o0 ==
N.= (3’1) (5) | ak. [k, [ dk. ! . (4.46)
L/\v/ Jo 0 —o  gBlRviks thy)+ Ik, dho—p) _
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La integral puecde evaluarse haciendo los cambios de variables

fwke = € sen’f cos’yp (4.47)

huk, = € sen®d sen’p (4.48)
R\*

(——) k, = €'? cos (4.49)
2m

donde ¢ =¢ — hw € [0,00), & € [0,7], v € [0, ], obteniéndose
4L 1 g2m\/? goo 2
Ne = 3 5n w2 (_f?) /u de B 1 (4.50)

Escribiendo la ecuacién anterior en términos de la energia £ del sistema

(4.51)

N - 4L 1 (Zm)m /m (e = Fw)™? B(e - hw)
* 32w RfW? \ AP 3w Pl — 1 -

De la ecuacién anterior podemos identificar la funcién densidad de estados g{€) ya que

1

o=}
estd escrita en la forma jo fle)gle)de donde f(e) = STy ® la funcién de

distribucion de Bose-Einstein y

4L 1 som\'/?
g(E) = 5'2—#%-2' (F) H(E - ﬁl.d) (E had hw)3/2. (452)

Haciendo uso de la funcién de Bose-Einstein apropiada, definiendo z = %4 donde
i = g4 — hw e introduciendo la constante zp = /h/mw tenemos que 1a ecuacién (4.50)

se puede escribir de la siguiente forma
L (kgT\**
Ne = Gnyz, ( tw ) 9s/2(2)- (4.53)

Como todas las particulas estdn en los estados excitados cuando T = T es decir

N = N,(T =T,), y et potencial quimico p = hw entonces el niimero total de particulas es

L IcBTC)S/.2

N = m(“ﬁl—u— gs/2(1). (4-54).
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De (4.54) despejamos la temperatura critica la cual estd dada por

huw [ (2m) PNV Erls (4.55)

°" ks gs2(l) L
Los resultados dados por Ias ecuaciones (4.55) y (4.17) concuerdan con las que se obtienen

en la Ref. [36) para un gas de bosones atrapados por dos potenciales arménicos.

4.2.2 Fraccién del condensado

La fraccién del nimero de particulas total N que se encuentran poblando los estados

excitados se obtiene combinando las ecuaciones (4.53) y (4.54)

N _ (T)S/ZM (4.56)

N T.)  gsp(l)

que para T < T la ecuacién anterior queda

Nr. T 5/2
»=(z)

La fraccion del nimero de particulas que estdn en el estado base para T’ < T se calcula

mediante las ecuaciones (4.44) y (4.56) obteniéndose

5/2
%‘-‘ =1- (%) . (4.57)
c

y que puede observarse en la Fig. 4.2.

4.2.3 Energia interna

El célculo de la energfa interna se hard sumando las energias de las particulas en los

estados con momento k. Asi

£k
U= ? T | (4.58)
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donde e cs la energia por particula y [e#€x—#) —1]~! la funcién de distribucién de bosones

en los estados. En el limite termodindmico

1 oo oo o Ek
" Pl — 1 4.59
v Q »/:-co-[o _/:) 2PlE—r) — 1dk:dkydkz ( )

sustituyendo e, dada por la ecuacién (4.43) y haciendo los cambios de variable dados por

las ecuaciones (4.47), (4.48) y (4.49) tenemos

5 L ksT\™?
- 2 _ pht it 4.60
U= Nho+ 2(217)”210&0;( ) grja(z) (4.60)
o en términos de la temperatura critica T,
3 T "2 g-;/g(z)
U= Nhw+ 2Nk T(—) gu2\z) 461
2 b T: 97[2(1) ( )

La energia interna se muestra en la Fig. 4.3 para el casoen § = 2.

4.2.4 Calor especifico

Derivando la ecuacién {4.60) respecto de T a volumen y niimero de particulas constante,

obtenemos el calor especifico a volumen constante

(&),
ParaT > T,
Gy =3 [gg (BT)" g+ (%) " g;,z(z)g—;:] S
sustituyendo % = —g%g;:i%% sustituyendo en la ecuacién anterior resulta
ey = o[58 - 1055 (59
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Para T < T, tenemos que

5 L kaT\™?
U=Nhw+ Emm (""h;_) 97/2(1)a

la cual derivamos respecto de T y escribiendola en términos de la temperatura critica nos

queda

35 T\*? grj2(1)
Cy ==k T(—) A AN 464
v 4 8 Tc 95/2(1) ( )

Fl salto en el calor calor especifico estd dado ahora por

ACy _ 25gsp2(1)
= 22828 _ 49005, 4.65
NEs 4 aaD) (4.6%)

el cual puede observarse en la Fig 4.4,

4.2.5 Presion

La presién se define en términos de la funcién de particién Z(T, V, u)

14%

P = InZ(T, V) i) {4.66)
o
PV —fe,
BT gln(l ze~Fe). {4.67)

Fn el limite termodindmico aproximamos la suma por una integral queddndonos

—_— — * _ a—Be
T A de g(e) In(1 — ze™7). (4.68)

Sustituyendo en la ecuacién anterior la densidad de estados (4.52) tenemos
PV L /2mmy? 1
= kpT)>? 4.
T~ 2n ( P ) %—2( sT)*g72(2) (4.69)
que con la ayuda de las ecuaciones (4.54) y (4.61) queda

PV = %[U — Nhwl. (4.70)
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4.2.6 Entropia

SI'=U+PV-Nu

sustituyendo PV en la ecuacién anterior tenemos
7 2

T=-U-N [—hu - ]

§ 5 5 #

y usando la ecuacidn {4.61) para U

Ky 7 (T)5/2 g-;/g(z)
— = = ——— —Inf{z). 4.71
Nkg  2\T./  gspfl) (2) @)
Para el caso T < T, S queda simplemente
S - Z (2)5/2 97/2(1) (4 72)
Nkp  2\T.) gsp(1)

En la Fig. 4.5 se muestra S en los intervalos de temperatura T < Te y T 2 Te.

4.3 Bosones 3D atrapados por 1 oscilador armoénico

Se considera un gas de bosones (3D) no interactuantes sometidos por 1 potencial de
oscilador arménico en la direccién z. En el caso sotrépico el Hamiltoniano para un bosén

en este sistema es,

2
p 1
g=F .1 47
2m + 2“ (4.73)
con
P =ri+pi+p
y
T2 — 22,
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es decir, el potencial arménico sélo se aplica en las direcciones z. El Hamiltoniano dado

por (4.73) se pucde escribir como la suma de tres hamniltonianos unidimensionales

H=H,+H,+ H;

con

Resolviendo la ecuacién de Schrodinger HY = eV se encuentra que los valores propios
de la energia son

R, Rt 1
st et (5 ) (4.74)

n, =0, £, 22, ..
g, =0, 1, £2,..

n.=901 2.

]

ecuacidn que puede ser escrita como

D POt SRR s (475
€73 om * 2m Y Vs -75)
donde
2rn,
kz— I 1
27,
kz= s
L
ky = =
z T ) 3

y v es una cantidad con unidades de velocidad.
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4.3.1 Tempecratura critica

El ntimero total de particulas N se escribe como antes, la suma de las particulas que estdn

en el estado base Ny més aquellas que ocupan los estados excitados de energia Ne

1

N=Nyg+ 1;] Em, (4.76)

donde ¢ estd dada por (4.75). En el limite termodindmico la sumatoria sobre todos los

estados la podemos aproximar por una integral de volumen en el espacio &

1 ] =] [-5] 1
Iy =

i
L

ecuacion (4.75) tenemos

L\2rv e 00 o2 1
- | = = . 4,78
N (Zw) (w) .[-oo dk ~/-oo ky .[o dk: PUZ K LR bhok, Hhw—p) _ (4.78)

Im "y

2
con 1= ( ) (%) el volumen de la celda unitaria en el espacio k. Sustituyendo la

La integral puede evaluarse haciendo los cambios de variables

2\
(%) k, = ¢'/% cosf (4.79)
A%
(Eﬂ_l) k, = €/? senf cosg (4.80)

vk, = ¢ sen®d sen®p (4.81)

donde € = ¢ — huw/2 € [0,00), 8 € [0,7], ¢ € [0,7], obteniéndose

Ly 1 2rmy [ €
N, = (g) - (__rh ) fo de ey (4.82)
En términos de la energia € del sistema la ecuacién (4.82) queda
Ly 1 (2rmy e | (6~ 3hw) 8(e — 3w)
- (DR [ B
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De la ecuacién anterior podemos identificar la funcién densidad de estados gle) ya qué

1

= FEm 1 es la funcién de distribucion

tiene la forma /0 = fle)g(e)de donde f(e)

de Bose-Einstein y
L*m\ 1 1 1
= —_— - _— - . - 4

Con la funcién de Bose-Einstein adecuada, definiendo z = e* donde py = p— §hw y

usando la constante zp = |/i/mw tenemos que la ecuacién (4.83) se escribe como
N = 2 () g (485)
¢ 2mxd \ hw gnzi- : ’

Cuando T = T, todas las particulas estdn en los estados excitados es decir N = N.y

¢l potencial quimico i = %faw, por lo tanto de la ecuacién anterior tenemos que

L (’”‘BE)Z a(1). (4.86)

- 2wz \ hw

La temperatura critica la podemos despejar de (4.86) la cual estd dada por

fuw [‘2'.*1'1\‘r :J:_f,] i (4.87)

°" ks (D L2

Los resultados dados por tas ecuaciones {4.87) y (4.84) concuerdan con los que se obtienen

en la Ref. [36] para un gas de bosones atrapados por dos potenciales armdnicos.

4.3.2 Fraccidn del condensado

La fraccién del nimero de particulas total N que se encuentran poblando los estades

excitados se obtiene combinando las ecuaciones (4.85) y (4.86), es decir

N, T ? ga(2)
- (F) oL (4.88)
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Como para T < T, z = 1 la ecuacién anterior queda

2

% - (%) _ (4.89)

La fraccidn del nimero de particulas que estén en el estado base para T° < 7. se calcula

mediante las ecuaciones {4.76) y (4.89) obteniéndose

2

% —1- (-77;) . (4.90)

4.3.3 Energia interna

El cdlculo de la energia interna se hard sumando las energias de las particulas en los

estados con momento fik. Asi

£k
U= Fawm=T (4.91)

donde &y es la energia por particula y [ef¢+~#) — 1]~ la funcién de distribucién de bosones

en los estados. En el limite termodindmico

U= -;3 [ e dhadds, (4.92)

donde sustituyendo £, dada por la ecuacién {4.75) y haciendo los cambios de variables
dados por las ecuaciones {4.79), (4.80) y {4.81) tenemos

1 L ksT\?
U= EMJN + Egﬁw (-E') ga(z). (493)

La ecuacién anterior la podemos reescribir en términos del niimero total de particulas N
y la temperatura critica T, de la siguiente manera

U__Lhe ,(T) e (a51) -

NksT ~ 2kgT T./ @l)
Esta energfa interna se muestra en la Fig. 4.3 para el caso 6 = 1.
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4.3.4 Calor especifico

Derivando la ecuacién (4.94) respecto de T' a volumen y mimero de particulas constante,

obtenemos el calor especifico Cy

ou
()
T ) yn
L2 kp (ksT\’ ksT\® , 0z '
== R il = n(2)=— 4.95
Oy = [s,w ( L) i)+ (T ) stz (4.95)
ParaT >T. N. =Ny Qf. = __2_g2(z') sustituyendo en la ecuacién anterior resulta
ér T ga(z")
L*, (ksTY’ g3(z)
= JALChall — . 4.96
Cv Nx%kg ( hw) 3gi(z) 29‘1(2) { )
Utilizando la ecuacién (4.85) tenemos que
Cv _enal2) _ 49:07) T>T. (4.97)

Nkg  g(z)  auf2)’

Para T < T, i = 0 y la ecuacidn (4.94) se escribe

1 2, (kgT\’
U=§hw+1r—$gFM (%—-) 93(1)

derivando esta tltima expresién respecto de T tenemos

Cy T2 gs(1)
v s (_) , T<T. 4.98
Nkg T./ ga1) (4.8)

El saito en el calor calor especifico estd dado ahora por

ACy 92(1)
=4 =0, 4.99
Nkg 91(1) ( )

puesto que g;(1) — co. Asi Cy es continua con T como puede apreciarse en la Fig. 4.4.
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4.3.5 Presion

en el limite termodinamico

PV

usando la ecuacidn (4.84) para la densidad de estados tenemos

PV D'm (kaT)?
kT  47h% hw

93(z)

y usando la ecuaciones (4.86) y {4.94) la ecuacién anterior queda

1 1
PV = 5{U — 5Nefuo).

4.3.6 Entropia
ST=U+ PV - Np
sustituyendo PV ecuacion (4.104) tenemos
3 1
or=30-fim
2U N 4ﬁw i,

y usando la ecuacion (4.94) para U

Nkpg T gg(l)

Paraelcaso T < 7. § queda

£ __ [ L a—Pe
*aT jo de g(e) In{1 — ze™7F)

—§— =3 (—?—)2 S_J‘iz_l — In(z).

(4.100)

(4.101)

(4.102)

(4.103)

(4.104)

{4.105)

(4.106)



4.4 Masa efectiva y densidad de particulas

La densidad de particulas estd dada por la expresion

N

—_— 4.107
x§La-¢ ( )

ng =

donde & cs el nimero de osciladores unidimensionales (1, 2 o 3) que someten al sistema y

Ty = /i/mw es la longitud caracteristica del oscilador, es decir

m3/?

nB = i 32 a7 kaTe Fga(1) §=3, (4.108)
ny = o (aT) gsa(1) §=2 (4.109)
(2m)inte ¢ !
m3/2 .
ny = s kaTe) 92(1) =1 (4.110)

Comparando las ecuaciones {4.17), (4.52) y (4.84) con la ccuacién (3.8) haciendq
¢, = h®/2m* resulta que nuestro sistema se comporta como un gas libre de particulas

idénticas en & + 3 dimensiones, pero con una masa efectiva m*

2nh
i = 4.111
m = — §=3, (4.111)
. 2rh\
. ari\/?
m* =m!/? (ETJ) §=1, (4.113)

las cuales en el limite termodinamico (L — oo, N — co y manteniendo ng constante} se

van a cero en 10s tres casos, es decir

lim m* =0 para 6 =1, 2, 3.

L—oo
La posibilidad de representar un gas tridimensional de bosones sin interaccién entre
ellos pero sujeto a § potenciales externos de oscilador armdénico, como un gas libre en 3+ 6

dimensiones, es un resultado novedoso y més atin que la masa equivalente se vaya a cero.
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En la Tabla 1 resumimos algunas de las propiedades termodinamicas calculadas aqui

para el gas 3D de bosones atrapados por § osciladores armdnicos con §=1,2 y 3.

Tabla 1. Resumen de algunas de las propiedades termodindmicas para un

gas tridimensional de bosones atrapados por § = 1, 2, 3 osciladores arménicos.

caso 6§=3 §=2 §=1
- li -
gle) | M) e - Jhw) B R () e — )t () He — 3w)
No/N - (£ 1=~ (£)*? 1— (L)
T. SEE b | (@2%)3N 29 25 t [ 22N 23112
¢ ka aa(l}) ch gw?(l) L kg 15201} L
71t {z) T z
U/NEpT | b+ 3(EPe gy Zypnzeg Ll afpeg
ACy/Nkg | 988 ~ 6.5768 B ~ 3.2005 0
PV HU - 3Nhw) (U - Nfw) HU — §Nefuw)
S/Nks | 4(EP2E - Inz 3o — Ina 3( L) — inz
. 4/5 .
m* % ml/s (?7%) ml/Z(%i%)llz
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Capitulo 5

Conclusiones

Resolver el problema de un sistema de bosones en 4 dimensiones y con una relacién de
dispersion generalizada €, = c,k*, no tan sélo nos dio informacién valiosa para determinar
las relaciones entre s y d para las cuales existe condensacién Bose-Einstein a una temper-
atura critica distinta de cero o discontinuidad en el calor especifico, sino que también nos
proporciond una herramienta para visualizar el problema de los bosones atrapados por
osciladores arménicos como bosones ideales pero en dimensién aumentada por el ndmero
de osciladores presentes. Hacemos notar que las propiedades del gas ideal de bosones
3D, obtenidas y resumidas al principio, las recuperamos como un caso particular cuando
hacemos s = 2 y ¢, = H*/2m.

Para cada uno de los sistemas de bosones 3D tratados aqui con uno, dos o tres poten-
ciales externos de oscilador arménico, fue posible deducir sus propiedades termodinidmicas
a partir de sus correspondientes densidades de estado. Baste resaltar que para los tres
casos estudiados existe un temperatura critica distinta de cero que es proporcional al
densidad de particulas elevada a la potencia 2/(d + 6), es decir, el efecto de los poten-
ciales ademds de restringir el espacio accesible a las particulas disminuye la temperatura
critica para una misma densidad de particulas. Por otro lado, mientras que en el gas
ideal 3D de bosones no existe discontinuidad en el calor especifico lo cual observamos
también cuando introducimos un potencial arménico en una sola direccién, esto no es asi
cuando introducimos dos o tres potenciales arménicos mutuamente perpendiculares; la

magnitud del salto en el calor especifico aumenta con §. De aqui podemos coneluir que si
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hemos de pensar a la superconductividad donde se observa un salto en cl calor especifico,
como una condensacién Bose-Einstein, habremos de pensar en bosones ideales sujetos a
potenciales externos o, en su defecto, en bosones con una relacién de dispersién diferente
de la cuadratica.

En general, el efecto de atrapamiento de gases cudnticos genera una renormalizacidén
de las masas de las particulas en una dimensién aumentada por ¢l niimero de osciladores,
ie., d = d+ 6 En particular, hemos mostrado que el gas de bosones tridimensional
atrapado por pozos de potencial arménicos en 1, 2 o 3 dirccciones se mapea a un gas ideal
de bosones en 4, 5 o 6 dimensiones, respectivamente, de masas equivalentes que tienden
a cero en el limite termodindmico.

Finalmente, hemos de mencionar que los cdlculos aqui mostrados fueron obtenidos
dentro de la aproximacién de frecuencias pequefias o potenciales de oscilador poco cons-
trictivos al grado de que las sumas involucradas en el cdlculo de las propiedades ter-
modindmicas pudieron ser aproximadas por integrales. Dentro de esta aproximacién es
posible tratar fenémenos como el de la superconductividad o el de atrapamiento de dtomos
neutros por campos magnéticos. Sin embargo, para describir nanoestructuras se requieren
potenciales mds restrictivos los cuales involucran frecuencias mds altas que invalidan la
aproximacién antes mencionada. En este iiltimo caso las sumas involucradas deberdn rea-
lizarse término a término lo cual no representa dificultad alguna si contamos con la her-

ramienta de las supercomputadoras y que podria ser un proyecto por venir.
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Apéndice A

Integral de Bose

Calcular la integral dada por la ecuacién (2.13) llamada funcién de Bose g5(2)

1 goeo  god
= dz
90(2) I(o) j{; zter -1
se hace de la siguiente manera. Para z pequefia

oo Iu’—l
[ -
0o zle*—1

N
8]
q
]
v
v
]
- H
[Nagk
——
N
v
|
[}
~
j~1
5]

Definimos la funcién de Bose

oo z! 1 oc Ia—l
9(2) =2 ir T{o) /o z et — T

l=

-

Cuando z << 1 la funci6n g,{z) se comporta como z misma para toda o. Puede observarse
que g,(z) es una funcién mondtona creciente de z cuyo valor limite para nuestro interés
es 1, asi cuando z — 1 g,(2) se comporta como la funcién zeta de Riemann ((¢) [27] es
decir

1

5 =(@) (e>1) (A1)

e

Go =
!

I
-
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Algunos valores numéricos de {{¢) sc presentan a continuacidn

€(3/2) = 2.612, ((2) = w*/6 ~ 1.645,
C(5/2) ~1.341, ¢(3) =~ 1.202,
¢(7/2) =~ 1.127, ((4) = n*/90 = 1.082,

¢(6) = /945 = 1.017.

Se puede obtener una relacién de recurrencia simplemente derivando g¢(z)

lga z) = (i )go() go-1(2)- (A-2)

Esta relacién se sigue inmediatamente de la expansién en serie de gq{z).

Para el caso o < 1, go{z) diverge conforme 2z — 1. Cuando o = 1 se tiene

< dx
2(e) = [ gy = 0-2) ’

que diverge logaritmicamente a co conforme z — 1. En el caso que ¢ < 1 definimos

z = e, el comportamiento de g;{e~*), con & — 0 se determina como sigue

. 1 oo 7l dr oo 171y
9o(™%) = I'{e) ./ gatr — 1 I‘(U) .[ a+z

Haciendo el cambio de variable apropiado se obtiene

gole=) E(Qil-“—"—)- 0<o<1). (A.3)

La expresién anterior aisla la singularidad de la funcién g,(e™*) en @ = 0; &l resto de la

funcién puede expanderse en potencias de a [45]

A (a.4)

l1—a
@ i=0

9.(e77) =

Agregando (A.2) a la definicién de la funcién g,(z), ésta puede extenderse para todo

valor de ¢, incluyendo ¢ < 0. Para ¢ = m, un entero positivo tenemos

gml{e™™) = (_l)m_l [mz_ .]; - lna} m=lg Zm { 11) ¢(m—1)a (A.5)

(m 1)' i=1 i=Oigm-1
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Las ecuaciones (A.4) y (A.5) completan la descripcion de la funcién go(e™®) para o

pequetia.

g(1)— 00 :
Jg.{l)= L
54
8.1§ .
‘ A i Y .
YN,
. a3
D15 .
54
. § ()

Fig. A.1 Grifica donde se muestra que g,(1) = ({o) para ¢ > 1 pero que

para ¢ < 1 g, — oo mientras que {(¢) es negativa y finita dentro de este

intervalo.
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Apéndice B

Integral de volumen sobre la esfera
d-dimensional

El mimero de particulas est4 dado por la ecuacién {3.3)

N=Sm (B.1)
k
con
1
M = < (B.2)

En el limite termodindmico N se puede escribir como
=1 [ ax (B.3)
= Q k ¥ .
con ! el volumen de la celda unitaria en el espacio k. La energia estd dada por
ex = R2k*/2m

donde tenemos que ), = £(k) es decir depende sélo de la magnitud de & = NI Ry 3

La ecuacién (B.3) puede escribirse como

1 oo 1 e
N_ﬁfo nkdk[gkdcr=§u n, k) dk (B.4)

donde Qq(k) = f5 do es el drea de la hyperesfera Sk en el espacio (d — 1) dimensional.

En general el drea de una superficie dada por
¢k, ..., kg) = constante

estd dada por

A =[r...f———-——-——"Mdkl...dkd_1

I¢kdl
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con @x, = ki/k. El drea del hemisferio de S es entonces

gmm=ké;1[ﬁ;‘ (BQ

sobre 1a bola (d — 1) dimensional. By estd dada por

Bkl vk <k

ko= k2 -k} — .. — K%,
Definiendo las nuevas variables £ = ki/k i = 1,..,d — 1 y poniendo & = kefr =

1 — €2 — ... = £2 se tiene que §24(k) es proporcional a k%! es decir

Qa(k) = wek®! (B.6)

donde
WJEQf...fflégﬁL

Para calcular wy se elige un case particular obteniéndose

2,”0'./ 2

= B.7
P (B0
Finalmente la ecuacién (B.3} se escribe como
omd/? g
=— - B.
ANz o Mk (B2)
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Apéndice C

Integral de “volumen” en el espacio k

La integral dada en el capitulo 4 por (4.10)

1 1
M=§/[fﬁ@$t?%ﬂﬂh (C.1)
cuando
ﬁ?
£y = hv(ks + ky) + 5:2"“3 + hw
queda

1 1
N= L dkzdkydk,
Q—/ffexpﬁ[hv(kz+k.,)+£’—:,kf+fw—-;z]—1 5

donde hacemos ahora el siguiente cambio de variable
fivk, = p sen’d cos’p,

hwk, = p sen’d senp,

h?
(%)ik, = p? cost

cuyo jacobiano es

oy
by
Jedet] 0 2 0 4 amy?
= det ho i (hz) uv

Por tanto
Ly (r\* 4 12
N =(5) (2) ETF( SNs d”f d"/ T
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cambiando a coordenadas esféricas = = r senf cosp, v = r send senyp, w = r cosf, cuva
jacobiano es

J = r? send

entonces

N __(L) 4 (Qﬂ U2 poo 3 7 1% 5en’f cosy senyp df dyp dr
¢ T \2n/ A2 n"’) j(; /o [) eflri+ho—p} — |

_(L) 4 (Qm)w oo rd dr f% J f" 3% 4o
“\27) B \ KT fo PRy _ ] Jy COSPSenvae g, sen

ax

_(L) 4 (2m)1/2fm 4 dr [1 cen? ]% [ cosﬂ+lcos36]
“\on/) Bz \ KL p eflri+hw—p) 1 |2 ®ls 3 0

B L 8 Im\ Y2 peo r dr
_(55) 3h%w? (?) /o PRy} _ 1’

Haciendo el cambio £ = r? y después el cambio z = ¢

L 4 amA V2 g0 3% ge
Ne = (ﬂ) 3Rz (?) j; fle+hu—p) _ |

(&) ot (B e [ R
21/ 3822 \ R s eTz-1 -1

Ahgra usando la funcién de Bose respectiva (ver Apéndice A), con 8 = 1/kpT tenemos

1/2
Ne = (EL;) ﬁgﬁ (%?) (ksT)*gs/2(2')T(5/2), (C.2)

como I'(5/2) = 3,/7/4 tenemos finalmente que

L 1 2rmA § 52
Ne=§;m (ﬁT) (ksT)**gspa(z'). {C.3)

De manera andloga se caleula (C.1) para los casos en que & = hv(ks + ky + Kz} + %ﬁw

v €= Show+ k2 4 B2 4 hok,
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