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ANTECEDENTES

Uno de los problemas cotidianos al que nos enfrentamos tedos los seres humanos son las
lineas de espera, ya sea al ir al banco, el transporte piblico, el trafico, en el supermercado, etc.. El
propostto de este trabajo es analizar y proponer una solucion alternativa al modeio analitico del
modelo de lineas de espera con servicio en masa, como podrian ser el servicio de transporte

metropolitane. un elevador, un semaforo, etc..

L.a teoria de lineas de espera se origind en los trabajos de A. K. Erlang que principiaron en
1909.%7 Experimenté con un problema relacionado con la congestion del tréfico telefénico. Durante
los periodos ocupados, los que pretendian hacer llamadas sufrian algunas demoras. porque las
operadoras eran incapaces de atender las tlamadas con la rapidez con que se hacian. El problema
original que traté Erlang fue el cdlculo de esa demora para una operadora, y en 1917 los resultados
se extendieron al caso de varias operadoras. En ese afio Erlang publico su obra, “Solutions of Some
Problems in Theory of Probabilities of Significance in Automatic Telephone Exchanges™. Los
adelantos en el campo del tréfico telefénico continuaron generalmente en el sentido iniciade por

Erlang.

Las publicaciones principales fueron las de Molina en 1927 y de Thornion D. Fry en
1928.7, pero solo fue hasta e fin de la Segunda Guerra Mundial cuando esos trabajos se

extendieron a otros problemas relacionados con lineas de espera.

En la década de los 50 Bailey, Downton, Kendall, y otras personas realizan publicaciones
relacionadas con las lineas de espera con servicio en grupo o en masa, introduciendo en ellos los

modelos Markovianos de procesos estocasticos.

Una cola, o linea de espera, implica unidades que llegan y esperan a ser servidas en las
instalaciones que proporcionan el servicio que solicitan. Supongamos que la instalacion es una caja
registradora en una tienda de abarrotes. Si 12 cola que se forma es larga. los clientes pueden llegar a

impacientarse v marcharse, causando asi una baja en los beneficios.
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El duefio de la instalacion puede decidir que vale la pena hacer una inversion en la compra
de otra caja registradora, porque su costo es cubierto por los beneficios proporcionados por los
clientes impacientes, muchos de los cuales esperardn entonces a ser servidos. De esta manera se

introduce una optimizacién en la teoria de colas.

La investigacion matematica que se ha realizado acerca del proceso de colas simple, en el
cual los clientes llegan en forma aleatoria e ingresan a una cola con un orden establecido, por lo
general este orden es FIFO por sus siglas en inglés (first in, first out) o PEPS (primero en llegar,
primero en salir) los cuales son servidos individualmente: el problema de uno o varics servidores

para una o varias lineas de espera ha sido estudiado anteriormente, obteniéndose grandes resultados.

Los modelos que han tenido mayor dificultad para resolverse, son aquellos en los que €l
servicio es proporcionado en masa o en grupo, y precisamente éste tipo de modelos son los que dan
la pauta para el desarrollo de éste trabajo de tesis: convirtiéndose en el objetivo especifico de la

simulacion.

Algunos tipos generales de fendmenos de colas, son los de trafico de comunicaciones
(teléfono, telégrafo, correos), trafico de transporte (aéreo, terrestre, maritimo), colas para servicios
(teatros, restaurantes, autobuses. hospitales y clinicas), inventarios y procesos industriales
{mantenimiento, lineas de montaje, interferencias de maquinas), procesos fisicos (operaciones de
una cuadrilla de un puerto, movimiento de particulas hacia el desagiie), procesos epidémicos en
biclogia, crecimiento de poblacién. incluso seleccién de articulos para su publicacién,
consecuencias psicologicas de impulsos nerviosos. dentro de los modelos en masa encontramos €l

servicio del metro, en un elevador. en los restaurantes, etc.
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INTRODUCCION

La simulacion es un drea de estudio que forma parte de la Investigacion de Operaciones
(10), 1a cual es usada practicamente en todas las areas de estudio conocidas. Una de sus principales
caracteristicas es que permite estudiar un sistema sin tener que realizar experimentacién sobre el
sistema real. Sin embargo, ésta no es la tnica forma de estudiar un sistema; otra posibilidad es
construir un modelo analitico conformado por un conjunto de ecuaciones (generalmente
diferenciales) que representan al sistema para luego resolverlo para diferentes situaciones, o bien
plantear un medelo de optimizacidn que pretende proporcionar la mejor estrategia que el sistema
debe adoptar para funcionar mejor de acuerdo con alguna medida de rendimiento establecida en la
“funcién objetive” y satisfaciendo las diversas condiciones del problema, establecidas en "las
restricciones”. Los modelos que se obtienen como un conjunto de ecuaciones se denominan con
frecuencia modelos analiticos, es decir modelos de ecuaciones diferenciales o de optimizacién. Por
cierto que, los estudiosos de las ecuaciones diferenciales afirman con orgullo que todos los modelos
analiticos son de ecuaciones diferenciales. ya que incluso una simple ecuacion algebraica es una

ecuacion diferencial de orden cero.

:QUE ES SIMULACION?

Simulacion es una palabra que es familiar a los profesionales de todas las disciplinas e
incluso para aquellos que ne han estudiado una carrera profesional. De esta manera el significado de
la palabra Simulacidn se explica casi por si misma. Entre los significados que podemos obtener de
la gente comun y corriente para la palabra "Simular", se encuentran los siguientes: "Imitar la

realidad", "emular un sistema”, "dar la apariencia o efecto de un sistema o situacion real”.



Simulacion de un Sistema de Lineas de Espera con Servicio ¢n Masa

Algunas aplicaciones de Simutacion que podemos citar son los siguientes:

+ Operaciones de mantenimiento

+ Simulacidn del Trafico de un sistema (Teleproceso, Trafico aéreo y terrestre,
telecomunicaciones, telefonia,...).

s Cambios en fa configuracion de un sistema.

* Simulacion economica.

o Estrategias mihitares.

e Lineas de espera

« Control de inventarios.

¢ Lineas de produccion.

Este trabajo se compone de 4 Capitulos en los que se realiza una descripcion de como
trabajan los modelos de lineas de espera sus aplicaciones, las diferentes distribuciones de
probabilidad para las llegadas v para los tiempos de servicio, asi como el comportamiento general
de los clientes v las disciplinas que pueden existir en diferentes sistemas; también se mencionan

algunos valores caracteristicos de fas lineas de espera, como los estadisticos mas relevantes de éstas,

Posteriormente nos presema las diferencias que existen entre los modelos de lineas de

¢spera deterministicas v las aleatorias.

Se hace una descripeion de los procesos de Poisson, muerte y nacimiento pura, las formulas

de Pollaczek y Khintehine. el modelo de Erlang. Clasificacion de Kendall y Lee.

Y se describe la parte fundamenial de este trabajo, el de las lineas de espera con servicio en
masa. La forma en como se ha intentado resolver este sisiema en forma analitica sin tener grandes
resultados, con excepcion de los obtenidos por Dawion, quien séle los pudo encontrar para el estado

estable del sistema.

En el tercer capitulo se presenta una propuesta alternativa a la solucién de los modelos de

lineas espera con servicto en masa alternativo al analitico, que es precisamente el de la simulacion.

Finalmente en el Gltimo capitulo se dan algunas recomendaciones y conclusiones del trabajo

realizado.
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CAPITULO 1

1 MARCO TEORICO
1.1 ELEMENTOS BASICOS DEL MODELO DE LINEAS DE ESPERA
Una operacién de celas se divide en cuatro partes: el ingreso, |a linea de espera, la prestacion

del servicio, y la salida. Con cada una de ¢llas se asocia una serie de hipitesis alternativas de estudio,

algunas de las cuales han sido materia de investigacidn en este campo.

[ LLEGADA
\.
-
Servicio
LLEGADAS P Lineade - > o - - Salida
) Servidore
¥
. ] wEGADA
Diagrama §

1- Tipo de distribuciones de llegada y tiempos de servicio.

La forma en que ilegan las unidades es aleatoria. si no puede predecirse exactamente cuindo
liegard cierta unidad. El tiempo de Hegada es una variable aleatoria que puede describirse
matematicamente con una distribucion de probabilidad. La que vemos, depende de la forma de las
llegadas, como lo muestran los datos observados y la naturaleza de las operaciones. Una de las
distribuciones que se encuentra mas cominmente en los problemas de lineas de espera, es la
distribucién Poisson (por sus caracteristicas que se verdn mds adelante), que se emplea en
problemas de lineas de espera de un solo canal para tlegadas aleatorias, en las que el tiempo de

servicio que se proporciona disminuye en forma exponencial.
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Las llegadas a una cola {que pueden tener un nimero inicial de unidades esperando antes que
empiece el servicio) se producen conforme a cierta distribucién de frecuencias, scbre la que cabe
hacer hipotesis, y asi se generan los intervalos entre llegadas. Estos intervalos pueden estar
distribuidos independientemente en muchos casos pricticos o pueden ser dependientes, como por
ejemplo, en el caso de una corriente de automoéviles que dejan un semdforo. Las mismas

observaciones se aplican a los tiempos de entrada en servicio y a los tiempos de servicio.

2- Variedades del ingreso inicial.

El namero inicial de unidades en un sistema cuando empieza una operacion puede estar dado por
una distribucién ya que es diferente para cada ciclo completo de la operacién. El ingreso a una cola
puede provenir de una poblacién limitada o de una ilimitada, que pueden también constar de varias
categorias (poblaciones) de clientes, cada una de las cuales pueden tener las llegadas por
distribuciones distintas, de uno en uno o en tandas. y pudiendo ponerse en cola las unidades segiin un
orden prescrite. La distribucion de ingreso puede depender de la salida, como en un hospital, donde

los pacientes son admitidos si hay camas vacantes.

3- Comportamiento de los clientes.

a) Rebelién: El comportamiento del cliente puede variar. Los clientes que llegan pueden rebelarse
(esto es, no unirse a la cola), por la longitud de la cola existente o simplemente por no querer
esperar y, en consecuencia, son clientes que se pierden. Algunas veces se pierden porque no
tienen ocasion de esperar, como en el caso de seiial de ocupado de una llamada telefonica
(llamadas perdidas), aunque puede volverse a ltamar. Es también posible mantener tal llamada
hasta que una linea quede libre. Puede haber una unica linea para esperar antes de entrar en
servicio ¢ pueden existir varias lineas, como en los Bancos o en los supermercados. Una unidad
puede unirse a la linea mas cercana independientemente de su longitud. Si esta planeado que las
llegadas ocurran a intervalos constantes. ellas pueden por ejemplo, presentarse mas pronto o mas

tarde, segin una distribucion con media en el punto previsto de Hegada.

b) Influencia de una informacién incompleta: En muchos problemas hay que tomar una decision,
como por ejemplo, a qué cola unirse en una operacion de miltiples colas, cuando la informacion
concerniente al sistema disponible es escasa, es un caso de informacion incompleta. En un trafico
congestionado la falta de conocimiento sobre cudl es la mejor ruta a seguir. sin comprobarlas

todas, es también “informacion incompleta™,

()
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<)

d)

a)

b)

Adaptacidn del cliente a las condiciones de la cola: Basandose en la experiencia, los viajeros
pueden saber como tienen que desplazarse, si mas rapido o mas despacio, para evitar una cola
intolerable. y tales medidas, cuando son adecuadamente estudiadas, pueden incluso evitar una
congestién. Una experiencia corriente es que una unidad se una a una linea de espera larga en
horas de cierre por miedo a que otra més corta que encuentre sea clausurada més pronto. Hay
situaciones en las que, aunque una unidad liegue antes que otra, debe ingresar primero la que le
sigue. Hay casos en los que cada instalacion de servicio tiene su propia especialidad y, por tanto,
su propia cola. como una ventanilla para venta de sellos e impresos de giros o para

correspondencia centificada en una estafeta de correos.

Colusion, traslados, y renuncias: Varios clientes pueden estar en colusion por lo que una sola
persona espera en linea mientras las restantes estan libres o atienden a otros asuntos. Algunas,
incluso, pueden dedicarse a pasear durante la espera. Las unidades pueden trasladarse de una
linea a otra, como en un Banco. Un cliente puede perder la paciencia y abandonar Ia linea, es

decir renunciar,

Variedades de colas v canales:

Disponibilidad plena o limitada: Los canales de servicio pueden estar disponibles para cualguier
unidad que espera en un sistema (disponibilidad plena) o pueden estarlo solamente para algunas
de las unidades que esperan. Otras unidades estan bloqueadas y tienen que esperar hasta que un
canal que puede prestarles el servicio requerido esté disponible. En los sistemas de enlace
telefénico, el que se obtenga una conexion libre depende de que una entrada libre en la siguiente
linea de espera pueda ser combinada con una salida libre. La idea, por si misma, muestra la
necesidad de economizar enlaces al establecer las combinaciones posibles. Esto es
particularmente aplicable en algunas llamadas interurbanas que tienen que pasar a través de mas

de un centro apartado.

Procedimientos o disciplinas de servicio: Si bien los clientes en linea pueden ser escogidos para el
servicio por asignacién a los canales de una forma ordenada primero en llegar primero en salir o
al azar, se les puede asignar prioridedes con errores cometidos cuando no esta claro qué prioridad
asignar o la prioridad que se asigna cambia con ¢l tiempo. Las prioridades pueden ser absolutas o
pueden reconocerse al terminar un servicio. Finalmente. las unidades pueden ser elegidas para el

servicio de la forma Gltimo en flegar. primero en ser servido,
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c}

d)

e)

Colas en comin: Hay varias formas de colas en comin. Algunas dan por resultado una espera
media mas corta, en particular cuando la dispersion del tiempo de servicto por un servidor, ante ¢l

que se formo una cola separada, es alta.

Instalaciones en serie y en paralelo: Una instalacion de servicios puede constar de varios canales
en paralelo, algunos de los cuales pueden estar en serie con otros canales o varios canales en
paralelo pueden conducir a uno o mas canales en serie. En el caso de canales en serie, puede
formarse o no una cola ante cada canal. En un supermercado, un cliente puede servirse él mismo
en cuanto |lega. y asi, el niimero de canales de servicio (aunque no el de cajas registradoras) varia
con el numero de llegadas. Todos los clientes hacen cola ante las cajas registradoras para un
segundo servicio. Un canal de servicio puede tener varias distribuciones de servicio segin las
diferentes categorias de clientes. Los servidores ocioses pueden ser dedicados a otras tareas
cuando no hay cola, Por ejemplo; en reparacién de maquinas, encargarse de trabajos auxiliares.
Esto depende con frecuencia de la cantidad de servicio solicitado, de ia capacidad del servidor y
de la extensién de la cola. El canal puede ser mévil como una cinta transportadora en linea de

produccién con un servidor que ejecuta el trabajo sobre unidades espaciadas a lo largo de la cinta.

Canales de servicio especiales: algunos canales de servicio pueden ser especiales mientras que
ofrgs son carrientes, como en ciertas instalaciones de trafico aéreo, en las que algunos
mostradores estan para servir a los pasajeros cuya hora de partida estd dentro de un cierto
intervalo. Asi. Ia demanda de servicios especiales de los clientes que llegan varia, dependiendo de
la fongitud del intervalo entre su llegada v la hora de salida del avidn. Los canales en paralelo
pucden cooperar en su totalidad para servir las distintas necesidades de cada cliente. Es posible

que los clientes tengan que reincorporarse a una linea de espera para servicios adicionales.

Interferencia de colas: Dos colas pueden interferirse una con otra, como en el caso de una {inica
senda para el trafico en una carretera en obra, que tenga que ser utilizada por los automéviles que
marchan en ambas direcciones, Los automéviles de una de las direcciones deben de esperar si
pasa un automévil que marcha en la otra direccidn, Si llegan més automéviles en esa direccion
antes que el otro acabe de pasar, generalmente también intentaran pasar ellos, y muy

probablemente la circulacién se hace en tandas o en grupos.
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5- Lasalida de una ¢ola:

La salida de una cola puede también ser importanie, en especial cuando constituye el ingreso
en ofra cola en serie con la primera. Las distribuciones de llegadas y servicios pueden depender una
de otra. Asi por ejemplo: existe correlacidn si el servicio influye en las legadas, y reciprocamente.
Asi en una serie de empresas idénticas que compiten entre si, aquella que ofrezca un servicio

especializado y quizd mas rapido, obtendra una mayor afluencia de clientes.
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1.2 ANALISIS DESCRIPTIVQ ELEMENTAL

Si se consideraran las llegadas y los servicios a intervalos de tiempo constante, seria evidente

que es necesario para este caso obtener ¢l nimero de unidades que esperan y su tiempo de espera.

Sin embargo. en general. no existe en las colas tal regularidad. Los clientes pueden llegar al
azar y, por lanto, no es posible, de antemano, estar seguros del instante exacto en que se producira la
llegada, ¥ lo mismo es aplicable a los tiempos de servicio, Como los clientes esperan, existe una
probabilidad de que en cualquier instante haya un cierto nimero de clientes en linea, pues los tiempas
de llegadas y de servicio son dados ahora probabilisticamente; por consiguiente, sélo puede lograrse

una evaluacion general de la operacion a través de un andlisis tedrico.

Evidentemente. con cada cliente se asocia una serie de probabilidades y de variables
aleatorias. Asi por ejemplo para el cliente n-ésimo se tiene una variable aleatoria que describe el
instante de su Ilegada. otra que describe su tiempo de espera, otra su tiempo de servicio, etc. Con un
conjunto de clientes. se tiene una familia de variables aleatorias para cada una de las situaciones
descritas. Cada variable aleatoria puede tener diferente distribucién de probabilidad (caracteristica
del cliente n-ésimo) para cada instante. Por su dependencia del tiempo y porque puede haber, al
menos en teoria, un nimero infinito de ellas, estas familias de variables aleatorias constituyen
procesos estocdsticos. Un proceso estocastico es una familia de variables aleatorias que dependen de

ciertos parametros. Para este andlisis se tiene un (inico pardmetro que es el tiempo.

El estudio de la teoria de colas esté ligado con el problema de encontrar las distribuciones de
varias combinaciones (sumas y diferencias) de dichas variables aleatorias cuando se tiene suficiente

informacién sobre ellas. El principal problema es entonces:

1) Relacionar correctamente las variables para describir un problema de colas.
2) Deducir las distribuciones ascciadas y determinar su forma real por medicion estadistica.
3) Emplear las distribuciones para deducir medidas tiles.

4) Aplicar estas medidas para mejorar una operacién.
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Un fenémeno interesante de la teoria de colas es ¢l que, las diferentes cantidades implicadas
dependen del instante en que se examina ¢l sistema. Asi por ejemplo el nimero de clientes en la cola
ante la caja de un supermercado seré diferente a los diez minutos de ser abierto el establecimiento que
dos horas después. En cada instante hay una distribucién de probabilidad para la longitud de la cola o
para que el tiempo de espera tome un valor prefijado. Por tanto, la distribucién de probabilidad

resultante variara con el tiempo.

El sistema varia en €l tiempo a partir del nimero inicial de clientes en el instante cero, el cual
condiciona los patrones (distribuciones) de la cola. Después el sistema puede verse libre de este efecto
(0 del efecto de que no hubiera nadie en la linea al principio) v operar con las entradas y salidas de
clientes que establecen, finalmente, patroncs que son independientes del nimero inicial. Cuando el
efecto inicial se ha “desgastado™ se puede esperar encontrar el sistema con el mismo patrén general de
probabilidades en un instante dado que en cualguier otro instante. Asi. el patrén por si mismo deja de
cambiar con el tiempo y entonces las probabilidades adquieren un equilibrio o estructura de estado

estacionario.

Es posible que el equilibrio jamds se alcance por ejemplo, si el tiempo de servicio es mayor
que el intervalo entre llegadas. Por tanto, en las colas se tiene siempre el problema de saber si este
equilibrio en las probabilidades existe realmente, es decir. bajo qué condiciones las disiribuciones
asociadas a la cola llegan a ser independientes del tiempo. Es un problema que serd esencial
considerarlo en algunos casos. En la préctica, muchas operaciones alcanzan, aproximadamente, ese
estado de equilibrio y, por consiguiente. se estudian sofuciones de equilibrio. por ejemplo de las
distribuciones del tiempo de espera y del nimero de unidades en el sistema. Obsérvese que el
equilibrio significa que las probabilidades son independientes del tiempo, pero no que el sistema llega
a ser determinista. La cola contintia fluctuando, pero las distribuciones que la describen son fijas en el

tiempo. Si se encuentra el equilibrio, entonces podemos encontrar medidas de tendencia centrat,

Puede darse una imagen de la idea de estado estacionario por medio de una unidad de aire
acondicionado similar al que se utiliza durante el verano en estados con clima caluroso, Este aparato
€s muy vigjo y, por tanto. muy reacio a funcionar, La corriente inicial es para él un choque. Se pone
en marcha con ruidos estrepilosos y vibraciones. Después de un rato da la impresion de que se
recupera, pero existe una resistencia a abandonar su estado inicial de tnercia. Después de un largo rato

de marcha. los ruidos se van acallando y las vibraciones amortiguandose.
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Es posible que el aire acondicionado no alcance el estado operacional estacionario, sino que
puede continuar en un estado de transicién bajo la influencia de las condiciones iniciales. En tiempo
caluroso, cuando més duramente tiene que trabajar, esto es lo que mejor puede esperarse de él. Tal es
el caso de algunas colas; al depender de sus distribuciones de ingreso y servicio y de su estado inicial,

s posible que nunca se alcance un estado estacionario.

Diagrama 2

Ruido Generado
por ¢l aire
acondicionado

Tiempo transcurrido para alcanzar el equilibrio

Frecuentemente es mas facil y mas practico suponer que ¢l comportamiento de una cola es
independiente del tiempo y el problema se estudia entances en estado estacionario. Las soluciones
estacionarias no stempre son adecuadas y es a menudo deseable el tener soluciones dependientes del

tiempo.

Debido a las probables semejanzas entre los clientes, se supone, frecuentemente, que sus
distribuciones de llegada y de servicio son idénticas y no depende de si un cliente llega en el instante
n o en el m. En muchos problemas se supone que no es probable que llegue mas de un cliente en un
intervalo pequefio de tiempo. Estas distintas hipitesis se hacen segin como se ajusten a la situacion

real v como faciliten encontrar una solucion.
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Como ilustracién que relaciona algunas de las variables, observemos que el tiempo de espera,
cuando hay cola, del cliente (r-+71) - €simo, Wy, €s igual al tiempo de espera del cliente n-ésimo, w,,
mas su tiempo de servicio s, menos el intervalo de tiempo de llegada del cliente (r+1}) - €simo, fu4s.

El tiempo de llegada del primer cliente no importa ya que entra en servicio inmediatamente.

Se tiene:

Wyt = W,|+Sn",,

Cada 5, y t, estan dadas por una distribucion de probabilidad, asi como w, y wy,,. Hay que
determinar estas distribuciones desconocidas. Es, por tanto, esencial conocer algunos de los métodos

clementales de la teoria de probabilidades para aplicarlos aqui.

Notese que, si no hay un sitio para esperar, se pierden los clientes que al llegar no pueden
obtener servicio. Obsérvese. también. que los canales de servicio pueden tener una estructura
complicada, tal como una combinacién de canales en serie y en paralelo. El problema se hace atn

mads interesante v ftil.

Un ejemplo de cantidad que es atil calcular es el tiempo de espera. Ahora bien: si la disciplina
del servicio es primero en llegar primero en salir. el tiempo de espera en la linea del k-ésimo cliente
en ella, es la suma de los tiempos de servicio de las A~/ unidades que hay delante de €l y del tiempo
de servicio que le queda a la unidad que esta sirviéndose. Cada uno de ¢llos es una variable aleatoria
que toma valores segin unas distribuciones de probabilidad. El problema es hallar la probabilidad de

que la suma de estas variables tome cierto valor.

La distribucion del tiempo de espera se obtiene tomando la probabilidad de que haya »
unidades en la cola y multiplicandola por la distribucion del tiempo de espera de la unidad n-ésima,
sumando para todos los posibles valores de n. El tiempo medio de espera puede obienerse de la
distribucion del tiempo de espera, hallando su media. Obsérvese que si los clientes son elegidos al
azar, Ja distribucion de la espera de la unidad que llega después de otra n-f que estaban en la cola sera

diferente de la que se dijo anteriormente para una cola ordenada.
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En el caso de que se encuentren soluciones analiticas, queda todavia el problema de como
aplicar los resultados a una situacion practica. Asi, por ejemplo un problema puede ser estimar las
tasas de llegadas y de servicio para una situacion practica, utilizando los valores més verosimiles de
estos parametros en las ecuaciones. ; Como se harian las determinaciones con un error minimo?. 8i
las ecuaciones, cuando se dispone de ellas, no son resolubles analiticamente, se deben ensayar

soluciones numéricas.

Hasta ahora se ha expuesto someramente el tratamiento analitico del problema, es decir,
cuando es posible describir analiticamente una situacion de colas y obtener, también por métedos
analiticos, expresiones (itiles, tales como ¢l tiempo medio de espera y la longitud media de la cola, de
las que pueden deducirse otras muchas determinaciones de utilidad. Con frecuencia sucede que un
problema de colas es complicado ¥ no puede describirse facilmente por ecuaciones analiticas que

puedan proporcionar soluciones utiles. El método alternativo es simular el sistema.

El problema de ajustar un modelo tedrico a una operacion practica de colas, o a alguna parte
de ellas {si por ejemplo puede dividirse en partes, cada una de las cuales satisface condiciones de

equilibrio), esta principalmente determinado por cual medida se necesita tomar.

Para muchos casos practicos se requieren indices que permitan hacer comparaciones. Una de
tales comparaciones es el efecto sobre la distribucion det tiempo de espera del tipo de servicio

utilizado. Otra es el efecto de la disciplina de la cola sobre el tiempo de espera.

Cualquiera que sea la técnica utilizada para estudiar el problema, debe decidirse qué medidas
pueden aplicarse a la operacion en orden a tomar una decision. Asi por ejemplo el director de una
instalacién puede decidir entre incrementar el espacio dedicado a esperar o el namero de las
instalaciones de servicio, comparando el costo de ampliar la instalacidn con la pérdida de negocio
debida a los clientes que se van, El tiempo medio de espera de fos clientes a los que les es necesario
esperar puede ser demasiado grande y, en consecuencia, el tiempo medio de espera de todos los
clientes es a veces una medida inapropiada. El duefio de una empresa puede usar estas cantidades para
determinar el espacio necesario para los clientes que esperan y cémo hacer agradable su espera y
quiza mas corta incrementando ¢l nimero de canales, instalando servicios mas rapidos o haciendo

0otras ¢osas.
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Una medida de efectividad puede ser gtil a un cliente para decidir abandonar ¢ no unirse a

una cola, si su longitud media o su tiempo de espera es demasiado grande.

Algunas parametros importantes para el estudio de un sisterma en equilibrio (es decir, cuando

el tiempo no afecta ya a la operacién, o en estado de transicion, o sea dependiente del tiempo) son:

La tasa de ingreso.

La tasa de servicio.

La intensidad de trafico. esto es, la razén de la media del tiempo de servicio a la media
de las longitudes de los intervalos entre llegadas sucesivas.

La probabilidad de que el nimero de unidades en la cola o en el sistema sea un nimero
dado n.

El nimero medio de unidades en cola (o en el sistema, si se incluye et nimero medio en
servicio).

La distribucion del tiempo de espera, su media y varianza.
Cuando intervienen en el proceso de espera mercancias perecederas y cuando existen
clientes impacientes, es importante |a probabilidad de no esperar més de un periodo dado.
L.as probabilidades de no esperar, o sea la proporcidn de unidades que son servidas sin
demora (la proporcion de unidades que sufren demoras se obtiene restando la anterior de
uno).

La probabilidad de que haya alguicn esperando.,

. El niimero medio de individuos esperando, para aquelios que han sido demorados y tiene

que esperar,

. La longitud media de un pericdo de actividad y el nimero medio de unidades que estin

siendo servidas. Particularmente importante para un cliente que requiere un pequefo

servicio, es la razén de la media del tiempo en cola a la medida de servicio.

. Es también atil calcular la probabilidad de que exactamente # < n < ¢ canales estén

ocupados.

- El niimere medio de canales ociosos; el coeficiente de pérdida, por estar ociosos, para los

canales.

. La eficiencia operativa, es decir, la proporcion de tiempo que un canal de servicio esta

activo sirviendo a clientes.

. El nimero medio de unidades que estin en el sistema de cola, en el caso de una poblacién

finita; 1a probabilidad de una llamada pérdida, ete.
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El anélisis de los costos son esenciales para muchas decisiones en los problemas de teoria de

colas.

Puede ser necesario conocer ¢l cosio de la operacion total; el de un canal adicional,
comparado con ¢l de incrementar el servicio con un canal; ¢l costo de la disciplina de cola elegida; el
gran nimero de canales comparando con el de usar el espacio para otros fines; el costo de mantener
diferentes longitudes de colas y diferentes extensiones en las salas de espera; el costo de controlar la
distribucién de ingreso (por ejemplo espaciar en e tiempo la llegada de aviones y comparar el costo
de operar con una distribucion dada de servicio constante). Puede también ser deseable adoptar
medidas de utilizacidn de la instalacién y- medidas de eficiencia de operacién o de salida por unidad

de tiempo. El costo de la pérdida de clientes y su tiempo de espera, son también importantes.

El servicio puede verse interrumpido por muchas causas. Asi por ejemplo una gran influencia
en el ingreso puede crear tal presion en el sistema que haya que interrumpir la operacidn; o en sistema
telefénico, un temporal puede interrumpir por algin tiempo el servicio. Un cambio radical en el
servicio puede desanimar a los clientes por completo y verse suspendida asi la operacién entera. Un
accidente inesperado en un Banco (por ejemplo un bandido que asalta a un empleado) puede causar la
clausura de la operacifn total. Una congestion al final det servicio; bien porque los clientes servidos

no se marchen y por otras razones que pueden paralizar la operacion.

Puede lograse mejores rendimientos mediante la disminucién del tiempo de servicio asi como
en la reduccidn de la variacién en el tiempo de servicio, por disponer de un servicio adicional en
periodos de gran afluencia y por el control de la distribucién de llegadas. Es ventajoso, por ejemplo,
controlar el ingreso para hacerlo regular en vez de aleatorio que conduce a un tiempo en cola més
largo para un tiempo de servicio dado. Es evidente que esto solo puede hacerse en parte. Los clientes
continuardn llegando con variacién alrededor del intervalo regular. Es interesante suavizar las

irregularidades que persisten en la llegada.

Es importante que las llegadas sean contreladas de modo que la intensidad de trafico (razén
de la tasa de llegada sobre la tasa de servicio) permanezca menor que la unidad. El escalonamiento de
las horas de trabajo, para regularizar el ingreso y la utilizacién de las instalaciones en un periodo

exienso, podria tender a aliviar graves congestiones.
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Hay casos en los que no se encuentra una solucién realmente satisfactoria, como no
sea la de sustituir la operacién por otra mas eficiente. Un ejemplo de una solucién en algunas
instalaciones es que el cliente se sirva él mismo. Las carreteras y autopistas con pasos
elevados alivian la congestion del trafico, que puede continuar presentande dificultades, ain
cuando algunos “cuellos de botella” estén bien controlados. Un teléfono puede ser utilizado

asignando turnos y reservas para hablar, eliminando asi el tiempo mailgastado en esperas.

Queremos hacer la observacion de que si se quiere solucionar un problema de colas
incrementando el niimero de operarios para prestar el servicio, puede crearse una nueva cola: la de los
mismos operarios. que ahora tienen que esperar ociosos la llegada de clientes que demanden su
servicio. En este sentido, se crea una nueva congestién, la de canales ociosos, quizd menos deseables
que la que se queria remediar, Asociado a esto tendriamos que realizar un estudio relacionado con

costos:

El objetivo de un modelo de costos de Ia espera es el de determinar el nivel de servicio (la

tasa de servicio o ef nitmero de servidores) que “equilibre” los dos siguientes costos en conflicto:

1. Costo de ofrecer el servicio.

2. Costo que resulta de la demora en el ofrecimiento del servicio,

El primer costo esta relacionado con la operacidn de la instalacién y el segundo representa el
costo de demora de los clientes. En forma intuitiva, vemos que un incremento en el nivel de servicio
debe reducir el tiempo de espera del cliente y viceversa. Esto significa que cuando aumenta
(disminuye) el costo de operacién de la instalacién debido al incremento {disminucion) del nivel de
servicio, el costo de espera debe disminuir (aumentar). En el diagrama 2 presenta un resumen de los
costos, come funcion del nivel de servicio. El nivel dptimo de servicio se escoge para minimizar la
suma de los dos costos. Observamos que ambos costes se definen por unidad de tiempo para

mantener el modelo dimensionalmente correcto.
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De los dos costos citados, el costo de espera es el mas dificil de estimar. Esto sucede
particularmente cuando el cliente es un ser humano cuyos intereses quiza no estén en armonia con los

del servidor.

ﬁ Costo de servicio

Costos de espera

Costo

AL T
|
|
|
|
|
|

Numero de Servidores

Diagrama 3
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1.3 LINEAS DE ESPERA

Comenzaremos nuestro estudio con un problema de una cola determinista, que no ha recibido
suficiente atencién, por su simplicidad y puede ayudar a aclarar un gran nimero de conceptos

encontrados en las lineas de espera.

Después realizaremos una transicion del aspecto determinista al probabilistico de las lineas de
espera. Con esto podremos realizar una pequefia discusion del proceso de Poisson. que tiene
propiedades muy utiles para las lineas de espera. Basado en el proceso de Poisson y la distribucion
exponencial ligada a éste, se deduce un segundo modelo de lineas de espera, en el caso de
dependencia del tiempo.

Se aplica un analisis similar para estudiar la solucion en equilibrio, es decir, independiente del
tiempo, de una linea de canal Unico. con ingreso de Poisson ordenado y de tiempo de servicio

expenencial.

1.3.1 Una cola determinista

Comenzaremos estudiando un problema elemental de colas. En el ejemplo siguiente, se toman
como fijos los tiempos de llegadas y los de servicio de los clientes, Es posible estudiar entonces la
evolucidn de [a linea de espera. Nuestro objetivo es encontrar cudntos tienen que esperar en la cola ¥

cudl es el tiempo total de espera.

Suponemos que una operacion de colas se organiza de tal forma que las llegadas ocurren a
intervalos regulares y son servidas regularmente. El problema es determinista y su tratamiento

elemental.

Si los clientes llegan a un Gnico canal, a intervalos regulares de tiempo de longitud o (es
decir, la tasa de llegadas es //a), y son servidos a intervalos regulares de tiempo de longitud b (tasa de
servicio 1/b), entonces si b < a, es decir, si &/a < I no habra espera. Si b/a > [ el nimero de clientes
esperando crecerd indefinidamente. Si b = g, no habra espera si la operacién comienza con una linea

vacia.
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Si no es asi, la cola se mantendra con longitud constante.

Supongamos que b/ < [ y la operacién empieza con una linea de 7 clientes (obsérvese que i

22, pues si i =/ este cliente terminara de ser servido antes de la primera llegada y no habra espera).
La totalidad de los i clientes, seran servidos al final de un intervalo de tiempo de longitud ib. Sin
" embargo, entonces fib/u)] clientes habran llegado y tendran que esperar. Los corchetes indican el
mayor entero que es menor que /b/a, va que los clientes no llegan en fracciones. El dtimo cliente en

legar espera ante la instalacién de servicio hasta ser servido.

El tiempo de servicio de estos clientes que, por supucsto, esperaran la linea, es bfib/aj y de
nuevo durante este tiempo [ib/a +(ib/a} (b/a - 1)] clientes habrén llegado. Obsérvese que este nimero
serd menor que fib/aj, ya que b/a < I, etc., hasta que se llega a un momento a partir del cual los

clientes que llegan no necesitan esperar.

Como ejemplo supongamos que el tiempo de servicio  es la unidad de tiempo; sea a igual a
tres unidades de tiempo. Supongamos que /=50. El tiempo de servicio del i-ésimo cliente que espera
es S0 unidades de tiempo. Durante este tiempo han llegado f30/3] = 16 unidades que requieren /6
unidades también de tiempo para ser servidas, durante las cuales llegaran seis unidades. Durante el
tiempo que tarda en ser servida la filtima, liegarin dos unidades. Una unidad llegara al término del
servicio de la i:ltima de estas dos unidades y a partir de entonces no habra que esperar. El nimero
total de unidades que han esperado en la linea es 74. Se incluye al primero de los i-clientes iniciales

que inmediatamente entra para servirse al comenzar la operacion.

Si denotamos por P.(t) la probabilidad de que haya n unidades esperando en el instante ¢,

entonces, evidentemente:

Estas dos posibilidades se resumen con el simbolo P.(0)=4, que se conoce como delta de
Kronecker. Es igual a 1 si n= 7y 0 si n# L. En este caso podemos saber con certeza que niimero es.

Todo esta determinado exactamente; para cualquier valor del tiempo Py(t) es 06 1.
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Pero este no es el caso para modelos probabilisticos que trataremos més adelante.

Es evidente que la longitud de la cola se hace cero después de un espacio de tiempo en el que
cada unidad que ha esperado ha sido también servida. Sean A las nuevas llegadas que han de esperar
en la linea, Entonces la llegada (4 + 1) ocurre después del tiempo de servicio de i + A clientes; es

decir: (i + Ay bsafAd+ Doib-asd(a-b).

El nimero A es el menor entero tal que 4 = f(ib - a) / (a - )} + 1. Por tanto, la cantidad de

tiempo requerida para servir a todas las unidades que han esperado es:

H f+[ib"’ +1 =b[’f‘f"—-b} 13.12
a-b a-b

De nuevo se incluye al primero de los / clientes iniciales.

Obsérvese que cuanto mas préximo sca b a @, més clientes tendrin que esperar hasta que,
después de un espacio de tiempo mayor desaparece la linea de espera, Considerando una situacién
ligeramente diferente podremos escribir expresiones més dtiles y facilmente calculables. Para ¢l resto

de esta discusién propondremos las condiciones de que 4 divide a a y a divide al tiempo.

Supongamos que empezamos la operacion admitiendo en el servicio a uno de los clientes que
espera inicialmente; si él termina el servicio y no hay ninguna Hegada, otro de los clientes iniciales es
admitido. Si un cliente llega durante su servicio o el de uno de los siguientes clicntes iniciales, la
unidad sera admitida en el servicio en cuanto la instalacion quede vacante, Durante el tiempo de este
servicio es posible que llegue otra unidad. Esto depende de la magnitud de a - b. El cliente que llegue
entrard en el servicio en cuanto quede vacante y todos los clientes que puedan haber llegado son
también servidos. Cuando no haya clientes esperando, serd admitido en el servicio otro de los /
clientes iniciales: las llegadas adicionales serdn de nuevo servidas em cuanto quede vacia la
instalacién, v asi hasta que todos los / clientes han entrado en el servicio. Cuando el ltimo de los
clientes iniciales entra en ¢l servicio, no habrd ninguno esperando. Si alguno Hega, durante este

tiempo de servicio, espera y es servido, etc., hasta que los clientes que lleguen no tengan que esperar.
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Hemos considerado la operacion en esta forma para hacer evidente el siguiente andlisis:
Consideremos los incrementos de tiempo de servicio ganado por el hecho de que a>b. Asi, hay una
ganancia de a - b unidades de tiempo para cada uno de los clientes que Hegan. Tedricamente, puesto
que el tiempo de servicio es b, & / (a - b} clientes deben llegar para contribuir a diferir suficientemente
¢l tiempo de servicio a uno de los i -7 clientes que esperan y que se encontrarian alli después del
comienzo de la operacion. Obsérvese que el primero de ellos ingreso en el servicio inmediatamente.

Asi, en total, (7 -7)b/(a - b} llegadas son necesarias hasta vaciar la linea.

Por tanto, el nimero total de clientes que han esperado en la linea desde que comienza la

operacion es:

,‘..]+.(f__l)b =E_—_lla

1.3.1.3
a-b a-b
y si incluimos el cliente inicial en el servicio, se tiene;
[ - ia—b
(=Da,,_i i.3.14
a—-b a—-b

Por tanto, ei tiempo total hasta que la instalacioén de servicio esta ociosa por primera vez es:

H.]
]

['“'b)b 13.0.5
a-b

Luego si un cliente llega en el instante 7 < 7, entonces t/a clientes habrian llegado antes que
¢1, elevando el total de aquellos que han esperado en linea a #/a + i - [ y #/b clientes, habrian sido
servidos durante ¢l tiempo 1. Notese que no hay pérdida de generalidad escribiendo ¢ como si fuese
continuo, pero recordemos que /. en el que ocurre una llegada, debe ser un entero, mualtiplo de a. Por

tanto, en el instante r habra:
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b

’+(f-1)_;={;—!)+(i—1) 13.16

clientes en linea delante de él. (Obsérvese que si & > a este nlimero serd creciente en proporcion a /).

Sin embargo, habra ¢ (1/a— 1/b) + i clientes en el sistema delante de €l

El tiempo gastado esperando en la linea por un cliente que lega en el primer miltiple de a

después de 1 es:

0] T-as<t
W(r): [:b_baH'wa 0<t1<T-u 1.3.1.7
a

(k-1 =0

donde (0 es el tiempo en la linea para el k-ésimoe miembro del grupo inicial de § clientes. Esta
solucion en el estado de transicién. que depende del tiempo ¥ del nimero inicial, alcanza el estado
estacionario después def tiempo T, pues entonces el sistema adquiere caracteristicas independientes

del tiempo v del nimero inicial i.

El tiempo total gastado dentro del sistema por un ¢cliente que llega en el primer miltiplo de @
después de / es:

Wy - & 1.3.1.8
donde se incluye el tiempo gastado en ser servido.

Supongamos ahora que el tiempo de servicio y los tiempos de llegadas se alteran durante el
periodo T, siendo las nuevas cantidades by ¥ a,. respectivamente. Sea #, < T el instante en que ocurre
esto. La unidad que esta siendo servida terminara de serlo con el régimen definido por el tiempo &.
Entonces el namero de unidades en linea y la unidad de servicio se convierten en el ingreso inicial de
una nueva linea. Se establece un nuevo T, que designaremos por 7y v se tiene una nueva expresion del
tiempo de espera. El valor de 7, dependera de los valores de a;. y b, de aqui que pueda tenerse T, <

T. Como sc ve examinando la formade 7. T, = Tsiysolamentesia;, =ayp b, = b.
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Si existen ¢ canales de servicio y el niimero inicial de unidades es i > ¢, con el mismo tiempo
de servicio para todos los canales, suponiendo &/ca < /. para vaciar esta linea se requieren
incrementos de longitud a — b/c. etc. Se pueden asignar prioridades a clientes que llegan con tiempos
de llegada diferentes y estudiar el problema utilizando dos sistemas de prioridades, uno con
prioridades absolutas (la unidad con prioridad inferior vuelve a la linea si llega otra con prioridad
superior} y otro donde no haya prioridad absoluta. Asi, aunque la estructura de este problema de colas

es simple, pueden contrastarse varios conceptos.

20
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1.3.2 Modelos de probabilidad.

Normalmente se carece de informacién previa sobre el tiempo de llegada de un cliente y la
fongitud del servicio. Para efectuar un analisis de] funcionamiento de Iz linea, se hacen hipotesis
basadas sobre un estudio de los habitos y necesidades de los clientes. El hecho de que el empleo de
razonamientos probabilisticos haga esto posible, es una indicacion de 1a importancia de! concepto de
probabilidad,

En el ejemplo determinista, se sabia que los clientes llegarian exactamente en instantes
conocidos y recibirian el servicic en tiempos exactos. Consideremos ahora los tiempos de servicio. En
general no se sabe cudl pueda ser [a duracion del servicio a un cliente que llega. Pero a partir de su
anterior comportamiento es posible observar la frecuencia relativa con que requiere servicio de una
duracién dada, es decir, la razén del nimero de veces que requiere esta duracién del servicio al
nimero total de veces que ha requerido algin servicio. O, hablando de otra manera, existe una
probabilidad de que su tiempo de servicio no supere una duracion dada. Esta probabilidad es 1a suma
de 1odas las frecuencias de duraciones que varian hasta alcanzar la duracién fijada. Asi, por ejemplo,
si los tiempos de servicio son  discretos y sus  duraciones son /, 2, 3.... unidades de tiempo y sus
probabilidades (frecuencias relativas) son, respectivamente, p,, p;.... entonces si F, es la probabilidad

de que el cliente requiera un servicio de duracidn no mayor que n, se tiene:

Fo=p+p+...+p,
y de aqui: 1.3.2.1
p,=f-F

n=1

Entre las cantidades Gtiles que se calculan a partir de estas probabilidades, estin la media y 1a
varianza. La media se obtiene multiplicando cada valor de n por su probabilidad y sumando para todo
n. Asi, por ejemplo, para un dado sin sesgos, la probabilidad de cada lado es 1/6 y el valor medio esta

dado por:

1* ](;+2* 1,-6+3* 16+4* 1€+5* 16+6" 16=3.5
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Por tanto, para un gran nimero de tiradas el valor medio de los nimeros encontrados esta en
torno a 3.3. En el caso de una linea de espera, un cilculo anilogo da la extension esperada de la linea.
Ademas, se puede calcular la dispersion alrededor de este valor como una medida de la fluctuacién en
la extensién de linea. En el caso del dado, para obtener la dispersién calcularemos primero la
varianza. La raiz cuadrada de la varianza es la desviacién tipica, que es una medida de la dispersi6n;
es decir, cuando el nimero de tiradas se incrementa, se puede calcular la probabilidad de que el valor

medio obtenido permanezca dentro de una desviacion tipica de 3.5. Se tiene para la varianza:
1 ey / 2 1417
-3y * 14235 # Lo+ (3-3.5) * 1L (4-3.5) * 10 (5-3.5) * Mo (6-3.5) + 1]

que es aproximadamente igual a 2.92 v la desviacion tipica es ,2.92 . Las diferencias estan elevadas
al cuadrado porque lo que importa es la fluctuacidén alrededor de la media, prescindiendo de si los
nameros caen por encima ¢ por debajo del valor medio. Cada diferencia se pondera con la

probabilidad de que se presente el valor considerado.

La media y la varianza son, respectivamente, el primer momento respecto al origen y el
segundo momento respecto a la media. Pueden calcularse otros momentos respecto at origen y a la

mediz. Asi, por ejemplo el tercer momento respecto al origen que es !a suma de los cubos de los

valores, multiplicados cada uno por su probabilidad. Volviendo a p,, debe tenerse an =1, yaque

H=b

eso da la suma de las probabilidades de que ocurra cualquiera de las duraciones.

Si el tiempo es continuo, utilizarcmos F(x), en lugar de P,, para designar la probabilidad de
que la duracion no sea mayor que un ticmpo x. Esto es, Fix) =prob, (X <x), donde X es una variable
aleatoria que puede tomar cualquiera de los valores posibles de la duracion del tiempo de servicio. Si
ftx} dx es la correspondiente funcion de frecuencia (es decir, la probabilidad de que se presente algiin
valor de x pertencciente a un intervalo de longitud dx), por ser x continua puede escribirse,

analogamente al caso discreto. 1a distribucion de probabilidad acumulativa:

Flx)= ]f (y)dy 1322
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y si se puede diferenciar Fyx}, puede escribirse:

fly=""" 13.23

Si cada uno de los » clientes tienen diferentes costumbres, se tendrin varias variables
aleatorias X, X~ .... .Y, con las correspondientes distribuciones acumulativas Fjfx)), ..., Fo(X,). Si sus
costumbres son independientes, en el sentido que se definird con precision mas adetante, se puede

escribir como funcion de distribucion de probabilidad de su comportamiento conjunto.

Flx,....x,)= Fx )R (x,)..F,(x,)=T]F ) 13.2.4

Una vez conocida la funcién de distribucién conjunta, pueden definirse, bajo este aspecto

descrito por la distribucién, todas las demas cosas.

Puede ser que las costumbres de un cliente sean distintas en diferentes instantes. Asi, por
ejemplo, puede solicitar, como cn un restaurante, servicios mas largos a mediodia que por Ia noche.
En cada instante, la probabilidad de duracion del servicio esid descrita por una distribucion de
probabilidad que esta ahora en funcién del tiempo. Las propias duraciones estan descritas por una

variable aleateria X, que depende del tiempo. Aqui se tiene:
Prob (X, < x) = F (x; 1} 1.3.25

como funcion de distribucién de probabilidad en el instante ¢. Para cada valor de ¢+, X, tiene una
distribucidn de probabilidad. Asi, para un conjunto de valores de ¢, se tiene una familia de variables
aleatorias. Como ya se ha indicado, una familia de variables aleatorias que dependen de un parametro,

define un proceso estocdstico. Si no hay razén para discriminar entre las costumbres de diferentes
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clientes en el mismo instante, el mismo proceso estocdstico puede utilizarse para describir los tiempos
de todos aquellos que demandan servicio. Por el contrario, cada cliente puede tener un proceso
estocastico Xk, 1), que describe su identidad (k-ésimo para entrar en el servicio) y el instante de

entrada al servicio.

Si X fuese, por ejemplo, una variable aleatoria que representa distintas condiciones
meteorolégicas (con una probabilidad de que se presente cada valor), en diferentes instantes y lugares,
tendriamos una variable estocastica dependiente de cuatro pardmetros: el tiempo y las tres
coordenadas en el espacio. En la teoria de colas, ¢l tiempo es, corrientemente, el anico pardmetro. Un

ejemplo de proceso estocastico es el proceso de Poisson. Que esta dado por:

(Ar) e

nt

P{r)=

1.3.26

donde. segiin veremos mas adelante que P.f1) es la probabilidad de que tleguen n clientes en un

intervalo de longitud ¢, Investigaremos varias propiedades de este til proceso.
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1.3.3 El Proceso de Poisson.

El modelo que aqui se desarrolla estd relacionado con la distribucién de llegadas bajo
hipotesis que se dan con frecuencia en la practica. El desarrotlo examina propiedades del proceso de
Poisson. Haciendo hipétesis explicitas que cumplen esas propiedades, se deduce el proceso de

Poisson como una distribucién de llegada.

no-a
A partir de(}d) € , 5e observa que la probabilidad de que no haya ninguna llegada,
p W que la p q B

durante el intervalo de tiempo 1, es e™ vy la de que hava wna sola llegada es Ae™*; por tanto, la

probabilidad de mas de una llegada es:

a

1-(e +Ae-*‘*)=|-{[1—,u+(’L’T!):-----]H‘J[l_,mﬂm--]}=ﬂ+-.-=o(ﬁ) 1.3.3.1

.. . . >
funcidn que ticne el mismo orden que

Si 1 es pequefio, los términos en 1 son despreciables comparados con los gue no contienen 7 o
con la Primera potencia de ¢. Por tanto para ¢ pequeiio. fa probabilidad de mas de una llegada ¢s

despreciabte. Esta es una propiedad muy deseable en muchas aplicaciones practicas, que hace util el

proceso de Poisson. La probabilidad de al menos una Hlegada durante 1 estd dada por:
e = i+ 0f?) 1.3.32

La probabilidad de que no haya llegadas ese™ =1- A1 + O(I2 ) En ambas expresiones se

puede despreciar el ltimo término de la derecha si solo se consideran valores pequefios de f.
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Aun a riesgo de ser repetitivo, pero de acuerdo con los métodos clasicos, supongamos que se
verifican estas propiedades, o sea que la probabilidad de una tnica llegada durante un intervalo
pequefio de tiempo Ar es 441, y la de més de una llegada durante At es despreciable; podemos deducir

entonces la distribucion de Poisson que, naturalmente, tiene esias propiedades.

Sea P,(1) la probabilidad de que hayan ilegado r unidades en el tiempo 1. Obsérvese en primer

lugar que 0<P,(t)<1 puesto que las P,(1) son probabilidades. Ademas ZP,, (t)= 1, pues ninguna o
n=l}

alguna unidad debe haber llegado durante el tiempo r. Para ver qué ocurre durante el siguicnte

intervalo pequefio de tiempo At eseribimos:

Ry(t+ar)= R (1)(1-24r)
P(r+at)=F(1)(1-240)+ P,

=l

1333
(r) Aar, nzl

La primera ecuacion da la probabilidad de que no haya ninguna llegada en et tiempo £ +4r.
Esta probabilidad puede relacionarse con el estado del sistema en el instante «. Asi, por la ley de las
probabilidades compuestas de dos sucesos que se presentan independientemente (realizar el producto
de las probabilidades de estos sucesos) es, igual a |a probabilidad de que no ocurra ninguna llegada
durante el tiempo ¢ multiplicada por la probabilidad de que no haya ninguna llegada durante 4. Para
los casos m 2 1 esta propiedad. tener el mismo nimero de llegadas durante ¢ y ninguna durante A,
tambi¢n permanece, pero ademas puede haber habido -7 Hlegadas durante el tiempo seguidas de una
llegada adicional durante Ai. El producto de estas cantidades engendra el segundo término de la
derecha. No se ha mencionado la posibilidad de mas de una llegada durante el pequeio intervalo At

por ser despreciable y puede prescindirse de etla en lo que sigue,

Multiplicando, pasando P.f) al primer miembro y dividiendo por At, el sistema de

ecuaciones se transforma en:

Plt+ar)-Pr)

~ ==2P(()+2P_ (1),  n=1 1.33.4
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Si se toman limites cuando Ar — 0. el primer miembro es, por definicidn, la derivada

P.(t) = dP,(r)/dr y las ecuaciones son:

P =-22,00)

P =—aP,(1)+ P, (1), i 1335

Son ecuaciones diferenciales lineales con respecto a ¢ y ecuaciones en diferencias de primer

orden lineales con respecto a n, generalmente lamadas ecuaciones diferenciales en diferencias.

Se pueden resclver convenientemente estas ecuaciones utilizando una funcidn generatriz. Se
&

define tal funcidn por:
P(2.0)= Y P ()2 =R (1) + B (1)z+ By (1) 2 +-- 1336

Puede verse que las P, se obtienen derivando, Pz, 1} m veces con respecto a z, dividiendo
entonces por #! y haciendo z = 0. Asi, st Pfz,1) es conocida, P,f#) puede determinarse ficilmente de

esta forma.

El origen de tiempos en un estudio especifico puede tornarse en cualquier punto, aun después
de que haya habido algunas llegadas. Por tanto, puede ser que para /=0, i unidades hayan llegado. En

este caso. P,(0) escero sin #iy launidad sin =i, Asi,

Plz.0)= ipn(o)z" =P(0) =2 1.3.3.7

Obsérvese también que Pr1, ) =1y

1) 2§ p e = $ () 1338

a! a’ a=0 n=0

Se utilizan derivadas parciales. por tenerse dos vartables z y 1.
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Ahora si multiplicamos el sistema de ecuaciones diferenciales en diferencias para n 2/ por 2"
y la primera ecuacién por 2’ y sumamos para todo  se tiene como suma de los primeros miembros

8P(z,1)}/dt y como suma de los primeros términos de los segundos miembros — /T.P(z,l).

Los segundos términos de la derecha sumados para todo » dan:

3 AP )z = APz + AP ()22 + - 1339
> 2p,00) 2(1)z+ AP (1)

el

Si se saca factor comin Az en el segundo miembro, este puede escribirse como RzP(z,r) . Asi,

el sistema se reduce a una ecuacion diferencial lineal en la funcién generatriz dada por:

apéjs’)_l(z_])p(z’;):() 133.10

Esta ecuacién es muy similar a los tipos mis elementales de ecuaciones diferenciales
ordinarias que se estudian en los cursos de calculo elemental. Su solucién, tratando a z como a una
constante por ser independiente de ¢, esta dada por:

Aifz-
Pz,t)= Ce*t 13.3.01
Esto puede comprobarse por sustitucién, pudiendo C depender de z.

Supongamos que para ¢ = 0 no ha habide ninguna liegada; cntonces Prz, 0} = J, yaque i = 0. Asi,

C =/ y setiene:
P(z,1) = Cett'Y 133.12
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Pero, como ya se ha indicado, P,f1) puede ser obtenido por derivacion; por tanto,

() L2P)

i B 13.3.13
Asi:
Rlr)=e 133.14
()= ke o
y
no—d
P"(:)=£ﬂ'e_ 133.15
m

que da el deseado proceso de Poisson. Quede claro que ¢ es Ia longitud del intervalo de tiempo en que

ocurren los sucesos v no tiempo absoluto.

El método anterior de deduccion es tipico para muchos problemas de colas. Las ecuaciones
pueden ser mds complicadas. pero el procedimiento basico es el mismo. No tendrd dificultad en

escribirparai =80 y n 2 i

(Ar)" e
Pi)=>——— 133,
AQ) ") 313,18
Ya que en este caso Pz, ) =2\, C tiene el valor 2 v
Plz.t)=z'3 P, (1) 1.3.3.19

Ay

Calcular de P,ft) es muy 0til para obtener medidas de efectividad para estudiar las lineas de

espera. no siempre es posible e incluso, deseable estudiar colas en términos de P, 1)
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Habiendo obtenido P,(1), puede desearse calcular el niimero medio de unidades que llegan

durante ! tiempo ¢, que es;

L =inP"(!) 1.3.3.20

n=0

que para el proceso de Poisson es igual a Al. La vanianza:

o,

> - LY P () 13321

n=0
es también igual a At

Los intervalos de tiempo entre llegadas de un proceso de Poisson con pardmetro A tienen la

distribucién de frecuencia exponencial e’

Para ver esto, obsérvese que. si ha ocurrido ahora una llegada, el tiempo hasta la préxima
liegada es menor que 7 si. » solamente si. hay una o mas llegadas en este intervalo. La probabilidad de
una o mas llegadas v, por tanto, ia probabilidad de que el tiempo entre llegadas sea menor o igual que

1, €s:

=]=p* 13.3.22

La cantidad de la derecha es una distribucion acumulativa de la que por diferenciacidn, se
obtiene la funcion de densidad exponencial ie™ como distribucién de los tiempos entre Hegadas. Por
tanto, cuando los tiempos de llegadas a una linea de espera vienen dados por un proceso de Poisson,
los tiempos entre |legadas tienen una distribucion exponencial afin. Reciprocamente, si, por ejemplo,
los tiempos de servicio tienen una distribucién exponencial, los clientes son admitidos al servicio

segiin un proceso de Poisson.
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De nuevo, si pAr es la probabilidad de completar el servicio durante AL, y, por tanto, /- uAt es
la probabilidad de que no acabe el servicio durante At, y si Pft) es la probabilidad de que el servicio

no haya terminado durante el tiempo 1, resulta.:

Pl + Ar)= (1 - uat)P(r) 13323
Asi se tiene:
PO _ e DB PO —uP(r) 13.3.24
dr Sz At
Esta ecuacion diferencial admite la solucion:
P()=ce™ 1.3.3.25

puesto que el servicio terminara mas pronto o mis tarde. debemos, tener:

ce ™ dr=1 1.33.26

S

Por tanto, ¢ = pr. Por consiguiente, el servicio esta descrito, por fa distribucién exponencial

negaliva con densidad pe™

. Obsérvese que la distribucion exponencial tiene la propiedad de "ser
distraida™: si, por ejemplo, es aplicada a los, tiempos de servicio, la distribucién exponencial se aplica
para el tiempo de completar un servicio en cierto tiempo lo mismo que si fuese el comienzo del

servicio.
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En muchos problemas, ia dependencia del tiempo no es la situacion tipica que se estudia.
Después de un largo periodo de operacion, el sistema adquiere caracteristicas de comportamiento que,
aunque sean describibles en términos de probabilidad, no dependen del tiempo. Asi, cuando f ~» o0,
puede esperarse que ocurra esta sitwacion en muchos sistemas. La cuestion de si existen tales

p, =limite P, (.r)es asunto del anilisis ergodico donde de hecho se buscan las probabilidades p, que

10
describen el estado estacionario o en equilibrio. Pero nétese también gue el que las probabilidades

P.ft) no cambien con el tiempo es [a definicion de estado estacionario.

La variacion de P,ft) con respecto a ¢, estd descrita por fa derivada P‘(I) y la condicion de

n

estado estacionario requiere que £, (1) = 0.

Por tanto, se tienen esencialmente dos formas de obtener las probabilidades del estado

estacionario:

1) apartir de P,; (l) = 0. que da probabilidades p, independientes de 1, v

2) limite 2, {t). que tambi¢n da las p, independientes de 1.
e
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1.3.4 Modelo de Erlang,

Si suponemos que una operacién empieza sin ninguna unidad esperando en linea, las
ecuaciones siguientes describen una cola ordenada, primero en llegar primer en ser servido, con canal

linico, ingreso de Poisson con parametro A y tiempo de duracién exponencial con parametro g7

P(e+8e)= P01 - (2 + w)ar]+ B (24 + P, (st "
Py(t+8r) = By (eX1 - Aar)+ P (1) peae n

v

1.3.4.]

H
<o

Estas ecuaciones expresan que la probabilidad de »# unidades en el sistema en el instante 7 +
At es igual a la probabilidad de 7 unidades en el instante ¢ multiplicada por la probabilidad de que no
haya llegadas ni partidas, mas la probabilidad de »-/ unidades en el sistema en el instante ¢
maltiplicada por la probabilidad de una llegada y ninguna partida, mas la probabilidad de n+/
unidades en el sistema en el instante ¢ multiplicada por la probabilidad de una tnica partida y ninguna

llegada.

Obsérvese que la probabilidad de que 1o haya ni llegadas ni partidas esta dada por (/ - A4y
¢! - p At). El érmino en (&) desaparece al formar la ecuacién diferencial. Por ello, se puede utilizar
- (A+ gy 4. Para los restantes dos términos, obsérvese que también A (i —p Ay =) & y p i
(1-Ady=u A

Por transposicion y aplicando el limite con respecto a A1, estas ecuaciones se convierten en:

‘”}(i)=_(,1+y)P,,(r)+ﬂ~P"-.(')+#P,m(f) nzl
dr 1342
20t
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Como ya se ha indicado, la solucidn de estado estacionario, independiente del tiempo, se
obtiene, o bien resolviendo las ecuaciones del estado de transicidn, dependientes del tiempo, dadas
anteriormente ¥ haciendo f-»e en la solucién, o bien haciendo iguales a cero las derivadas con
respecto al tiempo y resolviendo las ecuaciones, del estade estacionario que resultan. Las soluciones
para el estado de transicién son particularmente utiles cuando la intensidad de tréfico o factor de
utilizacién o = Ay 2 1, puesto que en este caso no se alcanza el estado estacionario. Aqui se
deducira una expresion para el nimero esperado de unidades en espera y para el tiempo esperado de
espera, en estado estacionario con Au</. Si A/ 21, el nimero de unidades esperando podria ser

infinito. Comparense estas condiciones con las de cola determinista considerada anteriormente.

lgualando a cero las derivadas y eliminando el tiempo en las ecuaciones de arriba, resulta,

después de transponer términos:

A+ pt = LD, n>1i

( ! )pn Wt t P 1343
Apy = up, n=0

Sea p=A/u, entonces estas ecuaciones, se convierten en
(I+p)pn=pml+mu—l nzl 1344
Py = Py n=0 e

Sea n=/ en la primera ecuacién. Entonces (1+0) p,= p; + ppy. Sustituyendo p; por su valor

dado en la segunda ecuacion, se tiene p; = O’py. La repeticion de este proceso lleva a p, = d'ps .

Ahora bien: Zp" =1, ya que la suma da la probabilidad total de que no haya ninguna unidad en el
uel

sistema, de que haya una, de que haya dos, eic.
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Esta probabilidad total debe ser la de la certeza, puesto que se cuentan todos los posibles

estados del sistema. Por 1anto,

Z Ppy=1

n=0

o

=0 el

ZPOP"=POZPH :r}_j’;:l 1.3.4.5

(2]

Por tanto,

p.=p"(1-p) 1346

que es un tipo de distribucian de probabilidad que se conoce como distribucién geométrica.

El nimero esperado de unidades dentro del sistema estd dado ahora por:

L= erpn = (]-—p)an" =

pol
n=0 n=d 1- P

como puede facilmente comprobarse. Notese que L es un valor esperado y, naturalmente, ocurririn

fluctuaciones en el niimero de unidades que esperan. Esto puede verse mejor calculando |a varianza:

> (n-L)p, :znzpr, - l,o 13.48
n=0

n=0 -
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Pero
2 > 4 d d& ,_ p , 20
1, (1= o' =(1- Bl = +- 1.3.49
;n p.={ p); p=( p)pdppdpﬂp p - oF

Por tanto, la varianza esta dada por:

2

Pw P o=rsr’ 1.3.4.10
I-p (1-py

El ndmero esperado de unidades en la linea estd dado por;

¥ 0 pz
L = n-1 =L-p= —p= 1.3.4.11
v =20=lp, =L-p L,

Obsérvese que hay momentos en que el canal no esta ocupade. El tiempo medio esperando en

la linea. ¥, esiguala L /A o L/p.

Una préctica Gtil para descubrir posibles incorrecciones en una férmula es el analisis de
dimensiones. Asi, por ejemplo, en la ltima igualdad de arriba, tanto ia expresién de la izquierda

como la de la derecha carecen de dimensiones.
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1.3.5 LA FORMULA DE POLLACZEK - KHINTEHINE.

Supongamos ahora que las llegadas ocurren al azar, segiin un proceso de Poisson a razdn de 1
por unidad de tiempo, a una linea de espera, en equilibrio estadistico, ante una tUnica instalacion de
servicio. Supongamos también que son servidas, segin una distribucion arbitraria de tiempos de
servicio, a razon de 4 por unidad de tiempo, primera en llegar, primera servida. Como en el caso
determinista, supongamos que ¢ < /. Supongamos que un cliente que parte deja g en la linea,
incluyendo al que estd siendo servido, cuye tiempo de servicio es . Sean r los clientes que llegan
durante este tiempo 7. Si et préximo cliente que parte deja tras de si a ¢’ clientes, se pueden relacicnar

qy q' como sigue:

q':n:ax(q—l,0)+r=q—!+:§'+r 1.3.5.1
donde:
0 si >0
5(q)={ 7 1352
I = qg=0

Obsérvese que introduciendo & se ha evitado utilizar la expresion maximo.

Supongamos que existen valores para la cola en equilibrio de los momentos primero y
segundo Efq] v Efq']. Nétese que ¢ es tratada como una variable aleatoria. Por definicion, 8° =&y
q(1-8) = q. También, Efq} = Efq'] v Efg] :E{q'}], ya que se supone que g y g' tienen la misma
distribucion en equilibrio. Obsérvese que, por estar en equilibrio el sistema, no existe diferencia entre
los tipos de cola que deja tras de si cualquier cliente; es decir, todos tienen ia misma distribucion de

probabilidad, independiente del tiempo.

Asi, tomando el valor esperado de las diferentes variables en la ecoacion, se tiene:

Efq'] E[q] - E[] + E[o] + E[r] 13.5.3
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de donde:

Efé] = 1 - Efr] 1354

Pero durante un tiempo de servicio de longitud 1, se tiene:

E[r]:r:ior (ir')r e’ =4t

1.3.5.5

Por tanto, al tomar esperanzas con respecto al tiempoe de servicio ¢, se tiene Efr] = Vu = p.

Asi, por ejemplo, si la distribucién del servicio es exponencial,
0 o /1
E[r] =p J(ﬂr)e dt=—=p 1.35.6
8 M

puesto que el valor medio de la distribucidn del tiempo de servicio es i/,

Obsérvese que Efr] es un nimero que no es afectado al tomar medias. Esto da £/5] =1 - p.
Ahora bien: la probabilidad de r llegadas es independiente de g, longitud de |a cola, y de &, cuyo vaior
se supone dependiente solo de g, que es independiente de r. En consecuencia, si se toma el valor
esperado sobre las variables r, g y 4, se debe tomar el valor esperade de r y de ¢ por separado

dondequiera que encontremos su producto. Esto es cierto también para r y 4.
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También promediando +* sobre el tiempo:

E[rzl=/12 var{t)+ p° + p 13.5.7
Elevando al cuadrado la ecuaci6n que relaciona g y ¢'y utilizando el que & = 4, dg =0,

qlz = q: —Q(I(I -r)+(r—1]2 +§(2!‘—-]) 1358

Por tanto, a causa del equilibrio,

0= Elg? |- Elg*|= 2£[gElr ~1]+ E|- 1) |+ El5)E[2r -1] 1359

simplificando y teniendo en cuenta las anteriores relaciones, se tiene la formula de Pollaczek -

Khinichine:

Elg)=© - l);J;'[IE—[(i]]E[Zr -1]

_ £l ]-2efr )+ 1+ Els)2E[]-1)
- o 20-E[)
1.3.5.10
_ A varl)+ pt + p-2p+ 14 (1= pX2p - 1)
2t~ p)

pt+ A var(r)

T - p)
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Por tanto, una vez conocida !a varianza del tiempo de servicio f a partir de su distribucion, el
nimero medio de unidades en el sistema estd determinado. Es importante observar que la anterior
media se toma en instantes exactos que siguen a las partidas y no es el valor medio, en el tiempo del
nimero de unidades en el sistema. Si £, fg) es la media en el tiempo, todo lo que se puede saber sin

otro razonamiento es que Efg] < Efq) < Efg] + 1.

Notese el hecho, que es valido en general aun si se tienen varios canales en paralelo, de que el
nimere medio de unidades en el sistema es igual a fa suma del niinero medio de canales ocupados

{en este caso es p, intensidad de trifico) mas ¢l niimero medio de unidades en la linea,

Para obtener ahora el tiempo medio de espera. razonaremos como sigue: Si designamos por
Efw] el tiempo medio esperando en la cola, excluido el servicio. 2fEfwy + [/u] es el nitmero esperado
de llegadas durante el tiempo total de espera mas el tiempo de servicio de un cliente, es decir, durante
su estancia dentro del sistema. Pero este es exactamente el nimero dentro del sistema inmediatamente

después de su partida, designado por Efg]. Por tanto,

]: o var(r) L

- i.3.5.11
24(1-p) i

Wq =k [w

formula a la que podria darse el nombre de Pollaczek - Khintchine.

Una medida qtil que introduciremos ahora es la razén del tiempo medio de espera de un
cliente a su tiempo de servicio. Naturalmenie puede no ser descable esperar mucho tiempo cuando se

requiere un servicio de conta duracién. Para esta medida se tiene:

M[w]:ﬁ(l%‘}) 13.5.12
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donde C, es el coeficiente de variacidn del tiempo de servicio, definido por:

var(t) _ var() 1.3.5.13

b4

ct=
CoE]

—
o

Evidentemente, la medida de arriba #£/{w/ depende de p y de Cf .

Cualquier variacidn en la tasa de ingreso 4 o en la de servicio u se refleja en su razén p. Por

tanto, para contrastar la eficacia, o sea la sensibilidad a los cambios de valor de p a partir de un valor

medio ; dado (llamado valor presente) de p se desarrolla el segundo miembro, en serie de Taylor

alrededor del punto £ para variaciones pequefias en torno, a é1. Se tiene:

Slx)= fla)+ fll(!a)(x—a)+ fr; a)(x—a)3 +---+%Ea)(x—a)" +oees 1.3.5.14

donde el nimero de comillas indica el orden de la derivada que debe tomarse,

Aplicando esta formula al segundo miembro de 1.3.5. 14, se tiene:

yE[w]:E(];j—E)(l+C‘,2)+wi:)-;(p-p~)+m(p-ﬁ)’+--- 1.3.5.15

2f-p

Si tomamos, medias con respecto a p, entonces el segundo 1érmino se hace cero, ya que
E[p - p] = y— o,y despreciando términos de grado superior al segundo, tenernos:

—_ b

ye)

—+c? |+_—E"_—2 £3.5.16
- 7) Pli-»)
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donde:

o = £flo- 7]

Este analisis es de utilidad cuando puede considerarse una operacion de colas como un
conjunto de operaciones cada una en estado estacionario y con sus pardmetros. Entonces se puede
determinar la amplitud de! recorrido de fluctuacion permitida en los valores del pardmetro para tener
una variacion tolerable en la razdén del tiempo de espera al tiempo de servicio, antes que buscar una

nueva solucion en estado estacionario.
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1.4 MODELOS DE LLEGADAS

La forma en que llegan las unidades al sistema es aleatoria si no puede predecirse
cxactamente cuindo llegard cada una. El tiempo de llegada es una variable aleatoria que puede
describirse mateméticamente con una distribucién de probabilidad, La que vemos, depende de la
forma de las Ilegadas, como lo muestran los datos observados v la naturaleza de las operaciones. Una
de las distribuciones que se encuentran mis cominmente en los problemas de lineas de espera, €s la
distribucion Poisson, que se emplea en la modelacién de problemas de lineas de espera concerniente a

los arribos aleatorios de unidades que demandan el servicio.

La distribucién Poisson es una distribucién de probabilidad discreta que determina la
probabilidad del nimerc de llegadas en un tiempo dado, donde ¢l proceso de llegadas es

independiente de lo que haya ocurrido en las observaciones precedentes.

La suposicion de una variable aleatoria de tipo Poisson indica que las llegadas acurren en
forma aleatoria, y su tasa se representara con la constate A. Esta constante representa el nimero de
llegadas por unidad de tiempo, mientras que /A es la longitud del intervalo de tiempo entre dos

llegadas consecutivas (¢ y +A7).
La distribucién Poisson (curva con parametro AT), donde # es el nimero de llegadas dentro

del intervalo T, el parametro A es la razon del nimero de llegadas por unidad de tiempo, y T es el

tiempo total que se considera, que es:

w -4l
f(nA,T)= (7) T 141
i

Utilizando ta ecuacién 1.4.1 y asignando el valor de 1 a T, la ecuacién se convierte en:

Fmay=2e" 14.2
o
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Si asignamos 1 a # tenemos la expresidn de la distribucion exponencial (funcién de densidad
de T), es:

ST, )= 27" 143

En problemas priciicos de lineas de espera se supone que la distribucion de arribos es una
distribucion Poisson, se puede probar la suposicién de que las llegadas siguen una distribucion
Poisson, lo que se podria lograr buscando un intervalo fijo de tiempo y contando €] nimero de
unidades que llegan en ese intervalo, y después realizar una prueba de bondad de ajuste con la ji
cuadrada. Esta esta basada en una comparacion entre datos observados y datos tedricos, donde los

tedricos se obtienen a partir de la distribucion tedrica que se prueba,
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1.4.1 CLASIFICACION DE KENDALL Y LEE

En 1953 Kendall y Lee propusieron en sistema de clasificacién de las lineas de espera, ampliamente

utilizado en la actualidad. Esta clasificacién considera seis de las caracteristicas de la estructura de los

modelos de lineas de espera, expresandolas en el formato (a/d/c)(d/e/f), donde :

A Distribucion de probabilidad det tiempo entre llegadas de las transacciones.

B Distribucion de probabilidad del tiempo de servicio

Los simbolos utilizados en estos dos primeros campos son:

D Constante

E, Distribucién Erlang con parametro k
G Cualquier tipo de distribucion

Gl Distribucion general independiente
H Distribucidn hiperexponencial

M Distribucidn exponencial

C Numero de servidores

D Orden de atencidn a los clientes

Los simbolos utilizades en este campo son:

FIFO | Primeras entradas, primeros en ser servidos
LIFG | Ultimas entradas, primeros en ser servidos
RANDOM | Aleatorio
PR En base a prioridades
GD En forma general

E | Nimero miximo de clientes que soporta el sistema en un mismo instante de tiempo

F__ | Numero de clientes potenciales del sistema de lineas de espera.

Por ejemplo, un modelo (M/D/3)(FIFO/20/20) representa la clasificacién de un sistema donde

existen 3 servidores en paralelo atendiendo de acuerdo con un orden de primeras entradas, primeras

salidas, con un tiempo de servicio constante . El sistema tiene solo 20 clientes potenciales, [os cuales

podrian encontrarse dentro del sistema en un mismo instante. El tiempo entre llegadas de los clientes

siguen una distribucién exponencial y, en caso de llegar y encontrar todos los servidores ocupados,

pasan a incorporarse a una fila comuin.
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1.4.2 MODELO DE TIEMPO DE SERVICIO

El tiempo de servicio es el intervalo entre el principio del servicio y su terminacién. La tasa
media de servicio {u) es el niimero de clientes a los que se da servicio por unidad de tiempo, mientras
que ¢! promedio de tiempo de servicio {1/4) es el de las unidades de tiempo por cliente. El tiempo de
servicio suministrado se da con una distribucién exponencial (que muchos autores llaman distribucion
exponencial negativa), cuando el servicio dado a un cliente ocurre entre el tiempo ¢ y #++As. Hay que
notar que [a distribuci6n Poisson (que se aproxima a una distribucion normal y esta sesgada a un lado)

no puede aplicarse el servicio.
Ordinariamente hay algiin tiempo ocioso de parte del encargado. La distribucién Poisson se
aplica a un intervalo de tiempo fijo de servicio continuo, pero nunca se podré estar seguro de que esto

ocurra en cualquier situacién, y por esa razdn se usa la distribucion exponencial (negativa),

Substituyendo a g por A en la ecuacion 1.4.1 y si # es el niimero de servicios potenciales que

pueden suministrarse en el intervalo T, la formula de Poisson para tasa de servicio es la siguiente:

n,=tal)
not, T)= (ur)"e

gl p

Remplazando una g por Aen la ecuacion 1.4.3, la probabilidad de que se complete el servicio

de una unidad en el tiempo T para la distribucion exponencial, es de;
g(T )= pe™" 1.4.22

A fin de comprobar la suposicion de que los tiempos de servicio se distribuyen en forma

exponencial, se puede realizar una prueba come la que se propuso con anterioridad.
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1.4.3 LLEGADAS POISSON UNA SOLA LINEA CON SERVICIO EXPONENCIAL: M/M/1

Se considera que las entradas (clientes, tareas, etc.), llegan en forma aleaforia. La tasa de
servicio es independiente del nimero de elementos en linea. Cuando tanto las llegadas como el
tiempo de servicio son aleatorias, el problema se llama de lineas de espera, con una distribucién de

tipo Poisson para las llegadas, y distribucién exponencial para el tiempo de servicio.

A fin de determinar las propiedades del sistema, es necesario encontrar una expresion para la
probabilidad de que haya n unidades en ¢l sistema en el tiempo 1, o P,f1), y desarrollaremos para

P.(t+A1}. Donde Af es un pequeiio intervalo de tiempo.

Para esto se observard que existen cuatro eventos mutuamente excluyentes y exhaustivos

(s6lo uno de los eventos puede y debe ocurrir), donde # es mayor que cero.

Hay que notar que cada uno de esos elementos es un evento compuesto, formado por otros

tres eventos sencillos. (Tabla 1)

Tabla |
Evento | Probabilidad de que Llegadas en el Unidades que Unidades en la
haya n unidades en intervalo recibieron servicioen | linea al tiempo
la linea en el tiempo ¢ tat+ar el intervato 1A
faf+A
1 P, 0 0 n
2 P,,.H 0 1 n
3 P"_j 1 0 n
4 P, 1 | n

Analicemos cada uno de los eventos;

P, es la probabilidad de que hayan n elementos en el sistema al tiempo £, pero lo que nos
interesa es la probabilidad P, al tiempo ¢ +A¢. Por tanto se analizard lo que puede pasar en ese
pequefio intervalo de tiempo (Af). Si al inicio existen a elementos en el sistema y al finalizar

existen n en €l, tuvo que suceder cualquiera de estos eventos:

*  que no haya llegado nadie al sistema y que no haya salido nadie de 8

»  por el contrario que haya llegado un elemento y que se haya atendido a un elemento.
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Estos dos eventos estan representados en la Tabla | como los eventos 1 y 4 respectivamente,

Por otra parte el evento 2 nos indica que existen al inicio n+f elementos en el sistema y para
que al finalizar existan n elementos. En este caso, forzosamente tendria que salir un elemento del
sistema y que no llegara ningin elemente al sistema. Finalmente tenemos el GHimo evento, en el cual
existen n-1 elementos en el sistema y al finalizar tenemos #.  Esto sélo se podra lograr cuando haya

llegado un elemento al sistema y que no haya salido ninguno de €1 (evento 3).
Como sdlo debe ocurrir uno de los cuatro eventos, podemos obtener P,(t+A1), donde n es

mayor que cero, sumando las probabilidades de cada uno de los eventos separados y compuestos que

se encuentran en la Tabla |, para lo que se tendra:

Pt +an)=P (X1 - 241 = par)+ P, (1 Npar) + P, (e AAr) 1.43.1

Si expandemos el lado derecho de la ecuacion 1.4.3.1 y restamos P,(f} a ambos lados de la

ecuacion y finalmente se divide por 4r tenemos;

P+ ar)-P () (P (pe+ Py (A= PAKA+ p))Ar
At aY)

1.432

Por definicién, la derivada de P, con respecto a t, es:

AP0 _ oo Fal +80) - P() 1433
r At—sen At
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Cuando Ar se aproxima a cero, puede darse la siguiente ecuacion diferencial, para expresar la
relacidn entre las probabilidades (P, Pass, ¥ Pay en €l tiempo 1) y Ia tasa media de llegadas (1) y ia

tasa media de servicio () son:

ap, (1)

2= P (u+P_ ()A-P XA+ u) 1.43.4

Ahora es necesario resolver para cuando # es igual con cero, sélo pueden ocurrir dos eventos

mutuamente excluyentes y colectivamente exhaustivos, como lo podemos ver en la Tabla 2

Tabla 2
Evento | Probabilidad de que Llcgadas en el Unidades que Unidades en la
haya n unidades en intervalo recibieron servicio en | finea al tiempo
la linea en el tiempo ¢ tar+At el intervalo 1+A
rar+At
1 Py 0 - 0
2 P, 0 1 0

La probabilidad de que no haya unidades en la linea en el tiempo r+4r, se obtiene sumando

tas probabilidades de cada uno de los eventos separados que se muestran en la Tabla 2, como sigue:
Polr + Ar)= P (X1 - 240} + P (YA} 1.4.3.5

Cuando A se aproxima a cero, la ecuacion diferencial que indica la relacion entre las

probabilidades (P, y P, ), la tasa media de llegadas (1) y la tasa media de servicio () son:

d"[ 3:(’) =P - P4 1436
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l.as ecuaciones 1.4.3.4 y 1.4.3.6 son ecuaciones diferenciales con respecto a f y ecuaciones en
diferencias de primer orden lineales con respecto a n, generalmente llamadas ecuaciones diferenciales
en diferencias. Proporcionan relaciones que incluyen la funcién de densidad de probabilidades P, (1)
para todos fo valores de n. Sin embargo, estas ecuaciones no nos permiten resolver la funcién de
densidad de probabilidades. Nos interesa lo que ocurre cuando se estabiliza la linea de espera, o sea

cuando llega al estado estacionario.

Para poder resolver estas ecuaciones hay que igualar con cero y realizaremos un cambio de

variable entonces la ecuacién 1.4.3.4 se convierte en:

Y Py(1) cambiaré por P, en las siguientes ecuaciones.:

PP+ gl = (A+ p)P, =0 1438
P, - 2P =0 1439

de la ecuacion 1.4.3.9 se tiene gue:

p=""r 1.4.3.10

Donde P; es la probabilidad de que haya una unidad en la linea excluyendo la que estd

recibiendo servicio.
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Con la ecuacién 1.4.3.10 se obtienen las siguientes relaciones, substituyende P, con P,y

precedente hasta llegar a Py

P, =" - donde n=12,---
Pzz"ZPI=.)'(/'PO]=[A) FA donde n=2

# uln H

. 3
P =" P,:("J 1A donde n=3
Toou T I :

Ahora es evidente que estd apareciendo cierta forma:
P,.=["] P nz0 1.43.11

La ecuacion t.4.3.1} es casi lo que se ha buscado, en términos de una expresién de la funcién
de densidad de probabilidad. La unica dificultad es que la expresidn contiene Py, y que n en este
punto es una incoégnita. Se conoce una probabilidad de una funcién de densidad de probabilidades,
que puede permitir determinar P,. Si x es una variable aleatoria con una funcion de probabilidad, P(x)

puede expresarse asi:
3 P(x)=1

Esto esta de acuerdo con el concepto fundamental de que la suma de todas Jas probabilidades es

iguata 1.
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De esa propiedad de una funcién de distribucion de probabilidad, se sigue que 1 es igual a:

Substituyendo la ecuacion 1.4.3.11 en la suma anterior por el término P,, la nueva expresion

es la siguiente:

P =] 14302
"Z[ﬂj

neld

En todas las situaciones en que la linea de espera no crece sin limites, ’}/p $era menor que

uno. En esos casos, los términos de la suma de la ecuacién 1.4.3.12 forman una serie geométrica

convergente. La suma de una serie infinita se obtiene con la férmula;

Donde @ es el primer término y r es la razén comin. Por lo tanto la ecuacién 1.4.3.12 se

reduce a:

A
1.43.14

Substituyendo la ecuacion 1.4.3.14 en la ecuacién 1.4.3.11 se obtendri finalmente una

expresion matemitica completamente definida para P,, donde # es igual a cero o mayor que €L La

ecuacién P, es:

’ {’MM] n20 14313
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Como va se ha resuelto P,, se puede escribir una expresion para el nimero promedio o

esperado de los que estin recibiendo servicio y esperando en el sistema, E(n):

E(n)= i nP, )

A=

Substituyendo 1a ecuacion 1.3.4.15 por P, en la ecuacion anterior resultara:

E(n):(l—f}]gn(i]" 1.43.16

La secuencia de términos en la ccuacién 1.4.3.16 tiene la forma 0,a,2a2,3a’,---, xa*, -
Se utilizara la serie :

a
S, = 1.4.3.17

°-ay

para resolver la ecuacion 1.4.3.16 siendo a = (lf,u) por lo tanto tenemos

i A,
E(n):[l—--J 2
A0-5)
H
A
_ K
E(H)—l—-’l/
s H
13(n)=;u—’_1—:1 1.4.3.18
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A fin de determinar el promedio de clientes que esperan servicio, es necesario emplear una
notacién distinta de la anterior E(n). Usaremos E(w} para designar el tiempo esperado que se pasa un
cliente en el sistema antes de eritrar a |a instalacidn de servicio. Como solo puede haber una unidad en
cualquier tiempo en la instalacion de servicio, el nimero promedio de unidades {tanto en espera como
en servicio), o en Efn), menos la que esta recibiendo servicio {A/u) debe ser el promedio de clientes

que esperan servicio. Por lo tanto la ecuacidn es:

1.43.19

Con las ecuaciones 1.4.3.18 y 1.4.3.19 se pueden derivar otros modelos de lineas de espera,

Esta vez puede determinarse el tiempo promedio que pasa un cliente en el sistema (E(»)).

1
EW)= - 14320
() uli

Otra podria ser ¢l tiempo promedio que espera un cliente antes de recibir servicio E(y).

E(y)= A 1.4.3.21

PTEYY
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1.5 COLAS EN MASA

Existen muchas actividades de colas en las que las llegadas y ¢l servicio pueden ocurrir en
grupos, o sea, en masa o en tandas. Varias personas pueden ir juntas a un restaurante y obtener

servicio en una tanda.

Cierto ndmero de llamadas telefénicas interurbanas pueden presentarse simultineamente ante
una telefonista. Un ascensor sirve a un grupo de personas al mismo tiempo. Aunque un avidn llegue
en solitario a un aeropuerto. si se consideran las operaciones de colas por las que tienen que pasar sus
pasajeros. es evidente que para algunos objetivos se tiene que aplicar ¢l supuesto de llegada en masa,
como por ejemplo disponer suficientes funcionarios de aduanas que atiendan a los grupos que llegan.
Obsérvese que los pasajeros no se presentardn todos a la vez, pero tienden a moverse en pequefios

grupos.

Es evidente que estamos tratando de un tipe de problema de colas mas general que
comprende, como casos particulares, a los de llegada y servicio de uno en uno. En muchas

aplicaciones précticas, las legadas y el servicio en masa son las Gnicas hipétesis realistas,

Se desarrollaran las férmulas que dan el niimero esperado de espera, en el estado estacionario,
para una cola con canal de servicio tnico, ingreso de Poisson y tiempos de duracion del servicio
arbitrario. ¢n la que los items son servidos en tandas que no exceden de un cierto niimero 5. Asi. cada
vez que se desocupa la instalacion de servicio. s items son servidos si la longitud de [a cola es mayor

que 5. En otro caso. la cola entera es servida en una tanda.

Kendall ha utilizado el heche de que se puede estudiar una cola de canal Unico con ingreso de
Poisson ¢ instantes de salida que sean puntos de regeneracién (concepto debido a Palm™). De
acuerdo con €l, un instante es un punto de regeneracién si el conocimiento del estado del proceso en
un instante particular tiene la caracteristica de Markov: que una informacion sobre el comportamiento
en el pasado del proceso no tiene valor de prediceion. Por tanto, un proceso de Markov es un proceso

para el cual cada instante es un punto de regeneracidn.

La ventaja de esto es que el problema se reduce a uno con una cadena de Markov con tiempo

discreto a pesar de que el proceso de congestion no sea en si mismo de Markov.
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El concepto de puntos de regeneracion puede aplicarse a los instantes de llegada si los

tiempos de servicio se distribuyen exponencialmente.

Para ingreso y tiempos de servicio arbitrarios, los tnicos puntos de regeneracidn posibles son
instantes en los que ocurren simultineamente una llegada y una partida, lo que es extremadamente
raro, € instantes en los que llega un nuevo cliente v encuentra libre la instalacion (lo que ocurre en

ocasiones), pero aqui no existe una forma sencilla de tratamiento con puntos de regeneracién.

Obsérvese, como hemos visto en la deduccion de la formula Pollaczek-Khintchine, la
necesidad de ingreso de Poisson. que implica la independencia de la extensién de la cola en el
momento de partida de un cliente y del ndmero de items que llegan durante el periodo de servicio

siguiente. Para ingresos mas generales. puede esperarse la dependencia entre dos cantidades.
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1.5.1 LLEGADAS DE POISSON, SERVICIO EN MASA,

Se estudiard el caso de un ingreso de Poisson y distribucién arbitrario Bf1) del tiempo de

servicio.

En primer lugar, introduciremos las probabilidades de cambio r, que dan la probabilidad
condicionada de que el estado siguicnte sea £, (0 sea, que haya J items en la linea) cuando el estado
anterior era E,. La longitud de la cola se mide en aquellos instantes (puntos de regeneracién)
exactamente antes que tenga lugar el servicio de una tanda o, lo que es equivalente, exactamente
después que una tanda haya completado e} servicio. Si se designa por #; (f =0.1.2,...) la probabilidad
de estar en el estado E, antes de empezar ¢l servicio, 7, se obtiene, evidentemente, a partir de =,
multiplicando  per #, y sumando sobre i para tener en cuenta todas las posibles maneras de pasar al

estado £, desde el £,.

Luego cuando el sistema estd en equilibrio estadistico se tiene:

z, =Z;,’fr"u 1.5.1.1

. Iy . 1 . .
Obsérvese que en le caso de transicidn tendriamos 77" en el primer miembroy 7" en el

segundo.
Puesto que el objetivo es hallar z para todo j, tendremos que encontrar en primer lugar un

método #,. Obsérvese que utilizaremos unas & que no son necesariamente las probabilidades

verdaderas de estado estacionario en un instante,
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n i
El proceso de Poisson (( J )41 {n=01,2,...) define la distribucion de llegada de »
items durante un intervalo de servicio, f, dado. Sea B(1) la distribucién acumulativa del tiempo de
servici aslt)/ _ . : d - -
icio = b(t), si existe | . Supongamos que los tiempos de servicio, que son también los

tiempos entre instantes sucesivos de partida, se distribuyen independientemente. Entonces la

probabilidad de » Hlegadas durante un tiempo de servicio elegido al azar es:

T —

k= Ie-'* (Y dB(), n=012,. 1.5.1.2
0

=

Donde se ha tomado la integral sobre todos los intervalos de longitud ¢, cuya distribucién es

B(1).

£

K(z}= ik”z" = je‘“':”“dB(r)s Bl -z)] 1.5.1.3

n=Q

K(z) se relaciona ficilmente con la transformacion de Laplace - Stieltjets ffz) de la

distribucién del tiempo de servicio.

Multiplicamos ahora la ecuacion (1.5.1.1) por Z y sumemos sobre j. Se tiene asi

P(z)sizr,z’ =iz-’iz,ru 1.5.1.4

1t =0 =0
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Pueste que las unidades son servidas en tandas de s o menos, una variacién en el sistema
desde i a j unidades se obtiene o bien sirviendo a todas las / unidades en una tanda (si § <s5-1) y
llegando j unidades, o bien (si i 25) sirviendo a s unidades y contemplando las i-s restantes con j-{i-s}
nuevas llegadas el total j. Por Gltimo, si § > j+s, ry= 0, ya que si son servidas s unidades es imposible

reducir ¢l nimero a j. Por tanto,

k, para 0<i<s-]
L LI para j+s2izs 1.5.1.5
0 para  i>ji+s

y k=0 paraj<0

Tenemos ahora:

[4 T -l I
PE)=F | S ak, +zn,ka=

1=6 N\ im0 s

o

=K(z)§n’, -:—Z;z’(rr‘.kJ +7 k. +...+ﬂ'\_',ku) 1.5.1.6

= =l
Obsérvese que 7.k, + 7k, | +...+7,, k,es la convolucion de dos sucesiones.

Donde Ia convolucién esta definida de la siguiente manera:

Intuitivamente podemos mirar a la convolucién de dos funciones g(z) y f(x) come la funcién

resultante que aparece después de efectuar los siguientes pasos:

a) Girar respecto del origen los valores de una de ellas, es decir g(z) = g(-z) para toda z desde - w a
o Ir trasladando la funcién girada sobre lactra  f{z) *pfx - z)

b} En cada punto x calculamos el valor que resulta de sumar los productos obtenidos de multiplicar

para todas las z los correspondientes valores de las funciones f{z) vglx-z).
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En esencia estamos calculando para cada valor de x una especie de valor ponderado de una de
las funciones f{x) con los valores de la otra g(x). En el caso de que el drea encerrada por la curva de
g(x) fuese gual
1 entonces estariamos calculando para x una media ponderada. Matematicamente la expresion para

esta operacion es;

f(x)*g(x)=h(x)=zf(z)g(x—z)dz

De la expresian anterior puede verse come para un valor fijo de x los origines de las funciones fy g
estdn desplazados justamente en ese valor x. Los valores de f para z crecientes van siendo

multiplicados por valores de g para (x - z).

Utilicemos ¢l hecho de que la funcidn generatriz de la convolucion es el producto de las

funciones generatrices de las sucesiones por separado. La funcién generatriz de &; es K(z) y la de A

€5

s

o
n =X
T2 = Z:r,z
e

:
=)

También

Yy w2 = [P(z)—ifr,z':lz" t.5.1.8

Plz) = K(z]z‘[P(z)+ i;r(z —-z'):I 1.5.19

P(Z)zler’]{(z)]—l 1.5.1.10
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Las probabilidades desconocidas m,,m,,..., 7, s¢ determinan considerando que, para que

P(z7) converja sobre y en el interior del circulo unitario (como se desprende de su definicion), los ceros

del numerador tienen que coincidir con los del denominador dentro del circulo
z=14+§ para &>y pequefio. Esta condicidn se satisface en el ejemplo que se considera

mas adelante.

SupoOngase que los intervalos de servicio se distribuyen segin la funcion ji- cuadrada con 2k

grados de libertad, es decir, tienen la distribucion de Erlang.

k
)= 2 e, 0<i<on 1.5.1.11
(k)

Donde el tiempo de servicio esperado k/,u define la intensidad de tréfico p por la relacion:

/-'I.k ,1 * . o1 -
pEE:; Z_}'J‘T}” ZJT} 1.5.1.12

J=0 st

Es decir, el nimero medic de llegadas en un intervalo de servicio es igual a la extension
media de la tanda servida. Obsérvese que tal cola puede alcanzar un estado estacionario si g < /. lo

que supendremos que se verifica.

Utilizando tas ecuaciones {1.5.1.2) y la {1.5.1.3), se tiene;
psl-2)7"
K(z)=|1+1£ L 1.5.1.13

Si se considera el denominador de la ecuacién (1.4.1.10). puede demostrarse que tiene s-/

ceros {raices) simples zen z < ldistintos de z=7,
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Observacién: Para determinar el nimero de ceros, se aplica el teorema de Rouché az’ ya 7' -
K{z) en el interior y sobre el circulo|zA =1+4 . Cada uno de los ceros (raices), cuando se sustituye z
en el numerador, anula a este. Sobre y en el interior del circulo unitario no puede haber ceros
multiples; de otra forma se anularfan el denominador y su derivada, y al dividir las dos expresiones se

obtiene que p > 1, lo que hemos excluido.

Evidentemente, cuando z-+!, P(z}-»/. Por tanto, aplicando la regla de L’'Hopital a la

ecuacion (1.4.1.11), se tieng, cuando z—/1.

Sls—ilr,=s-sp 1.5.1.14

ral

Esto, juntamente con las s-/ ecuaciones obtenidas del numerador al sustituir los ceros del
dencminador e igualar a cero, forman un conjunto consistente {es decir, el determinante de los
coeficientes no se anula) a partir del cual pueden determinarse las . Si se escribe en una columna el
conjunto de coeficientes de cada 7 se obtiene un nuevo determinante al restar de cada columna la
columna de su izquierda y sacar como factores los factores comunes de los elementos de cada fila,

determinante que no se anula, puesto que todas las z; son distintas y ninguna es igual a la unidad:

_.ﬂ(z,—l) 1.5.1.15

Observando la ecuacion (1.4.1.13), se concluye que el denominador de la ecuacion (1.4.1.10)
tiene k ceros z; fuera del circulo unitario, ya que son s+k ceros en tofal; en consecuencia, después de

reducir los s factores comunes del numerador y del denominador, osea, z—1 y z-z, (r' =1,.., s'l)

{de otra manera no existiria P(z) en el circulo unitario para esos valores], se tiene:

4

sek=l,

2, -2)

=y

Plz)= 1.4.1.16
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Donde A es una constante de proporcionalidad. Poniendo z=1 y teniendo en cuenta que
P(i)=1, resulta:

Piz)=T]-- 14.1.17

de la que se pueden obtener las m; por desarrollo en fracciones parciales.

.y - 8 e
La funcion generatriz de momentos M(6). resulta cuando se hace z = e® en P(z), y la funcion

generatriz de cumulantes ¥f#) se cobtiene tomando el togaritmo de la funcion generatriz de

momentos, como de costumbre. €l niimero esperado en |a cola s obtiene hallando |a primera derivada

de la funcién generatriz de cumulantes con respecto a @y haciendo 8= 0. Esto da;

Sz, -1) 141,18

z,(z, 1) 14,119

=
Como se puede ver es sumamente dificil encontrar los ceros de la ecuacién (1.4.1.10). para

con etlos poder determinar las probabilidades del tamaiio de la cola. en cualquier instante, solo se

puede encontrar en forma analitica la esperanza v la varianza de 1a cola en el estado estable.
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CAPITULO 2

2 MODELO DE SIMULACION

Aunque la teoria de lineas de espera se ha venido desarrollando desde principio de siglo, a la
fecha existen ain modelos que no han podido ser resueltos en su forma analitica. Uno de estos

modelos es el de lineas de espera con servicio en masa. La ecuacion para este modelo:

P(z)="° 15.1.10

presenta la siguiente dificultad para su solucién:

* Para determinar las s raices del polinomio. se aplica el tecrema de Rouchéa ' ya z’-
K{z) en el interior y sobre el circulo 2 =1 + & . Cada une de los ceros (raices). cuando se
sustituye z en el numerador, anula a éste. Sobre y en el interior del circulo unitario no
puede haber ceros maltiples; de otra forma se anularian el denominador v su derivada, y
al dividir las dos expresiones se obtiene que p > I, lo gue hemos excluido, por que esto

implica que la linea de espera crece infinitamente. Para p < / se propene simular el

proceso de la linea de espera.

» Para entender el proceso de simulacion, considérense los intervalos de tiempo entre
ilegadas de un proceso de Poisson con parametro A el cual tiene una distribucion de
frecuencia exponencial Ae™ . Obsérvese que, si ha ocurrido una llegada, el tiempo hasta
la proxima llegada es menor que f si, y solamente si, hay una o mas llegadas en este

inervalo, La probabilidad de una o mas llegadas y, por tanto, ia probabilidad de que el

tiempo entre legadas sea menor o igual que 7, es:
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La cantidad del lado derecho de la ecuacién (2.1) es una distribucién acumulativa. Por lo

tanto, se obticne por diferenciacion la funcién de densidad exponencial de™ como distribucion de
los tiempos entre llegadas que se aplicara cuando los tiempos entre llegadas tienen una distribucion
exponencial afin. Reciprocamente, si. por ejemplo los tiempos de servicio tienen una distribucion

exponencial, los clientes son admitidos al servicio con un proceso de Poisson.

Con esto vemos que el nimero de llegadas al servidor dependen del tiempo de servicio,

Ahora resolviendo la integral:
PRy
P(k)= _[e (ar) pe " dt 22
4

se tiene:

donde:

=4
p—( ‘uc) 2.4

Se puede demostrar facilmente que es una funcién de distribucion de probabilidad ya que:

S Y L 25
1+ g2 T+ p

La ecuacién (2.3) es la probabilidad de llegadas o arribos al sistema.
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Ahora proponemos a /] como la probabilidad de que se hallan quedado # personas en
prop n p p

espera o en linea al tiempo ¢, justo después de que el servidor cerré las puertas de servicio,

Esto es:

U;={iD:,D;,[,Dj,,,...} 26

=0

donde:
D= Com'(P(k W ) 2.7

Y se define come D) que es la convolucion (definida anteriormente) entre la funcion de

distribucion P(k)y la funcién de distribucién /'™

Se puede ver con facilidad que US =1 y U2 =0 para n > 0. Esto es, no existe ninguna

persona esperando al servidor al tiempo cero. Esto es légico debido a que no puede haber personas en

espera del servidor antes de que empiece a brindarse el servicio.

Por lo tanto para la primera etapa de servicio se tendré:
D)= Com'(P(k). U )= ik} 238

y se puede representar a la convolucion con la siguiente matriz

Uy U, U,
P, dgo Ao ag 2
4 dpp i a2
P; fizp az; @z
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K
Porlotantosi a, = P, entonces la convolucién es D, = ZU; F,.
J=0

Con los resultados obtenidos en la convolucién, se obtiene una nueva funcion de distribucion

para la probabilidad de que se encuentren & unidades en el sistema.

Con esto se obtiene ¢l madelo para la primera etapa de servicio. Para las siguientes etapas se

utilizaran las ecuaciones (2.7) y (2.8).

El vector de probabilidad Pfk) nunca cambia a lo largo del tiempo, debido a que las
probabilidades de llegadas o arribos al sistema nunca cambian, mds sin embargo, el vector D) se va

expandiendo a lo largo del tiempo.

Como se puede ver, este es un sistema iterativo y se considera estable cuando |a diferencia

entre las mediasde D, y D,','l sea menor que un £ previamente determinado,
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CAPITULO 3

3 Anilisis de los resultados

En este capitulo nos centraremos en el analisis de los resultados obtenidos en base al sistema
de simuiacion propuesto. Una de las caracteristicas del modelo es que, es posible encontrar la
distribucion de probabilidad para la linea de espera en cualquier momento del proceso lo que no se
puede hacer mediante el resuitado analitico, debido a que éste sélo puede encontrar el promedio del

namero de elementos en la fila y Gnicamente cuando el sisterna a alcanzado el estado estable.

Para realizar esta simulacion fue necesario desarrollar un programa en lenguaje C, debido a su
gran flexibilidad para el manejo de funciones, apuntadores y de memoria, que se requerian para

implementar el programa.

El algoritmo para esta simulacion parece muy sencillo pero no lo es del todo cierto:

Primero se tiene que generar el vector P(k) de probabilidades a partir de ta ecuacion 2.3 y

con €] se generaran los diferentes vectores D y U, como se mencioné en el capitulo anterior.

Debido a que estamos desarrollando un programa de computo debemos cuidar que se cumpla

la condicion de normalidad para los diferentes vectores probabilisticos; esto es, que la suma de todas
las probabilidades sea uno. Para reaiizar esta tarea es necesario proponer un £ pequefio para seguir
generando probabilidades hasta que se cumpla la siguiente diferencia (1- P(K)) < £, siendo P(K) ¢l
vector de probabilidad acumulada. Con ¢l resultado obtenido se calculara el siguiente cociente P(k) /

P(K), asegurando el cumplimiento de la condicién antes mencionada. Esto se aplica a los demas

vectores antes mencionados.

También se debe de cuidar dentro del procese de convolucién que no se estén realizando
operaciones innecesarias como: realizar productos con ceros. ya que en el proceso de convolucién
existen algunos elementos tanto de P(k} como de U que son ceros y no se necesita realizar este

producto.
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Este proceso es iterativo y se considera estable cuando la diferencia entre las medias de D! y

-1 . .
D,” sea menor que un € previamente determinado.

Una vez desarrollado y probado el programa computacional, se aplicé obteniéndose los

siguientes resultados para diferentes capacidades del servidor:

Capacidad del servidor Conp=.9 Conp=.8
Media Varianza Media Varianza
1 8.9999 80.9999 4.0 16.0
2 6.8297 46.5389 3.0789 9.440
3 6.1065 37.2893 2.7689 7.6352
6 5.3210 28.313¢ 24355 59316
12 5.018 25.180324 2.3034 5.3056
24 4.8295 23.3240 2.1995 4.8215
Tabla 1

Dawton resolvi6 la ecuacién 1.5.1.10 encontrando solamente la media y la varianza para el
estado estable, sin resultados para estados intermedios (en cualguier instante). En la siguiente tabla se

presentan los resultados obtenidos por Dawton™ en 1955, Siendo los tnicos disponibles a la fecha.

ESTA TESIS M9 BEBf
SAUR OE LA BIBLIQTECA
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Capacidad del servidor Conp=.9 Conp=.3
Media Varianza Media Varianza
I 9.0 81.0 4.0 16.0
2 6.83 46.64 3.08 9.46
3 6.11 37.28 2.17 7.66
6 5.39 290 246 6.05
12 5.02 2523 231 5.32
24 4.84 23.44 223 4.97
Tabla 2

El estado estable, aplicando el programa computacional de simulacidn disefiado, se encuentra
después de 2500 iteraciones, y como se puede apreciar los resultados son muy parecidos a los que

encontré Dawton (Tabla | y Tabla 2 respectivamente), para cada una de las diferentes capacidades.

Una ventaja que se tiene sobre Dawton es que sélo se tiene que ejecutar el programa de
simulacion y alimentarlo para obtener los resultados deseados, (las probabilidades del tamaio de la
fila). en cualquier instante del tiempo, mientras que para poderlo resolverlo analiticamente es
necesario resolver varios procesos algebraicos, cuyos resultados {media y variancia) son puntuales en

el horizonte del tiempo del estado estable.
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CAPITULO 4

4 Conclusiones y Recomendaciones

El desarrolio de este trabajo fue de gran importancia personal debido a que me permitié
adentrarme con mayor detalle a los diferentes campos de estudio relacionados con mi carrera y con

ello reafirmar conocimientos obtenidos a lo largo de ésta.

Ademds, es posible que este trabajo le pueda servir a alumnos de diferentes carreras como
una guia para adentrarse al estudio de simulacién y sobre todo al de los modelos de las lineas de
espera, y podria ser a1l para las carreras tanto del drea de matematicas aplicadas como a las de
ingenieria y no solo a los alumnos, si no también podria ser una ayuda para todas personas que de

alguna forma estén relacionadas con los sistemas de lineas de espera.

Un punto importante que me gusiaria hacer énfasis en este trabajo, fue que se tuvo que
realizar un programa de computo que fue de gran ayuda para mi desarrollo, debido a que tuve la
necesidad de aprender un nuevo lenguaje de programacion que en este caso fue C++, gracias es este

lenguaje he conseguido oportunidades de trabajo y de desarrolle profesional.

Conclusiones:

Gracias a este tipo de simulacion podemos analizar diferentes tipos de modelos de lineas de
espera, que son dificiles de resolver analiticamente, por lo general éstos son cuando la capacidad del

servtdor es en masa.

Es posible determinar el nimero de servicios que se tienen que realizar y el nimero de

elementos que forman Ia linea de espera antes de encontrar el estado estable.

Este modelo se podria proponer a fa industria como solucion a sus problemas de lineas de
espera, debido a que son éstas las que por lo general dan inicio a los cuellos de botella dentro de la
linea de produccion o se podria utilizar para optimizar los tiempos entre llegadas en las lineas del

metro para dar mejor servicio, etc.
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Como ventaja de este método se tiene que por medio de la simulacion es posible encontrar la
distribucién de probabilidad de la linea de espera en cualquier instante y no solamente en el

estado estable como Dowton lo encontré.

Recomendaciones

Este es sdlo el principio de un estudio que puede ampliarse:

Como por ejemplo en este trabajo se propone que el servicio consta de una sola etapa y se
podria modificar haciendo que constara de varias etapas. como las diferentes estaciones de una linea

del metro. o madificar las distribuciones de probabilidad para las llegadas, etc.
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* programa para la simulacién de un sistema de lHneas de espera con servicio en masa
Los datos que hay que proporcionar son los de Lamda , Miu la capacidad el servidor y €l
error deseado para la diferencia entre las medias deseadas */

#include <iostream.h=
#include <conio. h>
#include <math.h>
#include <stdio.h>

double medial {(double *,int),
double varianza{double *int);
double suma(double *,int);
void obtener_U(double *, double *,int, int);
int obtencion_probabilidades{double *,double * double,int);
void muestra_vec(double *, double*,int , char *);
void primerad(double *, double * int);
double convolucion(double *,double * int,intint);
double Diferencia(double * .double *,int,int);
void asigna(double *,double *,int);
void main ()
{
clrser();
double *SD *D0,*D1,*U *PK,*SPK, ro.lamda,miu;
double error=0,sumad=0,sumad 1=0;
double med1=0,med2=0,var1=0,var2=0;
int paro=0,contafin,num_servi,r=500,cont=0,multi=0,u=0;
cout<<" Da el valor de lamda \n';
cin>>lamda;
cout<<" Da el valor de miu \n";
cin>>miu;
cout<<" Da la capacidad del servidor \n";
cin>>num_servi;
cout<<" Da ¢! error aceptable \n";
cin>>error,
U= new double {r];
PK=new double [1];
SPK=new double [r];
D0=new double [r];
D1=new double [r];
SD1=new double [r];
for(int i=0;i<=r;i++)
{
U[i}=0;
PK[i]=0;
SEK[i)=0;
DO[i}=0;
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DI1[i]=0;
SDI[i]=0;

ro=lamda/(miu*num_servi);

cont= obtencion_probabilidades(PK,SPK ro,r);

muestra_vec(PK,SPK cont," Vectoresin"),

cout<<"el valor de cont es: "<<cont<<"n";
=cont-num_servi;

multi=cont+cont-num_servi;

primerad(PK,D0,n);

int parar=0;

for(int 1i=0;ii<=3000;ii++)

{

parar++;

obtener_U(D0,U.num_servi,r);

fmuestra_vec(U).D0,cont." Vectores U y DO

/imedl=medial{D0,r);

f/lvarl=varianza(DO0,r);

//med2=medial{U,r};

/Ivar2=varianza(U,r);

/lcout<<"media de D0 "<<medl<<" varianza "<<varl<<"\n":

flcout<<"mediade U "<<med2<<" varianza "<<var2<<"n";

sumad=0:

for(i=0;i<=multi:i++)

{
D1{i}=convolucton{U,PK.i.cont.u);
sumad+=D1{i];
SDifi]=1-sumad;

}

fimuestra_vec(D1.SD1,multi,” ¥#¥**#reee 22640\ Vectores ////***+¥\n");

Heout<<"la suma de lasd's es  "<<sumad<<"\n":
Hgetch():
for{i=multi;i<=r:i++)

D1[i]=0;
}
//int paro=0;
sumad1=0;
for (i=0;i<r;i++)
{
Hparo++;
D1[i]=D1[i}/sumad,
sumadl+=D1{i];
if(sumad1>=1.0-(le-15))
{
paro=i:
I=r;

}
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}

medl=medial(D0,r),

varl=varianza{(D0,r);

med2=medial{DI1,r);

var2=varianza{D1,r);

coul<<"media de D! "<<med2<<" varianza "<<var2<<"\n";
if(fabs(med 1 -med2)<=error && 1i!=0)

{

int final=ii;

11=3000;

cout<<"se encontro ¢l estado estable en "<<final<<"\n";
cout<<"media de D1 "<<med2<<" varianza "<<var2<<"\n";
medl=medial(U.r);

var}=varianza(lj.r);

cout<<"mediade U "<<medl<<" varianza "<<varl<<"\n";
}

comnt=paro;

u=cont-num_servi;

multi=cont+cont-num_servi;

asigna(D0,D1.r);

yin ciclado

getch();

}//fin main

double medial{double *pk,int r}

{
double media=0;
for{int i=0;i<r;i++)
{
media=media+i*pk{i];
1}
i
return{media);
1
double varianza(double *pk,int 1)
{
double media=medial (pk,r),prod=0,vari1=0;
for(int i=0;i<r;i++)
{
prod=(i-media);
varil=varil+(prod*prod*pk[i]);
1
return{varil},
}
void asigna(double *d0,double *di, int j)
{

for{int i=0;i<=j;i++)

{
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)

dofi}=d1[i);

double Diferencia(double *d0,double *d1.int j)

{

}

double resta=0;
for(int 1=0;i<=j;i++)
{resta=resta+(fabs{d0(i]-d1[i]));}
return(resta);

double convolucion(double *uk.double *pk, int i, int p, int u)

{

double sumal=0;
int m=0;
if{izu)

if{i>p)

{

for(m=0;m<=(p+u-i);m++)

sumal+=uk[u-m]*pk{i-utm]; /las dos son<i

1
return{sumal );
} Hifde i>p
clse
{
for(m=0:m<u+1;m++)
{
sumal+=uk[u-m]*pk[i-utm]; /i>u,i<p
return({sumal );

Ylelse de i>p
} / finde i>u
else o< N
{

if(i>p)

{

for(m=0;m<=p;m-++)

{

sumal+=uk[i-m]*pkim]; /i<u,i>p

return{sumal };

Viif de i>p

else

{
for(m=0;m<=i;m++)
{

sumal+=uk[mf*pk[i-m]; / i<<y, i<<p
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}

return{sumal);
}// else de i>p
/tfin de else de  i<u
} Hifde i>u

}

votd obtener U(double *d,double *w.int num_servi,int r)
{ double a=0;
for(int j=0;j<r-num_servi-1;j++)

if(7==0)
{a=suma(d.num_servi);}

u[0]=a;
ufj]=d[num_servi+j].

}

for(j=r-num_servi-1;j<=r;j++)

{

ufj]=0;

}

double suma(double *d.int num_servi)

{

double sum=0;
for(int k=0;k<=num_servi;k++)

{
sum=sum-+d[k];

t

return(sumy;
}
void primerad(double *PK double*D0,int r)
{

for(int i=0;i<=r:i~+)

DO[i}=PK]i]:
}

int obtencion_probabilidades{double *pk,double *spk,double ro,int r)
{

int contador=-1;

double sumal=0.

double auxi=0,p=0,0=0,aux1=1e-10;,

q=(ro/(1+ro)):

p=(1/(1+ro)x:

for(int i=0;i<=r;i++)

{

contador=contador+1,
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pk[i}=(pow(q,i)*p);
spk[i+1]=spk[i]+pk[i];
if(spk[contador]>=1-aux1)
{
auxi=spk[contador);
i=r;
}
i
for(i=contador;i<=r;i++)
{spk[i]=0;pk[i]=0;}
for(i=0;i<=contador;i-§+)
{
pk[i]=pk[i])/auxi:
sumal=sumal+pk[i];

]
1
coul<<"suma de pk = "<<sumal <<"n";

return(contador-1);

}

void muestra_vec(double *pk, double *spk,int r, char *p)
{
int con=1;
cour<<p<<"n";
cout<<"\tk"<<"\t probabilidad "<<"\\t\t"<<"suma de probabilidades\n”;
for(int i=0;i<r;i++){
H{ 1==(10*con)){con++; }
cout<<" << << " <<pk[i]<<"\tMit " <<spk[i]<< "n";}




