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Introduccion

El presente trabajo representa la culminacién de un proyecto dirigido al area
técnica Actuarial.

E! por que de este trabajo es que a 50 afios de la creacion de la carrera existe
muy poca informacion de apoyo, sobre todo para los alumnos que se encueniran
cursando los semestres cormrespondientes al cuarto y quinto semestre
respectivamente.

£l objetivo principal es proporcionar a los alumnos mas herramientas que faciliten
su estudio y posteriormente su desarrollo. Es importante decir que la bibliografia
existente casi se basa en dos textos, uno ya bastante conocido (Jordan) y el mas
reciente (Bowers), sin olvidar trabajos de tesis y traducciones de los dos textos
anteriores.

La forma en como se aborda el estudio se dividié en dos partes la primera de ellas
referente a vida simple que comprende probabilidades, anualidades y seguros que
abarcan los tres primeros capitulos, la segunda parte la conforma el estudio en
vida conjunta que abarca probabilidades de vida conjunta, anualidades de vida
conjunta y seguros de vida conjunta, que representan los Capitulos cuarto quinto
y sexto.

Referente a la primera parte se trato de estudiar lo mas profundamente posible, ya
que e! entendimiento de esta parte es fundamentai, no solo para el estudio de la
segunda parte aqui considerada, sino para abordar temas como Primas (la cual
resulta de la combinaciéon de anualidades y seguros) y Reservas en donde se
combinan las tres (anualidades, seguros y primas).

Es importante sefalar que los dos textos anteriormente mencionados fueron la
base para el estudio de un servidor, complementando con trabajo de tesis y otros
resultados, posteriormente comencé a hacer resultados de equivalencia entre
algunas expresiones, algunas generalizaciones para finalmente enfocarme al
desarrollo casi total de las expresiones consideradas en esta investigacion.

Posterior a estos seis capitulos viene ia parte referente a conclusiones para
finalmente concluir con fa bibliografia utilizada.

Esperando que pueda servir de ayuda el presente trabajo comenzaremos el
estudio correspondiente.
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CAPITULO |

SUPERVIVENCIA Y MORTALIDAD

1.1 Introduccién

El célculo actuarial es una rama de las mateméticas aplicadas destinada al
anélisis de capitales sujetos a contingencias y la finatidad del actuario es analtzar
sistematicamente la contingencia de |a vida humana.

a) Supervivencia
b) Mertalidad

El célculo actuarial tiene como objetivo fundamental la determinacién de pagos
que dependen de la supervivencia o muerte e involucran el concepto de interés,
por lo cual, es necesario el andlisis y medida de las contingencias de la vida
humana para hacer inferencias acerca de su comportamiento futuro.

1 2 Funciones Biometricas

Funcu‘)n de supervivencia

Observaciones:

¢ La muerte en la infancia es bastante elevada, disminuye en la nifez, se vueive
a incrementar durante la adolescencia y edad madura, acelerandose conforme
se acerca al final de la vida.

1.2.1 Notacién y Propledades de la funcién de supervivencia

4 Representara la edad de la persona [ 0,w)

$({x) llamada funcién de supervivencia:

» S(x) decrece conforme “x” crece (x tiene mayor probabilidad de sobrevivir que ~
X+ ).

s S(x) es una funcidn continua, ya que no hay rompimientos.

« Nuestra funcién $(x) debe cumplir los rangos de probabilidad [ 0,1 ]. Six =0 se
tiene que S 0 )= 1 y si x = w entonces S(w} = 0.




1.2.2 Gréafica de una funcién de supervivencia

Ejemplo
Sea (100 - x)'? / 10 verifique que es una funcién de supervivencia.

Debemos constatar que cumple las propiedades dadas anteriormente para que
sea funcién de supervivencia.

« Decreciente. Como la derivada es negativa la funcion es decreciente:
§'{x)< 0.

« Continua aplicando limites para ver gque una funcién es continua, tenemos que:

Lim S{x) = S(a)
x—a

¢ S(0)=1YS(w)=0.

Por lo cual nuestra funcién es de supervivencia.

1.3 Tabla de Mortalidad

Es una herramienta bastante util para el actuario, ya que le permite calcular las
diferentes probabilidades de vida y de muerte.

Las fuentes de obtencién son:
¢ Las estadisticas poblaciones(registro civil)
» Datos obtenidos por las compafias de seguros




1.3.1 Notacién

X Edad

Ix Namero de vivos, representara nuestra nueva funcién de supervivencia y
en lo sucesivo sera continua y diferenciable.

Otra definicién serd, que es un conjunto de personas con la caracteristica de que
todos sus elementos tienen exactamente la edad x. Si se considera que Ix es
cerrado ante el proceso migratorio y se sujeta a observacién hasta que todos sus

elementos se destruyen por la accién de la mortafidad, Ix representa la funcién
fundamenta! de !a tabla de mortalidad,

K radix o base (inicio del grupo)
Generalmente, se elige el radix como alguna potencia conveniente de 10, su

magnitud deberd ser tal, que permita la significancia de la inferencia estadistica y

proporcione ¢l grado de precision deseado en los calculos basados en la tabla de
mortalidad.

1.3.2 Observaciones
Ix = K S{x} nimero de vivos a edad x

dx = nimero de muertos, es la diferencia entre vivos a edad x y x+1

= Ix - 1x+1

1.4 Probabilidades

1.4.1 Probabilidades de vida

Basada principalmente en |a probabilidad clasica.
» La probabilidad de que x sobreviva un afio.

PPx = Px = Ix+111x

La probabilidad de que x sobreviva n afos.

Px = Px = Ix+n 1%




1.4.2 Probabilidades de muerte

+ La probabilidad de que x muera entre las edades x y x+1.
igx = qx = 1-Px =1 -Ixt1slx =l - Ixe1/1x

» La probabilidad de que x fallezca entre las edades x y x+n.
ngx = 1-nPx =1-Ixenslx  =Ix-Ixenslx

1.4.3 Probabilldades diferidas

+ La probabilidad de que x sobreviva n afios y fallezca entre x+n y x+n+1.
nQx = en-lxsne1 1 X = dxan/ Ix

¢ La probabilidad de que x fallezca entre las edades x+n y x+n+m.

nfmQx = IX+n = Ixtmem 1 Ix

n/mQx

{nPx){mQx+n)
1.4.4 Observacion.

kK = loxPo = 1S
dx = lo{S(x)- S(x+1))

Px = S(x+n)/S(x)

ngx = S(x)- 8 (x+n)/ S(x)

mGx = S(x+n)- S (x+n+m)/ S(X)

1.5 Tasa Central de Mortalidad

El 4rea bajo la curva Ix representa el nimero de afios vividos en conjunto por

todos los componentes del grupo inicial.

Si consideramos el area bajo la curva en el intervalo (8,t) con t < w, ésta
representard el nimero de afos vividos por todos los componentes del grupo,
desde su nacimiento hasta que alcanzaron la edad t y su complemento denotara

el nimero de afos que deberan aiin vivir todos los componentes del grupo.




Considerando Lx el &rea bajo la curva Ix en el intervalo (x , x+1)

1
x = [ mat = [ ixeta
X L]

N

X X+1 w

Observemos los siguientes resultados:

Ilx = Ix-%dx = Y (Ix+ Ix+1)

Otra forma de definir Lx es considerarla como el nimero de personas que
habiendo cumplido 1a edad x no han alcanzado la edad x+1

Ahora si, estaremos en condiciones de definir la tasa central de mortalidad:

Mx = dx / Lx

Demos otra expresién en base al resultado anterior:

Mx = dx [ Ix-Yadx

divido ambos miembros por (1/1x)

mx = (dxfx) 1 {ix/ix) - Ya(dx/Ix)




Obtenemos:

mx = qx / 1-%qx

Retomando:
Mx = dx [ Lx
Reexpresando:

= (I - bt} £ Ve (Ix+ Ix+) = 2(Ix - Ix+) £ (Ix+ Ix+1)
Divido cada miembro por (1/Ix)

= 2(IxIx - Ix+1/Ix) / {Delixc+ Ix+iflx)

Con lo cual obtenemos:

mx  =2(1-Px}/ {1+ Px)

Reexprasando:

mx =2(1-{1-gx)/ {1+ (1-gx))

Mx =2(1-1+qgx)/{1+1-qx)

Mx =2(Qx)/2-gx

Otra expresién sera:
dlx =k+t1-x = -dx
dx

Por lo que otra expresién para iTx:




1.6 Esperanza de Vida

Definamos:

Tx=Y Lxst=] Ixetdt
1= L]

Donde Tx denotarad el nimero de personas vivas de edad mayor o igual a x.
También se le puede definir como el tiempo que deben aun vivir todos los
componentes de! grupo.

Definiendo la siguiente expresion:

Txz 2 Ixtt+% Ix
=

Otra expresidn la podemos obtener a partir de:
Tx= ,f tix+tpux+ dt
i)

Resolviendo por partes:
u=t du=dt
dv=IxHLIx+ dt v=-Ix+H

regresando:

tx+t | - J (xt Yat)
o 0

resultando;

Tx= j Ix+t dt Lo que se obtiene es la expresion definida anteriormente.
0




Si denotamos por €x al tiempo promedio de vida de cada uno de los que
sobrevivieron a la edad x, obtenemos la siguiente expresion:

Tx
w
[} @ o
& =  Tx/lx =[xt/ ixdt= | Pxdt
1} 0

Representa la esperanza completa de vida.

1.6.1 Esperanza abreviada de vida

Se obtiene cuando se supone que las muertes ocurren al inicio de cada afio.

1

ex= D Ix+t /Ix=2.tPx =€x - %

@ o

t=1




También podemos obtener las esperanzas de vida completas o abreviadas,
diferidas o temporales.

. nlex=z tPx

ten+

€x:n| = Z tPx

t=1

n+m

n/ €xm| = Z tPx

t=n+1

0 @
nlex=I tPx dt

0

n
€x :n=I tPx dt
0

0 nHm

Wex:m =j tPx dt

1.7 Fuerza de Mortalidad

1.7.1 Tasa anual de mortalidad

Si dividimos el intervalo (x.x+1) en t partes iguales y consideramos que la

probabilidad de fallecimiento, es igual a 1m{]x, podremos obtener la tasa anual de
mottalidad dada por:

U]

Qx=(t) nQx=(t)(Ix-1x+1t)
I x

Si en la expresidn anterior, hacemos tender t—w el resultado de este limite dara
como resultado la Fuerza de Mortalidad que seré representada por LLx.

10




®
Hx = Lim (x
t

(=303

Mx  =Lim () wQx = Lim@)({x-1x+11)/ix

(e t—ow

=1/ IxUim{)Ix-1x+1t)
t—

=1/IxLim (Ix-I1x+wt)

1/10 11

Sabemos que la definicion de derivada esta dada por:

fi(x) = Lim f(x+h) - f(x)

h-0 h
Utilizando esta parte para nuestra demostracién obtenemos:

=1 Lim -{Ix+11-1x)

[X 1/t=0 1"

=1 () Lim {Ix+u:-1x) f
Ix 10 17

Bx =1()dK
Ix dx

Otra expresion para la fuerza de mortalidad sera:

Px = () dinix
dx

1.7.2 Propiedades de la fuerza de mortalidad

« Mide 'a mortalidad al instante de alcanzar la edad x, es decir en cualquier

instante que se desee medir.

¢ Puede ser expresada en forma de tasa anual, puede suceder que [Lx > 1 para

valores de x situados at inicio o al final de 1a tabla.




e la fuerza de mortalidad es homologa a la fuerza de interés en el interés
compuesto.

1.7.3 Expresién para Ix en términos de 1a fuerza de mortalidad.

Primero hagamos una sustitucién de x por y:

By =()dnly
dy

Luego integremos de 0 a x:

L‘uydv = (-)L"wlv dy
dy

Analicemos el sequndo miembro de la igualdad:

= iy | g

=-(Inlx -Inl)

Aplicando leyes de los logaritmos tenemos:

=-inix
lo

Regresando:

L" Hydy =-lnkx
lo
-.L‘ Uydy = Ink




Aplicando exponencial en ambos miembros obtenemos:

'Io‘ Ky dy
e =K

lo

Despejando:

'j-ol Hy dy
o € = Ix

1.7.4 Otra expresién para Ix en términos de Lix.

Tomemos:
Px =1()d ix
Ix dx

En esta parte, debemos poner atencion en que x es para edades enteras, por lo
cual debemos sumarle ala x, t.

Px+t(Ix+) = () d Ix+t
dt

Ahora si, aplicamos la primitiva en ambos miembros tenemos:

I pax+ (1 x+t) =-I d Ix+t
dt

Quedando la siguiente expresion:

Ipx-rt(l xH) dt= -|x#t
']




La expresién ix(Ix) representa el nimero de muertes que ocurren en el momento
de alcanzar la edad x y dicha grafica es conocida como la curva de muertes.

1.7.5 Expresién para n(Jx en base a la fuerza de mortalidad.

Tomemos la siguiente igualdad:

Bx =1()dlx
Ix dx

Cambiando a x por y tenemos:

By =1()dly
ly dy

Despejando obtenemos:

Hy({y)=(-) d ly
dy

Si integramos ambos miembros de x a x+n tendriamos:

L"“‘ Wy (ly)dy = f g lydy
dy

[ pyyydy= -ty | 2o
[ty (yydy = -(1x+n-1x)

[ uyayydy= x-1xen
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Ahora hagamos un cambio de variable:

y=x+t con O<t<n

dy=dt

Por lo tanto, también nuestros limites de integracion estarén en el intervalo [0,n]

Io" Mx+t (Ix+t) dt = Ix - [ x+n

Ahora, dividiendo ambos miembros entre Ix ohtenemos:

L“ Mx+t{ix+t)dt= Ix -|x+n
Ix Ix

For lo cual, estaremos en posibilidades de obtener una expresién para n{jx:

n{x= _L" px+t {tPx) dt = Ix -|x+n
Ix

Representando la probabilidad de que x sobreviva t afias y fallezca en el instante
en que cumpla x+t afios.

1.7.6 Otros resultados

Nuestra expresion para nfm{x es muy facil de obtener cambiando los limites de
integracién de n a m.

nim(x = _L’“ Px+t (tPx} dt = Ix+n -] x+n+m
Ix

Ademas, el producto representa el nimero de muertes que ocurren a! alcanzar la
edad x, podemos obtener una expresién para dx.

dx=L‘ x4t (1x+t) dt=1x -1 x+1




1.7.7 Observacion.

Cuando Ix esta definida en términos de una tabla de mortalidad y la ecuacién

matematica es desconocida, los valores de Jlx pueden solamente ser calculados
aproximadamente por las siguientes equivalencias.

Mx =1 (Log1x-1 -Log | x+1}
2

Px= 1x4- Ix#1 = dx+dx
2Ix 2Ix

Ux=8( Ix-1- Ix#+1) - (Ix2- Ix+2)
12 Ix

HUx=-1 (Log P x-1 + Log P x)
2

1.8 Método para Edades Fraccidnales

Cominmenta Ix esta definida (nicamente por la tabla de mortalidad que
proporciona valores solo para edades enteras, por lo que seré necesario la
utilizacion de métodos de aproximacion para Ix

El primero de ellos, es aquel donde la distribucién de muertes es uniforme, el
segundo es donde la fuerza de mortalidad es constante, y el tercero se le conoce
como el método de Balducci. Este Ultimo en honor de! Actuario Italiano quien
desempefi6 un papel fundamental en los métodos tradicionales de la construccion
de las tablas de vida.

1.8.1 Distribucién uniforme de muertes
Ix#t=(1-t)Ix+the+1, 0<t<1
Usando la expresién anterior, podemos obtener las siguientes igualdades:

tQx= Ix - x+t
Ix
Sustituimos nuestra relacion:
tqx=Ix - {(1 - t)ix + t x+1)
Ix

16




Desarrollando:

tqx= Ix - (Ix -t Ix + tix+1)
Ix

tx=Ix - Ix +tIx -t Ix+H1
Ix

tqx= tix -tx+1

tx= t{x- Ix+1)

thX= te(x

Veamos la siguiente expresion:

tPx= Ix+t
Ix

Sustituimos nuestra relacién:;

tPx=(1-1)lx +1tIx+1
Ix
Desarrollando:

tPx=x-tIx+1{Ix+1
Ix

tPx= I -t Ix - Ix+1)

Ix

tPx=1- teQx
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El siguiente sera:

px#t=- 1  dix+
Ix+t dt

Px+t = - 1 d{(1 -t )ix + tIx+1)
(1-t)ix+th+1) dt

px+t = - 1 dilx -t Ix +t Ix+1)
X-th+thtt  dt

Hx+t=- 1 (- Ix+Ix+1)
Ix-t(1x- Ix+1)

Pxt = bx- Ix+1
Ix -t Ix - Ix+1)

Dividimos entre Ix:

px+t= _ Qgx .
1-te(x

Por Ultimo revisemos:
tPxpLx+t

Para resolver esta expresién tomemos lo demostrado en forma individual:

tPxpix+t = Qx o (1- te(x)
1-teQx

Con lo cual obtenemos:

tPxpx+t = Qx




1.8.2 Fuerza constante de mortalidad

Ix+t= Ix €*' donde p=-log Px

1.8.3 Balducci

I=(1-t)
Ix+t  Ix#t
ix+1

1.9 Leyes de Mortalidad

Se le denominara ley de mortalidad a aquella expresién representada por Ix 6

Kx y que sea capaz de reproducir el comportamiento de un grupo inicial ante el
evento muerte.

Avanzaremos cronolégicamente.
1.9.1 Ley de mortalidad bajo Moivre
o Comenzando por estudiar a Moivre (1729).

Hipétesis

Decla que el nimero de vivos (Ix), decrecia en progresién aritmética de la edad x
a la edad w. Con lo cual Ix podia ser representado por una linea recta.

uxs (we-xy!

0<X<W

Errores

No satisfaclan dos condiciones importantes:

1. Un ajuste cercano a la experiencia real.
2. Una expresidn que facilitara los céalculos.

.[o" Ry dy ‘_‘on 1 dy
w-y




Sea:

u=w-y

du= -gdy
~du=dy
regresando:

-"ult My dy =on'_1_du
u

on Hy dy =-lnu !o‘

I.,‘ Py dy =- (Inw-x - Inw)

Jir py dy = nwx)
w

regresando:

Sabemos que:

- .L" Hy dy
=lp € = |x

~{-In{w-x/w)

=lo ©

=10 w-x
w

Ix=lo (1-x)
w




1.9.2 Ley de mortalidad bajo Gompertx

¢ El siguiente aparece un siglo después, lamado Gompertz (1825)
Hipétesis

Consideraba que la muerte se debla a dos causas:

1. Azar o al deterioro biol6gico{casualidad)
2. Incapacidad para resistir a la muerte.

Consideraba que la Jlx se incrementaba en forma geométrica.
Hx = BC*

x representando la edad en cada momento.
B,C son constantes,

Error

En su expresién solo consideraba la segunda, sin tomar en cuenta la primera.
Obtengamos una expresién para Ix:

fruyay =f 8" gy

-fs0 ey=n( & _|0)
logc

=B( ¢c -¢ )=Bc -_B
lgC lgC  logC logC

= B (C-1)
log C

: c-1
=-logg donde -logg= B/logC
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Sabemos que:
- .[ o Hydy
=lo © = |x

-(-log g‘;‘ )
=lo e = |x

X
=Ix=lo g**

Ahora sihacemos k=1l /g

x
=lx=lo g°
g

X
=|x=kgc

Que es la expresion de Ix bajo Gompertz.

Los limites de edad para Ix se encuentra entre 20 y 60 afios de edad, cuando se
tienen edades mayores se tienen que modificar K,g,C.

1.9.3 Ley de mortalidad bajo Makeham

s Posteriormente, Makeham(1860) sugiere modificar la formula de Gompertz,
Hipdtesis

Inclufa la segunda causa mencionada pero no utilizada por Gompertz.

Hx=A +BC*

Ahora encontremos una expresién para Ix.

I pydy =fxarBeY gy

2




deagy+eloc ey = a(y 1)
=A0)+B( C -C )=8BC -_B
logC logC logC IlogC
=Ax+ B (C*-1)
logC
=-logg®-* donde -logg= B/logC

=Asicomo-logS=A

Con lo cual obtenemos:
4

= -log 8" - log g®*

Sabemos que:

- L" Lly dy
=lo € =[x

- {log 8* - log gc" )

+ 8(_ ¢
log ¢

’)

23




Ahora si hacemos k=l /g

=lx=lo $* g
g
=lx=ks*g°

Que es la expresion para Ix bajo Makeham y acepta edades mayores o iguales a
20.

1.9.4 Ley de mortalidad bajo Weibull

¢ En este siglo Weibull (1939)

Hipétesis

La curva de la vida tenia un comportamiento exponencial.
x = kX"

Ahora encontremos una expresién para Ix.

& My dy =y gy

=k,[°"Y"dy = K(_ Y™ lox)
n+1
=k( x™_-0 )
n+1
=K (X™)

n+1
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= hagamos u =k /n+1

=u(x™)

- L“ Hy dy
=l € = |x

T X
=lo € = Ix

conk>0,n>0,xz20

1.9.5 Observaciones
.a ley de Gompertz es un caso especial de Makeham cuando A=0

Si ¢=1 en las leyes de Gompertz y Makeham, el resultado es la distribucion
(fuerza constante) exponencial.
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CAPITULO Il

ANUALIDADES CONTINGENTES

2.1 Introduccién

El objetivo fundamental de este capitulo es desarrollar formulas que calculen el
valor presente de cantidades futuras, el pago de las cuales es contingente a la
supervivencia de una vida dada.

Este valor presente es llamado Prima Neta Unica denotado por (PNU). El nombre
de neta es por que se calcula sin tomar en cuenta los gastos que origina la
operacion, y {nica por que se paga una sola vez al contratar [a operacidn.

2.2 Seguro Dotal Puro

Supongamos que Ix personas con edad x contribuyen en igual cantidad para
formar un fondo que provea de una unidad monetaria a cada uno de los que
sobravivan a un periodo de n afios.

Como sabemos una vez transcumido este periodo de tiempo habra Ix+n
sobrevivientes.

Si denotamos nEx como la contribucién de cada una de las Ix personas,
tendremos la siguiente igualdad:

nEx =V®bx+n =V" nPx
Ix

Si multiplicamos y dividimos por V* tenemos la siguiente equivalencia:

nEx=V"V" Ixtn =V*" Ix+n =Dx+n
VI Vix Dx

Los resultados oblenidos constituyen el seguro total puro cuya prima neta dnica
1
queda representada por Ax : n|.

El uno sobre la parta superior de n significa que el pago unitario se levara a cabo
s6lo si transcurren n afios.
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nEx representa el valor presente de una unidad monetaria pagada a x si sobrevive
a un periodo de n afios.

Podemos decir que nEx representa en el calculo actuarial o que V° representa en
el interés compuesto.

2.3 Anualidades

Son una serie de pagos peribdicos que dependen de la sobrevivencia de una
persona o de un grupe de vidas.

En este caplitulo se analizaran las anualidades simples que representan una serie
de détales puros con vencimientos periddicos.

t.as anualidades de vida simple se clasifican de acuerdo a:

« La fecha de inicio del intervalo de pago en relacion al momento de contratacion.

« Existen dos tipos la ordinaria(si el intervalo inicia al momento de contratacién) y
diferida (si empieza después de transcurrido un periodo preestablecido).

» La manera en que son realizados los pagos, existiendo dos casos,
anticlpados(si el pago se hace al Inicio de cada periodo) y vencidos(si se
realizan al final de cada pericdo)

» De acuerdo a la temporalidad de los pagos, dividiendo en vitallcias (pagando
mientras la persona este viva) y temporales (si esta vigente por un tiempo
determinado)

» De acuerdo a la frecuencia de pago por periodo pagaderos una vez por periodo.

o De acuerdo a la tasa de los pagos pudiendo ser constantes o niveladas (si los

pagos son iguales durante todo el intervalo de pago) y variables (en caso
contrario)

En todas las anualidades descritas anteriormente se tomaran (dependiendo de
cada grupo) la primera clasificacion, salvo que se nos especifique lo contrario.

2.3.1 Anualidades pagaderas una vez por periodo

2.3.1.1 Anualidad vitalicia

Estara dada por una serie de pagos de $2.0 efectuados a! final de cada afo y
contindan mientras x sobreviva, es llamada anualidad vitalicia.

ax = Representa |a pima neta Gnica
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AxX =T " tEX =T =™V tPx = T =17 Dx+t
Dx

Agul hacemos uso de un valor conmutado:

Nx = ¥ =o™™* D+t N+l = T 1" Dx+t

Regresando tenemos:

Ax=1 { Dx+1+Dx+2+..... +Dw}
Dx

ax = Nx+1
Dx

2.3.1.2 Anualldad vencida temporal a n aiios.

Son los pagos de $2.0 contingentes a la sobrevivencia de x al final de cada afio
mientras x sobreviva durante n afios.

ax:n| = Z " tEx = 1Ex +2EX+......... +nEx

ax : n} = Dx+1+Dx+2+.......+Dx+n
Dx Dx Dx

x| =1 {Z"Dx+}
Dx

ax :n|= Nx+1- Nx+n+1
Dx

2.3.1.3 Anualidad diferida n afios.

Es aguefla en la cual el intervalo de pagos contingentes a la sobrevivencia de x ha
de empezar a correr después de transcurridos n afios (n+1)
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nfAx = 3 ioey™ tEx = N+1EX +n+2Ex+.........

nfax = Dx+n+1+Dx+n+2+
Dx Dx

nfax =1 {3 n” Dxtt )
Dx

nfax = Nx+n+1
Dx

Otra igualdad seria:

nfax = ax - ax:nj

n/ax = Nx+1 - { Nx+1 - Nx+n+1)

Dx Dx
n/ax = Nx+1 - Nx+1 +Nx+n+1
Dx
n/@x = Nx+n+1
Dx

2.3.1.4 Anualldad diferida a n afios y temporal am

Es una serie de pagos anuales a x que empiezan a pagarse a la edad x+n+1 y
continua durante m afios si x sobrevive.

WMAX = T oo™ ™ tEX = N+1EX +N+2Ex+......... +N+HMEX

nfmax = Dx+n+1+Dx+n+2+...... +Dx+n+m
Dx Dx Dx

n/max =___1_ { Z(=n+1m Dx+t }
Dx
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n/max = Nx+n+1 - Nx+n+m+1
Dx

n/max= n/@x - n+m/Ax

2.3.1.5 Anualidades anticipadas

a“x=Nx

Dx

a"x :nj= Nx- Nx+n
Dx

n/@"x = Nx+n
Dx

n/ma™x = Nx+n - Nx+n+m
Dx

2.3.1.6 Ofras equivalencias

8" x=1+ax

a"x:nj=1+ax :n-1|

n/a"x = n-1/ax

n/ma”x = n-t/max

31




2.3.2 Anualidades pagaderas m veces al afio.

En la practica las anualidades de vida son pagaderas en forma mensual,
trimestral, cuatrimestral. Un ejemplo de ello son el pago de pensiones que se hace
en forma mensual. Por lo cual, resulta importante determinar la PNU de
anualidades de este tipo, donde m es cualquier entero.

La notacion a utilizar en este tipo de anualidades es el agregar (m) que Indicara
que la renta es pagadera m veces por periodo.

Comenzaremos por analizar:

2.3.2.1 Anualidad unitaria pagadera m veces al afic.

a™yx Que denotara el valor presente de una anualidad unitaria pagadera m veces
al aio: los pagos son de 1/m cada m-esimo de tiempo.

1im 1m

A™x = 1ML @ “YMEx = 1/m Y =1 “Dx+t/m
Dx

Tendremos que hacer uso de una serie de Woolhouse

Lo “fom = Yo ft-mifotrm®1 fo-m*-1 f o
2m 12 m? 720 m*

Utilizédndola tenemos:

a™ =1 (X “Dx+t + m-1Dx +m*1 D'x-...)
Dx 2m 12m?

El signo del segundo miembro cambia ya que la sumatoria original comienza un
periodo después.
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Significativamente tomaremos unicamente los dos primeros sumandos.

a™x =ax + m-1
2m

2.3.2.2 Anualidades diferidas pagaderas m veces al aiio

nla("”x = 1!mz R+t “t/mEx = m_z terve ! “Dx+t/m
Dx

Recordemos la serie de Woolhouse:

T o Fom = Leg™ft- m1fo+rm®1 Fo-mi-1 ¢
2m 12 m? 720 m*

Utilizandola tenemos:

@™y =1 (T enet "DxHt + m-1 DxH | en*..n.)
Dx 2m

@™x =1 (Xt “Dx+t + m-1Dx+n )
Dx 2m

Con lo cual obtenemos:

n/@™x  =Nx+n+1 + m-1 Dx+n
Dx 2m Dx

Lo cual es lo mismo:

n/@™x =n/@x + m-1nEx
2m

Otras equivalencias:

n/@™x = nEx @™ x+n = nEx(@ x+n + m-1)
2m
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2.3.2.3 Anualidad temporal a n afios pagadera m veces al afio

Siguiendo la estructura de las anualidades vistas en la seccién anterior, tenemos
la siguiente igualdad:

a™x:nf =a™x.n/a™x

=(@x +m-1)-(n/8x+ m-1nEx)
2m 2m

a™x:n{=ax:n| +m-1(1-nEx)
2m

2.3.2.4 Las anualidades anticipadas pagaderas m veces al aiio

Siguiendo el orden de las anualidades vistas en la seccitn anterior:

a™x =a"x-m1
2m

n/@™x =n/a"x - m-1nEx
2m

a"™x:n[=a"x:n| -m-1(1-nEx)
2m

2.3.3 Anualidades continuas

Son aquellas donde la serie de pagos son infinitamente pequefios efectuados a
intervalos infinitamente pequefios. Podria pensarse que este tipo de anualidades
es un caso particular de las anualidades pagaderas m veces al afio, donde m
crece hacia el infinito.

Debemos proceder a calcular la PNU
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2.3.3.1 Anualidad continua vitalicia.

Apliguemos el limite a la anualidad vitalicia pagadera m veces a! afio.

ax=limma™x=ax+%

ax =ax+%

2.3.3.2 Anualidad continua temporal

ax:ni=liMmm..a™xnl =axn| +%(1-nEx)

ax:n|l=ax:al +% (1-nEx)

2.3.3.3 Anualidad continua diferida

Vax = im mye /@ ™x = n/@x + 1nEx
2

nfdx =n/A@x+%nEx

2.3.3.4 Otras expresiones

También pueden calcularse este tipo de anualidades por medio de integrales.
Retomemos la sumatoria de las anualidades pagaderas m veces al afio vy
apliquemos el limite cuando m tiende a infinito

Anualidad vitalicia continua

Ax =lim e 1M 21" YmEx
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ax =fo Ex dt =,[o°°95_f_tdt =L,°° V' tPx dt
Dx

ax =jo ® V' tPx dt

Ahora definamos dos conmutados:

Dx =Io"Dx+tdt

Nx =Io°°Dx+tdt

Por lo que ya estaremos en condiciones de representar esta anualidad continua:

Ax = Nx
Dx

En la practica se definen los valores de Dx y Nx, suponiendo un comportamiento
lineal de Dx+t en el intervalo 0 < t < 2. Por lo que tenemos:

Dx=Dx+% =% (Dx +Dx+1) =), ' Dx+t dt

Nx = % (Nx + Nx+1) = Nx+1 + 4 Dx= Nx - ¥; Dx= J-o‘”Dx-i-tdt

También podemos dar las expresiones de las Anualidades Continuas Diferidas
y Temporales:

ax:n|=Io"V' tPx dt = Nx - Nx+n
Dx
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n/ ax =,{n°°V' tPx dt = Nx+n
Dx

n/max =I,, ™™ tPx dt = Nx+n - Nx+n+m
Dx

2.3.1.5 Otros resultados importantes

Pueden darse dos casos:

N = | =Dy dy

dNx = - Dx
dx

Nx =Iu‘Dydy

2.3.4 Anualidades variables

Existen anualidades bajo las cuales, el monto del pago varia de tiempo en tiempo.

Se da como la combinacién de anualidades.
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2.3.4.1 Anualidad Vitalicia Creciente

(1a)x denota el valor presente a edad x que proporciona pagos de $2.0 a edad

x+1,$2.0 a edad x+2,+._..+. Incrementandose en $2.0 para cada afio que (X)
sobrevive.

(lax =2 10 tfax= 2 g Nx + t +1
Dx

Desarmollando la sumatoria tenemos:

Yo" Nx+t+1=Nx+1 + Nx+2 +.....
Dx Dx Dx

(la)x = ax + 2ax + 3ax +...... |

Ahora definamos otro valor conmutado:

Sx=2010" Nx+1t=Nx+Nx+i + Nx+2 +
Dx Dx Dx Dx

Sx+1 = Zl=1 TNxX+t= Nx+i+ Nx+2 + ......
Dx Dx _ Dx

Por lo que ya podemos dar una expresién para:

(la)x = S x+1
Dx

2.3.4.2 Anualidad Temporal Creciente

Es aquella donde los pagos crecientes cesan en el n-esimo pago de $n.0

(layen| = 2™ t/or @x= 2 ™ N1 - Nx+n+
Dx
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Desarrollando la sumatoria tenemos:
0/nax + 1/n-18x + 2/n-28x +....+n-1/1aAx

Nx+0+1 - Nx+0+n+1 + Nx+1+1 - Nx+1+n-1+1 + Nx+2+1 - Nx+2+n-2+1+
Dx Dx Dx

+ Nx+n-1+1 - Nx+n-1+1+1
Dx

Simplificando :

Nx+1 - Nx+n+1 + Nx+2 - Nx+n+1 + Nx+3 - Nx+n+1+......+Nx+n - Nx+n+1
Dx Dx Dx Dx

Tomemos los primeros sumandos y Reexpresemos:

Nx+1 + Nx+2 + Nx+3 +......+Nx+n

Y t"NX+t =Sx+1- Sx+n+1
Dx Dx

(ap:n|=Sx+1- Sx+n+1-nNx+n+i
Dx

2.3.4.3 Otro tipo de Anualidades

Otro tipo de anualidad creciente es aquella que proporciona incrementos de $2.0

cada afio hasta que en el n-esimo pago, los pagos seran constantes por el resto
de la vida (x).

Convencionalmente no tiene un nombre determinado.

(nlajx =2 0™ tf 8x= Lo™" Nxtt+1
Dx

Desarrollando tenemos:

0/ax + 1/ax + 2/ax +....+n-1/ax
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Nx+1 + Nx+2 + Nx+3 +..... +Nx+n
Dx Dx Dx Dx

Y =i"Nx+t=Sx+1- Sx+n+1
Dx Ox

Por o que tanemos ya una expresién para:

(Inla)x=Sx+1- Sx+n+1
Dx

2.3.4.4 Anualidad Temporal Decreciente

Proporciona un pago de $n.0 a edad x+1,$n-1 a edad x+2.... y asi
sucesivamente decrace un $2.0 cada ao, cesando al n-esimo pago de $2.0.

Este tipo de anualidades puede expresarse en términos de una suma de n
anualidades temporales niveladas.

(apn! =2 "ax: t] = 2 1 ® Nx+1 - Nx+t+1
Dx

ax:1| +ax:2 |+ ax:3 | +..+ax:n|

SN+, - Nx+2 + Nx+1 - Nx+3 +......+Nx+1 - Nx+n+1
Dx Dx Dx

AN+ - (2 2 ™' Nx+t )
Dx

{(Da)x:n| =nNx+1 - ( Sx+2 - Sx+n+2 )
Dx

Se pueden obtener sus homologas pero anticipadas
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2.3.4.5 Anualidades Crecientes Anticipadas

Anualidad vitalicia anticipada creciente.

(138" = 2o ™ /A k= X0 © Nx +
Dx

Desarrollando la sumatoria tenemos:

Y Nx+t=Nx + Nx+1+
= Dx Dx Dx

Ahora definamos otro valor conmutado:

Sx = 210 ” NX+1= Nx+ Nx+1 + Nx+2 +
Dx Dx Dx Dx

Por lo que ya podemos dar una expresion para:

(la*°)x = 8 x
Dx

Anualldad Temporal Anticipada Creclente

(lae)x : nl= 2 o™ thhi @7= Lo ™' Nt - Nxtn

Vayamos directamente a la sumatoria de los conmutados:

Nx - Nx+n + Nx+1 - Nx+n +......#Nx+n-1 - Nx+n
Dx Dx Dx

Tomemos los primeros sumandos:

Nx + Nx+1 + Nx+2 +._...+Nx+n-1 - nNx+n

Y o™ Nx+t =Sx-Sx+n
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Regresando tenemos:

(la)x:n[=Sx- Sx+n -nNx +n
Dx

Otro tipo de Anualidad Anticlpada Creciente

(Inla**)x = T o™ f @%°x= 3 1mg ™' N+t
Dx

Enfocando directamente en los conmutados tenemos:

Nx + Nx+1 + Nx+2 +......+#Nx+n-1
Dx Dx Dx Dx

2™ Nx+t=8x-Sx+n_

Por lo que tenemos ya una expresion para:

(iInla**)x=Sx - Sx+n
Dx

Anualidad Temporal Anticipada Deacreciente

(Da°°)x:n| =Y e m@%%x 1 t] = 2ot " Nx - Nx#t
Dx

Nx - Nx+1 + Nx - Nx+2 +......#Nx - Nx+n
Dx Dx Dx

NNX - (X =1 " Nx+t )

(Da°°)x:n| =nNx - [ Sx+1 - Sx+n+1)
Dx

42




2.3.5 Anualidades Variables Pagaderas m Veces por Periodo

Existen dos casos:

El primero se da cuando la tasa de pago es constante durante el afic. Haciendo el

pago anual total en m pagos iguales. Los incrementos o decrementos ocurren al
pringipio o a! final del afo.

La denotamos por:

(la™x= X o™ fa™= X 10 Nx +t+1+ m-1 Dx+t
Dx 2m Dx

Desarrollando la sumatoria tenemos:

{m} {m) (m)
Dlax + 1/3: + Zlax *o

0/8x + m-1 Dx+0 + 1/8x + m-1 Dx+1+ 2/8x + m-1 Dx+2 +
2m Dx 2m Dx 2m Dx

Nx+1 + m-1 Dx + Nx+2 + m-1 Dx+1+ Nx+3 + m-1 Dx+2 +
Dx 2m Dx Dx 2m Dx Dx 2m Dx

Z1=1 “Nx+t = Sx+1

Por otro lado:

m-1(2heo “Dx#t ) = m-1 (NX)
2m 2m

Regresando podemos dar una expresion para:

(la™jx= Sx+1 + m-1 Nx
2m.
Dx
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Oftra expresidn seria:

(la™x= Sx+1 + m-1 Nx
Dx 2m. Dx

Con lo cual resulta

(la*™)x=(la)x + m-1 a°°x
2m.

El segundo caso a analizar se presenta cuando la tasa de pago crece ¢ decrece m
veces al afio y el pago anual total es hecho en m pagos anuales.

Analicemos este caso de la siguiente forma:

Consideremos que tenemos una anualidad creciente que es pagadera a tasa de
1/m por afio al fina! de los primeros 1/m.2/m por afio al final de los segundos 1/m
de afos y asi sucesivamente.

Si esta anualidad es emitida a edad x, el primer pago vencido a edad x+1/m sera
2

de 1/m, como este pago cubre un periodo de 1/m afios y la tasa de pago durante
este primer periodo es de 1/m por afio. El segundo pago a edad x+2/m
2

sera de 2/m y asf continua.

La forma en que va a ser representada esta dada por:

(I™a) ™ x= 1 3y = tDx+tm
- mP Dx

1 (1 2 w1 "t Dx+tim)
Dx m?

Aplicando la formula de Woolhouse cbtenemos:

1 (T *tDx#t + m-1 (1 Dx+t) + m?-1(d(tDx+t) + ..., )
Dx 2m =0 12m°  dt t=0




Como ga (tDx+t) =Dx (Hay que recordar que es la derivada de un producto)
t t=0

El segundo miembro de la sumatoria da (0)

1 (e "tDx+t +m?-1Dx)
Dx 12m?

Desarrollando la primera sumatoria tenemos:

2 o1 Pt Dx+t = Dx+4 + 2Dx+2 + 3Dx+3 + 4Dx+4 +......

Que es lo mismo

Dx+1+Dx+2 +Dx+3 + Dx+4 + ................ =Nx+1
+Dx+2 +Dx+3 + Dx+4 + ... .............=Nx+2
+Dx+3+Dx+4 + _............... =Nx+3

Z =1 “ Nx+t = Sx+1

Regresando tenemos:

(I"™a)™ x= 1 _(Sx+1+ m? -1 Dx)
Dx 12m?

(I'™a) M= Sx+1+ m* -1

Dx 12m’
(I™ayt™ y= 1a)x + m? -1
12m?

2.3.6 Anualidades variables continuas

2.3.6.1 Anualidad vitalicia creciente continua

Representa el valor presente de una anualidad creciente continua, la cual
proporciona el pago de $2.0 pagadero a cada momento del primer afio, el pago de
$2.0 pagadero a cada momento del segundo afic y asi sucesivamente,
permaneciendo constante la tasa de pago durante cada afio.
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Aplicando el limite a la anualidad variable

(18)x = fim moreo (1) ™x

Este tipo de anualidades puede ser escrita como una suma de anualidades

continuas niveladas y diferidas.

(A= T o /8x= T o © Nx + t
Dx

ofax + 1fax+2/ax +

Nosotros sabemos que:

nlax = Nx+n
Dx

Desarrollando tenemos:

NX + Nx+1 + Nx+2 +..........
Dx Dx

Y =0 ® Nx+t = Sx

Regresando obtenemos:

(a)x= sx
Dx

Otra expresién homologa se puede obtener a partir de la siguiente expresién:
(12)x = lim m {12) ™
Aplicando el limite tenemos:

(1) = limm-o Sx+1+m - 1 Nx
2m 2m

46




(18)x == Sx+1 + % Nx
Dx

Otra podria ser:

(13)x == Sx - % Nx
3)'¢

En términos de anualidades:

(12 = (1a)x + % a"x

(2 = (1a")x - % a"x

De estos resultados se puede concluir que:

Sx=8x+1+% Nx = Sx -1 Nx

2.3.6.2 Otro tipo de anualidad creclente continua

Se encuentra dentro de aquellas donde |a tasa de pago crece durante cada afio:

(1a)x = lim (I™a) ™ x

t

Itv tPx dt
4]

1 [toxst at
Dx o

Otra expresién se obtiene sacando directamente el limite:

lim moe(l™a) ™ x= (1a)x + 1
12
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CAPITULO Il




CAPITULO il

SEGUROS

3.1 Introduccién

Un contrato de seguros es aquel que garantiza el pago de una suma especifica a
la muerte o al acontecimiento de cualquier contingencia de la vida de una
persona, lamada asegurado.

Las funciones descritas en el capitulo anterior coresponden a una serie de pagos
sujetos a la sobrevivencia de una persona.

En este capitulo nos ocuparemos del desarrollo de férmulas que determinen el
valor presente (P.N.U) de un pago contingente a la muerte de una persona
(asegurado) comuUnmente conocido como seguro de muerte o simplemente
seguro, aun cuando las anualidades constituyen seguros sobre la vida.

3.2 Clasificacién del Seguro

Los seguros tienen la siguiente clasificacién:
* Alinicio de la cobertura:
Ordinarios si se inicia en la fecha de contratacién.

Diferidos si debe transcurrir un determinado tiempo para que entre en vigor el
seguro,

o Latemporalidad de la cobertura:

Temporales si la cobertura es dnicamente por un determinado periodo.
Vitalicio en caso contrario.

¢ La variabllidad de la suma asegurada respecto al tiempo:
Constantes si la suma asegurada es siempre la misma.

Variables en otro caso.
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+ Forma de pago:

Pagaderos al final del afio de fallecimiento o en el momento que ocurre el
fallecimiento.

Tabla de la clasificacién del segure

Inicio de la Temporalidad de Forma de La tasa de
cobertura 1a cobertura pago pago
Ordinarios Vitalicios Pagaderos al
Constantes
final del afio
del deceso
Diferidos Temporales Pagaderos en  Variables
el momento del
deceso

Tenemos el seguro Dotal Mixto que resulta de una combinacion de una anualidad
¥ Un seguro.

Para determinar ta P.N.U se hacen las siguientes suposiciones.

e laedad de calculo es entera.
« Lamortalidad se comporta de acuerdo a la tabla adoptada.
« La compaiiia invierte los fondos a la tasa estipulada.

En la vida real, la edad se obtiene como la més cercana ala edad de! cumpleanos
del asegurado, facilitando con ello, los célculos derivados de la tabla de
mortalidad.

3.2.1 Seguros pagaderos al final del afio de fallecimiento.

En la practica el pago de la suma asegurada se lleva a cabo inmediatamente
después de que se comprueba la muerte del asegurado.

Aungue de manera técnica los seguros han sido calculados bajo el supuesto de

que el pago de la suma asegurada se efectGa al final del afio en que ocurre 1a
muerte.
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Salvo que se indique, se supondré que la suma asegurada serd pagada al final

del afio en que ocurre el fallecimiento det asegurado y serda de una unidad
monetaria.

3.2.1.1 Seguro vitalicio.

Es aquel que garantiza el pago de la suma asegurada al final del afio en que
fallezca (x) en cualquier tiempo que esto suceda, es conocido como seguro
vitalicio de vida completa u Ordinario de Vida (OV).

Veamos el siguiente andlisis

Supongamos:

Ix = contratan a la vez este tipo de seguro.
dx=durante el primer afio del aseguramiento fallezcan (dx) personas.

$=deberd pagarse dx unidades monetarias al finalizar el afo, por concepto de
reclamaciones

dx+1 = fallezcan (dx+1)
$= se pagaré (dx+1) por reclamaciones y asf continuamos.

E! valor prasente de las reclamaciones constituyen el compromiso del asegurador
que debera ser Igual a los compromisos de los asegurados.

Analicemos:
xAx = Vdx + Vidx+1 + VP dx+2+........

Ax= X" V' dxit
Ix

Ax= 20 V™ HQx
sabemos gque

QX = Ix+t - Ix++1 = dxHt
Ix Ix

Definamos lo siguiente:

[Cx = V' dx
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Cx+t = V> dx+t

Mx = Zm"‘ Cx#+t

Multiplicamos y dividimos por V*
Ax = ch Vol dX_“'t
V* Ix

Ax:zmn V'mlﬂ dﬁt.
Dx

Utilizamos el nuevo conmutado.

Ax = ZFOD an-ﬂ M

Dx
AX = 2 . "Cx+t
Dx
Ax = Nx
Dx

3.2.1.2 Seguro temporal

Es aquel que garantiza el pago de la suma asegurada uUnicamente si la muerte
ocurre dentro de un periodo limitado.

S5i el seguro es de n afios denotaremos la P.N.U como:
!

xAxn] = Vdx + Vdx+1 + V2 dx+2+........ + V" dx+n-1

!
Axin| = 2™ W dxtt
Ix

Ax ni= 2 o™ VT YQx
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Multiplicamos y dividimos por V*

4 .
Axnl= 2 o™ Ve st
V*ix
!

Ax:n|= 2 oM Ve ygx
Dx

Utilizamos el nuevo conmutado.
!
Ax:nl= Y ™ CxHt
Dx

1
Ax:n|= Mx-Mx+n
Dx

3.2.1.3 Seguro dotal Mixto.

En este seguro se garantiza el pago de la suma asegurada al final del afio en que
ocurre el fallecimiento, siempre que este ocuma dentro de un periodo
preestablecido, o al final de dicho periodo, si el asegurado permanece aun con

vida.

Si el término del seguro es de n afios y denotamos Ax:n| la P.N.U de esta péliza

€ igualamos compromisos tenemos:

ixAxin| = 20 ™ VT dxH + VP Ixen

Axn| = Zm"" Vg + V" ix+n
Ix Ix
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Muttiplicamos y dividimos por V*

Axnl= 2™V dxtt + V" Ix4n
V¥ Ix Vix

Ax :nl= 2 o™ Vg
Dx

Utilizamos el nuevo conmutado:

Ax:nl=2 ™ Cx+t + Dx+n
Dx Dx

Denctamos:

Dx#+n = Ax:n |
Dx

1 1
Ax:n| = pxen| + Axcn|

Ax :n|= Mx- Mx+n + Dx+n
Dx

3.2.1.4 Seguro diferido

Son aquellos en los que las obligaciones de la compafia entran en vigor después
de un periodo preestablecido. Es decir, la suma asegurada podra ser exigible sélo
si el asegurado fallece después de un determinado periodo (periodo de
diferimiento) y dentro del termino de vigencia del seguro.

La P.N.U de un seguro Q.V diferido n afios estara dada por.

xr/Ax =V ™' dxan + V™ 2dxn+l +

NAX = 2, V™' dxtt
Ix

IAX = 2, 0V QX
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Muitiplicamos y dividimos por V*

WAX = T ,0® V1 gttt

\AN ¢
n/AX = Zl:nw Vniﬂ _d_xit_
DOx

Utilizamos el nuevo conmutado.

NAX = 2 . ° Cx+t
Dx

n/Ax= Mx+n
Dx

Ahora veamos el

3.2.1.5 Seguro temporal a m afios y diferido a n afos.

'
n/mAx = n/Ax:m |

!
xrn/Axm| =V ™ dx+n + V™ 2dx+nel + ... + V™ de+n+m-1

z
nAXm | = 2., ™™ V™ dxat
Ix

A/AX :m I = E anorrnv‘tol uqx

Multiplicamos y dividimos por V*

niAxcm| = X, ™ Vet dxet

v Ix

nfAXm| = X L "V dtt
Dx
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Utilizamos el nuevo conmutado.

nAxm| = 3 ™t Cxet
Dx

!
nfAx:m | = Mx+n-Mx+n
Dx

!
nlAx:m | = Mx+n - Mx+n+m
Dx Dx

!
n/Ax:m | = nfAx - n+mAx

3.2.1.6 El seguro dotal a m afios diferido n afios

nAXm| = 32 ™V dyert + VO xntm
Ix Ix

nfAX im | = 2 L ™™V QX + VT Ixkn+m
Ix

Multiplicamos y dividimos por V*

A | = 3 L TTIVERT et + VS0 yinim
V* Ix V™ Ix

AXm| = 2 L IV dcat + VETT anem
Dx Dx

Utilizamos el nuevo conmutado.

niAxm| = 2. .. ™™ Cx+t + Dx+n+m
Dx
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Recordemos que definimos:

!
Dx+n = Ax:n |
Dx

Por lo que finalmente nuestra expresidn requerida es:

n/Ax:m | = Mx+n-Mx+n+m+ Dx+n+m
Dx

! !
n/Ax:m | = n/Ax:m| + nEx Ax+n:m |

3.2.2 Relaciones entre seguros y anualidades

Tomemos nuestros nuevos conmutados definidos en este capitulo vy
desarmollemos:

Cx =V dx

Poniendo en otros téminos nuestra expresién tenemos:
Cx =V (Ix-Ix+1)

Distribuyendo:

Cx=V*"Ix-V* Ix+1

[Cx = V Dx- Dx+1 i

Ahora veamos el otro conmutado:

Mx = 2" CxHt

Mx = 2 o Cx + = 2 o (V Dx#t- Dx+t+1) = VNx - Nx+1
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Por lo que nuestra nueva relacién es:

Mx = VNX - Nx+1 B

Sustituyendo las expresiones obtenidas en las primas netas tnicas de seguros
obtenemos las equivalencias entre anualidades y seguros.

Comencemos:

3.2.2.1 Seguro vitaliclo.

Ax =2, oV dx+t
Ix

Ax=2 = V" tQx
Sabemos que:

tQx = Ix+t - Ix+H+1 =dx+t
Ix 1x

Sustituyamos nuestra expresién anterior correspondiente a t/Gx

AX = 2 0V (It - Ix#t+1)
Ix

AXE 2™ V' (IXH ) - 2 0™ V' (IxHH1)
Ix Ix

AX=V 2 0" VIt ) - 2™ V! (Ix+t+1)

1x Ix

Multiplicamos y dividimos ambos miembros por V*

AX=V 0™ V(I )= 2™ V1 (IxHi+1)
Vv Ix V' Ix

AX=V Y, o= DxH - 20" (Dx+tH1)
Dx Dx

Ax = VNx - Nx+1
Dx
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Ax=Vax -ax

Otra forma de obtenerlo y mas sencilla, es sustituir la equivalencia de nuestro
conmutado en el resultado final:

Ax = Mx
Dx

Ax = Mx = VNx - Nx+1
Dx Dx

Obteniendo finalmente:;

Ax=Vax-ax

Otra expresion podria encontrarse a partir de que ax = a x-1
Ax=Va x-(a x-1)

Ax=Va x-a x+1

Ax= @ x(V- 1) +1

Ax=1-(1-V)a x

Sabemos que 1-V =dx

Ax=1-dxa x
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3.2.2.2 Seguro temporal

Vayamos directamente a los conmutados.

A).( nl= Mx- Mx+n

Dx
Ax:n|= (VNX-Nx+1) - (VNx+n - Nx+n+1)
Dx
Ax:nl= {VNx - VNx+n) - { Nx+1 - Nx+n+1)
Dx
Ax:nl= V(Nx-Nx+n )- ( Nx+1 - Nx+n+t)
Dx Dx

Ax:nl= vaxnl - ax:n|

3.2.2.3 Seguro dotal Mixto,

Directamente a los conmutados.

Yatenemos algunas equivalencias, simplemente sustituyamos.
1 !

Axnl =Axn] + Axnl

Ax:n|= Mx- Mx+n + Dx+n
Dx

Ax:nl= (VNx- Nx+1) - (VNx+n - Nx+n+1) + Dx+n
Dx

Ax:nl= (VNx- VNx+n)- ( Nx+1 - Nx+n+1) + Dx+n
Dx

Ax:n|= V(Nx- Nx+n)- ( Nx+1 - Nx+n+1) + Dx+n
Dx Dx

Ax:nl= vaxn| - ( Nx+1 - Nx+n#1) + Dxtn
Dx




Analicemos el segundo miembro.

2" Oxtt = Dx+t + Dx#2 + ......+Dx+n

Pero a esta sumatoria le antecede el signo menos.

2 " Dx#t = Dx#+1-Dx+2-....... -Dx+n + Dx#n

Tenemos una nueva sumatoria.

2™ Dx#t = Dx+1 + Dx+2 + .......+Dx+n-1

Por lo que:

2 1™ Dx#t = Nx+1 - Nx+n-1 = ax:n-1]

Regresando:

3

Ax :n | = Vax:nl - ax:n-1 |

3.2.2.4 Seguros diferidos. -
Analicemos a partir de los conmutados:
Tomemos nuestra expresion basica:
Mx = VNx - Nx+1

nfAX = Mx+n
Dix

nfAx= VNx+n-Nx+n+1
Dx

nfAx= VNX+n - Nx+n+1
Dx Dx
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WAX = V n/ax - n/ax

3.2.2.5 Seguro temporal a m afios y diferido a n afios.
Analicemos a partir de los coanmutados:
Sabemos:

Mx = VNX - Nx+1

!
n/Ax:m | = Mx+n-Mx+n+m
Dx

!

nJAXm | = (VNx+n-Nx+n+1) (VNx+n+m -Nxntm+1)
Dx

!
n/Ax:m | = (VNx+n -VNx+n+m) - ( Nx+n+1 - Nxtn+m+1)
Dx

!
n/Ax:m | = V(Nx+n -Nx+n+m) - ( Nx+n+1 - Nx+n+m+1)
Dx

!
n/Ax:m [ = V(Nx+n -Nx+n+m) - ( Nx+n+1 - Nx+n+m+1)
Dx Bx

1 e

r/Ax:m | = Voymax - n/max
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3.2.2.6 El seguro dotal a m aiios diferido n afos
Nuevamente analicemos desde los conmutados:
Mx = VNX « Nx+1

nAxm | = Mx+n-Mx+n+m+ Dx+n+m
Dx

Axm | = (VNx+n - Nx+n+1) (VNx+n+m-Nx+n+m+1) + Dx+n+m
Dx

n/Axm| = (VNx+n -VNx+n+m) (Nx+n+1 -Nx+n+m+1) + Dx+n+m
Dx

nAxm | = V(Nx+n -Nx+n+m) - (Ncen+1 -Nx+ntm+1) + Dx+ntm
Dx Dx

nAxm | = Voymax - (Nx+n+1 -Nx+n+m+1) + Dx+n+m
Dx

Analicemos esta sumatoria.

¥ L "TDx+t+1 = Dx#n+1 + Dx+n+2 + . +Dxin+m

A toda esta sumatoria le antecede el signo menos por lo tanto:
=Y "TDx+t+1 = -Dx+n+q - Dx#n+2 - ..-Dx+n+m + Dx+n+m

<Y DXt = -Dxtn+d - Dx+n#2 - . -Dx#ndm-d

Redefiniendo nuevamente el signo mMenos.

' Y ™ DxH+1 = Dxtnt1 + Dxdnd2 + . 4DxdnEm-1 = Nx+n+1 - Nx+n+m

n/Axm | = Vumax - (Nx+n+1 -Nx+n+m)
Dx

wWAXm | = Va/max - nax+ (n+#m-1)ax
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Hay que hacer notar que en los casos de seguros temporales y diferidos no se

tiene la certeza de que se haga un pago, por lo tanto, deben tomarse con ciertas
reservas sus expresiones correspondientes.

3.2.3 Seguros Variables.

Se le denomina a aquel seguro que da un beneficio por muerte, pudiendo ser
creciente o decreciente.

3.2.3.1 Seguro creclente de vida entera

El cual provee un beneficio por muerte de $1.0 en el primer afio, de $2.0 en el
segundo afio y asi sucesivamente.
Sera denotado por: {1A)x

Debemos recordar que al igual de lo que sucedi6 con las anualidades variables la
base es VAx

(1A= T o” VA =1 2 0™ MxH
Dx

Desarrollando la segunda sumatoria tenemos:

¥ o™ Mt = Mx +HMx+1 + Mx+2 +

Podremos definir otro conmutado.

Yo oo Mx#t = Mx +Mx+1 + Mx+2 + .ouueeee =

Y o™ Mx+t = Mx+1 + Mx+2 + Mx+3 + ......... =Rx+1

Por lo que podemos dar una expresién para este tipo de seguro:

(IAJ = Rx
Dt

3.2.3.2 Seguro creclente temporal a n afios.

Es aquel que, propofciona un beneficio por muerte de $1.0 en el primer afno,
incrementandose en $1.0 cada afio, suspendiéndose el beneficio por muerte
después de n afios.




Sera denotado por:

(Axn| = 2 ™ tntAx =1 2™ Mx+t+1 - Mx#ns1
Dx

Desarrollemos la primera sumatoria;
O/nAx + 1/n-1Ax+ 2/n-2Ax + ....... +n-1/1Ax

Tomando como base el:

{n/mAX = n/Ax - n+m/Ax ]

Desarrollando:

(0/AX - nJAX) + (1/AX - JAX) + (2/AX - VAX) +......+{n-1/Ax - nfAX)
Ahora tomamos de base el:

nAX = Mx+n
Dx
Desarrollando:
(Mx + Mx+n) + { Mx+1 - Mx+n) + ( Mx+2 - Mx+n)+.....+(Mx+n-1 - Mx+n)
Nos da la siguiente sumatoria, considerando Unicamente los primeros sumandos:

Mx + Mx+1 + Mx+2 + .......... +Mx+n-1 = 2, ™' Mx+t = Rx - Rx+n

Regresando tenemos:

!
(tA):n| = Rx - Rx#n - nMx+n
Dx
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3.2.3.3 Otro Seguro de vida entera

Es aquel que proporciona un beneficio por muerte que se incrementa solamente
durante n afios y permanece constante en n.

Sera denotado por:

(In] : A)x
Desarrollemos:

(InfAX =2 ™ VAX =1 2 ™" Mx+t+t
Dx

Desamollando la primera sumatoria:

OIAX + 1AX + 2/Ax+.......+ n-1/Ax

Tomando de base:

n/Ax = Mx+n
Dx

Reexpresando cada sumando tenemos:

Mx + Mx+1 + Mx+2+......+ Mx+n-1 = T "' Mx+t = Rx - Rx+n

Regresando tenemos:

(In] : A)x = Rx - Rx+n
Dx

3.2.3.4 Seguro temporal decreciente

Es aquel que provee un beneficio inicial por muerte de n, decreciendo §1 .0 cada
afio, sin pago de la suma asegurada, si la muerte ocuire después de n afos.

66




Esta denotado por:

I ]

DAXNL = " Axt] = 2 e " Mx+1 - Mictis]
Dx

Desarrollemos la primera sumatoria;
A+ Ax:2] + A3+ + Ax:n|
Tomando de base:

Ax:n|= Mx - Mx+n
Dx

Sustituyendo tenemos:

(Mx - Mx+1 ) + (M - Mx+2 3+ +{Mx - Mx+n }
Dx

Analicemos los segundos sumandos:
Mx+1 + Mx+2 + Mx+3 + ... +MXH = 2 mq"Mx#t = Rx+1 - Rx+n+1
Regresando tenemos:

nMx - (Rx+1 - Rx+n+1)

Por lo tanto:

!
(DA)X:n| = nMx - (Rx+1 - Rx+n+1)
Dx

3.2.3.5 Relacién entre la anualidad creciente y seguro creciente

Sabemas que:

Y Mx+t = Rx
t=0




Pero podemos sustituir el valor de Mxit:
T o™ VNX+E - NxH+1
Y o VNxHt - 20 Nctt+1

VY o Nx+t - 2 ° Nx+t+1 = VSx - Sx+1

" Tomando la primera anualidad variable tenemos:
{lAY= Rx = VSx - Sx+1
Dx Dx

{IA}=VSx - Sx+1
Dx Dx

(LA)x = V (13 =)x - (Ia)x

3.2.3.6 Otros tipos de seguros creclentes

Estudiaremos tres.
El primero de ellos:

Es aquel donde la suma asegurada es realizado en el momento de ocurir la
muerte.

Su prima neta Unica estard dada por:

(1Ax= 150" (1+1) Cxst
Dx

Desarrollando la sumatoria tenemos:
Cx +2Cx+1 + 3Cx+2 + 4Cx+3 +

Desamollando tenemos:

Ex +Ex+1 + Cx+2 + Cx#3 +unn. = S g™ Ox+t = Mx

/
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+ Cx+1+Cx+2 + Cx+3 +........ =¥ . "Cx+ = Mx+1

+ Cx+2 + Cx+3 +........ =¥ Cx+t = Mx+2

Esto sera igual a:

Z MWMX"'t = &
Dx

EA)X = Rx
Dx

El segundo y el tercero, surgen al suponer que el beneficio por muerte se
incrementa a intervalos que son fracciones de afio.

Debe suponerse que el beneficio por muerte de 1/m en la primera m-esima de
afio, de 2/m en la segunda m-esima de afio y asi sucesivamente.

Cabe sefialar que ya que el incremento ocurre a cada fraccion de cada afo, €S
de aqui donde surgen los dos casos:

El primero de ellos, es donde la suma asegurada es pagada al final del afo en
que ocurre la muerte.

Sera denotado por:

(1A X=1 2 o= (t+m+1) Cx+t
Dx 2m

Desarrollando tenemos:

{m+1)Cx + ( Cx+1 + m+1 Cx+1) + ( 2Cx+2 + m+1 Cx+2)+.......
2m 2m 2m

Desarmollando los primeros sumandos:

Cx+1 +2Cx+2 +3Cx+3 + ...........

Cx+1 + Cx+2 + Cx+3 +.rveene. = 0™ Cxtt = Mx+1




+ Ox+2 + Cx43 +.oueeee. =Y, Cx+t = Mx+2

+ CX#+3 +uoenns =2 a™ OxHt = Mx+3

Asl continuamos:

Y o M4t = Rx+1

Ahora analicemos los segundo sumandos:

(MH1)Cx + ( m+1 Cx+1) +( M1 Cx32)......
2m 2m 2m

m+1(Cx + Cx+1+ Cx+2+.......}
2m

m+1(2 o “Cx#t)

2m

ma1(Mx )
m

Regresando tenemos:

(1™ A) x = Rx+1 + m+1{Mx )
. 2m
Dx

Analicemos el segundo caso:

Considerando que la suma asegurada es pagada en el momento en que ocurre la
muerte.

Estara denotada por:

(1™ A x=1 2" {t+m+1) Cxt
Dx 2m
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Desamollando tenemos:

(M+1)Cx + ( Cx+1 + m+1 Cx+1) + ( 20x42 + m+1 Cx+2)+
2m 2m 2m

Desarrollando los primeros sumandos:

Cx+1 + 2Cx+2 + 3Cx+3 +

Cx+1+ Cx+2 + Cx+3 +............ =Y . Cx+t = Mx+1
+Cx+2+Cx+3 +............ = 2" Cxtt = Mx+2
+OX+3 4o =2 " Ox+t = Mx+3

Asi continuamos:

Y ™ Mx+t = Rx+1

Ahora analicemos los segundos sumandos:

(m+1)Cx + { m+1 Cx+1} +{ m+1 Cx+2)+.......
2m 2m 2m

m+1{Cx + Cx+1+ Cx+2+.......)
2m

M2 “Cx 4t )
2m

me1(Mx )
2m
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Regresando tenemaos:

(1 A) x = Rx# + m(Mx )
. 2m
Dx

Si en el seguro anterior hacemos que m—»w obtenemos:

lim ™ A) x =lim Rx+1+m+1(Mx )
m-vo m—o . 2m

Dx

@ A)x= Rx+d + 1(Mx)
. 3 .

Px

3.2.4 Seguros pagaderos en el momento de la muerte.

En la vida cotidiana la suma asegurada es pagada en el momento en que se
comprueba la muerte. En nuestras expresiones anteriores, la suma asegurada se
supone serd pagada al final del afio en que fallece el asegurado, por lo que ahora
debemos de hacer ajuste a nuestras expresiones anteriores, con el fin de hacer
que la suma segurada sea pagada al final del m-esimo de afio en que ocurre el

deceso.

Comencemas por analizar la PNU de un seguro OV por A ™ x.
Ax™ = 1_(V”"‘(lx-lx+um)+V""'(|x+1fm—lx+zrm)+ ...... )
Ix
AX™ == 1 25V AlX Ht- 1)m
Ix =1
Veamos el comportamiento para t=1

{Blx ) =- ( bebum - 1x ) = b - Ix#4/m




1/m representa la magnitud del intervalo entre cada argumento.

Si a esta expresién hacemos que m —xo ,el seguro que se obtiene es el que es
pagadero en el momento en que ccurre la muerte. La notacién utilizada para este
tipo de seguros consiste en sefialar con una barra la A.

3.2.4.1 Seguro de vida entera pagadero al momento de ocurrir 1a muerte.

Ax = lim Ax™
M

AX=- 1 Mmoo 2w V™A Ht-1)m
ix

entonces lim m-we Ix + (t-1)/m —dix+t

Nosotros sabemos porque lo demostramos en el capitulo 1 que:

px  =1()dIx
Ix dx

Por lo que podemos definir lo siguiente:

dix+H= -Ix+t Px+t dt
Regresando:

Ax = L,“‘ V' -ix+t Pt dt

-4
ix

Ax = 1[0‘" VI px+t dt
"
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Ax= oo vistpxatat
Ix

Ax = L" V' 1Px px+ dt

Hagamos esta integracién por partes:

uv I vdu

sea:

u =\t du=V'log V dt(sea log V = -§)
dv= Ix+t [Ix+t v= -+

Regresando tenemos:

Ax =1 (V (ix#t |o ™) - [om (xat) (-6 Vet
ix

Ax =1 (V! (It [, =)- 8] ,=bx+t Vi)
Ix

Cuando evaluamos en el limite superior, como es una funcidn de supervivencia
Ix+t =0

Ax = (V (ot 1) - 8f o7t Vit
Ix Ix

Ax=1- 8" x+t Vit
Ix

Ax=1-8f,= tPx Vidt

74



Como ya demostramos en el capitulo dos, el resultado de !a integral representa
una anualidad continua.

Ax=1-5ax

Retomando la siguiente expresidn:
fo= vitPx st it

Si ahora multiplicamos y dividimos por V™

Joe V" ixet pxet it
Viix

De la cual obtenemos:

L" Dx+t pix+ dt
Dx

1 L,‘” Dx+t px+t dt
Dx

A partir de la expresion anterior definimos dos nuevos conmutados:

Cx =I o' Dot JLx+t dt

Mx =I o Dx+t [ix+t dt

Con las cuales podemos dar otra expresion para nuestro seguro en cuestion.
Ax== 1 Io“ Dix+t pix+t dt
Dx

L4

Ax =

Mx
Dx
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3.2.4.2 Seguro temporal a n afios pagadero al momento de ocurrir la muerte

Axnl= foo V'tPx pxetdt-

Hagamos esta integracién por partes:
uv - I vdu
sea:

u =V du= V'iog V dt(sea log V = -5)
dv= Dx+t x4 v=-Ix+

Regresando tenemos:

A x ol =1 (v (et 1o ™) - F oty -6 Wty
b

A;(:nl=1_ (V! {-Ix+t o™ -8f oixst Vidt)

Ix
t

A x:n|= (v (et ™) - 8l et Vit

Ix Ix
1

A xoni= (V" (xen )+ 1 - 8" best Vit
x Ix

El primer sumando lo multiplicamos y dividimos por V*

A xnl=(V*"ix+n)+1 -SL," tPx V'dt
Vi ix

A x:nl=(Dxtn)+1 -8f," tPx Vit
Dx
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¥

A x:nl=-nEx +1 -8," tPx V'dt

Como ya demostramos en el capitulo dos, el resultado de la integral representa
una anualidad temporal continua;

-1 ~ -

A x:n| = 1-nEx -Bax:n|

Demos otra expresion a partir de nuestros nuevos conmutados:

Mx =,L“° Dx+t Jix+t dt

Mx+n =L‘° Dx+t Lix+t dt

Con las cuales podemos dar ofra expresién para nuestro seguro en cuestion

1 . _
Ax:n| = Mx - Mx+n
Dx

3.2.4.3 Seguro diferido n afios pagadero al ocurrir el fallecimiento.

nfAx= I,,"" V HPx px+t dt
Hagamos esta integracion por partes:
Sea:

u=v du= V' log V dt(sea log V = -8)
dv= Ix+t L+t = -lx+
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Regresando tenemos:;

WAX =1 (V (x|, =) - 1= -ixet -5 Viait)
o

VA X =1 (VA (ot |, %) - 8= st Vidt)
”

A x = (V (bt |, ) - 8,0 ixet it
Ix Ix

Como sucedié en el primer caso, cuando evaluamos en el limite superior nos da
cero.

nAX= (V" ben ) -3, best Vit
Ix Ix

El primer sumando lo multiplicamos y dividimos por V™

WAX= (V" ixin) -5, tPx Vidt
V:ix

/A x=(Dx+n) -8, tPx Vidt
Dx

WA x=nEx -8f."tPx Vit

Como ya demostramos en el capitulo dos, el resultado de la integral representa
una anualidad diferida n afios continGa.

n/A x=nEx -dn/ax
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3.2.4.4 Seguro dotal a n afios pagadero al momento de fallecimiento.
Axnl =Axn!| +Axnl

El primer sumando ya demostramos a que es igual, simplemente sustituyamos:

—t

A x:n| = 1-nEx - § ax:n|

El segundo sumando también podemos ya definirdo:

— 1
Ax:n| = Dx+n
Dx

Debs notarse que no se vera afectado el seguro dotal puro.

Con lo cual podemos dar otra expresién para nuestro seguro en cuestion: -

Ax:n|=1nEx -5 ax:n| +nEx

Ax:n|=1 -5 ax:nl

Otra expresion para este tipo de seguros en términos de conmutados seria

Ax:n | = Mx - Mx+n +Dx+n
Dx

(A TESS Mo OO
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CAPITULO IV




CAPITULO IV

SUPERVIVENCIA Y MORTALIDAD

4.1 Introduccién

El Célculo Actuarial Il es una generalizacién de las funciones de Célculo Actuarial
I. El objetivo fundamental es generalizar las funciones de vida simple a funciones
de grupo. Es decir, se generaliza a "m " vidas las funciones de vida simple.

Para hacer posible el poder aplicar las tablas de Mortalidad se depende de la
existencia de por lo menos dos vidas.

Para este curso sera necesario manejar en un 80% las funciones estudiadas en el
curso anterior.

Es necesario suponer que las probabilidades de vida son independientes y por lo
tanto, la probabilidad de que varias vidas sobrevivan n afios se calcula con el
producto de ambas.

4.2 Notacion

{3, Xgpe0n0ene Km):

Representa un grupo de vida conjunta con la caracteristica de que las vidas
individuales tienen edades x,,X,....-.. Kon,

Ademds, debe tenerse en cuenta que el grupo continda existiendo mientras todas
las vidas que conforman el grupo pemanezcan con vida, y desaparece o destruye
el grupo cuando ocurre la primera muerte, pudiendo ser esta al inicio, de manera
intermedia o al final.

4.3 Probabilidades de Vida Conjunta

4.3.1 Probabilidades de vida

Como ya se ha dicho en repetidas ocasiones, sera una generatizacion de vida
simple llevadas a vida de grupo basadas en la probabilidad clasica.
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Analicemos primero para dos vidas.

Sean (x) y (y) dos vidas tratadas de manera independiente:
nPx = Ix+n [ Ix

nPy = ly+n/ ly

Como son vidas independientes, fa probabilidad conjunta de sobrevivencia estara
dada por la siguiente expresion:

(nPX)(nPy) = (Ix+n)(ly+n) = Ix+n:y+n
Ix ly ey
Representa la probabilidad de que dadas dos vidas (x) y (y) sobrevivan n afios.

Ya estamos en condiciones de generalizar para m vidas

4.3.2 Probabilidades de muerte

Como sabemos las probabilidades de muerte las obtenemos a partir de las

probabilidades de vida, por lo que analicemos nuestra siguiente probabilidad para
dos vidas.

Lo que necesitamos es obtener la probabilidad de que ocura la primera muerte y
que al menos una vida fallezca en ese periodo.

En otras palabras, esto es simplemente el complemento de la probabilidad
descrita anteriormente.

naxy = 1- nPxy = 1 - Ix+niy+n =Ixy - Ix+ny+n
Ixy ixy

Ahora podemos generalizar para m vidas:
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NOQXXgeeren Ky = XX Xy = IX, 400 , S HO Xptn

Ix,xz...ﬁm_

Un caso particular de esta probabilidad es 1a referente al afio del deceso, con

X, x,.... X, = bx+100+H.......c Xt = dXXge. X

Por lo que se tiene la siguiente igualdad:

19X X Xy = XX Xy = IR X+l = dX X, Xy

4.3.3 Probabitidades diferida n afos

Analicemos primero la probabilidad de que la primera muerte ocurra en el n+1
esimo afio {i.e las diferidas n anos)

Para dos vidas:

nfgxy = x+tniy+n - Ix+n+1y+n+1 = dxniy+n
Ixy lxy

axy = Ixtniy+n - Ix+n+1:y+ntl
Ixy Ixy

n/axy = nPxy - (n+1)Pxy

Ahora analicemos para m vidas:

WX XKgerer Xy = DXANIGHNLL X #D = Iy PO+ X0 HC Xttt
1, X 20000 Xy
VX, Xpereo- Xy = dX HRIX DL X 4D
XX Xy




QX Xgerro Xy = XML XD = Il(l+n+1:x,+n+1:...gm+n+1
[ 9% 2 & [ % P
(VR XgereXem = PX X Ko = (A)PX Xy Ko

4.3.4 Probabilidades diferidas an afios y temporal a m afios
Tomando la misma base.

Para dos vidas:

n/mQxy = beniy+n - x+ntm:y-+Hn+m
ixy

nmqxy = Ix+niy+n - Ix+n+my+n+m
fxy iy

n/mQxy = nPxy - (n+m)Pxy

Para m vidas estara dado por:

nmgX Xy o0 Xy = 111+n:x_z+n:....§,,,_+n - Ix,+n+m:x,+n+m:....:xm+n+m
1X, X geee Ky
n/maxXg....%m = [§l+n:x_2+n:....5,,,_+n - 151+n+m:x2+n+m:....:xm+n+m
X% - X X Xgeee- Xm

4.4 Tasa Central de Mortalidad

Simplemente generalicemos la expresion obtenida en vida simple.

Antes necesitamos 10 siguiente:




LK X Xy = Y2 {10 X, = D01 X4 241

..... X +1) j

Con lo anterior, estaremos en condiciones de definir la tasa central de
mortalidad para vida conjunta:

Mix,x,...X, = dX,X;...X, [ Lx,X...X,,,

Otra expresidn seréa:

Mxx.x, 2 -1 dlxX..X,
Lx,,... X, dX,X;... X,

4.5 Esperanza de Vida

Antes de definir la esperanza de vida, debemos definir lo siguiente:

4.5.1 Esperanza de Vida Completa

o)

% Xzu. Xy = TR g X f XX Xy

0

XXy X =_[ o Dt Lo+ XXt X dt

0
X,X5... X =,f o PXXp 1. Xy it

Definida como esperanza completa de vida para grupos.




4.5.2 Esperanza abreviada de vida

0
XX, X, = BX,X,.. X, - ¥

Tgmt_)ién podemos obtener las Esperanzas de Vida Completas o Abreviadas
Diferidas y Temporales para grupo.

=2,
o
x
7
)
3
0
™
7
3
k]
D
x
&
&

[ ]
[
x
3
S5
H
s
g
T
x
K
N-
a
=

[+]
n/ex,xz,...xm :m=,[ 2T PR X X, dt

4.6 Fuerza de Mortalidad

La fuerza de mortalidad para vida conjunta se abtiene generalizando nuestro
resultado de vida simple, de lo cual resulta fa siguiente expresion:

Mx#t ot x #t= -1 d Ix it 4t
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La otra expresidn para la fuerza de mortalidad sera;

dt

Sabemos que el producto de logaritmos es igual a la suma de logaritmos.

Con lo cual obtenemos:

L XH GH L Xt == din ix ) H(ding ) H(-dinx +H)
dt dt dt

Por lo que podemos observar que son fuerzas de mortalidad para vidas simple.

Reordenando tenemos:

JUXHE DG+ L XHt S HPH(UGH) LA X H)

Hx,HE Xt L XHt SR M XL L

X+ x,H L X, H = lo €

4.6.2 Expresién para n(jx,x,...X, en términos de la fuerza de mortalidad

1K, X500 X,

4.6.3 Expresién para nfmQx,x,..-X, en términos de la fuerza de mortalidad




n/mOXiXa.. Xm =DGHGHT. . X +1 ~ [XHNHTEX ML X FNHT
1X1%z.. . Xm

4.6.4 La expresién para dxx;...xm en términos de la fuerza de mortalidad

L.‘ 1 X XX Xen) Ot = [XeXa X = BT+ Xt
IX)%z2... X

Pasando multiplicando el denominador del otro lade de la igualdad tenemos:

= dX4Xze0eXm

4.7 Leyes de Mortalidad Aplicados a Probabilidades de Vida Conjunta

4.7.1 Ley de mortalidad bajo Gompertz aplicados a vida conjunta
Primerc analizaremos a Gomperiz.

Sabemos que;

px = BC*

c
Ix =kg

Si queremos obtener una expresion para nPxy utilizamos simplemente el
resultado obtenido en Calculo Actuarial |

cx n Cy n

nPxy =g° ©» g ©n

Haciendo &lgebra tenemos;
{x+y) N

nPyy=g° ©"

Haciendo la siguiente suposicién:

[cvo=C |




Regresando a nuestra expresion tenemos:
@ n

nPz=g°® ©n

Que representa la probabilidad requerida:

Ahora analicemos nuestra expresion para m vidas:

x1 n x2 n
NPX;X,.. Xy, = gc (-1 og® €

(X1+x2+, 4 xm) n

NPX X, %, = gc (©h

Suponiendo ahora que:;
X1H2+ .+ xm=w

Regresando tenemos:

W) n
nPX,%,.. X, = g& )

Sin perdida de generalidad podemos concluir que:

'w) n
nPw = g(c {c-1)

También podemos concluir;

HX X, (X, = W

O bien:

X1, Xy = AW




4.7.2 Ley de mortalidad bajo Makeham aplicados a vida conjunta

Hx =A + BC*

b = kS*gC

Si queremos obtener una expresion para nPxy utilizamos simplemente el
resultado abtenido en Calculo Actuarial I.

nPxy = S"gc c1, S"gé“l"

Haclendo algebra tenemos:
eyl
nPxy = 8% glg ©n

Haciendo la siguiente suposicion:

Que las vidas involucradas tienen la misma edad tenemos:
C+CY = G+ =2C*

Podemos observar que podemos sustituir dos vidas de diferente edad, por dos
vidas de igual edad, siempre que se cumpla lo siguiente:

C4CY = C+C* =2C*
2

Regresando a nuestra expresion tenemos:

nPzz = sng?C €

que representa la probabilidad requerida.

Ahora analicemos nuestra expresién para m vidas:

x2

«, 0 n xm f
AP, = §GC (N agrg® ©0 .5t ©

{(x1+x2+...+xm) n

- c-1
nPx%,..x, =S g° ©N




Suponiendc ahora que:
CH+C*2+... +C ™™ = mC*
Regresando tenemos:

{w) n
NPXyXs... X = S™QMC &)

Sin perdida de generalidad podemos concluir que:;

e (€4
nPw...m = §™g™c (¢

También podemos concluir:

Xy + Xy, + X, =MW

O bien:

X X,.... Xy = MUW

4.8 Ley del Envejecimiento Uniforme

Tendremos que hacer el andlisis utilizando la Ley de Gompertz y Makeham, pero

antes debemos considerar las siguientes suposiciones.

Para visualizar mejor tomemos dos vidas (x) y (y). En este caso supongamos que

y>X, con lo cual podemos suponer lo siguiente:

|(x,x+n) donde y = x+n

Pero lo importante suponer aqui, es que los dos tiene la misma edad por lo que

nos quedaria:

(x+t:x+t) donde z=x+t
n>t

Definido lo anterior podemos comenzar con Makeham.
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4.8.1 Ley del Envejecimiento uniforme para la Ley de Makeham

Bajo la Ley de Makeham definimos:

C+CY = C+CF =2C*

Aplicando los supuestos definidos en el parrafo anterior y haciendo las

sustituciones correspondientes:

CI+CI"I'| = 20!‘1

Haciendo &lgebra

C4C G = 20°C!

Factorizando:

C(14C" )= 2C°C!

Cancelando:

(1+C")=2C

Lo que nos interesa es conocer t por lo tanto despejamos:

1+C"=C
2

Sacando logaritmos en ambos lados:

log (1+C” )=t log C.
2

Aplicamos propiedad de logaritmos:

tog (1+C")-log 2=t log C

log (1+C" ) - log 2=t
log C
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Como podemos observar en nuestra expresién, el valor de t no depende ni de x hi
de y sino esta en funcion del valor de n.

Cuando se trabaje con mas de dos vidas el procedimiento es semejante.

Se van haciendo los reemplazos correspondientes por ejemplo si se tienen tres

vidas, se toman las dos menores y se encuentra la edad comun, posteriormente
se sigue el mismo procedimiento.

4.8.2 Ley del envejecimiento uniforme bajo la ley de Gompertz
Bajo la Ley de Gompertz se supuso:
C+CY = C+C2 =C?

Aplicando los supuestos definidos anteriormente y haciendo las sustituciones
comespondientes:

CX+CKH\ = Cx'i
Haciendo algebra:

Cx+cxcn = Cxct

Factorizando:
C(1+C" )= CC
Cancelando:

(1+C" )= C'

Por consiguiente, lo que nos interesa es conocer t, por lo tanto despejamos:
1+C"=C'
Sacando logaritmos en ambos lados:

log (1+C" )=tlog C

Aplicamos propiedad de logaritmos:

log(1+C") =tlog C
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log (1+C" ) =t
log C

Como podemos observar en nuestra expresién el valor de t no depende ni de (x)
ni de (y) sino esta en funcién del valor de n

Debe considerarse que en este caso, se puede reemplazar pares de vida conjunta

por vidas simples hasta obtener la edad original del grupo, reduciendo a la edad
de una vida simple.

4.9 Probabilidades del Grupo del Ultimo Superviviente

Hasta aqui hemos trabajado con grupo de vida conjunta. Ahora trabajaremos con

el grupo del Gltimo superviviente, el cual desaparece cuando ocurre la ultima
muerte.

Estard integrado por m vidas a edades X, Xg... %y

4.9.1 Probabilidades de vida del grupo del ultimo superviviente

Sera denotado por nPx,x,...X,, para un grupo de m vidas.

En todos los casos se considera que los eventos son mutuamente excluyentes.

+Que representara nPxy?

Es la probabilidad de que dadas 2 personas (x) vy (y) una de ellas por lo menos
viva n afos.

Tenemos, para responder esta pregunta que considerar lo siguiente:
e Que viva (x} y fallezca (y)

+ Que viva (y) y fallezca (x)

+ Que ambos sobrevivan

nPxy =nPx(1-nPy) + nPy(1-nPx) + (nPx}nPy)

nP-x—y =nPx + nPy - nPxy
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2 Que representara r;-ﬁx_yz?

¢ Que estén con vida los tres

» Que estén con vida dos y muerto uno

s Que estén con vida uno y muertos dos

anTz = nPx +nPy + nPz - (nPxy+nPxz+nPyz)+nPxyz
2Cual sera el complemento de nP;:?z?

=1 - [ nPx +nPy + nPz - (nPxy+nPxz+nPyz)+nPxyz]

Con los ejemplos vistos anteriormente para dos y tres vidas, ya estamos en
condiciones de dar una generalizacion:

nPx,x,...X,, para un grupo de m vidas.

nPX,X;...X,, S2nPX, -ZnPx X, +ZnPx X, *........ +PX, XX, X,

Observacion;
2nPx, denota la suma de todas las posibles combinaciones de vidas individuales.

2nPxx; denota la suma de todas ias posibles combinaciones de dos vidas.

etc.

4.9.2 Probabilidades de muerte bajo el tltimo superviviente

Como hemos podido damos cuenta, las probabilidades de muerte estan en
términos de las probabilidades de vida, por tal motivo, sera mas sencillo e}
desarrollo de esta seccion.

Tomemos primero dos vidas

nq-x§ = Representa la probabilidad de que ni (x) ni (y) sobrevivan n afios.




nq_;y = (1-nPx)(1-nPy) = 1 - [ nPx +nPy - nPxy]

Como se observa en la seccidén anterior, el término dentro del corchete es la
probabilidad obtenida anteriormente.

ngxy =1-[nPxy]
Sitorarames tres vidas veriamos que el resultado seria:
ngyz =1-[nPxyz]

Para m vidas el resuitado seria el siguiente:

nge,X,.. X, = 1 [nPXX;...X,, ]

4.9.3 Probabilidades diferidas bajo el ultimo superviviente

Tomemos ofra vez dos personas para después generalizar el resultado.

Un consejo para el desamollo de este tipo de probabilidades es, ver su
equivalencia primero en vida simple, en témminos de probabilidades de vida, Para
después dar el resultado esperado.

El resuftade que se quiere obtener es ¢l referente a:

niqxy

Primero demos su equivalencia en términos de probabilidades de vida:

n/gxy = Ix+niy+n - Ix+n+1.y+n+1
Ixy

Separando tenemos:

nigxy = b+ny+n - Ixtn+1y+n+1
Ixy Ixy

Poniéndolo en términos de probabilidades de vida:

nfqxy = nPxy - (n+1)Pxy
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Regresando a nuestra probabilidad pedida tenemos:

r/gxy = nPxy - (n+1)Pxy

Utilizando el resultado generat de probabilidades de vida seria:
nlt;:-c_y =n/gx + n/qy - nfgxy

Ahcra generalicemos para m vidas por ambas expresiones:

Por un lado tenemos:

R X,... X, S2nigx, -Znfgx X, +Znigx, X, *. ....... LT & 8 S

Y por el otro:

n/gx,X,...X, = nPX,X,..x, - (n+1) nPX,X,...%,,

Podra utilizarse indistintamente cualquiera.

4.10 Probabilidades de Grupo Generalizado

Hasta aqui podemos distinguir dos casos ya observados, el primero de ellos es el
llamado de vida conjunta, el segundo el del Gltimo superviviente.

Ahora estudiaremos el llamado del grupe generalizado.
Dentro de éste, como ya se menciono, existen dos casos:

E! primero de ellos se denota por:

—r_—
(x‘hxz’ '''' xm)

Tiene las siguientes caracteristicas
si r=1 nos da el grupo de! Gltimo superviviente

sir=2,3.....es un grupo generalizado




De hecho el del Gltimo superviviente vy de vida conjunta son casos especiales del
grupo generalizado.

De la misma manera, podemos también definir su probabilidad asociada:

nP (x,x,,.....—x,j

Lo cual indica que r de las m vidas originales estaran con vida dentro de n afios.

Ahora abordemos el segundo caso:

(xﬂxz» °°°°° xm}

Con su correspondiente probabilidad asociada:

La cual indica la probabilidad de que exactamente r vidas de las m sobrevivan al
fina! de n aflos.

4.10.1 Método Z para probabilidades de supervivencia de exactamente r
vidas.

Primero daremos la técnica de! método para exactamente r vidas, ya que el
resultado de este se utiliza para obtener el resultado del segundo.

Lo importante aqui es suponer en un principio que todos tiene la misma edad.

Tomemos:

i1

Como podemos observar, todos tienen la misma edad {x).
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Las siguientes observaciones son importantas:

Como todas tienen la misma edad y sobreviviran exactamente r la probabilidad
estara dada por:

[ (nPx)" . J

Si las anteriores viven entonces el complemento muere es decir (m-r) fallecen:

[(1-nPx)™ |

Pero como no sabemos a cual grupo de ellas seleccionar de la r de fas m vidas
tenemos:

[Ca |

Con estas tres suposiciones ya estamos en condiciones de calcular nuestra
probabilidad:

ir__
NP(X,X,.....X) = C," e (nPX)' s (1-nPX)™

En la expresion anterior lo importante sera resolver:
{(1-nPx)™
Esto lo podemos hacer por el Teorema del Binomio.

Resolvamos esto primero y después regresamos:

(1-0Px)™ = 1 - (m-nnPx + (m=n(m-t-1)}(nPxY - {m-r){m-r-1)m-r-2)(nPx)*+.......
2! 3!
Regresando tenemos:

i
nP(x,X,.....x) = C {(nPx) e {1 - (M-nPx + {m-r){(m-r-1}(nPx)* - (m-r)}{m-r-1)(m-r-
2! 3
2XnPx)*+....... ]



Distribuyendo:

[l
NP(X,X,....X) = C. o (nPx) o [1 - (m-r)nPx )+ C.fe (nPx)' s [ (m-r)(m-r-1)(nPx)*]-
2!
C. e (nPxY o {(m-r){m-r-1{m-r-2XnPx T+ ...covenvenen
3
Nuevamente:
i :
nP(X,X,....x) = C,f o (nPx) - C/[(m-r}nPx)™" 1+ C, [ {m-r}{m-r-1)(nPx)**1-
2!
C./ L {m-t){m-r-1)}{mer-2)(nPXY* ¥}
' 3!
Reexpresemos el valor de las combinaciones:
C.,= mt
r! (m-r)!
Sustituyamos en nuestra expresion:
I __
NP(X,X,....x) = m!l_. (nPx) - m! . [(m-n}{nPx)*' ]+_m! .[(m-r){m-r-
£t {m-r)}! rf (m-r)! rt (m-r)! 2!
NPx)*?]-  m! . [ (mer{m-r=1)Xm-r-2)(nPxY T+
rt (m-r)! 3!
Aqui o importante es madificar a partir del segundo miembro:
mi(m-r) = mi{m-r) = m = (D) m ={r+1) C,"™
f(m-rt ot (mer){m-r-1}! rifm-r-1)t  (r+1)}{m-r-1)!
Veamos el tercer miembro:
mim-r){m-r-1) = m{(m-r}m-r-1) = m! = (r+2)(r+1)m!
r! (m-r)! 2! i (mo{m-r-1)(m-r-2)! 20 i(me-2)t 20 (r2)(m-r-2)! 21
= (r+2)(r+1) .~
21
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Asi continuamos , reordenamos y regresamos:

rl_
AP(XX,...X) = (PX) C.' - (r+1) (Px)™" ' + (r+2)(r+1) (NPX)*2 C,F oo

Si ahora dejamos de suponer que todos tiene ia misma edad y volvemos a
realidad de que se tienen edades distintas.

Se tienen tantos grupos de vida como combinaciones de m vidas tomadas de ren
rder+i enr+tdert2 enr+2,

De esta manera se tiene varias sumas las cuales denotaremos como:
Z"cont=0,1.2,....

Z=(nPxyC,.

Z™ = (nPx)™' C,,™

znz = (npx)rfz Cmrtz

Regresando tenemos:

r__
nP(X,X,....X) = Z' - (r+1) Z*'+ (r+2)(r+ )2 ...

2!
Si factorizamos Z ¢
ir__
NP(X.X,...X) = Z' [1- (r+1) Z'+ ((+2)(r+ )27 -.....ccec.
2

Si podemos observar es el desarrolio de un binomio de Newton:

(1+Z) TV =1- (r+1) Z'+ (r+2)(r+1)22 -
2!
Regresando tenemos las siguientes dos expresiones:

frl__
OP(X,X,.....X) = Z' [(142) 1]
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f_
nP{x,x,...x}= L .
@+

Que son las expresiones para exactamente r vidas.

4.10.2 Método Z para probabilidades de supervivencia de al menos r vidas.

£l termino l6gico al menos significa que pueden sobrevivir exactamente r o r+1 o
r+2o0...

Por lo que nuestra expresién guedaria:

_r —ir__ [ )
P (X,Xa,..... %) = NP (XXp,.... X} + DP {XXg0ee0 X)) +eeee

Lo que es lo mismo:

NP (XX Xp)= L.+ 2™ 4 T 4
() T7 (1+2) #3 (1+2)©D

Si observamos bien esto es una progresién geométrica decreciente con un
numerg infinito de términos donde r+t > m

Por lo cual nos queda:

r._._.
nP {X%,.... X} =_Z .= Z .= Z .
£1+z) (r+1) {(1+2) r+1) (1+2) (1+1}
1- Z ., (1+2)- Z 1
{(1+2Z) (1+2) (1+2)
NP (X Xy X} = Z
(1+2)°
Desarrollando:

(142) "= 1- (N Z'+ (U4 DZF -
2!
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Regresando:

NP (XX X} = Z'[1- (1) Z2'+ (Tr+1)2% ... 1
il

P (X XpyX) = Z = (1) 2 (N2 e ]
2!

4.11 Probabilidades Contingentes

Habra que abordar en esta seccién las funciones contingentes, posteriormente se
hara el estudio sobre funciones contingentes compuestas, en ambas se pone de
manifiesto el orden en que morirdn los integrantes del grupo.

El primer caso (tas funciones contingentes) tienen como caracteristica principal
que se toma de base a uno de los individuos que componen el grupo.

El segundo caso (funciones contingentes compuestas) toma el orden de muerte
pero tomando como base mas de uno de los componentes del grupo.

Seré importante ver las probabilidades contingentes que involucra dos vidas , tres
vidas, cuatro vidas, etc.

4.11.1 Probabilildades contingentes que involucran dos vidas

Pasemos directamente al estudio ;Cual serd la probabilidad de que dadas dos
vidas (x) y (y) .(x} fallezca en el momento t estando (y) con vida?

Analicemos:

Yo sugiero la siguiente expresién:

Hx+t tPxtPy

iPorgque?

La probabilidad de que (x) llegue con vida al instante t y que muera en ese

instante esta dado por:
Hx+tPx
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Y la probabilidad de que (y) llegue al instante y+t ,no me importa lo que pase
después , lo Gnico que necesito garantizar es que llegue a ese instante.

Py

Observemaos un resultado obtenido:;

MG, X,.. Xy, = I a BXGHXGHE LK HHEPX X Xt

En nuestro caso tenemos dos vidas y si en este caso integramos de n a n+1
obtenemos:

t
n/Qxy = J . Hx+{tPxy)dt

Si cambiamos los limites de integracién obtenemos otras expresiones, veamos:
1
Qxy = I o Hx+(tPxy)dt
nQxy = j o Hx+(tPxy)dt
nim{xy = J ST UxH(tPxy)dt
t

nAgxy = J ™" pxe(tPxy)dt
Si ahora conservando los mismos supuestos sobre (x) estando (y) muerto
tenemos.

Tomemos la tercera integral:

2

nGxy = | pocsttPx)(14Py)dt
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Desarrollando y separando tenemos:

2
ngxy= | pxetPxi-APy)t

2
nQxy = o perttPxdt -] Py )t

La primera integral es un resuitado de vida simple:

2 '
nQxy = nqx -nCxy

Tomemos nuevamente nuestra integral y cambiemos nuestros limites de [0,x),
tenemos como resultado cuando (x) fallece habiendo fallecido previamente (y).

2
oy = J & pxstPX(1-Py)at

2
oy = o puertitpradt -f et Pyt

2 !
wQxy = wQx - woQxy

Revisemos el primer sumando:
o(x= j o Ux+H(tPx)dt
Reexpresemos el contenido de Iz integral:

wo(x= L,”( 1 (dix+t) (Ix+)dt
Ix+t dt x
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Saquemos fuera de la integral 1/Ix y lo consideramos al final.

Cancelamos lo que se deba:

o bt o
o= Axtt- (- bty | o
o= -Ixtw - {- Ix+0)

o= Ix

Regresamos con nuestro cociente obtenemos:

wox= Ix/Ix=1

Ahora regresamos a nuestra expresion y sustituyo.
2 !

ofxy = o(x - o{xy
2 f

oQxy = 1 - ogxy

Por complemento tendremos lo siguiente:

2 !
«xy = o{xy

Este resultado es valido cuando nuestro fimite superior es el infinito.
4.11.2 Probabilidades contingentes que involucran tres vidas

El primer caso es muy sencillo. Si tenemos tres vidas (x}{y) y (2) la probabilidad
de que !a primera de ellas fallezca en primer lugar una vez transcurridos n aios
esta dado por:

1
n{xyz = I o tPxyz phx+dt
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Cuando se supone que (x) fallece en segundo lugar, el cancepto se complica un
poco, aqui habré que utilizar el ultimo superviviente con exactamente una vida, ya
que solamente una debe haber fallecido, sabiendo que (x) fallece segundo.

(
2 E—
nQxyz = I o tPx tPyz [ix+tdt

Tomemos e! segundo factor y resolvamos.

Aquim=2y r=1
)i
tPyz = Z' (1-2Z) = Z - 22% = tPy + tPz - 2(tPyz)

Regresamos a nuestra integral y sustituimos:

. ~ .
nQxyz = | " tPx (tPy + tPz -2tPyz) px+tdt

Continuamos con nuestro desarrolto;

2 ——
nQxyz = " tPxy + tPxz -2tPxyz) px+tdt

Dividimos en tres integrales:

2
nQxyz = o tPxy puctat +f ¢ tPxzpietdt 2] tPxyz pxstat
2 t ! !

n{xyz = nQxy +nQxz-2 n.quz

El siguiente caso consiste en considerar nuevamente tres vidas, pero ahora se
supondra que (x) fallece una vez que (y) y {z) ya lo hicieron.

Integremos en el intervalo [0,x)

3 —_
wQxyz = J = tPx(1-tPy} (1-tPz) pixstdt

167



Desamollando tenemos:

3 _
wQuyz = [~ (tPx-tPxy) (1-4P2) pix+tdt

3 —
o(xyz = I o IPx-tPxz-{Pxy+tPxyz [ix+tdt

~ Divido en cuatro integrales:

3
co(xyz = I tPxpx-+dt d StPxzpix+dt -f o tPxypx+tdt +f tPxyz px+dt

oQxyz 2ofjx - oJxz <oxy +olxyz =

El primer sumando es igual a 1 por 1o tanto otra expresion SEera:

3 ! 1 t
ofxyz =1 - o(xz «oQxy +o(xyz =

Veamos ahora el caso en que se quiere obtener la probabilidad de que (x) fallezca
antes del ultimo superviviente de (y) y (2).

1

wo(xyz = I o tPxxHt tPyz dt

1 _
woxyz = | ftPxpix+t (tPy+Pz-tPyz) dt

Distribuimos y dividimos en tres integrales:

1 —
weyz = | APxyjocet dts [ tPxapixt dt- § o tPxyzpxet dt
1 ! H 4

wolgxiyz = oy + wfjxz - oGxyz
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Veamos lo que sucede con el resultado anterior y este;

3 [} 1 ' 1 r !

OQxyz =1 - oQxz -oxy +ooQxyz = 1 - (o;sqxz *;oqxv +¥qu2)

1 ! ! 1

oQyz = oy + iz - xyz
Si observamos nuestro resultado nos quedaria:

3 ! 1 ' 1 _
OQxyz =1 - (oQxz + oQxy +oQxyz) = 1 - oQx:yz
El siguiente resultado:

1
[a] ! !

O(xy:z = wo(xyz + o(xyz
Representa 1a probabilidad conjunta de (x) y (y) de fallecer antes que la tercera (z)

Otro resultado importante lo representarfa:
12 T 2
oO0x : yz = w(xyz +co(xyz

Que representa la probabilidad de que dadas tres vidas (x) (y) y (z) la persona de
edad (x), fallece en primero 6 segundo lugar

1:2 t I ! 1

OQx : yz = o(xyz + o(xy + oxz-20gxyz

A partir del segundo sumando es el segundo resultado obtenido en esta seccion.

12 ! ! !
0Qqx : yz2 = wo(xy + wol]xz-2:00xyz

Pasando a otra expresion tenemos:
2

nGxy : z = | JU-P2)tPxy pxstyetidt
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Solo se considera cuando hay una vida que tenga sentido:

2
ndxy:z = I o (1-PZ)1Pxy Lx+y+t)dt
2
nQxy 1z = (14P2)IPxpix+t + tPypiy+t - tPxy pixsty+t)dt
2
nQxy:z = I o' tPXpXH + Pyly+ - tPxy px+ty+t - tPxz+tpix+t dt

~ tPyzy+t+ tPxyzpx+ty+t
2 1
1 ] )

an 1z =n(x +nQy - nQxy - r;q><z -lnqyz+ nQxy:z

2 1

—_ ! ! n
nxy : z = nQx + nqy - nqxy - (nC{xz +nQyz- nQxy:z
Representa la probabilidad de que el Gltimo superviviente de (x) y {y) fallezca
dentro de n afos habiendo muerto (z).
4.11.3 Probabilidades contingentes que Involucran cuatro vidas
Observemos la siguiente expresién:

(2]
2 I

wo{jxyzw = I o tPyzw tPxpix+tdt

Representa la probabilidad que (x) faliezca en segundo lugar del grupo.

Resolviendo por el tltimo superviviente:

2
tPyzw = Z¥( 1-32) = Z - 32° = tPyz + tPyw + tPzw - 3 tPyzw
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Sustituyendo:;

2
coleyzw = [ 7 (tPyz + tPyw + tPzw - 3 tPyzw) tPxpix-+dt

Distribuyendo:

2
coryzw = | = tPxyzjiertdt +,= tPxywinestdt +f tPxzwpix+tdt - 3] ;= tPxyzwpixHt

Reexpresando:
2 1

wo(xyzw = o(xyz + o(xyw + oCpazw - 3c(xyzw

Ahora observemos el siguiente resultado
"
3 P ]
wo(xyzw = I o tPyzw tPxux+dt
Representa la probabilidad que (x) fallezca en tercer lugar del grupo.

Resalviendo por el Gitimo superviviente:

9]
tPyzw = Z}( 1-2Z+32%) = Z - 222+32°= tPy + tPz + tPw - 2 tPyz - 2tPyw -
2tPzw + 3Pyzw

Sustituyendo:

3
woQyzw = | = (tPy + tPZ + Pw - 2 tPyz - 2(Pyw -2tPzw + 3Pyzw) tPxjx+dt

Distribuyendo:

2
olxyzw = | o tPxyLix+tdt +L“‘ tPxzpix+dt +f°°° tPxwLx-+Hdt - 2f o tPxyzplx+tdt

- 2f ~ tPxywptxtdt - 2f = tPxawpixatdt + 3f o tPxyzwixtdt




Reexpresando:

3 ! ! ! ! ! ! !
olxyzw = co(xy + wolxz + o(xw - 20qxyz - 20Qxyw - 2o(xzw + 3olxyzw

Otro resultado importante es:

123 ! 2 3
oG yzW = olfxyzw + wlxyzw + oGxyzw

Continuando con esta equivalencia, observemos que los resultados de la derecha
ya los obtuvimos, sustituyamos su equivalencia.

123 t ! ! ! !
©Qx yzW = colxyzw + oQxyz + cofxzw + colxyw - 3oxyzw

1 1 1 ' 1 1 1

+ o(xy + o(xz + < {xw - 20QxyzZ - 200xyw - 200xzw + 30QxyzWw
Simplificando:
1:23 ! ! - ! 1 ! ! !

ofx yzw = o(xy + o(xz + ofxw - o(xyz - oxyw - oxzw + ofxyzw

4.12 Evaluacién de Probabilidades Contingentes

Lo mas recomendable para evaluar probabilidades contingentes es hacerlo por
medio de la Ley de mortalidad de Gompertz y Makeham . Nosotros procederemos
& hacerlo primero por Gompertz y posteriormante por Makeham.

4.12.4 Probabilidades contingentes bajo la Ley de Gompertz

Sabemos que bajo Gompertz la fuerza de mortalidad esta dado por

jx = BC*
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Siguiendo e} mismo principio que se utilizé en la seccidn anterior procederemos a
hacer el calculo de ta expresion general para m vidas.

r

NOx,Xz... X = -[o" tPX, Xz X, Px,+ dt

Ahora sustituyamos el valor de nuestra fuerza de mortalidad:

NQXXg.. Xy = I o tPXX,... X, BC dt

QX Xgee Xy = I o tPX,Xs... %, BCH'C™ dt

Saquemos de la integral C* esto lo podemos hacer ya que no depende delat.

nNgxXz... X, = cf o tPXX,...%, BC' dt

Ahora multipliguemos por un uno disfrazado, numerador y denominador, el
denominador lo sacamos directamente de la integral.

Ct+Ce+ ... +C™

Regresamos:

QXX X = c J 2 tPX X % BCH (CX' + CR + ..., + C™ )t
C'+C%+ ... +C™

Distribuimos:
1

NgXX;.. Xe = cv J o tPX,Xz.. %, (BCICH + BC'C? + .. + BC' O )t
C+C%+ . . +C™

NGXyXy.. X, =___C*! I o tPXXg.. % (BCH* + BC2 + .+ BC' C™ )t
C'+C2%+ .. . +C™

.

ngx,Xg... X, = c I o P X (X Pt HXH + L Xt )
C'+C2%+ .+ C"
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Y ya demostramos que la suma de las mortalidades es igual a la mortalidad de la
suma:

Ngx,X... X, = c I 0" IPXXp. X (LUX,HE X+ 2 L x4+ )dt
CH+C%+ .. +C™

E) miembro de la derecha ya lo conocemos:

t

ngx,x;...X,, = cr nQx,X;...X,,
C'+C%+ .. +C™

Pero bajo Gompertz tenemos una equivalencia respecto a m vidas.

nQ x.x,..x,=  C* ngqw
cur

Donde w es la edad equivalente.

Debemos observar que el grupe de vida pueden ser evaluadas mediante la vida
simple (w) y las funciones de vida conjunta pueden ser evaluadas directamente de
las tablas de vida simple, para esto es necesario determinar primero la edad
equivalente a la edad simple desde la relacién observada en Ley de Gompertz.

nQ X,X;...X,=_LL,, nQw
H

Si tomaramos nuevamente nuestra expresion inicial pero ahora integremos de 0 a
o« obtendremos:

QX Xy Xy, = cH _[ o tPX %o Xy (X, #E X+t L X+t )t
C'+C2%+ ..+C™

Si obsevamos el segundo factor es igual a uno, lo demostramos para vida simple,
por lo tanto serd multiplicar m veces e! uno.

114




Dado lo anterior obtenemos:

o X Xy.. X, = c” :
C'+C%+ . .. .+C™

Si regresamos a nuestra expresion  anterior y sustituimos nuestra nueva
equivalencia obtenemos:

] t

NOXX;...X,, SR X0 Xy, MK XX,

4.12.2 Evaluacién de probabilidades contingentes bajo la ley de Makeham

Sabemos que bajo Gompertz la fuerza de mortalidad esta dado por:
Hx =A+ BC*

Siguiendo el mismo principio que se utilizo bajo Gompertz procederemos a hacer
el calculo de la expresidn general para m vidas.

ngx,X,...x, = I o tPXG... X, X, +t dt

Ahora sustituyamos el valor de nuestra fuerza de mortalidad
t
QX %o Xy = I o tPX6... %, (A+BC* Jdt

XX X, = § 4" 1P, %0 X, (A+BCHCH Yt

Dividamos en dos integrales y saquemos de la integra! A y C” esto lo podemos
hacer ya que no depende de la t.

1

QXX % = Al " tPXpG. X, dt +C7'f o7 tPxox,.. X, BC! dt
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Ahora _multlpliquemos por un uno disfrazado numerador y denominador, el
genomlnador lo sacamos directamente de la integral. También cbservemos que [a
integral que multiplica a la A es una esperanza de vida completa temporal.

C'+C%+ ... +C™

Regresamos
' .
NGt X = ACX . XiN] +__ O J & Pyt e BCH(CX + € 4 L+ C )t
CH+C2+ . +C™
Distribuimos:
1 .
NQXXa.. Xy = ACK X, Xy + T ! o PPX%,.. X, (BC'CH + BCIC + ... + BC ™ )dt
C+C24+  +Cm
! L]
L%, X, = A XN+ Y jo“ tPxXg.. X (BCH* + BC2 + . + BC' T )t

Cr+Ce+ . +C™

Para obtener nuestra fuerza de mortalidad para Makeham necesitamos sumar una

A, a cada uno de los sumandos vy al mismo tiempo restarlos para que no afecte
nuestro resultado.

] 9

XXy Xy = ABK; Xy X iRIH_C I PR Xy, X (A+BCH¥AS BC24 __+A+ BC! C™ ) - mA)dt

Ca +C™
Distribuimos y simplificamos:

NOXXge X = ACK Xz Xunit €Y lo" 1Px X Xy HE F Xt + L F Kt ) -mAYdL

c'+ ...+ C™

Distribuimos el dltimo sumando:
' o

NGX Xy X = ACX G XN+ €Y l P K., Xl X L H X H + L FUX

Cl % ..+ O
- mAL," tPx,Xg... X, dt
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Reexpresamos nuestro resultado:

] o

MR Xg X = ACK Xy XN F O !u" tPx X Kl X+ HRDGH + L LK, HE

C''s+ ..+C™

-mA x50}

1 © °

NQX,Xz... Xy = AKX Xp... XN+ ct { NQX,Xz... X = MA €XX... X0 )
C+C2+ . +C™

A estas alturas ya sabemos la equivalencia bajo Makeham, simplemente
apliquemos:

! ° o
NG Xp-- X, = AGWW...WIN|+ c ( nQww..w- mA €ww..w:n| }
mC”

Al igual que en vida simple hacemos un cambio de variable -log S =A

Sustituyamos:
1

NGXXy.. X, = -logS@ww...win|+ C _( nQww..w + mlogS €ww..wn| )
mC”

introducimos 1/m dentro del paréntesis.

] L] &

NQX,X,.. X, = -logSeww..w:n+__ C* (1 nQww..w+ logS eww..w:n} )

C'"' ' m
Cambiamos el orden:
! [ o
ngx,X,..X, =___C* (1 nGww..w + logS eww..w:n|) JogSeww...w:n|
C* m
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Ahora cambiamos la n por « y obtenemos (el resultado de la esperanza de vida
se definid en un principio).

o Xy Xy T € (1 oww..w+ logS eww..w ) HogSeww...w
C" m

Si observamos el primer factor dentro del paréntesis es igual a uno, lo
demostramos para vida simple, por lo tanto serd multiplicar m veces el uno.

] [ o

QXX Xy = C7 (1+10gS @ww..w ) HogSeww..w

C m

Obteniendo otra equivalencia.

4.13 Probabilidades contingentes compuestas

Aqui debe escribirse el orden en que ocurren las muertes.

Veamos que representa:
2

oGz = [ (14Px)tPyz py+dt
b
Distribuimos:

2 —
oxyz = I o tPyz Py+tdt - j o tPxyz [Ly+tdt
1

2 1 1
woQxyz = o(yz - «{xyz
1
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Es importante hacer notar que los nimeros de arriba indican el orden en que

ocurren otras muertes y los de abajo los que ya fallecieron.
2

o Qryzw = [ (1-tPw)tPxyz pxstct
1

Distribuimos:

2
oQuyzw = [ ;= tPxyz pxstat- [ tPxyzw Lt
1
2 1 b

=OyzW = oQxyz - colxyzw

Veamos otro resultado:
3

ooQyzw = J 4 (1-4Pz)(1-1Py)tPxw pix+dt
2%

3 —
colyzw = {5 ( tPxw [ix+t - tPxzw px+dt)(1-tPy)dt
21

Distribuimos
3 —
wolxyzw = .{ o ( tPxw Lx+H - tPxzw Lx+ - tPxyw pix+t +Pxyzw pix+)dt
21

Dividimos

3
woGxyzw = [ tPxw paxcrt dt- o= tPxzw et dit -fo= tPxyw pucet dt +f o= tPxyzw pcetet
21

1 1 1

3 1
ooqumzw =co(xw - coffxzw - o{xyw + o(xyzw
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CAPITULO V




CAPITULOV

ANUALIDADES

5.1 Introduccién

Como se hizo en el Capitule IV, generalizando los resultados obtenidos en la
seccién de supervivencia y mortalidad y llevarlos a m vidas, de la misma forma la
unidad il correspondiente al curso anterior se puede generalizar a m vidas. Cuyo
objetivo fundamental es calcular el valor presente de cantidades futuras cuyo
pago es contingente a la supervivencia de dos o mas vidas.

La técnica para evaluar las anualidades de grupo, se hace de manera similar a
como se hizo en vida simple.

El calculo de anualidades es importante ya que, una vez que se ha calculado la

prima neta Unica se puede obtener relaciones de estas con seguros, primas y
reservas.

5.2 Seguro Dotal puro

Sabemos gue 1X,X,.....X, personas con edades X.,Xa....Xm contribuyen con una
cantidad igual para integrar un fondo que provea de una unidad monetaria a cada
uno de los que sobrevivan a n afios.

La forma como denotaremos el seguro dotal puro serd nEX,;Xp..X, cOmo la
contribucién de cada una de las 1xX;..X,, personas .

Comencemos para dos vidas (x) y (y)

tExy = V'{Pxy = V' Ix+ty+t
xy

Multiplicamos numerador y denominador por VR,

Exy = V! Ix+ty+t (V12)

by (V)
tExy = V72" byt
vz iy
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tExy =Dx+t:y+t
Dxy

La P.N.U. para dos vidas estara dado por:

Axy :n|

La P.N.U. para m vidas estara dado por:
EEX Xy, Xy = VIPX X X, = V! IXHEXHE. X 4
X X
Muttiplicamos numerador y denominador por V'™ *-/m

tEX Xy X = VI Xt bt (V02 sm i)
IX|X2..Xm (Vx1+)r.2+..+xmlrn)

tEX X0 Xy = V252NN [y i, b2, 0+
v x1T4x24, 4xmin ‘)(1)-(2..Xm

tEX X5 K = DX HX L X
Dx, X, X

La prima neta Unica para m vidas esta dado por:

1
AX XX N

El uno en la parte superior de la n representa que el pago unitario se llevara a
cabo solo si transcurren n afios.

5.3 Anualidades pagaderas una vez por periodo

Representa una serie de pagos de $1.0 efectuados al finalizar cada afio y siguen
mientras (X, ),(X),-..{X) sobrevivan.
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5.3.1 Anualidad vitalicia.

Analicemos para dos vidas {x).(y}

axy =¥.,” texy =%, = V‘thY =X D)ﬁ'l:!ﬂ
Dxy

Definamos un conmutado:

Nxy =¥ ° Dx+t:y+t
Nx+1:y+1 =3 _ ° Dx+tiy+t

Regresando:

axy =Nx+1:y+1
Dxy

Resolvamos esta anualidad para m vidas

LS

AX X Xy =Ly EX X Xy T oy VPR X, X, = L™ DXy g+ H
Dx,x,..X,

Definamos un conmutado:

NX X X = T 1" DX X 4L 0 H
NX AT 4 2 T Dt M.+t

Regresando:

ax,x,.x, = Nx,+1 g S

Dx,x,..x_,
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5.3.2 Anualidad vitalicia anticipada

Analicemos para dos vidas (x),(y)

axy =L~ tExy =X " V'iPxy =T " Dx+hy+t

Dxy
Regresando:

Axy =Nxy
Dxy

Resolvamos esta anualidad para m vidas

AX Xy Xy =5 10” tEX X0 X, =T 1™ VPR X, Xy = X DX HIGHE X #

DXyX;. X,
Utilizamos el conmutado
Tenemos:
AXXpe Xy = NXy X500 X

Dxtxz Xm

5.3.3 Anualidad temporal a n afios

Son los pagos de $1.0 contingentes a la sobrevivencia de (X)) (%).. (X )a! final de
cada afio mientras cada una de las vidas sobreviva durante n afios.

axyn =L .,"tExy =X .," VitPxy =X .," Dxttiy+t
Dxy

Sustituyendo nuestro conmutado.

axy:n} =Nx+1:y+1 - Nx+n+1:y+n+1
Dxy

Resolvamos esta anualidad para m vidas

AKX X =T " EX K X ZE g VPR X Xy = L ” DXy X e !
DX Xp- X
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Sustituyendo:

axX,. X, 10| = Nx, #1641 5.+ - NX Pt i nd 1 x +ntd
Dx,X,..X,,

5.3.4 Anualidad anticipada temporal a n aiios

Analizando para dos vidas (x),(y)

axy:n| =X " EXY =X " VIIPRy = X" Dxttiy+t
Dxy

Expresando en conmutados tenemos:

o

axy:n| =Nxy-Nx+n:y+h
Dxy

Resolvamos esta anualidad para m vidas:

v

AX Xz Ky SN=E g™ EEX X Xy SE 1™ VUPX X Xy, = Z g™ DX X #E 1x
DxyXy. Xy

En términos de conmutados:

0

AX Xz Xy 0] = NXOGLX = NX X +nt.. 0, +n
DX XX,

5.3.5 Anualidad diferida n afos

Es aquella en la cual el intervalo de pagos contingentes a la sobrevivencia de
(X,)(%2)....{X,,) ha de empezar a comer después de transcurridos n afios {n+1)

Primero estudiemos para dos vidas:
NfAxXY =% oot tEXY =T pner™ VUPXY = T e Dty +
Dxy
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Utilizamos el conmutado:

nfaxy =Nx+n+1:y+n+1
Dxy

Resolvamos esta anualidad para m vidas:

nl&x,x,.x, =X et XX Xy =X ey VHPX X0 X, = et DX HUXHE X HE
D%, X

titilizamos el nuevo conmutado:

nfax.x,.x, =Nx#+n+ix netsx snt
Dx,x,.x,

5.3.6 Anualidad anticipada diferida n afios

Analicemos para dos vidas (x).{y).

[

nfaxy =, tExy =L, VitPxy = T~ Dx+ty+
Dxy

Wilizamos el conmutado.

- Sustituyendo:

o0

n/axy =Nx+n:y+n
Dxy

Resolvamos esta anualidad para m vidas:

o

nax,x;. Xy, =% 0" tEX X X, =X 1™ VPR XX, = Tiy” DX HEXHE X 4
DxXp. X

Utilizamos el conmutado. -
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Regresando:

nfax,x,.x, = Nx X+ n.x,+n
Dxx,..x,,

5.3.7 Anualidades diferidas a n afos y temporalam

Es una serie de pagos anuales a (x,).(X,)..(X,} que empiezan a pagarse a la edad
(x,#+1#1), (x4n+1). (X +n+1)

N/MAXY =L oo™ ™ EXY =T pa™™ VUPXY = T e, ™™ Dxttiy+t
Dxy

Sustituyendo:

nlmaxy =Nx+n+1:y+n+1 - Nxtn+m+4:y+neém+i
Dxy

Resolvamos para m vidas:

NIMaAK Xy X, ST ey EX Xpe Xy =Tt VIPX Xp. Xy = Dpener™ 1 DX X
DxyX. X,

Regresando:

n/ max, X, X, =Nx,+nt1:x,+n+1 L Xttt - Nx,+n+m+1 X Antm L Hndmd
DX, X,.. %,

5.3.8 Anualidad anticipada diferida n afios y temporal a m afos

Analicemos para dos vidas (x).{y).

nfmaxy =% "™ tExy =% .™™ VitPxy = I ."™' Dx+ty+t
Dxy
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Regresando:

n/maxy =Nx+n:y+n - Nx+n+m:y+n+m
Dxy

Resolvamos para m vidas:

VAKX X =T ™™ HEX X Xy =5, ™™ VP X, X, = T ™" DXy XX 4
D, x,.. X,

Regresando:

nfmax,x,.x,, = NX 4Rz X+ < Nk ndmixHntms..x, +ntm
Dx,X,..X,,

5.4 Anualidades Pagaderas m veces al afio

Como sabemos en la vida real las anualidades de vida son pagaderas en forma
mensual, trimestral, cuatrimestral, etc.

Lo que cambiara serd que ahora, nuestros resultados corresponden a mas de dos
vidas y hasta m.

La notacién como sabemos es agregar el simbolo (m) que indica que la renta es
pagadera m veces por periodo.

Lo importante es calcular la P.N.U de anualidades de este tipo.

5.4.1 Anualidad vitalicia pagadera m veces al aiio

a™x,x...x., Representara el valor presente de una anualidad pagadera m veces al
afio, los pagos son de 1/m cada m-esimo de afio

Para dos vidas (x) y (y) tenemos:

A"y =tim X o UmExy =timY, . “Dx+/m:y+Um
Dxy
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Recordemos la setie de Woolhouse:

UMY g Fyn = - M1 4+ Pt Fp-mid £+
2m  12m*  720m*

Utilizando la serie tenemos:

almxy =]_(Z‘,,°°Dx+t:y+t -m-1Dxy + M1 D'y -m* -1 D 'xy +ol)
Dxy 2m 12m: 720m*

Tomemos hasta el tercer sumando:

Ay =1 Y, “Dx+t:y+t - m-1Dxy + m*1 D'xy
Dxy 2m 12me

Observemos que nuestra serie original comienza desde 0 y la que estamos
resolviendo empieza en 1.

Veamos que sucede con el segundo miembro:

-m-1+1=(-m-1+2m)=m -1 se hace positivo
2m 2m 2m

Por lo que:

al™xy = 1 (2. "Dx+ty+t + m-1Dxy + m*-1 D'xy)
Dxy 2m 12me

Para cuestiones de aproximaciones serd suficiente considerar hasta el segundo
miembro:

a™xy =1 (2., "Dx+t:y+t + m-1Dxy )
Dxy 2m

Sabemos que la sumatoria es una anualidad vitalicia:

a'™xy =axy + m-1Dxy
2mDxy

axy saxy + m-4
2m
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El resultado para m vidas sera:

A™x1X2..Xm SAX1X2..Xm + m-1
2m

5.4.2 Anualidad anticipada vitalicia pagadera m veces al afio

Los resuttados son faciles de obtener, basta con sumar 1/m y nos quedan fas
siguientes expresiones:

Para dos vidas:

a™xy =axy +m-1+1 =axy+m-1+2
2m m 2m

@™xy = axy + m+1
2m

Tenemos una relacion entre anuatidad vencida y una anticipada:

axy =1 +axy

De aqui:

o

dxy = axy -1

Regresamos:

Ay = axy + m+1_-1
2m

a™xy = 8xy +m+1-2m
2m

a™xy = axy + (-m +1)
2m
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-

a‘™ixy = axy -m -1
2m

Utilizando las equivalencias anteriores podemos determinar el resultado para m
vidas:

A 12, . Xm =AX1X2..Xm + m+1
2m

Otra equivalencia seria:

. -

A™x1x2..Xm =AX1X2.-Xm = m-1
2m

5.4.3 Anualidad diferida pagadera m veces al afio

nfa™x,x,.x, Para dar la expresion rapidamente simplemente generalicemos
nuestro resultado de vida simple:

n/a™xy snExya™x+n:y+n = nExy(@x+n:y+n + m-1} = n/@xy + m-1nExy
2m 2m

El resultado para m vidas:

nfa™x1xz..xm ZNEX,X,. X, @K H+NXZHN, Xm0

Otra equivalencia seria:

nfa™xixz. . xm =n/@x1+n:xztn. xm+n + m-1 nEX,x,.x,,
2m

131




o bien:

/2 x1x2..Xm =NEX X X (@X1+HNIX24N.XmtN + M-1)
2m

5.4.4 Anualidad anticipada diferida pagadera m veces al afio

nfax,x,..x,,

Para dar la expresion generalicemos nuestro resultado de vida simple:

- - -

nfa®xy =nExya™x+n:y+n = nExy(@x+n:y+n - m-1) = n/@xy - m-1nExy
2m 2m

El resultado para m vidas:

A X132, xm =NEX, X, %, @A™ X1 HxH. Xm b

Otra equivalencia seria:

n/a™xixz2. xm =n/Ax1x2..Xm - m-1_NEXX,..X,,
2m

o bien:

oo 3

/@™ x1xz.Xm SNEX X X (AX 140X X+ - M-1)
2m
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5.4.5 Anualidad temporal a n afios pagadera m veces al afio

De Calculo Actuarial | podemos dar el siguiente resultado, primero para dos vidas
y posteriormente para m vidas.

a™x,x,..x, :n].

Para dar la expresion generalicemos nuestro resultado de vida simple:

Ia‘""xy:n| =a"xy - n/a™xy

Sustituyendo nuestras equivalencias de cada miembro:

a™xy:n| =(@xy + m-1 ) (vaxy + m-1 nExy)
2m 2m
Reordenando obtenemos:

a™xy:n| =axy:n| + m-1 (1- nExy)
2m

Podemos pasar al resultado para m vidas:

A% 1x2..Xm N|=A™X1x2..Xm - AKX Xm

Otra igualdad:

@"™x1x2..Xm :N{=AXIX2 Xm:n| + m-1 {1 - nEx,x,..x,, }
2m

5.4.6 Anualidad anticipada temporal a n afios pagadera m veces al aiio

a™x,x,x,, :n|

Primero resolvamos para dos vidas:

;tm»xy ;a‘""xy .
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Sustituimos:

a™y =(axy - m-1) - (Vaxy - m-1nExy)
2m 2m

Simplificamos:

a™xy =axy:n| - m-1 (1 - nExy)

Zm

El resuitado para m vidas:

Ax1xz. Xro:nt| FAM™XIX2.Xm = NFA™X1X2..Xem

Otra equivalencia seria:

o -

A™x1x2..Xm :nj=Ax1X2.Xm:n| - M=1_(1 -NEX,X;..X,)
2m

5.5 Anualidades Continuas

Son un caso particular de las anualidades pagaderas m veces al afo donde m

tiende al infinito.
5.5.1 Anualidad vitalicla continua
Primero veamos para dos vidas (x) (¥).

Aplicamos limite sobre m

axy =lim a™xy =axy + 1

M- 2

axy =axy +1
2
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Resultado para m vidas:

axixz. xm =lim @™x1xz, xm =@x1x2..3m + 1

Moo 2

axixz. Xm =AX1X2,.Xm + 1
2

5.5.2 Anualidad Continua diferida n afios

Para dos vidas:

nlaxy =lim(n/a™xy )= nExy(@x+n:y+n + 1) = p/axy + 1nExy
Mo 2 2

nlaxy = nExy(@x+n:y+n + 1) = n/Axy + 1nExy
2 2

El resultado para m vidas:

nfaxixz..xm =n/@xi+nxz4N. Xmtn + 1 NExX,X,..X,,
2

otro:

nfanxz. xm =nEX X, X, (@xrHn:xzHn.Xmén + 1)
2

5.5.3 Anualidad continua temporal a n afios

Para dos vidas y posteriormente para m vidas.

axy:n| =lima@™xy:n| =8xy:n| + 1 (1- nExy)

[ 2

axy:n| =axy:n| + 1 (1- nxy)
2
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Podemos pasar al resultado para m vidas:

axne..xm n=ima™xixz..xm :n=axne.xm:n| + 1_(1 - NEX,Xg . X )

Moso 2

ax1xz.xm n=aAX2.Xm:n) + 1 (1 - nEx,x..x,, )
2

5.5.4 Otra expresion para anualidades continuas

Pasemos a generalizar algunos resultados de vida simple para dar otra expresién
para anualidades continuas.

Sabemos para dos vidas que:
axy = lim 1/m ¥ ., tmEx
m—x

De lo cual resulta:

—axy =_f o tExydt = f o Dxyttdt = j V! tPxy dt
Dxy

Definimos

Exy = I o DxHt:y+t dt

Nxy = | “Dx+try+t dt

Dadas las dos expresiones anteriores podremos dar otra expresion para una
anualidad continua:

axy = Nxy
Dxy
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Otras expresiones para Nx;r ¥ Dx_y seran:

Dxy = Dxy + % =1/2 (Dxy + Dx+1:y+1)

ﬁxy =% ( Nxy + Nx+1:y+1)= Nx+1:y+1 + % Dxy

Gengralicemos este tipo de anualidad continua a m vidas
XXy Xy = M 1im T L "WmMEX, X, X,
M=z

De lo cual resulta:

ax,X,.. X, =I o XX, dt = .[ o Dxj+tix+t.x +dt = I o VPR X,. %, dt

Dx%,:.. X
Definamos:

Bx,x,..xm = I o DX Hix +:L i o+t dit

ix,x,..x,,, = ,f o DX Hox L x H dt

Demos otra expresién para la anualidad continua;

ax,x,.x, = NX X530 X
Dx,x,..x,,

Tenemos otras expresiones para Nx,X,. X, ¥ DX,X,. X,

Elx,x,..x,,, = DX X5 X, *+ Y2 =1/2 (DX, X5e.. X, + D1 410000+ 1)
ilx‘xz..xm =Va (| NX,X,..X,, + Nog #1410 +1)

ilx.,x,..x,,. = Nx, oo+ ox 1+ Y DX, X,
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Para concluir demos otras expresiones para las anualidades continuas
temporales y diferidas.

Otra expresién para la anualidad continua temporal a n afios.

—axy:nl =I o" V' tPxy dt

Otra expresién:

axy:n| = Ny- N;-l-n:!-l-n
Dxy

Ahora generalicemos este tipo de anualidad continua am vidas

axX X, X,, 0| = I o VHPXX,..x,, dt

Expresion en términos de conmutados para la anualidad continua

XXy X 1N|= NX, XX, Nx,+nix,#n:..:x +n
Dx,x,..x,,

Otra expresi6n para la anualidad continua diferida n afios,

nléxy =I -V Pxy dt

Otra expresién:

nli—lxy = ﬁx+n:!+n
Dxy

Generalicemos este tipo de anualidad continua a m vidas:

nfaxx,.x, =] =V tPxx,x, dt
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Expresién en términos de conmutados para la anualidad continua:

nf aAX X X, ENX X 400X HD
Dx,%,-.X,,

Expresidn para la anualidad continua diferida n afios y temporal a m.

nimaxy =f v tPxy dt

En términos de conmutados para una anualidad continua:

n/ maxy = Nx+n:y+n- Nx+n+tm:y+n+m
Dxy

Generalicemos este tipo de anualidad continua a m vidas:

nimaxx,.x, =]Vt tPxx,..x, dt

Expresion en términos de conmutados para la anualidad continua:

nlmax,xg..x,,, =NX, 1+ X4 - NXFndmexHndme.. x Fntm
DX, X;..X,,,

5.6 Anualidades variables

En este tipo de anualidades el monte del pago varia de tiempo en tiempo.
Resuitan de la combinacion de anualidades.

5.6.1 Anualidad vitalicia creciente

(la)x,x,....x,, denctara e! valor presente a edades X;X...X, QU proporcionan
pagos de $1.0 a edad x,+1:x+1:..x,+1,de $2.0 a edad x,+2:x,+2:..:x,+2 etc.
Incrementandoce en $1.0 para cada afo que cada una de las X, x,..X,
sobravivan,
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(AN XXy =2, ™ VAX K Koy 20 o NxHH X+
DX, Xz X,

Desarrollemos la sumatoria de la segunda igualdad:

ZW“' Nx, HA 16 HE T ] = Nx #1441 + NX #2420 X 42 +
Dx,x;.. X, DX Xz. Xy DX, X5 X

(1), X, X, ZAX X0 Xy, + 28K, X5 X,,, +3AX, X, X ..

Obtengamos otra equivalencia en términos de conmutados:
Definamos un conmutado:

SX Xy X SE 1" NXGHIGH M = NXGXG2 X, + N+ + e

SH GG HISTE o TN HEL G M E NXGHLGH LT+ NXGR2IXG 42X 42 + e

Por lo anterior podemos dar otra expresion:

(1, x,....x,, = Sx,+1 e P P Wy
Dx.X,..X,,

5.6.2 Anualidad creclente temporal a n afios
Es aquella en donde los pagos crecientes cesan en el n -esimo pago de $n.0

U)X X T2 ™ AKX Ky =2 g™ NX T Xt 10X M - NX, 40+
DxX,..%n,

(R)X Xyt X SN|= 2, g™ N 1t o ] - NX N N+ X b ]
Dx, %5 . X

Desarrollemos la sumatoria de la primera igualdad:

{0 /n08X,%,.. %, 1+(1 In-18% X Xy (2 In-28%,X,.. X, .. H{0-1 InA{n-1)8X,%,..X,,)

(0 /@, %, X, (T fN- 18K, X0 X, FH(2 028X, Xy Y. #(0-1 18X, %K. X)

140




Para desarrolflar cada una tomemos de base un resultado de vida simiple;

N/max,%,..X, = Nx+n+1 - Nx+n+m+1
Dx

Para el primer sumando:

0 MnaX,Xp. Xn = NXH0+ 1,40+ 10. % H0+ 1= Nt #0+n+1:x,+0+n+1:_ % +0+n+1
DX, X,..X,

0 nAX, XX, = NX,+1:,41:..0x, 1= NX+041:x,+0+15,.0x +n+1
Dx,x,..x,

Para el segundo sumandao:

1/018%,%0. 0 = N1+ 10 H I+ 100+ 141 N HT+H(n- 1141 ot (-1 110 14 {n-1)+1
Dxyx,. %,

1 /018X X, X, = NX+20X,#2:..0X,+2- NX, +1+ x40+ X +n+
Dx,x,..x,,

Para el tercer sumando:

2028, X,. X, = Nx +2+ 104241000 4241 N, +24(n-2)+ 1+ 24(n-2)4 100X, #24(n-2)+1
Dy %,

2 /n-28%,X;.- X, = NX,#3:,#3:..0x +3- Nt #ne1:0+0+1:..:X, +nel
Dx,x,..x_,

Para el Gltimo sumando

=1 118X, %. % = NX +{0-1 1 10+ -1+ 1 Hn-T - Nx + (-1 4+ U Hn-1 I Lo H R 1)

Oxxe. X

=11 AX, X, X, = NXGHRXGHNL X P0= NX En#1aGan+ 1 X 0]
Dx,x,..x,,

Ahora observemos los primeros miembras de cada uno de los sumandos:

NX TG+ X+ 1 NG+ 200+ 20 K+ 20 NX 200,420, X+ 24, NG RGN X
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Esto representa uno de los conmutados definidos anteriormente:

Sx,+1:x,+1:.x +1- Sx, +n+ni ntliax, +ndt =L NK Hx L

También observemos que el segundo temino de cada sumando esta n veces por
lo cual obtenemos:

NNX ARG+ Lt 1)

Dado lo anterior podemos dar la expresion final:

(la)x,x.....x, :n| = trak RSP RN Sx,+n+1:x,+n+1:..:5,_,+n+1!- n{Nx Fne Tttt ix, +0+1)
} Dx1x2. xm B -

5.6.3 Otro tipo de anualidad

Otro tipo de anualidad creciente es aquella que proporciona inctementos de $1.0

cada aio hasta que en el n-esimo pago , los pagos seran constantes por el resto
de la vidas de x,,x,..,X,.

(INAX XX =2 ™ AKX Xy 22 g™ NX HE L ]
Dx,x,..x,

Desarroliemos la sumatoria de la primera igualdad:

(0 /8%, X5 X, (1 /AKX X, (2 [AX,X,. X, J+...+{01 1A%, X5 %)

NX#H1:x41 0, + 1+ NxX+206+2: . X+ 24,4 NX HXHN X+
D, %5, X, Dx,x,.. X, Dx,x,..%,,

Esto representa uno de los conmutados definidos anteriormente:

(Sx, 1410, +1)- (SX,Hnen i Fndti.x +n+1) =3 it INX G+ o+

Por lo anterior podemaos dar la expresién final:

(InjA)x,X...x,, =(Sx,+1 X1l X - Sx 4t ix 4t X, #ndl)
Dx1x2..xm
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5.6.4 Anualidad Temporal Decreciente

Proporciona un pago de $n0 a edad X104+, x+1,6n-1 a edad

X, +2,%,+2,.., X, +2 y asi sucesivamente decrece $1.0 cada afio , cesando en el n-
simo pago de $1.0.

Este tipo de anualidades puede expresarse en téminos de una suma de n
anualidades temporales niveladas.

(DA XXy =D "B K X = " N, #1141 Xt TNt
Dx,%,.. X,

Desarrollemos la sumatoria de la primera igualdad:
(@ X APHEX Xy X, 221X, X Xy 13} H{BXy X X, 10])

(N + i+ 10 x4+ NX #2420 X F2PH{INX, 12X+ 1 1 Xk 1 =NX + 30X+ 300X, +3 )
D2 x,.. %, Dxx..x,

+o b (NX G+ X 4 N DX+ x40t )
DX, Xy X,

Esto representa uno de los conmutados definidos anteriormente:

(Sx*+2:%,+2:..:%, +2) (S, +n+2:x,+1+2:..:X, #N+2)=T "IN, HH2iX HH2:, o 42

Dado lo anterior podemos dar la expresion final

(DA)X Xz Xy [=ANX XX 4+ (Sx, 421254201 42 SX,HNHZ KA+ X N T)
Dx1x2..xm

Obtengamos las comrespondientes anticipadas.

5.6.5 Anualidad vitalicia creciente anticipada

o0

(1A X;.. X =2 g™ VAKX, X, =2 w0 NXHOGHE. X+
DX %5 Xy

Desarrollemos la sumatoria de la segunda igualdad:

2 Nx G X = NXGXon Xy + NX TG L+
Dx, ;.. X, D, X, . X, Dix, %, X,
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oo o

(Ia)x;x,....x,, =ax,x,..x,, + 18X,X,..X,, #28%,X,..X, +..

Obtengamos otra equivalencia:

Sx % X, =L " Nog,stox +:.0x, = NX\ X502 + NX 10+ X, 1+

Dado lo anterior podemos dar otra exprasion:

(. x,...x, = SXy X501 X,
Dx,x,..x,,

5.6.6 Anualidad creciente temporal anticipada a n afios

(lA)xx,....x,, :nj

Pasamos directamente a ia sumatoria de los conmutados:

(NX, X0 X NXG+RIX R IX +0 JHNX 141X +1- Nx, +n:x,+n... X +n) +

Nx,+n-1:+n-1:..:x_+n-1- Nx, X, +n.. .., +n)
Dx,x,. %,

Ahora observemos los primeros miembros de cada uno de los sumandos:
NX G2 X N+ 10410+ T, b Nx,+n-1:x,4+n-1:, .., +n-1

En términos de conmutados tenemos:

SX Xt Xym S ANIX AN 40 BT MINX XL X

También observemos que el segundo termino de cada sumando esta n veces por
lo cual obtenemos;

N{NX, +n:x+ns.. X +n)
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Dado lo anterior podemos dar la expresion final:

L1

(13)%1 % 0. X 0] = {65 X500 200 SaFNIGHNL X FN)- NNX 0N,

X +h)

Dx1x2..xm

5.6.7 Otro tipo de anualidad anticipada

o

{Inja)x,x...x,,

Pasemos directamente a los conmutados:

NX Xt Xyt NX 1041 X+ 14+ NX - 1i+n-10 00 +n-1
DxXo. %,  DXXo. X, Dx,x;.. %,

En téminos de conmutados:

{Sx,Xz2.2X )= {SxyFnix #ni.ix, +n) =L L TINX 4G+t

La expresion final sera:

a0

(INJA)X X0 Xy = (SX X200 Sy HIX,#N. 20, FN)
Dx1x2..xm

5.6.8 Anualidad Temporal Decreciente anticipada

(Da)x, X, X, 20

De los conmutados:

(N X0 X NG 10X X NG X0 X N #2005 422X +2 )

Dxotp X DXz Xom
+o (NX X0 K= NX+RIX+N:L .0 +N)
Dy, X
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Esto representa uno de los conmutados:

(SA A1 A1 11X, M- SX AN 4N L P01} ST SN H M L

Por Io anterior ia expresion final:

oo

{Da)X,Xz..- X, TRISANKX,: . Xy = (SX,41:X,+15..:X, +1- SX,+n+] PN+l +ntl)
Dx1x2..xm

5.6.9 Anualidades variables pagaderas m veces al aiio
Al igual que en vida simple, existen dos casos:

El primero se da cuando la tasa de pago es constante durante el afio. Haciendo
el pago anual total en m pagos iguales. Los incrementos o decrementos ocurren
al principio o al final del afio.

La denctamos por:

(m)
(1@)xy= 20w tfaxy = Lreow Nx + t +1:y+t+1 + m-1 Dxsty+t
Dxy 2m Dxy

Desarrollando la sumatoria tenemos:

{m) {m) {m)
ofay + /Ay +2/80 +...

ofaxy + m-1 Dx+0:y+0 + 1 /84y + m-1 Dx+1:y+1+ 2/8x + m-1 Dx+2:y+2 +..........
2m Dxy 2m Dxy 2m  Dxy

Nx+i:y+1 + m-1 Dx+0:y+0 + Nx+2:y+2 + m-1 Dx+1:y+1+ Nx+3y+3 + m-1 D242+
Dxy 2m Dxy Dxy 2m Dxy Dxy 2m  Dxy

Zm «Nx+Hy+ = Sx+1:y+1

Por otro lado:

m-1 (Zpo =Dx+ty+t ) =m-1 (Nxy)
2m 2m
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Regresando podemos dar una expresién para:

{m)
(lajxy= Sx+1:y+1 + m-1 Nxy
2m.

Dxy

El segundo caso a analizar se presenta cuando la tasa de pago crece o decrece

m veces al afo y el pago anual total es hecho en m pagos anuales y sus analisis
es similar al que se us6 en vida simple.

La forma en que va a ser representada esta dada por:

{m){m)
(la)xy=1_2 &1 t Dx + Umy+t/m
m? Dxy

1 (1 2 =1t Dxttimy+tim )
Dxy m?

Aplicando la formula de Woolhouse obtenemos:

1 { L=t Dxtty+t + m-1 (t Dx+ty+t) + m? -1 ( d (tDx+ty+t) + ..... )
Dxy 2m? =0 12m? dt =0

Como d (IDx+ty+t) =Dxy (Hay que recordar que es la derivada de un producto)
dt =0 ’

El segundo miembro de la sumatoria da (0)

1 Ztetwt Dx+t:y+t + m? -1 Dxy )
Dxy 12m?

Desarrollando la primera sumatoria:

210t Dxtty+t = Dx+1iy+t + 2Dx+2:y+2 + 3Dx+3:y+3 + 4Dx+A:y+4 +......

Que es lo mismo:

Dx+1:y+1 + Dx+2:y+2 + Dx+3:y+3 + Dx+4:y+d + .., =Nx+1:y+1
+ Dx+2:y+2 + Dx+3:y+3 + Dxtd:y+4 + . .............=Nx+2:y+2
+Dx+3y+3 + Dx+diy+d + s =Nx+3:y+3

2t Nx+t cy+t = Sx+1 y+l
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Regresando:

(m) {m)
(la)yxy=1_(Z 1 t Dx +ty+t + m2-1 Dxy)
Dxy 12m?

{m) {m}
(layxy=1_(Sx+t:y+1+ m?-1 Dxy)
Dxy 12m?

(m) {m}

(l1a) xy= Sx+1:y+1+ m? -1
Dxy 12m’

{m}) (m)

(@) xy= 1@y + m? -1
12mé

5.6.10 Anualidades variables continuas

Representa el valor presente de una anualidad creciente continua, la cual
proparciona el pago de $1.0 pagadero a cada momento del primer afio ,el pago de
$2.0 pagadero a cada momento del segundo afioc y asi sucesivamente

.permaneciendo constante la tasa de pago durante cada afio.

_ {m}
(1ayxy = lim (1a)xy

m—a

Este tipo de anualidades puede ser escrita como una suma de anualidades

continuas niveladas y diferidas

(|é)xy= 2 0w tl—axy = Zt:Onn‘NX + by+t
Dxy

ola:y + 1/5:,« + zla;;y o

Nosotros sabemos que:

n/axy = Nx+niy+n
Dxy
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Desarrollando tenemos:

R‘_x! +_T\|X+1 o+ _Nx+2:y+2 S S
Dxy  Dxy Dxy

2 =0 NxHty+t =_Sxy

Regresando:

(lapy= Sxy
Dxy

Otra expresion se puede obtener a partir de:

- (m}
{1a)xy = lim (12)xy

m—x
Aplicando el limite:
(laxy = Sx+1:y+1+m - 1 Nxy
2m 2Zm

Sx+i:y+1 + % Nxy
Dxy

oo

= Sx+1:y+1 + % axy
Dxy

(I1a)xy = {Ia)xy + ¥z axy
Otra equivalencia seria:

(1Y =Sxy - Y& Nxy = (1&)xy - % axy
Dxy

De estos resuftados se puede concluir que:

Sxy = Sx+1:y+1 + % Nxy = Sxy - % Nxy
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5.6.11 Anualidad creciente continua

Se encuentra dentro de aquellas donde 1a tasa de pago crece durante cada ano:
{m) {m)

(I—a)xy = lim (IQ) xy

,f o "tV tPxy dt

1 L “t Dx+ty+t dt

Dxy

Otra expresién se obtiene sacando directamente el limite:

{m) (m)
lim(la) xy= (layxy + 1
Moo 12

5.7 Leyes de mortalidad para anualidades de vida conjunta

5.7.1 Ley de Gompertz para anualidades de vida conjunta.

Es importante ver las expresiones obtenidas a partir de la fuerza de mortalidad
bajo Gompertz para la construccién de anuaiidades.

Sabemos que:

Lx=BC*
En la unidad | se dio una expresion para la probabilidad de vida para m vidas:

- Jo " (et )

nPxx,. .x, =€

Sustituyamos:

nPx,X,. X, = ©
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Factloricemos BC!

-lrBC € vcRe v om g
nPx,x,..x, = €

Sabemos bajo Gompertz:
C"+C2+,  +C™=C~

Sustituimos:

-JorBe(c” at
nPxX;..x, = 8

- [,"BC™at
nPxx,..x, =€
Podemos concluir que:
NPX,X;..X,, = nPw

La anualidad seria:

AX(Xp.. Xy = 2=t 0 VHPX, X, X, = T 11 0 V! tPW = @

Ia;x,x,...xm = aw

Que es el resultado obtenido bajo Gompertz. Si observamos bien se sigue
cumpliendo la caracteristica esencial de trabajar bajo esta Ley.

5.7.2 Ley de Makeham para anualidades de vida conjunta.

Veamos la expresion obtenida a partir de la fuerza de mortalidad bajo Makeham
para la construccion de anualidades.

Sabemos:

Hx=A+BC*
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En el capitulo [V se dio una expresion para la probabilidad de vida para m vidas:
- f o (M HHLOGHE + Lt H)dt
nPxx,..x, =€

Sustituyamos nuestra equivalencia en fuerza de mortalidad para Makeham:

nPx,x,..x, = €

Factoricemos A+BC!

nPYX%,. X, = &

Sabemos que bajo Makeham:

Sustituimos:

- J, " mA+BCH{ mC” )t
nPxx,.x, =8

- J,» m(a+BC™)dt
nPx,x;..x, = €

Con este resultado podemos concluir que:
nPXX,.. X, = NPww...{m)

Ahora pasemos a construir Ia anualidad:

AX X Xy = 2y VHPX X5, X, = 2 as™ VHEPWW..(M) = Bww..(M)

ax,x,..x, = aww.{m)
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Que es el resultado obtenido bajo Makeham. Si observamos bien, se sigue
cumpliendo la caracteristica esencial de trabajar bajo esta Ley.

5.8 Anualidades del dltimo superviviente

Asi como se obtuvé una expresibn general para probabilidades del Giimo

superviviente de la misma manera obtendremos una expresién para anualidades
de vida conjunta.

Observemos en particular el caso de una anualidad vitalicia.

Analicemos para dos vidas:

axy = ZM"’V"IPXV = Z,,._“’V‘tpx +Z F1m\/t tpy ’Z\,‘ tpxy

axy= ax+ ay -axy

Ahora para fres vidas:

AxXyz = T o VIPxyz = £ L VUPX+E “VHPY+Y  V'PzZ - “VHPXY-T "V {Pxz-
T e VIUPyz+Y L “V'iPxyz

dxyz= dx+ Qy +dz - dxy-axz- dyz +dxyz

Si observamos bien los signos se van intercambiando, al igual que en el resultado
de probabilidades. Con estos resuitados ya podemos generalizar resultado para
anualidades det dltimo superviviente,

AX X5 Xy = TAX-LAX X AT AN XK, o H-1)™ XX X

5.9 Anualidades del grupo generalizado.

Al igual que en probabilidades tenemos dos casos:

a) Cuando la unidad asegurada sea el grupo en si que forman todos los
componentes del grupo.
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b) Cuando se tiene anualidades del ultimo superviviente.

Dentro de este ultimo grupo tenemos dos tipos el primero serd denominado
anualidades de supervivencia de exactamente r vidas y el segundo anuaiidades
de supervivencia de al menos r vidas.

Debemos hacer notar que para calcular anualidades del tipo b) con sus dos
divisiones serd necesario realizario por el método Z visto en la seccién anterior
para los dos casos resultantes.

Se seguird la misma técnica Gnicamente que en términos de notacion seran
utilizados los correspondientes a anualidades.

Dicho lo anterior no serd necesario ahondar mds en cuanto al calculo de
anualidades.

5.10 Anualidades de reversién.

Resultan cuando se quiere obtener la anualidad de reversion pagadera a (x) a
partir de la muerte de (y).

Primero debemos obtener el seguro dotal puro comrespondiente. Y para construir
el dotal puro necesitamos de las probabilidades.

£ Como estaran dadas las probabilidades?

Tomando en consideracién la misma pregunta inicial tenemos el siguiente
resultado:;

[nPx(1-nPy) = nPx - nPxy |

Dado el resultado anterior podemos construir el seguro dotal puro con su
cammespondiente notacion.

tEy/x= V! {tPx-tPxy)

Distribuimos:

[tEyh= Vi tPx - ViPxy B

Dado el seguro dotal puro podemos construir la anualidad reversionara
correspondiente.

154




ay/x =X .° V'iPx - T ., “VtPxy

De lo cual tenemos:

dy/x = 8x - ay/x

Ahora revisemos las anualidades de reversién que involucran 3 o méas vidas. El
calculo es muy sencillo, siguiendo el resultado anterior.

axyl/z = az - axyz

Lo podemos obtener haciendo un cambio:
u=xy

v=z

Otro resultado seria:

a;ylz =az- a;:z

Resolvamos:

a:ylz =az- (a_;y)az

a;ylz = az - (Ax+ay-axy)az
Simplificando:

a;;rlz = @z - axz- dyz+axyz

Otro resultado:

dxylzw = azw - axyzw

Resolvamos

axyiz_v_v =az+aw-dzw - axy(az+aw-azw)

dxy/zw =Qz + aw - 3zw - axyz - axyw +axyw
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Como podemos observar todas pueden resolverse a partir dei primer caso.

El célculo de ofros tipos de anualidades se hacen de manera similar, como por

ejemplo las anualidades pagaderas una vez por periodo, m veces por periodo,
variables, etc.

De manera especial revisemos las anualidades reversionarias continuas.

ay/x = ax - axy
La expresidn mas facil se obtendria siguiendo el resultado anterior

Pero veamos otra expresién:

ayix = [ ViePx(14Py)dt

Sabemos que:

1Py = tQy = § o Hx+n(nPx)dn

Sustituimos:

éylx = _[ o V‘th(L,‘},Lx+n(an)dn )dt
aylx = ,[ o ,[ o VIPXLX+n{nPx)dndt
Cambiamos el orden de integracién:
éylx = .[ - I »VHPX X +n(nPx)dtdn

ayix = [ = pxsn(nPx)f “ViPxdt dn

éy!x = .[u“’ Hx+n{nPx)n/axdn
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Otra expresidn seria:

ayix = | Vi(nPxy)piy+nax+ndn

5.11 Anualidades Reversionarias Compuestas

Analicemos la siguiente expresién

1

ayzix = > VitPxyzjy+ax+dt

Representa el valor presente de $1.0 pagadero a (x), siempre y cuando y fallezca

en primero, y en este caso (z) fallece en segundo.
Otra equivalencia:

_ 1
ayzix = [ ;= V'tPx (1-tPyz)dt

_ 1
ayz/x = [~ VitPx (tqyz)dt

Veamos e! siguiente resuitado:

_2 -_—
ayzix = | > VitPxy(1-tPz)y+tax+dt

Distribuimos:

ayzix = J;= VitPxypy+tax+tdt -J;= V! tPxyzpyHax+dt

_2 _ _1
dyz/x = ay/x - Ayz/x
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Podemos dar otra expresién:

_z —_—
ayzix = [” V' tPxyzpz+taystxsdt

Desamollemos la anualidad reversionaria que se encuentra en el interior de la

integral:

Qyz/x = Io"’ V'Pxyzpz+t{@x+t -Ax+ty+)dt
Distribuimos
2

Ayzh = Jom ViPxyzpzHaxHdt i ViPxyzpzet axsty+tat

Reexpresamos:

2 1

dyz/x = ayz/x - azixy

Analicemos la siguiente expresién:

1

axyziw = L,‘" V' tPxyzw]iz+taw+tdt

Veamos otro resultado:

—_— 1 -
Ayziwx = fo‘" V' tPxyzwliz+tax+t:wdt

Analicemnos la siguiente expresion:

2 -
axyziw = |» Vi (14PZ)tPxywpy+taw+dt
1
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Distribuimos:

— 2 -— -
axyziw = _f;" V‘thywpy+taw+tdt-f0'°V‘thyzwuy+taw+tdt
1

Reexpresamos:

2 1 1

;xyflwr- Axyiw - Axyziw

Otra expresién:

ayzwx = = V(1 APZ)tPxywily Hax+twHdt

Distribuimos:

2

ayziwx = L“" VI tPxywly+tax+t:wtdt - _[ o““\l‘thyzwpy+tax+t:w+tdt

2 1

a_yszx = éylwx - éyﬂwx

Continuando con la misma relacion:

_2 -_
ayziwx = IO” V' tPxyzwlz+tay+t/x+t:w+tdt

Desarrollemos la anualidad interior:

._2 - -
ayziwx = Io“’ VIPxyzwz+H{@x+t:w+t - Ax+ty+tw+)dt

Distribuimos:

_2 - -
Ayziwx = L"“ V'tPxyzwilz+tax+tw+ -L,” VitPxyzw iz + ax+y+tw+tdt

159




Reexpresamos:

2 t

_ayszx =—ayz!wx = az/xyw

Revisemos:

ayziwx =" V' (1-4PZ)Pyxwiiy+t @ x+towstdt

Distribuimos:

ayziwx = L,"‘ V'Py:xwly+ax+tw+tdt - L,“’V‘thz:xwl.Ly+tax+t:w+tdt

2 _ L

Ayziwx = aylwx - Ayziwx

Desarrollamos el (ltimo supetviviente:

2 —

ayziwx =(3wx - Ay:xw) - ( awx - Ayz:wx)
Distribuimos:

2 . — . — et —

ayziwx =awx - ay:xw - awx + ayz.wx

2 1 — —

dyziwx = yz:wx - y:xw

Desarrollemos:

2 1

dyziwx = yz(aw+ax-awx) - Sy(Sx+aw-3xw)
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Distribuimos:

2 1 1 1

ayziwx = dyzw+axyz-axyzw - axy-ayw+axyw

Obtengarnos otra expresion:

_2 — — -
ayzjwx = L,"" VHPyz:xwiz+tay+t/x+t:wtdt

Desarrollemos la anualidad interior

_2 — —— - -
Ayziwx = Io“ V' tPyziwplz+(@x+t:w+t - Qy+tx+twH)dt

Distribuimos:

2

ayziwx = L"" VIPyzxwz+Hax+w+ -f; VPyz:xwiiz+ Qy+:x+tw+dt

Reexpresamos:

2 1

Ayziwx = dyziwx - azly:xw

Para obtener otra expresion desarroliemos el ultimo superviviente:

2 1

éyzl\;x =(@xw -ayz{awx ) -(_ay(axw)- ay_z(_axw) }
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Desamollamos:

2 1

Ayzhwx (ax+aw-axw)-ayz(ax+aw-awx )-(ay(@x+aw-axw)-ayz(ax+aw-axw)

Simplificamos:

2 1 _ 1 _ 1

ayziwx =ax+aw-axw-axyz+ayzw+axyzw-axy-ayw+axyw+axyz+ayzw-axyzw)

Otro resultado:

_ = 2 3
ax :y:ziw = ax:y:ziw + ax:y:ziw
1 1 1

Desamollando ambos sumandos:

_ 23 _
ax yzhw = [V (1-1P2)Pxywity H(@w+)dt + [,* V(1P 2)tPxywpix+t(@y+t/wdt
1

Distribuimos:

_23 _ _
ax:y:zlw=_[a"V‘thywj.1y+t(aw+t)dt - .L“’V’thyzwpy+t(aw+t)dt
1

+ [ Vi (1-tP2)tPxywpx @y +w-H)ot

Desarrollamos ahora la anualidad reversionaria interior:

_ 23 _ -
ax:y:sz=jo°“v‘lnywpy+t( aw+)dt - foﬂv‘thyzwuy+t(aw+t)dt
1

+ [ V(1P Z)PxywpxH(@wH-ay +tw )t
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Distribuimos:

p
2:3

Elx:y:sz=fowv‘thywpy+t(aw+t)dt - _[;V‘thyzwuy;t(awﬂ)dt
1

+ ,[o"’ V! tPxywlix+t(@w+t-ay-+tw+t)dt “ViPxyzwpix+{@w+t-ay+tw+t)dt
Desarrollamos aun mas:

23

axyziw=[; ViPxywpy+{@wst)dt - | ViPxyzwity+H@ws)dt
1
+ _.'u‘” V! thywpx+t(_aw+t)dt -ID” V‘thywux;t Ay+tw+)dt

f ViPxyzwps @wstidtH,e ViPxyzwpxst By+twedt

Reexpresamos:

23 1 1 h] 1 1

ax:y:ziw= axylw - axyziw + axyiw = ax/
1

yw =axyziw t+axz/yw
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CAPITULO VI




CAPITULO VI

SEGUROS

6.1 Introduccidn

Los seguros que se estudiaran involucran dos o mas vidas, analizando los

seguros de vida conjunta, seguros contingentes, y seguros contingentes
compuestos.

El estudio de los seguros de dos o méas personas se dividira en dos: el primero
sera cuando el seguro es pagadero a la disolucién de! grupo, o dicho de otra

manera a partir de que ocumra la primera muerte y el segundo caso cuando fallece
el tltimo superviviente.

En este capitulo nos ocuparemos del desarrollo de férmulas que determinen el
valor presente (P.N.U), porque como ya sabemos son la base para elaborar los
planes de seguro y el calculo de primas netas.

Todos y cada uno de los resultados obtenidos en el curso anterior seran
generalizados en este capitulo.

Los seguros tienen la siguiente clasificacion.

Tabla de la clasificacién del seguro

Inicio de la Temporalidad de Forma de La tasa de
cobertura la cobertura pago pago
Ordinarios Vitalicios Pagaderos al Constantes
final del afio
del deceso
Diferidos Temporales Pagaderos en Variables
el momento del
deceso

Tenemos el seguro Dotal Mixto que resulta de una combinacion de una anualidad
¥ Un seguro.

Para determinar 1a P.N.U se siguen las mismas suposiciones que en vida simple.
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6.2 Seguros pagaderos al final del afio de fallecimionto.

Salvo que se indique, se supondra que la suma asegurada sera pagada al final

del aito en que ocure el fallecimiento del asegurado y serd de una unidad
monetara.

6.2.1 Seguro vitalicio.

Es conocido como seguro vitalicio de vida completa u ordinario de vida (OV).

Veamos €l siguiente anilisis:

Supongamos:

Ix,x,..X,, = contratan a la vez este tipo de seguro.
dx,x,..x,=durante el primer afio del aseguramiento fallezcan (dx) personas.

$= debera pagarse dx,x,..x,, unidades monetarias al finalizar el afio por concepto
de reclamaciones

f
dx+1:x+2:.:x+m = fallezcan (dx+1:x+2:..:x+m)
$= se pagara (dx+1:x+2:..:x#+m) por reclamaciones y asi continuamos.

El valor presente de las reclamaciones constituyen el compromiso del asegurador
que debera ser igual a los compromisos de los asegurados.

Analicemos para dos vidas:

bxyAxy = Vdxy + Vidx+1:y+1 + V2 dx+2:y+2+........

Axy = X, V™! dirty+
Ixy

Axy =X o™ V' tiGxy
Sabemos que

YQxy = hetbiy+ - Ixrt+iy+t+1 = dx+Hby+
Ixy Ixy
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Definamos lo siguiente:

Cxy = V72 gy
Cxttiy+t = V &92 gyppoyat

Mxy = 2., = Cx+ty+

Multiplicamos y dividimos por v¥/2

Axy = 2 = Vi izme dx+tiy+t
Vxﬁyfz !xy

Axy = Z-o = \fly 2t dx+y+
Dxy
Utilizamos el conmutado:

Axy = 2, = Cx+ty+t
Dxy

Generalizando para m vidas

AXXpe X, = MX XX,
Dx,x,..x_,

k67



6.2.2 Seguro temporal

Es aquel que garantiza el pago de la suma asegurada Gnicamente si la muerte

ocurre dentro de un periodo limitado.

Si el seguro es de n aftos denotaremos la P.N.U como:

byAxy:n | = Vdxy + Vidxa1:y+1 + V2 dX+2iy+2+...... + VP dxaneT:y+n-t

Axyn| =3 ™y dx+ty+t
bey

Axy :nl= 2o ™ v yaxy
Multiplicamos y dividimos por V**#2.

!
Axy in|= Ty ™ VR DT gty g
V2o gy

L)

Axy n ! =Zm LRV TR t_’gﬂ
Dxy

Utilizamos el nueve conmutado:

Axynn|= E,:q ® Cx+tiy+t
Dxy

Axy:n|= Mxy- Mx+n:y+n
Dxy

Generalizando este resultado:

!
[Axiexy in = Mxx,.x,- Mx#nixen:..cx +n
Dx,x,..x,,

168




6.2.3 Seguro dotal Mixto.

Si el termino del seguro es de n afios y denotamos Axy:n| ia P.N.U de esta poliza
e igualamos compromisos tenemos:

xyAxy:n | =3 0™ V! dxrty+t + VP Ixamy+n

Axynf =2 ™ v YQxy + V" ix+n:y+n
Iy Ixy

Multiplicamos y dividimos por V=

Axy in|= 2, ™ V2P gugpvag 4y ey Ix+n:y+n
V2 ey VYD) by

Axy ‘n I - 21=0 L3 ] \,(1+y12}*h1 m
Dxy

Utilizamos el conmutado:

Axy:n|= 3 ™ Cxtty+t + Dx+niy+n
Dxy Dxy

1

Denotamos Dx+n:y+n = Axyn|
Dxy

! 1
Axy:nl = Axy:n | + Axy:n |

Axy :n |= Mxy- Mx+n:y+n + Dx+n:y+n
Dxy

Generalizamos a m vidas:

! '
Ax, X, X0 | = AxXonX 0| + A x|

AXX X 10 | = MXX X0 M I HNC. X, 4 + DX HNiX,+N2,.X 41
DX, x,..x,,
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6.2.4 Seguro diferido n afios

La P.N.U de un seguro 0.V diferido n afios estara dada por:

Ixyn/Axy =V ™ datniy+n + V' 2dxent 1 oy+ne 1 +

nfAXY = 2., = V! dx+ty+
ey

VAXY = X © V™ txy

Multiplicamos y dividimos por V*¥2

NAXY = 3 = VIVt dyapyet
\,()u-ya) Ixy

WAXY = 2., @ V2T dyertryt
Dxy

Utilizamos el conmutado:

nfAxy = X, = Cx+tiy+t
Dxy

nfAxy= Mx+n:y+n
Dxy

n/Axy = nExyAx+n:y+n

Generalizando para m vidas

NAX X, X, = MX HniX +ni. X #n

Dx,x,..x,,

WAX,X,..X,, = nEX,X,..X_ AXx,+n:x,+n...:
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6.2.5 Seguro temporal a m afios y diferido a n afios.
!
n/mAxy = n/Axy:m |
!
Ixyn/Axy:m | =V "dx+n:y+n+Vm 2 dxent 1y +n+d 4+ ...+ V7 dybndm-1iy+n+m-1

nfAxy:m| = X ™™V dxety+t
ixy

nfAxy :m|= 2., ™™ V! iy

Multiplicamos y dividimos por V**¥2:

nAXy:m| = 2., ™ yievee dx+ty+t
V2 Ixy

nfAXy:m] = X ™R gyt
Dxy

Utilizamaos el conmutado:

nfAxy:m| =2 "™ Cx+tiy+t

Dxy
!

n/Axy:m | = Mx+nzy+n-Mx+n+mzy+n+m
Dxy

!
nAxy:m | = Mxsniy+n - Mx+n+m:y+n+m

1 Dxy Dxy
n/Axy:m| = n/Axy - mtmAxy
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Generalicemos para m vidas:

NAX 0 Xt | = MR 401X ANLX 40 - MX AN AN MSL X +ndm
DX, x,..x, Dx,X;..X,

WAXX,..X,"m | = AR, X,.X, - NHmMAX,X,..X,,

6.2.6 El seguro dotal a m afios diferido n afios

nAxy:m| = 2, PV dxtty+ 4+ VO xendmey+ntm
ixy Ixy

nfAxy :mf= 20, ™™ VU Qxy + VO Ixtnsmiy+n+m
ixy

Multiplicamos v dividimos por V*¥2

WAxy:m | = X, ™™ Ve duatyat + VOV panamiy+ntm
V2 Iy PR gy

WAXy:m | = 2, T V2 Gyt + Y OVRRTM jynimiyn+m
Dxy Dxy

Utilizamos e! conmutado:

nfAxy:m| =2, ™™ Cx+ty+t + Dxn+moy+n+m
Dxy

Recordemos que:
1

Dxctniy+n = Axyn l
Dxy
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nAxy:m | = Mx+n:y+n-Mx+n+miy+n+m+ Dx+n+m:y+n+m
Dxy

i !

n/Axy:m |= n/Axy:m| + nExy Ax+n:y+n:n-| |

Generalizando para m vidas

niAx, X, X -m I= llx,i-n:xgﬂ-n:..:x_m-llx!mﬁ-m:x,m-om:..:x_#n#m-r Dx,+n+m:xz+ntm:..:x,_+n+m
D, x,..x,, i

' !
NIAX Xy X2 | = A X, X0t M | # NEX XX, AX 4NN 2X, +1m |

6.3 Relacién entre seguros y anualidades

Tomemos nuestros conmutados desarrollemos:;

Cxy = V¥ dyy

Poniendo en ctros términos nuestra expresién tenemos:
Cxy = V&2 (Ixy - Ix+1:y+1 )

Distribuyendo:

Cxy = VEV2P by - VY21t 4ry+1

Cxy =V Dxy- Dx+1

Ahora veamos el otro conmutado:

Mxy = 2 = Cx+ty+t

Mxy = Zﬁ, *Cx +y+t = ZFO - (V Dx+t:y+t- Dx+t+1:y+t+1) = VNxy - Nx+1:y+1

Mxy = VNxy - Nx+1:y+1
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Sustituyendo las expresiones obtenidas en las primas netas Unicas de seguros
obtenemos las equivalencias entre anualidades y seguros.

6.3.1 Seguro vitalicio.
Axy =2, =V dx+ty+t
Ixy
Axy = 2og ™ V" tiGxy
Sabemos que:

YQxy = Ix+t:y+ - ert+1y+H+1 = dxrty+
bxy Ixy

Sustituyamos nuestra expresion anterior correspondiente a tQxy:

AXY = 2o = V! (IxHty+ - Ity +t41)
Ixy

Axy = 2o V! (tPxy - t+1Pxy)

Axy = 2 VR (IxHtyst ) - VT (It oy +tH)

Ixy Ixy
Axy =V 2V (Ix+ty+t ) - 2 V' (IxH1oy+te1)
by Ixy

Multiplicamos y dividimos ambos miembros por V=2

Axy = V 2 V2 (Ixttiy+t ) - 2 VOV (gt 1ty +t41)
VeI Iy VY2 Iy

Axy =V 2,0 Dxtty+ - 2, = (Dx+y+t+1)

Dxy Dxy
Axy = VNxy - Nx+1:y+1
Dxy
Axy = Vaxy - axy
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Otra forma de obtenerlo y mas sencilla es sustituir la equivalencia de nuestro
conmutado en el resuttado final.

Axy = Mxy
Dxy

Axy = Mxy = VNxy - Nx+1:y+1

Dxy Dxy
Finalmente:
Axy = Vaxy - axy

Generalizando para m vidas:

AX X5 X = VAX XX, - XXX

Otra expresion podria encontrarse a partir de que axy = a“xy -1

Axy=Va xy-(a xy-1)
Axy = Va“xy- a“xy +1
Axy= @ xy (V- 1) +1

Axy=1-(1-V) @ xy
Sabemosque1-V=d

Axy=1-da xy
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6.3.2 Seguro temporal

Vayamos a los conmutados.

A)-(y nl= Mxy- Mx+n:y+n
Dxy

Axyn|= (VNy-Nx+1:y+1) - (VNx+n:y+n - Nx+n+1:y+n+1)
Dxy

Axy nl= (VNxy - VNx+noy+n) - { Nx#1:y+1 - Nx+n+1y+n+1)
Dxy

M:n|= V{ Nxy - Nx+n:y+n ) - ( Noct1:y+1 - Nx+n+ty+n+1)
Dxy Dxy

Axy:n{= vaxy:n| - axy:nn|

Generalicemos para m vidas:

1 o0

AX X, X 0= V AxXpxin | - Axxg..x, |

6.3.3 Seguro dota! Mixto.
Vayamonos a los conmutados.

Tenemaos algunas equivalencias y sustituyamos:
! !
Axy:n! =Axy:n| +Axy:n|

Axy :n|= Mxy- Mx+n:y+n + Dx+n:y+n
Dxy
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Axy :n |= (VNxy- Nx+1:y+1) - (VNx+n:y+n - Nx+n+1:y+n+1} + Dx+niy+n
Dxy Dxy

Axy:n|= (VNxy- VNx#niy+n) (Nx+1iy+1 - Nxtntty+n+d) + Dxtncy+n
Dxy Dxy

Axy:n |= V(Nxy- Nx+n:y+n) - ( Nx+1:y+1 - Nx+n+1:y+n+1) + Dx+niy+n
Dxy Dxy Dixy

o

Axy 'n |= vaxy:n| - { Nx+1:y+1 - Nx+n+1:y+n+1) + Dx+n:y+n
Dxy Dxy

Analicemos el segundo miembro:

Lot " OxHty+t = Dx+1iy+1 + Dx#2:y+2 + ... +Dx+niy+n
A esta sumatoria le antecede el signo menos:
-Zm " Dx+tiy+t = -Dx+1iy+1 - Dx+2iy+2 - L. -Dx+n:y+n + Dx+n:y+n

Tenemos una nueva surmnatoria;

D ! Dxtty+ = Dx+Tiy+1 + Dx+2:y+2 + ... +Dx+n-1iy+n-1

Porlo que:
2ot ™! DxHLy+ = Nx+1:y+1 - Nx+n-1:y+n-1 = xy:n-1]

Regresando:

o0

Axy:nl= vaxy:n| - axy:n1|

Generalizando para m vidas:

oo

AXX,. X, :n{= Vax,x,.x:n| - axx,.x,:n1|
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6.3.4 Seguro diferido n afios

Analicemos a partir de los conmutados.
Tomemos nuestra expresion basica:

Mxy = VNxy - Nx+1:y+1

nfAxy = Mx+n:y+n
Dxy
nfAxy= VNx+ny+n-Nx+n+1:y+n+1
Dxy
NVAXy= VNx+niy+n - Nx+n+1:y+n+1
Dxy Dxy
nAxy = V p/axy - n/axy

Generalizando para m vidas:

os

WAXX;.. Xy, = V N/AX, X, X, = /AN XX,

6.3.5 Seguro temporal a m afios y diferido a n afios.
Analicemos a partir de los conmutados:
Sabemos:

Mxy = VNxy - Nx+1:y+1

!
Axy:m | = Mx+niy+n-Mx+n+my+n+m
Dxy

!
nfAxy:m | =(VNx+n:y+n-Nx+n+1:y+n+1)-(VNx+n+m:y+n+m -Nx+n+m+1:y+ntm+1)
Dxy

!
nAXy:m | =(VNx+ny+n -VNx+n+m:y+n+m){Nx+n+1:y+n+1-Nx+n+m+1.y+n+m+1)
Dxy
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i

n/AXy:m | =V(Nx+nzy+n -Nx+n+mey+nemi{ Nx+n+1:y+n+t1-Nx+n+m+ 1 y+ntm+1)
Dxy

nfAxy:m | =V(Nx+n:y+n -Nx+n+m:y+n+m){ Nx+n+1:y+n+1-Nx+n+m+1:y+n+m+1)
Dxy Dxy

n/Axy:m | = Vn/maxy - n/maxy

Generalizando para m vidas

NAX X0 X | 2 VR/MAX, X, X, - 1/MAXX,..X,,

6.3.6 El seguro dotal a m afios diferido n afos
Analicemos desde los conmutados:
Mxy = VNxy - Nx+1:y+1

nAxy:m|= Mx+n:y+n-Mx+n+m:y+n+m+ Dx+n+my+n+m
Dy

nAxy:m |= {VNx+n:y+n - Natnd 1y+n+1) VNckn+my+n+Hme-Nxen+m+ y+nsm+1) + Dentmiy+ntm

Dy

t/Axy:m | = (VNxHniy+n VNx+nemey+nem) (Nirn+1oy+nt1 -Ncenems Lysntm+ 1) + Dx+n+my+ntm

Dxy Dxy

nAxy:m| = V{Nx+ny+n -Nicendmzy+nem) - (Nxtnd Ly +n+1 -Netnm+ Ly+neme 1) + Dx+n+mey+n+m
Dxy Dxy

an

nAxy:m | = Vn/maxy - (Nx+n+1:y+n+1 -Nx+n+m+1:y+n+m+1) + Dx+n+my+n+m
Dxy Dxy




Analicemos esta sumatoria:

Z;n ""DxH+1:yH+ = Dx+n+tyen+] + Dx+n+2:y+n+2 + .. +Dx+n+miy+n+m

A toda esta sumatoria le antecede el signo menos por lo tanto:

‘2‘4-" TPDxs+ 1yt = Dxen+liynt - DxbntZy+n+2 - -Dxentmiy+nem + Dtndmiy+ntn

Y T IDXH Ly = -DxFnFiyn+l - Dx+n+2iyend2 -
1

..... -Dx+n+m-1.y+n+m-

Redefiniendo nuevamente el signo menos:

nHm-1
ZDcH+yst+1 = Dxtntiyrntd + Dxtne2y+nd2 + L ADxHndm-1iy+ntm-1 = Natn+ Lyt - Ncknbmiy-+o+m

t=n
n/Axy.m |= Vn/maxy - (Nx+n+1:y+n+1 -Nx+n+m:y+n+m)
Dxy

nAXy:m |= Vnimaxy - nfaxy- (n+m-1}/axy

Generalizando para m vidas

NAX, X, X,:m | = VIIMax x,..x_, - (fax,X,..X,» (n+m-1)/a8x,%,. X,

6.4 Seguros Variables

Se le denomina a aquel seguro que da un beneficio por muerte, pudiendo ser
creciente o decreciente.

6.4.1 seguro creciente de vida entera

El cual provee un beneficio por muerte de $1.0 en el primer afio, de $2.0 en el
segundo afio y asi sucesivamente.

Seré denotado por: (LA)x,X%,..X,,
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Debemos recordar que al igual de lo que sucedié con las anualidades variables la
base es t/Ax.

Analicemos para dos vidas:

(AMY= 2o ™ tAXY = 1 2.0 = Mx+ty+t
Dxy

Desamoliando la segunda sumatoria tenemos:

Voo™ Mx+Ey+t = Mxy +Mx+1iy+1 + Mx+2:y+2 + ..

Podremos definir otro conmutado:

oo™ Mty +t = Mxy +Mx+1:y+1 + Mx+2:y+2 + ..., = Rxy

Lo = MuHty+t = Mx+1iy+1 + My+2:y+2 + Mx+3:y+3 + . ...... =Rx+1:y+1

Por lo que una expresion para este tipo de seguro:

(IA)xy = Rxy
Dxy

Para m vidas:

(IA)X Xz X, = RX,X,..
Dx,X,..X,,

6.4.2 Seguro creciente temporal a n afos.

Es aquel que proporciona un beneficio por muerte de $1.0 en el primer afio ,
incrementandose en $1.0 cada afio, suspendiendose el beneficio por muere
después de n ahos:

Sera denotado por:

(IAXy:n| =20 ™ tntAxy =1 2™ Mx+tHly++1 - Mx+n+tiy+n+1
Dxy
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Desarmrcllemos la primera sumateria:

O/nAxy + 1/n-1Axy+ 2/n-2Axy + ....... +n-1/1Axy

Tomando como base el;

n/mAxy = n/Axy - n+m/Axy

Desarmollando:

(0/AXY - NJAXY) + (1/Axy - nJAXY) + (2/AXy - UAXY) +......+{n-1/Axy - nAXy)

Ahora tomamos de base el:

n/Axy = Mx+n:y+n
Dxy

Desamrollando:

(Mxy + Mx+niy+n) + ( Mx+fy+1 - Mxtny+n) + ( Mx+2y+2 -
Mx+niy+n)+....... F{Mx+n-1:y+n-1 - Mx+n:y+n)

Aqui nos da la siguiente sumatoria considerando Gnicamente los primeros
sumandos.

Mxy + Mx+1:y+1 + Moc+2y+2 + . +Mx+n-1y+n-1 = Z‘,O ™ Mx+tiy+ = Rxy - Rx+niy+n

Regresando tenemos:

!
{IA)xy:n | = Rxy - Rx+n:y+n - nMx+n:y+n
Dxy

Generalizando para m vidas:

!
(1A)x,x,.x :n| = RX;X,..X,, = RX,HRIX DL X 40« VX FRCX+RE. X 4N
Dx,x,..X,,
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6.4.3 Seguro de vida entera™

Es aquel que proporciona un beneficio por muerte que se incrementa solamente
durante n afios y permanece constante en n.
Veamos para dos vidas

Sera denotado por:

(In] A)xy

Desamrollemos:

(In| Ay = 2 ™ UAXY =1 Yo ™ Mxtte1:y+ted
Dxy

Desarrollando la primera sumatoria:

O/Axy + 1/Axy + 2/Axy+.......+ n-1/Axy

Tomando de base:

n/Axy = Mx+n:y+n
Dxy

Reexpresando cada sumando tenemos:

Mxy + Mx+iy+1 + Mx+2iy+2+...+ Mx+n-1:y+n-1 =Z,=o""Mx+t:y+t = Rxy -
Rx+n:y+n

Regresando tenemos:

{Inf : A)xy = Rxy - Rx+n:y+n
Dxy

Para m vidas:

(In] : Axx,.x,, = RX,X,.. X = R #01X, 401X 40
Dx,x,..x,
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6.4.4 Saguro temporal decreciente

Es ague! que provee un beneficio inicial por muerte de $',’ decreciendo $1.0 cada
afo, sin pago de la suma asegurada si la muerte ocurre después de n afios.

Esta denotado por:

(DAXyn| =2 "Axy itf = 2, Mxt1iy+1 - Mxst1y+t1
Dxy

Desarrollemos {a primera sumatoria:

M:1|+M:2|+M:3|+ ........ +A.xy:n|

Toemando de base:

Axy:n | = Mxy - Mx+n:y+n
Dxy

Sustituyendo tenemos:

(Mxy - McH1:y+1 ) + (Mxy - Mxt2iy+2 ... +{Mxy - Mx+n:y+n )
Dxy

Analicemos los segundo sumandos:

Mx+1y+] + M Ziys2 + Mxs3iy+3 + . tMxty+n = Zm " Mx+t:y+t = Rx+1:y+1 - Re+n+1y+n+1

Regresando tenemos:

nMxy - (Rx+1:y+1 - Rxn+1:y+n+1)

!
(DA)xy:n| = nMxy - (Rx+1:y+1 - Rx+n+1:y+n+1)
Dxy
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Para m vidas:

{DA)X, X, X0 | =NMX X, X {RX 1K 410X 41 - RX AP HNH L X #0+T)

Dx,x,..X,,

6.4.5 Relacion entre la anualidad creciente y seguro creciente

Sabemos que:

EH, = Mx+ty+t = Rxy

Pero podemos sustituir el valor de Mx+t:y+t:
Yoo ™ VNxHty+t - Nocat+1ty+t+1
Do ™ VNXHEYHE - D0 ™ N+ 1y 41

V2o Nxtty+t - 20 = NxH+1y++1 = VSxy - Sx+1:y+1

Tomando la primera anualidad variable tenemos:

{IApy= Rxy = VSxy - Sx+1:y+1
Daxy Dxy

(IAxy=VSxy - Sx+1.y+1
Dxy Dxy

ag

(IA}xy = V {lQ)xy - (1Q)xy

Generalicemos para m vidas:

oo

{LA)X X,..X,, = V {l)x,%,..X,, - (12)x,X;..X,
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6.4.6 Otros tipos de seguros crecientes
Estudiaremos tres.
El primero de ellos:

Es aquel donde la suma asegurada es hecho en el momento de ocurrir 1a muerte.

Su prima neta Unica estara dada por:
ANy = 12,5 = (t+1) Cx+tiy+t
Dx
Desarrollanda la sumatoria tenemos:
Cxy + 2Cx+1:y+1 + 3Cx+2:y+2 + ACx+3:y+3 +

Desarroliando tenemos:

Cxy + Cx+1iy+1 + Cx+2:y+2 + Cx+3iy+3 +.... = 2, = Cx+tiy+t = Mxy
+Cx+1y+1 + Cx+2:y+2 + Cx+3iy+3 +. L. = Doy © CxHUy+ = Mx+1:y+1
+ Cx+2:y+2 + Cx#3:y+3 +....... = 2, = Cxtty+t = Mx+2:y+2

Esto sera igua! a;

2o ™ Mx#ty+t = Rxy

Dxy
(A% = Rxy
Dxy
Para m vidas
(_lA)X.xe--xm =_5x«__)_<3--_xﬂ

Dx;x,..X,
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El segundo y el tercero surgen al suponer que el beneficio por muerte se

incrementa & intervalos que son fracciones de afio y su analisis es similar al
utilizado en vida simple.

El segundo de ellos es donde la suma asegurada es pagada at final de! afio en
que ocurre la muerte.

Sera denotado por:

(1A xy =1 o™ (t+ m+1) Cxrtyst
Dxy 2m

Desarrollando tenemos: N

(M+1)Cxy + ( Cx+1:y+1 + m+1 Cx+1iy+1) + ( 20x+2:y+2 + m+1 Cx+2:y+2)+.......
2m 2m 2m

Desarrollando los primeros sumandos:

Cx+1iy+1 + 2Cx+2:y+2 + 3Cx+3:y+3 + ............
Cx+1:y+1 + Cx+2:y+2 + Cx+3:y+3 +...ccoo.. =2, = Cx+ty+t = Mx+1:y+1

+ Cx+2:y+2 + Cx+31y+3 +............ =2 " Cxtty+t = Mx+2:y+2

+ Cx+3y+3 +o. = 2y @ CxHty+ = Mx+3:y+3

Asi continuamos:
2ot © Mxetiy+t = Rk 1:y+1
Ahora analicemos los segundos sumandos.

{(M+1)Cxy +{ m+1 Cx+1:y+1) +( m+1 Cx+2iy+2)+.......
2m 2m 2m

m+1(Cxy + Cx+1iy+1 + Cx+2:y+2+ .. )
2m

m+1(2 0, “OxH 1y+)
2m

m+1(Mxy )
2m
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Regresando tenemos:

(1™ A) xy = Rx+1:y+1 + m+1(Mxy )
. 2m
Dxy

Para m vidas

(1" A) X, Xz X, = RX 410,42, 01 + M+ (VX X, )
. 2m
Dx,%,..%,,

Analicemos el tercero caso.

Considerando que la suma asegurada es pagada en el momento en que ocurre la
muerta.

Estara denotada por:

(F™A)Xy =1 2= (t+m+1) Cx+tyst
Dxy 2m

Desarrollando tenemos:

(m+1 )Exy +{ Cx+1:iy+1 + m+1 Cx+1:y+1} + ( 20x+2:y+2 + m+1 Cx+2:y+2)+......
2m 2m 2m

Desarrollando los primeros sumandos:

CxHly+1 + 20x42:y42 + 303y 43 + oo

Cx+1y+1 + Cx+20y+2 + OxA3y+3 Hureeeens = 2y = Cxttiy+t = Mx+11y+1
+ Cx+2:y+2 + Cx+3y+3 +.......... = Zﬂ = Cx+hy+t = Mx+2:y+2
+ Cx+3:y+3 +ovnn = 2, ° Cx+ty+t = Mx+3:y+3
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Asi continuamos:

Z,,1 = Mx+t:y+t = Rx+1:y+1

Ahora analicemos los segundos sumandos:

(m+1)Cxy + ( m+1 Cx+tiy+1) +( m+1 Cx+2iy+2)+.......
2m 2m 2m

m+1(Cxy + Cx+1:iy+1 + Cx+2iy+2+...... )
2m

MH(X o “Cxitiy+t )
2m

m+1(Mxy )
2m

Regresando tenemos:

(1 '™ A) xy = Rx+1:y+1 + m+1(Mxy )
2m

Dxy

Para m vidas:

(1*™ A) x,X,..X,, = R+ X A10.0X 1 + mE (M, XX, }

2m

Dx,X,..X,,

Si en el seguro anterior hacemos que m—w obtenemos:

(™ A) xy =lim Rx+1:y+1 + m+1(Mxy )
m—pas m—®o . 2m o

Dxy
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{1A) xy = Rx+1:y+1 + I(Mxy }
. 2 .

Dxy

Para m vidas:

(1 A) X X300, = R +H10GH L+ + 1(MXX,.. X, )
2 .

Dx1x2..xm

6.5 Seguros pagaderos en ol momento de la muerte.

En la vida cotidiana la suma asegurada es pagada en el momento en que se
comprueba la muerte. En nuestras expresiones anteriores la suma asegurada se
supone sera pagada al final del afio en que fallece ef asegurado, por lo que ahora
debemos de hacer ajuste a nuestras anteriores con el fin de que la suma
asegurada sea pagada al final del m-esimo de afic en que ocurre el deceso.

Comencemos por analizar la PNU de un seguroc OV por A ™ xy:

Analicemos para dos vidas:

Wm) = 1(V YR (IXY - [ my+m Y+ V m { Xtumy+um - [x+2m: y4am ) +...... )
Ixy

Axy™ = - 12, =V ™ Al Ht- 1)m 2y +{t- 1m
Ixy
Veamos el comportamienta para {=1
S{Aby ) = - { ttumy+um - Ixy } = b - IXH/miy+iim
1/m representa [a magnitud del intervalo entre cada argumento.

Si a esta expresién hacemos que m —w el seguro que se obtiene es el que es
pagadero en el momento en que ocurre la muerte.

La notaci6n utilizada para este tipo de seguros consiste en sefialar con una barra
la A.
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6.5.1 Seguro de vida entera pagadero al momento de ocurrir la muerte.

Axy = lim Axy™
mose
;xy == 1Im 2e = VU™ Al Hr- 1y (- 1)m
IXy moe
Sabemos que el lim 1/m -0,
Entonces Ix + {t-1¥m:y + (t-1)/m —dix+t:y+t
Lo sabemos porque lo demostramos en el capitulo I.

Mx =1()dnx
Ix dx

Por o que podemos definir;
dix+t= -Ix+t px+t dt

Para dos vidas
dix+t:y+= -Ix+ty+ pxcHty+ dt

Regresando:

Axy=- 1 L, ® VU -bxHiyH px+tiy+t dt
Ixy

Axy= 1 Lﬂ" V! ix+tiy+t pxety+ dt
Ixy

Axy = jo * V'IxHhy+t pxstiy+t dt
Ixy

Axy = _[0“ V' tPxy px+ty+t dt
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Integrando por partes:
uv - I vdu

sea:
u =Vt

du=V'log V di(sea log V = -5)
dv= berty+t pixtty+t

V= -xHy+

Regresando:

Axy =1 (V! (Dx+ty+t =) - fo = «Ix+t:y+t -5 Vidt)
Ixy

Axy =1 (V' (-Ixrty+t |, ) - 8, = Ity Vit
Ixy

Cuando evaluamos en el limite superior, como es una funcién de supervivencia
betty+t nos da (pon bien estas letras)

Axy= (V! (Ix+ty+t | o) - 8f, = Vix+H:y-+tdt
Ixy Ixy

Axy=1- sf,, = Vix+ty+tdt
Ixy

Axy=1 - 8, = tPxy Vidt
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El resultado de la integral representa una anualidad continua:

Axy=1-5 axy

Retomando Ia expresion:

L ® V HPxypx+y+t

Ahora multiplicamos y dividimos por V**¥ 2.

Jo= v eomrtapyat pxety+t dt
VY2 [y

De la cual obtenemos:

L * Dx+by+t [ix+ty+t dt
Dxy

1 _[0 = Dxttiy+ LicHty+t dt
Dxy
A partir de la expresi6n anterior definimos dos nuevos conmutados:

Cxy =Iu ! Dx+tiy+t Px+ty+t dt

Mxy =I o Dx+ty+t Ux+ty+t dt
Con las cuales podemos dar otra expresion para nuestro seguro en cuestion.

Axy== 1 L ® Dx+ty+t pctty+t dt
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6.5.2 Seqguro temporal a n afios pagadero al momento de ocurrir la muerte

Axynl = L" V ! {Pxy px+ty+t dt
Integrando por partes:
uv - I vdu

sea

u =V
du=V'log V di{sea log V = -5)

dv= Ix+ty+t pcHy+t
v= -y +H

Regresando:

—t

A xy :n| =1 (V' (Ix+tiy+t fo™- ,[0 " x+ty+ (-5 VL)
Ixy

—1!

Axy:nl=1((V (Ix+ty+ |, - 8_[0 " Ix+ty+t Vidt)
Ixy

!

A xymnl=1 (V (Ixrty+t [ - Sju " ix+tiy+ Vdt
Ixy Ixy

!

A xyinl= 1V (xeny+n ) + 1 - 8f " xrtyst Vit
Ixy ' Ixy

El primer sumando lo multiplicamos y dividimos por V**¥?

A xy:nf= ((VEY Ixenydn ) + 1 - 8[0 " tPxy Vidt
V2 Ixy
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A xy :n|=(-Dx+n:g+n)+1 -8[0 " tPxy Vidt
Dxy

A xy:nl=-nExy +1 -Sfo“thy Vidt

El resultado de la integral representa una anualidad temporal continua.

1

A xy:nl = 1-nExy -Baxy:nl

Demos otra expresion a partir de nuestros conmutados:

Mxy =I o Dx+uy+t Ux+ty+t dt

Mx+n ;y+n=jn = Dx+ty+t lix+ty+t dt

Con las cuales podemos dar otra expresion para este seguro.

Axy:n| = Mxy - Mx+n:y+n
Dxy

6.5.3 Seguro diferido n afios pagadero al ocurrir el fallecimiento

m’; Xy = I,, = V'{Pxy ux+ty+t dt
Integrando por partes

uv - I vdu

Sea

u=vt

du=V'log V dt{sea log V = -§)

dv= horty+t pPxHty+

195




v=-Ix+ty+H
Regresando:

PAXY =1 (V' (Icetiyst [, =) - J, = ety (5 Vi at)
Ixy

VA Xy =1 ((V* (-Ierty+t |, =) - 8f, = bertyst Vidt)
Ixy

WA xy = (V! (betty+t | <) - 8], © bety+t Vit
Ixy Ixy

Como sucedid en el primer caso cuando evaluamos en el limite superior nos da
cefo,

/A xy= (V° Ix+niy+n ) - Bfn * Ixttiy+t Vidt
Ixy Ixy

El pimer sumando lo multiplicamos y dividimos por V**2

A Xy = (-VY2 Ix+niy+n ) - 8],., = tPxy Vidt
VT ixy

/A xy = (-Dxtny+n) -5, tPxy Vidt
Dxy

WA xy =-nExy -8, tPxy Vidt

El resultado de la integral representa una anualidad diferida n afios continda.

n/A xy =-nExy -4& n/ axy
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6.5.4 Seguro dotal a n afos pagadero al momento de faliecimiento.

Axyn| =Axyn| +Axyn|

El primer sumando ya demostramos a que es igual, simplemente sustituyamos.
!

A xy:nl = 1-nExy -5 axy:n|

El segundo sumando también podemos ya definirlo:

Axy:'n | = Dx+n:y+n
Dxy

Debe notarse que no se vera afectado el seguro dotal puro.

Con lo cual podemos dar otra expresion para nuestro seguro en cuestion:

Axy:n | =1-nExy -5 axy:nl + nExy

Axy:nl=1 -5 axy:nl

Otra expresion para este tipo de sequros en términos de conmutados seria:

Axy:n I= Mxy - Mx+n:y+n +Dx+n:y+n
Dxy

6.6 Seguros del ultimo Superviviente

Para resolver seguros del Ultimo superviviente se sigue la misma técnica que se
utilizé en probabilidades y anualidades.

Si observamos el seguro de $1.0 que es pagado al final de cada afio de la muerte
del tltimo superviviente de (x) y (y).

Axy = Ax + Ay -Axy
Para tres vidas (x) (y) (2)

Axyz = Ax +Ay+Az-Axy-Axz-Ayz+AXYZ
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Para resolver otros tipos de seguros como los temporales, continuos, diferidos se
sigue 1a misma técnica.

Si queremos dar la expresitn general para Seguros del Ultimo superviviente.

6.7 Seguros de Grupo Generalizado

Cabe mencionar que las dos técnicas del método Z seran aplicables también para

seguros de grupo generalizado, Una vez mencionando lo anterior pasemos al
siguiente punto.

6.8 Seguros Contingentes

6.8.1 Seguro contingente de vida entera

Abordemos un seguro contingente de vida conjunta de $1.0 pagadero al final del
afio en que muere (x). estando (y) con vida.

Como podemos observar es un seguro de dos vidas:
Axy= Log V" UQxy
Para poder resolver este seguro tendremos que redefinir algunos conmutados.

Definamos lo siguiente:

YQxy = dxtte [y+t+ %
Ixly

Definido lo anterior sustituyamos nuestra expresian en el resultado anterior:

AXy= 2o V1 dxHe ly+t+ %
Ixy
Muttiplico numerador y denominador por V2

AXY= 2o "V dxHe ly+t ¥ (V)
dxte ly+t+ V2
Ixy (V*r%)

198




Distribuyendo

AXY= Loy VIV Gucite ly++ 15
vz ixy

Definamos conmutados contingentes:

1
VT dytte lytt+ %o = Cx+tiy+t

1 1

T ° Cxtt:yet = Mxy
=0

Regresamos a nuestra expresion:

' R 1
Axy= 2o "CxHty+H = Mxy
. Dxy Dxy

1 1
Axy= Mxy
Dxy

6.8.2 Seguro contingente Temporal

Axy:ni= X "V ItIGxy

Anteriormente se hizo [a siguiente observacion:

tQxy = dxtte ly+t+ 1
Ixly

Sustituyamos nuestra expresién en el resultado anterior:

Axy:nj= 2 "V dxtte ly+tt Y
Ixy
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Multiplico numerador y denominador por V2

Axyni= Tog V1 dxite Iyt Y% (V17)
by (V**r2)

Distribuyendo:

Axyn|= 2., VIR dyate Iyttt Y
Ve Ixy

Definimos nuevos conmutados contingentes;

R
VORE dxbte ly++ Yz = Cx+tiy+t

1 1
D™ CxHLiy+t = Mxy

Regresamos a nuestra expresion:

L 1 1

Axyni= T "Crxttiy+t = Myy-Mx+nzy+n
Dxy Dxy

[ 1 RN
Axy:n|= Mxy - Mx+n:y+n
Dxy

6.8.3 Seguro contingente diferido n afios.
WAXY= 2oer, "V /Gy

Veamos la siguiente expresion:

tGxy = dxtte lyH+
Ixly
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Sustituyamos nuestra expresién en el resultado anterior:

1

AIAXY= 2., "V dxHe ly+t+ %
Ixy

Multiplico numerador y denominador por V**2:

t

WAXY= 2., “V* dx+e ly+t+ Y% (V<7?)
bxy (V)

Distribuyendo:

1

NAXY= 2., VY2 dyte ly+t+ %
Ve Ixy

Definimos conmutados contingentes:

L
VW Gy st byt Y = Cx+y+t

1 1
Z‘,,,u = Cx+tiy+t = Mxy

Regresamos:

1 1

NAxy= 2., “Cx+ty+t = Mxy
Dixy Dxy

1 1
n/Axy= Mx+n;y+ny
Dxy

6.8.4 Seguro contingente diferido n afios y temporal am
nimAxy= 2., "V*'t/qxy

201




Veamos la siguiente expresién:

t(xy = dx+te [y+t+ 1%
Ixty

Sustituyamos nuestra expresion en el resultado anterior:

N/mAXY= 2., ™V dx+e ly+t+ %
Ixy

Multiplico numerador y denominador por V**¥2:

A/MAXY= 2., ™V dx+e ly+t+ Y (V97)
Ixy (V)

Distribuyendo:

n/mAxy= 2., V&I dxtte lyHts Y%
i by

Definimos conmutados contingentes:

L
VR dydte ly+t+ ¥z = Cx+iy+t

1 1
2o ® Cx+tiy+t = Mxy

Regresamos:

r, o 1
nmaxy= 2 .. "Cx+:y+t = Mxy
Dxy Dxy

! L R
nmAxy= Mx+n:y+n-Mx+n+m:y+n+m
Dxy
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6.8.5 Otros resultados

6.8.5.1 Seguro Ordinario de vida

4

Cuando e conoce el valor de Axy el complemento resulta Axy, obteniendo de
ambos la siguiente equivalencia.

! 1
Axy = Axy + Axy

Revisemos otro resultado:

2 2
Axy=z,,,,“’V‘"quy

Utilizando resultados del Capitulo |.

2 1
Axy = 2 ™ V™ (t/gx - tigxy)

De lo cual obtenemos:

2 1
AXY = g ™ V' HGX -2 = VI tigxy

2 1
Axy = Ax - Axy

Otro resultado es:

3 3
Axyz = 2o ° V™' tigxyz
Al utilizar nuestros resultados del Capitulo 1:

Revisemos el siguiente resultado:

3
Yoxyz = J, (14PyX1-PZtPxpx+dt
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Distribuimos:

3
tqxyz = L * (1- tPy -tPz+tP YZ)tPxpIx+dt

3
Yaxyz = [ ® (tPx- tPxy tPxz+tPryz)pix+tdt

Con lo cual obtenemos:

1 i ¥

3 ! t !
YQxyz = tQx - tYQxy-Vxz+t/Gxyz
Sustituimos nuestro valor en la expresion inicial:

1 1

3 1
Axyz = 2 = V' QX - YOxy-t/Qxz+tiqxyz

De lo cual obtenemos:

3 1 1 1
AXYZ = F ey " VT QX Loy ™ VT HOXY - Lo V' UigK2 + T ™ V' tigyz

3 1 1 1
Axyz = Ax - Axy - Axz + Axyz

Visto este andlisis podemos obtener las expresiones para los seguros
contingentes temporales y diferidos.

6.8.5.2 Seguros temporales

Nuevamente tenemos la siguiente expresion:

! t
Axy:n| = Axy:n| + Axy:n|

Otro resultado:

2 2
Axy:n| = X, " V™' tgxy
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Utilizamos nuestros resultados del Capitulo I

2 1
Axy:n| = 2o "V (t/gx - tigxy)

De lo cual obtanemos:

2 1
Axyn| = X "V HigX -2 "V tigxy

2 1
Axy:n| = Ax:n| - Axy:n|

Otro resultado:

3 3
Axyzn = 2. "V Ugxyz
Revisemos el siguiente resultado:

3
Yaxyz = J, = (1-4Py ) 1-tPZ)tPxpix+dt

Distribuimos:

3
tiguyz= [, = (1- tPy APz#tPy2)tPxpx+dt

3
taxyz = = (tPx- tPxy tPxz+tPxyz)pix+dt
Con lo cual obtenemos:

3 : ! !
YQxyz = t/Qx - YQxy-t/Qxz+/Qxyz

Sustituimos nuestro valor en la expresion inicial:

1 1 1

3
Axyzin| = Xog " V! QX - YQuy- gz +t/Oxyz
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De [o cual tenemos:

3 s , \
Axyzin| = Zm = V" tgx Zt,n =V Ygxy - Zﬁo =\ fgxz + Zm = V™ tqxyz

3 1 1 1
Axyz:n| = Ax:n| - Axy:n| - Axz:n| + Axyz:n|

6.8.5.3 Seguros diferidos n afios

Tenemos la siguiente expresion:

! t
n/Axy = n/Axy + nfAxy

Revisemos otro resultado:

2 2
nfAxy = 2., = V"' tiqxy

Utilizando resultados del Capitulo I:

2 1
WAy = 2., V"' (tigx - tigxy)

De lo cual obtenemos:

2 1
NAXY = 2y V' g -2, = V! gy

2 1
nfAxy = nfAx - n/Axy

Otro resultado es:

3 3
NAXYZ = X V™' tigxyz
Revisemos el siguiente resultado:

3
tiguyz = §, = (1-4Py)(1-tPZ)tPxpLx+dt
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Distribuimos

3
tgyz= [, * (1- Py PzHPyz)tPxpix+Hdt

3
taxyz = J, = (1Px- tPxy PxzHPxyz)px+tdt

Con lo cual tenemos:

3 ' H !
V/Qxyz = t/Qx - tQxy-/(xz+t/Qxyz

Sustituimos nuestro valor en la expresién inicial:

1 1

3 1
OAXYZ = 2, = V™ 0 - UGxy-tOxz+tGxyz

De lo cual:

3 1 1 1
WAXYZ = 2 VG -2, ™ VT UGRY - Yo, V™ Uigxz + 3, = V' tiguyz

3 1 1 1
n/Axyz = n/Ax - n/Axy - n/Axz + n/Axyz

6.8.5.4 Seguro Diferido a n afios y temporal am

Tenemos la siguiente expresion:

n/mAxy = nlmAxy + nImAxy

Revisemos:

2 2
nimAxy = 2. ™ V"' tiqxy
Utilizando resultados del Capitulo I

2 1
n/mAxy = 2., ™ V*' (tigx - tigxy)
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De lo cual:

2 1
nmAXy = X, ™V tigx -2, ™V gy

2 1
n/mAxy = n/mAx - n/mAxy

Otro resultado es:

3 3
WmAxyz = 2 "™ VT Ygxyz
Revisemos separadamente el sigulente resultado:

3
vaxyz = J, = (1-Py)(1-4P2)tPxpux+at

Distribuimos:

3
Yaxyz= L = (1- tPy tPzHPyz)tPxpx+idt

<}
taxyz = J,* (tPx- tPxy tPxz+tPxyz)pixHdt

Conlo cuat:

3 ! ! !
YQxyz = ¥Qx - UQxy-t/Qxz+t/xyz
Sustituimos nuestro valor en la expresion inicial:

1 1

3 1
nmAxyz = X, " V' tGx - txy-Gxz+t/Qxyz
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Delo cual;

3 1 1 1
AMAXYZ = 2o, ™ V' HOX -2, ™ V™ XY - Do ™ VI tigiz + 2, ™ V™ tigxyZ

3 1 1 1
nimAxyz = /mAXx - /mAxy - fmAxz + n/mAxyz

6.9 Seguros contingentes pagaderos en el momento de la muerte

Recordemos un resultado de vida simple:
Ax = [, ® V! tPxpixstdt

Revisemos el resultado para dos vidas:
A xy = [, = V* tPxypuxtdt

Para tres vidas

1
Axyz= ID * V' tPxyz|Lx+tdt

Otro resultado:
2

A xy = [y = V! (14Py)tPxpux+dt

Distribuimos:
A xy = [ = V tPxpix+tdt - f, =tPxypixetdt
Reexpresamos:

_2 _ 1
A xy =Ax - Axy
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Revisemos el siguiente resultado

- Ny
Axyz= ID =V Px tPyz [+t

Resolvemos

1

tPyz

=2
r=1

Z2'(1-22) = Z - 27% = tPy +tPz - 2tPyz

Regresamos

A xyz = |, = V! tPx (IPy +Pz - 2tPyz) pixtat

Distribuimos

Axyz = o ™ V* (tPxy +Pxz - 2tPxyz) px+tdt
Separando cbtenamos:

2 1 1 1

_Axyz=_Axy+sz-_2Axyz

Este mismo resultado puede ser expresado de la siguiente manera:

2 2 _ 2
A xyz = Axyz + Axyz

1 2
Otro resultado:

Axyz = f, = V! (1-4Py)(1-4P2)tPx px+dt
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Resolvemos:

A xyz = J, = V! (1-PY-tPZ+Pyz)Px pix+dt

A Xyz = fo * V! (tPx-tPxy-tPxz+tPxyz) {ux+tdt
Regresamos:

=3 - v

A xyz = Ax - Axy - Axz + Axyz

Pasemos al siguiente resultado:

Axyz= _[0 ° V' tPz tPxy px+ty+dt

Resolvemos:

1

tP—x_y

m=2
r=1

Z2'(1-Z) = Z - Z% = tPx Py - tPxy
Regresamos:

A xy:z = [, = V' PZ(tPx +Py - tPxy) ( px+tiy+tidt
Distribuimos:

l

Axyz= L, = V' (tPxz HPyz - tPxyz) { px+ty+t)dt

Recordemos que solo se consideran aquellos que tiene congruancia:

Separando obtenemos:
+
1 1 t ~

A xy:z = Axz +Ayz - Axy:z
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Sabemos que:

1
[a 1 1

Axy:z = Axyz+ Axyz
Regresamos;

1 1 1 1

—— 1

A xy:z = Axz +Ayz - (Axyz +Axyz)
Simplificando:

1 1 1 1 1

A xy:z = Axz +Ayz - Axyz -Axyz

Otro resultado:

2
A xy:z = [, = VE (1-1P2) tPxy pix+ty+dt

Distribuimos

2
[a

Axyz= jo * V' (tPxy px+tiy+t tPxyz [x+ty+)dt
Reexpresamos:
2 1
_ al - N a
A xy.z = Axy - Axyz
Sabemos:

1
1 1

- m
Axy:z = Axyz+ Axyz
Regresamos:

2
1 1

A xyz = Axy - (Axyz +Axyz)
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Simplificando

2
fa] 1 1

A Xy:z = Axy - Axyz -Axyz

6.10 Evaluacién de seguros contingentes bajo las leyes de mortalidad

6.10.1 Evaluacién de seguros contingentes bajo la Ley de Gompertz

Para obtener una expresion para m vidas de seguros contingentes pagaderos en
el momento de la muerte bajo Gompertz debemos considerar o siguiente:

px=BC*

Y

Ax = f, = V! tPxpixetdt

Porlo anterior podemos definir;

;\x1x2..xm = Io = VHPX, X, XX+t

Sustituimos la fuerza de mortalidad bajo Gompertz:

;Rx1x2..xm = L, =V P, X,.. X, BC* " dt

Factorizamos:

_Ax,x,..m:“1 = L, =V P, X,.. X BCYC")dt

Sacamos fuera de la integral C*";

;\x1x2,.x,,, = C"‘L, ® VP, X,.. %, BC'dt

213



Muttiplico y divido C*'+C%+_+C™

!

Axpy X, = C" fo * V! tPxyx. %, BOYCH+C2 40 dt
CH+C%+, +C

Distribuimos:

Axpp.x,= O [y =V tPx % X (BC'C+BCIC2+. +BCICH™ )t
C'4+C%+ +C*

AXXp. X = __C* fo ™ V' tPx %, X (BCHBC="s +BC™ Yot
CH+C2+ +O™

AX, %X = c L, = VP Xg X LUX, HE+ X+ X + it
CH+C2+, +C

Reexpresamos:

AX, XX, = cr Ax,x,..xm
CM+C%+ +C™

Pero sabemos por haberlo demostrado en el capitulo | que:

oQX Xz X,y = c*
CX'+C™4, +C™

Sustituimos:

b 1

AX1X2..Xm = qu1xz..x,nAX1X2..XE

Otra expresién retomando lo anterior sera:
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Sabemos que bajo Gompertz se da la siguiente equivalencia:

C'4C%+. +C™ =C*

;3\;(1)(2..)(,,, = c -Ax1x2..xﬂ
C:1+C12+“+0xm

Sustituimos y obtenemos:

! -
AX XX, = €Y Ax,
c“

Tenemos una equivalencia para la fuerza de mortalidad
Hu SHX G X,

Sin problema alguno podemos sustituir esta equivalencia en:

1

Ax . X = c ?\xmz..x,_,,
C+C™+ +C

De lo cual tenemos:

Ax,X,..X,, = LLx, Ax,,
HXF G AL,

Ahora obtengamos las expresiones correspondientes a Makeham.

6.10.2 Evaluacién de seguros contingentes bajo {a Ley de Makeham

Es posible también obtener una expresion para m vidas de seguros contingentes
pagaderos en el momento de la muerte bajo Makeham debemos considerar:

Lx = A+BC*

y

Ax = I,, =V tPxLx+tdt
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Dado [o anterior:

A%y X = fo = VA PX 3, X, L1, HE

Sustituimos la fuerza de mortalidad bajo Makeham:

AX X X, = L =V tPx,x,..x, A+BC*""dt

Factorizamos.

A% X = fo = V PR X A+BCYCH)dt

Dividimos en dos integrales:

1
Ay X = Jo = VtPx . A di], * VP, % BC(C )t

Sacamos fuera de la integral C*' y A:

AX % X, =A Jo = VHPX Xy X dt"'C"’j0 = V' {Px,X,. X, BCdt

Multiplico y divido el segundo sumando por C*'+C2+_+C™:

1)

Ax,%,. X, =AJ, VtPxx,.x, dt+  C [ =Vt tPx,x,. %, BOC+C2+. +C™™ )it

C*+C2+ +C™

Observemos tnicamente el segundo miembro:

c [, =V tPxx,. X (BC'CH+BCIC2+. +BC'C™ )at

Cx1+cxz+"+cxm

_E“—_ju s tPX1X2..X,,,(BC‘1"+BC‘2‘1+'_+BCW+1 )t
CH+ 024, +C
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Siguiendo con el segundo sumando ahora sumamos y restamos mA:

c Jo = V2 tPx Xy, X (A+BCH 1+ A+, +ASBC™ -mA)dt
C+ G2, 10

Reexpresamos la fuerza de mortalidad y obtenemos:

[ jo =V PX Xy X LUX L+, + X+t -mA)dt
C'+C?2+. +C™

Reexpresamos:

c Io = VP X XL HEX L X+ -MA L
C'+C2%+ +C™

Distribuimos:

c [Io " VHPX Xp X X HEX X, -Io =V HPX,X,.. X, mA)dt]
C+C%+ +C™

En la integral del segundo sumando factorizamos mA:

o VPRt Xtttk x it -mAT, = VP, dt]
CY+C24 4G
Regresamos:
t o m
AX Xy X =AfV‘th,x2..xm dt+  C* [f V! EPX,Xg. XX L1 4t -mAS V! tPX,X,..X,, di]
0 C*4C2+ +C*" ¢

Observamos que la primera y tercera integral son dos anualidades continuas:

- ' - -

AX Xy Xy SAAX Xo X+ CY [fo VAP . XXy X X At -mAX %, X
CH+C24, +C"

Veamos que la segunda integral es un seguro pagadero en el momento de la
muerte:

AX X, X SAGXX,. X, + CY [Ax %, % - mABX XX, ]
CH4C24_+C
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Bajo Makeham se da la siguiente equivalencia:

[ C+C24, +C™ =mC¥

Sustituimos:

AX,X,.. X, SAQww..w+ C" [Aww.w - mASww..w ]
mC"¥

Haciendo un cambio de variable

A =-logS

Sustituimos:

A% X, H(HogS)Aww..w +_ CH [Aww.w - m(-logS)8ww..w ]
mC”

Distribuimos 1/m:

! - _ -

AX,X. X, =(HogS)dww..w + €Y [ 1Aww.w - m(HogS)8ww.w |
c* m m

A%y X, =(ogS)Bww.w+  C [ 1Aww.w + (logS)@uww..w ]
cr m

Reexpresamos:

A, X, = C" [ 1Aww.w +(logS)@ww.w ] JogSAww..w
C" m

6.11 Seguros Contingentes compuestos

Al igual que en las probabilidades conlingentes y anualidades contingentes el
orden de fallecimiento de los integrantes es importante. El individuo al que sera
pagado el seguro sera senalado en la parte superior, los demas son colocados en
la parte inferior.
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De modo de ejemplificar veamos el siguiente ejercicio:

2 2
Axyz = 2, .= V' tigxyz
1 1

Para obtener el valor dentro de la sumatoria primero desarrollemos este tipo de

probabilidad contingente.

2
tauyz = = (1-4Px)tPyzpLy+dt
1

Distribuimos:

2
tiaxyz =, * (tPyz-tPxyz)LLy+tdt
1

2
t/gxyz = L * tPyzLy+dt -,L “tPxyz|Ly-+tdt
1

Reexpresamos en términos de la primera muerte:

2 1 1

tfq1xyz = tqyz -t/qxyz

Regresamos y sustituimos esta equivalencia en nuestra sumatoria;

2 1 1

Axyz = 2. = V™! (t/qyz -tiqxyz)

1
Distribuimos:
2 1 1
Axyz = gV tigyz - X V" ticxyz
1
Reexpresando tenemos:

4 1 1
Axyz =Ayz - Axyz
1
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Otro resultado serfa:

2 2
Axyz = 2.0 V! tgxyz

Para obtener el valor dentro de la sumatoria primero desarrollemos este tipo de

probabilidad contingente.

2 e
Vayz = [, (tPy) tPxz py+tdt

Resolvemos el dltimo superviviente:

.
tPxz

m=2
r=1

2'(1-22)=2Z-22°
Regresamos:

L
tPxz = tPx + tPz - 2tPxz

Regresamos a la integral:

2
tYaxyz = L * (tPy) (tPx + tPz - 2tPxz) [y+dt

Distribuimos:
2
Yepayz = J, = (tPxy+tPyz-2tPxyz)py+dt
2
Vaxyz = J, = tPxypty+tdt +], “tPyzpiy+tdt - 2], “tPxyzpty+tdt

Reexprasamos en términos de la primera muerie:

2 1 1 1

Vaxyz = t/gxy +/qyz - 2t/qxyz
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Regresamos y sustituimos esta equivalencia en nuestra sumatoria:

2 1 1 1
AXYZ = X = V™' (tgxy +/qyz-2t/qxyz)

Distribuimos:
2 1 1 1
AXyz = 2 = VP tigey + 2o =V WQyz-22 g = V*It/gxyz

Reexpresando tenemos:

2 1 1 1
Axyz =Axy + Ayz -2Axyz

Veamos lo siguiente:

Axyz = T = VI tigeeyz
3 3

Para obtener el valor dentro de la sumatoria primero desarrollemos este tipo de

prebabilidad contingente.
tgxyz = L = (tPx) t;yz Hy+tz+tdt
3

Resolvemos el dltimo superviviente:
tPyz =tPy + tPz -tPyz
Regresamos a la integral:

tgxyz = [, (tPx) (tPy + tPz - tPyz) py+t:z+tdt
3

Distribuimos:

t/qx:;z = I. * (tPxyHPxz-tPxyz)ply+t.z+tdt
3

tigxyz = |, = tPxypy+tdt +f, tPxzpz+tdt - [, tPxyzpy+tz+tdt
3
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Reexpresamos en términos de 1a primera muerte:

1
1 1

[— (al
tgxyz = Yaxy +qxz - tiqx:yz
3

Otra expresion seria:

—_ 1 1 1 1
th;cyz = tqxy +t/qxz - tqxyz - tgxyz

Sustituimos esta equivalencia en nuestra sumatoria;

1 1 1 1

AXyz = X ™ V' (tigxy +Yoxz-tgxyz-tigxyz)
3

Distribuimos:
— w 1 @ 1 1 @ 1
Axyz = 2 V™ tigey + 2, VP igxz- 2 VP itaxyz- 3V axyz
3 = =0 =0 t=0

Reexpresando tenemos:
1 1 1

_ 1
Ax:yz =Axy + Axz -Axyz-Axyz
3

6.12 Sequros contingentes compuestos pagaderos en el momento de la
muerte.

Para el analisis de estos tipos de seguros se seguiran las mismas indicaciones
dadas en la seccién anterior, sin dejar de observar que estos tipos de seguros son
contingentes y pagaderos en &! momento de la muerte.

2 )

Axyz = |V (1-4Px)tPyz pz+tdt
1 1]
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Resolvemos;
2

Axyz = Jy= Vi (tPyz-tPxyz) piz+tat
1

Dividimos en dos integrales:

_ 2
Axyz = [T =V tPyzpzstat JT, o = ViiPxyz pzstdt
1

Regresamos:
2 t !

A xyz = Ayz - Axyz
]

El siguiente ejemplo:

A xyz = f, =V (1-P2)tPxypLy +tAx+Hdt
1

Resolvemos:

Axyz = J, " V! (tPxy-tPxyz) piy+tAxHdt
1

Dividimos en dos integrales:

- 3 ) _ @ _

A xyz = | V tPxyply+tAx+dt -] V! tPxyz py+Ax+dt
1 0 [}

Regresamos:

_3 _2  _x3
Axyz=Axy-AXx:yz
1 1

El siguiente ejemplo:
2

A xyzw = | V' (14P2)tPxywpw+dt
1 [+
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Resolvemos:

_ 2

A xyzw = f, = VI (tPxyw-tPxyzw) ptw+Hdt
1

Dividimos en dos integrales:

_ 2
A xyzw = L, = V' tPxywpw+tdt -fo V'iPxyzw pw-+dt
1

Regresamos;

_ 2 _ 1 _ 1
Axy.:.w=Axyw-Axyzw

Otro resultado:

.3 _
A xyzw = fy = V (1-tPw)tPxyzjix+AY+t z+tdt
2 4%

Resolvemos:
1

A xyzw = _[u = V' {tPxyz-tPxyzw) px+HAy+t:z+tdt
2 1

Dividimos en dos integrales:
- 3 nu L
A xyzw = L = V' tPxyzyix-+HAy+:z+tdt -L, = V'{Pxyzw px+tAy+tz+Hdt

2 1

Regresamos:

3 2 2:3

A :;yz\:u =_A:cyz -_Aix: YW
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Otro resultado:

— 4 o _ 2

A xyzw = | V! (1-tPw)tPxyzpix+tAy +t:z+1dt
2 1 [+]

Resolvernos:

_ 4 w _ 2

A xyzw = j V! (tPxyz-tPxyzw) pix+tAy+t:z+dt
2 1 0

Dividimos en dos integrales:

_ 4 © _ 2 @ _ 2
A xyzw = | V iPxyziix+Ay+iz+Hdt -f V' tPxyzw pix+tAy+tz+dt
2 1 0 0
Regresamos.:
4 _ 3 34
A xyzw = Axyz - A xy:z:w
2 1 ] 1
Otro resultado:
_ 34 L -
A xy:zw = | V (1-4Pw)tPxyzpix+AY+dt
2 1 0
Resoclvemos:
_ 34 © -
A xiy:zw = [ V' (tPxyz-tPxyzw) pxc+Ay+dt
2 1 0

Dividimos en dos integrales:

34

Axyzws=s f V' tPxyzpx-+tAy+dt -I V' tPxyzw |ix+HAy+Hdt
z 1 0 0

Regresamos:

34 3 _ 4

A xiy:zw = Axyiz-A Xy ZW
2 1 1 1
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Conclusiones

Los alcances det &area actuarial son ilimitados como lo es su estructura
matematica, por tal motivo se trato de dar las bases técnico-teoricas para su
conocimiento y que sirvan para profundizar su estudio posterior. :

Recordando que el actuario debe ser capaz de hacer predicciones, lo mas certero
y apegado a la realidad, basado como es bien sabido en [a matemaética. Y con ello
poder solucionar problemas de incertidumbre social, como lo podrian ser la
muerte, retiro, incertidumbre econdmica.

Con este estudio también se dan las bases no solo para el analisis del area de
Seguros sino también Pensiones y Retiro hoy tan de moda.

Cabe sefialar que durante el estudio me pude dar cuenta de la importancia que
tiene para los actuariales resultados de Calculo Diferencia! Integral, Matematicas
Financieras, Algebra Superior, Probabilidad, Estadistica, Seguros de vida,
Seguros de personas, que sin ellos resultaria casi imposible su estudio.

El proporcionar a los alumnos dicha herramienta debe ser para facilitar su estudio,
pero cabe mencionar que no excluye por ningin motivo el estudio de lo ya
estudiado. Este debe verse como un todo, de modo tal que haga mas
enriquecedor su conocimienta.
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