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RESUMEN

Se calcula la discontinuidad en temperatura del calor especifico que los materiales
superconductores exhiben experimentalmente, modelandose la superconductividad como
una condensacién de Bose-Einstein (CBE) de los electrones apareados (pares de Cooper)
con una relacién energia-momento lineal en el centro de masa. Primero resolvemos el
problema mas general de un gas de bosones en d dimensiones y con una relacién de
dispersién generalizada, es decir, la energia de los bosones es proporcional al momento
elevado a una potencia s > 0. Posteriormente se agrega a esta relacion de dispersién una
posible brecha de energia. Primero se deduce la temperatura de transicién T, ensegnida
la energfa interna y por iltimo se obtiene el calor especifico. La discontinuidad del calor
especifico aparece si y solo si d/s > 2. Para una relacién de dispersion lineal, s = 1,
se compara el salto ACy en el calor especifico con datos experimentales y con valores
calculados de la teoria BCS.

Al hacer la comparacién teoria-experimento de ACy obtenido de la teoria CBE se
obtiene una mejor aproximacion a los resultados experimentales de materiales en 3D.
Para ciertos materiales convencionales tridimensionales el error porcentual promedio es de
5.41 %, mientras que con la teoria BCS es 5.43 %.

Sin embargo, el agregar una brecha a la relacién energia-momento de los pares de
Cooper ocasiona que ACy calculado con la teoria CBE se aleje atin mas de los resultados
experimentales, de modo que el promedio de error porcentual que era 5.41 % crece a 12.11
%, v otro que era 37.9 % crece a 43.3 %.

Por dltimo, en el Apéndice B se demuestra que la condensacion de Bose-Einstein

también ocurre en el espacio de coordenadas.
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Capitulo 1
Introduccion

La superconductividad es una propiedad de la materia que fue descubierta a principios de siglo
para un nimero muy limitado de sustancias y ocurre a muy bajas temperaturas. En los ultimos
diez éﬁos se ha extendido a nuevos materiales compuestos (ceramicas) a “altas temperaturas”,
abrieﬁdo una perspectiva de aplicacién casi ilimitada para la creacién y uso de nuevos materiales
y sus. aplicaciones tecnolégicas, lo que podria augurar una verdadera revolucién rivalizando con
la invencion del transistor que impulsé la sociedad industrial hacia la sociedad informética en
la que vivimos.

Por otra parte, la observacién experimental en 1995 de la condensacidn de Bose-Einstein
(CBE) en nubes frias de unos cuantos dtomos es quizds el experimento mds impactante realizado
recientemente que ha sacudido el ambiente profesional de los fisicos, pues representa la evidencia

real de lo que durante 70 afos se consideré como meras interpretaciones académicas de modelos

tedricos de dtomos y de particulas.

;Hasta qué punto ambos fenémenos estdn relacionados? Esta ha sido una cuestién debatida
planteada mds como pregunta sin respuesta o afirmacién no aprobada que como explicacion
l6gica v coherente en el marco de una teoria aceptada. En esta tesis relacionamos la teoria de
la superconductividad y la condensacién BE mediante una nueva interpretacién de los pares de

Cooper como bosones con una relacién de dispersion lineal.

No es nueva la sospecha de que la superconductividad consiste de una fase termodindmica
condensada del tipo Bose-Einstein en tres dimensiones. Es decir, que el estado de resistencia
eléctrica cero llamado superconductor pueda explicarse como un sistema cudntico de muchos
bosones en el que una fraccién apreciable de ellos se encuentra en el estado de energia mas

baja del sistema de N-cuerpos. Cuando dicho sistema se enfria por debajo de una temperatura



finita de transicién T,, puede ser descrito en una primera aproximacién como un gas de bosones
interaccionando débilmente. Después de varios afnos de estancamiento de los superconductores
conocidos como convencionales con temperaturas de transicién menor a 25 grados kelvin, en 1986
se dio un notable avance con el descubrimieto de los superconductores de éxido de cobre con alta
temperatura de transicién. Hasta el inomento se ha llegado a la temperatura de transicién record
de 164 grados kelvin en un cuprato de mercurio a una presién de 300,000 atmdsferas [1]. Sin
embargo, esta temperatura estd todavia muy por debajo de la temperatura ambiente, 300 grados
kelvin, por lo que sigue siendo un costo econdmico muy grande el llevar a estos materiales a su fase
superconductora. El que todavia no hayamos alcanzado experimentalmente una temperatura
critica de transicion cerca de la temperatura ambiente es en parte por que no existe hasta ahora
una teoria microscopica satisfactoria que explique el fenémeno de la superconductividad, y més

atin, capaz de predecir nuevos materiales con T;’s verdaderamente altas.

El fenémeno CBE se propuso tedricamente en 1925, pero fue observado experimentalmente
de folrma convincente hasta 1995. Primero en una nube de unos 2,000 dtomos de rubidio, luego
en nubes de unos 5,000 atomos de litio y mds recientemente de unos 500,000 dtomos de sodio.
Teéricamente, se sabe que la condensacién de Bose-Einstein para un gas de bosones con masa
puede ocurrir sélo en sistemas con dimensién espacial d > 2. Esto, por supuesto, excluye
a ciértos superconductores orgdnicos descubiertos a fines de los afios setentas y que pueden
consﬁderarse con estructura casi unidimensional [2]. Sin embargo, como veremos en el Capitulo
3, considerando los pares de Cooper como bosones con una relacién de dispersién lineal podemos
interpretar a la superconductividad en estos compuestos orgdnicos como una condensacién de
BE. Alli demostraremos que puede haber condensacién de Bose-Einstein cuando d > s, con d la
dimensién del espacio y s la potencia con la que la energia depende del momento lineal del par,

es decir, el grado de la relacién de dispersién.

La supuesta relacién de la CBE con la superconductividad se remonta a los afios cuarenta



en los trabajos del quimico Ogg, a los afios cincuenta con Ginzburg, [1] y posteriormente a la
obra detallada de los australianos Schafroth, Blatt y colaboradores [3]. Unos afios después, en
1957, aparecié la elegante teoria de los estadounidenses Bardeen, Cooper y Schrieffer (BCS) [4],

que lgs convirtié en ganadores del Premio Nobel de Fisica en 1972.

E] ingrediente basico de la teoria BCS de la superconductividad es la formacién de pares de
electrones dentro del mar de Fermi debido a la interaccién electrén-fonén en un metal, lo que
da lugar a la aparicién de una nueva fase termodindmica que es precisamente la superconduc-
tividad. En contraste, la condensacién de Bose-Einstein de un gas de particulas bosénicas sin
interaccion constituye una nueva fase de la materia con propiedades de coherencia muy especial.
En la teoria BCS se consideran sélo pares de electrones (pares de Cooper) con momento lineal
total igual a cero. Son estos pares de Cooper, los que se pueden considerar como particulas
cuasi;bosénicas, que dan lugar a una CBE cuando el niimero de ellos en un solo estado se vuelve
apreciable macroscépicamente. Esto ocurre al enfriar por debajo de una cierta temperatura de
transicién. Al considerar ademés pares con momentos lineales del centro de masa diferentes
de cero obtenemos valores de las temperaturas criticas mucho mas altas que las correspondi-
entes, temperaturas criticas obtenidas con la teoria BCS en dos o tres dimensiones. Lo anterior
ocurfe aun en el limite cuando la interaccién atractiva electrén-fonén es débil donde los pares
de electrones formados se comportan como cuasi-bosones. Estos se encuentran mezclados con
los restantes electrones no apareados formando una mezcla ideal de bosones y fermiones dando
lugar a una condensacién a la Bose-Einstein. En el limite de momentos pequenos del par, la

relacién de dispersion, es decir, la relacién energia-momento, no es cuadritica sino lineal.

Se pretende desarrollar un modelo estadistico simple para relacionar dos teorias microscopicas
mecanico-cudnticas de sistemas multielectronicos fuertemente correlacionados conectadas con el
fendmeno de la superconductividad, a saber, la teoria BCS por un lado, y la teoria de CBE

por ¢l otro. Ademés, se pretende extender un modelo estadistico simple al caso mds general



de: a) pares rompibles, ya que al aumentar la temperatura autnenta el término cinético de la
relacion de dispersion y éste puede compensar la energia de ligadura del par; y b) a mezclas
de los cuasi-bosones con los fermiones, estos Ultimos provienen de los pares que se han roto.
Esto se planteara usando la interaccién del modelo BCS junto con la generalizacién de Fujita y
colaberadores {5] que reconoce la importancia de los pares de Cooper con momento lineal total

distinto de cero.

Por otro lado, los resultados experimentales para el calor especifico en materiales que pueden
tener una fase superconductora muestran una discontinuidad al cruzar por la temperatura de
transicién. Si queremos una teoria satisfactoria para explicar ¢l fenémeno de la superconduc-

tividad debemos deducir teéricamente dicha discontinuidad.

i

En esta tesis, se calcula el calor especifico, Cy, y la discontinuidad o salto, ACv, al cruzar
por 11:1 temperatura de transicién, 7,. Para ello se usan las teorias CBE y la de BCS. En el
Capit':ulo 2 se da un esbozo de la deduccién de Cy y ACy por medio de la teoria BCS. En el
Capitulo 3 se calcula dicha discontinuidad generalizando la teoria CBE para cualquier dimensién
espacial d > 0 junto con una relacién de dispersién de los bosones de orden s > 0. Después de
obtener las expresiones tedricas para dicha discontinuidad, en el Capitulo 4 se comparan con los
resultados experimentales. Asi podemos saber cual de estas dos formulaciones, que producen
una discontinuidad en Oy, es mas consistente con los resultados experimentales. Para lograr este
objetivo se recopilaron valores experimentales de materiales superconductores en 2D y 3D y se
comparan las diferencias porcentuales entre los resultados tedricos y los datos experimentales.
También se incluyen resultados reportados para algunos materiales en 3D, obtenidos con la

teoria BCS-Eliashberg [6]. En el Capitulo 5 se presentan las conclusiones.



Capitulo 2
Teoria BCS para la superconductividad

2.1 Introduccién.

La teoria propuesta por John Bardeen, Leon Cooper y J. Robert Schrieffer en 1957 {ver Ref.
[4]) nos proporciona una base tedrica para el entendimiento cuantitativo del fenémeno de la
superconductividad. El ingrediente central de esta teoria es la formacién de pares de electrones
conocidos como pares de Cooper, Este apareamiento puede ser pensado de la siguiente manera:
un electrén pasa a través de la red de iones positivos los cuales son atraidos por dicho electrén,
causando una distorsién respecto a su posicién original. Un segundo electrén que siente la
distorsién es atraido por los iones desplazados. Asi, tenemos una atraccién neta entre los dos
electrones después de absorber o emitir un fonén cuya energia méxima es la energia de Debye,
fiwp. El modelo de interaccién simple BCS implica que habra interaccidn atractiva si el electrén:
a) tiene una energia mayor que la energia maxima Ep = h?k%./2m* (energia de Fermi) de los
N — 2 electrones de fondo, y b) emite o absorbe un fonén de energia menor o igual a hwp (ver
Ref. [4]).

Esta interaccién simula la interaccién neta atractiva que resulta de la repulsién coulombiana
electrén-electrén mas la atraccidn electrén-fonén propuesta por Frohlich en 1950. La atraccion
pura:; electrén-fonén es el mecanismo dindmico fundamental que explica, curiosamente, tanto la
resistencia eléctrica finita en el caso de un conductor normal como la resistencia nula en un
Supérconductor. Esta dindmica es andloga a la de la interaccién atractiva entre dos nucleones
que intercambian piones [1].

IIJOS electrones que forman un par de Cooper tienen su momento y su espin antiparalelos. El

espin total del par es entero debido a que cada uno tiene espin semi entero, asi pues, los pares

de Cooper son parecidos a los bosones.



La distancia tipica entre los electrones del par es del orden de mil nanémetros, ver Ref.
[4], asf que la atraccién entre estos es extremadamente débil. Debido a esto la transicién a la
fase superconductora sélo ocurre cuando las fluctuaciones térmicas son pequeftas. La transicién

ocurre debido a que cerca de la energia de Fermi los electrones tienen una atraccién neta.

Examinemos un poco la distribucién de la energia de los electrones en un superconductor.
La Fig. 2.1 muestra la distribucién de la energfa de los electrones cerca de la energia de Fermi
en un superconductor a tres temperaturas. A T' = 0, a una temperatura ligeramente arriba de la
temperatura de transicién, T,, cuando el material estd en su fase normal, y a una temperatura
un pdco abajo de la temperatura de transicién. Aqui un pequefio “gap” de energfa, A(T), se
empie:za a desarrollar, ¢l cual es una franja de estados no permitidos para los electrones. El
“gap”: es causado por la energia de amarre utilizada para formar los pares de Cooper. Como ya
se mencion6 anteriormente la formacion de pares de Cooper se inhibe con la excitacién térmica
de log electrones. Asi, cuando la temperatura baja, el nimero de electrones que puede cruzar
el “gap” es significativamente pequeno por lo que se forma un gran nimero de pares y en
conse:cuencia el “gap” se ensancha. El orden de magnitud del “gap” a cero kelvin es 107* veces

la energia de Fermi, Fr.

A(0) = 10 *EF. (1)

Los estados que ocupaban las energias donde aparece el “gap” son removidos lejos de la energia
de Fermi y dan lugar a un pico en la densidad de estados inmediatamente arriba y abajo del
“gap” . El nimero total de estados no cambia pero si su distribucién. A la temperatura de cero
kelvin todos los estados que se encuentran por debajo del “gap” estin ocupados mientras que
por arriba de éste todos los estados estdn vacios. La energia total en el estado superconductor
es mds baja que en el estado normal. Los pares de Cooper son incapaces de esparcirse a estados

de enérgia mas altos debido a la presencia del “gap”.

La teorfa BCS predice el tamafio del “gap” de energia como una funcién de la temperatura.
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Figura 2.1. Distribucién de la energia del electrén en un superconductor. La
densidad de estados y la probabilidad de ocupacién se muestran para energias cerca
del nivel de Fermi a tres temperaturas: {a} justamente por arriba de la temperatura
critica (fase normal), (b) inmediatamente por abajo de la temperatura critica, y (c)

a cero grados kelvin (tomada de [4] pag. 418).
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En particular, demuestra que

A(0) = 1.76 kg T, ()

Como los pares de Cooper no pueden absorber calor (ya que en BCS sdlo se considera a pares
cuyo momento lineal total es igual a cero (k = 0). Entonces para considerar excitaciones (k # 0)
se introducen cuasi-particulas fermidnicas llamadas bogolones formadas por una particula y un
hueco v cuyas energias estdn dadas por la energia relativa de los dos electrones que forman el

par de Cooper: € = h%k%/2m, o bien, medidas respecto de la energia de Fermi
Ep = € — EF.

Si queremos tomar k # 0, es decir, tener energias de estados excitados, la ecuacién para la
energia de los bogolones debe tomar en cuenta la energia necesaria para estar en el primer

estado excitado, la cual es A(T), por lo que
By = [¢f + A*(D)]/? 3

es la energia de excitaciéon de un bogolén de momento hk. La dependencia de esta energia
de excitacién en la temperatura estd dada por A(T). Estas energfas son los eigenvalores del
hamil‘toniano de los pares de Cooper después de aplicarle una transformacién que lo diagonaliza.
La transformacién que diagonaliza a dicho hamiltoniano fue obtenida por Bogoliubov [7] y

Valatin 8], de aqui el nombre de las cuasi-particulas. Asf, E es la energia de excitacién de una

cuasi-particula de momento hik.

2.2 Temperatura critica T..
Se puede demostrar que el potencial de interaccién de los pares de Cooper se puede escribir

como, [9]

1 1 tanh{BE:/2)
VoIl B )

La temperatura critica T, es la temperatura a la cual A(T') se va a cero. En este caso E}, se vuelve

lex|, v por lo tanto el espectro de excitacion del estado superconductor se vuelve el espectro de



excitacién del estado normal. Para encontrar T, basta con reemplazar Ey, por |ex| y, obviamente,
T por T, en la ecuacién (4). Para esta ecuacién podemos cambiar la suma por la integral para
un volumen macroscépico en el cual los niveles de energia forman un cuasi-continuo de niveles.
Como el potencial de interaccién es distinto de cero, e igual a —V, s6lo para las particulas que
se encuentran en los estados dentro del intervalo cuyos extremos son Ep — hwp v Er + fuwp,
entonces los limites de integracién de la integral que nos da a este potencial son —hwp y +fiwp
(recordemos que || esta tomada apartir del nivel de Fermi). Si hacemos z = (3|¢|/2 la ecuacién

(4) evaluada en T = T, después de cambiar la suma por la integral, es

Behwn/Z tanhx
/ dx
2 Behwp/2 T

Q(EF
como fuwp << Er entonces la densidad de estados g{£x) en el intervalo de energias de los limites
de integracién es apréximadamente constante e igual a g(EF) por esto puede salir de la integral.

Aprovechando la simetria de |e¢x| alrededor del nivel de Fermi llegamos a

Behwn /2 tanh x

Pl EF)V f da. (5)

Se puede demostrar que esta integral es aproximadamente igual a In(1.133:.uwp), stempre y

cuando F.fuwp/2 >> 1. Por tltimo, despejando G, llegamos a

el/g(EF)V 6
B = T i3t ©

Por otro lado, sabemos que cuando el producto g{ Ef)V es pequefio [9]
A(0)  ——  2hwpe V9ERV (7)

g(EF)V—0

Multiplicando (6} por (7) llegamos a la (2), esto es, el “gap” en T' = 0 es comparable con kpTe.

El factor numérico de 1.76 se ha comparado con muchos resultados experimentales y se encuen-

tra en acuerdo razonable.
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Figura 2.2. Agrupamiento de los niveles de energia de una particula en celdas

ttomada de [10] pig. 128).

2.3 Discontinuidad del calor especifico en T = 71..

En un sistema de volumen macroscépico V, los niveles de energia deben estar extremada-
mente cercanos entre si, por lo que podemos dividir el espectro de energfa en un gran nimero
de “grupos de niveles” que podemos llamarlos celdas de energia; ver Fig. 2.2. Denotemos con
gk el promedio de energias de un grupo de niveles, con gt el nimero de niveles en la k-ésima
celda y sea ny el niimero de particulas en la k-ésima celda. La entropia para este sistema estd

dada por la ecuacién (16) del Capitulo 6 de la Ref. [10] ésta es

S Gk Gk N
— = 1InWn; = npln(== —a) — =1In{l —a—=)|,
2 Wi = 3 [ - = £ a1 o2

donde n} son los valores mds probables de los nimeros de distribucién ng: @ = +1 para el caso

de la estadistica de Fermi-Dirac. Por esto la expresion anterior nos interesa en la forma

S 2 n;

— = niln(— ~ 1) = 2In(1 — =£){,

Py Ek[k (”Z } ( 2)}

donde se utilizé el agrupamiento en celdas energéticas de tal manera que en la k-ésima celda

s6lo hay un nivel y gx es la degeneracién de espin, es decir g = 2. Asi pues, n} /2 es el nimero
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més probable de particulas en el estado k. Por lo cual
nh/2 = fo = (1+ PEm)71 (8)

doncie p es el potencial quimico para fermiones, el cual es una funcién de la temperatura, fj es
la distribucion de Fermi-Dirac, que no es més que el nimero promedio de fermiones en el estado
k. Como lo que nos interesa es el comportamiento del sistema a temperaturas bajas (=~ 100 K)
con Tespecto a la temperatura de Fermi (= 5000 K}, el potencial quimico de los fermiones es
préacticamente la energia de-Fermi (ver pag. 200 de [10]), la cual estamos tomando como el cero

de las energias; asi tenemos que & 22 0. Escribiendo la entropia en términos de f; tenemos

S (L _ 1)~ _
Pl Zk: [nk ln(fk 1) - 2In(2 fk)}
o bien, después de reordenar
S=-2kp > [(1- f)In(l— fi)+ fuln fi]. (9)
k

Por otro lado, el calor especifico se define como

asS
Cv=T (ET)V,N

multiplicando y dividiendo por kg tenemos

dS

=47 a1

Utilizado 1a regla de la cadena podemos encontrar la derivada parcial de la entropia con respecto

af
8s
B

Sustituyendo este resultado en la tltima expresién para el calor especifico llegamos a que

o8

2
ﬁaﬁl

ds
v=-hZ.
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Usando (9) para el estado superconductor, es decir, con A(T") # 0 el calor especifico a volumen

constante tiene la forma

Cu =26k 3 5 (L~ ) Inl1 = i) + felo £
k

donde el subindice s nos indica que el sistema estd en el estado superconductor. Realizando la

derivada obtenemos

Cs = 26k Z[af’“ lfkka. (10)

Sustituyendo fi por su forma dada por (8) es facil ver que In fi/(1 — fx) = —SBEy (ya se habia

mencionado que para este caso g = 0}. Asi, (10) tiene la forma

= 283 3 P af;‘ (11)

Utilizando la regla de la cadena podemos cambiar la parcial con respecto a 3 por la parcial con

respecto a BE;

_og? Ofi_|pa, Lgdd®
28°kp E{)‘ﬁE 6 5 (12)
Como g 2 0 es facil ver que
de _ 1 i
dBE,  BdE) 13)

Con la ayuda de la Ec. (13) Cs dado por {12) se reescribe como

afk[ s 1 aa?}
Cs = 28k E: 4~ (14)
B; OE B

el segundo término del segundo miembro de (14), es la contribucién al calor especifico debida a
la variacién del “gap” con la temperatura. Lo que nos interesa es ver lo que pasa cerca de Te.
Anteé de esto veamos cual es el calor especifico cuando A(T) = 0, es decir, en el estado normal
de un sistema de volumen macroscdpico (cuando los niveles de energia los podemos tomar como
un continuo). Para esto ademds de cambiar Ex por |ex| en (14) debemos de cambiar la suma

por la integral con la densidad de estados fermiénicos g(|ek|)
d
Cn = -2ﬂkBQ(EF)£ |E|2 |f|d6
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En realidad se estd integrando sobre el pequefio rango de energias [~fuwp, fiwp) ya que, como
se ha mencionado antes, €; es la energia relativa, medida desde el nivel de Fermi, del par de
Cooper los cuales no existen fuera de dicho rango. Como Awp << Fp, podemos aproximar a la
densidad de estados, g(|ex|), como la densidad de estados en el centro del intervalo [—Awp, fwp],

g(EF), la cual es una constante y puede escribirse fuera de la integral. Integrando por partes

Co = ~2Bkp(Br) [l 1% = [ 2l ]

De la Ec. (8) sabemos que al evaluar f(|e|) tanto en co como en —oo, el resultado es cero, por

lo que la Wltima ecuacién se reduce a

_ ®  |e|de
Cr, = 468kpg(EF) ./:—oo I

aprovechando la simetria de |e| y haciendo el cambio de variable x = 3l¢} tenemos

Cn

B B 0o e*+1°

La integral vale 72/12. Sustituyendo 3 por 1/kpT y reodenando factores obtenemos que el caler
especifico en el estado normal es

2
Cn = Zg(ERIKET: (15)

El segundo término de la Ec. (14) es distinto de cero cuando 7" — T, esto es por que el “gap”

cerca de 7, se comporta como [9]

T 1/2
~ 1.74 (1 — ?) para T =~ T, (16)

A(T)
A

Como (15) es continua al pasar por T = T, entonces la discontinuidad del calor especifico al
pasar por dicha temperatura estd dada por el segundo sumando de (14) evaluado en Te. Es

decir,

dA2 00 of
AC = (C, - Co)lz. = 9(Er)ksf? (ﬁ) [ (—gﬁ) de. (17)
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La integral es igual a la unidad

/_o:o (—3%) de = _eﬁel+ 7% =1

donde se utilizé el hecho de que 8f/8|e| = 8f/0 ya que df /¢ es una funcién par de e. Haciendo

uso de la regla de la cadena podemos cambiar la derivada del “gap” con respecto de 3 por la

derivada con respecto de T’

‘_jﬁ = Eiﬁd_T = _QA_Z k7132
dg dT dg ar ) "B '

Sustituyendo este ltimo resultado en (17) tenemos

dAz)
AC =g(E —_ ) (18)
g( F)( ).,

Sustituyendo (16) en (18) tenemos

|

2

1

' AC ) d 7411 TNV A0
: = ~oBr) g T (1= ) 8O
haciendo la derivada y ayudandonos de (2) llegamos a
AC = 9.4¢g(Er)k4T,. (19)

Evaluando (158) en T = T, y comparando con AC finalmente tenemos

AC
z = L4 (20)

Este resultado serd comparado en el Capitulo 4 con el salto deducido por la teoria de la conden-

sacién de Bose-Einstein la cual se tratard en el siguiente capitulo.

14



Capitulo 3

Superconductividad como una Condensacion
Bose-Einstein

3.1 Introduccién.

Consideremos un gas cudntico ideal de bosones permanentes (es decir, se conserva el ntimero
de estos) con una relacién de dispersién general en d dimensiones. Definamos 7. como la tem-
peratura critica la cual divide los estados de la materia: condensado y normal (no condensado).

Entendiéndose por estado condensado aquél en el que existe un nimero de particulas, compara-
‘ .

ble 4l total de éstas, las cuales se encuentran en el estado de minima energia, (k = 0), es decir,

en un mismo nivel de energia (en el estado base).

Para la relacién de dispersion cuadratica un nimero macroscépico de bosones existen en el

estado base cudntico por abajo de la temperatura critica, 7¢, solamente si d > 2.

La distribucién de Bose-Einstein sumada sobre todos los estados nos da el ndmero total de
bosones N. Propongamos Ny como el mimero de particulas en el estado més bajo (e = 0 en el
limite termodindmico). Explicitamente

1
N=Ny(T)+)_ ey (21)
k#0

donde 8 = 1/kgT v up es el potencial quimico de los bosones. Para T > T, No(T) es
despreciable comparado con N; para T < Tg, llega a ser comparable con N. Justamente en
= T, No(T.)/N = 0, mientras que en T' = 0 la suma en la Ec. (21) se va a cero haciendo que

N = Ny, es decir, no tenemos particulas en estados excitados.

Para valores positivos del potencial quimico cuando ¢, < pp la exponencial de la distribucién

de Bose-Einstein es mds pequefia que la unidad y por lo tanto

1
=1 = 22)

fleg) =

15



lo cual nos dice que el nimero de particulas mas probable en el estado &£ es un niimero negativo.
Como esto no tiene sentido fisico, llegamos a la conclusion de que el potencial quimico para
bosones es negativo, esto es

pp < 0.

Si el volumen que contiene a las particulas es muy grande el espectro de estados se vuelve
cuasi-continuo y en este caso podemos transformar la suma de (21) en una intregral de la

siguiente forma

N = No(T) + /0 e ns) _ 11 a(k)dk (23)

donde a(k) es la densidad de estados energéticos en el espacio k. El lector se podria preguntar
por cllué la integral parte de cero si en la Ec. (21) se restringe la suma de la distribucién de Bose-

Einsfein a k # 0. Sin embargo, mas adelante veremos que a(k) es cero al evaluarla en k = 0;

por o que no afecta a la integral de la ecuacitn anterior el agregarle k = 0. Precisamente éste

es el'motivo por el cual Ny(T) no se introduce en la integral, ya que No(7T) no necesariamente

es cero. Antes de continuar deduzcamos a{k). Consideremos una red periédica d-dimensional

i

de C¢ celdas primitivas dentro de un hipercubo de arista L. Apliquemos las condiciones de

contorno periédico sobre estas C? celdas primitivas

ei[klm +kozot+kaza+.. +kazy] — ei[kl{zl +EY+kz(zo+L)+ka(zs+L)+.. +ka(zg+L)]

esto implica que

kiL, koL, k3L, ..., kgL = 2nmw

dondg n es un nimero entero. De lo anterior se sigue que

kl} ]{,‘2, kg, erey k‘d = 0, :|:21"I'/L, :|:47I'/L, ceay C?T/L;

i

por 1o que existe un solo valor permitido para k por hipervolumen (2rr/L)* en el espacio k, es

decir .|
‘ 1

(2r/ L)

16



Sea M el nimero total de valores permitidos para k dentro de una hiperesfera. Como el volumen

de una hiperesfera de radio k en d > 0 dimensiones estd dado por el apéndice C de (10
Va(k) = 7264 /T (1 + d/2),

(para d = 3 por medio de esta ecuacién tenemos que el volumen de la esfera es 4w R3/3; para
d =2, la cual es el 4rea de un circulo de radio R, Vo(R) = wR?; para d = 1 es el “didmetro” de

una linea de “radio” R,Vi(R) = 2R; y para d = 0 tenemos la unidad) entonces tenemos que

1 M
(2n/L)d  w¥/2kd/T(1 +d/2)

Asi el nimero total de valores permitidos para k dentro de una hiperesfera de radio % es

. /24
. M = (L/27) —— . 24
| ) T ar) 24)
La densidad de estados es
d’.’l’d/2kd_1
= dM/dk = d——-——. 25
la cudl es cero si la evaluamos en k = 0. Sustituyendo (25) en (23) obtenemos
N = No(T) + (L/2m)¢ == 27;/2 f dk k41 [ePler—rB) _ 971, (26)

Con lo anterior hemos demostrado que la sustitucién de una suma por una integral consiste en

escribir
- o2,
27
\ Zk:_>1"(d/227r/d (27)
3.2 Temperatura de transicién al estado condensado.

Consideremos la relacién de dispersion en forma de ley de potencia
€k = Csk°, con s> 0. (28)

Para bosones ordinarios de masa m en el vacio, s =2y ¢; = h? /2m, mientras que para los pares

de Cooper en el mar de Fermi s = 1 (ver pag. 184 de [5]). Sustituyendo la forma de € dada por
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la Ec.. (28) en la integral I que forma parte de la Ec. (26) tenemos
I =f dk k&1[z7 1Bk 1)1,
0

donde z es la fugacidad definida como

z = ePke.

con g el potencial quimico bosénico. Veamos un poco el comportamiento de z. El nidmero de
bosones que se encuentran en el estado base, es decir, con €, = §, son descritos por la distribucién

de Bose-Einstein de la siguiente manera
No(T) = [e™™2 —1] 7,

0 bien

No(T) = 71 = 1],

despejando z obtenemos
No(T)

TR )

como Np(T') es comparable con N para T < T, y z es continua en T = T, entonces, podemos
decir:que también para esta temperatura No{T,) > 1. Asi, en la region del condensado, es decir,

i

para T < T, 2z = 1 y entonces ug =2 0.

i

Asf también a altas temperaturas (T > Tp) No(T') & 0, por tanto z = 0.

Volviendo a la ecuacién (26), en [11] se introdujo el cambio de variable de integracién z =

Bc,k® en la integral I para obtener la siguiente expresién de la fraccién del condensado
A P g

NoT) . Tfs)gas(2) )
No(0) N s(ﬁcs)d/52d“17rd/21’(d/2)n3
donde ng = N/L¢ y
.
gd/s(z):ZEm’ (31)
=1

es 1a funcién de Bose. Se puede demostrar que cuando d/s > 1, gy/s(1) es igual a la funcién zeta

de Riemann, ((o), resultado que se utilizard en célculos posteriores para trabajar con la zeta
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de Riemann en lugar de trabajar con g4/,(1). En {30) se utiliz6 el hecho de que a T' = 0 todos
los bosones se encuentran en el estado base es decir N = Ny(T' = 0). Para T < T, caso en que

z = 1, la fraccién del condensado tiene la siguiente forma

No(T') . T'(d/s)ga;s(1)
No(0) — 7 s(Bcs)¥/ 2241 rd/2T(d/2)n g

(32)

Utilizando el hecho de que Np{T) es despreciable comparado con N en el intervalo de temper-

aturas T > T podemos llegar a la férmula general de T, a partir de (32). Asi, evaluando (32)

en T, tenemos

5(Bacs )4/ 428~ 10d/21(d/2)n g’
por l'iltimo, despejando T,
d-1_dj2,, 75/4
T __Es_{sF(d/Zﬂ T nB] (34)
kg | T(d/s)gys(1)

Para el caso de bosones ordinarios para los cuales s = 2 y ¢, = h?/2mp la ecuacién (34)

resul;:a
‘ 52 d,dj2, 14
T, = 2%q% 4 np (35)
. 2mpkp | 94s2{1)
Para'd = 1 y d = 2 esta ecuacién conduce a T, = 0 debido a que
oc
g12(1) =3 17 — 00
=1
y I
. — 1
[ g}(l) = Z ? —) OQ.
‘ =1
En general para d < 2, 94/2(1) diverge, por lo que T, = 0 para d < 2. Cuando d = 3,
: 2 2/3
, T, — 3 227”"8/ ’
f 2mpkp [g3/2(1)]*3
que se reduce a un resultado familiar:
2 2/3
i 3.31h%n7g (36)

mpkp
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donde se utilizd el hecho de que para d/s > 1, ga;s(1) = {(d/s). Cuando d =3 y 5 = 2 se tiene

¢(3/2) = 2.612.

Volviendo a la forma generalizada, la Ec. (30) se puede expresar como sigue

N(](T) Td/s r(d/s)gd/s(l)

No(0) s(co/kg) 7281l T (4 2)ng

y sustituyendo (34) en la ecuacién anterior se obtiene

!

NO(T) 1 d/s
No0) =1— (T/T)™°. (37)

Este resultado es congruente con el resultado que se obtuvo en la pdg. 162 de [10] para la
fraccién del condensado en el caso de d = 3 y s = 2. Estos resultados son formalmente validos
paratodod> 0y s> 0.

Nétese que para 0 < d < 5, T, = 0 ya que gy4/,(1) diverge para d/s < 1. Este comportamiento
de gq/s(1) implica que la condensacién de Bose-Einstein (CBE) con T¢ # 0 no ocurre cuando
tenenlos una relacién de dispersién de orden s en una dimensién d tal que d < s. Este resultado
es corjisistente con el bien conocido hecho de que la CBE no ocurre en dimensiones igual 0 menor
que d:os para una relacién de dispersién cuadratica, que es el caso de bosones ordinarios con masa
mpg # 0. Esto excluye de una posible interpretacién como una condensacién a la Bose-Einstein
para superconductores orgdnicos descubiertos a finales de los afios setentas los cuales pueden
consiéierarse de estructura casi unidimensional (1+¢) [2]. Sin embargo, si nos vamos al limite de
acopljamiento débil de los pares de Cooper, podemos aproximar la relacién de dispersion de estos
cuasi-bosones mediante una relacién lineal, s = 1 [11]. Para s = 1 puede ocurrir una CBE para
toda d > 1 pero nunca para d = 1. Con lo anterior, estariamos en la posibilidad de considerar

como una fase condensada a la fase superconductora de los organicos.

Una relacién de dispersién lineal describe a los pares de Cooper moviéndose no en el vacio
sino en un mar de Fermi [11]. Tales pares pueden asi condensarse de acuerdo a la teoria de

Bose-Einstein en dimensién mayor que uno. Precisamente todos los materiales superconductores
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descubiertos experimentalmente son de dimensién mayor que uno. Las dimensiones més bajas
en las que se han encontrado los materiales superconductores son cuasi-unidimensionales (d =
1+ €), estos materiales son orgdnicos consistiendo de cadenas paralelas de moléculas. No se han
encontrado materiales superconductores en d = 1. Por esto podemos decir que existe un buen

acuerdo entre el modelo de CBE para la superconductividad y los experimentos.

En el Apéndice A se demuestra que la temperatura de transicién deducida por Gould et al.

[12], la cual estd dada por

sfd r/d

Te/To = [1(1, T djs = 1,09)

(38)

es idéntica a la expresada en la Ec. (34), donde T se define en dicho Apéndice. Aqui,

I(1,-1,d/s — 1,00) es la integral

:L.O.

Lrrar
I(z,8,a,%maz) = fg da:—————z_lem e

También se argumenta que el procedimiento para obtener tal resultado es andlogo al utilizado

en la Ref. [11].

3.3 Energia interna.

[

La energia interna de un sistema ideal de bosones, donde cada uno tiene una energia de
|

-1
excitacién g, estd descrita por la distribucién de Bose-Einstein, [eﬁ("f ~#B) — l] . SiU(L4,T)

1
representa la energia interna, entonces,

d .y _ k
TS = 2 w1 (39)

don&le, para simplificar la notacién, se le ha quitado el subindice 5 a la p. En [11] se demuestra

que Ja energia interna se reduce a la siguiente forma

i

9742 ¢ LNET(d/s + 1) a/s11(2) 9a/s+1(2)
d _ el /s+1 — dfs+1
04T = a7 (37) — e = P4 1o
donde el coeficiente By esta dado por
d/2 d
= 27 (i) D(d/s +1) (1)
I(d/2) \2m sc
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También en la Ref. [11] se da una expresién para la energia libre que es vdlida para toda T ¢

independiente de By, ésta es

U(LdsT) _ égd/~5+1(z)td/s
NkgT 8 gd/s(l) 7

(42)
con t = T/T.. En la Fig. 3.1 se exhibe la energia interna (en unidades de N kgT) como una
funcién de la temperatura reducida para (d,s) = (3,2), (2,1) y (3,1). Notemos un punto muy
importante: las asintotas de la energia interna, U/NkpT = 3/2, 2 y 3, son los limites clasicos
cormi:nmente conocidos para d = 3 y s = 2. Cuando la temperatura pasa por T; la curva tiene
un pﬁnto de inflexién. El caso {d,s) = (3,1) posee una discontinuidad en la derivada en este
puntd, mientras que los otros dos casos nada mas cambian en su curvatura. Es decir, para (d, s)

= (3,1} el calor especifico tiene una discontinuidad en T = T. En la siguiente secci6n se estudia

la digcontinuidad.
3.4 Calor especifico.

El calor especifico a volumen constante Cy se define por
Cy = (8U/8T )Ny - (43)

Utilizando el hecho de que z = 1 para T < T, Cy esta dado, para dicho rango de temperaturas,

por
' (d/s + 1)kBgd/s+1(1)} (d/s)(d/s + 1)gass41(1) 4
'+ Cy =B = Nk 1 o T (44
B d[ 2 2 PRRY 4
Finajmente, utilizando Ny(T)/N = 0 para T > T, en la Ref. [11] se demuestra que
: d/s)(d/s +1 /5005
Cy = Nky (d/s)(d/s + )gd/s+1(z) _ (d/s) gay (2) > 1 (45)
9a/s(2) 9a/s-1(z)

Cerca de T, (t = 1), la Ec. (44) toma el valor

d (d/s + 1)g4/541(1)

Cyv{T )/Nkp = — 46
mientras que cerca pero por arriba de Ty, (¢ = 1), la ecuacién (45), resulta
dfs)(d/s + 1 1} (d/s)2gq;,(1
ooy g — | @25+ Vagyen @) @5V 00 (1)] wn
9ass(1) ga7s—1(1)
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0 1 2 3
t=T/T,

Figura 3.1. Energfa interna (en unidades de NkgT'} como una funcién de la tem-

peratura (en unidades de T.} para (d,s) = (3,2), (2,1) y (3,1) (Fig. tomada de

{11)).
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De estas dos ecuaciones nos damos cuenta que en T' = T, el calor especifico es discontinuo. El

valor de esta discontinuidad estd dada por la diferencia entre las Ecs. (46) y (47)

d/ gd/s 1)

[ACy /Nkgly, = [Cv(T,) ~ Cv(Ty)] /Nkp =
gd/s—l( )

(48)

Sabemos que g,(1) diverge cuando ¢ < 1; por esto, cuando d/s — 1 < 1 o bien d/s < 2 el
lado derecho de la ecuacién (48) se hace cero. Es decir, para materiales en d-dimensiones con
portadores de carga descritos por una relacién de dispersién de orden s, de la forma ¢; = ¢;k°,
tal que d/s < 2 no exhiben discontinuidad en el calor especifico al pasar del estado condensado
al estja,do normal o viceversa. Sin embargo, para d/s > 2 hay una discontinuidad en el calor
espeéiﬁco.

El caso mas comin de esto es el hecho de que un gas ideal de Bose con s = 2 y d = J exhibe
tinicamente una cuspide en forma de pico en su calor especifico en T = T, es decir, exhibe
discontinuidad solamente en su derivada. Dicha dicontinuidad de las derivadas, 9Cv /0T |- —
8Cy [OT|p+ la podemos obtener usando las Ecs. (44) y (45). Asi pues, para (d,s) = (3,1) existe
discontinuidad en el calor especifico al pasar por T, mientras que para (2,1) y (3, 2) solamente

la derivada de Cy con respecto de T' es discontinua.

Cuando el salto en el calor especifico es distinto de cero (d/s > 2) tanto a la discontinuidad

como 2, Oy (T los podemos escribir en términos de la funcién zeta de Riemann, {(o}, a saber

(d/5)*¢(d/s)

[ACy/Nks] = =5

(d/s)(d/s + 1)¢(d/s + 1)
¢(d/s) '

Cyv(T;)/Nkp =
Dividiendo estas dos nultimas ecuaciones

ACV(T,) _ (d/3)¢2(d/5)
Cv(Te)  (@fs% DC@/s — D¢(@fs + 1)

(49)
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Para altas temperatura [exp 8(e; —pup) —1)7! es muy pequeiio por lo que [exp B(ex —pug) — 1]

es muy grande; en este caso, podemos ignorar el uno. Asi la Ec. (21} se simplifica a

T—oo

N — S el (50)
k

Usando la Ec. (27) podemos realizar la suma de la ec. (50) obteniendo

efr 2x¥?  T(d/s)

N/L# — — : 51
M= T G (e 5y
Esta ecuacién puede reescribirse en la forma
N
z=et gEﬁ‘”S. (52)

donde By se definié en la Ec. (41). Como 3 se va a cero cuando T se va a infinito, entonces
2 se va a cero cuando T se va a infinito que es lo que se demostré anteriormente analizando
el comportamiento de la fraccién condensada con la temperatura. Como también ya vio, del
resultado anterior y de la forma de g,(2) dada por la ecuacion (31), resulta que cuando T tiende
a infinito g,(z) tiende a z. Asi a altas temperaturas sustituyendo g,(z) = 2z en la Ec. (45)
tenemos

Cy/Nkg — d/s, (53)

que €s una generalizacion de la ley de Dulong-Petit.
3.5 Relacién de dispersién tomando en cuenta el “gap” de excitacion.

Ej‘.n la teoria BCS para el fenédmeno de la superconductividad no se toma en cuenta los estados
excitados, k # 0, para los pares de electrones llamados pares de Cooper, solo se consideran
los pares de electrones cuyo momento lineal total, hik, es igual a cero. Para considerar la
superconductividad como una condensacién de Bose-Einstein la fraccién de pares de Cooper con
momento total distinto de cero se debe tomar en cuenta y puede demostrarse que dicha fraccion

es grande y no puede despreciarse, mas ain, existen a temperaturas mayores que la temperatura

de transicién [13].
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La distribucién de pares es maxima alrededor de & = 0 y el nimero de pares con £ > 0 decae
monoténicamente conforme &k crece. Este decaimiento se hace mas pronunciado conforme v =
k% / k% es mas pequeiilo (kp y kr son el niimero de onda de Debye y de Fermi, respectivamente).
Sin embargo, el niimero de pares con k en el intervalo 0 < k<107%(2/k% + k%) es mayor que
el 90% del ntimero de pares con k = 0, para v > 0.005 como la de los superconductores de
alta T, [13]. Uno de los efectos que pueden tener los pares con momento total no nulo en la

superconductividad es el suavizar la transicion superconductora.

Para que los pares de Cooper puedan estar en un estado excitado, digamos para que dicho
par esté en el primer estado excitado, tiene que adquirir cierta energia £4 (1) para poder alcanzar
dicho estado. Supongamos un “gap” de energia, £,(7T), entre el estado base y el primer estado
excitado, y consideremos que

e = £4(T) + cok® (54)

describe a los pares de Cooper tratados como bosones en la teoria de condensacién de BE.

Introduciendo esta expresién a la ecuacién (26} tenemos

27Td/2 oo a
N = Ny(T) + (L/2)° /deﬁmeﬂLrh

definiendo z = e8(#=¢9(T)) 1a ecuacién anterior la podemos escribir como

N = No(T) + (L/2m)?

27Td/2 oo 8
di k41151 0ek®  11-1 55
7D / i te ] (55)

De esta ecuacion es facil ver que el problema para obtener la temperatura de transicién se reduce
[

al cado en el cual la relacién de dispersién era e; = ¢.k%, para esto basta reemplazar z por 2 en

donde quiera que se encuentre. Asi, de la Ec. (34) se obtiene

e, [ sT(d/2)20 1n8/2ny 1%/

T, == ,
© 7 kp |T(d/s)gays(ePeralle))

va que en la Ec. (34) gg5(1) es en realidad gg/(z = 1) y como Z = ze P59, entonces, al

reemplazar z por Z nos queda gy /s(e*ﬂfg). Pero si el “gap” ¢4 se va a cero cuando T se va a T,
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Figura 3.2. Variacién del “gap” bosdnico de energia, €4(7'), como funcién de la
temperatura el cual da la mfnima energia de excitacién de los bosones. Esta figura

ilustra que £,4(T") es cero cuando T > T (tomada de [5] pag. 211).

Comé) lo afirma Fujita en el capitulo 10 de Ref. [5] (ver Fig. 3.2), entonces para el presente caso
en q‘:ue er = £g(T) + ¢,k*, T, es la misma que si tuviéramos la relacién de dispersién sin tomar
en c:uenta el “gap”: € = ¢,k° (ver ecuacitn (34)).

f)or otro lado, la energia interna para la relacién de dispersién que contiene al “gap” esta

dada por

2 d/2 oo kd—l T)+ sks)
U T) = (/s [Tt e, (56)

Evidentemente tenemos dos sumandos con una integral cada uno. Tomando z como 2 el primer

sumando (cuya integral contiene £,) es idéntico a (26) cuando Np(T) = 0 sélo que multiplicado
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por &, y €l segundo sumando (cuya integral contiene csk°) es idéntico al de la energia interna
para la relacién de dispersion €, = c;k°. Tomando en cuenta estas observaciones podemos usar
la Ec. (30) en la forma

d 27Td/2 1

N = No(T) + (L/2m) 5y 56

a7; T(d/8)94/5(2) (57)

0 bien

No _, T)d/s gays(e7P=s(D))
e O e

(que es el resultado de la ecuacién (55)) con No(T') = 0 y la solucién de la integral que nos llevé

a la Ec. (40) para resolver las integrales de la Ec. (56) asi obtenemos

_on¥? (L d £ .. TI(d/s+ 1) gassy1(Z)
ULY,T) = T(d/2) (5‘;) lmp(d/s)gd/s(z) + e ﬂd;rsﬂ ] '

Introduciendo By cuyo valor estd dado por la ecuacién (41} esta Ultima ecuacién se transforma

en
d oy _ s [Eo(T)BTd[s) 3
U(L%,T) = Ba(kgT)"** W%/s(z) + gass+1(2) | - (58)
La ecuacién (57) en términos de By es
. 3 gd/s('é)
‘ N = No(T) + 3Ba~r— (59)
En T = T;, No(T)/N =0y =0, por lo que la Ec. (59) resulta
‘ Bd d/.ﬁ‘
' = 60
1 NI gaps(emPeeaT) (%0
o bieﬁ, para €,{T.) = 0 (ver Fig. 3.2},
By _ d/s (61)

Nﬁffs gd/s(l)-
Podemos sustituir en la ecuacién (58) el valor de By pero ahora en su forma dada por la ecuacion

anterior

U(LA,T)  (1/kgT)%* (kpT)¥/* ' d [e4(T)BT(d/s)
N 9ays(1) s| T(d/s+1)

9a/s(Z) + ga/s+1(5’)} :
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reduciendo y reordenando términos llegamos a la siguiente expresion

T)gr(d - .
U(L4,T) g[s U G5114(5) + 9ays11(2))] (/1)
NIGBT S gd/s(l) ¢ ’
De la definicién de la funcién gamma
(dfs)  (d/s=1)! 1
T(d/s+1)  (dfs)}  dJs
la ﬁltlima expresion para la energia interna se reduce a
U(L4,T) 1 o 4 . d
3 - hd T. /s'
NkBT gd/s(l) EQ(T)ﬁgd/S(z) + Sgd/8+1(z) (T/ L) (62)

A pesar de que la forma de B; que acabamos de introducir en la energia interna se obtuvo del
nimero de bosones evaluado en T, la expresién anterior es vilida para toda T ya que By no es

funcién de la temperatura.
Para T < T. el potencial quimico es pricticamente cero {1z = 0) y por tanto (62) en este

rango de temperaturas se reescribe como

uLs,rT) 1
NkgT gd/s(l)

- d -fe s
(T)Byqs(e 55”)+;9d/s+1(€ Beay| 1/ (63)

donde ¢t = T/T,. Cuando d =3 y s = 1, como en un gas de fotones en tres dimensiones, esta
expresién es la “Ley de Stefan-Boltzmann” U(T) = ¢T?, con ¢ no una constante si no una

funcién de &4.

Por otro lado, para T > T,, Ny(T) es tan pequeiio que comparado con /N se puede considerar
como cero, por lo que la expresiéon (59) se puede reescribir como

.5 gd/s(g)
N_dBd_—ﬁd/S .

Con Ia ayuda de (61) podemos eliminar By de la ecuacién anterior y obtener, después de eliminar
los términos comunes en el numerador v en el denominador y reordenar los términos que nos

quedan, obtenemos la siguiente ecuacion

v Gaps(d)
gd/s(z): “;fd/s 3 t>1 (64)
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donde hemos utilizado el hecho de que 3./ = T/T, = {. Podemos usar la Ec. (64) para
eliminar gg/,(1) de la Ec. (62) y asf obtener una expresion de la energia interna en el rango de

temperaturas £t > 1, estoes T = T,

T ] - ~
U(L4T) d [‘977—75 i g, (2) +gd/s+1(Z)] s
NkgT s PIRGIEE

o, reordenando

(65)

U(LAT) _ d [eg(T)BI(E/s) | gajerr(3)
NkgT ~— s | T(d/s+1) 90:(3) |

Si para t > 1 £4(T) = 0 (ver Fig. 3.2), entonces, en la ecuacién anterior el primer sumando es
cero,.y para el sumando que nos queda, podemos reemplazar Z por z; asi la expresién para la
energia interna a temperaturas mayores que T} se reduce a la expresién (19) dada en [11] para
este rango de temperaturas y de aqui que la energia interna siga teniendo la misma generalizacion
del “Teorema de Equiparticién de la Energia” que se tenia cuando no tomdbamos en cuenta el

“gap” de excitacion (ver Ref. [11]).

Notemos que si €, no fuera cero para T > T, seguirfamos teniendo la generalizacién del
“Teorema de Equiparticién de la Energia”, sin embargo la energia por particula aumentaria

debido al valor de £,(T'), es decir

| U(Ls, Ty — Neg(T)+§NkBT. (66)

T—oo

3.6 Calor especifico para la relacién de dispersién con “gap”.

Si £4(1") = 0 para toda T > T, entonces el calor especifico, en esta regién de temperaturas

para nuestra nueva relacién de dispersion, se reduce a la expresién (45) que se obtuvo con la
i

relacién de dispersién e, = c;k°. Lo que queremos es encontrar la discontinuidad del calor
especifico en la temperatura de transicién T, utilizando la nueva relacién de dispersién. Como
ya sabemos lo que pasa con el calor especifico arriba de T, nuestra ocupacién es ahora encontrar

la expresidn de éste para temperaturas menores que 7. Derivemos pues la energia interna dada
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por (62) con respecto a T manteniendo constante el volumen y el nimero de particulas

Cv 1 (aU(Ld,T)) _(dfs+ 1)(T/T,)%*
N

o, d _
NkB - Nk'B aT gd/s(l) EQ(T)ﬁgd/S (Z) + ;gd/5+1(2):|

dfs
gd/s(l)

Para T < T, el potencial quimico es practicamente cero por lo que 2 = e~#3 y la derivada con

[(ﬁdeg/dT - ey (TVB/Tauy (5) + eg(mp2ale ) 2 4001 %J -

respecto a la temperatura de ésta es por lo tanto 0z/0T = —6_'6556559 (T)/0T. Después de

intrdducir este resultado en la ecuacién (67) y asociar términos semejantes podemos llegar a la

ecuacién siguiente, la cual es valida sélo para temperaturas menores o iguales a T,
‘

Cy 4/s o 1 de, e
Mr = o [d/s(d/s+ )guperi(e™0) + 2d/9)eg(T)B ~ (dfs = 1)1~ aayae™)
14/ d v _ge
gar (D) [(EQ(T)ﬂ)Q _Ey(T)ﬁsziT 9ajs—1(e77%9). (68)

Podemos darnos cuenta que esta ecuacién esta en concordancia con Cy cuando no tomdbamos
en cuenta el “gap” de excitacién de las particulas, ya que si hacemos £4(T) = 0 en la Ec.
(68), ésta se transforma en la ecuacién (44) la cual es el calor especifico para 7' < I obtenido
anteriormente sin tomar en cuenta £5. De la Fig. 3.2 podemos ver que en T' = T, tenemos

£4(T) = 0, asi la Ec. (68) a dicha temperatura se reduce a

Cv(T,) _ 4/sd/s +1)ga/enn(1) 1 [d_fg_] _
Ty

Nks 945 @fs =iy o (69)

kp
Como ya se habia mencionado, para T > T, el calor especifico estd dado por la ecuacién (43} ya
que para este rango de temperaturas el “gap” £,(T) es nulo; en consecuencia el calor especifico
en T = T} estd dado por la Ec. (47). Con esto podemos llegar a nuestro objetivo: calcular la
discontinuidad de Cy cuando pasa por la temperatura de transicién. De las Fes. (47) y (69)

tenemos que

A _ L tou@ry - CviT)) =

(d/5)?g4/:(1) 1 [5{@]
Nkg  Nkg T

PRI I A (70)

Cuando tenemos un material en una dimensién espacial d cuyas particulas estdn descritas por

una relacién de dispersién de orden s tal que d/s—1 < 1, es decir d/s < 2 el primer sumando de
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la Ec. (70) se va a cero porque en estas condiciones g4/s—1(1) diverge. Pero sélo cuando d = s
el segundo sumando de dicha ecuacién se reduce a cero. De esto podemos concluir que sélo
para d = s no tenemos discontinuidad en el calor especifico para T' = T,. Sin embargo cuando
d/s <1, segin la Ec. (34), no hay estado condensado, ya que en estas condiciones 7, = 0. Es
decir para toda d y s donde hay estado condensado tenemos que el calor especifico es discontinuo

al pasar por la temperatura de transicion.

As{ también podrfamos pensar que la ecuacién (70) para d/s < 1 nos dice que el salto en el
calor'especifico es negativo, ya que la derivada de ¢, es negativa, esto es, ahora no se tiene que
el valor méximo entre Cy(T;") y Cy(T;}) es el primero de estos como usualmente ocutre, si no
que ahora el valor maximo es Cy(T.}F). Sin embargo, este argumento no tiene sentido debido a

que para d/s < 1 no hay CBE.

Por tanto, cuando consideramos £,(7") # 0, la teoria CBE siempre predice una discontinuidad
en el calor especifico de un superconductor, cuyo valor méximo es Cy (7). Esto estd de acuerdo
con los resultados experimentales, ya que todos los materiales superconductores tienen una

discontinuidad en el calor especifico en T' = T, con su valor méximo en Cy (T ).

Tabla 1. Casos en los que ACy(T.) es distinto o igual a cero.

eq(T) =0 eo(T) # 0*

T, | ACW(T) | T. | ACV(T.)

dis <1 0 ne** 0 nc**

1<dfs<2|#0 0 £0| #0
2<d/s |#0| #0 |[#0| #0

% con forma de £4(7") # 0 propuesta por Fujita en la pag. 211 de [5} donde g4(7T%) = 0;
»* nc significa gque no hay condensacién a T # 0.

En la tabla 1 mostramos los intervalos de d/s para los cuales teéricamente, el calor especifico
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no presenta discontinuidad al cruzar la temperatura critica. En esta tabla se muestran dos
formas del “gap”: £(T) =0y £4,(T) # 0; esta tiltima se refiere a la forma propuesta por Fujita

(ver capitulo 10 de [3]}.

Si pudiéramos tener algiin material en una dimensién espacial d cuyos pares de Cooper estén
descritos con una relacién de dispersién de orden s con una g, tal que al llegar a su valor nulo en
T = T, lo hicieran en una forma préacticamente inclinada, es decir, una ¢, tal que su derivada en
T= fl:’c fuera practicamente infinita, entonces estarfamos describiendo una “transicién lambda”

Fig. 13.3) la cual es la transicién experimental del *He a su fase superfluida. Esta transicién
g p p

est descrita en la pagina 165 de [10)].

Por otro lado cuando d = 3 y s = 1, y se considera el “gap” de minima excitacién en la
relacién de dispersién de los pares de Cooper tratados como particulas bosénicas, en la pag. 225

de Ref. [5] se obtiene

ACv _ (3)°s(1)
NkB g92(1)

- @i ()

Sin embargo, nos damos cuenta que el resultado de la Ec. (70) conduce a

ACy  (3)%g3(1) 1 deg

NkB - 92(1) _( )k dT |Tc? (72)

La diferencia entre estas dos ecuaciones es el coeficiente que multiplica a la derivada del

133 ”

gap”. Comparando el desarrollo de esta tesis con el de Fujita, nos damos cuenta que este
tiltimo no considera 4 al multiplicar la distribucién de estados por la energia de cada particula

para calcular la energia interna. La cual la obtiene como

°° k261k’
3 3
ulLs1) = (L/Q:’T) 3/2) _/ eBleg(Thi+erk—pp) _ 1" (73)

Solamente considera el “gap” dentro de dicha distribucién.
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Figura 3.3. El calor especifico del He liquido (tomada de la pag. 165 de [10]).
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Capitulo 4

Calores especificos

En este capitulo se comparan las teorias CBE y BCS para la superconductividad. Para
esto se presentan resultados experimentales que nos permiten ver que tanto concuerdan dichas

teorias con los experimentos.

En el Capitulo 2 se vio que segtin la teorfa BCS en un superconductor tanto AC(Te) como C;,
(calof especifico en el estado normal evaluado en T, C,,(T7}) son proporcionales a la densidad
de estados evaluada en el nivel de Fermi, g(Er). Por esto AC/C, es independiente de dicha
densi(ilad, y de aqui que esta razén sea independiente de la dimensidén espacial del sistema. De

acuerdo a los resultados del Capitulo 2
AC/Cyp =1.43. (74)

El calor especifico se obtuvo de la derivada de la entropia para cuasi-particulas fermidnicas
llamadas bogolones que estan formadas por una particula y un hueco. A partir de (74) pode-
mos ;)btener el valor teérico BCS para AC/Cs; donde Cs es el calor especifico en el estado
superconductor evaluado en T,, C{T,}. Asi pues, puede escribirse

AC _ AC/Cq
Cs ~ Cs/Cy’

sumando y restando la unidad al denominador del término del lado derecho

AC  AC/Cy
Cs B —"——”'Cac +1’

y como AC = C; — Cy, esto implica que

AC  AC/C,
T, T ACIC AT (75)
Asi, la teoria BCS conduce a
AC
o = 0588 (76)



La teoria BCS considera que el efecto de los pares de Cooper con momento total ik distinto
de cero es despreciable para el fenémeno de la superconductividad ya que es una cantidad muy
pequeiia en comparacion de la cantidad de pares con momento total nulo por lo que sélo trabajan
con k = 0. Sin embargo, se ha demostrado que la fraccién de pares con momento total no nulo

es imf)ortate y no puede pasar desapercibida [13].

Alj considerar la superconductividad como una condensacién de Bose-Einstein es necesario
tomaxj‘ en cuenta la existencia de pares de Cooper con k > 0. Como el espin total de los pares es
entere, se comportan como particulas cuasi-bosénicas. Estos cuasi-bosones con momento total
distinto de cero se pueden describir, en el limiie de momentos pequenos, con la relacién de

diSpe‘tsién lineal [14!

; ex — a(d)vphk (77)
dondé a(d) es un coeficiente adimensional, d la dimensién del sistema y k el momento total del
par.

Para obtener el calor especifico, y més precisamente la discontinuidad de éste en T, se derivé
la enérgia interna con respecto de la temperatura. Para calcular la energia interna se utilizé la
forma general de la densidad de estados en dimensién arbitraria d, por lo que el salto del calor
especifico estd generalizado a la dimensién d. Se encontré que €l cociente AC/Cs depende de la
densidad de estados, es decir de la dimension del sistema, a diferencia del resultado obtenido por

BCS! Utilizando la teoria CBE obtuvimos una expresién generalizada para AC/C, (ecuacién

(49) en el Capitulo 3), valida para toda d y s, con s la potencia de la relacién de dispersion.

Cuando d = 3 y s = 1, de la ecuacién (49) se obtiene

AC

5

= 0.609. (78)

Donde usamos los resultados ¢(3) = 1.2020569, {(2) = 1.644934 y ((4) = 1.0823232. Por otro
lado, como ya se menciond, la teoria CBE toma en cuenta los pares de electrones en estados

excitados, por lo que se introdujo en la relacion de dispersion la energia de excitacién minima,
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4. Con esta nueva relacion de dispersién se llegé a la siguiente forma de la discontinuidad del

calor especifico

AC _ (@/s)¢(d/s)

1 de,
Nkg C(d/s— 1) (d/S—l)————-—[Tc (79)

y la forma para C; en este caso es

C, _ d/s(d/s+1)¢(d[s+1)

L dgg
Nkg ¢(d/s)

kp dT

(d/s—1) 7. (80)

Fujita (ver capitulo 10 de Ref. [5]) encontré que de,/dT|z, = —1.128kp. Usando las Ecs. (79)

y (80) con d = 3 y s = 1 se obtiene

AC
— = 8.832
Nin 83
y
Cs
= 13.060;
Nig 3.060;
esto implica que
AC
— =0.676. 1
. 676 (81)

Este wvalor es cercano a los resultados experimentales que se muestran en las tablas 2 y 3. El
valor calculado por Fujita (ver pdg. 226 de Ref. [5]), AC/C,; = 0.702, estd més lejos. Este
alejarniento es debido a que Fujita no tomo en cuenta g4 al calcular la energia interna, como se

comentd al final del Capitulo 3.

En las tablas 2 y 3 se reproducen los valores experimentales de AC/C; para varios materiales
superconductores en dimensién 3. En la tabla 3 tenemos los materiales llamados superconduc-
tores convencionales. En estas tablas se incluyen las diferencias porcentuales, respecto a los
datos experimentales, de AC/C, obtenidos con las toerfas BCS, BCS-Eliashberg [6] y CBE (con
€g = 0y €(T) # 0, para este tltimo se utiliz6 la forma propuesta por Fujita (ver Fig. 3.2)
con €,(T.) = 0). La teorfa de Eliashberg no se describe en el presente trabajo pero se incluyen
sus calores especificos para efecto de comparacién. En la tabla 3 vemos que las teorias que

mejor se aproximan a los resultados experimentales son las de Eliashberg y CBE con ¢, = 0,
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squpromedios de error porcentual son 5.18 % y 5.41 % repectivamente. En la tabla 2 vemos
que BCS y CBE con €, = 0, se parecen mucho en sus errores porcentuales promedios los cuales
son 37.3 % y 37.9 %, respectivamente. Los resultados tedricos que estdn mas alejados de los
resultados experimentales son los obtenidos con la teoria CBE con €; # 0. En las tablas 2y 3

reportamos errores porcentnales promedios 43.3 % y 12.11 %, respectivamente.

Tabla 2. Valores tedricos de AC/C; comparados con datos experimentales para
materiales en 3D. En la columna V. E., en esta tabla y en las posteriores, los nimeros

en paréntesis cuadrados indican la referencia experimental.

SUPERCONDUCTOR | V.E. BCS CBE CBE
3D €g =10 €g #0
AC/Cs | AC/Cs =0.588 | AC/Cs = 0.609 | AC/Cs = 0.676
% error* % error* % error*
Zrg.7Nig 3 0.623 [15] 3.6 2.2 8.5
UPt3
(fp = fermién pesado) | 0.474 [15] 24.0 28.4 42.6
URugSis (fp) 0.296 (15| 98.6 105.7 128.4
CeRu2Sig(fp) 0.778 [15] 24.4 21.7 13.1
BaPb;_.Bi; O3 0.889 [15] 33.9 31.5 24.0
promedio promedio promedio
373 % 37.9 % 43.3 %

Simbolos utilizados en esta y las tablas siguientes:

1. E. significa valor experimental

(valor experimental-valor calculado)
valor experimental x100%

*Oerror =
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Tabla 3. Comparacién de los valores tedricos de AC/Cj, obtenidos con diversas

teorias, con datos experimentales para materiales superconductores convencionales

en 3D,

SUPERCON | V.E/ BCS BCS- CBE CBE
bUCTOR Eliashberg [6) €, =10 €, # 0
3D ac | 8¢ — 0588 ac 4C 0,609 | 4 = 0.676

% error* | teoria | % error* % error* % error”
Hg 0.703 [16] 16.4 0.713 1.4 13.4 3.8
In 0.634 [16] 7.2 0.642 1.3 3.9 6.6
‘La (hep) | 0.600 [16] 2.0 0.681 | 13.5 1.5 12.7
| Nb 0.659 [15] 10.8 0.660 0.1 7.6 2.6
Pb 0.730 [15] 19.4 0.735 0.7 16.6 7.4
Sn 0.615 [15] 4.4 0.627 1.9 1.0 9.9
Ta 0.614 [16] 4.2 0.620 0.4 0.8 10.1
Tl 0.600 [16] 2.0 0.635 5.8 1.5 12.7
v 0.598 [16] 1.7 0.620 3.7 1.8 13.0
Al 0.592 {15] 0.7 0.588 0.7 2.9 14.2
Ga 0.587 [16] 0.2 0.671 14.3 3.7 15.2
Mo 0.561 [16] 48 0.664 | 184 8.6 20.5
cd 0.576 [15] 2.1 5.7 17.4
u(B) 0.590 [16] 0.3 3.2 14.6
Zn 0.559 [16] 5.2 8.9 20.9
promedio promedio | promedio promedio
| 5.43 % 518 % 541 % 1211 %
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Cuando tenemos materiales bidimensionales, tomando el limite de momentos pequeiios, es

decir, aproximando el orden de la relacién de dispersién igual a 1, de la Ec. (49) tenemos que

=0, (82)

ya que ((1) — oo. Ya se habia mencionado en el Capitulo 3 que cuando d/s < 2 no habia
salto y d = 2 y s = 1 cumplen esta condicién. Sin embargo, los experimentos muestran una
discontinuidad distinta de cero (ver tabla 4). Si tomamos el “gap” de minima excitacion, de las
Ecs. (79) y (80) tenemos que

AC

22 = 0.205.
o = 0205 (83)

lo cual es distinto de cero. En la tabla 4 se muestran valores experimentales para materiales de
dimensién 2. Se encontrd, al igual que en la tabla 2, el error porcentual tanto para la teoria
CBE como para la teoria BCS cuyo valor tedrico sigue siendo AC/Cs = 0.588 ya que como se

menciond antes este resultado no depende de la dimensién.

Podemos observar claramente que los valores experimentales no cambian mucho, o simple-
mente no cambian, de un material en 3D a un material en 2D; por esto, como los resultados
CBE cambian mucho al pasar de 3D a 2D, se alejan de los experimentos. También vemos que los
valores experimentales de AC/C; se parecen al salto BCS ya que en esta teoria AC/C, tampoco

cambia su valor al cambiar de 3D a 2D.
|

En el Capitulo 9 de la Ref. [5] se deduce la forma de Cy para toda temperaturaend =2y
s = 1, el resultado se muestra en la Fig. 4.1. En esta gréfica vemos que en T = T, Cy tiene su
valor maximo: 4.38 R, con R la constante universal de los gases. También en esta figura vemos

que para T > T el calor especifico tiende a bajar asintéticamente al valor de 2 R,
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2D
i & =Cp

, Figura 4.1. El calor especifico Cy para bosones con una relacién de dispersidn
' lineal en un sistema de dos dimensiones. Cuando T < T, es proporcional a T2, llega
. a su valor maximo, 4.38 R, en T = T, y depués decrece a 2R en el limite de altas

. temperaturas. R es la constante del gas ideal (Fig. tomada de la pdg. 186 de Ref.

- [3)-
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Tabla 4. Comparacién teoria-experimento de AC/C; para materiales en 2D.

SUPERCONDUCTOR

To(K) V. Et BCS CBE (e = 0) CBE (e £ 0)
AC/C, AC/C, AC/C, AC/C,
2D exptl = 0.588 > 0.272 < 0.543 = 0.205
% error® | % error* | % error* % error™
TlyBayCaCuyOg 110 > 0.74 [15] >205 | >632 | >266 >72.3
(TMTSF),ClO;* 1.2 0.625 [15] 5.9 56.5 13.1 67.2
YBayCuz 07 92 | 0,588 £ 0.003 [17] 0.0 53.7 7.6 65.1
TICaBaCu;0s 5 114 > 0.592 [17] > 0.7 > 54.0 > 83 > 65.4
Bi;CasSraCuyg Oy 95 > 0.585 [17] > 0.5 > 53.5 > 7.2 > 65.0
Lay g5870.1sCuO4 37 | 0.588 + 0.008 [17] 0.0 53.7 7.6 65.1
Lay g5Bag.15Cu04 34 0.588 [17] 0.0 53.7 7.6 65.1
Lay 55Cag.15Cu04 20 0.590 [17] 0.3 53.9 8.0 65.2
(T1,'Pb, Bi)y (St, Ba),
CayCus Og(T1-1223) 0.666 [18] 11.7 59.2 18.5 69.2
: promedio | promedio | promedio | promedio
>44% | >558% | >11.6% | >666%

“*organico

Si nos imaginamos una discontinuidad de Cy su valor mds grande que podria tener es la

diferencia entre su valor en 7. y el valor asintético cuando T —+ 00, es decir, el valor m4s grande

en la discontinuidad del calor especifico serfa 2.38 R. Proponemos como una cota inferior de

esta discontinuidad la mitad del valor maximo: 1.19 R. En este caso {, = 4.38 R, entonces,

0.272 < AC/C, < 0.543.

(84)

En la tabla 4 observamos que para AC/C; = 0.543, la teoria CBE (con £4(T) = 0) produce

resultados que son consistentes con los datos experimentales, aunque no tanto como BCS.
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Los valores experimentales de AC/Cy que sélo son seiialados por una cota inferior en la tabla
4 se obtuvieron utilizando el campo magnético que suprime a la transicion de fase superconduc-
tora (ver Ref. [17)).

Sean C(0) y C(H,) los calores especificos en campos magnéticos 0 y H; teslas respecti-
vamente, donde H, es el campo que suprime la transicién de fase. Fijandonos en la Fig. 4.2,
podemos darnos cuenta que la razén [C(0) — C(H;)]/T|r, puede ser una medida de (Cs —C',)}/T..
Desafortunadamente la transicién de fase como funcién de la temperatura no esta bien localizada
(en el caso de TICaBaCuy0y 5 T, estd cerca de 115 K, ver Fig. 4.2} por lo que

(Cy — C)/T. > [M]T

T
con H, = 7 teslas cuando se trata de TICaBaCuyOs 5 como se muestra en la Fig. 4.2.

En la Fig. 4.3 se grafica Cy /T como funcién de la temperatura para el YBay;CuzOr_s.
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Figura 4.2. Cy/T vs. T para el TICaBaCugQOj55 cercade T, a H = 0 y 7 teslas,

Podemos apreciar que el campo magnético de 7 teslas suprime la transicién de fase

(ver [17]).
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Figura 4.3. Cy /T ws. T para el YBa;Cu307_s para el cual T; = 90.83 K (Fujita,

comunicacién personal).
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Capitulo 5
Conclusiones

Toda teoria microscépica correcta que intente describir el fenémeno de la superconductividad
debers al menos reproducir teéricamente la discontinuidad del calor especifico observada en los
superconductores, En esta tesis calculamos dicha discontinuidad utilizando el concepto de cuasi-
bosones (pares de Cooper) capaces de sufrir una CBE y que identificamos como el mecanismo de
ia sﬁperconductividad. Dichos bosones satisfacen una relacién de dispersién lineal en cualquier

dimensién espacial d.

Para los superconductores tridimensionales convencionales, el salto de calor especifico calcu-
lado con la teorfa CBE (con el “gap” bosénico de Fujita ¢, = 0) se aproxima mds a los resultados
experimentales que el calculado con la teorfa BCS. Con la teorfa CBE se obtiene un errot por-
centual de 5.41 %, mismo que con la teoria BCS es de 543 %. La teor{a de BCS-Eliashberg,
proporciona un promedic de error porcentual del 5.18 % (ver tabla 3), el cual es més cercano al

obtenido con la teorfa CBE que con la teoria BCS.

Para otros superconductores también en 3D, pero con temperatura de transicién alta, la
teorfa que més se aproxima a los resultados experimentales es la teoria BCS con un error por-
centual de 37.3 %, mientras que el error porcentual de la teoria CBE es 37.9 % (ver tabla 2 del
Capitulo 4). Sin embargo, debemos notar que tanto para el caso de los superconductores conven-
cionales como los de altas T.,’s, los promedios de error porcentual predichos por ambas teorias son
del mismo orden. Esto significa que la teorfa de la condensacién Bose-Einstein aunque incipiente
podria en principio ser la teorfa correcta que explique el fenémeno de la superconductividad de

alta 7., cuando se limpie de simplificaciones.

Con esta idea, en nuestros calculos con la teoria BEC incluimos en la energia por bosén un

“gap” &,, propuesto por Fujita (ver capitulo 10 de [5]), que separa el primer estado excitado
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del par de Cooper del estado més bajo. Con la nueva relacién de dispersién para los pares de
Cooper se recalculé la discontinuidad del calor especifico que resulté alejarse de los resultados

experimentales (ver tablas 2, 3 y 4 del Capitulo 4).

No obstante, el introducir el “gap” de Fujita a la teorfa BEC, nos condujo a predecir una
discontinuidad del calor especifico aun para dimensiones menores que tres, lo cual concuerda
con lo observado experimentalmente (todos los materiales superconductores, aun los que se
comportan como bidimensionales o unidimensionales, muestran una discontinuidad en el calor
espéciﬁco).

Tal vez una teoria mds detallada de la condensacién de Bose-Einstein con £4,(7") # 0, que
exclpya algunas de las aproximaciones con las que se traté aqui, como por ejemplo (i) el no con-
siderar el efecto completo causado por el mar de Fermi (electrones no apareados), (ii) cosiderar
los pares de Cooper como irrompibles, (iii) suponer un acoplamiento débil de los electrones de

los pares de Cooper, (iv) considerar una relacién de dispersién lineal, etc., podria conducirnos a

una mejor coincidencia con los experimentos.

Por otro lado, la dependencia de la discontinuidad del calor especifico con la dimensién
espacial en la teoria CBE, hace que esta teorfa difiera significativamente de los resultados exper-
imentales en dimensiones diferente de 3. De las tablas del Capitulo 4 podemos darnos cuenta
que la magnitud del salto experimental no depende de la dimensidn, ya que en promedio no

cambia al pasar de 3D a 2D. Cuando ¢, = 0 tenemos que en 3D

5z = 0609 (86)
y en 2D
| AC,C ~0. (87)
Para €, # (0 tenemos que en 3D
%f = 0.676 (88)
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y en 2D
AC

8

= 0.205. (89)

En cambio, la teoria BCS predice que este salto no depende de la dimensién por lo que con-
cuerda en igual porcentaje con los resultados experimentales tanto en 3D como en 2D. Describir
materiales con dimensiones distintas de 3D con la teoria CBE, conduce a una mala aproximacién
para los calores especificos en superconductores. Si sabemos que en realidad los materiales exis-
ten en tres dimensiones, aunque estén formados por planos atémicos o por cadenas de dtomos,
podriamos restringir su aplicabilidad a sélo 3D.

De lo anterior ain no podemos asegurar que una u otra teoria es la que verdaderamente “ex-
plica” la superconductividad, o siquiera el calor especifico de los materiales superconductores.
Desafortunadamente no hay suficiente evidencia experimental para hacer una comparacién sat-
isfactoria con las diversas teorfas. Esto es porque el nimero de materiales superconductores en
donde se ha medido el salto del calor especifico es reducido. Sin embargo, no podemos deten-
€rnos a esperar a que aparezcan mis materiales superconductores, y con estos mdas evidencias
experimentales, para continuar con la teoria, sino que debemos llevar la teoria hasta sus ltimas
consecuencias, ya que uno de los objetivos de ésta es el predecir el comportamiento de mas

materiales para después ir a buscarlos al laboratorio.
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Apéndice A
T, segin Gould et al. {12]

En este Apéndice se demuestra que la temperatura de transicién deducida en la Ref. [12] es
idéntica a la obtenida en esta tesis [ec. (34)]. También se muestra que ambos procedimientos

para llegar a tal resultado son analogos.

Gould et al. definicron una energia ¢, la cual es la energia de Fermi para el caso en que se
trate de fermiones o la energia de Debye para cuando se tengan fonones; ¢y para otros sistemas

es una conveniente energia de referencia. ¢ esta definida por

N

nEL—

= /0 ® ple)de = ny Ag(1/27) €0/ cs) ", (90)

donde N es el ntimero medio de particulas o para fonones es igual al nimero total de niveles de
energia, el cual es el numero de grados de libertad en la latiz. El nimero de grados de libertad
es igual a d veces el nimero de dtomos en la latiz, N,. Asi para fonones podemos interpretar N

como dN,. Se debe senalar que esta definicién de n esta restringida al caso cuando T' = 0.

Para resolver (90) se utilizd
ple)de = ngAq(d/s)(1/2m)* (e/es)/*~ dle/cs), (91)

con n, el ntimero de espin o estado de polarizacién y Ag = #%2/T'(d/2). La p(e)de es el nimero
de estados energéticos en el intervalo de energias de e hasta € + de, por unidad de volumen. Si
escribimos p en funcién de k podemos obtener que
a(k)
p(k) = nsFa

a{k) esta dada por la ecuacién (25). Por otro lado despejando ¢p de la ecuacién (90) tenemos

eg = kgTy = (p/nSAd)’/dcs(Qﬂ')s. (92)
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Gould et ol. introdujeron ey para que todas las energias sean medidas en términos de ésta.

Dividiendo las e de {91) por ¢ llegamos a
d
p(E)de = n—e?/* 14z,
8

Podemos eliminar la densidad de nimero n si multiplicamos esta Ultima expresién para p{€} por
L% y la dividimos entre el niimero medio de particulas (o para fotones por grados de libertad),
lo que se obtenga ya no va a ser la densidad de estados por unidad de volumen, sino que va a
ser la densidad de estados por particula (o para fotones por grado de libertad). Gould ef al

denotaron esta densidad por D(€}). Y estd dada por
S SRR
D(&)d(8) = (L?/N)p(€)d(é) = » /51 e, (93)

Enfatizando en que todas las energias estdn dadas en unidades de ¢y, debemos estar concientes de
que si vemos una energia de 1.5 esto en realidad corresponde a una energia de 1.5¢9. Notemos
que Ty = eo/kp es la temperatura de Fermi para fermiones y la temperatura de Debye para
fonones. Para otros sistemas T} es solamente una conveniente temperatura de referencia. Gould
et al. representan con el simbolo T a la temperatura en unidades de Ty; asf T = 2 representa

una temperatura de 275. Con estas unidades el autor nunca maneja kg, k, n;, etc.

En estas condiciones Gould ef al. llegan a que la temperatura critica tiene la forma

. [ S/d S/d
1. = .
(L, —1L,d/s - 1, 00)

Lo que queremos es demostrar que esta expresion es la misma que la expresién dada por (34),
y asi demostrar la equivalencia de la T. segtin Gould et al. y la T, segiin el método utilizado en

{11]. Ayudédndonos de

o0 .,rnﬁl
|7 ds—— = Din)ga(2), (54)
0 z e —1
tenemos /
s/d
= s/d
= [r(d/s)gd,sm] ’ e
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recordemos que todas las temperaturas estdn en unidades de Ty por lo que en realidad 7, = T.Th.

De la definicién (92) para ¢p se deduce que

(npdl(d/2)/n,2n%/?)*/dc, (27)°

Th =
0 k‘B »

(96)

aqui cambié n por ng que es la que siempre se ha utilizado para la densidad de ndmero de

particulas bos6nicas y sustitui Ag por su valor. Asi

o _ & [(s/ddr(d/2)en)ing |
° kp ns2w4/20(d/s)g4/,(1) ’
reordenando términos
b e [T(/220 g ) (97)
= kg | nl(d/3)dap, (L)

la cual es idéntica a {34) excepto por el niimero de espin el cual no se tomd en cuenta en el
pritner caleulo de 7., Ahora podemos darnos cuenta que el método utilizado por Gould et al.
para deducir la 7. es el mismo que el que se menciona en el Capitulo 3. La diferencia radica
en cllue Gould et al. encontraron una expresién para la temperatura generalizada a los casos de
particulas bosénicas, fermiénicas y al limite cldsico de Maxwel-Boltzmann, para al final reducir
dicha. expresién al caso de Bose-Einstein y meter las condiciones para obtener la temperatura

de transicién al estado condensado de Bose-Einstein.
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Apéndice B
Condensacién de Bose-Einstein en el espacio real

Algunos autores aseveran que la condensacién Bose-Einstein (CBE) en el gas ideal (es decir,
sin interacciones) de bosones es una condensacién sélo en el espacio de momentos y no en
el espacio real o de coordenadas como seria, por ejemplo, la condesacién a un liquido de un

“..one may say that there is actually a condensation,

vapor. Por ejemplo, F. London dice que
but only in momentum space, and not in ordinary space, i.e., an equilibrium of two phases,
one containing the molecules No of momentum zero and occupying in the space of moment, a
zero volume; and another one showing a distribution over all momenta similar to that which is
realized for T > Ty. In ordinary space, however, no separation of phases is to be noticed.” [19].
También el mismo autor habla de los bosones que “...settle in some kind of order in momentum
space even at the expense of order in ordinary space.” [20]. Por otro lado, Landau & Lifshitz
dicen; “The effect of concentrating the particles in the state € = 0 es often called ‘Bose-FEinstein
condensation’. We must emphasise that at best one might perhps talk about ‘condensation in
momentum space’. Actual condensation certainly does not take place in the gas.” [21]. Luego,
Fetter & Walecka dicen: “..Below Ty the occupation number nd of the lowest single-particle
stateiz’s of order N, rather than of order 1. The assembly is ordered in momentum space and
not z';n coordinate space; this phenomenon is called Bose-Einstein condensation.” [22]. T. L.
Hill Que “ .As it is usually stated, the condensation occurs in momentum space rather than in
coordinate space: the condensed phase consists of molecules with zero energy and momentum,
and macroscopic de Broglie wavelength. (Actually o zero-point energy and momentum exist for
a molecule in a box, but they are completely negligible in magnitude since V is macroscopic.)”
(23]. B. Maraviglia “...La superfluidité découle du fail que les atomes d’hélium 4 qui obéissent

a la statistiqgue de Bose-Einstein peuvent se “condenser” non pas dans l’espace des positions

mais dans celui des vitesses...” [24].
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En contraste, autores como R. Becker [25], D.L. Goodstein [26] y D.A. McQuarrie [27]
argumentan que la condensacién toma lugar tanto en el espacio real como en el espacio de

momentos:

R. Becker “..da3 wir der kondensierten Phase, d. h. den N ©)_Atomen, kein bestimmtes

Volumen zuschreiben kinnen...” [25].

D. L. Goodstein “..The pressure thus goes as T%/2, but (and here is the important point) it

is independent of the volume...zero is the volume of the condensate...” [26).

D. A. McQuarrie ... Therefore the Bose-Einstein condensation is a first-order process. This
is a very unusual first-order transition, however, since the condensed phase has no volume,
and the system therefore has a uniform macroscopic density rather than the two different
densities that are usually associated with first-order phase transitions. This is often inter-
preted by saying that the condensation occurs in momentum space rather than coordinate
:3pace, particularly since from a classical point of view, the particles in the condensed phase

are found in the same region of momentum spuce, namely, zero momentum.” [27].

En este apéndice primero argumentamos que la condensacién Bose-Einstein es una transicion

de fase de primer orden y luego que dicha condensacién también se da en el espacio real.

Es importante mencionar que para que haya condensaciéon BE en el espacio de coordenadas
es necesario que el gas de bosones esté en su fase condensada en el espacio de momentos, es
decir que el niimero total de bosones N = Ny, con Ny el nimero de bosones en el estado de mas
baja energia del sistema. De lo contrario no podriamos tener todo el gas en un solo punto si
los bosones se mueven en distintas direcciones a velocidades distintas entre si. Si NV # Ny sélo
la fraccién condensada tendra volumen cero. Por lo anterior, a T = 0, donde todos los bosones

estan condensados, el volumen total del gas de Bose es igual a cero.

Una transicién de fase de primer orden es aquella en la que existe un calor latente. Dos
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fases de la materia separadas por una transicién de primer orden pueden coexistir en equilibrio
termodindmico para un conjunto de parejas de las variables termodindmicas presién P y tem-
peratura absoluta T, las cuales forman una curva en el plano P — T conocida como la curva
de coexistencia de fases. Ambas fases tienen la misma temperatura y presién pero difieren en

entropia y en densidad.

Por otro lado, se puede demostrar [26] que el calor especifico a presién constante Cp, y el

calor especifico a volumen constante Cy, estdn relacionados de la forma siguiente

cocv=mvie[(2) ] o5

En la Fig. A.1 aparece la regién de las dos fases (fase condensada coexistiendo con la fase
normal). Un cambio en la temperatura T' a volumen constante da como resultado cambios en

la presién P tal que {§P/8T)y es finito. Sin embargo, la compresibilidad K, definida por

1 7OV
Kr=— (3—P)T, (99)

es infinita. Las isotermas en el plano P — V, mostradas en la Fig. A.1 son horizontales en la
region de las dos fases. Asi, segin la ecuacién (98), Cp es infinito cuando las fases coexisten
ya qu;a Cy no puede ser infinito. Es decir, en la regién de las dos fases al absorberse calor a
presién constante no hay cambios de temperatura. En otras palabras, tenemos un calor latente
caracteristico de la transicion de fase de primer orden. Asi podemos decir que la isoterma

horizontal, la cual significa que una discontinuidad finita en V estd presente a P y T' constantes,

es suficiente para identificar una transicién de fase de primer orden.

Para demostrar que en un gas de Bose en realidad la isoterma del plano P — V es horizontal
en la regién de las dos fases necesitamos conocer su ecuacién de estado P(T', V) en esta region y
asi poder juzgar el orden de la transicidn al condensado de Bose. Recordemos que para un gas
ideal en tres dimensiones PV = %U, donde U es la energia interna. Si las particulas tienen una

relaci6n energia-momento (de dispersién) cuadratica. Para T < Tp, o bien t = T/T; <1, p=0
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Figura A.1. Tres isotermas de van der Waals para un fluido clésico.
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y la fugacidad z = 1, de modo que la energia interna (42) se vuelve

U(IAT) _ 3g3211(1) (2)3/2

= 1
NEsT ~ 2 g3o(1) \To (100)

por lo que,

_2U _ g3en1(1) NkpT (T)3/2

T3V gp(l) VvV T.

Sustituyendo (36) en la dltima expresién nos queda

3/2
m
P= 0.0852?1—33(@'1“)5/2, (101)

donde hemos usado que 95/2(1) =134y 93/2(1) = 2.612. O sea, a temperatura constante,

I
si cambiamos el volumen, la presién permanece constante. Este es el signo que indica que la

condensacién de Bose-Einstein es una transicion de fase de primer orden. La compresibilidad es

infinita y por tanto, de la ecuacién (98) Cp es infinito.

Hagamos ahora una descripcién del gas degenerado de Bose como un sistema en el cual
ocurrtjé una transicién de fase de primer orden. Cuando el sistema es degenerado, pu = 0, decimos
que C(‘DnSiSte de dos fases en equilibrio: el condensado, el cual estd compuesto por particulas en el

‘
estado de energia cero, y la parte excitada que podemos llamar “vapor de Bose.” En un sistema

cldsico donde se encuentran en equilibrio el gas y el condensado, el gas tiene una entropia mucho

mds grande y ocupa un mayor volumen por particula que el condensado. Pero el casc de Bose
es un*: caso muy especial ya que el condensado tiene entropia cero y ocupa un volumen cero.
El voiumen cero es posible porque entre las particulas no hay interacciones repulsivas de corto
alcance; o sea, las particulas son puntueles. Podemos ver que el condensado ocupa volumen
cero por el siguiente argumento. Imaginemos el gas ideal de Bose en un cilindro con un piston
mévil. De acuerdo a la ecuacién (101), si empujamos el pistén hacia adentro a temperatura
constante, decrece el volumen y la presién no cambia. Esto mismo ocurriria si hacemos el

mismo experimento con un sistema clasico de agua y vapor de agua, al disminuir su volumen el

vapor es forzado a condensarse de tal manera que P y T permanecen constantes, como en el gas
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de Bose. Pero en los sistemas cldsicos la transicién liquido-vapor termina cuando todo el vapor
se ha convertido en liguido con un volumen menor pero distinto de cero y mostrando un rdpido
incremento en la presién. En nuestro gas de Bose podemos hundir el pistén a presidén constante
hasta que desaparezca la regién de las dos fases, es decir, hasta que tengamos Ny = N, igual que
en el sistema real cldsico. De (37) con d = 3 y s = 2 vemos que para tener N = Ny necesitamos

T/T. = 0, o bien del hecho que T, = cte/V23/3 (ver ecuacién (36))

Tv2/3
——=0. (102)

Como estamos trabajando con isotermas a T' # ( vemos que la tinica solucién para la ecuacién
il
anterior es V = (.

Podriamos decir que hemos caido en una contradiccién ya que al tener Ny = NN estamos
hablando necesariamente de un sistema a 7 = 0 y no de un sistema en la isoterma T" # 0. Sin
emba#go debemos notar que conforme N — Ny por alguna T # 0, estamos acercdndonos al final
de la fegién de las dos fases donde todas las isotermas empiezan a confundirse, en particular, la
isoterlma con que empezamos ¥ la isoterma a T = 0. En la Fig. A.2 vemos que lo que diferencia

a las isotermas del gas de Bose de las isotermas del gas de van der Waals es que las primeras se

“estrellan” con el eje de la presiénen V = 0.

Se puede pensar que después de todo existe una importante diferencia entre la condensacién
de un vapor real cldsico y la condensacién de un vapor de Bose. Un vapor real cldsico al
condensarse en liquido se localiza fisicamente en el fondo del contenedor, mientras que el vapor
de Base al condensarse la funcién de onda del sistema tiene amplitud constante en todo lugar
dentro del contenedor: el vapor y el condensado estdn completamente interpenetrados. Sin
embargo, en el sistema real cldsco el hecho de que el condensado esté localizado en el fondo del
contenedor es un efecto de la gravedad, una perturbaciéon que no hemos considerado en nuestro
modelo cudntico. En la ausencia de la gravedad, un liquido real cldsico también tendria igual

probabilidad de ser encontrado en cualquier lugar del receptéculo.
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Figura A.2. Tres isotermas en el plano P — V para un gas ideal de bosones.

Dado que las interacciones siempre estdn presentes en cualquier sistema real, la condensacion
de Bose en su forma pura nunca es observada en la naturaleza. No obstante, el comportamiento
del gas degenerado de Bose puede ayudar a comprender un nimero de fenémenos reales, in-
cluyendo la superconductividad y la superfluidez en sistemas de particulas neutras como el

helio-3 liquido y el helio-4 liquido.

o8



Referencias

[1] M. Casas et al., Ciencia y Desarrollo 129, 42 (julio/agosto, 1996).
[2] J. M. Williams et al., Science 252, 1501 {1991).
[3] M. R. Schafroth et al., Helv. Phys. Acta 30, 93 (1957).

(4] J. W. Rohlf, Modern Physics from a to Z° (John Wiley & Sons, Inc., NY, 1994) pdgs.

403-38.
[5] S. Fujita & S. Godoy, Quantum Statistical Theory of Superconductivity (Plenum, NY, 1996).
(6] J P. Carbotte, Rev. Mod. Phys. 62, 1076 (1990).
(7] N . N. Bogoliubov, Nuovo Cimento 7, 794 (1958).
(8] }] . G. Valatin, Nuovo Cimento 7, 843 (1958).
[9) M. Tinkham, Introduction to Supercoductivity, 2a Ed. (McGraw-Hill, NY, 1996) péag. 43.
[10] R. K. Pathria, Statistical Mechanics, 2a Ed. (Pergamon, Oxford, 1996).

1 1] V. C. Aguilera-Navarro, M. de Llano & M. A. Solis, Bose-Einstein condensation for general-

dispersion-relation, Eur. J. Phys. 20, 7 (1999).

[12] H. Gould, L. Spornick & J. Tobochnik, Thermal and Statistical Physics Simulations (Wiley,

NY, 1995) Cap. 6.

113] M. G. Lépez Arrieta & M. A. Solis, Nonzero total momenta Cooper pairs (enviado a pub-
licar).
[14] M. Casas, S. Fujita. M. de Llano, A. Puente, A. Rigo & M. A. Solis, Physica C 245, 93

{1998).

ESTA TEC'S ¥ PMERR
59 m kL .uauiliﬂ



[15] C. P. Poole, Jr., H. A. Farach & R. J. Creswick, Superconductivity (Academic, NY, 1995)

pag. 94.

[16] R. Meservey & B. B. Schwartz, Superconductivity (Ed. por R. D. Park) Vel. I, {Marcel

Dekker, NY, 1969) pag. 165.
[17] R. A. Fisher, J. E. Gordon & N. E. Phillips, J. of Supercond. 1, 231 (1988).
[18] G. Triscone, A. Junod & R. E. Gladyshevskii, Physica C 264, 233 (1996).
[19] F. London, Phys. Rev. 54, 947 (1938).
[20] F. London, Superfliuds, Vol. IT (Dover, NY, 1964) péags. 39, 143.
[21] L. D. Landau & E. M. Lifshitz, Statistical Physics (Pergamon, London, 1958) pag. 169.

[22] A. L. Fetter & J. D. Walecka, Quantum Theory of Many Particles Systems (McGraw-Hill,

NY, 1971) pag. 44.

[23) T. L. Hill, An Introduction to Statistical Thermodynamics (Addison-Wesley, london, 1960)
pag. 452.

[24] B. Maraviglia, La Recherche 2, 142 (1971).

[25] R. Becker, Z. fiir Physik 128, 120 (1950).

[26) D. L. Goodstein, States of Matter (Prentice-Hall, N J, 1975) pag. 132.

[27] D. A. McQuanrrie, Statistical Mechanics (Harper Collins, N Y, 1976) pag. 176.

60



