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INTRODUCCION.

El objetivo de este trabajo es dar a conocer los problemas que se presentan al querer
encontrar los Coeficientes de Fourier de cualquier funcién continua; los cuales se deben

obtener si ademas queremos conocer la serie de Fourier de dicha funcién.

Al calcular los Coeficientes de Fourier, se tiene que calcular una integral definida, la cual
se puede obtener por el método analitico. Pero si se quiere calcular esta integral por algin
método numérico, se presentan dificultades en la exactitud del resultado por lo que se daran

antecedentes de éstas en Capitulo Segundo, asi como la alternativa para lograr el resultado.

En el Tercer Capitulo se plantea que conociendo un conjunto finito de datos es posible
obtener numéricamente la integral de cualquier funcién que pasa por estos puntos, tomando

en cuenta solamente las ordenadas de los mismos.

En el Capitulo Cuarto se aproxima dicha funcién continua por un polinomio y €l problema
que ahora se presenta, es conocer de que grado de exactitud es conveniente para aproximar
a la funcién. Se dan opciones de grados de exactitud por medio de grados del polinomio, ya

que es mas facil integrar un polinomio que cualquier funcién continua.

Ademas se considera el problema de que, dado un polinomio del grado lo mds grande

posible, lograr que los resultados sean del todo confiables.




En el Capitulo Sexto se plantea la alternativa de probar que los polinomios sean polinomios

Spline y al teoria que existe alrededor de estos se describe en el Capitulo Quinto.

Por tiltimo se tratard de evitar duplicacion de trabajo y las ventajas que se obtienen al
utilizar los polinomios trigonométricos, pues al obtener, en et Séptimo Capitulo, los
Cocficientes de Fourier con la funcidn Cosenoc , se puede obtener la informacion para la

funcidn Seno e inversamente.

Asimismo, las ventajas de la simetria de dichas funciones para asi poder reducir el niimero
de evaluaciones, es lo que se ve en el Capitulo Octavo en el cdlculo de las Integrales de
Fourier y para lograr esto se dan los antecedentes necesarios, aclarando que por ser tan

extenso, solo se dan los esbozos necesarios para ello.



CAPITULO
I



La idea de este capitulo es expresar una funcién en términes de una base ortogonal que nos
permita determinar quienes son los Coeficientes de Fourier, de tal forma que se adecue a
nuestro fin y nos facilite nuestro trabajo, en este caso, la formada por senos y cosenos, por
lo que se plantea ¢l siguiente tema.

SERIES TRIGONOMETRICAS DE FOURIER
Sea

¥ =C [a.b)el espacio de las funciones continuas en [a, b}

con producto escalar e» | ysea

fx)ev
Dada una base, con

® = {g,(x).6,(x),....4,(x)}
se tiene que

f(z) =a,p,(x) +a,d,()+.+a,d,(x)
entonces, deseamos conocer quienes son los

{ai } :l.;

en términos de la base, por lo que una posible solucion seria
f(x)’¢j(x) ={{a,¢,(x)+a2¢2(x)+...+a”¢”(x) }’¢j(x)

= b A5 (e +a, 8,008, () + v 6, (), |

entonces
Osii#j
f(x)‘gﬁj(x) =a; & ¢i(x)’¢,'(x)' =
l'sii=j
por lo que es necesario que nuestra base @ sea ortonermal,



Dada una funcion f(x) eV, donde la cardinalidad del conjunto ®es ahora infinita,

tenemos que ¥ f(x) eV

1) =S e ,(%) (11)

=1

donde {¢f(x)} es una base ortonormal.

Considerando que el producto escalar de dos funciones se puede expresar como

(f.8)= f S () glx)dx (12)

entonces, una familia ortegonal de¢ funciones

{¢k(x)}k::

deberd satisfacer

O sim#n

(@)= [ 8,008, (x)dx ={ (13)

ksim=n

De acuerdoe a lo anterior, serd conveniente utilizar una cierta base ortogonal en términos de
senos y cosenos, cuya demostracién de ortogonalidad se da como sigue

Apoyindonos en las siguientes igualdades

a) f cos (mx)dx =0 para m=0 (1.4}
b) fsen (1nx Jdx =0 para n =0 (15)
demostraremos



“ Osim=n
0 <cos(mhcos(nx)>= [oos(me)eos(mkix =4 <16>
asim=n#0

-

" Osim=

d) < sen(mx), sen{nx) >= jsen(mx)scn(nx)dx = { ﬂ. e <17>
- msim=n=z0

€) < sen{nix),cos(nx) >= Isen(mx)cos(nx)dx =0V m,n <18>

-

tal que, las funciones

1,cosx,cos2x,...,CO8 iX,...,8€N X,5eN 2X,...,SEN AiX

formen un conjunto de funciones ortogonales en [— ir,;rr}

Demostracion:

-

]cos(m.\')dx= ! sen{mx) ’
m

= ;[sen(mfr) —scn(m {- zr))]z 0

con m# 0O, por lo que (1.4) se cumple.
i)

f sen(my )dx = - ! cos(mx) )

m -z

=- ; [cos(mrr) —cos(m(— :r))] =0



para todo m, con lo que (1.5) queda demostrada.

iii)

Osim=#n

msim=n=0

_[; cos(mx) cos{nx)dx = {

utilizando la identidad trigonométrica
cos(a)cos(b) = ;[cos (a+b) +cos {a- b)]

tenemos entonces que:

[[ cos{mz)eos(rue)dx = ; [ Teos{(m + nx)+ cosf(m — n)x )t

=, (n: +a) sen{(m + n)x):-t- 2m l—n)x sen((m —n)x) l

= 2(m+n) [sen((m + myr )+ sen{(m + n)z)]+

)[sen((m ~ n):r)+ sen((m - n)fr)] =0

+
2(m—n
sim=#n

Ahora st m=n

f i cos(mx)cos{nx Jdx = [; cos(mx)cos(mx kix = L cos” (mx Jdx

utilizando 1a identidad trigonométrica



cosz(a) = ; (1+cos(2a))

entonces

J: cos” (mx Jx = ; L(l +cos(2mx))dx

= ; X :r+ ; (sen(me))_:

= ]2(:r+fr)+ ;(sen(Zmrr)-i- sen(2mx)) = 2,”.0

con lo que se demuestra (1.6)

1v)

Osim=n

j:r sen(mx)sen{nx Jdx = {

asim=n=%0

utilizando la identidad trigonométrica

sen(a)sen(b) =~ ; [cos(a + b) —cosa - b)]

ycon m#n setiene

i
[:r sen(mx)sen(we)dx = — ) _[; [cos{(m + n)x) = cos{(m — n)x)ldx

2 - M= o

=~l[minsen((m+n)x)”— ' sen((m—n)xf}



U [sen{{m + n)) + sen{(m + n)r)]

- 2(m + n)
* 2(m — n)[se"((m ~n)t)+sen((m — )]
=0

para m=n, aplicando la identidad trigonométrica
2 1
sen’{a)= 5 (1 - cos(2a)}
entonces

[; sen{mx)sen{nx dx = '[; sen’ (mx)dx = ; L {1 - cos(2mx))dx

= ; _:— am sen(mx):'

1 i
= 2 (27)- A (sen(mfr)+ scn(mrr)) =7

con lo que se demuestra (1.7)
v)

[' sen{mx)cos(ma)dx =0 Ym y n
Utilizando la identidad trigonomeétrica

sen(a)cos(b) = ; [sen (a+b)+sen (a— b}]

para m # n sc tiene



['” sen(m.r)cos(nx)dr = ; J:r [sen((m + n)x)+ sen((m - n)x)dx]

! LA .
== 2 m) cos((m + n)x)é_x— S — ) cos{(m - n)x)qr

ahorasi m=n =0, yaquesi m=n=0, la integral seria cero, se liene que

[: sen{mx }cos(rx dx = '[; sen{mx }cos(mx dx

y utilizando la identidad trigonométrica
sen(2a) = 2sen(a)cos(a}

tenemos que

L sen(mx)cos(nx)dx = % _[; sen(2mx)d.t

== t:os(anc)Jr =0
4m -

con Jo que queda demostrada la ecuacién (1.8).

Con las demostraciones de las condiciones (1.4)-(1.8), se dice que la ecuacion (1.3), es una
base ortogonal, y con estos resultados podemos expresar cualquier f(x) € ¥ en términos

de nuestra base como
fx)= ;ao+a, cos(x)+a,cos(2x)+...+b, sen{x)+b, sen(2x)}+ ..
(1.9)
= ; a, +i (a,cos{nx)+b, sen(nx))

A=l

que es la SERIE TRIGONOMETRICA DE FOURIER, y que utilizaremos para deterntinar
los coeficientes



como sigue

Sea

flx)= ;ao+i(a"cos(nx) +b, sen(nx)) (1.10)

n=l

multiplicando (1.10) por cos(mx) ambos lados de la ecuacién e integrando en el intervalo

[— /T,]T], tenemos que:

fT S (x) cos(mx )dx = :lzao J:. cos(mxdx + ['K [i a ,,cos(nx)J cos(mx Jix

n=l

]

. f[z b, sen(nx)]cos(mx}/x

ahora intercambiando de orden los signos de integracion y sumatoria, se tiene que

[; f(x)cos(mx)dx = ;an f cos(mx )dx + Za" [' cos{nx)cos{mx)dx

* Zb" f sen(nx)cos(mx )dx

=]

entonces podemos definir

J: S(x)cos(mx)dx =a,, 7w

por lo tanto

. ff(x)cos(mx)dr (L.11)
o 4

ahora, si integramos nuestra base (1.9}

L Sx)dx = ; @, ['n dx + J: |:"Z:: (a”cos(nx)+bu scn(nx))d.r}

= a o(2m) + Za" [' cos(nr)dx+ Zb f sen n\)dx

nnl =l



y si evaluamos (1.11) en m =10, se tiene

ap= _[;cos(mx)dx— . fx f{x)dx=a,

Analogamente, para b, multiplicando (1.9) por sen(mx) se tiene

[; S(x) sen(mx)dx -1 f sen(max)dx + Za [' cos{nx }sen{my Jdx

+ ib" [; sen(nx)sen(mx)dx =b, 7

=l

por lo tanto

1
bm—; Lf(x)sen(mx)dx {1.12)

si sustituimos m por nen (1.11) y (1.12), se tiene:

a,= : ff(x)cos(nx)dx
7’[‘ rd

b,= ;lr [; £(x)sen(ix)dx

con lo que se determina el valor de los coeficientes, que era nuestro problema a resolver.

Este tema se volvera a ver, con mayor detalle en otro capitulo mas adelante, el cual serd
basico para nuestro objetivo.



CAPITULO
11




Es importante para los fines que tenemos conocer la teoria del calculo de formulas de
cuadratura, por lo que en este capitulo se hace mencton de los principales aspectos para la
determinacion de estas, asi como los aspectos tedricos de la Interpolacion de Polinomios.

INTEGRAL DEFINIDA

Un problema relativamente comun, es el calculo de la integral de Riemann
» b
I =) = [ f (e

Aqui f es una funcién coatinua por partes sobre [a,5], sin embargo. es usualmente suave
cuando su aplicacion es por partes, {es una funcion continua, pero la funcidn sobre el
segmento suave no se puede calcular en computadora).

en anlisis uno puede aprender varias técnicas para resolver esta integral, y su expresion
simple esta definida por /{f)

Si esto es posible, se dice que la integral tiene solucion analitica y que su solucién se puede
expresar en “forma cerrada”, sin embargo, estas dos ideas no proponen mas que la expresion
analitica, conocida matematicamente, prefiriendo esta a la expresion original de la integral.

De cualquier modo, en varios casos, una representacion analitica cerrada de la integral no
existe, solo el residuo de la evaluacidén numérica. En varios casos esto es igualmente
preferible cuando la solucion de la forma cerrada es conocida.

El caleulo numérico de /(f)también se denomina “cuadratura numeérica”, esta idea nos
recuerda la “cuadratura del circulo”, el problema de construir un cuadrado, usando solo
regla y compas, que tiene el area del circulo unitario y no tiene solucién por la importancia
de r.



Actualmente el significado del término “cuadratura” surge de la construccion del cuadrado
de igual area; muy frecuentemente uno encuentra la idea de integracion numérica, que al
mismo tiempo es [a solucion de ecuaciones diferenciales, de hecho, el célculo de la integral
I{f) corresponde formalmente a la solucion del problema de valor inicial

yi{x)= flx)
May=0
x €la, 5]

ya que

yiby=1(f)

FORMULAS DE CUADRATURA.
Daremos algunas de las propiedades de la integral de Riemann, definiendo a < b.
Para la integral definida

"= rC [a.b] — R

h

f= 100 = [ f (o
se dice que es una forma lineal positiva sobre el espacio ¢ [a,b], (de la funciones continuas
en el intervalo [a,b] ), esto es

a) { eslineal.

Para toda funcion comtinua f,.g y a,8 €%,
Ha f+B &) =a I{[)+p 1(g)
b) I es positiva

Si_f es no negativo, entonces la integral /(f). tampoco lo es

202 1(f)20



c) Para la adicion, la integral es aditiva con respecto a una particién det intervalo de la
integracion, esto es, Vr e[a,b], se tiene que:

r+rr=r

Primero iniciaremos con el calcule, respondiendo al problema de la condicion de la
integral. para esto, diremos como medir la perturbacién de & f del integrando. Si elegimos

la norma suprema ( segin la norma estindar sobre (). entonces, sobre el intervalo de
integracion infinita, la perturbacién se puede definir. para esto usamos la L -norma.

A= [l cova = 17D

Lema 1

La condicién absoluta y relativa del problema de cuadratura

@0, 1= [r
con respecto de la L-norma ||}, es

ky =1

uby

en relacion a

'

Demostracidon

Para alguna & f e L'[,b], la perturbacion de la integral se puede estimar por

for-a0-[r|=|[ss]< [lo 1411,

donde la igualdad se da para una perturbacién positiva.

En el concepto absoluto, la perturbacion es, por lo tanto, un problema minimo, en nuestra
opinién, sin embargo, esperamos dificultades cuando el radio de la integral del valor

L]



absoluto y el valor absoluto de la integral es muy grande, y el problema es asi mal
condicionado.

Obviamente, esto es completamente anilogo a la condicidn de la adicion ( con respecto a la
resta), un riesgo para la condicion relativa viene de los integrantes demasiado oscilatorios
que suceden en varias aplicaciones.

Ya la integracién de una oscilacion simple de la funcion seno, sobre un periodo simple, esta
mal condictonada con respecto al concepto del error relativo, pero por supuesto esperamos

que un método para el calculo de la integral conserve sus propiedades estructurales.

La meta de la cuadratura numérica es, sin embargo, la construccion de las formas lineales
positivas

I.C [2,6] >R
F =1

cuya aproximacion a la integral / es lo mejor posible esto es
fy— 1)

es pequeiia.

Ejemplo:

De la definicion de la integral de Riemann, ¢l método mas obvio para el calculo de [ es la
suma Trapezoidal

a=i, 4 A 3 t+=b
fig. 2

Particionando el intervalo en n subintervalos [xi_, X, |i=1,...,n delongitud A =x-x,,

15



a=x,<x<.<t=bh

y aproximando la integral /¢f) por la suma de las areas de los trapezoides

ro_$r
=1

o A

f= 3(.f(X,_])+ S(x))
La suma trapezoidal 7*"’, es obviamente una forma lineal, interpretando esto como una
aplicacion de la regia trapezoidal

b-a
T= 2 (flay+1(b) (N

a los subintervalos [x,_,.x,].

Considerando la suma trapezoidal con respecto a las sumas superior e inferior de Riemann

Rr = Z::k‘. min fx)

xelny

R = Z: k; pax f(x)
es obvio que

R: <T" <RI,

para f continua en C°[a,5], la convergencia de la sumas de Riemann implican la
convergencia de las sumas trapezoidales

R <T" <R —I{f)

min mav

para n— oo b, <h— 0, por lo que se dice que la aproximacion del error es mas exacta,

La suma trapezoidal es un ejemplo simple para una formula de cuadratura, por lo que se
tiene la siguiente



Definicion 1.

Una formula de cuadratura 1, para el caleulo de la integral definida es una suma

1()=(6-a)3 4 7(x,) )

i=0

con los nodos x,,...x,, y pesos 4,,...,4,, tal que

_Z»L =1 (3)

La condicion (3) refiere que los pesos garantizan que una férmula de cuadratura es exacta,
es decir,

{)=I(1)=b-a
esto es, que ademas la formula de cuadratura es positiva si todo los pesos lo son, es decir:

Tespositiva & A4, 20k =0,....»

Esto significa que para todos las propuestas practicas, solo las formulas de cuadratura con
pesos positivos son interesantes, pero si este es el caso entonces la suma de los valores
absolutos de los pesos

"

k=1 )

i=0

es medible. En cuanto a la formula de cuadratura, se desvia de los requerimientos positivos,
porque de los resultados del producto escalar no tenemos que preocuparnos, sobre la
estabilidad de la evaluacion de una formula de cuadratura,

FORMULA DE NEWTON-COTES

La idea de la suma trapezoidal consiste en sustituir la funcion f por una aproximacion [,
aqui la interpolacién lineal para la cuadratura puede ser facilmente llevada a cabo, y ver 1(/)
como una aproximacion de /(f’), es decir

1N=71(/"



Aqui por supuesto, solo se puede usar la aproximacion lineal, como en el caso de la regla
trapézoidal (1) excepto en aproximaciones arbitrarias.

En particular para los nodos x,.....x, . la funcién

(x)= P(flxgonx, )= if(-‘. L, (x)

+={l
es ¢l polinomio de interpolacion de /. donde L, € P, es el i-ésimo polinomio de Lagrange

para los nedos x,, es decir: L, (x,) = J, . Este paso nos da las fdrmulas de cuadratura

= !(P(_f!xn......\‘,,i))=(b—a)il W f(x)

120

donde los pesos
A= L 'L (x)d
wZ p T L L (x)dx

dependen de la eleccion de los nodos x,,....x,.

Es claro, de la construccion, que de las formulas de cuadratura, las cuales son definidas de
esla forma. son exactamente para polinomios p & P,, de grado mayor o igual que ».

I{Py=I{P(P))=I(P) para P,

v dados los nodos x,. la férmula de cuadratura es va determinada Unicamente por esta

propiedad.

Lema 2
Para n+ [ pares de nodos x,,....x,, diferentes, existe una y solo una formula de cuadratura

() =(b-m 3 4 f(x,)

1=0
que es exacta VP € P, de grado menor o igual a n.

Demostracion



Utilizaremos los polinomios de Lagrange L, &P, aplicados al nodo x,. que se supone estd
integrado exactamente sobre la formula de cuadratura

KL,Y=1(L,}=(h- a)iz,,, L(x)=(h- a)i 2,8, =(b-a)l,

"
%0 J=0

n if = (b - a)-l [(LIFI ) = li"

En el caso especial de nodos equidistantes

o

—-d

x,=a+ih i=0..n

Las formulas de cuadratura construidas, son las formulas de Newton-Cotes, y el término
para el peso 4,,, de Newton-Cotes, se simplifica sustituyéndelo per

=
|
o

U
K

entonces

BN RL IR Nl o el
’1m_b—afl:!xr_."jdx—nrgi_jds

Ity

Los pesos 4,, son independientes de los limites de! intervalo v sdlo se calculan una vez.

n Aonee s Pom error Nombre de la
regla
K i f(x) Trapezoidal

M6 46 M6 % f”’(x] Simpson-Kepler

1
2
3 Vg ME 38 8 %f“'(x) Newton 1/8
4

790 3190 12/90 3290 7190 | 5’ (6) Milne
g (x)

tabla 1



En la tabla 1. listamos los pesos de orden n=+4 y por lo tanto, también la formula de
cuadratura es positiva para los ordenes n=/. . .7. Los ordenes mayores son menos
interesantes. va que iniciando en #=8 los pesos negativos pueden ocurrir, por lo tanio la
constante de Lebesgue. es la cantidad caracteristica que se da en (4) sobre el factor de
normalizacion (h—a@)” v es la condicién numérica del polinomio de interpolacion del
polinomio de integracion

Asimismo. en la tabla 1 tenemos ya asignados la aproximacion de los errores respectivos a

las formulas de Newton-Cotes (para integrantes muy suaves) expresados como una potencia
del nimero de paso /i y una derivada sobre un punto intermedio r &[a.b]. observandose

que para los ordenes iguales n=2.4, la potencia de 4 y el grado de la derivada, tienen saltos
en 2,

En lo que sigue checaremos esas estimaciones por las dos primeras formulas. para lo cual
uno puede ver el principio de »# impar.

Antes de iniciar. recordemos una variante no 1an obvia del Teorema del valor medio, el cual
encontraremos varias veces en la demostracion de las cuentas de aproximacion.

Lema3

Sean g.h € C [a.b]. donde g tiene un solo signo, i.e, g(x) <0 o g(x) 20, Vx ela.b].

entonces:
th(.t)g(.r)dr = h(r) Ig(x)dv

para alguna r e[u.b].

Demostracion

Supongamos, sin perder la generalidad de que g 20, que

xrg'fr}] h{x} rg(s)ds < f h(s)gts)ds < :E(f'f]h(x) Jjg(s)ds
para la funcién continua

F(x)= Eh(s)g(s)ds - h(x) Lg(.s‘)ds

3 x,x elab]a Flx)20 y Flx)s0



por lo tanto, por el Teorema del valor medio, 31 € [a,b] 3 F(r)=0, tal que

h h
[ #0g0er = h(ny{ gl

COMo 5 queria.

[.ema 4

Sea f eC’[a,h], una funcion continua, doblemente diferenciable, entonces,

aproximacion al error de la regla trapezoidal

h—a
T=T(f(ﬂ)+f(b))

con h=b-a se puede expresar como

r-{r= —f"(r) Vr efa,b]
Demostracion
Usando el residuo de Newton, el interpolante lineal P =P, (x) satisface

Sx)=P(x) - [x.a.b]f(t-a)(1-b)

donde la segunda diferencia dividida puede expresarse como

[1.a.bpp = 242 f(r)

entonces, con una 1 = t(x) €[a,h] independiente de x. se tiene que

ff = I:P(x)abr + E[x a, b]f(x - a)gx - b)dx

f"(r)j (x —a)(x — bdx
(b;)’

para alguna t €[a,h], por lo tanto,
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Lema 5 (Regla de Kepler)

a+hY
3 J + /(0

‘o b-a f|/
ST (flay+, \ 3
es exacta para polinomios O € /.

a
. se puede expresar como

Para f €C*(fa,b}). la aproximacién del error de 4 =

e, SO0,
S"Lf'“"‘_go h

con 1 €la.b).

Demostracién

Sea Qe P, recordando la formula del residuo de Newton, la interpolacion cuadratica

b
P = P.{(), sobre los nodos a‘bﬁ;—; cumple

b
Q(x)=P(x)+r(x—a)(x—“;’ )x -b)Q
° zw:f,ﬂ "
donde
Y= ——Q";(x) eR

es constante, entonces, para la integral

f:Q = J‘,h P +7£?V;(X)dx =%

b - o
por lo que J‘w‘_ de la funcion basica de Newton se cancela para alguna &, por lo tanto, la
a

regla de Kepler, es exacta para polinomios de grado 3.




En el caso de que / e (™{[a.h]). existe la interpolacién de Hermite
g=nrifreh,
con respecto a los nodos

a+h a+b
=a. x = 2 ,x3=—§—-, ¥, =b

X

i

Para la descripcion de la aproximacion del error de ( usaremos el residuo de Newton.

A

70) =Q(r)+[x,a,%£,a;b,b]f[(x—a)(r - ";”]'(x-b)J

“

=u‘,(.\')'_<l

La estimacion del residuo sobre la integral y la aplicacion del teorema del valor medio

que nos da de nuevo, el mismo resultado.

Como ya se vio en el ejemplo 1, de la suma trapezoidal, las férmulas de cuadratura se

pueden construir particionando el intervalo en n-subintervalos [x,_,_x,], coni=0....n
aA=X, <X <.<x,=h

Por lo tanto, recordando la aditividad de la integral
Lr=2l

Estoes
1) = 2L/

es posiblemente la mejor aproximacion de la integral, donde lf_f" indica una férmula de
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cuadratura arbitraria sobre [x .x, 7.

En lo siguiente diremos que el error de aproximacion de la suma trapezoidal se deriva del
error de aproximacion de la regla trapezoidal

Lema 6

h—a - . .
Sea /1= ——t,y x, los nodos equidistantes x, = a +ih_ parai=0,....ny sea
n

h
L= S U+ (=)

la regla trapezoidal sobre[ x|, coni=0,...n entonces para f e(*([a,b]), el error
de aproximacion de la suma trapezoidal

T(h)=zn:7j —h( f(cosa+f(6)+Zf(a+fh)J

1=]
se puede expresar como

(b-ay

Ty~ f= -

SU(), relab)

Demostracion

Porellema 3, 3r, €[x,_,.x,]. 2
W
"L‘_If=ﬁf"(f.)
YN h—adh™ 1
ron-[r=3(1-[ ) =35 r@=257 5w

ya que
' < li (r)s f'(x)
"(x)s— " <max f"(x

ﬂﬂaf (x) n ,,,f g xt';n,b]'

por el teorema del valor intermedio, existe 7 €[a.h], tal que
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ZY = 1)
n

1
entonces

ayhr’

- [y =20

()

como se pedia.

CUADRATURA DE GAUSS-CHRISTOFFEL

En la construccion de la formula de Newton-Cotes, imciando con sm+/ nodosx,,
determinaremos los pesos A, , de tal forma que [a formula de cuadratura integre exaclamente
a polinomios hasta de grado ». ;Podemos conseguirlo si colocamos los nodos a nuestra
disposicién?
La respuesta seria para el problema mas general de integrales de peso
1]
10fy = [win fxyde

que se definieron anteriormente. con la introduccién de ios polinomios ortogonales.

Sea w una funcion positiva de peso w(x)>0, ¥V x e[a,b], tal que la norma

L. b . ]
[P = PPy = ([, w0 POy ety <0

esta definida y es finita para todo P e P, k€N . El intervalo aqui puede ser infinito y esto

solo es importante a los momentos correspondientes
bk
M, EJ x wi(x)dx
r

que son limitados.

Por la definicion de la condicion absoluta, mediremos la perturbacion & f de una forma

natural respecto a la L -norma de peso
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I, = [ wiolr oo = 1d s

de esta forma. el resultado del lema 1. resulta valido también para las integrales de peso,
s0lo se cambia la interpretacion de /(7).

En la tabla 2, se enlistan las funciones mas comunes de peso, asi como los intervalos
correspondientes.

w(x) [a,8]
el § RN
e [0.]
([l
: [-11]
tabla 2

CONSTRUCCION DE LA FORMULA DE CUADRATURA

Nuestra meta es la construccion de formulas de cuadratura de [a forma
L) =2 4. /(r,)
=l
cuya aproximacion a la integral /(), es la mejor posible, es decir, para » dado, buscaremos

los 17—/ nodos

Topreees T

y los #+/ pesos
Apgseers Ao

donde los polinomios de grado menor o igual a N se puedan integrar exactamente, es decir:

1{(PY=1(P), VY Pel

St primero intentamos estimar, que el grado N pueda lograrse para un n dado, entonces, se
nota que se tienen 2in—2 parametros (respectivamente »+/ nodos y pesos), en nuestra
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disposicion como n+/ coeficientes opuestos al polinomio de grado A. lo mejor que s¢
puede esperar es, por lo tanto, que el polinomio sobre el grado ¥ <2 +1. puede integrarsc
exactamente,

Como los nodos de integracién entran en la formula de cuadratura en una forma no lineal.

entonces no es muy simple calcular los grados de libertad. por lo que buscaremos que
camino nos ayudara en ta solucion del problema.

Lema 7

n

Si [ es exacta para todos los polinomios P € F,,,,, entonces los polinomios {Pf] . que

estan definidos por su raiz de representacion original
P(x)= (x- ru))---(.r -7, )€ P.

son ortogonales con respecto al producto escalar, que esta inducido por w
(f,8) = [w(x) S (g0

Demostracion

Para j<n+1.setieneque £, P €Fy, .2

(£.2.)= [wRiP,

—1(p.8)- YA ) B {z) = 0

1=0
=0

Por lo tanto los nodos 7, , que se buscan, tienen que ser raices de los polinomios ortogonales
por partes [PJ} ,de grado P, = j. Estos polinemios ortogenales no son desconocidos paia
nosotros. recordando que existe una y solo una familia {P} }3 P, P, con un coeficiente

principal i.e.

P(xy=x’ 3(P..P)=8,(P.P)

¥ se tiene que la raices de esos polinomios ortogonales son reales y estan en fa.bf.

27




Construiremos por lo tanto y de una forma inica, candidatos para la integracion de los
nodos r... de la fdrmula de cuadratura [, . las raices del polinomic ortogonal 7, .

Una vez que los nodos son determinados, no existe eleccion para los pesos, por lo que al
menos los polinomios P e P, hasta el grado n, se integran exactamente. Los pesos

1
h-u

(L., (x)ee

A=
-

tienen que ser elegidos con el polinomio de Lagrange
Lr,) =9,

esto en principio s6lo garantiza exactitud para polinomios de grado ». con lo que cs mas
que suficiente.

Lema 8

Seanr,,...., 7,,. las raices del {n+)-ésimo polinomio ortogonal £, ;, entonces alguna
formula de cuadratura

L= A1)

r=l

cumple que 1, es exacta en P, < I, es exacta en P, |

Demostracion
Suponiendo que

I, esexactaenP, y P, ,=>3Q.ReP, 2P=QP, +R

y como

P,LP

" n+l

se tiene que

I:H'P = unQPm,+ J::WR = jij =1(R)

=0



csto es

L(R) = fo%R(r..J = 'ZI%,,[Q(TH,)&.(T‘,,) + R(r,,,)] =1,{R)

=0

feP,. esexacta

Resumiremos nuestro resuitado como sigue

Teorema 1

Si existen {nicamente nodos t,,,....7,, ¥ Pesos A,....,d,,, determinados, tales que la
formula de cuadratura

L) = Y 4./(z)

=0

integra exactamente todos los polinomios de grado menores o iguales a 2n+/, esto es
1,(P)= fwP, paraP P,
\ 2

los nodos 7, ,s0n las raices del (n+/)-ésimo polinomio ortogonal £,,,, con respecto a la

in?

funcién de peso w y los pesos

1
A= fﬂ,n(x)dx
Con los polinomios de Lagrange
L,=(z,)=3

Y

Ademas los pesos son todos positivos 14, > 0= I, es una forma lineal positiva y satisface
la ecuacién

4 =W(ﬂ,&) (1



Demostracion
S6lo tenemos que verificar la positividad de los pesos y su representacion en 1.

Suponiendo que Q €P,, . es un polinomio tal que 7, es el Unico nodo que no desaparece

es decir. Q(r,, ) =0izk v Q(r,m) # 0. entonces. es obvio que

v

1

[0=2,06,)= 2, -

entonces O € A,,. cumple con la propiedad donde Q(rh,) = P,;,,(r*”)z. por lo que los pesos

satisfacen

Pn,!(-\')

e e e “{a..(rh)a(x-r,m)]z"”‘)

es decir. todos los pesos son positivos.

Para verificar la formula (1). se tiene que

Q()[(”—”)] (9

De nuevo € P, . cumple con las propiedades requeridas, y se sigue que

8 Cncn ) 0 e L

Sea ¢l polinomio

P (x)

(.r - r,m)

que tiene de nuevo, de coeticiente principal 1. entonces.




(f";'(;f,,)) PO+ 0,(1)3 0, € P

Yaque P, 1P, _ ,sesigueque

A =(T(?l)—p(r—)](” )

por lo tanto. las formulas de cuadratura I, son las formulas de Gauss-Christoffell para las
funciones de peso w. Para el caso de las formulas de Newton-Cotes, es facil deducir el error
de aproximacion de exactitud para un cierto grado del polinomio

Teorema 2

Para alguna funcién / e C*"*. el error de aproximacién de la cuadratura de Gauss-
Christoffel se puede expresar de la forma

(2n+2)
Jjwf-—l,,(f) {2n+2()r)(anR..|)’TE[a’b]

Demostracion

-

Utilizando el residuo de Newton para la interpolacion de Hermite, P € 7,,,,, para los 2n-]

nodos Ty, * Toas s Tan " Trn

f(.\‘)= P(X)'F[X,fo”'fon,“', ]f f()n (X"'T,m)!

=0, (x)720

como | integra exactamente la interpolacién P, se sigue que

(anen(
for = [+ oy 7,

a {Tns1)
S A e

")



CUADRATURA DE GAUSS-CHEBYSEV

Sea {a funcion de peso

wix) = J]—-l—ﬂ E[— 1,]]
—_ x—

entonces el polinomio de Chebishev 7k, con el que ya estamos familiarizados, es ortogonal
porque

Tsi k=j=0
|1(xf(x) . s
j ={%sik=j>0
0 sik=j

son los polinomios ortogonales con coeficiente principal, entonces
Plx)=2""T(x)
las raices de Pu-s (respectivamente fa-1), son los nodos de Chebishev

2F+1
2n+1

T, = COS 7,i=0,...n

usando 1, una forma facil de calcular los pesos para #>>0 seria

/{ - 1 I 22-,,n T_
) _,, 7-J:”I( ) ,,T( n+1

A

n+

entonces, la cuadratura de Gauss-Chebyshev, en su forma simple es
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< 2i+]
],,(f): n:r_lZf(rm) con 7, =cosj::_,);r

Por el teorema 2 y porque (T T, ) = —, el error de aproximacion satisface:

n+l? Tael

oy

Lx)_ _ N 2= POR .
.[| ’I"-xz dx [,.(f) 21n+1(2n+1)!f () [ Ll]

En la tabla 3. se enlistan algunos nombres de clases de polinomios ortogonales. asi como
sus funciones de peso asociados.

w(x)  |[a8] CLASES DE POLINOMIOS
ORTOGONALES

}\ 1-5* {' l'l] Chebyshe\v’ Tn

£ [0.] Laguerre La

e [-.%] |Hermite Hr

! (-1 Legendre Px
tabla 3

Son de particular interés las cuadraturas de Gauss-Hermite y Gauss-Legendre. que permiten
la aproximacién de integrales sobre intervalos infinitos (con solucién exacta para los
polinomios P eP,,,,)-
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INTEGRACION NUMERICA

Al lector tal vez le sorprenda la idea de realizar integraciones por medio de computadora, v
es seguro que ya se han escrito programas de este tipo, los cuales pueden ser una ayuda
para estudiantes en examenes {siempre y cuando puedan utilizar su computadora en el aufa
de aplicacidn), pero es de poco uso para el matematico formal. Lo anterior se puede ver con
el siguiente ejemplo:

La integral
N |
£ dx
no se puede resolver por no existir funcién matematica elemental cuya derivada sea

2

g—.t

Por lo tanto, este es un tipo de problema de integracidn donde se emplea la integracion
numérica.

Cuando se realiza integracion por computadora es necesario restringir el trabajo a integrales
definidas de la forma

1= [ fla)ix

Dados los valores de a y b y la definicion de f{x), [ es tan sdlo un nimero, por lo tanto €l
objetivo sera, calcular este numero con la exactitud requerida en forma particular.

El valor de I puede interpretarse con mas facilidad como un é4rea y la integracién
numérica, a menudo se le conoce como Cuadratura del area, lo que significa obtener el
valor de 1a misma.

Al trazar la grafica de f{x) en una hoja de papel milimétrico, es posible obtener una
estimacién burda de 7 al contar los cuadrados que forman su drea, tomando en cuenta los
cuadrados parciales, siendo esta la forma mas elemental de integracién numérica.

Es importante que desde el principio se tome en cuenta que existe una dificultad infrinseca
en lo que se quiere realizar, ya que la integracion esta definida desde el punto de vista
matematico, como un proceso de obtencion de limite y se necesitaran un nimero infinito
de operaciones aritméticas para resolver con exactitud una integral.

Aungue con una computadora es posible efectuar un gran niimero de operaciones en poco
tiempo, ef nitmero de dichas operaciones siempre es lento, por lo tanto, en el mejor de los
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casos. es de esperar una aproximacién al valor de la integral.

Una primera etapa para evaluar en forma numérica la integral

/= ff(x)lr

consiste en dividir el drea representada por 7 en un cierto niimero de bandas como se
muestra en la siguiente figura

P/Q/————:Ff(x)

f(xr) f(-"m)

Lol A fa f(xr-l) f(xn)
| M N
Xo X X X X, X X,
fig. 1

Por lo regular, las bandas son del mismo radio, de manera que si tomamos » bandas. el
ancho de la banda sera de

ahora, por conveniencia, escribiremos

x, =a+rh

De lo anterior. consideremos primero la banda central que va de X; @ Xry, ¥y que h sea
suficientemente pequefa, por lo que una aproximacion al area de esta banda, estd dada por
ol drea del trapecio MNPQ. cuyo arco se reemplaza por una recta y el drea del trapecio es la
longitud promedio de los dos lados paralelos multiplicados por la distancia entre ellos. eso
implica que ¢l drea serd igual a
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;h(f, +fnt)

por lo tanto, el area total bajo la curva puede aproximarse al obtener la suma de las areas
de n trapecios, es decir,

Pashlfy+ )+ 3hlf+ )5 r SHU 4 £,)

=

Iah[%foa-fl + i+t S +%f")

Esta dltima ecuacion se conoce como la Regla del Trapecio y es de exactitud lineal, es
decir, ¢l resultado seria correcto st la funcidn fx) fuese lineal.

Uno de los problemas mas complicados en la integracion numérica, es decidir que tan
grande debe ser », a fin de obtener la exactitud deseada o necesaria.
ERROR EN LA REGLA DEL TRAPECIO

Al utilizar la Serie de Taylor tenemos que

flx. +b)=a, +ap+ab’ +ab’ +...
2

1 1
a, = 'fm(xr)z ‘.fr( )
Ml m.
=

[ s = [ £, + kb

2 3
= Dab + b + a0

y con la Regla del Trapecio, la integral
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[ f e

se aproxima por

;h(f,+f,,,)= ;ha0+(ao+alh+a2h2+,,,)]
ak’ _'_a;!h3 .

5 5 ii)

=ayh+

- . ' - . : 4
Comparando las ecuaciones i) y ii), sin tomar en cuenta aquellos términos que tengan o
potencias mayores de 4, entonces, se ve que el error en la aproximacion es cercano a

1 no.
- ak =
6 ° 12f’

siendo este el error en una banda, por lo tanto, ¢l error total en n bandas es
aproximadamente

1 .
- I
12n /

donde /" es un valor promedio de f; , entonces
1 np-a)f iii)
12
Aqui es importante sefialar que el error es de orden #, o de orden 1/

De la formula iii), resulta claro que el error tiende a cero conforme »n tiende a infinito. En la
practica, el factor debe limitarse a un valor finito de n.

REGLA DE SIMPSON

En vez de considerar una sola banda de x, a x.+; s¢ consideran dos bandas juntas, esto es, de
%5 4 X,»;, entonces, analogamente al caso anterior, utilizaremos la Serie de Taylor

flx, +b)=ay +abra,b’ +ap’ +..

tal que
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1
a, =— ff'"]
m!

-

,[l fx)de = [’h flx, +b)ib

2a.h’
a.f +%a B+

=2uh+ ]

3

aO=fr=.f(xr)

foo*fia=a-ah+ ah —ah’ +a i

ra, +ah+ak’ vak rahk

=2a,+ 20" + 2a,h" + ..

v puede verse con facilidad que

Ui+ £, = 20 2ag? S ak?
3 3 3 5

- 2
_['M .f(".yixE B_h(fr—l+fr+fr-|)
con un error aproximado de

2 2 5 4 5 l 5(“.)
Z_Zlaht=-—ah’=-_h
(5 3)‘ 15" 90 s

Si el intervalo (a.b) se hubiera dividido en n; donde n sea par, s¢ podria escribir como

[ Flekie = LR+ e f) (b i)

w(fyn#4f0 + )
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que no es otra cosa que la expresion de la Regla de Simpson, siendo el error de
aproximacion

1 n—hsf(iV)=— 1

_ TR (iv)
90 2 180@ ali* f

1 (b—c.l)5

(i}
180 n* 4

Otra formula de integracion es la siguiente

Si se toman 3 bandas a la vez y se considera a n como milltiplo de 3, se tiene la regla de los
3/8. esto es

(7= DM +37+ 3+ £)+ (5 43S +3f 0 f)+ ot

+ (.fn-j + 3fn—2 + 3fn-] + u )}

que tiene un error de

1 {iv)
- (b—a)r’
oo s

FORMULAS DE CUADRATURA
Ahora podemos verle de la siguiente manera

Sea

[Mf(x)dx = h{w, f{a)+ w fla+h)}
i, =a+h

Aqui se nos presenta el siguiente problema jquiencs son wyy w;?
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Sea

h=b-a
x=a+hu = dx = hdu
=

j:f(a + hudu = w, f(0)+ w f{1)
entonces se tiene lo siguiente

si f{x) eslineal = f(x)=c+du

=
a}si f(\’) =1
‘Edﬂ=wL=[=wo+“.-l
b)si f(_)Eu
£du- —] %_ ]
=

J:Mf(x)dr = f‘h(!ineai)dx = h[;f(a)+ ;f(a+h)]

= [f{a)+ fla+ )]

el resultado anterior es la formula del Trapecio.
Ahora si tenemos

[ ekt = [ 7 (ki = o, fla) i fas o, f(a+ 20)

E

x=a+he= dv=hdu
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cntonces

[ Flehac = [(eadraicals = w, 10) 41,70 w,£2)

e’}
aysi f(x)=1
[du=uf =22 wy 4, -,
bysi f{x)=u
E IJZ}I
wdi = =2=w]+2wz
2 0
o)si flx)=v?

3

fuzduz.u_] =§=“Vl+4w1
3, 3

entonces

‘AF]=

4
3

Wy =W, =

3

[ cudiica = gm(m s7()+ £2)]

y se tiene que es exacta para ciibicas

dysi f{x)= o
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3
17

; u
fu’du = —} =4 =, + 8w,
o

ed.

Podemos verlo también de otra forma

Dados los siguientes puntos

Y
-fi' Yo
0 Y
H ty

se tiene que
['h Sk = L (cuadrdtica)ix

’[Fh(axl +bx+c)ix= a§+%+cx]’_',,

2 o
=Zal +2ch
3

Agui nos preguntamos ;quienes son ay ¢?

o= fl=h)=al=h) +b(-h)+c

=
y, =ah’ =bh+c
»=f0)=c

¥y = f(h)= ah® +bh+c

por lo tanto



b=y2 ~ Yo y “=."0—'2.V| + Y,
2h 2R}

sustituyendo

_[lh f (X}it = ‘[Ih (cuadrcitica}ix

= 2ah3 +2ch
3

2{ ¥ =2y +y; |3
= 3 A+ 20y,
3[ 2h2 (yl)

h
= 3[)’n+4)’| +y2]

Andlogamente
+3h 3
J:‘ f(x):ixagh[yo+3y]+3y2+y3]

En términos generales, y como se vio en el capitulo de Interpolacin, se tiene que

_ K, e (K)o *
f(x)-yn+AJ’u[1]+ yo[2]+ﬁyo(3 +

Sea
= dx = hdk

por lo tanto

f:f(x)rb‘ = f[}’o + kAy, + E&%—_l) Aly, + EQ(—_IT)(,(—fl) Ay, + ..}rdx
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6

P "
o= — ATy
[24 6 6} Yo L

‘nz HJ f‘I: 2 n"‘ ”3 rl'z 3
—h{nyu +?Ay0 +[_6_—T ATy, + ﬁd?-‘-? Ay, +..

2 kJ kl ,
= h[kyo + i- Ay, + [— - T]A Yot

entonces, se tiene que

a) paran=]

pomefo S

h
= ::,“[}'o +]

que es la formula del Trapecio

bj Sin=2
X i nz n] nz 2
J:f(x}ix=h nyo+—2-z_\y0+ ¥ Ay,

=B 2y, + 24y, +[2 —1]A’yo]

1
=h2y, +2(}"1 _yD)+3(yz -2y +y0)]

h
(yn +4y +.V:)

:-u
J

el resultado anterior nos da la farmula de Simpson

44



¢) Por dltimo veamos cuando n=3
) n ntonrl|, PR R L R
xx=Mnay,+ Ay, + - Ay, + -+ Ay
Lf( ):ix |: Yo 2 Vo [6 4 Ya 2% 6 4 Yo
n n ., 3,
=h 3yo+2r‘_\yu+4@.y[,+8Ay0
9 9 3
= h[3)’o + 2(}’1 "yo)+ 4(yz -2y, +yn)+ 8(."3 =3y, +3y "J’o)il

3
= 8}'()’0"’3}’1 +3y, +.V3)

Este resultado nos da la regla de Simpson de 3/8.

Hasta aqui hemos visto como combinar los métodos de Interpolacién con la Integracién
Numérica, para obtener las férmulas de Cuadratura, que sirven para el céalculo del area bajo

la curva.
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CAPITULO
v



INTERPOLACION
Dada una serie de puntos en el plano, deseamos conocer una funcién que pase por €stos y
sea “ideal”, para lo cual enunciaremos el tecrema de Weiestrass (de Aproximacién)

Teorema.- Sea funa funeién que esta definida y es continua en el intervalo [a,b], entonces
dade £> 0,3 un polinomio P tal que

flx)-Plx)<e vxe (a,5]
Pero, para nuestro objetivo jquién s P(x)?

En este caso, sabemos que los polinomios son funciones reales de variable real y son de la
forma

P(x)=a,+ax+ax*+. . +ax" n>0

dg,...,a, varablesreales.
Ademas, sont una herramienta muy il en la aproximacion de funciones, por su facilidad
para poder determinar sus derivadas y/o integrales, ya que su resultado es otro polinomio.
Una forma de verlo seria como sigue:
Sea

f (x) = P,,(x)+ error,

entonces

(xu )

5 (x=xg) +...+

7z flr)* f (e M —xg)+

f"(x")(x—xo)" + f(”+l)(§)(x__,co)(rrv!l

i bl (1)

Vx e B;{(x,)3 x, es fijo.

Esta expresion no es otra cosa que ¢l teorema de Taylor, pero se presentan problemas en
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s0lo punto. Podemos plantear otra forma de ver nuestro problema.
Dados n+! puntos, entonces

— 2 =~ "
P,,()c(,)—a,J +ax, +ax, +..va, xg ta xg

— 2 n-1 "
Px)=a,+ax +a,x} +...+a _x" +a x|

P(x,}=a, +ax, +a,x} +..+a,_x" +a,x

L n"n

cuya expresion es igual a

xox L x| a, P,.(Xo)
xoxt L x| a, _ P(x)
.T: x,','" xnl gy R:(xn)

la cual se puede expresar como una forma matricial Ax=b donde A es conocida como la
matriz de Vandermonde, pero para nuestros intereses este métedo tampoco nos es util ya que
es demasiado susceptible de errores debido a que su condicional es “demasiado grande”.
Derivado de lo anterior, podemos ver ahora un método que nos ayudard a resolver nuestro
preblema inicial, para lo que serd necesario utilizar ¢l teorema de Lagrange y para
comprender esto veamos un ejemplo,

Dados los puntos

B(0,-5), B(L1) B,(2.9), B(3,25), P,(4,55), P,(5,105)

podemos construir la tabla siguiente

]xil Yi
0 -5
i 1
2
3 25
4 55
8§ 1105

tab.1
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Aqui podemos detenminar lo siguiente:

X =x,+{i-1k
x;=x,+ih

X =x0+(£+l)h

i+l

donde & es ¢l incremento de paso igualmente espaciado, por lo que h=x, —x,_, y como en
nuestro ejemplo estamos dando la misma diferencia, entonces A=/ y para los

Yiss Yin¥iq

sus diferencias serian las siguientes
Yinn = Vi

yi _yl'-l

enfonces
Ay, =¥, — ¥,

De lo anterior podemos construir la siguiente tabla:

0%
] i 8-6::2 P '---I‘,,.'--:w'.i‘-- it
8-2=0
EE 16-8=8" o 660
14-8=6
3 25 ; 30-16=14 -~ - = - 6-6=0+
55-25=30 20-14=6
4 55 . ... . 50-30=20 _ . . .-
105-55=50
5105 R
tab.2
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y ahora determinamos el polinomio que necesitamos y es de la siguiente forma
Plx)=ax’ +bx® +ex +d

y si utitizamos diferencias divididas, de acuerdo a la tabla anterior, tenemnos

* ly=ax’rox? +exrdf| 8 [ at o] ][]
0 d
a+bte

1 atbtctd Ga+2b
7a+3b+c 6a

2 | 8atdb+2c+d 12a+2b 0
19a+5b+e 6a

3 | 27a+9b+3c+d 18a+2b ]
37a+7b+c 6a

4 |64a+l6bt+dc+d 24a+2b
6la+9b+c

5 |{25a+25b+5c+d

tab.3

igualando los coeficientes de las tabla 2 y 3

oo tabid | a2
y -5 d
Ay 6 atb+c
Aly 2 a+2b
A3y 6 Ga
Aly 0 0
es decir
d=-5
atbte=6
éa+2b=2
6a=6

entonces, se tienen los siguientes valores:
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a=1

b=-2
c=7
d=-3

con lo que et polinomio que se buscaba queda de la forma

P(x)=ax® +bx’ +cx+d

=x'=2x1+7x-5

evaluando en la tabla 2

y, = Plx)=x*-2x" +7x-35
% =0 |0-2(07+7(0)-5=-5

x5 =1 |1201)7(1)-5=1

x, =2 |8:2(4)+7(2)-5=9

x, =3 |27-209)+7(3)-5=25

x, =4 |64-2(16)+7(4)-5=55

x, =5 [125-2025)+(5)=105

Con esto vemos que el métado anterior es factible para la aproximacion.
Ahora veamos que pasa para un punto cualquiera.

Sea

x, = 15 entonces

x, =x, +kh
=
x,—x; 15-1
k="2t—=——=05
h 1

tenemos ahora que, el valor mis proximo a x; €s X, = 1, y de la tabla 2 se tiene que
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Yo=1
Ay, =8
Az}’u =8
AJ)’U =

k AN K\,
Ve =Yoot |&o |, Nyy+l 4 Ay,
| (05)3 [0.5}8 (05)6
=L A2 s

(05)05-1)  (05)(05-1)(05-2)
ot 3 6

entonces

=1+(05)8+

=14+4-1+0375
=4375
Aqui nos preguntaremos ;qué pasa si se evaliia x=/.5 en P,(x) ? Tenemos que
P(x)=x’ -2x*+7x-5
entonces

P1.5)=(1.5) -2(1.5F + 7(1.5)-5
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27 36 44
= ="T4
8 8 8

35
8

=4.375

Observamos que por las dos formas se llega al mismo resultado, por lo que el gjemplo
queda linealizado.

Aqui podemos realizar la siguiente comparacion:

i)
Puntos * Diferencia del Resuliado
o
I T
i}

Ay, = Vi~ 0= Az)’i = A(Ayf)= A(ym _J"r')
= Ay, &y = (ynz - ym)_ (.Vm “'yi)

=y|'+2—2yi+l +y|‘

Notese que el resultado de i) v i1) es el mismo.

Resumiendo o siguiente:
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Ay, =V, 1 -1

Ay =Y, =2V TV -2 1

(]

Ajylzy,d—-:}y”z-p}yul—y, 1 -3 3 -1

Alyl:yl+4—4y|+3+6ynl_4yul+y| 1 -4 6 -4 l

Podemos decir que la anterior es una estructura semejante a la del tridngulo de Pascal,
entonces se tendré que las diferencias de las y, seran

Ay =¥ = Yo Y1 =Yo+ DV
Ay =y, =y (11 =V +4n
Ay, =y =0 Y= vy,
por lo que
M=V A = Ay, = Ay, +A2yo

por ser lineal.

Resumiendo ;

¥, = Ay, + Ay, ¥ ={1+A)y,

¥y = Yo + 28y, + 87y, y, =(1+8)y,
) =>4

y=¥t Ay, + 362)"0 + AJ}’O = (l + A)Jyo

i = (1+8)" 5,

~entonces
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Vi =)’(yt)=(1+ A)*J’o

Kk-1) , Kk -1k -2)
7 AVt

k K, (k) K,
=y0+ lAy0+ 2 Ay0+ 3 Ay0+'”+k A)’o

Por lo tanto, podemos afirmar que un polinomio de grado k se puede utilizar para interpolar
a puntos uniformes e igualmente espaciados.

= yo + KAy, + B yote

Otro ejemplo seria el siguiente:

Quiero calcular un punto més abajo de mi tabla, esto es, si quiero encontrar un valor entre 4
y 5, diriamos que se complica en virtud de que no hay valores para poderla calcular, pero ya
dijimos que este método es para cualquier punto, entonces, lo que se puede hacer, es tomar
los puntos de abajo hacia arriba de la tabla o en todo caso invertirla, quedando cotmo sigue:

En esta tabla nos damos cuenta que al invertirse las columnas, los incrementos impares son
negativos y de acuerdo al razonamiento anterior se tiene lo siguiente:

Encontrar los coeficientes para el polinomio
P(x)=ax® +b’ +ex+d

realizando las siguientes comparaciones
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itab. 3 tab. 2

y 105 125a+25b+5¢+d
Ay| '|-50 <61a-9b-c

Ayl { 20 24a+2b

A]y -6 -6a -
Ayl 0 0
entomnces
—6=-6a (a =1
20=24a+2b b=-2
—-50=-6la—-9b-c¢ c=7
105=125a +25b+ 5¢c +d |d ==5

por lo que ¢l polinomio que se busca es
P(x)=x?=2x* +7x-5

que s el mismo polinomio que se encontré en el gjemplo anterior, con lo que s¢ demuestra
que el método es para todo punto de nuestra tabla,

De lo anterior se puede afirmar que
k k k k
)=y, + [ l]ﬂh + (2) Azyo + (:_J Ajyo + ""”(,JA‘J’D = f(x) = P (x)

_ 2 3 j
y, =@, +ak+ak” +ak’+ +ak

Retomando nuestro problema inicial, con la condicién de que ahora los puntos no sean
igualmente espaciados, nos planteamos lo siguiente: (Quién e¢s el polinomio

P(x)> f(x)= P,(x)?
a} Para todo k=0 sc tiene el caso lineal

Dados (xn,yo).(x, Y ) , s¢ sabe que por dos puntos distintos pasa una y sélo una recta,
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entonces, se tiene lo siguiente:

y—yo=m(x—xﬂ):>y=y[,+m(x—xo)

(-VI - }’0)(’"""0)
(xl _XO)

|
o
o

+

Y=Y (xo _x1)+yl (x‘ _-"o)

por lo tanto yfx) es una combinacion lineal de polinomios de grado 1, el cual se puede definir
como

Pl(x) = Lo(x)}"n +1L, ('x)yl
2
L(x)= Px)

b) Para k=2, se tiene el caso cuadratico, para el cual se toman tres puntos

Pz(xo)= yo;ﬂ(x,)=yn1’z(xz)=yz

entonces

(onaox) | (emmleon) | (emn)en)

Bx)=y, (xo -X;)(-"o _xl) ML (11 —xo)(x, —Xz) % (xz ‘XO)(X?- —x,)

es decir, ¥(x) es una combinacién lineal de grado 2 y se expresa como
Pz(x) = Ln(x)yo + Ll(x)yl + Lz(-x)yz

donde Lj(x) es un polinomio cuadrtico y sabemos que la suma de polinomios cuadraticos

es cuadratica.

¢) Para k=n, ¢l caso general, se consideran (n+1) puntos

(s Yok (iom Do (o)
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Por lo tanto

L..i(x)= ((xr-x"xx_x‘).""(x_x:—lxx'-xn!_)(x—x,,)

X~ -“u)(xi - xl). .- (x-' - x.u.)(x.- - x.-+|)(x.~ - xu)
para cada punto (x;,y,), entonces
P {x) = L..,o(-")y'o + L, (x)yl +.40,, (x)y"

que es una combinacion de polinomios de grado » y la suma de polinomios de grado #, es un
polinomio de grado n.

Por lo tanto tenemos que
P(x)=2 L, (x)y,
i=0

el cual se puede expresar como

v=R()=3 ﬁ(*"‘f)) :

i=0| =0 \Y X
inj

que es el pelinomio clasico de Lagrange.

Hasta aqui hemos visio alguncs métodos de interpolacién bésicos, dejando para mas
adelante el analisis del Spline Ctibico, herramienta clave para el presente trabajo.
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CAPITULO
\Y%



ESPACIOS VECTORIALES SPLINE

En este capitulo analizaremos algunos espacios de funciones polinomiales, por pedazos,
denominados “Espacios Vectoriales Splines”, con la finalidad de ver la gran utilidad en la
teoria de aproximacion e interpolacidn.

ESPACIOS LINEALES.

Sea P, una particién arbitrariaen / = [a,6]c ®,5a = x,,...,x, =b,donde /, =[x, x,,,] .

n

y sea s(x) una funcién dada, tal que sea continua por pedazos de polinomio de grado menor
o igual a uno en cada intervalo, o sea,

So(P(x)= {s:l —»Ras eC°[I],st,-} = P, polinomiode grade < Li=1,...,n-1 (1)

la definicién anterior, y que utilizaremos para cada uno de los espacios subsecuentes, nos
indica que estos son espacios spline lineales que dependen de la particion y lo podemos ver
en la siguiente grafica:

a= xl IZ xJ xn—} xn—Z xu-l xu
Fig. 1
Para demostrar que los espacios spline son espacios vectoriales, se emplean razonamientos

analogos a los que se siguen para demostrar que el espacio de funciones continuas es un
espacio vectorial, para lo cual demostraremos la ecuacion 1.

Si 5 x, esdela forma a.x + b, con s continua en x,,...,x,_,, entonces

ax, +b = a,x., +b,
X, 0 = X%, = by =0

irixl

Este es un sistema de ecuaciones que puede expresarse en forma matricial Ax=0, donde
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0 0 x I 0
A= : ,
0 0 0 —x,—1
I‘ = [al b] aZ bz t an-l bn—l an bn]

=>sef, o)y =P ie[ln-1]

S Ax=0

es decir, existe una correspondencia biunivoca entre S, y el nicleo de 4, por lo tante
dien(S, ) = dim{N(4))

A es una matriz de orden (n —2)*2(n —1) y rango n — 2, entonces

dim(S, ,) = dim(N(4))
=2n-2-n+2

=n

por lo tanto 1a dimensién del espacio 1.1, ¢s F, = n.

ESPACIOS SPLINE CUADRATICOS

Utilizando la secuencia de la expresion de 1.1, para el espacio del spline cuadratico queda
COMDO sigue:
IREAOE {s:] SWsse C°[[],s|x,.} = P, polinomio de grado £ 2,i =2,...,n—-1  (2)

lo que se representa en la figura 1.2
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a=x X X, X; X5 X
fig.2

En esta grafica se puede observar que en los nodos de “puntos de unién” no se pegan
suavemente, entonces podemos determinar que la forma para las £, es

‘ax’+hx+c,

por lo que se requieren determinar tres parametros por cada pedazo de polinomio, y por la
condicién de continuidad se tiene que:

1 4 :
a xnl + blxnl +Cl =al+lx|+| +bl+|'xu-l +Cl+1 = l,---vn = 2
==
¥ H .
anxnl +brxr+l +Cr -anlxnl —bnl‘rfd _Cul "0 (2)

cuya expresion matricial quedaria como sigue:

Aesdeorden (n=2)*3(n-1 y
X =[ﬂ| bl Cl P ¢ b,.,-| C,._|]

es el vector de los 3(n — I} pardmetros por determinar, por lo tanto
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seSlp () @ dx, =P ie[ln- i

= Ax =0
v la dimensidn del spline cuadratico es
dim(S, 5 ) = dim(M(4))

=3n-11-(n-2)
=2n-1

Podemos decir ahora, que existen subespacios de (2), que por sus caracteristicas son de gran
utilidad en diferentes aplicaciones , en este sentido podemos ver lo siguiente:

SUBESPACIO DE SPLINE PARABOLICO

Para este caso se tiene que

S, (P (x) = {57 > R>5eC'[{].8x | = P, polinomio de grado<2,i=2,...,n-1  (3)
2.1

donde el spline es diferenciable y la grafica seria la siguiente:

X o Xx: p 2] X Xs  Xs X3 Xz Xt Xn

fig. 3

En este caso. cada pedazo del polinomio es de la forma

- ax? +bx+ex
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y se requiere determinar 3( - 1) parametros.

Por Ia condicién de continuidad debe ser cierta y para la condicién de la continuidad en la
derivada se tiene que

s(x)=2ax+b = 2ax, +b =2a_ . +b

 +6, ~2a x,-b_,=0

[E sy |

S2ax

i

cuya expresion matricial quedaria

2. 1 -2x, -} O .. 0 0 0
0 0 0 ' 20

A= .
¢ o 0o ... 1 0 -2¢_, -10

esdeorden (n-2)*3n-1)y

UL
X —[a,bI ¢ ... 4, b cn_,]

Entonces. por la continuidad de s y s* forman la matriz B

xI x, -x3 ox, -1 .. 0 0 0

B 0o 0 0 2x, 1 0 : 0
0 : :

¢ ¢ 0 1 0 -2x,_, -1 0

que es de orden 2{n - 2}* 6{n - 1)

dim(S,, )= dim(¥(8))
=3(n-1)-2(n-2)
=n+l

que es la dimensién del spline parabélico.

Observacién t: La dimension del espacio es el nimero de parametros por determinar menos

el nimero de condiciones,



ESPACIOS SPLINE CUBICOS.
En este caso el espacio queda como sigue
8,0(P.(x))= {s I %ase C“[Ils[x,. }= P,,polinomiode grado <3,i=1,...,n -1 (4

denominado también espacio- de polinomios cubicos de Lagrange por pedazos, queda
compietamente establecido si cada polinomio se determina por 4 pardmetros, esto es

ax® +bx* +ex+d;

entonces se requieren 4n-4 parAmetros por determinar y por la observacion | se tiene que

dim(S,,) = 4(2 ~1)- (1= 2)
=3n-2

El espacio 1.12 tendria una grafica como la que sigue,

Xr Xz X3 Xe X3 Xnd Xu-1 Xn-2 Xor Xn

fig. 4

En este caso al pedir que Ta 1* derivada sea continua en x,, sc denomina también el espacio
de Hermite polinomial ciibico por pedazos, que se expresaria como

S, (P ()=fs: 1 > N> 5eC' [ ox,}= P, polinomiode grado 53,0 = 1,...n =1 (5)

dim(S,,) = 4(n ~1) - 2(n - 2)

=2n

aun cuando el espacio (5) es suave en los nodos, la 2* derivada puede no ser continua,
entonces para esto se construye el subespacio
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5,. (P, (x)= {s I RaseC[r]lx, }= P .polinomicdegrado £3,i=1,...,n=1 (6}
dim{S,, ) = 4(n~1)~3(n-2)
=n+1
este también es llamado el espacio Spline Cibico polinomial, y por sus cualidades de

suavidad es muy util en varia aplicaciones, en particular para nuestro objetivo. Su grafica
seria la siguiente:

P P: P; P

X: X: X3 X4 X3 Xos Kod X2 Xni X
fig. 5

Dados los anteriores espacios, se pueden construir, en términos generales, espacios spline.
cuyos compenentes sean pedazos de polinomios de grado < m, por ejemplo

502 (x)= {s I Rase C°[[].5[x, }= P, polinomiode grado s m,i=1,...,n-1 (7
Aqui se tiene que cada polinomio es de la forma
a,x" +a, x" ot x + a,

= 3(m+1)(n-1) parametros por determinar para establecer el espacio de P, dada,
entonces la dimension de (7) es

dim{S,,5) = (m+ Yn=1) = (n-2)
=mn-1+1

Un subespacio de (7) que sea k veces diferenciable en los nodos y cada pedazo de
polinomio tenga a lo mas grado m es



S, P (x)= {sl—)‘RaseC"[!ls]x} P, polinomiode grado < m,i = 1,...,.n—1 (8)

con dimensidn

dlm(S )= (m+1)(n=1) - (k +1}(n-2)

Hasta lo que se ha visto, la diferenciabilidad ha sido indistintamente igual en todos los
nodoes, sin embargo, se pueden elegir diferentes grades de diferenciabilidad y en nodos
distintos.

Una de las razones por las cuales surge este tipo de condiciones, se debe a que, para algunos
problemas no se requiere igual diferenciabilidad en todo €l intervalo de interés .

Para indicar los diferentes grados de diferenciabilidad en nodos diferentes se utiliza un
vector V de dimensién n-2, en general, en ¢l espacio

S’"‘(*:---*H)(P =

"

) {s : 1 esk, vecesdiferenciable,i=2,...,n-L } *

s|x, = P, polinomiode grado s m,i =1,...n -1

la diferenciabilidad de s en el i-ésimo nodo se especifica en el i~ésimo elemento del vector
v=(k,....k,,)

EJEMPLO:

s:1->R|sen x; esk; veces diferenciable,/ =2,3;

A P = 10
rion (B, () s|x, = P, polinomiode grado €2,i =12,3 (o

por lo que las condiciones de continuidad en (10) permiten obtener

2 o
ax, +bhx, +¢ = ax; +bx, +¢

2 — 2
ax; +hx, +e, =ax; +hx, +¢

=
2 2 _
ax; +bx, +¢ —axy; —byx,—c, =0 (11)

2 2 -
a,x; +bxy+c; —ayx; —byx; —¢, =0

65



entonces el sistema matricial de (11), 4,x = 0 queda

i 2

¥ x21 -x! =-x -1 0 0 0
A = 2 2 21 22 , (12)
0 0 0 xj X3 1 —-xy -x

l-
x —[a, b ¢ ay b, ¢ a; b C:]

donde A es la matriz de coeficientes y x €l vector de pardmetros por leterminar, por lo que
s'e x; debe ser continua.

Puesto que

19'_' =2a£xi + bi,f = 1,2,3
=
2a,x, +b, =2a,x, + b,

2a,x, +b, —2a;x; —by =0 (13)

integrando esta condicién en (11), colocindola después de la condicién de continuidad
sex, =

x} x, 1 -xi -x, -1 0 0 0 0 0 0
-1 0 0 0 (14
0 0 0 0 0 0 2x, 1 0 -2x, -1 0

4,

L}
<
[=]
“
w
=
-
—
|
e
“
|
=
™

que es de orden 3(3)*3, y su dimensién
dim($, o, (P() = 33 -3
=6
Para calcular la dimension de un subespacio

1 — R3sex, esk, veces diferenciable, i =2,...,n - 1;}

S =
m-(*:--wk...)(p"(x)) {5|X: = P, polinomio de gradogm,i=1,...n-1

dado que existen -/ polinomios de grado menor o igual que m, cuyos coeficientes que en
total deben determinarse son (n-1)*(m+1) incognitas y por otra parte las condiciones de
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diferenciabilidad en cada nodo x,,i=2,....n~1esk, , ademds de la continuidad de 5 en
cada nedo. por lo tanto se tienen en total

n-1

Z(k, +l)

1=1

condiciones, entonces

dim(smu,,__.,k,_,)(ﬂ (-‘f))) =(m+1)(n-1)- "Z—l k +1

=2

Una de las aplicaciones mas importantes de las funciones polinomiales per pedazos se lleva
a cabo en los problemas de interpolacion y que es un punto importante en la estructura de
este trabajo es la interpolacién spline ciibica. Dado un conjunto de datos

{( s ()]st =1

se desea ajustar una funcion polinomial por pedazos, es decir, 5, de tal forma que los puntos
(e, f(x ) i=2,...n-1

se toman como la unidn de los pedazos del polinomio
Ryl i=ln-2

En este caso se dice que la interpolacion es en los puntos de quiebre , lo que se puede ver en
la figura 6

Tin-2) “f(xn)
Slaen-1}

flxn.3)

X X: Xi X Xs Xo-1 Xa2 Xt Xn
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Esta forma de interpolacién ha sido utilizada durante mucho tiempo, sin embarge ne hay
nada que impida interpolar en cualquier otro punto que no sea de quiebre, y que es lo que se
analizara en este tema y las ventajas que se pueden obtener interpolando de esta forma.

INTERPOLACION EN LOS PUNTOS DE QUIEBRE.

Sean
oG i=1,.0n

datos conocidos, en donde
a=x,..,x,=b [a,b]c R.

Se elige la interpolante s a £ que consta de pedazos de polinomios cuadréticos, tal que si
I, = [x‘.,x“l],: s|x,. =P,i=1..,n~1

es un polinomio cuadratico, por lo tanto

P‘.(x)=a:1,J\:2 +bx+c
=
f(xa)=Pf(xr)

f(x,,,.)= P.‘(xm)
constituyen dos condiciones para cada polinomio.

Dado que son 3 pardmetros por determinar para cada polinomio, tenemos un grado de
libertad para cada pedazo de polinomio a ser determinado, eligiéndose como sigue:

_ XX
xh-y; - 2

Pi(xi'+l)=Vf+| i=1...,n-1

donde V,,V,,....¥,, se pueden elegir de distintas maneras
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a) De consideraciones locales, se puede hacer V,,, = f(xm ) si se dispone de informacion

para interpolar también en x, ..

b) Siguiendo el proceso para hacer de s un spline parabélico se puede determinar

Para generar el sistema lineal resultante para los parametros ¥, se escribe el i-ésimo

i
polinomio en la forma de Newton

R.(x)= P(x)+(x —x,.)P,.(ch,x“x)-i-(x-xj)(x— X,-,g)ﬁ(x;,x,-,,yz,x,,])

simplificando
Plx., |- Bl e
D; =Pf‘[xr"xi.}4]= '[-E;Ty;]_x'.%xj= Via sz'(x‘) (15)
Plx.. |- Px. v
D7y =Plxg |- ‘[ﬁ_“|]_x' [j:%]z / (foL 2

expresande P,.[.t,v,xi‘ ¥ Kien ], en términos de (15) y (16), obienemos

Pi{xn}gvxm]— P"[x“x"*yz]

[xm - x,-]

R‘[xwxh}?’x"*‘]:

=D D (17
Ax

i

reescribiendo P (x) en términos de (15), (16) y (17)

_ P.‘(xi)(""_xf)D: +(x_xixx_xi+KXDi-+l _D:)

i

P{x)

y su derivada con respecto a x ¢s
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P(x)=D At (r—x_)(.r—x ,)
D.Zl_D
=D +( ar )(E.r—r-\l)
por lo que
P(x)=D X ’)(r, %) (19)

(D7,

Do -p;)_fpr =07+ D))
2 2

(D; D)

Px)=

(20)

dado que esta es la derivada del i-ésimo polinomio, necesitamos la (i-/)-ésima derivada
para establecer la condicion de continuidad de la primera derivadade P ex .i=2....n—1

De (18) se obtiene

Ps()= Pl )+ Dl x4 P o) 2

!—I

=

(D,‘ —D,'_,)
P, Lx)=D7, +T(x -X, )(x - x:_l.z)

evaluando 7., enx,
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Ax,_, 2
oy, B 3
Ax,, 2
P (r)= 822 =L8) @)

de modo que la condicién de continuidad para la 1* derivada de P, enx, . i=2.....n—|

implica que

R-I (xl )= Pf (xr) (23)
pee 3
3D -D 30— D (por2.10y 2.12)
2 2
3D D7, =3D" -0, (24)

entonces por {13) y (16)

=
fs)=¥, Vo Slo) Y= fl) flxa) =P
=
3f(xl)_Vf _ V‘ -‘f(xl—l) _ ql/i°| _.f('rf) _ .f('tul)_VHI
Ax, Av, A Ax,
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simplificando sc tiene que

AL TA (AL A0 A AL G
Av,, Ax Ax, | Ax,
que es up sistema de n-2 ecuaciones y #-/ incognitas V,,i = 2.....n. que se puede escribir
como

A4V
+

—=l-p 25
Ax Av ! (25)

=1 4

donde

3(x )+ Sx) | S+ Sl
' Ax Ax

1-1 '

este sisterna tiene solucién tnica si alguna de las incognitas, por decir ¥, puede ser dada
por una condicién adicional. Ademds como (25) se puede expresar en la forma recursiva

i

V. o=b =t

[ Ax Vl Ax}
) Av, |

(26)

las incognitas restantes también son determinadas.

Para entender mis el grado de libertad disponible. se consideran dos splines parabolicos de

interpolacion sy s, que se establecen por (25), con los mismos datos, pero con diferentes
elecciones de V', . Asi la diferencia

5, =595 2hn
es un spline parabolico en [a,b], que vale cero en sus puntos de quiebre y en ¢ y b. De 1al
forma que de (26} resulta

Ax,

O % I

si I, esta dado, emtonces i=/. de modo que




v por (28)

.....

pero, si todos los datos estan unifermemente espaciados , es decir

h:é_:ﬂ
n-1

.t :

x, =a+{i-1)h i=lL..,n

los spline interpolantes quedan expresados en la forma de Newtén

s(x)= P (x)+(x-x)D; +(x—x,)(x—x“,:)B-*'__D'_*)

Ax,

()= 7 () + 2 )P = 3 (e o) + 255 - day,

el

restande las dos ecuaciones anteriores se tiene

.S‘(_r)— ;(x): (Vul - Fnl )2(\’ - .\’;) ¥, - [7“|

~dg ——
I h?

_([ {2(){—.\‘,) 4(X—x,)(x—- ¥, )
- | T F el h h:
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S
R VA il

h

:(VM _V“I)z(x_x')[l ~2{x-x, _:.:)h}

h

[l mAex), o h]

h

= (Vhl - 17:«1 (I —xf)

2-3x-x)
o]

h

5, ()= o )- e, J P(L‘-;—‘—)]

2

h
liene caracteristicas muy interesantes, como se observa en el siguiente

Lema .- Sea P de grado 2 con ceros reales distintos de & y A . entonces

P(x):A(x—a)(x—ﬁ)ah:ﬁ—a

=

A5 A

P[ﬁ“.’]
,4=-4__,12_

h

entlonces
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X—a

f =

h

Una observacion importante es. gue si la diferencia entre dos polinomios cuadréticos, ¢s un
polinomio con dos raices reales y distintas o, y «,.entonces

(x-a)

d(x)=d(.\‘,z)4!(1—!) I=m

es un pelinomio cuadratico con su maximo en el punto medio, ver fig. 7

Xo | xotx:: X

fig. 7

si aplicamos lo anterior a nuestro caso, ¢sto nnos muestra que la eleccidon de ¥, esta basada
en un dato local, digamos como el valor de f en un punto adicional, esta eleccion afectard
globalmente al interpolante s, ver fig. 8

ATN

fig. 8
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Hemos visto aspectos tedricos generales sobre las condiciones de existencia y continwidad
de los polinomios splines, como un predmbulo al modelo que requerimos.
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CAPITULO
Y|




SPLINE CUBICO

En este tema analizaremos un método de calculo para polinomios de grado 3, de los que ya
se vio la teoria general en el capitulo anterior, y que es fundamental para el objetivo de
nuestro trabajo.

Sea [ € [a,b] , ¥ dando una particién de a y b, tal que
a=x,<x, <X, <.<x,=b
y sea l un intervalo dado, entonces
!.—I[ .+|] S(x)=a, +bx+cx +dx’
{ §; es un intervalo cibico por pedazos).
2.- S(xp)= fixj)= Si(x;} paratodo i=01....n conn+l/ puntos
De 1 y 2, se tiene que existen » intervalos y 4n incdgnitas, por lo que deben existir,

entonces, 4n condiciones; ahora si existen a+/ puntos, entonces existen n-/ puntos
interiores y 3(n-1} condiciones si

a) S( ,”) Si+l(xi+i)
b) S( ,4.1) S;n(xm)

c) 8 lx ( .+1) S:H(xhl)

entonces, vemos que se tienen 3n-3 condiciones mas n+/ de los puntos interiores,
quedando ahora 4n-2.

Aqui tenemos que nos faltan 2 condiciones, las cuales se pueden dar en los extremos, esto
es

1) Es natural o de frontera libre
8" (xg)=S"(xp) =0

2) Es de frontera restringida
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S{x)=r{x) dada

S'(.\'") = f'(x") dada

$"(x) = 1" (x)
§r) = ()
3) Es periédico
Realizando una reparametrizacién
Six) =a, +b{x-x) +o{x-x) +d{x-x)
nos significa el siguiente problema, quienes son los conjuntos {a }, {b, }.{c.}.{a.}?

Si tenemos que

entonces

S{(x)=a, +bh+ch’ +d.i’
=

a,, =a, +bh+ch’ +d.n
aplicando la Primera derivada

S(x}=b, +2c,h+3d 1’
ahora si S.(x) = b,, tenemos

b, =b +2ch+3d i’
que es igual a la condicion b)

Para la Segunda derivada
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5"(x) = 2¢, + 6d,h (para x, se tiene que x-x,={}}

Para ¢l caso ¢)

Ci

l="‘l+3dnh

+

por lo 1anto

S (x0)=58(x.)=2c,, =2¢ +6dh

t

entonces se tiene que

a, =y,
b =S.(x,)

S,~ (x,)
c =

de lo anterior tenemos que

¢ =c, +3dh S&"
= =D
c, —¢
d — i+ i @
i 3h &

)

U Slbugreg,

TES

sustituvendo en b,

vE

b, =b +2ch+3dhn

ESTA
k)

=b +2ch 3[&.__"');,1
=0; + 2C, + 3/‘1

=b +(2ch=ch) e, b
—c,,,)h

=}, +(c
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sustituvendo los valores anieriores en «,.

q., =a +bh+eh +d i

=a +bh+oh’ +(——c'3; C’Jh“

=a +bh+ch +[C"'3— C']hl

. chl] [c ,J
—a shhelont -t S
a, ,1+(c, 3 3

2
=a, +bh+ el +(%Jh2

2

=g, +b,h+(2q +c“,)h?

entonces se tiene que

4

b{h = (a.q —(;,)—(26“ +C,‘|)é3_

=

b = (“ul “CT,)

h
) P —(Zc‘, +c,,,)§

ahora si bajamos un indice

b =b_ +(c, +c._ )k
-

(a_‘, - a‘)

h h

esto implica que
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(u, -a,,) _ (a,, -a)

h I

(2c,_, +¢, )I; - (Zc, +e,, )g —ch+c _h=
3 3

3({1, - ar-l ) - 3(“4"1 _ al)
h h

2e h+2eh-2ch-(c,. h=3c_h-3ch)=

cambiando signos y sumando

(“mh‘ a, ) -3 (a, ‘h"n-l)

c_hi+dch+e h=3

aplicando diferencias divididas tenemos la siguiente tabla

x|V AV Ay
XotYo
-G
h
e a-a,_a-a
h h
2h
a-a
h
X2 a,-a, d,-a,
h h
2h
&~
h
X3y a, -a, day—d
h h
2h
a, -a,
h
Xa| V4

operando en la segunda columna tenemos

—a, a —ua_

3 —2 hap=6h
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v dando la condicién

=05t

v que también o podemos representar en forma matricial. €sto es

I ¢y by
h 4h A c b,
h 4k h s b,
<y - by
h dh h :

] hjc, | [P ]

la matriz anterior la podemos expresar como Ax=b, y decimos que es una Matriz Diagonal
Dominante. lo que implica que tiene inversa, es decir

=A"b

por lo que tiene solucién Gnica. lo cual permite afirmar que el spline existe y tiene solucion
anica.
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CAPITULO
VII




LOS COEFICIENTES DE FOURIER

En este capitulo analizaremos de una forma mas profunda los Coeficientes de Fourier, tema
que ya se vio en el primer capitulo, en una forma simple, cuando se analizaron las series
trigonomeétricas, y el cual es basico para nuestro objetivo, en este sentido, nos concrelamos
a checar las funciones seno y coseno como sigue:

Sean las funciones
S, = [ f(Okenkado yC, = [ 1{@)coskare
en donde
senkd €[0,7]= [0.54][% A% 4] [* K ]

Como se¢ ve, en los intervalos anteriores la funcidn cambia de signo constantemente y €5
constante en

in {i+l)a
kT %
entonces sc tiene que

it

o = [ 1(O)enk6as = Zf [ (B)senktdd

n=0 *

= % i -1y J:[( n;rk+ x)senxdr

y aplicando un cambio de variable como sigue

x=k8—nm = dx =kdf

X+nT

k

kf=x+nr=6=
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por lo que
S, = J?f(.t)s'enxdr = w, f(x )+ w, f(x,) conw, =1, =1
Aqui consideramos que x,x, son los ceros de la ecuacién
Ax)=x~m+2=0

entonces

_’1
Il
&n

+

2
e
e
I

Q

]
1215
TN
1] —

|

|
M| oo
[ ——

It

o

o

~J

10

o

[=-]

obteniéndose el error

E= flf" _.LC;.’L:.)__ rw(x)[;r(x)]:dr

(2m)!

=" % fsenx(xl -t 2)2dx

= k|f“.(§)

K = lO;x' = 0022

por lo tanto

.

ff(x)sen .rdx=_f[§ +a)+f[%-a]+k,f“’(§)

ISy ij(””k* -‘Jsenxdr

k n=0
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=%Z§(_ l)rr|:f.[ﬂﬂ +,’:4 +a)+f[m+:4 “’}}»E

n=gQ

donde

W=l

e

E:kl =0 ) o u

PE —;{—J con &, e(nz, (n+)z)

Con este resultado determinamos el valor para la funcion seno; analogamente analizaremos
el valor para la funcidn coseno como sigue

Sea
C, = [ r(6)coskaus
donde cosk@ cambia de signo en el intervalo
coskt €[0.1] = [0.5. ] %40 e[ %he Fa ] [ Wi 44

aunque en este caso se requiere para los extremos de los intervalos un tratamiento por
separado. sin embargo. la aproximacion gaussiana por pedazos a la funcion en estudio. se
puede obtener con la misma frecuencia uniforme que la utilizada para la funcion seno.

Considerando que la funcién de peso coskd cambia de signo en el punto medio de cada
intervalo. tenemos que

1 " HT+X
C, =;Z(—1) Ef( P Jcosxdx

=0

ff(x)cos.rdx =w f(x)+w f(x,)+E

Sin tener una garantia de éxito por el cambio de signo de la funcion de peso en el punto

T

X =
2

QHOHCCS
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JT.\‘O cosxede = w +w, = My
_C.rr cosxdy = wx, + W, X, = M
] 2 bl
XU cosxedx = wx; +w,x; = M,
A 2%2 :

_(Tx“ cosxede = wx; +w,xi = M,

lo que nos da cuatro ecuaciones con cuatro incégnitas x,,x,.w,,w,, por lo tanto
a(x)=(x-x)(x-x,)=x'+ax+a,=0

lo que nos conduce a los siguientes sisternas de ecuaciones
a.w, +a,w, =M,

a,wx, +a,w,x, =aM,

2 by
WX+ W,y =M,

=1

Xaax, va, w ot Xy bogx, v ay wy, =M, v e M +ayM,
0 ) ) 0- ) )

por lo tanto

M, +a M, +a,M;=0
a,w i, +aywx, =a, U,
apw x] +aw,xy =a M,y

1
WX+, xy =AM =

(-\‘i‘ +a,X] + X, )”'l * ("" +er, X3 @y, )“’: =M, +a M. +a,M,
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St M7 = M, M, entonces se tiene una solucion Unica, la gue podemos representar por un
sistema matricial Ax=b cuyo det4=0. es10 es

a M +a, M, ==,

Q’I“J! +Q':.ew| =~1“[3
=

e e -(7)
M, MNa.) \-u,
esto se garantiza si la funcién de peso 0 < w e [a,b].

Ahora como tenemos que x,.x, cstan determinadas como las raices de la ecuacion

¥ w,.w, se determinan de las ecuaciones
_E.\'“ cosxdx = w, +w, = M,

E\‘ cosxdx = WX, + iy, = M,

fo que nos lleva a la siguiente ecuacién

donde x; v x- son los ceros de

;rl
X -m+b-—=0
X Fiay 2

=
z Tz 37°-24 3z
x|=§—ﬂyx3=—8-+ﬁ con fi= T-—?=O‘OO6OI9I

CIONCes
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Mz + .'U]O‘l + 1”00‘3 =0
=

X tax va, =03 M # Mx,
Si tenemos ahora la siguiente ecuacion
Ex"f(x)dx = wlj'(.rl)+ w f(1)+ E
tal que x> estd asignado, entonces se lienen tres pardmetros x, v, w,.

Observacion:

L 2red
M, =[x Do =012

r+3
entonces

2
w+wy, =

Y, + W, =

2
H-'l_\.‘]' +w, =

esto implica que
(x-x)x-N=x+ox+a

fo que nos da -

M+ Ma, + M, = 0
. 3

X, +xa b, =0
‘que se transforma en
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enlonces

por lo que

entonces

y se tiene que

2 ) 2
—+Ta -, =
75T 3

l+a +a =0

R
I}
~1 |

de lo cual resulta

\’1—3..\‘:=l
7
2 2
11'l+W: == ‘WI -I-\I.‘2 = :
2 J
]
2 2
w,x|+u': —-3_" 5!—0"4‘\1’2 =§
7 ]
\!.'I _1*6.112 =§
. 7 (3} 1
x 2 f{xkdy = — (—)+— 1)+£
[rstone = 21 2] o)

con la condicién E={} para
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pero
E=0sif{x)=x"

esto implica que se tiene una precision de grado dos, ahora, si los pesos asociados son de
igual magnitud y signo opuesto, se tiene que

= 0.8444900

W, =—w, = ;
..'rs +ﬂ

por lo que

E= f:r(x)z cosxdx

oy

cosx cambia de signo enx =

Sea

sl tenemos que

v'(x)z 0six E[O,%]}

v'(x) <0 six e[f/j_,;r]

. . . T .
entonces 1vx) tiene maximo positivo en 5" y considerando que

v (JZ' - x)= 7\"(.\-)

enemos
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>0 sixe(0,7)

=0enx=0yenx=nm

vix)= [a(xy cos:sds{

U

E =—fv_\')=~'f‘ ('f) _Ev(x)dx

120

U

. 247t
E=—kf"(&)3k =336- —-x* =0.0072
S €2k, 240

=
[rCeossie= 1 [16i=8)= 10 B-kos ")
por lo tanto
. _ 1 =L (nre%-8 na+ "%+
[ 7(8)coskai = ——_k(l%+ﬁ)§(— ) [f( - J-—f( p J]+E
tal que
S (%)
E=—2=2 e L& e(nm,(n+ 1))

Con este resultado, determinamos los valores para los Coeficientes de Fourier, que era el
objetive de este capitulo. Ahora se da un ejemplo para la funcion

s)=e°

Sea

[ £ (8)senk o = %i(—l)"[f("ﬂ+f+aj . f['“” ::A —a]]+ E

n=0

3

-

k, (_l)f”(T)

I = _"1_-’:;_—~,§" e(mr,(n + l)rr)

@
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se 1ene que

k NT
S, = eSS (l -7 Cosk;r)

cosh{(a‘;a}a}
= --——-—-—--—(l - coskfr)+ E

k cosh 3

G, = apE ikl (l ~- cosk;r)

senh{(h’; s ] a}

T k(375 + B)cosh 3

(I - coskrr)+ E

entonces. se obtienen los siguientes valores

E k,(a]‘ O(a") M _oon
— =2 =] +0 — =0
s, 2\k k) "2

E kz(aT (a"} ky
LY +0 x con 3 = 0036

Si f(x) = f{x +2x)es una funcién periddica, entonces

{I,cosx,cost,....cosrx....

1, senx,senx,... senrx....

considerando las siguientes funciones {ya analizadas al principio)

[' sen jxsenkxdx =0 j=k

J" cos jxcoskvdr =0 j=k
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f sen jx coskvdy =0

podemos determinar la funcion

fx)=zaq, +i(a,c cosky + b, senlct)

k=l
3

]
n

J:[f(x) —a, - Z(ak coskx + b, sen k:t):|-d\‘ = minimo

k=1

=

f,{“ flx)y~ay ~ i(ak coskx +b, sen kx)}dr =0

"

_[;cosrx[f(.\') —ay - 2 (a, coskx +, senkr)]dt =0

k=1

n

J:senrx[f(x) -a, - Z(a,{ coskx +b, senkx):ldx =0 r=12,..n

k=1

entonces se tiene que

[ac =22

f cos’ kxdx = fsenz kede=m k=0
per lo tante

|
auzi;‘[;f(x)dx

a, = ! f fx)coskxdx k=0
X T

b, = 1 [;f(x)sen keedx
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si consideramos que f{x) = f(~x)es una funcion par entonces

b, =0= f(x)=a,+ ) a, cosky

k=1

, donde

@G =75 ft Flx)dx = % _Ef(.\')dx

L, 2p,
a,=— Lj (x)coskrdx = - fj (x)coskxdx

pero si f(-x)=~f{x) es funcion impar, entonces

ag=a, =0

=

f(x)= Zb,, sen kx
k=1

tal que
b, = J—f f(x)sen koxddx =2-£1f(x)senkxdx
Foa s T

EJEMPLQ: Sea la funcion

0 six e[—fr.()]
F(x)=1x si x e[.0,%]
% sixe[%.x]

entonces

a, = 1 J:’f(x)dx = ;l;[ JiOa{r + J:’xcir + '[:'f/g dr:| :‘;’_jg

T

a, = 1 f £ x)cos kredx = l[ fOcos:’cxdx + _‘:’x cos kxdx + f% coskxdx]
T a H

Fie
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b, = fk Sx)senkedx = 1 [ [),-.O sen kxdx + _[! ¥ sen kxdx + f*/, sen kxci\']

"

por lo tanto

ir | i
Jilx) = & " Teosy- o cos2x — Er—cos_‘ax—. .

+[ 2+ :r] ] , ( 3m— 2) .
senx ——sen2x + sen 3x—...
2r 9 9r

-
Flx) = 0589~ 0318cosx - 0159 cos2x
+0818senx — 0.250sen2x

x=tr,23irtsn,. ..

Ahora si f(x) es periodica

pero sus sectores son conocidos solamente en un conjunto discreto de puntos igualmente
espaciados, e.d., 2N+ puntos

B Ot S T e L0
N IV ;‘V :\" ,'V

pero si
S=r) = /{7)
entonces existen 2 datos independientes que diferencian los coeficientes de 2V términos

de la aproximacion. entonces
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. rT
flx}=a,+ Z(a',r coskx + b, senlc\') porloquex, = v s =N =N+ 2

k=i
los valores f{x, )= f,, estan dados. entonces, hay solamente 2V funciones

{l.cosx.coslr.....cos N

senx.sen2x.....sen{N —1)x

Se tiene que

senx, =0

cos(N —1)x, = cos Nx, cosx,

=(-1) cosx,
=cos(N - 1)x,
entonces
N
Zsenjx,senkx, =0 j#k
r=—N+]
N
> cosjx, coskx, =0 j#k
r==N=xl
N
Y. senjx, coskx, =0 j.k e{012...., N}
r=-N+l
ahora

N N
Yosenthx, = D cosihr, =N k#0k=N

r==N+1 r—N+i

il =2N, icosl Nx, =2N

r=-Na+ly r=—N4l

=

flx)=4, + i(“ﬂ coskx + B, senkx) dondenz N
K=l

-
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por lo que

N " :
Z [f(x,)— A —Z(A‘ coskx, + B, senkx,)} = minimo
]

ra= K=1
=

¢
Ao B mr-‘?_&"vl (x')

N
A,,=% Z (x,)coskx, k=0,
N

N
AN=$ Zf(x,)cosN:c, Yns N

ra-N+]
Pero, si n=N, entonces

A = #[%f_\ +fﬂ\.*|+...+f_‘ +f;] +_/;+---+f\'-| +f.\‘)

1{1
A = F(Sf'” coshx , + [, coskx_, +. .+ coskx_, + fycoskx, +
. Coske
+ ficoskx +.. + f,_ coskx, +L—~2—"]
1{1
B = v Ef"” senkx_, + [y, senkx_y, 4.+ f senko + fysenk, +
, senkx
+ fisenkx +...+ f,_ senkxy +fh_7__N_J

1 (1 .
A, = W(_f'” cosNe_, + fy, COsNx_y, +..+f  cosNx_ + fcos Ve, +
L4

2
JycosNx, )
2

+ ficos N +...+ f_ cos Nxy_ +

97




(Qué pasasi f .=/ 3h= ir‘?
!

Podemos ver que las ecuaciones son idénticas si usamos la regla Trapezoidal para
aproximacion. esto es

a, = 1 _[TT_f(.r):ir.k <n

2z

a, = % [ S (x)cos kxdx

I
b, = - Lf(x)senkrdx

y para el propdsito de calculo, tenemos

70 = S(x) +2f(— x) . S(x) ~2f(- x)

= F{x}+G{x) (funcion par + funcion impar)

entonces como x_, =-x,1x, =0

r

1{F F,
A, = 7\7[70 + B+ P F +-§’—J

F
Ay = W(§+ F coske, + F,coshkx, +...+ F,_coskx,_ + T‘”cosk\{\.)

=

B, = —(G, senx, +G, scnx,+...+G~,,sen!m:.,_u,)

= |

Veamos que pasa para N=6
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TABLA COSENO

X DATOS ! cosx | oos2x | oos3x | cosdx | cosx | cosx
(.605 0 SLh=h 1 1 1 1 1
1245 | e L Hes)=E | Y| % 0 | -2 | ) -
1300 | 2 | Hpef)er| 12 |12 -1 [ -2 ] % 1
1.230 VA HWh+fo)=F 0 -1 1 0 -1
1195 | 2 | wlfief)=£ ] 12 | -2 anz | w2
1095 [ 5 | Mpes)=r |34 | W2 [0 [ a2 | 2] -
0.535 ¥4 Hief=f| -l 1 -1 1 -1 1
6 4, 34, | 34, | 34, | 34, | 34, | 34,
TABLA SENO
X DATOS | senx | sen2x | sen3x | sendx | sendx
0.075 re | HA-rl=g | 12 J% 1 J% 172
= / / 3

0.100 A Wh-s1)=G ‘ﬁ/z f% 0 -~A _J_%

0.150 % Hh-1.)=G, 1 0 -1 0 1
0.145 | 224 | #lfi-1)=G \ﬁ/2 _q% 0 J’% v.}é
0.085 | 57 | dlp-rd=G | 12 [ B3| 1 3] 172

38, | 3B, | 3B, { 3B, | 35

Ahora si esto lo vemos en forma empirica, se tiene

0° ] 30° | 60° | 90° [ 120°] 150° [ 180° | 210° | 240° | 270° | 300° | 3307 | 360°
2132|146 140134 1.18 1.07 | .1.01 1.05 L0 a7 1.2l

Encontramos que los valores obtenidos son los siguientes

Ao=1.204

Ar=0.081 Bi= 0165
A= 0.062 B2=0.001
A3=0.012 Bi=0.003
A= 0.006 Bi=-0.007

‘Asi encontramos los coeficientes de Fourier. con lo que se concluye este capitulo.
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CAPITULO
VIII



EL SPLINE CUBICO PARA LAS INTEGRALES DE FOURIER

En los temas vistos anteriormente, analizamos aspectos generales que nos ayudaran a
formalizar nuestro objetivo principal de este trabajo, que es el calculo de los coeficientes de
Fourier por medio del Spline Cubico.

Para lograr lo anterior, daremos tres puntos de vista distintos, que nos facilitaran el resumen
de este trabajo.

E1 SPLINE CUBICO.

Calcular ta integral

ff(t) cos wxdx

Aqui realizaremos un cambio, f{x) la reemplazamos por el spline s{x} donde

(xf “"’)3 (x—xm)l MH"% XX
= M'—l + Mj + y -1 = 1 :
5] — T 6k, 6h, J 6 A,

§

s(x)

hf =xj —"-i*l J =1129-"‘)N }’ Mj

en este sentido M; esta definida por la continuidad de s '(x) en x; j=/.2....N-1.

Aqui tomamos los puntos de la siguiente forma

X ¥y
a=sxg vy
X b4

b =¥n Yn

de lo anterior, tenemos la siguiente ecuacion
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junto con
sa) = f'(a)
s'(b) = f(b)

ahora, integrando por partes, se tiene que

f s(x)cos wxdx = —]—s(x) sen wx|
w

: + —1- f s (x)sen wxdx
w

u=s{x) v'=coswx u=s(x) v'=senwx

w'=s' (x) y= sen wx W= S"(.\‘) v COS WY
w

w

+ -‘:—l s'(x)cos wl

= L, fs' '(x)cos wxdy
w”

= s"(x) V'=coswx

=5 (x) ve sen wx
w

- %s"(x)sen wax

1
& 1 .
ot ) l' 5" (x)senwxdx

pero, para s””* podemos aplicar la sustitucién de los valores determinados al principio de

este capitulo, esto es
M, -M,,
—— I isen wxdx
i,

f-‘"'(-’f)sen wxdx = "'STi J:'.

LI

1M, -M,,
=—— -———(cosx,.—cosxi_,)

il h,‘

w
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por lo tanto

' . M, i
J‘.s‘(,\')co&rxclr = {1 L —\(1 _xan ?ﬂ(sen wh)

w w' wh

woow wh

[ v M h
+ _}_n+_30(1_senu ﬂ(senwa)

ymran (2Mys M) M,
e win +( P h~ W—J:h(l —coswh) {(coswd)

Yo — ¥ +[2Mn+ M,Jh_ﬁfi

bl ¥
w* 6w wrh

(1-cos wh):|(cos wa)

4sen’ [ 2
- M coswx
_w-lh Z I3 i

=l

to anterior es demasiado Gtil cuando wh es pequeiia por los errores de redondeo, por lo tanto

fo =i -%-“fw-r_| k=12.... N +1
=
b I’
A, =fon L= e~ Mo |~y —— M,
6 6
hZ
=y, -V, —?(Mk - M)

ahora se tiene que

N f =AM )= A, - B

2 Al

k- h
:()’1»1 ’.!"k)__(‘ljk»l - M’x—)_(}’k _yk—l)__(‘wk - ’Uk-l)
6 6




I Y ST ,]-fi Mo +2M, =M,
! 6 ‘
an 20ttl,
pero ienemos que
Yea =¥ VeV, M hy + by hy
- =\ +—M +— M
., h 6 2 e !
v ademis
s - o .
ANf, =0y, =?0 Vi o=h M,
entonces

-l
er,'_\:f‘ =f.r11f):fl TR g SRR S TINY Y Ao

1=l

=2u, [ - S

i

o Lty Foty =2t foattag + Z‘_\'N’_Lf’

= f,(ﬁuu 1) Sy

Y [T -21:\_,)...

A |
LAfou L+ ZA-”J-lf:

=l

aqui podemos realizar lo siguiente
Sea

“.' =CosSwy,

&‘HIOI]CCS
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A\ 2
£ H{ = H{‘: —_HV‘ +H’,

= cosw(.\'“: )— 2cos u'(x“, ) + cosn*[x{)

cos w(.r,_, + h) -2cos u‘( X ) +COs w(x,_, - h)
aplicando aqui una igualdad trigonométrica tenemos

=C0Swx,, coswh —senwy _ senwi—2cosnx, |

+Ccoswx, , coswh —senwy _ senwh

=2coswx, ,(coswh -1)

{524

» Wh
==4sen” e *cosux

erntonees

M-l . . 'h
Zcoswx,(&'j,) = [fl - fy +2sen” 1%—}”,) coswxy — f| senwhsenwx,

=l
+ [(_f\.., -f )cos wh+ f, (cos2iwh - cos wh)]cos wx,

+ [(f,\._, — fo)senwh+ £ (sen2wh - sen wh)]sen wx,

-1

. wh
—dsen” —
2

ngls

cosex,  f,

1=

aqui se tiene qQue
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estan expresados en términos de
(PR
, 2
Y=g M; |coswx,
J=t
resolviendo para
M=l
Z M, coswx;
=

y sustituyéndolo en la primera férmula obtenemos finalmente que

h
1—%sen® %

h n
+|u —J(yh,_, —?Mﬁ ——G—MN_,] coswh

fs(.t) coswxdx = {[ayN - ﬁMN]sen wh - [a;ro - ﬁMO]scn wat

N-l

+ sZchoswx}.]

J=l

donde @ = wi, por lo tanto

1 2 g
a=—|1-—-sen” ——
8 3 2

2 4 L] 8
_9{1_£ 196° _139° = 293¢ +9(9,0)}

J— + -
12 15 1680 25200 19958400
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Ahora como

se tiene que

v

+6(" )]

o’ ’_0_3 g' g . o*
21 1008 83160 10378368

3539‘_ 318° . a*
60980 113400 118272

olo™)

)

1 ¢ s g ¢

_— - 113
12790 * 12096 ~ 129600 * 11404800+ A¢")

sen’ ¢
£=

()

1 & o 179°+ 3168 . (9')
=l—-—4——

6 80 36240 1814400 2661120

s{a) =y,
.l‘
s =y,

. W I .
ny =0y - T A, - —6- M| ==y, -,

ta | ey

106




n W

. 3
e — 0(_1(\._, - ? M- Z _\I\.,,J ==y, —ohv,

12

Este misme procedimiento se realiza para

w {[ay\ - M ]cos wh +[a_‘po _ ﬂ-'uﬂlcoswa
~sen ¥

fv(_r) sen wxdx =

e
+ (;_1‘ . T oy, \i senwh

€ .
+ (; ¥, - c)_hyo) sen wa

N-1
+£ V', Senuwyx
- v

1=

Hemos encontrado mediante el Spline Cibico los Coeficientes de Fourier. que era el
objetivo de este trabajo. pero también se pueden calcular aplicando la interpolacion

cuadrdtica. esto es:
Dado el intervalo fa. b cuya estructura es de 2 partes iguales de tamafio 4, entonces
b=a+2nh

3
kh=6 conx, =a+rh, reZ’ =N

e}
p, = pla+rh)
(p; = qp'(a + rh}

o, =¢ (a+ rh)
cuya localizacion se encuentra dentro de

B, = (x,) = (.r, -hx + h) = (.r,_1 X, ..\'“1)
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por lo gue podemos aplicar una ecuacion cuadritica de la forma

)

@lx) = A4+ b(.\' -x, )+ (.'(.r - r)
=

g)(.\'r) =@ =

cntonces

0. =olx.)=0, +Bh+CH

@, = go(.r,_,) =@, — Bh+Ch' ( considerando que h* = — k%)
restando las ecuaciones anteriores

A =28k

U s

(Dr—l — (0,-|
2h

=]

¥

@+ @y =2, + 20K
por lo que

N 2,

¢ 20

Ahora. como tenemos que

3

plx)= A+ B(.r -x, ) + C(.r - .\',)

o(x)= B+ 2C(.\‘ - xr) ((,o"(.\‘) = ZC)

entonces
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ga'(.r“l) =g, ., =8+2Ch
a0t 0 20

2h 24

A A
Pra= 2h

qo‘(.\',,_,) =¢ . _ =8-2Ch
e N R R LA

2 e
20,
2h

=, -0 - -2p._, +4¢p

. @..
w r=1 = 4@# = _I

Aplicando integracion por partes, se tiene que

_["L senkvp(x)dy = ~ co/sckx @'(x) ': +-il; jll coskrp'{x)
w=p(x) v'=senke
e (x) ve- coskx
k
Por lo tanto
= i—? coskx]" + (pk('\) -['.h.l senkx

Entonces nuestra ecuacion queda de la siguiente forma

- coskx, cosky,_ senkx,,,
f | senkrgo(.\‘)= - & I @t )'( : [ e I 2]

senky,

1

k.

s
@, +;—(\.(cosk\',’, - coskrr_l)
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por lo tanto y sustituyendo los valores antes mencionados. se tiene que

cosky, | cosky, |
- +
r P A

@,

| senkx, (S(pr‘l + ¢, —4(0,) senkx, | (— @,.. =3, +4¢5J

k£* 2h k’ 2h

“a

2 Pate., =2,
+ F:\T—-J(coslah, —coskx,_,)

_ (0., coskx, ~ ¢, cosky,,) (sen ke, —senkx,
- k - zhkz (wr‘l _qor-l)

+{sen/cr,’] +senky, | +cosky, | —coskx, ((on, +,., —2;9,)
hk hic?

aqui aplicamos las siguientes igualdades
coskv. | = cos{k(.\’, + /1) = ()'cr, + kh) = (Ict, + (o)
= coskx, cos@ + senky, sengp
coskx, | = cos{k(.r, —h) = (J’ct, - kh) = (Icr, - (9)

= cosky, cosg + senkx, seng
senky._, = san{k(.\fr + h) = (/cr, + kh) = (lcr, +(p)

= senkx, cosg + sengcoskx,
senky, | = sen{k(.t, —h)={ke, - ki) = (lx, - @)

= senky, cos@ — sen@ceosky,
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realizando algunas reducciones obtenemos

! "JrCY(D dy =2 COsS¢p — n e
r S¢ (-\’) ) £5en ktr (@,4 + qu_I — qpr )(4.__0,—]
<, b

seng

+ cos.lcr,_((p,., + ga,_,)ﬁ

coskrr-l(gor-l) - COSIO“N&(GDMI)
k

+

. por lotanto

]Tsenlocgo(x)dx = i‘ rsenk:rgo(r)dx

_ {coskaqp(a) ; cos kbqp(b)}

2 _ SN n
"‘{‘M}z Sen)'(x:r_l(qur + @, - "2§olr-l)

k(ﬂ r=l

+ ‘S% ;coskrlr-l ((alr - (02:'-3)

Pero

icos‘hzr-:(ﬂozr - ‘P:r-:) = —(9, COSKX, + @y, COSX,,,
ral

+iw!V(COSh2r-I _COSK"—T:M) {1}
r=1

Aqui se tiene que

COS"CYZr-I =Cos{k(x2r - h):(kr:r —kh)=(k\':, -qp)
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=cosky,, cosp +senkx,, seng
—cosk,, , =costk(x,, +h}=(kv,, +kh)=lkc., +¢)
=cosky., cosg T senkv,, seng
= sen kx,, sen g
entonces (1)

= =g, coskx, + ¢, COSKX,,,, +2 senqyz @y, senkx, (1)

r=l

Anilogamente. para el sen

Zsenk\’z,_, (G"z, +0y, ~ 205, )=, senkx, — @, senkxy,,

r=1

+2cos¢Zsen ke, @,,

ral

- zzsen lalr-l¢2r-l (“)

r=l

Ahora. sustituyendo (1) y {2) en la térmula original, tenemos que

henkvplds = {mkw(a) ;coskbw(b)}

"

(cos(o— w:w) ) sen’ @ $
kg @ |

+192c08@ senkrl,(zwz,)

kg

r=i

- {4 M}isem’a:,v. (2., )"




+ {M}{Sm k(a + h)pla)-senkla + b)p(b)]*
»

+ seknga [- cosk(a + h)p(a)+ cosk(a + bp(b)]*
@

pero

senk{a + h) = senkacose +coskaseng
senk(b + k) = senkbcosp + coskbseng
cosk(a + i) = coskacosg — sen ka sen g

cosk(b + h) = coskbcosg —senkbsengp

entonces. sustituyendo en * estas quedan como sigue

cosg— 5 ) sen?

+ [2 cosQ ( iGD 2 ) se;¢¢}[sen kagla) - sen kbgo{b)]
(C°S¢’ - “:w) sen@cose

+42seng P P [cos kagla) - coskbgp(b)]

por lo tanto la férmula principal se transforma en

2 kapla) - coskbolb
.‘}em¢7(x)dx = {I + senq:co;w -2 Sc;! ‘”}[COS agla) . coskbol )l

tp? cesg n
+ {l s E‘_w_.frf_’_}[sen kapla) +2Y. sen!orz,qo(.rz,) - sen kbqp{b)]
rul
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_ e "
_ [4 (i)-%(o—‘f—)}z Senk\-:,qw('\.lr“l)

.P'(Q.'J r=|

pero tenemos que

- senkagp(a) + Zi senke,, ¢ x,, ) - senkbp(b)

ral

= 2i senkx,, @(x,, } - - sen kag(a) - senkb(b)

rl

= 2(la suma de todas las coordenadas pares de ta curva v = sen kag(a))
- la primera y la ultima coordenada

=282r - senkap(a) — sen kbg(b)
aqui tenemos ademas que

S,.1= suma de todas las coordenadas impares de la curva y = g(x)sen kx

igo(xlr—l )Sen kx,,.,

rai

por lo tanto
fsenerp(x)dx = hlalcos kap(a) - coskbo(b)}+ BS,, + 5, ]
]
- i N coswr:enw _ sen;qp
@ ¢ @
pero
[
k @ kh
entonces
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,B:EMI +cu‘s2 qo)m L Cos@seng
0 @

s =4[sen:p _ COS(p]

A}

@ 0’

esta es la ecuacion que reemptaza a la formula de Simpson. aun cuando k es grande. pero
que pasa si k es pequeda, es decir. cuando ¢ -+ 0 en esie caso se tiene que

290 2 29

. T -
45 315 4723

2 290 4t 2p° 4§
ﬁ=_+_¢’__i_+__¢°____¢i_

315 105 567 22275

4 2 2 3 & 8
yot e v, ¢

315 270 11340 997920
s

por lo tanto

14 h
[sen keplx)e = h[: Sy + 350 ] =328, +45.. ]
4 2

que es la férmula de Simpson.
Por tltimo. veamos que pasa con ef caso de la interpolacion lineal
Sean

Xy — X,

b-u
N




entonees
_[ Slx)coswxdy = (pumos imeriores) +(puntos extremos)

esto ¢s

r F{xYcosunde = C + C,

donde

= _\'i_ 1(x, Jeoswx,

C.=flx )-{— sen ﬂ'— + Zsen w(x0 + %)}

H

Lid

4 ,[n'hJ
1= — N7 | —
Toowth 2

+ f(‘ . ){sen My Zsen w(x', - %)}

pero (' es similar a la forma Trapezoidal, salvo en la sustitucion de whpor y .

De la misma forma para

f Fx)senwxdx
donde

= rie)s S ) - )

h
entonces

[_'f(.\')scn wrdx = f f(x)senvxdr =S, + 8,

116




Por lo tanto

A~

S, = yz j'(.r,,)senwx"
n=1

v

S, = flx, ){cosﬂ + Zeoswlx, + %’)}

W

WX

+ f(-".v){‘ cos—+ Zeosw(xy - ﬁ)}

Aqui es importante considerar gue|wlh = 7. por que si no. entonces no se tienen las

identidades anteriores. esto €s

. . . wh
i} si wh=2kr, k€Z, sen'(-z—) =0

) z
HY sl owxy = (2j+ l](;] JeZ. ywh=kx

=

coswx, =0
iy st wx,=jem ywh=kr

=
senwx, =0

Ahora. retomando la interpolacién cuadrética de la siguiente forma

Sea x e [x,, X ] y que la funcion esta dada por

s =) 55 ) ) e

h

tomemos los siguientes puntos
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oo [ Slv)
S|l

] )
Y2 j'(.\',”:)

Entonces. para la funcion
rf{.\’)cos wxdx
’

la contribucion sera

In-l =X, 2
aN— [COS WY, + COoswX,, ] -l [Sﬂn wx, ., —sen ‘H'x"]
T W

Pregunta: ;Bajo qué condiciones esta contribucion se anula?
Respuesta.- a) cuando

coswx, , = —COsSwX,
=

wh={2k+1x

=

SEM WY, | = —Senwx,
senwx, =0

=owx, = f7
por to anterior necesitamos pedir que

cosh = (Zk + )7

wx, = j&
Para la funcion
_r_f(.\') sen wxdy

4a contribucion de «, estd dada por

118




W

X, —X 2
“ =
u, {-ﬂ——z—"f}[scn W, sen w.\'”] + [—f )[cos WX, | — COS '.1‘.\'”]

Pregunta: Bajo que condiciones esta contribucion se anula?

Respuesta.-
sensrx, = —Senix,
=
senwy, =0
=
wx, = jr,jeZ
}J
coswx,,, =COSWX,
=
T
h=2k+1}
v 2k +1)
entonces
_‘:‘ f(x)coswxdx = €, + O
4 l N-l
{0 ) e 2 0l
wh 2 e
1 ¥ , T
+5(- DY f(x, + Nh)| conh=(2k+ -
K4 W
y

T =l

_r‘ [(x)semexdx = {1—14?}(— I)'[%_[(.\’n) + \Z‘(— )" flx, + nh)

+ %(- 0 fx, + Nh)] conx, =X, + Nh
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CONCLUSION

Vistos los temas donde se analizaron los Coeficientes de Fourier, asi como el calcuio de las
integrales, queda demostrado que la técnica de Interpolacién con Splines (Polinomios
Cibicos por Pedazos), es lo mds adecuado para obtener la mejor aproximacion a cualquier

funcién continua con un polinomio de grado fijo.

Ademas de obtener la mejor aproximaci6n al integrar los Splines de la funcién en cuestion,
ya que existen funciones de las cuales no se pueden obtener su integral analitica, pero si

obtener una aproximacién numérica de cierto grado de precision, fijado de antemano.
Asimismo, vemos las ventajas que se obtienen con las funciones trigonométricas Seno y

Coseno, ya que se prueba que son funciones ortogonales, asi como el beneficio que se tiene

al introducir polinomios ortogonales en el contexto inicial.
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