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Sobre el balanceo de ecuaciones que representan reacciones quimicas

En muchas ocasiones conviene representar una reaccién quimica por
medio de una expresion en la que aparecen las formulas de los reactivos por un
lado y {as de los productos por el otro. Los primeros se separan de los segundos
por una flecha que indica el sentido natural de la reaccion.

Los coeficientes que anteceden a cada formula estan pensados para
representar 1as cantidades de unos y otros, por lo que deben ser tales que
satisfagan la premisa fundamental gque asegura que en toda la reaccién gquimica
las cantidades de los elementos se conserven sin cambio y por lo tanto el nimero
de atomos de cada especie quimica debe mantenerse sin variacion. Es decir, para
cada elemento, el nimerc de dtomos que esté presente en los reactivos debe
coincidir con el de los productos.

Calcular estos coeficientes de modo que cumplan la condicién anterior, es
io que se conoce genéricaments como el problema de balancear una ecuacién.

En este trabajo se analizan brevemente los llamados “métodos quimicos”
para balancear reacciones y se describe el procedimiento algebraico, que para el
caso en el que lo Gnico que interese sea la asignacion de los coeficientes,
resuelve todos los problemas de balanceo de reacciones gquimicas — adn los que
son llamados “reacciones de estequiometria confusa®, que en algunos casos se
usan como “toritos” o retos para los balanceadores y ain suelen usarse para
asignar tareas que den ‘puntos a quienes os resuelvan”.
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El concepto de nimero de oxidacion.

El nimero de oxidacion (o estado de oxidacion') puede ser
definido como el nimero de electrones que un alomo cede, gana o
comparte con otro para formar enlaces y moléculas. Este numero puede
ser positivo, negativo o cero. Cuando el numero de oxidacion es cero, se
puede considerar que el atomo estd en estado libre neutro. Cuando este
es positivo, es decir, con una carga mayor que cero, indica que el atomo
tiene menos electrones que en su estado neutro. De la misma manera,
cuando este tiene una carga negativa, indica que tiene un nimero mayor
de electrones que cuando esta en estado neutro. Obviamente, se observa
que el electrén tiene carga negativa.

El nimero de oxidacidn de un atormo es igual al nimero de electrones que
ha ganado o perdido para formar su ion. Tomemos el ejemplo del cloruro de sodio,
cuya férmula es NaCl. En este caso, el sodio ha cedido un electron, por lo que su
ndmera de axidacidn es +1, y se puede representar Na*. De la misma manera, al
formar un enlace con el clorg, este Ultimo gana un electrén, por o que su carga
ahora es de -1, representado por CI'. En el caso del agua, H.0, podemos observar
algo similar, ya que los hidrégenos ceden un electrdn cada uno, representéndose
su formula como H2', lo que es el equivalente a decir que tenemos dos H'. El
oxigeno, por su parte, y al ser sélo un atomo, recibe una carga de -2, quedando
como 02,

Cabe aclarar que la separacién de cargas es un poco arbitraria, ya que en
realidad, los electrones son compartidos entre los 4tomos, pero la diferencia de
electronegatividades confieren un mayor tiempo de posesion de los mismos por
parte del 4tomo en el que mayor sea. Esto se puede ver de manera mas clara en
los enlaces covalentes, donde los electrones son compartidos de manera muy
similar, y el numerc de oxidacidn se asigna dependiendo de las

! Debido a la polénica y contradicciones encontradas en libros con respecto a estos dos términos, se utilizarin
indistintamente en esta tésis.



electronegatividades relativas. Cuando las moléculas son simétricamente
covalentes, como en el caso del hidrégeno y cloro moleculares (H; y Ci,
respectivamente), el nimero de oxidacion asignado es cero. En estas moléculas
ningn étomo tiene mayor electronegatividad, sino que es de igual magnitud.
Representado de manera gréfica, se puede ver asi:
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Cuando se presenta un enlace covalente, los electrones de unién entre
atomos de la molécula no se encuentran distribuidos uniformemente, ya que el
atomo con mayor electronegatividad ejerce una mayor fuerza de atraccidn hacia
ellos. En este caso, por convencion, se le asigna el nimero de electrones a la
valencia del dtomo mas electronegativo.

Asi, en moléculas con este tipe de enlaces, como el caso del agua,

T
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los pares de electrones de unién son compartidos de manera desigual, y el
oxigeno lleva la carga de -2. En este caso, Ia carga negativa del oxigeno es con
respecto a la positiva de +1 de cada uno de los hidrogenos.

‘La asignacion de los correctos numeros de oxidacién a los elementos es
esencial para el bafanceo de reacciones de 6xido reduccién”?

! Teoria de los enlaces,
* Hein. Best. Pattison. Arena. “Introduction to General, Organic and Biochermistry™.



E! nimero de oxidacion asignado a un dtomo es siempre entero, ya sea que
este se presente en forma idnica o en compuesto. Este valor permite seguir el
comportamiento de los electrones en las reacciones. Estos numeros tienen una
gran importancia y utilidad en [a quimica, ya sea para escribir formulas, predecir
reacciones y propiedades de los compuestos formados, como herramienta en el
balanceo de reacciones, por mencionar algunos.

Las reglas generales para asignar numergs de oxidacién se presentan en la
siguiente tabla®:

1. Todos los elementos en estado libre (no combinados con otros
elementos) tienen un ndmero de oxidacidn de cero. (i.e. Na, Cu, Hy,
0., entre otros).

2. H tiene un estado de oxidacidon de +1, excepto en combinacién con
metales, en donde toma el valor de -1 {i.e. NaH, CaH;, entre otros).

3. El oxigeno toma un valor de -2, excepto en los perdxidos, en donde
es -1y en el OF; en donde es +2.

4. El nimero de oxidacion de un elemento metdlico en un compuesto
idnico, es siempre positivo.

5. Cuando se tiene un enlace covaiente, el numero de oxidacién del
alemento mas electronegativo es negativo.

6. La suma algebraica de los nimeros de oxidacion debe ser cero.

7. La suma algebraica del nimero de oxidacion de un idn poliatomico,
es igual a la carga del ion.

3 idem
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Ecuaciones i6nicas redox:

La principal diferencia entre el balanceo de ecuaciones de tipo ibnicas
redox y ecuaciones redox, es el manejo de los iones. Adicionalmente a tener el
mismo niamero de elementos a cada lado de la ecuacion, las cargas netas también
deben de ser iguales. Al hacer la asignacién de los niimeros de oxidacion, se debe
considerar la carga de los iones. En muchos casos, el balanceo de ecuaciones por
este método es mucho mas sencillo que por redox.

Para este tipo de balanceo, existen muchos métodos, pero el mas conocido
as el método del ion electrdn, por lo que sera el que se ilustre a continuacion.

Para la explicacibn de este método, se tomarad la reaccion del ion
permanganato con el ion del azufre:*

MnO4 + S - Mn®* + §° (solucién acida)

1. Se escriben las dos semirreacciones, una conteniendo el
elemento que se oxida y la otra el que se reduce.

s> »8° (oxidacién)

MnOs — Mn®* (reduccién)

3. A continuacion se balancean el oxigeno y el hidrogeno, recordando que
la solucion es &cida. La oxidacion no requiere de O ni de H, pero si
requiere de 4H20 al lado derecho y 8H" al lado izquierdo.

8§ 5 ¢°

8H' + MnOJ — Mn?* + 4H,0

* Hein. Best. Pattison. Arena. “Introduction to General, Organic and Biochemistry”.
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4. Se balancea cada semimreaccion eléctricamente con electrones.
8% 5 8%+ 2¢
5¢” +8H* + MnO, > Mn® + 4H,0

5. Se iguala la ganancia y pérdida de electrones, multiplicando igualando

la cantidad de electrones
58 5 58% + 10’
10e” +16H" + 2MnO,4 — 2Mr® + 8H,0

6. Se suman algebraicamente las dos semirreacciones cancelando los

electrones de cada lado para obtener la ecuacion balanceada.
58% - 58° + 10¢’
10¢” +16H" + 2MnO, — 2Mn>* + 8H,0
16H" + 2MnOy + 557 — 2Mn™ + 58° + 8H,0

Nétese que ambos lados de la ecuacion tienen la misma carga de +4 y los
numeros de dtomos de cada elemenlo estédn balanceados.

A continuacién se presenta la tabla general de balanceo por este método:®

# “Quimica”, Charles E. Mortimer, ed. Iberoamericana, México 1983



Método del ion-electrén para balancear ecuaciones de éxido reduccién
1. Divida la ecuacién en dos ecuaciones parciales esquematicas.

2. Balancee los atomos que cambian sus nGmeros de oxidacién en cada ecuacion
parcial.

3. Equilibre los atomos de O e H en cada ecuacion parcial.
a) En las reacciones de solucion acida:

iy Por cada &tomo de oxigenc que se necesita, agregue una
molécula de H>Q en el lado de la ecuacidn parcial que presente la
deficiencia de oxigeno.

i) Agregue H' donde se necesite equilibrar el hidrégeno.
b) En las reacciones de solucién alcalina:

iy Por cada atomo do oxigeno que se necesita, agregue dos iones
de QH al lado de la ecuacién parcial que es deficiente en O y
agregue una molécufa de H,0 al lado opuesto.

i) Por cada atomo de hidrégeno que se necesita agregue una
molécuta de agua al lado de la ecuacion parcial que es deficiente
en H y agregue un ion OH" al 1ado opuesto.

rJ

. A cada ecuacidn parcial, agregue electrones en tal forma que la carga neta

IS

sobre el lado izquierdo de la ecuacion sea igual a la carga neta del lado
derecho.

8. Si &s necesario, multipliqgue una o ambas ecuaciones parciales por factores que
igualen la cantidad de electrones perdidos en una ecuacion parcial y la cantidad
de electrones ganados en la otra.

6. Sume las ecuaciones parciales. En la adicién, cancele los términos comunes en
ambos lados de la ecuacién final.

10
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Oxidacidn-Reduccioén:

La oxidacién-reduccion, también llamada redox®, es un proceso quimico en
el cual el numero de oxidacién dée un elemento cambia. E! proceso involucra la
transferencia completa de electrones en el caso de enlaces iénicos o solo la
transferencia parcial de electrones para formar enlaces covalentes.

Se llama oxidacién al incremento en el valor del niimero de oxidacion de un
elemento debido a la pérdida de electrones. De manera inversa, la reduccion es la
disminucidn en el valor de! nimero de oxidacidn de un atomo por [a ganancia de
electrones., por ejemplo, una oxidacion es cuando el valor del numero de
oxidacion varia de 0 a +1, o de -3 a 0, o de +2 a +3, por mencionar algunos. El
cambio inverso, es decir, de 0 a -1, y demas, es la reduccién. Cabe mencionar que
uno se debe dar jurto con el otro.

Oxidacién: Aumento en el nimero de oxidacioén.
Pérdida de efectrones,
Reduccién: Decremento en el ntimero de oxidacion.

Ganancia de ejectrones.

En una reaccidn quimica, la sustancia que causa el incremento en el
nimero de oxidacién de otra, se conoce como agente oxidante. La sustancia que
provoca la disminucién del nimero de oxidacién de otra, es Hamada agente
reductor.

® Oxidacién-rednocién ¥ redox se utilizarén de manerz indistinta en el presente trabajo.

12



» Balanceo de ecuaciones’ Redox;

Existen muchas ecuaciones redox que pueden ser balanceadas por simple
inspeccion, o por prueba y error (tanteo):

Na + Cl; — NaCl (Sin balancear)
2Na + Cl; - 2NaCl {Balanceada)

El balanceo de este tipo de ecuaciones es simple, por lo que ahora se

presenta un caso que ya no lo es tanto:
P + HNQO3 + H;O — NO + HiPQ, (5in balancear)
3P + BHNO; + 2H,0 — 5NO + 3H,PO4 {Balanceada)

Para este caso, el método de! tanteo puede llegar a tomar un tiempo no tan
corto, 1o cual es totalimente innecesario.

Un métedo sistematico de balanceo de reacciones de oxido reduccion
basado en la transferencia de electrones de las sustancias que se oxidan o se
reducen es el conocido como "Método Redox”. Tomemos en consideracion la
siguiente reaccion:

Na + Cl; — NaCl (sin balancear)

En esta reaccion, cada sodio que participa pierde un electrén (se oxida),
mientras que cada cloro o gana (se reduce). Como 'a molécula de cloro es
diatdmica, son dos los electrones que va a ganar, por (o que son necesarios dos
atomos de sodio para proveerlos.

7 Nétese que se usa ef Ermine ecnacion en lugar de reaccién, tal y como aparece en Hein. Best. Pattison.
Arcna. “Introduction to General, Organic and Biochemistry™.
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Esta reaccidn se puede escribir como dos semimreacciones, una de

oxidacion y otra de reduccion:

2{Na — Na' + 1¢) semirreaccion de oxidacion
1{Cl; + 2¢" — 2C[} semirreaccién de reduccién
2Na + Cl> — 2NaCl

Como se puede observar, los electrones intercambiados de colocan como
reactivos o productes en las semirreacciones, ya para que en ambos casos sean
los mismos, se multiplica una semimreaccion por los electrones en la ofra y
viceversa, asi, a la hora de sumarlas, de manera algebraica, estos se eliminan,
quedando la reaccién balanceada.

La manera mas practica de localizar los elementos que se oxidan o se
reducen, es la de observar cuéles son los ndmeros de oxidacién que cambian, y
con ellos hacer las semirreacciones, considerando a los electrones como cargas
negativas y colocandolos a sus lados correspondientes.

Cuando en la reaccion se hayan presentes elementos que no son sujetos a
esta modificacién en su nimero de oxidacion, es necesario que, después de
haber balanceado las sustancias que se oxidaron o redujeron, se balancean
sencillamente por tanteo®, cuidando de no alterar Ios cocficientes que ya se
obtuvieron.

Los pasos generales para este método se presentan a continuacion:

* Este paso puede llegar a no ser tan sencillo como se plantea.
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1.ldentificar los nameros 0 estados de oxidacion de cada elemento.

2.ldentificar que efementos cambian su nimero de oxidacidn cuando pasan
de reactivos a productos.

3.Con los elementos que cambian su nimero de oxidacién, plantear las
semirreacciones en el orden que sea.

4.Realizar el balance de masa si es necesario, esto es, si el elemento que
cambia su numero de oxidacion aparece mas de una vez, realizar primero
un balance de masa.

5.Realizar el balance de cargas planteando [as desiguatdades pertinentes,
agregando slectrones como cargas negativas para convertir la
desigualdad en igualdad.

6. Multiplicar por los factores pertinentes de manera que el nimerc de
electrones perdidos y ganados se iguale.

7.8Sumar las semirreacciones y verificar que los electrones se anulen.

8.Anotar los coeficientes obtenidos en la reaccion general en las sustancias
que hayan cambiado sus nimeros de oxidacidn en e! proceso redox.

9.Balancear por tanteo lo que no haya cambiado de estado de oxidacion.

La mayor parte de fa literatura sobre este método y el de ion electrén, f
presenta casos simples, en los que solo un elemento se oxida y solo un se reduce, |
0 que el nimero de oxidacion de este es siempre el mismo. Para no abundar tanto
en giemplos en cada uno de los métodos, los ejemplos atipicos se presentaran
mas adelante.

15
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Algo para memorizar:

A continuacién se presenta una lista simple de algunos conceptos
que se pueden memorizar para simplificar los métodos quimicos de balance
de reacciones asi como para predecir reacciones:

a) Si se reduce un haldgeno libre, el producto de la reduccion debe
sar el ion halogenure (carga = 1-).

b) Si se oxida un metal la valencia siempre sera positiva.

¢) Las reducciones del écido nitrico concentrado producen NOz,
mientras que la reduccion del acido nitrico diluido puede producir
NO, Nz, NHs" u otros productos, segin la naturaleza del agente
reductor y del grado de dilucion.

d) El ion permanganato, MnQs, se reduce a Mn®* en solucién &cida.
E! producto de reduccidon del permanganato en solucién neutra o
alcalina puede ser MNO(OH), MnOz o MnO"

e) Si se reduce un perdxido, el producto de reduccién debe contener
axigeno en &} estado de oxidacidn 2-. Por ejemplo el agua o el OH".
Si se oxida un perdxido, se forma oxigeno molecular.

H>02-3H0+0,T

f) El dicromato, Cr0+%, se reduce en solucién 4cida hasta Cr™.

17



« Comparacion entre los métodos quimicos de balanceo de reacgiones:®

Ambos métodos conducen a la reaccién balanceada. EI método del ion -
electron tiene dos ventajas sobre el redox:

1.Permite identificar a aquellas especies de un sistema quimico
que reaccionan de aquellas que no lo hacen. El uso de las fdrmulas
completas sélo es (til cuando se calculan las masas que reaccionan.

2 Las medias reacciones dadas, gracias a las ecuaciones
parciales del método del ion - electrdn, en realidad pueden ocurrir
independientemente. Muchas reacciones de oxidacion reduccion
pueden llevarse a cabo como procesos de celdas galvanicas para
producir un potencial eléctrico. Esto puede hacerse colocando el
agente reductor y el agente oxidante en frascos separados ¥
estableciendo las conexiones eléctricas entre ambos. Se ha
encontrado que la reaccion que tiene lugar en cada frasco
corresponde exactamente a una reaccién parcial escrita de acuerdo

con las reglas para el método del ion - electron.

Aunado a estas razones de fundamento quimico, esta la ventaja
de que el método del ion - electrén es mas simple de aplicar que el
método redox, y esto hace que sea mas rapido de obtener la reaccion
balanceada.

Algunos quimicos prefieren utilizar el método del ion - electron
para las reacciones de oxidacion - reduccion que se llevan a cabo en
soluciones acuosas diluidas, en donde los iones libres tienen existencia
mas o menos independiente, y utilizan el método del estado de oxidacion

% Jerome L. Rosenberg, L. M. Epstein. “Quimica general” Serie Schaum
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o redox para las reacciones de oxidacién - reducciéon entre sustancias
quimicas solidas, o para las reacciones en medios acidos concentrados.

Algunos ejemplos mas complejos:

Ahora se presentan algunos balanceos por los métodos de redox y/o ion-
electrén algo mas complejos para ilustrar las posibles dificultades de los métodos:

La siguiente reaccién se balanceara por ambos métodos:
HNO2+ Cu — CU(NOa)z +H,0+ NO + NO»
H'"N®0%3 + Cu° - CuP(NT0%5)™; + H,0% + N* 0%+ N* 0%,

Nétess que no son solo dos os elementos que cambian de niimero de oxidacion.

REDOX:

2%Cu - Cu™)
1(N™ — N (2:1)

1 N> - N*)

BHNO3 + 2Cu — 2Cu{NO3); + 3H0 + NO + NO;

19



JION-ELECTRON:

HI N 0?3 + Cu® = CU?(N*0%3)", + H',0% + N* 0%+ N* 0%,

Balance de masa:

Cu — Cu®

4H™ + NO3" - NO + 2H,0

ZH"™ + NOs" - NO + H,0

Balance de cargas;

2*(Cu - Cu* + 2¢)

3e" + 4H" + NOs" — NO + 2H.0

& + 2H" + NOs" 5 NO + H0

x(d4e + 6H™ + 2NOs"" — NO + NO2 + 3H:0)

BHNOs + 2Cu — 2Cu(NQ3); + 3H:0 + NO + NO»

20



La reaccion siguiente, se balanceard por el método redox de dos maneras
distintas. Como se advertira, ain cuando e! método es el mismo, se obtienen
resultados diferentes.'®

CaHa+ 025> HLO +C+CO+ CO2
C® 5 CO+ %o
C¥ 5 €%+ e
CBIB— 5 C4+ + 20/36-
3*(2e"+ 0" —» O%)

Como se puede ver, se pueden multiplicar las reacciones de los carbonos
por tres, y 1a relacion es de 22:3. Lo cual indica que 1a reaccion liene los siguientes
coeficientes:

3C3Hs + 2203 ~» 22H;0 + 3C + 3CO + 3CO2

La reaccidn no esta balanceada aln, pero si ajustamos por tantec e} agua
primeramente y después el oxigeno, multiplicando todo por 2 para eliminar
fracciones, gueda como sigue:

6CsHz + 210, = 24H,0 + B6C + 6C0O + 8CO»

La cual ya esta balanceada,

1% Como se verd posteriormente, el método matemdtico tiene 1a capacidad de presentar las diferentes
posibilidades en mmchas reacciones en las que los métodos antes mencionados solo presentan una.

21




Ahora, el método redox se aplicara utilizando las semirreacciones que se
llevan a efecto y se trabajara individualmente con cada una de ellas:

CaHg + 02 5> H 0+ C+ CO+CO;

Cabe mencionar que, en este caso, el carbono trabaja con nimeros de
oxidacién distintos, come se ilustra en la figura 1., y que el valor correcto deberia
ser de ¥5-. No obstante, si se aplica la regla de que se resta el nimero de enlaces
carbono - carbono a la suma de los ndmeros de oxidacién de los atomos de
carbono, esta queda como 6-, y el resultado es de %s-, ponderado entre el nimero
de carbonos, esto es, 2- ; éste sera el ndmero de oxidacién con gue se trabaje.

Fig. 1

+1 +1 41
H H H
+1 -3 |2 |
H-—Cl)—-—*C—-—CI)——H +1
H H H
+1 +1 +1

Las semirreacciones que seé presentan, que también se pueden considerar
como reacciones en paralelo son:

a) 02+ CaHg — C?+ H20
b) Oz + CaHg - C*'0 + H,0

c) Oz + C3Hs — C*0, + H0

22




El balanceo redox para cada una de estas reacciones es como sigue:

a) [(4e + 0% - 20%)2)6

(Ca* > 3C% + 6e)8

60; + 2C;3H; —» 6C° + 8H,0
b) [(2e” + 0% — 209)2]12

(Ca¥ > 3C°+ 12e)4

70; + 2C3Hy - 6CO° + 8H0
c) (4e + 20% - 4018

(Cs> > 3C% + 18e)4

100, + C3Hz — 3C0O,;" + 44,0

Como se puede observar, estos balanceos individuales no estan
balanceados, y al sumarlos se obtiene:

5CaHs + 230; —» 20H0 +6C + 6CO + 3002

La reaccidn no estd balanceada atn, pero el método redox indica que ai |
final se puede hacer un ajuste del oxigeno, que es el unico que no ha quedado

balanceado, por lo que es necesario balancearlo por tanteo, quedande como
sigue.

Antes, cabe hacer notar que, en este caso, aln cuando el oxigeno cambia
de numero de oxidacién as necesario realizar el tanteo con é!. Esto no deberia de
ser asi, ya que en las reglas se expresa que no es necesario hacer batanceo por
tanteo en elementos que cambian su valencia.
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Sin embargo, en este caso se rompe la regla:

5C3Hg + 1602 — 20H20 + 6C + 6CO + 3CO;

Ahora si, la reaccién estd balanceada.

* Una situacién muy coman:

Considérese que el balanceador no es tan bueno en Ia
asignacién de los nimeros de oxidacién y comete el siguiente error al

asignar los valores de las valencias a los 4tomos de carbono, esto €es,
se les asigna una valencia de 2+

CiHa + 02 5 H0+C+CO+CO;
C*+2e 2C°
C*5 % + 26
3*2e + 0° - 0%)

Como se puede ver, la relacién es de 2:3, o que nos lleva a la
reaccién balanceada, con los coeficientes en enteros, como sigue:

2C3Hg + 302 — 3H,0 + 2C + 2C0 + 2C0;
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La reaccion no esld balanceada aun, pero si ajustamos por

tanteo ef agua primero y después el oxigeno, gueda como sigue:

2C3Hg + 70, —» 8H,0 + 2C +2C0 + 2C02

La cual ya estd balanceada.

CiHe + 0, 5> H:0 + C+ CO +CO;
¥ €7+ Y
C¥¥ 5 C2++ e
C¥ 5 C* + P/
3%2e +0° - 0%)
Como se puede ver, la relacion es de 22:1, lo que nos lleva a la
reaccién balanceada, con los coeficientes en enteros, como sigue:

CsHa + 220; - 22H0 +C + CO +CO;

La reaccidn no est balanceada atin, pero si ajustamos por
tanfeo, queda como sigue:

46C3Hs + 19102 — 184H,0 + 6C + 66C0O + 66CO;

La cual ya esta balanceada.
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Obsérvese en este caso una particularidad:

8CsHzs + 210, - 24H,0 + 6C + 6CO + 6CO:
5C,Hs + 160; — 20H,0 + 6C + 6CO + 3CO;
2CsHs + 70, — 8H,0 + 2C + 2C0O + 2CO2
46C,H; + 1910; — 184H,0 + 6C + 66C0O + 66C0;

En todos los casos, las reacciones estan balanceadas, pero los
coeficientes son distintos. Las reacciones, excepto en el caso de la primera y la
tercera, en donde una es tres veces mayor que la ofra son necesariamente
distintos. Este caso merece especial atencién, ya que permite ver que, aun
cuando se ha establecido con anterioridad que /a correcta asignacion de las
valencias parece ser fundamental para el balanceo de reacciones, en realidad no

lo es.

Volviendo a tas estaquiometrias obtenidas con anterioridad, se observa
que son distintas; tres en este caso. Aqui surge la pregunta zCuél es la
estequiometria correcta? Puede advertirse que todas son correctas (en papel y
balanceo), pero la reaccién si se ve afectada. Ahora se puede preguntar , ¢ Cual
es la estequiometria que corresponde a la reaccion efectuada?. Es tarea de la
termodindmica contestar esta Ultima pregunta.

La particularidad més importante de estos métodos, es la determinacion del
nimerc de oxidacion del carbono. En la quimica del carbono o quimica organica,
resulta dificil y, por lo tanto, es frecuente cometer errores.

Otra particularidad que se presenta en estos métodos, es el balanceo por
tanteo al final del balanceo por el método redox o el método ion - electrén. Hay
ocasiones en que éste no es tan sencillo, y el resultado toma tiempo.

Para solventar estos problemas, existe el método matemdtico, el cual no
solo balancea las ecuacionss, sino que existen casos en que corrige la
colocacion de los reactivos y productos, dice en qué casos no se lleva a cabo
reaccion alguna y cuando participan o no [as sustancias en la reaccion.
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Breve discusién sobre estos métodos:

A continuacién se presenta una breve discusion sobre algunas de las
caracteristicas de los métodos quimicos de balanceo de reacciones.

£n el método redox se utilizan especies que no tienen existencia real, coma
por ejemplo en el KCry0+, el numero de oxidacion del cromo es cr¥, el cual solo
es posible obtener en condiciones extremadamente energéticas.

En este mismo método, los valores de las valencias que se presentan, casi
siempre, por comodidad, son nuimeros enteros, lo cual no es totalmente cierto en
el caso de muchos &tomos, cuyas electronegatividades son similares y, por tanto,
tienen enlaces covalentes. De hecho, si se respeta la regla de que fas sumas de
las valencias tiene que ser de cero, el método redox balancea estas reacciones de
la misma manera.

En el método ion - electrén se plantean que todos los enlaces son i6nicos, y
como se vio en el inciso anterior, esto no siempre es cierto.

Como se ha visto, el balanceoc de reacciones por éstos métodos, en
realidad carece de! fundamento quimico que se supone tienen, ya que es
meramente arbitraria la asignacion de valencias, como se puede apreciar en el
caso del primer balanceo de! inciso de “Un caso muy comin”. En realidad se trata
unicamente de atajos que debidos a ia relacién de cargas, generan un balance de
masa que da una aproximacion a la solucién, balanceando los elementos que
intervienen en estos ‘cambios de estado de oxidacién”, y es por elio que el
balancear por tanteo al final de cada método es necesario. Y como para muestra
basta un botén, véase el siguiente ejemplo:

Zn+HCI>ZnCl+H,T

Las valencias de cada elemento seran de cero en todos los compuestos, a
excepcion del cloruro de zinc, ya que para poder balancear por el método redox es
necesario que haya una oxidacion y una reduccion.
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ZnO+HCIP—Zn*CIY p+H, T
(Zn"+2e">Zn*)*
(CPoCIM+1ey*2

Zn+2HCI-ZnClo+H,T

Para ilustrar un poco mejor ef balanceo por métodas quimicos, se presenta
una reaccion no tan simple que se balancears por el método redox. "'

La reaccidn es la que sigue:
Zn+HNO3—-»Zn(NO3)o+H0+NHANOz+Zn{NH)2+NO+NO+H;
Zn(0)—>Zn(lly+2e
8e+N(V)>N(lli-)*
e +N(V}—>N(IV)
e +N(V)—N(I)
e+H{}—H(Q)

La unica reaccién de oxidacion es la que corresponde al cinc, todas las
demds son reacciones de reduccion, por esta razén es el cinc el que intervendra
oxidandose en todas las reacciones.

La primera y la segunda reaccion estan marcadas con un * porque el Zn(ll)
se encuentra en dos formas: Zn(NOs)z y Zn{NH:)z; vy el N(lli-) esta como: NH/NO;
y Zn(NH:)o. La forma en que se trabajard el Zn{ill) es Zn{NQOa); ya que la otra
forma exige un cambio en el estado de oxidacion del nitrdgeno. El Zry(NH:). sera
tratado considerando la reaccién de N(V)+8e —N(lll-) cuando se hable de las dos
formas del N{ili-}.

Se puede tomar en cuenta que seran cinco las réacciones involucradas, ya
que son cuatro las reacciones de reduccién y una reaccién de oxidacion'% pero,

1 Reaction balanceada por Tom4s Rocha Rinza
12 pecudrdese que esta ltima serd comun en todas las reacciones

28



ademas, una de las reacciones de reduccién tiene dos formas del reductor
(NH4NO3 y Zn{NH,),} y asi ya estan consideras todas las especies de la reaccion.

Nota:
Téngase la reaccion
A(li})+B(1-)-»B(1)+A{D)

Si B(ll) esta asociado en su especie con A(lll) en una relacién 1:2, debemos
sumar dos A{lll) de cada lado de la reaccion para que el balanceo final sea
correcto, quedando;

3A(NB(-) B +2A(IN)+A(0)

Se debe llegar a una reaccién en donde los dtomos involucrados en la
reaccion redox estén todos asociados de acuerdo a las especies quimicas:

Si B(ll) se asocia en su espacie quimica con C(l-), no es necesario
balancear con C{ll-) ya que este no interviene en la reaccion redox.

Se podra balancear después con simples adiciones de compuestos que
contengan a esta especie en un lade de la reaccion.

Volviendo a la reaccién que se estaba analizando, se obtiene que la
primera reaccion es con el N()ll-}, considerado en la especie Zn(NHz)2:

4[Zn(0)->Zn(il)+2¢]
1{8e +N(V)>N(ill-}}
4ZN(0)+N{V)—-4Zn(ill)+N(iHI-)

Como la especie considerada es Zn(NHz)2, se necesitan al menos dos N{llI-),
por ello se multiplica la reaccién por dos:

8Zn(0)+2N(V)->8Zn{Ilt)+2N(ill-)
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Ei Gltimo término esta asociado con un Zn(ll), pero los restantes Zn(ll) estan
asociadas con 14N(V)'3, por ello se suman 14N(V) del primer miembro y del
segundo:

8Zn(0)+14N(V)—7Zn{Il)}+14N(V)+Zn(H)+2N(1II-)

Ahora, todas ias especies oxidadas y reducidas estan “casi completas™. Si
se escriben ias especies queda:

8Zn+16HNO3—+72Zn(NOa)z+ Zn{NH2)2

Como se puede observar, los hidrégenos y el oxigeno no estan
balanceados atin. Hay 48 oxigenos del lado izquierdo y 42 del derecho, asi como
16 hidrégenos del lado izquierdo y 4 del lado derecho. Esto se puede balancear
con moléculas de agua, afiadiendo seis de estas al lado derecha de la reaccion:

BZn+16HNOz—7Zn(NQa)ot Zn(NH2)+6H0

Notese que como el hidrdgeno y el oxigeno no cambian sus valencias, no
hay que preocuparse de ellos, el balanceo se resuelve con la adicién de agua a un
lado de |a reaccidn.

La segunda reaccidn es la dei N(lll-), considerado como la especie
NH4NO3.

Partiendo de la reaccion anterior;
4Zn{0)+N(V)—->4Zn(I)+N(1ll-)

Cada N(ili-} estd asociado con un N{V) y cada Zn(ll} con dos N(V), es por
ello que se suman nueve N(V) en ambos miembros de la reaccidn:

4Zn(0+1CN(V)—>42Zn(HH)+8N(V)

*? especie ZR(NOs),
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Si se pasa esto a especies quimicas, queda:
4Zn+10HNQO34Zn{NO3z)s+ NHINO;

Para balancear e! oxigeno y el hidrogeno, se necesilan agregar tres
moléculas de agua al fado derecho de la reaccidn:

4Zn+10HNO3—~4Zn(NOa)a+ NHMNO:+3H0

La tercera reaccion es la del N(V), considerado como la especie NO:
1[Zn(0)—Zn{ll)+2e7}
2[g+N{V}->N(IV]]
Zn{O3+2N{(V)>Zn{l1)+2N(1V)

Cada Zn{ll) esta asociado con dos N(V), por lo que se suman dos de estos
& cada lado de la reaccion:

Zn(0)+4N(V)=Zn{l}+2N(V}+2N(IV)
Pasando esto a las especies quimicas, queda como sigue:
Zn+4HN03—>Zn(N03)2+2N02

Se hace lc mismo que en los casos anteriores para balancear el oxigeno y
el hidrégeno:

4Zn+4HNO;->Zn(NOs)+2N02+2H,0
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La cuarta reaccion es la del N(ll), cuya especie es el NO.
3[Zn{0)—Zn(li}+2e7]
2[3e +N(VIN(I
3Zn(0)+2N(V)—>3Zn{il)+2N(IN)

Como hay tres Zn(ll}, se deben de afiadir seis N(V} a cada miembro de la
reaccion:

3Zn(0)+8N(V)—-3Zn(lI}+6N(V)+2N(H)

Pasando esto a las especies quimicas, queda como sigue:

3Zn+8HNO; »3Zn(NOs3)+2NO

Se hace lo mismo que en los casos anteriores para balancear el oxigeno y

el hidrégeno:
3Zn+8HNCa—»3Zn(NQs)}o+2NO+4H,0
Balanceando la quinta reaccidn, se tiene lo siguiente:
1[Zn{0}-Zn(l1)+2e]
2[e +H(—->H(O)]
Zr{0)+2H(1)—Zn{I}+2H(0)

Como esta reaccidn estd balanceada, solo se pasa a las especies
quimicas:

Zn+2HNOz—>Zn(NO3)2+H>
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Si ahora se suman todas las reacciones parciales obtenidas, se obtiene la
reaccidn general balanceada:

17Zn+40HNO; > 16Zn{NO;);+15H,0+NH,NO:+Zn(NH;);+2NO+2NO:+H;

Ojo: Véase el tratamiento algebraico de este problema en el capitulo IV y
comparese

I El grado de dificuitad de cada método y

H. La precisién con que aparecen los resultados.
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CAPITULO V



Fundamento Matematico

Como se dijo anteriormente, se describird el método algebraico para
balancear ecuaciones que representan reacciones quimicas y con el objeto de
sentar las bases tedricas de éste, se comenzara con el desarrolio de ia parte
matematica correspondiente — que es en realidad, un capitulo de algebra lineal-
pospeniendo la formalizacion y algunas demostraciones pertinentes para los
apéndices Ay B.

Sistema de ecuaciones.

Liamaremos “sistema (*) m x n de ecuaciones lineales reales”, a una
coleccidon de ecuaciones de la forma:

) ... anxet... A=k i=1,....m

en las que las a;s y las kis son nimeros reales. Las primeras son los coeficientes y
las segundas los términos independientes. Las xs son variables que toman
siempre valores reales, y se llaman incognitas.

Cuando cada una de las ks vale cero, el sistema se conoce como
*homogénec” y es claro que a cada sistema se le puede asociar uno de estos: “su
sistema homogéneo asociado”, simplemente haciendo que cada términc
independiente valga cero, y conservando sin cambio los coeficientes.

Definicion. Llamaremos “vector de R™ a una coleccién de ordenada de n
nimeros reales, y diremos que el vector ¢=(C1,...,Cn) es una solucién de la
ecuacion i-sima del sistema®), si (y s610 81} ancit.....+&intn=k;

En este caso también se dice que el vector ¢ “satisface” la ecuacién i-sima
- o que los valores de las incognitas lo hacen -.



La coleccion de todas las soluciones de la ecuacién i-sima se denotara
como S, Finalmente diremos que ¢ es una solucion particular del sistema si y solo

si ¢ satisface a cada una de las m ecuaciones.

Si llamamos S={c e®"; ¢ satisface a cada ecuacion de (")} al conjunto de
todas las socluciones del sistema, debe ser obvio que § es la interseccion de todas
las §;, i=1,...,m.

Resclver un sistema de ecuaciones, es determinar explicitamente (ver mas
‘adelante) quién es S.

Cabe mencionar los siguientes comentarios:

1. 8i para alguna ecuacién %), S es todo R", (por ejemplo si % es
Ox;+0x2+0x3=0), obviamente S=%". En efecto, para cualquier temna
adecuada de nimeros {(c,Cz,Cz) se cumple que 0cy+0¢+0c3=0). En este
caso, en la expresién $=5;~Sx~...nS, €l i-simo factor puede

suprimirse (la ecuacion * puede borrarse del sistema).

Esta observacion debe ser clara, ya que si A es un conjunto
contenido en X, {SicR™ ANX=A.

2. Si para alguna i, Si es vacig, (la ecuacién *i no tiene solucién, como por
eiemplo si % fuera: Ox;+OxptOiz=1), entonces S=¢, ya que la
interseccion de conjuntos esta contenida en cada factor. S=S=2.

En este caso se dira que el sistema es inconsistente.

3. Como se menciona anteriormente, resolver el sistema {*) es describir 5.
Por supuesto que el sistema mismo es una descripcién de S, pero esta
no es efectiva en ¢l sentido de que no permite ni encontrar faciimente

soluciones ni decidir si un vector ¢ eR" es o no solucién del sistema.



Desde el punto de vista del &lgebra, si S no es vacio ({*) tiene al menos
una soiucién) entonces S consta de un solo elemento (el sistema se lamara
‘determinado”) © bien de una infinidad no numerable de ellos {sistemas

consistentes, pero indeterminados)™.

Este segundo caso es el que interesa, ya que es el que se presenta en los
problemas de balanceo, por lo que debemos especificar que significa "describir S
en forma explicita”. Considérense los siguientes ejemplos:

a) Sea (%) el sistema *a) ene x+y=10
x-y=2
La solucion de S; de la primera ecuacién consta de todos los puntos

de la recta y=10-x (ordenada al origen 10 y pendiente —1), mientras
que S; es la recta y=x-2.

Obviamente, la solucién Sa de (%) es el punto de interseccidn de
estas rectas, a saber, el punto (6,4); por lo que $,={{6,4)}, 0 x=6, y=4

b) Sea (") el sistema *a) see x+y=10
X+y=2

Cuyas soluciones parciales son los puntos de dos rectas paralelas.
S, resulta vacio. El sistema es inconsistente.

Finalmente, si
c) Sea (%) el sistema *) eve x+y=10
x+y=10
Tanto S¢ como S, son los puntos de la misma recta — que coinciden
con 8-, y=10-x.
$ se puede describir como: x = 104
y ={ teR

M Egi se debe 3 que S &5 el trasiadado de un subespacio vectorial de R, por lo que resulta un punto (solucion
imicial), una recta o una varicdad lineat de dimension mayor.
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Que es la expresion “paramétrica” de la solucion, o bien:

x 10 -1
= +1t , te®R
y 0 I
teR a la que se llamara “la forma vectorial paramétrica” — que, como se vera
mas adelante, es la que resultara mas conveniente para nuestros fines, ya

que permitird una interpretacion que admite algunas consideraciones
tedricas interesantes -.

Los sistemas anteriores — que deliberadamente se han escogido muy
sencillos — se resuelven normalmente por el método conocido como “suma y
resta’. Método que se analizard con objeto de generalizarlo para que resulte
aplicable en casos mas complicados.

Asi, se supondréa que el problema es resolver el sistema
s x+y=10
*-y=2 L Como se procede?

a) Se multiplica la ecuacion 2 por -1, y luego se suma con la ecuacion 1.

x+y=1o}_+ x+y=10] x+y:10}
x~y=2| —-x+y=-2 2y=8 |

En este sistema (*u1), Se divide la ecuacién 2 entre 2 {multiplicarta por %) y

Entonces

la nueva ecuacion se resta de la 1.

x+y=10 N x+y=10 - x=6
2y=8 y=4 2y=%8
Esta dltima expresion muestra explicitamente la solucidn Sy,

Noétese que se ha ido cambiando e problema original por los siguientes:
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Encontrar la interseccion lyls,

— R W O 0D

1 23 4561738910

— kW b Oy~ 00O

1 2 3 45 6738910

x=6
y=4

— k) W o L O 00D

I
|
LN
|

1 2 3 45 678 910
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que, sin embargo, tienen ia misma solucion.

Puede suceder que los procedimientos que se usen para resclver un
problema cambiandolo por otro, introduzcan soluciones del ultimo, que por no
serlo del original se conacen como “soluciones extranas” y también pasa que se
pierden soluciones al problema original.

Ejemplo: Se desea resolver fa ecuacion
x—-2= ﬁ

Entonces se eleva al cuadrado; x°-4x+4=x 0 sea, x*-5x+4=0, es decir,

(x-4){x-1)=D cuyas soluciones son, obviamente, x=4, x=1. La primera satisface (1)

pero na asi la segunda (x=1) que resulta una raiz extrafia,

El hecho que en el caso que se analizd S no cambie cuando *, se
transforma en "y 0 en *yz por medio de las llamadas “operaciones elementales” ~
multiplicar una ecuacién por cualquier constante no cero, sumar una ecuacion a
otra, o cambiar el orden de las ecuaciones — es un teorema importante que se
debe demostrar. "

Volviendo al primer ejemplo, ndtese que se puede esquematizar el
procedimiento que se sigue por medio de diagramas que muestran tanto el estado
intcial del sistema como las diferentes etapas del proceso. En efecto:

1) Ei sistema (") puede representarse como el amreglo matricial

A 1 1 10
)"1 -1 2

En el que sélo aparecen los coeficientes y los términos independientes.

siguiente:

'3 Ver teorema 1, apéndice B
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A este arreglo se le liamara ‘la matriz aumentada” del sistema original.
(Cuando solo aparezcan los coeficientes, se dird que lo que resulta es “la matriz

. 1
del sistema”. En este caso: A)..G J lo seria).

2) Se representan, después, las operaciones — elementales - que se fueron
haciendo como operaciones en os renglones de ia matriz A*, agregando una
instruccién codificada que sirve para recordar — y dejar registrada - la
operacion efectuada. Asi, la matriz A* se va transformando de la siguiente

manera:

. [1 1 10) [1 1 10) [1 1 10)
A= — - 5 -
P12 0 -1 =2) L 0 8 (%)

I 11o7™ (106
R
01 4 01 4

Nétese que la instruccion coincide con el reng!on a! gue se aplica. Asi, en

a‘ll e a]n
lamatrizA: | a, - a, |[R(3)+R,(-2) significa que al triple del renglén i-simo
a a

ml i
se le resta el doble de! renglén 2 y que el resultado de 1as operaciones efectuadas
(multiplicar Ry por 3, Rz por —2 y efectuar la suma) se escribe como e} nuevo

renglén i-simo.

Témese en cuenta también que e procaso — gque Se GONoce como
“diagonalizacion de la matriz A" — termina cuando se obtiene una matriz
‘escalonada bien bonito” (en forma hemmitica normal} que se describe como
aquella en que todos los renglones que constan de ceros —si s que existen —
estdn hasta abajo. Todos los renglones no ceros, tienen como primera
componente no cero, un une, que &std mas a la derecha de todo uno que
corresponda at principio de otro renglén que esté amriba. (escalonada). Ademés
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debe cumplirse que en la columna en la que esté un uno inicial, todas las demas
entradas deben de ser ceros (escalonada bien bonito).

Se presentan algunos ejemplos:

1 000 2 3 1 00001
0100 -1 2 601020
D-40 010 2 0 20 0 0 1 1 2
0001 -1 1 000000
00600 0 O 0 00O0O0O0

—
o
[e=]
—
I
—

4)---

o<
—
L]
o
[ *]

0 00
30 0 0
000

o o o
o
o
—
i
—
8]

Las matrices 1), 2) y 3) estdn escalonadas bien bonito, mientras que la 4)
esta escalonada, pero no bien bonito.

Finalmente se observa que cuando la matriz aumentada A* que representa
un sistema de ecuaciones, esta escalonada bien bonito; et sistema representado
permite 1a mejor manera de expresar su solucion. Asi, en el ejemplo

A"‘“ 0 6 dice que: x=6; y=4
'Lo 1 4) quE: X=6, y=2.
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Con el objeto de ilustrar los casos posibies que pueden presentarse al
utilizar e} método algebraico matricial para resolver sistemas de ecuaciones, se
desarrollaran en detalie los ejemplos siguientes — otra vez, deliberadamente

simples -:
T+y+z=3 111 3 1113 11 1 3N\R-R
¥+2y+z=5+4'=[1 2 2 5[R,-R {0 11 2 /01 1 2 -
2x+3y+2=6 2316 2316/R-2R (01 -1 0

10 0 1 10 0 1 10001 1 001
01 1 2 =01 1 2 =011 2R-R—+(0 1 0 1|
01 -1 0JR,—R, 00-2—2R3(—%)0011 0011

que estd escalonada bien bonito y qus corresponde al sistema — de obvia
solucion- x=1
y=1

z=1

El sistema es determinado. S={(1,1,1)} y ndtese que esto se debe g que al
determinar el proceso de diagonalizacién, e nimero de rengiones diferentes de
cero que aparecen en la matriz A, es igual al de los no cero de la matriz
aumentada, y coincide con el nimero de incognitas del sistema.
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Véase ofro ejemplo:

x+2y+3z=6 1 23 6 1 2 3 6
Ax+5p+6z=153 4 ={4 5 6 15 R,—4R >0 -3 -6 -9 R,(-—}é)-—)
Tx+8y+9z=20 7 8 9 20JR,-7R 0 -6 -12 -22) R(-))

12 3 6YR-2R (1 0 -1 0
01 2 3 >{01 2 3
06 12 22/R-6R |00 0 4

Al llegar a este Gitimo paso se nota que of tercer renglén corresponde a una
ecuacion sin solucién (S==@). En efecto, para ninguna termna ordenada de
numeros reales (ci, c;, cs) sucede que Oc,+0c2+0cs=4. Por lo tanto, $=0 y el
sistema resulta ser inconsistente. Nétese, también, que en este caso, en la matriz
diagonalizada, que todavia pudo transformarse en:

i 0 -1
¢ 1 2
00 o0

-0 O

mediante las operaciones Rz-3Ra( %); Re( %), el niimero de renglones diferentes
de cero en la matriz aumentada es mayor que al nimero de renglones no cero de
la matriz del sistema.
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Tercer ejemplo:
Cambiese la tercer ecuacion del segundo ejemplo por: 7x+8y+9z=24,

En este casq:

1 3 6
A*=|4 5 6 15
7 8 9 24
que finalmente queda:
1 0 -1 0
o1 2 3
00 0 ¢

que esla escalonada bien bonito y que corresponde al sistema (equivalente):
x-2=0
(v)..y-2Z=3

La tercera ecuacién se elimind, porque su solucién es todo K. Ef proceso
de eliminar incognitas ya no puede seguir, y se nota que cada valor que se asigne
a Z, corresponde a una pareja de nimeros que compietan una solucién particular
de (*), por lo que se considerara a Z como “un parémetro”, pudiendo rescribirse
{*') de cualquiera de tas maneras siguientes:

x=t X 0 1
a)y--y=3-2 6 |y|=|3 1+t -2
z=¢ reR z 0 1)teh

que, como ya se dijo, corresponden a las formas explicitas “paramétrica”™ y
“vectorial paramétrica” que se ha aceptado como formas vélidas de expresar la
solucion del sistema.
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Obsérvese que en la matriz final, el nimero de renglones no cero de ia
matriz aumentada, coincide con el de la del sistema (en este caso, dos) y que el
namero de pardmetros (uno) es la diferencia entre el nimero de incognitas menos
el nimero de renglones no cero de cualquiera de las matrices, Ia aumentada o la
del sistema. Dado a que esta situacién no es casual, por conveniencia se da la
siguiente:

Definicién: Se llamaré rango de una matriz A al nimero de renglones
distintos de cero que quedan en la matriz, una vez que esta se ha diagonalizade
bien bonito.

Caben las aclaraciones siguientes:

1) Para cada matriz A, el rango resulta independiente del procedimiento que se
haya seguido para diagonalizarla — en el entendido de que este proceso se
haya realizado legitimamente, es decir, por medio de operaciones elementales
solamente — aunque éstas se realicen en diferente orden,

2) E! proceso de diagonalizar bien bonito una matriz (real mxn) siempre as
posible, y

3) En égigebra lineal se define el rango de una matriz como la dimensién del
subespacio de " generado por los renglones (que es el mismo que la
dimensién del subespacio de %™ generado por las columnas), y que coincide
con el nimero que se esta definiendo,

Resumiendo {as observaciones, se concluye con el siguiente teorema, cuya
demostracion se omite apuntando que es un resultado conocido del algebra, y
que puede consultarse en su forma resumida en al apéndice A, y en forma
completa en casi cualquier libro de digebra lineal.
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Teorema: Sean:

ayx, +ank, +--+a, x, =k

Tn*n
a,x, +a,.x,++a, x =k . .
*)-- % ¥ n¥; L e un sistema real mxn de ecuaciones

a,x +a, x, +-+a_ x =k,

lineales,
all au aln
a a. a.
A=t "= e M{moR)
am! am‘l am.n
La matriz del sistema, y cuyo rango es r(A)
& a4 - a, #k
A*= : € M(mx(r +1),R)
aml am] 4 k

La matriz aumentada, rango r(A*}.

Entonces (*) tiene solucion (el sistema no es inconsistente) si y solo si
r{A)=r{A") y la solucién tiene tantos grados de libertad (parédmetros) como n-r{A).

{Si n=r(A), el sistema tiene solucion Unica).
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Algunos ejemplos:
Sistema:
X+3y-2z=-7
Ax+y+3Z=5
2x-Sy+7z=18

Matriz:

Matriz escalonada:

1 3 -2i-7 1 3 -21-7 10 1]2
0 -11 11133| =0 1 =30 1 -1-3
0 -11 1133 01 -1,-3 00 0l

Representacion paramétrica
X=1-31+5 1
0 1

Sistema;
2x+8y+z=7
x+2y-z=-1

Sx+7y-4z=9
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Matriz:

2 6 li‘i
I 2 —li—l
5 7 -419
Matriz escalonada:
2 -1-1 1 2 wll*l 12 -1)-1
26 11712102 3{9)>10 1 1545 >
57 419 031‘14 0 -1 1114
(1 0 -4i-10 1 0 -4|-10 1 0 0/-10
0 I 15145 (>0 1 l.5|4.5 —- |0 1 0[—3
0 06 55275 00 1;5 001 5
Representacién parametrica
10
X=|-3
5
Sistema
x+y-z+3w=1
y-Z~4w=0
X+2y-2z-w=6
Ax+7y-72=9
Matriz
11 -1 3|1
01 -1 -4|0
12 -2 -16
47 -7 oo
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Matriz escalonada:

11 -1 3|1 10 0 7]1 10 0 7
01 -1 -4l0 01 -1 -4/0 01 -1 -4
_)
01 -1 -415 00 0 -74 00 0 1
0 3 -3 125 00 0 05 00 0 0
10 0 0|5 1000}5 1 0 0 0/0)
01 -1 0[-2 0 1 -1 0;-2 01 -1 0{0
— -
00 0 1/-1 00011—1 00 0 1o
00 0 0S5 00 0 01 00 0 o1
Representacion paramétrica
S=

Sistema de ecuaciones inconsistente.
Sistema
X+2y+4z=2
2x+4y+3z=1
x+2y-2=7

Matriz

1 2 42
2 4 3
1 2 =17
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Matriz escalonada:

12 42 12 42 1 2 0j-04
0 0 -5-3]|>|0 0 1/06/—>|0 0 1|06
0 0 -55 00 -5/5 00 0 8
1 2 0|-04 1 2 olo
0 ¢ 1106 ({0 0 1{0
0 0 ol 1 0 0 o1

Representacién paramétrica
8=

Sistema de ecuaciones inconsistente.
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Balanceo de reacciones quimicas

Habiendo expuestc someramente la herramienta matematica que se
utilizara, ahora se aplicars en el problema especifico objeto de este escrito:
balanceo de ecuaciones (en los cuales se omitiran las “instrucciones™). Para eilo
se comenzara con las observaciones siguientes:

Una cbservacion importante es el hecho de que, al resolver un problema de
balance de ecuaciones quimicas por el método algebraico, la tnica informacién
que se proporciona al modelo matematico es el balance de materia — niimero de
atomos de cada especie en los reactivos menos ntimero de dtomos en los
productos, debe de ser cero -. A pesar de esta limitacién, si se parte de moléculas
completas, en las reacciones de oxidacién — reduccién, el intercambic de
electrones queda asimismo bien acomodado, a condicién, claro, de que la
ecuacion esté bien planteada. Cuando esto no es asi, el método algebraico lo
detecla y sefiala el error. Véanse los ejemplos dos y tfres mas adelante.

Si la ecuacién por balancear representa una reaccién quimica real, la
solucion algebraica tiene al menes un grado de libertad — al menos un parédmetro —
debido al hecho que, como en una receta de cocina, se pueden poner miltiplos de
las cantidades de reactivos, para obtener los correspondientes mdltiplos de las
cantidades de productos. En general, los grados de libertad indican el ndmero de
reacciones simuitdneas que pueden considerarse en cada caso, y el método
algebraico permite identificarias, aunque no dice en que proporcién se da cada
una de ellas, lo que permite asignar a cada parametro, valores arbitrarios que dan
lugar a reacciones bien balanceadas, esencialmente distintas entre si. — véase
ejemplo uno -

En realidad, estos grados de libertad no existen. Lo que sucede es que en
una reaccion quimica, e! batance de materia no es el tinico factor a considerar.
Existen otros que el método algebraico no contempla, como pueden ser:
concentraciones de los reactivos o temperatura del proceso, y en general,
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constantes termodindmicas que fijan los valores reales que deben asignarse a los
parametros.

A pesar de estas limitaciones, el método algebraico es el més efectivo para
balancear ecuaciones quimicas. Adn las llamadas "Reacciones de estequiometria
confusa” se resuelven con toda precision y muy faciimente, discriminando entre
reacciones posibles e imposibles como se apunta en investigaciones hechas a
este respecto, y que aparecen publicadas en revistas como “"Chemical Education”,
por mencionar alguna.

Otra observacién importante que debe considerarse aqui, es el hecho de
que cuando se resuelve un problema utiizando herramienta matemética, el
resultado debe interpretarse cuidadosamente ya que al modelar la situacién que
se trate, suelen omitirse restricciones que son inherentes a |la naturaleza de éstas,
pero no al digebra.

Muchas veces se deben considerar séio soluciones positivas — como en el
caso de componentes de mezclas — o soluciones enteras — si se trata de
problemas de poblaciones, por ejemplo ~. Cuando se usa el método algebraico
para balancear ecuaciones quimicas, (03 resultados deben escogerse entre los
que son congruentes con el problema quimico que se planted. En este caso, debe
ser claro que cuando el valor de un coeficiente resulta negativo, la solucidn
algebraica indica que la moiécula a ia que dicho coeficiente corresponda, debe
cambiarse de lado en la ecuacién y consecuentemente, transformarse de producto
a reactivo o viceversa. Véase el ejemplo dos, mas adelante, en el que el signo
negativo que aparece para el coeficiente del agua es esencial (no puede
eliminarse ni cambiarse de signo). En esa reaccion, el agua es necesariaments,
un producto y no un reactivo.

Existen muchos casos en que estos signos negativos, que obviamente
alteran la forma enh que deben interpretarse las reacciones, no son esenciales. Un
artificio algebraico — un cambio adecuado en la base del espacio de soluciones ~
arregla el problema, restableciendo la interpretacién a una compatible con la
reaccion quimica original.
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El algoritmo producido en el Departamento de Matematicas de la Facultad
de Quimica, tiene incorporada una instruccion que realiza este trabajo,
permitiendo balancear e interpretar perfectamente todas y cada una de las
reacciones que se le propongan, con la dnica restriccion de que se frate de
reacciones posibles. Cuando esto no es asi, el método funciona igualmente bien,
haciendo obvia la interpretacion de la ecuacion como correspondiente a una
reaccidn que no es quimica. Repitiendo: Cuando se desee interpretar a los
elemenitos basicos — vectores de una base del espacio de soluciones — como
reacciones parciales que intervienen simultdneamente en una reaccidon general,
debe de tenerse la precaucién de evitar en cada uno de estos vectores basicos,
los coeficientes negativos. (Véanse ejemplos tres, cuatro y cinco mas adelants).

Antes de pasar a los ejemplos, hagamos la observacion final. Al plantear las
ecuaciones de balance de materia, siempre se obtendran sistemas homogéneos,
ya que para cada elemento, cantidad de este en los reactivos menos la cantidad
en los productos, debe de ser cero, por lo que, en 1o sucesivo, al aplicar el método
matricial omitiremos los téminos independientes que forman una columna de
ceros, que, por tanto, se mantiene invariante bajo operaciones elementales en los
renglones - cero mas cero es cero y cero por k es cero para toda ke® - y
solamente estaran presentes en el paso final. Nbtese, ademas, que esta
observacion, que se trata de sistemas homogéneos, garantiza que los problemas
gue se plantean, siempre tienen solucion, aunque algunas veces ésta pueda estar
constituida Gnicamente por el vector cero, (Véase ejemplo tres).

Ahora si, se propendran algunos ejemplos.



Ejemplo 1. Considérese el problema (trivial (») de balancear la siguiente
ecuacion;

XC+y02——>ZCO+WC02 ... (0}

En donde x, y, z, w son numeros enteros que deben encontrarse. El

balance de materia de cada elemento proporciona la siguiente informacion:
C: x-z-w=0
Q: 2y-z-2w=0

Que utilizando el método matricial queda:

(1 0 -t —1} (1 0 -1 —1}
- _
02 -1 -2) 101 ¥ A

cuya solucién general es:

[

+tf |, s, teR

T oM N X
(=R R )
— T e et

haciendo s=1, t=0 se obtiene la reaccién
2C+ 0,5 2C0 ... (1)

mientras que si tomamos s=0, t=1, queda
C+0:>C0; ... (2)

Nétese que el método algebraico aclara que se puede pensar en las dos
reacciones simultdneas (1) y (2) y que los valores que se asignen a jos pardmetros
s y t dicen qué tanto de cada reaccién estd presente en el proceso. §i, por
gjemplo, ambas reacciones se produjeran en igual proporeién -s=t=1 -, se tendria:

3C+202; - 2C0+CO2 ... (3)
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mientras que si la primera se produjera el dobie de veces que la segunda, s=2,
t=1, el balance final seria:

5C+30; — 4C0O+C0O2 ... (4)

Obsérvese que la reaccidn final queda bien balanceada, cualesquiera gue
sean los nimeros que se asignen a los pardmetros, cuyo numero dice cuantas
reacciones simultaneas estan presentes.

Por supuesto, se insiste aqui, cuando se quema carbén en un ambiente
determinado, la reaccién es unica. El namero de parametros independientes es
siempre uno, y los valores que cada variable toma queda bien determinado, como
ya se menciond con anterioridad, por otros factores termodinamicos como la
temperatura o la energia libre, por mencionar algunos.

Ejemplo 2: Se trata de balancear la ecuacion de la reaccién quimica, obviamente
mal planteada, siguiente:

X1 KOH+xH:8044xH0 - xKHSO,4 ... (5)

que proporciona la informacion — matriz — siguiente:

Ki(ft 0 0 -1 100 -1
S:00 ¥ 0 -1 10 -1
—> , 0 sesl
Hil 2 2 -1 001 1
Ooi\1 41 -4 0 00 O
X, 1
| |1
x, -1
x, 1

Obsérvese que se trata de una sola reaccién (un solo parédmetro) y que el
coeficiente xs que corresponde al agua, al ser negativo muestra que en esta
reaccion, la mencionada agua no es un reactivo, sina un producto y que, por io
tanto, la ecuacién debid ser:



KOH+H:504 - KHSO4+H0 ... (B)

Ejemplo 3: Ahora, se pretende balancear una reaccion quimicamente imposibie, a
saber:

X CUCOz+xHC] —» x:CuCl+xyH20+xsC0O2 ... (7}

se tiene:
c:f1 0 ¢ 0 -1 1 0 00 0
cli-j1o 1 -1 0 0 0106 00
Culll1 0 -1 0 O |=-{0 01 00
H: |01 ¢ -2 0 0001 0
g:\3 0 6 -1 -2 00 0 0
cuya (nica solucién es X1=X=Xa=Xq=%5=0.

Es decir, se trata de una reaccidn imposible, como se menciond con
anterioridad, que solo se balancea poniendo nada de nada para obtener nada de
nada.

Como se vio en el ejemplo dos, el signo menos de la tercera variable — el
coeficiente del agua — muestra una inconsistencia esencial en el planteamiento de
la reaccién, que se corrige simplements cambiando de lado al agua en la
ecuacién. B! tercer ejemplo, en cambio, muestra una reaccién que no pude darse
ya que en ella hay un elemento — el cobre — que cambia de estado de oxidacién
sin que aparezca ningln otro cuyo cambio pudiera compensar al anterior.

Ahora se ejemplificara el procedimiento de “Cambio de Base” que se debe
usar cuando en la solucién del problema de balancear una ecuacién quimica bien
planteada aparecen coeficientes negativos en os elementos bésicos (vectores que
componen una base del espacio de soluciones).
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Ejemplo 4: Se trata de balancear la ecuacion:

XsHNOB*‘XzCU —> XaCU(N03)2+X4NO+X5N02+X6HzO

que da lugar a la matriz

Hf1 0 0 0 0 -2 1000 0
Cu:Ol—lOOO_'OlOO%
0:{3 0 -6 -1 -2 -1 001014
: _9 1 - 1
Nl o -2 -1 -1 0 000 /2

(8}

la cual dice que se trata de dos reacciones simultdneas, y que la solucién —
correcta — es la generada por los vactores {0, -1, -1, -2, 4,01y (8,3, 3,2, 0, 4).

Ahora bien, mientras que el segundo vector carresponde a 1a reaccion:

8HNOx+3Cu — 3CUu(NO3)+2NO+4H,0 ..
el vector primero corresponde a la “reaccion”
Cu(NO4)2+2NO - Cu+4NO;z ... (10)
que no es admisible como parte de la solucién quimica.
Haganse las observaciones siguientes:

1. La pseudo reaccién (10) esta bien balanceada.

(9)

2. Cualquier combinacion lineal de (8} y (10), queda bien batanceada.

3. Cualquier versién de la ecuacién {8) que esté bien balanceada, es

una combinacién lineal de () y (10).

4. Cualesquiera dos ecuaciones que sean soluciones de (8) (y por lo

tanto combinacién lineal de (9) y (10)) que sean linealmente

independientes (esencialmente distintas, es decir, que no sea una
multipfo de la otra), generan el mismo espacio de soluciones.



De acuerdo con esta ultima observacion, si tomamos como base a
la ecuacién (9) y a la semisuma {9) + (10), obtendremos la solucién
general;

(xY (4} (8)

x, 1 3

x3 =5 ! +1 3 , 8, teR
x, 0

x, 2

Yo, \2) \4)

que dice que ia reaccidn propuesta puede interpretarse como la
superposicion de las dos reacciones simultaneas:

4HNOz+Cu — Cu(NO3)2+2NO2#+2H0 ... (11)
BHNO2+3Cu — 3Cu(NQ3)z#2NO+4H0 ... (12)

Este resultado es el mismo que se obtiene si en el planteamiento de la
ecuacion original (8) se hubiera corrido el término que corresponde al agua dos
lugares a la izquierda. Es degir:

X HNOa+x2Cu — xsCu{NOz)+x4H20 +3sNO+xgNO2 ... (13)

Otro ejemplo semejante:
Ejemplo 5: Se trata de balancear la ecuacion
Xx1NaClOz+NaClO — x3NaCiOa+xyNaCl ... (14)

que cuando se trata de resolver por el método idn — electrdn o de oxidacion
- reduccién, conduce a complicaciones bastante severas, de lo que se convencera
cualquiera que trate de hacerlo, a pesar de que, como puede verse, X)=X=Xs=x=1
proporciona una solucidn particular.
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Ei algebraico dice:

Naifl 1 -1 -1 1 0 -2 1
0121 -3 0j>j0 1 1 -2
ci:\11 -1 -1 0 ¢ O

cuya solucién es:
So={x(2, -1, 1, 0) + y(-1,2, 0, 1), xy €®}

Otra vez: En la base de So aparecen coeficientes negativos que no
permiten una interpretacion directa como suma de subrreacciones simultdneas,
pero haciendo un cambio de base pertinente, que puede consistir en cambiarla por
los vectores que se obtienen haciendo primero x=2, y=1 y sumando, y luego x=1,
y=2 y sumar, So queda expresado como las combinaciones lineales de (3, 0, 2, 1)
y {0, 3, 1, 2) que corresponden, ahora si, a las reacciones tedricas:

3NaClO,; —» 2NaClOz+NaCl ... {15)

3NaClOz —» NaClOa+2NaCl ... (16)

Si ahora, por ejemplo, se toman una y una, dividiendo entre tres los
cosficientes, se tiene como caso particular el balance ya conocido:

NaClOz+NaCIO — NaCiOa+NaCl ... (17)

En el siguiente capitulo se desarroilaran varios ejemplos ilustrativos de
posibles situaciones cuyos planteamientos y soluciones se dan sin mayor
explicacion.
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CAPITULO VI
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Ejemplos de balanceo matemético

Sea la reaccion:
[Cf(Ng]‘hCO)g].‘[CI’(CN)g];“' KMnO,+H;S0,—»Cr: 207+Mﬂ504+C02+ KNO+K2S0,+H.0
Matriz asociada

x1 x2 x3x4 x5 x6 x7 xB x9

Cri(7 00 -2 0 0 0 0)
N:|66 60 0 0 0 -1 0 O
H:l9%6 02 0 © 0 0 -2
C:142 0 0 0 -1 0 0 ©
0:124 4 4 -7 -4 -2 -3 -4 -1
Ko 10 -2 0 0 -1 -2 0
MtlO 10 0 -1 ¢ 0 0 0
s;lo o1 ¢ -1 0 0 -1 O

Matriz escalonada

x1 2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 X9
Cr:(1879 0 ] 0 0 0 0 0 -10 }
N:1 0 1879 O 0 0 0 0 0 -1176
H:| 0 0 1879 0 0 0 0 0 -1399
c:| o 0 0 1879 0 ] 0 o -35
o:| o 0 0 0 1879 0 0 0 -u7
K:| 0 0 0 0 0 1879 0 0 -420
Mu:| 0 0 0 ¢ 0 0 1879 0 -660
S: \ 0 0 0 0 0 0 o 1879 -223)
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Ecuaciones paramétricas

x1 = 10s
= 1176s
x3 = 1399s
x4 = 35s
x5= 1176s
= 420s
x7 = 660s
x8= 223s
=1879s s <2
El vector paramétrico queda

{10 )
1176
1399
15
1176
420
660

223
L1579)

>
]
173

La reaccién queda:

10[Cr(N2H4CO)eldCr(CN)els+ 1176 KMnO 4+ 1399H280.4 35K Cro07+1176MNSO 4+
420C0O+660KNO3+223K2504+1879H,0
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Sea la reaccion

(NH4)ZSO4-?NH4OH+802
Matriz asociada
x1 x2 x3
N2 -1 0
Hi8 -5 0
s:1 0o -1
04 -1 -2
Matriz escalonada
X1 x2 x3
NAl 0 0
Hi{0o 1 ¢
S0 01
010 0 0

Como se puede observar, la solucién no existe, lo que indica que esta no es
una reaccion quimica, no se puede ilevar a cabo.

Sea la reaccion
NaOH+HCI-»NaCil+H,0

Matriz asociada

Na:

Cl:



Matriz escalonada

xi1x2 x3 x4
Na:1 0 -1 -1
o (01 0 -1
H:to 0 1 -1
Ci:\o0 0 0 ¢
Ecuaciones paramétricas
x1=1s
x2=1s
x3= 1s
x4=1s 8 Z
E! vector paramétrico queda
1
X=s5 :
1
1
La reaccién queda .
NaOH+HCI-»NaCl+H;0

iLa cual ya estaba balanceada
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Sea la reaccion
PolstP4+H05PHA+HIPO4

Matriz asociada

Pf2 4 0 -1 -1
14 0 0 -1 0
H 10 0 2 ~4 -3
a0 01 0 -4
Matriz escalonada
xT x2 x3x4 x5
Pfle 0 0 0 -5
f:{0 32 0 ¢ -13
Hl¢ 0 1 0 -4
o0 0 0 4 -5
Ecuaciones Paramétricas
x1 = 10s
2= 13s
x3 = 128s
x4 = 405

x5=2325 s~ Z
El vector paramétrico queda

La reaccidn queda
10P2t4+13P4+128H20—540PH +32H5P0,

66



Sea la reaccion

Matriz asociada

Matriz escalonada

Ecuaciones paramétricas

Fela+HIOs+HCIoFeCla+iCiH+H20

X1x2 x3 x4 x5 x6

Fefl1 6 0 -1 0 0O
itz 10 ¢ -1 0@
Hjo 11 0 0 -2
o0 30 0 0 -1
cilo o1 -3 -1 9

Fefl15 0 0 0 0 -4
70 3 0 ¢ 0 -1
H:|l0 03 0 0 -5
0|0 0015 0 -4
ctlo 00 ¢ 15 -13
x1= 4s
x2= 5s
x3 = 258
x4 = 4s
x6= 13s

x6=15s s Z
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El vector paramétrico queda

La reaccion queda:

4F el +5HIO03+25HCI-»4FeCla+131CI+15H0

Sea la reaccion
KC|Oa+HCI-KCI+H20+Clx+ClQ;
Matriz asociada

xX1x2 x3 x4 x5 x6

K1 0 -1 ¢ 0 0
ciqtr it -1 0 -2 -1
g:13 0 0 -1 0 =2
HAi0 1 0 -2 0o 0
Matriz escalonada

X1 x2x3x4 x5 x6
Ki{(6 0 0 0 -2 -5
ctho 1 ¢ 0 -2 -1
0|10 0 6 0 -2 -5
HA0 0 0 2 -2 -1
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Ecuaciones paramétricas

x1=2s + 5t
x2= 12s + 6t
x3= 25 + 5t
x4= 6s + 3t
x5= 6s + Ot

x6=0s +6t st 2
Los vectores paramétricos quedan

(2\ (5\
12 6
— 2 5
X=s +
6 3
6
0) k6

Algunas posibles sotuciones son:

Usando s=1, t=0:
2KCIOz+12HC|>2KCIHE6H0+6CI;
Usando s=0, t=1:
5KCI03+86HCI—-5KCI+3H.0+6CI10;
Usando s=t=1 o sumando las semirreacciones:
7KCIOz+18HCI»7KCI+4H,0+6CI+6CI0;
Usando s=3, t=2:
16KC103+48HCI->16KCI+24H,0+18Clx+12Ci02
Usando s=2, t=3:
19KCIQ3+42HCI—-19KCI+21H0+12Ciz+18CIO;
Como se puede observar, todos los resultados son esencialmente distintos,
a sy t se les pueden asignar los valores que se desee.
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Sea la reaccion
As:Ss+HNO3 o HAS04+HS Q4+ NO2+NQO+H0
Matriz asociada

x1x2 x3 x4 x5 x6 x7

As(2 0 -1 0 0O ¢ O
S50 0 -1 0 4]
H:]l0 1 -3 -2 0 -2
N:JqOoO 1 6 0 -1 -1 0
O:\0 3 -4 -4 -2 -1 -1

Matriz escalonada

x1 x2 x3 x4 x5 x6 X7

As:f12 ¢ 0 0 0 -1 -1
§:(0 30 0 ¢ -4 -10
H:ll0 06 0 0 -1 -1
N0 00120 -5 -5
g\ 0 00 0 3 -1 -10

Ecuaciones paramétricas

xt=1s + 1t
X2 = 165 + 40t
x3= 25 + 2t
x4=5s + 5t
x5= 4s + 40t
x6= 12s + Ot

Xx7=0s+12t st Z
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Los vectores parametricos quedan

1Y 1)
16 40

2
X=s 51+ 5
40
12 0
\ 0 12

Algunas posibles solucioneas son:

Usando s=1, t=0:.
As285+16HNOa—2HaAs 04+ 5HSO4+4NO+12N0O
Usando s=0, t=1:
As;S5+40HNC;»2H3As04+5H,504+40N02+12H0
Usando s=t=1:
2A5255+56HNO3 > 4H3AS O+ 10H80+44NO+12NO+12H0

Usando 3=5, t=3:

BAS2S5+200HN 03— 16H3A50.4+40H2S 04+ 140NO+60NO+36H0
Usando s=2, {=7

9AS,S5+31ZHNO3—>18HaAS04+45H,5 0.4+ 288N0+24N0+84H,0

Sea la reaccién
NH4OH+HNO2—H0+N-0+NO
Matriz asociada
x1x2 x3 x4 x5

0 -2 -1
-2 0 0
-1 -1 -1

o,
i 4 Bl
[ TS

71



Matriz escalonada

Xx1x2x3 x4 x5

N6 0 0 -4 -1
Hi0 6 0 -8 -5
010 0 6 -14 -5
Ecuaciones paramétricas
x1=4s + 1t
2= 8s + 5t
x3= 145 + 5t
X4 = 6s + Ot

x5=0s + 6t st Z
Los vectores paramétricos quedan

4 1
8 5
X=s141+15
6 0
0 6

Algunas posibles soluciones son:

Usando s=1, t=0;
ANH4OH+8HNO,—14H,0+6N0
Usando s=0, t=1
NH4OH+5HNQ;—»5H0+6NO
Usando s=3, t=2
14NHOH+34HNO2—>52H,0+18N-0+12NO
Usando s=1, t=2
BNHOH+18HNO,—>28H,0+6N0+12N0
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Sea la reaccion
CaHg+02-9H,0+C+CO+CO:2
Matriz asociada
xix2 x3 x4 x5 x5

cCi{3 ¢ 0 -1 -1 -1

Hig8 0 -2 0 0 0O

o\l 2 -1 ¢ -1 -2
Matriz escalonada

x1 xX2x3 x4 x5 x6

C:(3 00 -1 -1 -1
H:l6 6 0 -4 -7 -10
0\0 03 -4 -4 -4
Ecuaciones paramétricas
xt=2s + 2t + 2u
x2=4s + 7t + 10u
x3= 8 + Bt + 8u
x4= 6s + 0t + Ou
x5=0s + 6t + Ou
= 0s + 0t + 6u stu
Los vectores paramétricos quedan
() (2} (2)
7 10
X =35 8 +t 8 +u 8
0 0
0 6 0
\0} \0) \6,
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Alguna posibles soluciones son;

Usando s=1, t=u=0:

2C3Ha+402,-8H.0+6C
Usando s=u=0, t=1;
2CsHgt70,—8H;0+8C0O
Usando s=t=0, u=1
2C3Ha+100,—-8H0+6C0;

Usando s=t=u=1:

6CsH+2102524H,04+6C+6CO+8C0;
Usando =3, t=2, u=5

20CaHs+7602-580H,0+18C+12C0+30C0;

Sea la reaccion
KMI"IO4+H202+HzSO4-—)MnSO4+KzSO4+H20+02
Matriz asociada

X1 x2x3 x4 x5 6 x7

K:(t 00 0 -1 0 0
Mol 0 0 -1t 0 O 0
O:/4 2 4 -4 -4 -1 -2
H:j 0 22 0 0 -2 0
001 -1 -1 0 0

Matriz escalonada

X1 x2 xIx4 x5 x8 x7

K:f1 0000 1 -2
Mnp:|0 2 0 0 0 -5 6
0:/]0 0 2 00 3 -6
H:|0 001 0 1 -2
§:{0 0 0 0 2 1 -2
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Ecuaciones paramétricas

x1=-2s + 4t
2= bs - 6t
X3=-35 + 6t
x=-2s + 4
x5=-1s + 2t
x6= 28 + 0Ot

xPi=0s + 2t st~ 2
Los vectores paramétricos quedan

- (4
5 -6
-3 6
X=s-2|+1 4
-1 2
2 0
OJ 2)

Algunas posibles soluciones son:

Usando s=1, t=0:
SH202+2MnSO4+K2S04 52KMNO4+3H.804+2H.0
Usando s=0, {=1
4KMnO4+6H2804+6H;0:+4MNS O+ 2K, S0 4+20,
Usando s=1, t=1
2KMNnOQ; +3H2504—»H202+2MnS04+K-S04+2H,0+20,

Como se puede observar, en estos casos, algunos de los reactivos y
productos fueron reacomodados, es decir, pasaron de reactivo a producto y
viceversa.
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Sea la reaccién:
PbS+Cu;S+HNQOz—»Cu(NQa)+Pb{NO3)2+NO+NO2+H,0+S5

La matriz asociada es

x1x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9
Phb:f1 00 0 -1 0 0 0O 0)
{116 6 6 ¢ 0 O -1
Cu:l0 2 0 -1 0 0 0 0
H|{0 01 0 o 0 -2 0
NJjo o1 -2 -2 -1 -1 0 0
0:l0 0 3 -6 -6 -1 -2 -1 0)

La matriz escalonada o matriz de molecularidades es

X1 x2x3x4x5 x6 x7 xB x9

Pb(4 0 00 00 -1 3 -8
$10 4 6000 1 -3 4
Cu:lO O 1 0 0 0 0 -2 0
HJl0 00200 1 -3 4
N0 O 0040 -1 3 -8
0:\0 00002 1 -1 0)

Las ecuaciones parameétricas quedan

x1=1s - 3t + 8u
x2=-1s + 3t - 4u
x3=0s + Bt + Ou
x4=-25 + 6t - 8u
x5= 1s - 3t + Bu
x6=-2s + 2t + Ou
XFr=4s + Ot + Qu
xB= 0s + 4t + Qu
x9=0s + Ot + 4u stu Z
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Los vectores paramétricos quedan

1 -3 (81

~1 3 )

0 8 0

-2 6 -8

X=5 1 [+f-3|+u 8

-2 2 0

4 0 0

4 0

0 4

Algunas posibles soluciones son:

Usando s=1, t=u=0:
PbS+2Cu{NO3)2+2NO—-CusS+Pb(NQ3z)2+4NO2
Usando t=1, s=u=0:
3CuU;S+8HNO3+3Pb(NC3);—»3PbS+6CU(NO3)2+2N0O+4H,0
Usando s=t=0, u=1
8PbS+BCU(NO3)2-»4Cu-S+8Pb(NO3)2+48
Usando s=t=u=1:
6PbS+8HNO+4CuU(NO3)2»2CuU,5+6Pb(NO3)2+4NO,+4H0+45
Usando s=1, t=2, u=1:
3PbS+CuS+16HNO3-2CU(NO3)z+3Pb(NO3)+ 2NO+4NO+8H-0+45

Observando este ejemplo, hay gue considerar que los reactivos y productos
‘'se pueden intercambiar dependiendo de los valores que se den a los parametros,
sin embargo, también existe la posibilidad de asignar valores tales que la reaccion
original no se modifique.
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Sea la reaccién:
CuS+HNO3 > CU(NO2)2+H20+S+NO+NO»+N03
La matriz asociada es

X1x2 x3 x4 x5 x6 x7 xB

Cuft 0 -1 0 0 0 ¢ O
S/t 06 0 0 -1 0 0 0
H:)]01 0 -2 0 0 0 o
N4o 1t -2 0 0 -1 -1 -2
o003 -6 -1 0 -1 -2 -3

La matriz escalonada o matriz de molecularidades es

x1 x2 x3x4 x5 x6 x7 x8

Cu:f2 00 0 0 -3 -1 -4
§:i0 1t 9 0 0 -4 -2 -6
H:}oc 0 200 -3 -1 -4
N:JO 0O O0O1T1TO0 -2 -1 -3
g:\¢6 ¢ 00 2 -3 -1 -4

Las ecuaciones paramétricas quedan

x1=0+ 33 + 1t + 4u
x2=0+ 8s + 4t + 12u
x3= 0 + 3s + 1t + 4u
0+ 4s + 2t + 6u
1+ 3s + 1t + 4u
x6=0+ 2s + Ot + Qu
0+ 0s + 2t + Ou
0+0s+0t+ 2ustu” Z
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Los vectores paramétricos quedan

3) (1) (4
8 4 12
3 1 4
. 4 2 6
X=35 |+t |+u
3 1 4
2 0 0
0 2 0
) \o) {2

Algunos posibles resultados son:

Usando s=1, t=u=0:

3CuS+B8HNOQ3-+3Cu(NO3)2+4H0+35+2N0O
Usando s=u=0, t=1:
CuS+4HNQ3—>Cu{NO3)+2H,0+S+2N0;
Usando s=t=0, u=1:

4CuS+12HNO3—>4Cu(NOa),+6H0+45+2N205
Usando s=t=u=1:
8CuS+24HNO;—8CU(NO3)+ 12H0+88+2N0+2N0+2Nz03

Sea la reaccion:
Ca(OH)z+CsHy2+Si0+CaC0—CH3+Ca0+8i0,+ COx+H0+C
La matriz asociada es

xT x2 x3 x4 x5 %6 x7 x8 x8 x10

Caf1 0 01 0 -1 0 0 O O
032 ¢ 21 0 -1 -2 -2 -1 ¢©
Hi42 12 ¢ 0 -3 0 0 0 -2 0
c:f0 5 0t -1 0 0 -1 © -1
S:lo ¢ 1t 0 0 0 -1 0 0 O

o HE 0 MR
#u"mm



La matriz escalonada o matriz de molecularidades es

x1x2x3x4 x5 x6 x7 xB x99 xi0

Cafl 00 00 0 O -2 -1 0
o6 3000 3 0 -13 -3 -3
H: 0 01 00 0 -1 0 0 0
;|00 010 -1 0 2 1 0
Si:l0 0 0 0 3 12 0 -5 -12 -12

Las ecuaciones parameétricas quedan

x1=0s + 0t + 6u + 3v + Ow
x2=-3s5 + Ot + 13u + 3v + 3w
x3=0s + 3t + Ou + Ov + Ow
x4= 3s + Ot - 6u - 3v + Dw
x5=-125 + Ot + 56u + 12v + 12w
=35+ 0+ 0u+ Ov + Ow
xr=0s + 3t+ 0u+ Ov + Ow
x8=0s + Ot + 3u + Ov + Ow
9= 0s + Ot + Ou + 3v + Ow
x10=0s + Ot + Ou + Ov + 3w stuvw™ Z
Los vectores paramétricos quedan

oY (6 (6Y) (3Y (0)
-3 0 13 3 3
0 3 0 0
3 0 -6 -3 0
- |-12] |o 56 12 12
X=35 +1| |44 +V +w
3 0 0 0 0
0 3 0 0
0 0 3 0 0
0 ] 0 3
A0 9 (o) (0 \3)
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Algunas posibles soluciones son:

Usando s=1, t=u=v=w=0:
12CHz+3CaC0—3CsH2+3Cal
Usando s=u=v=w=0, t=1:
35i02-38i0;
UsandC s=t=v=w=0, u=1:
6Ca(OH)z+13CsH12—»6CaCO+56CH3+3C 02
Usando s=t=u=w=0, v=1:
3Ca(0H)2+3CsHy2—»3CaC0+12CHa+3H0
Usando s=t=u=v=0, w=1.
3CsH2312CH5+3C
Usando s=t=u=v=w=1:
9Ca{OH);+16CsH2+38i0,»6CaC0+78CH;+3Ca0+38i02+3C02+3H,0+3C
Usando $=4, t=u=v=w=1;
9Ca(0H)+7CsH12+38i02+3CaC0-»32CHa+12Ca0+35i0,+3C0+3H,0+3C

En este ejemplo se muestran varios casos de intercambio de productos y
reactivos, asi como una igualdad indicando que no hubo reaccién, ya que si s6lo
se pone un reactivo, el producto es el mismo. Asi mismo, se muestra un caso de
disociacion, la cual puede ser debida a condiciones termodinamicas que el método
no contempla.
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Sea la reaccion
Zn+HNQa—Zn{NO3)2+H20+H2+ NHNOa+Zn(NH2)+ NO+NO;
La matriz asociada es

x1x2 x3 x4 x5 x5 x7 xB x9

Znfy 0 -1 0 06 0 -1 0 0
Hijo1 ¢ -2 -2 -2 -4 0 0
N0 1l -2 0 0 -4 -2 -1 -1
o:\03 -6 -1 0 -3 0 -1 -2

La matriz escalonada o matriz de molecularidades es

x1 x2 x3x4 x5 x6 x7 x8 x9

Zn:(2 0 0 0 -2 -8 ~16 -3 -1
Hiy01 06 0 -2 10 -16 -4 -2
N: /OO0 20 -2 -8 -14 -3 -]
o:\0 001 0 3 -6 -2 -1

Las ecuaciones paramétricas quedan

x1=2s + 8t + 16u + 3v + 1w
= 4s + 20t + 32u + 8v + 4w
x3= 25 + 8t + 14u + 3v + 1w
x4= 0s + 6t + 12u + 4v + 2w
x6= 28 + Ot + Qu + Ov + Ow
=0s +2t+0u+ Ov+ Ow
7= 0s + Ot + 2u + Ov + Ow
= 0s + 0t +0u+ 2v+ Ow
x9=0s + 0Ot + Qu + Ov + 2w stuvw Z
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Los veclores paramétricos quedan

-\
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Algunas posibtles soluciones son:

Usando s=1, t=u=v=w=0):
2Zn+HNO3>4Zn(NGa)2+ 2H0+ZNHNO3
Usando t=1, s=u=v=w=0;
82n+20HNO:>8Zn(NO3z)z+6H0+2NHNOa
Usando u=1, s=t=v=w.
16Zn+32HNO3—14Zn{NCa)2+12H0+2Zn{NHz)2
Usando v=1, s=t=u=~w.
3Zn+8HNG3—»3Zn{NOs),+4H,0+2N0O
Usando w=1, s=t=u=v=0:
Zn+4HNO3—>Zn{NO3)4+2H.0+2N0;
Usando s=t=u=v=w=1:
30Zn+68HNO;—28Zn(NOs)+24H0+2H+2NH N O3+ 2Zn(NH,):+2NO+2NO,

Aqui se ejemplifican claramente las cinco semireacciones que se llevan a
cabo, y que la reaccién dltima es resultado de las sumas de las anteriores, pero no
hay que olvidar que [os parametros pueden adquirir cualquier valor real.
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Definicién 1. Sea {V,®@} un grupo abeliano, y {K, +, #} un campo. V es un espacio
vectorial sobre K si existe una operacion binaria * ; Kx V — V tal que si * (k, x)

se denota k x, entonces:
i) k(Xx® y)=k xOky
i)  (h@k)x=hx®kx
iy  h{kex) = (hek) x vx veV. vhke K
iv)  1x= Xx
A los elementos de V se les llama vectores, y a los de K escalares.

Cuando K es el campo % de los nimeros reales, se dice que V es un espacio
vectarial real, (si K es C, V es un espacio vectorial complejo, etcétera}.

Ejemplo1 SiG={0}con0+0=0,yV a e K «0=0, G es un espacio vectorial
sobre cualquier campo K, y se llama el espacio vectorial cero o ‘trivial’.

Ejemplo 2 Todo campe K es un espacio vectorial sobre cualquiera de sus
subcampos. (C es un espacio vectorial real, o un espacio vectorial sobre Q,...).

Ejemplo3 Sea Kun campo, K" = Kix...x Ka (n factores).
Entonces, vV n e Z', K" resulta un espacio vectorial sobre K, si se define para
a=(.a..)y b=(..b..)aeckK 2a®b=(.ath.)a a=(.,08..)

Nota 1 En los cursos de algebra lineal se demuestra que todo espacio
vectorial de dimension finita n {ver definicidn 5) sobre un campo K es isomorfo a
K" (indistinguible desde el punto de vista de sus propiedades algebraicas) y en ese
sentido se justifica la afirmacién de que “de alguna manera’, ios K" son los
espacios vectoriales mas importantes, entre los de dimension finita.
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Ejemplo 4  Si G = M(mxn; K), las matrices de mxn con coeficientes en un campo
K, G es un espacio vectorial sobre K, si se define la suma de matrices y la
multiplicacion por escalares de manera conveniente.

Explicitamente, si M = (g}, N = (by), entonces M + N = (ay+b;), es decir, M + N es
ia matriz de mxn que tiene en el i-ésimo renglén y j-ésima columna al resultado de

sumar los correspondientes coeficientes de My de N.
También se define para o € Ka M = {aay)

Ejempio5 Si G = K|x] el anillo de los polinomios es una indeterminada x con
coeficientes en un campo K, con ia suma y la muitiplicacién por un escalar
definidas en la forma usual, G es un espacio vectorial sobre el campo K.

Ejemplo6 Sea W un espacio vectorial sobre un campo K y S un conjunto no
vacio. Se define G = {f: S W} el conjunto de las funciones de S en W, se le da
estructura de grupo definido paraf, g € G, f + g: S— W como fa funcion que asocia
acada x € S, el resultado de sumar, (en W), f(x} con g{x). (f + g)(x) = f{(x) +g(x). Y
si se define para a « K, af(x) = o(f(x)), entonces G resulta un espacio vectorial
sobre K.

Definicidn 2. Sea W un espacio vectorial sobre un campo K. Wc V es un
subespacio de V, si:

i) feW
i) VX, yeW x+ye W
i) VxeW VoeK ox eW

Nota 2La definicién de subespacio suele darse diciendo que un subconjunto de W
de V es un subespacio de V st W es un espacio vectorial (sobre el mismo campo
K} con ias ‘operaciones inducidas en W por las de V.

Se demuestra después que Wc V es un subespacio de V si y sélo si W satisface
las condiciones i), ii) y iii) de arriba, de manera que ambas definiciones son
equivalentes. Optamos por la primera que tiene la ventaja de evitar la discusion
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sobre ‘operaciones inducidas’ y que ademas es la que se usa con mas frecuencia
para comprobar que un subconjunto de V es un subespacio de V.

Nota 3 La condicion i) puede cambiarse por i') W 2 ¢ que no es la misma que
i). Obviamente i) => i'), pero no al revés, sin embargo al tomarse junto con ii) y iii)

forman conjuntos de proposiciones equivalentes.

Definicion 3. Sea V un espacic vectorial sobre un campo K, y B = { x}i o un
subconjunto de vectores de V.. x <V es una combinacién lineaf de B si x es una
“suma formal® x =% o ax en donde todos los coeficientes son cero, excepto un
nudmero finito de ellos, (lo que se expresa diciendo que “casi todos los coeficientes

son cero”).

Definicion 4. Una base § < V es un subconjunto de vectores de V que tiene la

propiedad de que cada x € V se puede expresar en forma Unica como

combinacion lineal de 8.

Nota 4 Por “forma (nica” debe entenderse que si X =X iaaix = x =X b;
%, entances a; = b;, V i |, aungue por supuesto, los sumandos pueden aparecer
en cualquier otro orden, y en ese sentido quiza seria mejor decir que los
coeficientes son [os que son Unicos.

Nota 5 El que cada x ¢ V sea combinacion lineal de p, equivale a decir que
‘B genera a V". O que "B es un conjunto generador de V', y &t hecho de que cada
combinacién lineal de § tenga una expresién Unica es lo que se conoce como
independencia lineal. En realidad, Ia definicion mas conocida de “independencia
lineal” es la que afima que § — V es linealmente independiente si y solo si cada
vez que una combinacidn lineal de P sea cero, cada coeficiente tiene que ser

necesariamente cero.

Otra definicion es la que dice que B es finealmente independiente si y solo si
ninguno de sus vectores es combinacion lineal de los otros.
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Otra mas: B es linealmente independiente si y sblo si no es lineaimente
dependiente. (en este caso debe precisarse lo que se entiende por “linealmente
dependiente”).

Las cuatro definiciones son equivalentes.

Puede decirse pues — y eso es lo que se acostumbra — que una base de V es un
subconjunto de V linealmente independiente, que genera a V.

Entre los ejemplos mas conocidos, citaremos:

Ejemplo1l sie=(0,0,..1,0,..0i=1,.n,{e,ez....en}esla" base canodnica’
de ®"

Ejemplo2 {1, x, ¥*....} es la base candnica de R[x].

censios ({2 90 1o o2 )

es la base candnica del espacio M(2 x 2 ; R) cuyos elementos son las matrices

cuadradas de 2x2 con coeficientes reales.

Nota & *Canénico” es un términc impreciso, que se utiliza para designar a la
forma mas ‘natural’ o que ‘proporciona mas informacidon a simple vista' y que en

general es ‘la mas usada’.

Asi por ejemplo, se habla de las ecuaciones candnicas de las cénicas:

{x - h)2 + (y - k)" =¢? para las circunferancias
y—Kk=4p(x-— hy? para las parébolas verticales
2
Qf_;{iJ.L;f_) =1 para las elipses y
v
+ (—xifi + b ;f) = para las hipérbolas

y también se llama "candnico” el orden usual de los numeros naturales.
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Aceptamos los siguientes resultados(cuyas demostraciones se pueden encontrar
en cualquier libro de digebra lineal).

Yeorema 1 Todo espacio vectorial tiene al menos una base.
Nota 7 Aqui se hace necesario aceptar que

e (2 eslinealmente independiente

e La combinacién lineal vacia (una suma formal con cero
sumandos), es el vector cero.

Teorema 2. Si un conjunto finito de B — V es una base de V, entonces cualquier

otra base de V tiene el mismo ndimero de elementos que p.

Nota 8 Se sigue de aqui y del teorema 1, que para todo espacio vectorial V,
o bien todas sus bases son infinitas, o todas son finitas de la misma cardinalidad.
En el primer caso, se dice que "V es de dimensidn infinita”. En el segundo, hay un
numera bien definido ~ el ndmero de elementos de cada una de ellas -, que se
conoce como la dimensidn de V.

Asi on el ejemplo 1, dim R" = n, en el ejempio 2, dim R[x] = <, y en el gjemplo 3,
dmM2x2;R) =4
{En general, dim M(m x n ; R) = mn)

Definicién 5. Si un espacio vectorial V tiene una base finita (con un conjunto finito
de vectores), se dice que es de dimensién finita, y si ese no es el caso, es decir, si
todas las bases de V tienen una infinidad de vectores (son infinitas), entonces Ves
de dimension infinita.

En los ejemplos antericres, R"y M(2 x 2 ; R) son de dimensién finita, mientras

que R [x} no lo es.

Teorema 3. Siyc V es un conjunto linealmente independiente, entonces existe p
una base de V tal que y — §. (En forma equivalente suele decirse que ‘todo

conjunto y ¢ V lineaimente independiente, puede completarse a una base”).
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Teorema 3'. Si § genera a V, existe un subconjunto y  §, que es lineaimente
independiente, y que genera a V. (Todo conjunto generador de V, conliene una
base de V).

Definicién 6. Se define el producto punto de dos vectores x = (@,...,an) ¥
y=(by,_) COMO X ® y = a3by+...+anb,. Considérese ahora la

Definicién 7. En R", x es ortogonal a y si x » y = 0. Asi, por ejemplo,

(1,0) L (0,1) ¥ {1.0,0} L (0,1,0}.

Nota 9 La definicién de ortogonalidad puede extenderse a espacios que
tengan asociado cualquier producto escalar no degenerado pero en estas notas
sblo nos interesan los espacios R" y la geometria euclidiana, por lo que no
abundaremos en el tema.

Definicién 8. La norma (euclidiana) de x € % es: X[} =(xex)*= Ja? +al +--+a}
Ejemplos: JJ(1,0.0)]l = 1 y [(1,2.3)]] = +14. Se puede ver que en el caso n = 2,
esta definicién reproduce el Teorema de Pitagoras.

Nota 10 Apuntamos aqui, que también existen otras normas, (en las gue
tampoco estamos interesados). Los espacios que tienen alguna norma se llaman
espacios normados.

Definicién 9. En un espacio normado, un vector x es unitario si || x| =1

Ejemplo1 En R", paracadai=1,...n & es unitario.

Ejemplo 2 x= (%/3%]5%/5] e % también es unitario.

Definicién 10. Sea B ={xX1,..., Xn} < R". B es un conjunto ortonormal si {[xlf = 1
i=1.nyVij, %l X

Nota 11 Observe que todo conjunto finito orfonormal es lineaimente
independiente. En efecto, si 0 =aix+...4anxy entonces paracadai=1,...., nse



tiene que OeXx4=0,y (&1X1+...+anxn)exi=a (xi®x)=a i=1,..,n Porlotanto
a~, i=t,...n.
Teorema 4. Todo espacio vectorial real de dimensién finita n, tiene bases

ortogonales y todo subconjunto ortogonal, linealmente independiente puede
completarse a una base ortogonal.

Definicién 11. Sea W < V un subespacio de un espacio vectorial real de
dimension finita. El complemento ortogonal de W, W- es:

Wi={xeVix Ly VyeW
Ejemplo 1. Si W = {{a,b,0)c®>, a, beR}, entonces, W* = {(0,0,c)e®R>, ¢ € R}.

Ejemplo 2. SiW ={{x.y.z) € R*: 2x +3y ~z = 0}, entonces W' = {x € ®> x =t(2,3,-

1), Focav
oA

Teorema 5. Si Wc V es un subespacio de un espacio V de dimensién finita n y

W es su complemento ortogonal, entonces W es un subespacio de V, y dimW +
dimWH = dimV,

Nota 12. Si W c V es un subespacio de V y B es un subconjunto de V tal que
cada x ¢ W es combinacidn fineal de § (B genera a W), entonces:
W={xeV;x-y =0V y eB}.

Corolario. Sea (*y) un sistema homogéneo de ecuaciones lineales, y A=(a;)la
matriz de sus coeficientes.

Definamos a p = {As,...,Am}, en donde A; = (ai,...,8,) es el i-ésimo renglonde A y
sea W el subespacio generado por f. Entonces el conjunto Sg ¢ R" de soluciones

de *4 es precisamente el complemento ortogonal de W, es decir: Sg= W
En efecto, ¢ =( ¢y,...,tn) € So < paracadai, i=1,...,n,
A c(sanci+. . +a,cp) =0, esdecirc e Sge ¢ LA Vep.

Si se define r{A) = dim W, se tiene que n=dim Sg + r (A) 0 sea:
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Dim Sp = n - r (A) y esta dltima igualada permite decir que Sg es un espacio
vectorial (subespacio de R") con n—r (A) parémetros (o grados de libertad).

La dimensién de W coincide con el ntimero maximo de vectores linealmente
independientes que pueden formarse con los elementos de B, que es, a su vez, el
orden del determinante diferente de cero de mayor orden, que puede cbtenerse
de! conjunto de submatrices cuadradas de la matriz A.

La observacidn anterior tiene como consecuencia inmediata el hecho de que en
una matriz A, el espacio generado por sus renglones tiene la misma dimension
que el que generan sus columnas a pesar de que el primero es un subespacio de
K" mientras que el segundo lo es de R™

Nota 13. Se llama submatriz de una matriz A, la que resulta suprimir de A
algunos renglones, algunas columnas, o renglones y columnas. Asi por ejemplo,
B, C, D, y E son submatrices de A si:

123 13 _
A:{4 5 6} B={4 6} C=(123) D=(23) E=(5

Nota 14. El orden en el que aparecen las incognitas en un sistema linea! de
ecuaciones es irrelevante en tanto se conserven “alineadas” correctamente” dentro
del mismo, por fo que siempre pueden escribirse de mansra que las primeras r
correspondan a las r columnas linealmente independientes de la matriz del
sistema - a la que estamos suponiendo de rango 1 -.
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Asi por ejemplo, el sistema
X+2y+3z=6
* x+2y~-z=2
2x+4y+z=7
1 2 3 1 2 3

cuya matriz 2 2 -1{ esderango 2 tieneporcolumnas: |2 2 -1},
1 4 1 1 4 1

en donde la segunda es el doble de |a primera, (y por lo tanto, forman un conjunto
con sbio dos vectores linealmente independientes). Notese sin embargo que ™ es
equivalente a:

X+3z+2y=6
X-z+2y=2
2x+z+4y=7
cuya matriz tiene, en sus dos primeras columnas a los elementos que forman una

base del subespacio de R* generado por todas las columnas.

Obsérvese finalmente que todo sistema lineal de ecuaciones puede escribirse en

la forma:
a,j
a, .
() xiA' 4387 +. 4+ x,A" = K, endondecadaAles { ; laj-ésima columna de
D
lkl
la matriz del sistemay K =<{ : }: es el vector de los términos independientes.
k

Es claro que (**) tiene solucitn si y sélo si existe Boy,..., ¢) eR” tal que A +cA2
+ ..+ A" = K, es decir, si y s6lo si el subespacio de ™ generade por las
columnas es iguat al que generan éstas, mas el vactor K).
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Otra vez. (™) tiene solucion si [{A™A", K} lo cual pasa si y solo sl
dim{A',... A"}=dim{{A’,..., A", K}] (ya que el primero es subespacio del segundo).

Resumiendo: (**) tiene solucion, {So = &), sir (A) = r(A%).

Debe quedar claro, pues, que si r {A) = r@*) =ry {A',... A"} son columnas
linealmente independientes y por lo tanto base del espacio generado por ellas
entonces para cada seleccidn (arbitraria) de valores CnA™ + .+ A estaenel
subespacio generado por las columnas y por lo tanto es combinacion lineal de ios
elementos de la base. Es decir, para cada seleccion arbitraria de valores {Ce4,...,

¢n) para los parametros, existe una unica coleccion de r nimereos ¢i,..., ceR tales

que (Cq,..., Cr, Cres,..., tn) €51
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APENDICE B
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En este apéndice se demostrard el teorema que asegura que las
operaciones elementales efectuadas en los renglones de un sistema de
ecuaciones lingales, no altera al conjunto So de sus soluciones.

anh +--ta,x, = kl
Sea (*) el sistema; :

a.x,+-+a, x =k,

que también puede escribirse coma: 4ex =k, 4, ex=k,, -4 o=k,

en donde, por supuesto, para cada i, i=1,..., m, A, =(a,a,,.,3_), ¥ x €8
X= (x,,-.»X, ).
Recuérdese que c en R" es solucidn de * si y solo si Asc=k i=1,....m

y que So=8;nSxn...~nSpendonde §, i=1,....m es la solucibn de la i-sima
ecuacion.

Jeorema 1: Las operaciones elementales efectuadas en los renglones (*), no
alteran So.

Demostracién: Sea (*) el sistema que resulta de cambiar el renglén i por el
renglon j y S'o el conjunte de soluciones de (*).

Entonces So= Sin..nSin...n8...n8m ¥ §'0= Sin...n8. 8.8y
que son, obviamente, iguales, ya que la interseccion de conjuntos es conmutativa,

Sea ahora ()" el sistema que resuita de multiplicar el rengldn A; de (*) por
una constante k, k=0.



El nuevo sisterna, cuyo conjunto solucién es 8g”, es ahora:
A1. X =k|....,kAaO ; =kki,...,Am0 X =km.

La Unica sociucidn alterada ~ la i-sima - tiene las mismas soluciones que la

original, ya que si: Aw X =k, (x € 5,), multiplicando ambos lados por k, se obtiene

k{Awx)=kAm» x =kk; y por [o tanto x5/

Luego S5iS". Reciprocamente, si un vector x satisface kAw x =kk;{x €S"),
entonces, ya que k=0, ifk(kAs x }=1/k(kk). Es decir Aje x. Luego $”<S por lo tanto
S=S/". Los otros factores S; no sufrieron cambio alguno. Entonces So=So".

Finalmente, supdngase que en (*), al rengl6n i-simo se ie suma &l j-isimo.
Entonces las soluciones de (*) satisfacen las condiciones:

Aiex=#
Ajex=k, y por o tanto también satisfardn Aiex+Ajex =k +k,, es decir
(Ai+Aj)x=ki+kj que la que se requiere satisfacer para garantizar que SocSo*,
Ahora, si x satisface (Ai+Aj)x=ki+kj
A=k

(x €S0"), restando miembro a miembro queda que As x =k; por lo que x «So, es
decir S080", por lo tanto So=80¢".
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En esia tesis no se intentd restar © eliminar la importancia de los nimeros de
oxidacion, ya que se reconoce la misma en la quimica, como tal se demuestra en
la prediccion de reacciones. Lo que se pretendié demostrar es que [a mejor opcion
para el balanceo de reacciones quimicas es el método algebraico.

Sin embargo, lo que si se demuestra es que los métodos gquimicos para balancear
reacciones, como el Redox y el idn electrén que se basan en los numeros de
oxidacién, como se ha visto durante el desarrollo del presente trabajo, carecen de
un fundamento quimico, ya que a las valencias se les asigna, o puede
asigndrseles, un valor arbitrario, obviamente respetando la “Ley Cero” (la suma de
valencias de una molécula debe ser cero) y siempre balancearan la reaccién.

Los métodos de balanceo quimico son de gran ayuda didéctica, ya que facilitan la
comprension del comportamiento de los iones y electrones en una reaccién
quimica. Pero no se debe olvidar que los valores asignados a las valencias son
enteros, y en realidad esto no siempre es asi. En varios casos, estos valores
deben considerarse fraccionarios. Con esto también se demuestra que la
asignacién de los nimeros de oxidacion puede ser arbitraria.

£l método matemdtico no solo ignora los vaiores de los nimeros de oxidacion,
sino que facilita los balanceos de las reacciones quimicas incluso en los casos de
reacciones de estequiometria “confusa”. Con este método no existe el concepto de
la reaccién que “No se puede balancear’, como llega a presentarse en el caso de
los otros métodos, o que el balanceo es muy complicado. Puede balancear
facilmente cualquier reaccion guimica. Esto es debido a que lo tnico que hace es
el balance de masa de los 4tomos, de a misma manera en que hace el balance de
una ecuacién matemédtica, ya que, al final de cuentas, una reaccion se puede ver
COiMo una ecuacién, una igualdad.

Entre tas mattiples ventajas de este método es que es capaz de indicar si la
reaccion es posible o no, mostrando también en los casos que se dé, qué
reactivos y productos participan en la misma y cuéles no, y, dependiendo de las
cantidades de cada reactivo y/o producto, cémo esta se lleva a cabo.



También muestra, cuando sea el caso, las semirreacciones que dan lugar a la
reaccion planteada, ya que los vectores generados indican las mismas. Esta
particularidad permite predecir no solo una estequiometria, coma con fos otros
mélodos, sino que da una cantidad infinita de las mismas, dependiendo de las
semirreacciones. Pero hay que tener especial cuidado con este punio en
particular, ya que los valores de los parametros no deben ser arbitrarios, sino que
estan sujetos a las condiciones termodindmicas particulares de cada reaccion.

Otra ventaja del método matematico es que, en los casos que la reaccién no haya
sido planteada correctamente, por medio de [os signos de los cosficientes indica si
el reactivo es, en realidad, producto o el producto reactivo; determina si hay que
intercambiar las posiciones de los mismos.

Una limitante de este método, es que la reaccién debe estar completa, ya que en
el caso de los métodos quimicos, hay ocasiones en que, aungue no se haya
planteado originalmente la molécula del agua en reactivos o productos, estos ia
predicen. Sin embargo, en estos casos, lo que el método matemético hara es
indicar que esa reaccién, como fue planteada, no es posible.

El balanceo matemético, a final de cuentas, es una simple herramienta para el
quimico, que simplifica y expedita e! problema del balanceo de las reacciones,
pero se insiste, quien use este método debe ser muy cuidadoso en la
interpretacién de los resultados cuando asigne los valores de los parametros, que
como ya se dijo, estos no son arbitrarios y dependen de diversos factores.
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