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Presentacion

El trabajo que presentamos constituye el material para un curso introductorio al Anélisis
de Regresién Lineal. Supone por parte del lector, conocimientos bdsicos de Céleulo
Diferencial e Integral, Probabilidad, Estadistica y Algebra Lineal.

En su preparaci6én nos hemos esforzado principalmente en satisfacer las necesidades de
los alumnos. Una lectura del Indice General mostrard que los temas que hemos incluido
son los considerados en el nuevo plan de estudios de la asignatura denominada Anélisis
de Regresién, que se imparte como optativa en las carreras de Actuarfa y Matemdticas
de la Facultad de Ciencias.

Nuestro objetivo basico fue proporcionar toda la teorfa requerida del Anglisis de
Regresién para el curso mencionado en un solo texto, ya que consideramos que no es
conveniente, por lo general, el tener que complementar un libro de texto con material de
otros libros.

El lector podrs también observar que cada uno de los temas es desarrollado con el
rigor matematico requerido, pero sin perder de vista su correspondiente aplicacién e
interpretacién.

El texto consta de siete capftulos. El primero de ellos, El modelo lineal mds sim-
ple, pretende introducir al lector en los conceptos bésicos necesarios para el manejo del
Andlisis de Regresién.

El capitulo 2, E! modelo de regresién lineal simple, construye y desarrolla todos los
elementos necesarios del modelo citado, explicandoe y aplicando sus principios fundamen-

tales v, finalmente, sefialando la necesidad de la notacién matricial para el desarrollo de




modelos mds generales.

El tercer capftulo, Diagndstico y medidas de qué tan adecuado es el modelo, presenta
una sinopsis de los problemas que surgen en la regresién por minimos cuadrados y del
impacto que éstos tienen en los resultados de la regresién. Asimismo, presenta métodos
para encontrar tendencias en los datos que indiquen violaciones a las suposiciones fun-
damentales del modelo y técnicas para corregirlas. Este capftulo puede ser estudiado en
el orden en e! cual se presenta o bien al terminar el capftulo 4.

Este dltimo, £ inodels linea! general, desarrolla en notacién matricial el modelo lineal
muiltiple, construyendo, a partir de las suposiciones fundamentales del modelo, la teorfa
necesaria para su aplicacion.

El capitulo 5, Seleccion de variables: El problema de definicion del modelo, proporcio-
na principios relativos a la seleccién de modelos de regresi6n, incluyendo algunas técnicas
y criterios de seleccidn.

Los capftulos 6 y 7 son anexos de Algebra Lineal y Probabilidad y Estadfstica, res-
pectivamente, que pueden servir para su consulta.

Se sugiere que, al terminar de estudiar el capftulo 4, se asigne a los estudiantes un
proyecto, con datos preferentemente provenientes de un problema real, que puedan ser
analizados exhaustivamente, no sélo con el fin de que apliquen las técnicas aprendidas
durante el curso, sino de que desarrollen su intuicién estadfstica y aprendan a presentar
los resultados e interpretaciones por escrito.

Es evidente que la ayuda de alguin software que aligere los cdlculos serd de gran ayuda
durante el curso. Por ello, cabe sefialar que la presente Tesis pertenece al primer paso de
una l{nea de trabajo que pronto incluird un paquete de cémputo, dividido por médulos,
que pueda ser usado a la par del texto. Este paquete facilitars las operaciones inherentes
a la obtencién de los datos, permitiendo al mismo tiempo al estudiante ir observando,

paso a paso, el proceso de construccién, andlisis y definicién del modelo.



Introduccién

La modelacién se refiere al desarrollo de expresiones matemiticas que describen en algin
sentido el comportamiento de una variable de interés. Se considera que esta variable,
Hamada variable dependiente o respuesta, puede ser aproximada a partir de una relacién
funcional, en la cual aparecen todas aquellas variables que proveen informacién sobre
el comportamiento de la misma; estas variables se incorporan al modelo como variables
predictoras o explicativas y serdn llamadas variables independientes. La relacién funcional

puede ser expresada como:
Y = f ( Xl,Xz, ...,Xp ),

que de manera ideal, proporciona los valores de la respuesta Y.

A partir de este planteamiento surgen dos problemas:

a) La forma analftica de f puede ser desconocida o conocida pero muy complicada.

b) El mimero p de variables que intervienen en el estudio puede ser tan grande que
sea imposible manipular adecuadamente a f

Las alternativas que se tienen son:

a) Aproximar a f mediante f ’ { posiblemente un polinomio ).

b) Ignorar todas aquellas variables cuya influencia sea considerada despreciable, re-
duciendo asf el nimero de variables consideradas.

La alternativa b tiene como consecuencia que las variables ignoradas causen fluctua-
ciones en la respuesta. Estas fluctuaciones se consideran aleatorias, aun manteniendo
fijos los valores de las variables consideradas. Asf pues, a partir de a y & es posible

establecer la siguiente relacién:




Y =f (X1, Xpy o0 X, )4 €

donde ¢ esté determinada por los factores cuya influencia es considerada despreciable.

Ademds de las Xs, los modelos involucran constantes desconocidas lamadas pardme-
tros, que controlan el comportamiento del modelo. Estos pardmetros serén denotados
por letras griegas y estimados a partir de los datos.

La complejidad matemética del modelo y el grado hasta el cual sea un modelo realista,
dependerd de cudnto se sepa acerca del proceso que estd siendo estudiado,

En estudios preliminares de un proceso o en los casos donde la prediccion es el objetivo
primario, los medelos casi siempre caerdn en la clase de modelos que son Gneales en los
pardmetros . Esto es, los pardmetros entran a! modelo como coeficientes simples de
las variables independientes. Tales modelos sersn referidos como modelos lineales. Por
otro lado, los modelos m4s reales son frecuentemente no lineales en los pardmetros ; la
mayorfa de los modelos de crecimiento, por ejemplo, son modelos no lineales. Esta clase

de modelos cae en dos categorias:

a) Modelos que pueden ser linealizados mediante una transformacién apropiada sobre

la variable dependiente, es decir, modelos intrfnsecamente lineales.

b) Modelos que no pueden ser transformados.

La mayor parte del material que veremos, est4 dedicado a los modelos lineales y aquellos

modelos no lineales que son intrinsecamente lineales.



Capitulo 1

El modelo lineal mds simple

Considérese el siguiente modelo:

Yi=p+e; i=L12,.,n
E(?)=0®; E{e)=0; E(eg}=0 i#j

Es decir, se considera que la variable bajo estudio ﬁuctli-a alrededor de un cierto valor.
Las fluctuaciones aleatorias son no correlacionadas y tienen todas la misma dispersién
(o? ) alrededor de su media (£(g;)). Se pretende estimar p y de ser posible realizar
pruebas de hipStesis acerca de este valor, asf como establecer limites de confianza para
el mismo. Para levar a cabo los dos dltimos puntos serd preciso hacer alguna suposicién
acerca de la distribucién de ¢; .

Si en el problema de estimacién deseamos restringirnos a la consideracién de estima-
dores lineales e insesgados, el siguiente teorema da la pauta a seguir en la solucién de
este problema:

TEOREMA DE GAUSS MARKOV

Dentro de 1z clase de los estimadores lineales e insesgados para y , el estimador obte-
nido por minimos cuadrados es el mejor estimador lineal insesgado { Al mejor estimador
lineal insesgado lo denotaremos por M.E.L.L ).

10




Cuando nos referimos a mejores estimadores, lo hacemos a estimadores de varianza
"
minima . Los estimadores lineales son de la formas: ¥ aY: . La condicién de insesga-

f=1

micnto da como resultado lo siguiente:

E >=:a.r] = SaB(v)
= gm(uw(e;))

e Yol

i=1

La varianza del estimador est4 dada por:

SSatVar (%;)+ ¥ aa; Con (Y;,Y)
i

1]

n
= }_?ﬂ.?Vﬂf(#i‘E-‘)+§ﬂiﬂjcov(ﬂ+€n#+5j)
= iy

= f:ﬂ,zc,’z + Za,-a_,—E(E;E,«}
i#F

=}

= 3 alo?
=1

Esta serd mfnima cuando lo sea }"a? , sujeta a la restriccién ¥ a; = 1 . Entonces
debemos minimizar la suma de cuadrados, i. e.
n n
min{):a?H (E(m~ 1))} =Q
=l i=1

Para minimizar derfvese con respecto a cada a;

g—;= 20, +2=0 i=1,.,n
a n

sumando las n derivadas de Q con respecto a las a; se tiene

7 2 n
2 ai+nr=0 = ,\=—; ,pues Y a; =1

t=] =1

g .
sustituyendo este valor en 5;? se tiene:
3

11



de donde

2
ademas %g = 2 > 0. De donde los valores de a; obtenidos hacen minima la expresién
de 1a varianza del estimador, el cual est4 dado por

Y=Y

‘_L-.':

3o
.M’

-
[
-

Para este caso, el método de minimos cuadrados nos lleva al mismo estimador. En efecto,

minimizar
zZ = ief
=1
= };.;(K*u)’
az T oa
— —13 —2 — —3
an ng: p=0
= »Y.-nu=0
i=1 1 " .
= p=—3 Y=Y
ni=1

con lo que el teorema queda demostrado.
Si ademads se supone que la distribucién de los errores es normal, i. e,

gi ~ N(o,0%) , se sabe de la teorfa estadfstica elemental lo siguiente:

o

nopg BT

== ~ 2
oz o2 Xin—1)

con Y y S? independientes. Entonces la prueba de hipétesis

Ho: p=0 vs Ha: p#£0

12




Haciendo uso del cociente de verosimilitudes se tiene lo siguiente:

) (ﬁ)EW{-%i—‘“ Sl

_ rif+d i=1
rrocta K1 6°) 1 \? P (Y )
me?) TP\TIE T
donde /i, = 0 por Ho,&§=%i1’ p.,)’=-’1;zn:Y,2
=1 i=l
S . 10
a=Y y 2-':):1(1’-—")2
Sustituyendo estos valores en la expresién para A se tiene:
-3 EYz n
(2#2 ) exp '=‘ n -
=1 N E y_z ) Yiz 2
A= '—1 = =1
_ _ - 2 Y — T3
(: ﬁ(},‘_my)g) 3 E(Ya Y) Q(K Y)
n ——— exp "—_ —_'——
- 2yw-7y
=1

———

de donde una funcién monétona no decreciente de A es:

G__ D(-PR _ B-¥R 1
SYi - a¥2 + a¥2 " Y(Y;-Y )2 +n¥? 14 ny?
L(vi-Y)p
que a su vez es una funcién monétona no decreciente de:
2
2 —— Y
n-1)=—-_—- -1
La hip6tesis nula se rechaza si:
A<C @ A< G & Z2>0
ay? Z(Y Yy

Ahora bien, — ~ X7, si Ho es clerta y T— ~ X{a-y S Honoes

cierta; la expresién del numerador tiene una distribucién xfm) , QuUe 8e conoce como

unza x? no central; el pardmetro de no centralidad est4 dado por

13



l' '
2n - .2—1;1.“”

Entonces si Ho es cierta, el cociente definido por Z multiplicado por
{n—1) tiene una distribucién F central con 1 y (n - 1) grados de libertad.

O ¢/ VL.l
(K= PP fb/(n = 1)

~ F3,n-1)

Con toda esta informacion ya esposible encontrar el valor de Cj en las tablas de la
distribucién F.

Los pasos necesarios para la realizacién de la prueba pueden ser resumidos en la
liamada Tabla de Andlisis de Varianza, esta tabla const;a. de cinco columnass, a las cuales
nos referiremos como sigue:

FV, fuente de variacion;
GL, grados de libertad;
SC, suma de cuadrados;
CM, cuadrados medios;
F, valor de la estadistica de prueba.
Para la prueba:

Ho:p=0 wus Ha:p#0

en el modelo lineal més simple, la Tabla de Andlisis de Varianza est4 dada como sigue:

14




Tabla de Andlisis de Varianza (Hy: p =0)

FV | GL sC CM F
i 1 ny? n¥?
L -

n Y(Yi-Y) o2
error {n—-1] Y .(Yi-Y)?| = : = n¥ -

T Sy

i=l
< n—1

total n ZY,-’

15




Capitulo 2

El modelo de regresién lineal simple

El modelo m4s simple involucra solamente una variable independiente y establece que la
verdadera media de la variable dependiente cambia en razén constante cuando el valor
de la variable independiente crece o decrece. De esta forma, la relacién funcional entre
la verdadera media de Y, E(Y ) y X es la ecuacién de la linea recta

E(Y)=0+5X

donde S, es la intercepcion de esta recta con el eje Y , el valor de E (Y ) cuando X = 0;
B, es la pendiente de ella, la razon de cambio en E (Y ) por unidad de cambio en X.

En las situaciones practicas o reales, la informacién con que se cuenta consta de
n parejas de observaciones muestrales sobre X, Y, que pueden ser graficadas como se
muestra en la figura 1.

La diferencia esencial que se observa a partir de esta figura es que en la prictica, la
Iinea 3, + 3, X es desconocida.

Las observaciones sobre la variable dependiente, Y; , se supone que son observaciones
aleatorias de poblaciones de variables aleatorias con la media dada por E (¥;). La
desviacién de una observacién Y; de su media poblacional E (Y5} (la linea desconocida),

se toma en cuenta sumando un error aleatorio para dar el modelo estadistico

=08+ 3 Xi+e ;i=12,..,n

16




i Figura 1: Recta real y recta ajustada sobre un diagrama de dispersion

Las X, son las n observaciones sobre la variable independiente y se supone que son
medidas sin error, esto es, se supone que los valores observados de X forman un conjunto
de constantes conocidas. Las ¥; y las X; son observaciones apareadas, medidas sobre
cada unidad observacional.

Esencialmente, se tienen dos tipos de hipdtesis que se hacen sobre el modelg, la
hipdtesis estructural y la hipdtesis distribucional. La hipdtesis estructural consiste
en suponer que el modelo es lineal en los pardmetros, esto es, los pardmetros entran al
modelo como coeficientes simples sobre las variables independientes o funciones de ellas.
La hipdtesis distribucional se refiere a las suposiciones que se hacen en relacién a los
errores aleatorios que aparecen en el modelo como ¢; ; como anteriormente se vio de
manera implicita, se supone que la media de los &; es igual a cero, E(g;) = 0, ya que
de manera natural se espera que en promedio no haya errores; se supone también que la
varianza de los errores es constante, comin y desconocida Var () = o? ; esto significa
que se espera que las observaciones no se distribuyan de manera irregular alrededor de 1a

lnea media y de esta forma. facilitar el desarrollo de la teorfa. Obsérvese que o? = cte.
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refleja que los factores no controlados influyen de la misma manera sobre cada respuesta
Y; . Como ¢; es el tnico elemento aleatorio en el modelo, estas suposiciones implican
que las Y; son variables aleatorias, por lo tanto también tienen varianza comin y son
mutuamente independientes. Con el fin de construir intervalos de confianza y hacer
pruebas de significancia, se introduce la hipétesis de que los errores aleatorios tienen
distribucién normal, lo cua.i implica que las ¥; también tienen distribucién normal.

Las suposiciones acerca de los errores aleatorios son denotadas por:

& ~ N (0,0%), independientes, i = 1,2, ...,n (notacién de Wilks).

2.1 Estimacién por minimos cuadrados
El modelo lineal simple
Y= .60 +ﬂ1Xi +e&;i=12..n

tiene dos pardmetros, Gy ¥ 8, , que serdn estimados a partir de los datos. Con la hip6tesis
de varianza constante sobre los errores, aparece otro pardametro que no estd incluido en
¢l modelo, a2, pero que es necesario estimar también; el tratamiento para este pardmetro
se hard m4s adelante.

Si no hubiera error aleatorio en Y; , podrian utilizarse cualesquiera dos parejas de
observaciones para obtener explicitamente los valores de los pardmetros. Sin embargo, la
variacién aleatoria de Y causa que cada pareja de datos dé diferentes resultados (todos
los estimadores serfan idénticos sélo si los datos observados cayeran exactamente sobre
la linea recta). Se pecesita un método que combine toda ]a informacién para dar una
solucién 6ptima de acuerdo a algin criterio.

El procedimiento o método de minimos cuadrados tiene el siguiente criterio, conocido
como el principio de mfnimos cuadrades : La solucién debe dar la suma de cuadrados
de las desviaciones verticales de las Y; observadas de los valores estimados més pequenia

posible. Estas desviaciones son conocidas como los residuales, e;, es decir
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e=Yi—-Y;i=12,.,n
Sean ﬁu y B, los estimadores de los parémetros Bo ¥ By, respectivamente; sea
Yi=By+B.X: ;i=1,2,..,n

el valor estimado de Y para cada X;, i =1, 2,...,n. Esta ecuacién es conocida como la
recta estimada o ajustada.

El principio de los minimos cuadrados elige ,fio y ,Bl que minimizan la suma de
cuadrados de los residuales denotada como SCE

Los estimadores para 3, y 5, se obtienen utilizando las técnicas del cdlculo diferencial
para encontrar los valores que minimizan la SCE.
(Y=Y = N(Yi- B - BX.)
= =

Derivando esta expresién con respecto a 3, y a B, e igualando a cero, se tienen las

ecuaciones

1
=

bt (Ex)h = &
(Ex) b+ (Ex) b = Sxw

i=1 i=1

Estas ecuaciones son conocidas como ecuaciones normales. Resolviéndolas simul-

tdneamente para ,30 ¥ ,fil se obtienen los estimadores de 3, y 5,.

2 X
t=1

= X y restando al resultado la segunda

Multiplicando la primera ecuacién por

ecuacién se tiene:

Y Y- L XY,

=1 i=]

B, (X)":Xi—iX?)

i=1 1=1

SV Xi- X) (X~ X) (Y- )

=;’nél= =t 2 = = n —
- EX (X~ X )
=1 n =1
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n n f:X,’ n n
donde 3 (X: - X)? =} X -= ygl(x..—)‘()(n-?) =§n(x.-—fc)

i=1 i=1 n

Ahora bien, dividiendo la primera ecuacién por n y despejando f?o :
&=?-fﬂ
Nota.- En alguncs textos se utiliza la notacién:
=i=xi—X;yi=Y§-?
Estos estimadores de los pardmetros dan la ecuacién de regresién:
Y: =B+ B X

Ejemplo 1.- Considérense los datos obtenidos de un estudio dirigido por el Dr. A. S.
Heagle en North Carolina State University. Dicho estudio analiza los efectos de Ia con-
taminacién por ozono en granos de soya (tabla 1). Cuatro distintos niveles de ozono y
la produccién media de soya correspondiente fueron medidos. La dosis de ozono es la
concentracién promedio durante la época de crecimiento en partes por millén (ppm); la

produccién se reporta en gramos por planta.

Tabla 1: Resultados principales de la produccién de soya
(em por planta}, obtenidos como respuesta a 1os niveles

indicados de expaosicién a ozono

i | ozono (ppm) X | produccion (gm./plt)
1 02 242
2 07 237
3 Al 231
4 15 201

Si suponemos que la produccién de soya est4 relacionada linealmente con la cantidad

de ozono, podemos aplicar el modelo antes desarrollado. De la tabla obtenemos
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‘_Zi‘iX. = .35 ' Z‘;Y, = 911
X = 0875 ' Y = 22775
i_ilX? = .0399 _)f‘i}f,? = 208495
_"zlx.-n=75.99

por lo cual los estimadores por minimos cuadrados son

(%) (%)

4 = ‘/
. szYi" =
,31 = =l - 5
4 (E (&)
3 X -~
i=1
76,99 .. (39) (911)
- : 4
(3.5)%
.039 3
= =203.531
¥
60 = Y’—X—-ﬁl
= 927.75 - (—293.531) (.0875)
= 253434

De esta manera, el modelo ajustado es:
Y = 253.434 - 293.531X

La interpretacién de ﬁl = —293.531 es que se espera que la produccién media dis-
minuya, puesto que la pendiente es negativa; esto es, la produccién media disminuird
en aproximadamente 294 gramos por planta con cada unidad (ppm) de ozomo que se
agregue. Obsérvese que el rango de ozono va de .02 a .15, por lo cual no es razonable
esperar que la misma tasa de decalimiento en la produccidn ocurra en, digamos, 1 ppm

La interseccién ﬁo = 253.434 es el valor de X en el cual 1a linea ajustada cruza el eje Y.
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En este caso, como el valor mas bajo del nivel de ozono es .02 se puede considerar como
una extrapolacion interpretar a 3, como el valor estimado de la produccién cuando no

existe contaminacién por 0zono.

2.1.1 Propiedades de los estimadores por minimos cuadrados

Los estimadores por minimos cuadrados, fiﬂ y ,fil, tienen varias propiedades estadisticas
importantes. Examinemos primero la propiedad de insesgamiento.

i }n:YE(Xr“X)

E() = E{5———

I_};;(X-'-X)2
= S (X X)EY)

S (K- X =
=1

= G 3 (Xi= R)(Bo+ B X)
(X - Xy

i=1

E(B)) = E(Y -5 X)

SEY)

= S _BEX
i(.ﬁa +5,X) _

= = [ X

n
= ﬂ0+ﬁlf-ﬁlx
= 0,

Por lo tanto, [30 y ,B, son estimadores insesgados.
Note que ﬁo y B, son lineales en el sentido de que son combinaciones lineales de las

Y/!s, esto es,
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Bl= nXi-_X_ x
i=1 Z(X.—X)2
=1
Y
. ~[1 X(Xi-X)
o = - =% Y:
S\ Sx-xy

L)

Var(B) = 3| XXl Y v )
i=] g(X.—X)z
= 0'2“ |—1
S(Xe- X2
2
Var (i) = 3o [L-FE=H Ly vy
=} n Z(X —X)2

I
|
+
=1

El problema que surge ahora es determinar cémo se comportan conjuntamente fio ¥
,@1, por lo que es de interés el cdleulo de la covarianza.

Como ,@0 ¥ ﬁl son combinaciones lineales de las Y] s , podemos proponer una solucién
general para la covarianza de las funciones lineales:

Sea U una combinacién lineal de las Y/s y W otra combinacion lineal de las Y/'s ,

esto es,
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U=YaY, y W=XdY

La covarianza entre U y W estd dada por
Coo(UW) = E((U-EU))(W-E(W}))

- (Gt - EaB0NE ax - £ abw))
E((Ea (% - B0 (S d (% - Em))))
= Sad E(¥ - B+ i i ad; E((Y; - E)Y; - B(Y;)

= TadiVar(X) + £ ad Coul¥i,¥)
donde Cov (Y, Y) =0 puesto que las Y’s son independientes. Por lo tanto

it

Cov (U W) =Y aid;Var (Y;)

Usando este resultado tenemos

n X-% 21 X(Xi-X)
C —|Y, - | ¥
=1 =]

o x-% (1 _XX-X) |},
- . |- _ a.r(Y,-)
g(z(xi—w(“ _z(x.-—fw))

i=1 i=1

. - S~ (Xi — X )?
N R Y S\ )

= S ¢ (f:(x‘_)_()z)z

> =1

\z:x Xy

C"-‘”(ﬁo, al)

Esto significa que ,BD y ﬁl no son independientes. Las propiedades de los estimadores
pueden resumirse en el siguiente teorema.

Teorema de Gauss-Markov: En el modelo de regresi6én lineal simple

Y; = By + B, X: + &i; & ~ N (0, 0%}, independientes

24




los estimadores por minimos cuadrados para 8y y 3, son los mejores estimadorces lineales
insesgados (mejores en el sentido de varianza minima) .

Demostracion: Probaremos primero que el teorema se cumple en el caso de ,fi,. Para
ello proponemos un estimador ,firl # fi 1 que satisfaga las condiciones requeridas; es decir,
ﬁ’l debe ser una combinacidn lineal de las Y/s, ser insesgado y de varianza mfnima. Sea

=Y ¢Y; . Aplicando a éste la esperanza se tiene
=1

E(TQY\ ™ GE (Y)

|=I =1

gq ﬁu+ﬂle) =ﬂo§:1c‘-+ﬁl_>f:lcixs

E B',\
W

i

dondeE(fi;) =0 siysdlosi Y e;=0y Y Xi=1
i=1 i=l
Se desea, ademds, minimizar la varianza de este estimador:

Var ([‘3',) =Var (Z c,-Y,-) Ec2Var (Yi) = Z co? = o? Ec
i=1 i=1 i=1 i=1
donde o es una constante desconocida. Asf, el problema puede plantearse como mini-
n
mizar Y ¢? sujeto a las condiciones de insesgamiento, es decir,
i=1
minimizar }:c sujeto a Zc. Dy ZC,X —1=0
i=1 i=1 =1

Apliquemos el método de multiplicadores de Lagrange.

Sea ¢ = Ec? 2A(Zc.)—27(2c.X—l)

i=1 i=1

B n
_ = =2 == ;=0
o) Zq .-;C‘
% = —2(Ec,X—1) =0= Y aXi=1
i g i=1 i=1
‘—A— X.,:O
9 _ ge—or—2yx, =0 ° b
dci i=1,2 .., n

Haciendo la suma sobre 1, se tiene

Sa-ni—y 3 Xi=0

=1 i=]
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Usando la condicién }_ ¢; = 0 en la ecuacién anterior se tiene

i=1

A=—X

Retomando 1a tercera ecuacién y multiplicindola por X; se tiene:

c;X.-—AX.-—‘rXf = 0
icixi‘-«\f:xi“'yzn:xi’ =0
i=l i=l =1

donde - ¢:Xi = 1, por lo cual, sustituyendo A :

sl
1+1X X =75 XF = 0
=] =l

lo cual ocurre si y sélo si

de donde

" f:x,?-)‘(f;lx.- - ﬁ‘i(x.--ff)’

i=l

por lo tanto, de la tercera ecuacién :

¢ = A+9X;
= =X +vX;=v(Xi~ X)
. Xi-X
¥ (X~ %)°
-t n ) Z"i(x‘ - X‘) -
y puesto que 8, = }_ &Y, se tiene que 8, = ',,‘——-—_——;Y. = A, que es lo que
i=1 E (X‘ - X)

i=1

querfamos demostrar. De manera andloga se construye el estimador para 5.

Con el fin de formular intervalos de confianza y pruebas de hipétesis, obtendremos a
continuacion ta distribucion de 3o y ﬁl .

Bajo la hipétesis £; ~ N (0,07) , se tiene que Y; = B + £, X; + & también tiene

distribucién normal; i. e.
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YENN(,BU+,G,X,-, 02)

por ser una combinacién lineal de ¢;, variable aleatoria normal para cada i.
De la misma forma, por ser 3 y Bl combinaciones lineales de variables aleatorias
normales, su distribucién también es normal con los pardmetros obtenides anteriormente;

entonces:

La distribucién conjunta de estos estimadores es una normal bivariada, es decir:

@~ (()x)

donde 3 es la matriz de varianzas y covarianzas ,

(1, X -X
—_ + - -

TON(X-Xp L(X-Xp

=1 . i=1

real
-X 1
\ i(Xs'-‘X)zl‘ 5‘:(-){&-)—()2

i=1 i=1

La teorfa y los detalles correspondientes se verdn mds adelante.

Bajo la hipétesis de normalidad puede verificarse que los estimadores obtenidos por el
método de mdxima verosimilitud para 8, y 8, coinciden con los estimadores COITESpon-
dientes obtenidos por miimos cuadrades. En efecto, calculemos la densidad conjunta de
las ¥/s (la funcién de verosihmilitud):

L(Y'lv},?l"'syﬂ) = Hﬁﬂp{‘%(}’s—ﬂo_ﬂl)ﬂ)z}
n

i=l

1 \3g 1 &
= (m)ze""{“z?f&‘““"’""‘x"z}
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Si aplicamos a la ecuacién anterior la funcién In se tiene

In (L(Y;, Yz, ..., Vo)) = -“-" In (270?) — — }: (Y — By — B X
quees la funcién que deseamos mmnmza: deesbe modo
ln‘r‘(yg;’ 2Ya) W{_;zm-&-mxg:o e 1
alnL(YgﬂYl"""Y") - TL§2(Y—,60—,61X‘)X€=0 L2
alnL(Y:‘j,:i?,m,Yu) = “%5% 2 (o 2)22( i 30—51Xi)2=0 R |

Obsérvese que de la ecuacion (1)

2}’-' =ﬂﬁo+51§X5

y de la segunda ecuacién
E1XY BcZX +ﬁ12X2
= i=]1
que son las ecuaciones normales.
Por otro lado, ya que o2 , la varianza del error, es un pardmetro adicional desconocido,
el estimador méximo verosimil correspondiente es

# = L E%-b- B
1:e
= §‘z:;(yi_y:)2
= ;Ee‘.z

Este estimador no es insesgado, como veremos a continuacién
£(#)=£(;54)
n iz
donde

g = Yi-Y,
= o+ B Xite—(Bo+BXi)
= (8- 60) + (6, - Bl)Xi + &
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por lo que
= (-0 B0) - (B - B Xe+ )
= (o8 + (B - 0K~ &)

—nu
It ]
[V]: i~

de donde, desarrollando el cuadrado
E(Fet) = EEo- a7+ -0 E x4 et 28— (B - 0 E X
°’;’—“)i£-— (B, — H\T‘Xe\

* I'
i=1 |=1

= nE(By— o) + 32 XEE(B, - B1) + £ Bled) +2.3- X, ((Bo — o) B -

—2E ((ﬁo Ba) E E-) -2F ((Jal - ;11) Zn: XéE-’) )
= nVar (f) + Z XVar (B,) +no? + 2 Z X.Cov( By, By)
-2E ((ﬁ0 50)25,) —2E ((ﬂl B} ZX 6-)

72 2
X g 2

1 n

=nj—t—0——— |0+ ) X}eo0————+no

(“ E(x.»—fr)? ; §(X -Xp
= J-(O'z a n n

-2 Xi n -2E (60 (,61 ﬂl) X.' i

.‘Eﬂ: E(X,-—X’)z ( ;s) ( -=>:1 E)

i=1

Dado que ¥ = B, + B, X; + &

- 1
Po= 2|5

il
>
+
ERE
[

8))



. i X. - X
A = — | ¥
1 ;(z(x'_)_{)z)

entonces,

’ - - X(X:-X) =
E (B —ﬁo)zfi)=E l——n—-—'—:“- £ (ZE;

Desarrollando esta expresién y aplicando la esperanza se tiene

((ﬁo ﬁo)zs‘)—a”z:(l—u) —o?

ST L(x-xp

De manera similar tenemos

hid zn:{ Xi - X)Ei i
E{(B-8) X.'E.') = E 5"1—--——_— ( X.-E,)
( ; E( X.' - X)2 i=]

=1
= —n——l'—_— (02 Z":X,( X,' - X))
S(X-xpN =
=1
= 0-2

por lo tanto
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- > X2

E(ze?) = of4 o? 4 = a® + no?
=1 P X - Xy (X — X)2
=] )_{2 i=]
~2n— g% — 20% — 202
2AXi—-X)?
fa]
> X?
= (n-3o?+ —=L o — nX* G

]
—~—
F)
!
22
Q

[

5 (&)

de donde, £ (") # o , esto es, 5 obtenido por méxima verosimilitud no es insesgado.
Sin embargo, es posible construir un estimador insesgado a partir de la tltima expresién

obtenida; en efecto, si

n

>l

.2 =1
7= n—2
entonces
E(6%) = o?
ademds se tiene que
ki)
el
=1 ~ 2
oz T Xm-2)

donde los grados de libertad de la distribucién, asf como el denominador del estimador
insesgado es (n—2). Esta cantidad corresponde a n, el mimero de observaciones ¢ tamafo
de la muestra y a 2, que es el nimero de pardmetros en el modelo. La demostracién de

este resultado se hard mds adelante.
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2.2 Intervalos de confianza

Las caracterfsticas generales de una linea recta est4n dadas por la interseccién con el eje
de las Y’s y la pendiente, que corresponden a 3, y 3, respectivamente. Es importante
estudiar estas caracteristicas a través de los intervalos de confianza, ya que asf sabremos
si la recta considerada pasa por el origen o no y si tiene pendiente distinta de cero.

2.2.1 Intervalo de confianza para 3,

Como
laINN ﬁll n 02 _ = ﬂl_ﬁi NN(Oql)
E( Xi— X)2 o |—p—
= T Xi- X)?
i=1
donde o es desconocido, por lo que, para construir una cantidad pivotal consideramos a
la variable
2
‘_gi € pe
oz (n— z)ﬁ ™~ X(na-2)
entonces
_ B-B
o
2 Xi- XY (ﬁl—ﬂl)ifg( X:- X)?
i=1 — i=
i e Zn: e?
i=l =1
gl \ n—2
(n-2)
(Bi- B S Xi- Xp
- P
= Tty

por lo tanto
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o -2
P [t(’n_,) <T < t(..fz)] =l—-a

il
. 1-§ g 2
(n — 2) grados de libertad y t, %) = —tZ .

Por lo tanto, el intervalo del (1 — a) x 100% de confianza para 3, estd dado por

donde t(l;_gz) y t(i‘,) son los cuantiles 1 — = y g de una distribucién ¢ con

o

(X - Ry

2.2.2 Intervalo de confianza para f, .

. -
ﬂl + t(n—i)

De manera similar al caso anterior tenemos

3 X?
Bn"" N | By, ',.‘:‘l__""az
g(}ﬁ-){)2
y
P &t

b=l
0:;2 =(n- 2);&' ~ x?n—ﬂ}

Si ‘3;-2) y t::i) denotan los cuantiles § y 1-— % de una distribucién ¢
con (n — 2) grados de libertad y considerando que ¢ %, = — tf_, , el intervalo del
(1 - a) x 100% de canfianza para 8, estd dado por

2.2.3 Intervalo de confianza para o?

Dado que
i; Bf &2
‘-0,2 = (ﬂ - 2); ~ an-z)



se tiene
.2
i 1-2
P xa_m < (n_2)?r_f < Xpg| =1-a

Entonces, un intervalo del (1 — &) x 100% de confianza para o2 est4 dado por

(n—28° (n—2)5°

1—2 3
Xy Xn-z)

2.3 Coeficiente de correlacién

Un tema muy importante e los modelos lineales es el que discute la variacién conjunta
de dos 0 més variables y responde a la pregunta: ; Qué tan estrechamente estdn asociadas
las variables?, o de otra manera, ;jcudl es el grado de asociacién entre las variables?.

Las técnicas que se han desarrollado para medir el grado de asociacién entre variables,
son conocidas como métodos de correlacidn. Este nombre refleja la préctica generalizada
de hablar acerca de medidas de correlacién . Consecuentemente, cuando se hace un
andlisis para determinar la cantidad de correlacién, se dice que se ha efectuado un andlisis
de correlacién. La medida de correlacién es usualmente conocida como coeficiente de
correlacidn.

Debide a la naturaleza del concepto, es claro que estd estrechamente relacionado
con el concepto de regresién. Asf, para una ecuacién de regresién dada, se verd que es
razonable esperar que un coeficiente de correlacién medird qué tan bien se ajusta a los
datos la ecuacién de regresidn. .

Para dar una expresién apropiada del coeficiente de correlacién, consideremos primero

que dicho coeficiente se define entre dos variables aleatorias X y Y como
_Co (X.Y) E(X-EX)Y-EY))

o.a, .0,

Ty H

donde o, ¥ o, denotan las desviaciones estandar de X y Y respectivamente. De esta
definicién se demuestra que ~1 < p,, < 1.
En andlisis de regresién lineal es de interés calcular el coeficiente de correlacién mues-

tral, es decir, el coeficiente de correlacion para la muestra
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(Xl, yvl )1 (XZ. },2 ):-‘-: (Xn. Yn )
Dicha muestra puede ser considerada como la pareja de vectores en ®"
)—{-’ = ( Xl. X21 cay Xn) v X.’ = (YI.Y'% seey Yn)

Decimos que dos vectores, X y Y. son ortogonales si el producto X' 'Y oY' X escero.
Geométricamente, dos vectores ortogonales son perpendiculares entre sf o forman sngulo
recto en ¢l origen. Dos vectores linealmente dependientes forman dngulos de 0 o de 180
grados en el origen. Todos los otros dngulos reflejan vectores que no son ortogonales ni
linealmente dependientes. En general, si @ representa el dngulo entre dos vectores, el

coseno de éste es

XY XY

s = VYY1 I

Si los elementos de cada vector tienen media cero, el coseno del éngulo formado por
los dos vectores es la correlacién entre las dos columnas de datos en los vectores. Por
lo tanto, la ortogonalidad de dos vectores corresponde a una correlacién igual a cero
entre los elementos en los dos vectores. Si dos vectores son linealmente dependientes, el
coeficiente de correlacién entre los elementos de los dos vectores serd 1 6 -1, dependiendo
de si los vectores tienen la misma direccién o direcciones contrarias.

Asf, la expresi6n del coeficiente de correlacién muestral, conocida como coeficiente de
correlacién de Pearson es

S(%-X) (%= 7)

BT TN AR 2
i=1 =1

Tay

el cual debe satisfacer

~l<r,<l
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Figura 2: Interpretacién geoméirica de le igualdad fundamental del andlisis de varianza

Para demostrar que ésta se cumple, veremos antes lo que se lama la iguaidad fundemental
del andlisis de varianza ( o la particién de i (Y; = Y')?), para lo cual consideraremos
1aigua1dadY.--—l7=(Y.-—f’i)'!'(?-‘—?)'_l
En esta expresién ¥; — ¥ nos indica la distancia vertical entre Y; y Y. Elevando al
cuadrado ambos lados de la igualdad y sumando sobre i se tiene
n n . A \2
LH-7=F ((N-T)+(hi-7)

desarrollando el segundo miembro se tiene

S ((%-R)+(B-9) = Bh-Bps S h-Ty
25V -h) (%~ T)

i=1 .

donde

y
]

ya que




_)n:(Ya—f’e)(f’.-—?)

ii':l(lf.-—i‘f.-)ﬁl(xi—fc)

f=1

En efecto

y‘;’ = [30+ﬁ1X.-

Y = BO+B1X’

= %~V = B(X-X)
entonces
S(H-R)(h-F) = B (KG-H)(X-X)
= AL (6-R)((4=7) - by (% X))
puesto que
Yi- % = (Yi-P)+ (Y- ¥))
= (%-¥)-(%-7)=(%~7V)- B (X~ X)

por lo tanto

T (%-F)(%-¥)

It

B,i;(x.-—mm—?)—a?g (X~ X )
S (Xi- X)Yi-F)

= B . ¥ (Xi- X)(Yi-Y)
ig(x‘_x)z i=1
n _ B 2
(_z(x.-—X)(Y.--Y)) .
- ) (X=X
(Boe-o)
S (Y%-R)(%i-¥) = o
de donde

Y (Yi-FP)=3(Vi- Y)=+2(Y 7y

i=1 i=1
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La notacién que se usa para esta igualdad es:
SCT =SCE+SCR

donde SCE es la suma de cuadrados de residuales o suma de cuadrados del error y
SCR es la suma de cuadrados debida a la regresién. SCT es eonocida como la suma de
cuadrados total o suma de cuadrados corregida por la media.

Esto significa que la variabilidad total de los valores de Y alrededor de su media

muestral puede ser descompuesta en dos partes, la primera es la variacién de los valores
de Y alrededor de su media; note que

}-‘: = Bo+ﬁ[x|
= }7 = 50+B!X
Y
= —[3:-7-()4'[31)_(
=Y
esto es
y=v

Generalmente se dice que 2 (V. — ¥)? es la suma de cuadrados debida a o explicada
por la influencia lineal de X La segunda componente es la variacién residual o no
erplicada de los valores de Y alrededor de la lfnea de ajuste.

Considere a continuacién que




A{Xi—-X)
ﬁl,-g,(x'—x)?

2i(X,-—X)2
B].‘:nl

()":(x.--)?)(x-?))z

i=1

=1‘2

(V:i-7)
> $(h-7)
$ (%)
= =
L(Yi-Y)
es decir
;):1(? %
LK

x

Esto significa que en el caso del modelo lineal simple, el coeficiente de correlacién al

cuadrado, denotado por R?, es igual a la proporcién de la variacién total en torno a la

media ¥ explicada por la regresion; idealmente se espera que la suma de cuadrados debida

a la regresi6n sea mucho mayor que la suma de cuadrados del error, es decir, que R? tenga

un valor muy cercano a ueo. Este es lamado también coeficiente de determinacién.

Ahora bien,
P (%-P) = g(v RAEPILS
S (Yi-F) (Y- %) z(? ¥)2
= iil - = izl - + = -
Ei(Y-—Y)" E(K—Y)z g(K—Y)
por lo tanto

3 (Y- Fi)?
=1_|=:1
}:(Y Yy



de donde se deduce que el valor maximo de r2, es 1, lo cual ocurre sélo cuando
> (Yi-¥i)P =0
i=]
y esto ltimo ocurre cuando y s6lo cuando cada una de las Y, — ¥; = e; es igual a cero

y, por tanto, los puntos estén sobre una lnea recta. Por lo anterior, los limites de r son

+1, donde el signo queda determinado por el signo del término

S (Xe- XN Yi-F)

i=1

El valor minimo de 72 es cero y ocurre cuando

esto es, cuando la linea de regresién es Y =Y vy la variacién explicada es cero, ya que

3 (%= 7= 5 (B P+ D% R

i=1

La suma de cuadrados total no corregida de las Y; , SCrom = Y Y, puede ser
=1

particionada de manera sirbilar

Y, = Yite
= LW = LELes

i=l i=1

SCrotat = SC(Madeto) + SCiRes)

=1

dado que el término ¥ Yie; se hace cero. El término 3 ¥;? es la suma de cuadrados

i=1

aportada por el modeloy 3 e;? ¢s la suma de cuadrados de la parte no explicada por el
=]

modelo.
Las formas de cdlculo mds convenientes son

SCimotety = EIYF -

2
iﬁl
= ¥ Y — 5CMatelo)

SCreny = L &'
=1

i=1
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La particién de la suma de cuadrados total no corregida, puede ser expresada en
términos de la suma de cuadrados corregida, restando n¥? de cada lado de la igualdad.
Entonces

i}‘?—nf’ = (f:f’,-’—n}-’)+)5ef

i=1 i=1 i=1
n

5 DH-TR = BN (X-XP+ 3 el

i=1 =1 i=1

i

que corresponde a la particién vista anteriormente.

2.4 Pruebas de hipétesis

En ¢ aspecto que concierne a las pruebas de hipétesis, es de gran importancia la que se

refiere a la pendiente, planteando
Ho:8,=0uvs. Ha:83,#0

Esta dice que la variable dependiente Y no muestra ni incremento ni decremento lineal
cuando cambia la variable independiente. En algunos casos, 1a naturaleza del problema

sugerir4 otros valores para la hipétesis nula. Un desarrollo preliminar de dicha prueba es

el que sigue.
Dado que
2
o
16! ~ N ﬁl1 n
= (X- Xy
i=1
s¢ tiene
ﬂl T ﬁl ~ N(01 1)
En: (Xi - X)?
i=1
por lo tanto
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(B, - B,)? ; (X, — XY

o2

2
~ X

Por otro lado también se sabe que

= ~Xfo-2)

Estas dos variables son independientes (como se verd més adelante ), por lo tanto

Br-BP T (- R? "
A (B - B 3 (X = R)?
nﬂ'ﬁ - “L=l = F o~ F(l,n-?)
3 el > el
=1 =]
2 n-—-2
o .

Bajo Ho la F se reduce a

F=
n (4
.-gi e (n—-12)
(n-2)
donde
BIY(Xi-RP = L(i-T)

De esta forma, la estadfstica F puede utilizarse para llevar a cabo la prueba; note
que las sumas de cuadrados que aparecen en la expresion, corresponden a las sumas de
n -
cuadrados en las cuales queda particionada 3 (Y; — Y)? , la suma de cuadrados total.

=1
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Tabla de Andlisis de Varianza (Ho: 8, = 0)

Fuente de | Grados de Sumas de Cuadrados
variacién | libertad Cuadrados Medios F
Regresion 1 Y(h-F)R=0, |3 (H-F)
i=1 =]
n Y-V n(-7)?
Residuales | n -2 L¥-Y)y=Q = ———15——
i=1 n-— E (y‘ _ Y;)ﬂ
i=1
. n-2
Total n-1 [ Y¥-V)2=0Q,+Q;
i=]

Todos los célculos para obtener la estadfstica F' se resumen en una tabla, Hamada

Tabla de Andlisis de Varianza (tabla anterior).

Ejemplo 2: La industria del curtido se enfrenta 2 un problema complejo, el control
de la contaminacién del agua. Los desperdicios de esta industria se caracterizan por
altos valores de demanda de oxfgeno bioquimico, sélidos voldtiles y otros contaminantes.

Considere los datos experimentales que aparecen en la tabla 2.

Tabla 2: Porcentaje de reduccion en los sélidos totales X y porcentaje de reduccién

en la demanda de oxfgeno quimicoY en desperdicio quimicamente tratado

X

Y

X

Y

X

Y

X

Y

3

5

30

35

36

38

41

41

7

11

31

30

36

34

42

40

11

21

31

40

37

36

42

44

15

16

32

32

38

38

43

37

13

16

33

34

39

37

44

44

27

28

33

32

39

36

45

46

29

27

34

34

39

45

46

46

30

25

36

37

40

39

47

49

43

50

51




Estos se obtuvieron de 33 muestras de desperdicio quimicamente tratado durante el
estudio Chemical Treafment of Spent Vegetable Tan Liquor, realizado en Virginia Poly-
tecnic Institute y State University, en 1970. Se registraron las lecturas de X, porcentaje
de reduccién en los s6lidos totales y de Y, porcentaje de reduccién en la dermanda de
oxigeno qufmico para las 33 muestras. Los datos de la tabla 2 se graficaron en la figura
3 para obtener un diagrama de dispersién.

En una primera inspeccién de este diagrama, se observa que los datos siguen muy
claramente una cierta linea recta, lo cual indica que la suposicién de linealidad parece
razonable. En este mismo diagrama se han dibujado dos rectas; una corresponde a la
linea ajustada o estimada y la otra a la recta tedrica o desconocida, que ha sido esbozada
basindose en experiencia anterior.

De los datos de la tabla 2 obtenemos:

32 33 33 33
S X, =1104 , S Y, =1124 , 3 X.Y; =41355 , 3 X2 = 41086

t=1 i=1 =1 i=1
de donde B, = 3.829640 , B3, = 0.903643

60

]

-]

g

Demanda de oxigeno

-
k=]

-5 5 T 25 35 3 s
Reduccién de séfidos

Figura 3: Recta ajustada y recta real en el diagrama de dispersion del efemplo 2 _
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De esta forma, la recta de regresién est4 dada por
Y = 3.8296 +0.9036X

en la cual, se redondean los coeficientes a cuatro decimales. Tenemos también
:Z_:::(X.- - X)? =4152.18 , ;f;l(}c- ~Y)*= 371388 , f;(x.- - X)(Y; - ¥) = 3752.09
Donde:
X: Reduccion de Solidos (%)
Y: Demanda de ox{geno quimico

Observe que
g:le.-2 = IEI(Y.' ~-Y) = i;(Y.- - By — B, X.)?

n

-5 (vi-7) —JE?I(X.-—)?))2

= S-7pR -2, _le(x‘--xxy.-—mﬁf gm-w

i=1

= ‘,:Zn:l(l’.- - V) -23, ig(x,- - XY - F)

(Ex-nm-n),

At £ (- )’
(Boe-xp) =
- é(“ —PyR-p, g(x‘ - X)%i-7)

Generalmente se toma la siguiente notacion para simplificar las expresiones
i L n

S,;=2(X.'"'X)2 1 SW=E{Y|"'?)2 ) S,,=Z(X.—X)(K“?)

=] i=1 =1l

n -
De este modo, podemos escribir: 3 e = Sy — B, 52y, lo cual simplifica los cdlculos,

i=1

puesto que nos evita calcular cada Y;. El intervalo del 95% de confianza para 3, es

0.2131 < §; < 7.4462
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de donde se infiere que la linea no pasa por el origen y puede seguir considerdndose a 5y

en el modelo. El intervalo del 95% de confianza para f, es

es decir, 8, # 0 y por lo tanto tiene sentido la regresién; ademds, este resultado sugiere

que 8, = 1.

0.8011 < 3, < 1.0061

Tabla de anglisis de varianza (Ho: 8, =0)

Grados de | Sumas de | Cuadrados
Fuente de variacién | libertad | cuadrados{ medios F
Regresion 1 339038 | 3,390.38
Error a1 32349 | 104356 | 324.809
Total 32 | 371388
i e = S,y — 1 Ssy = 3,713.88 — (0.9036)(3, 752.09)
S -7t = TP~ et = 3,30038

=1

El cuantil .95 de una Fu,an €5 4.17, el cuantil .99 de una ) 3,y es 7.56. Por lo tanto, la
prueba es altamente significativa, esto es, rechazamos Ho con un alto grado de confianza.
Para calcular r 6 72, notemos primero que:

e Sa__SaVEa VS
VBB Sa\Bm ' \a
por lo tanto
aogpse EOD
Sw z(y‘_y)z

es la proporcién de la variacién total en Y que queda explicada por el ajuste de la

regresién. Sustituyendo los valores en nuestro problema
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,4,152.18

? = (0.9036)2 2
r={09 )3,713.88

={(.9128

lo cual indica que la mayor parte de la variabilidad corresponde al ajuste de 1a regresion.
As, se rechaza la hipétesis Ho : §, = 0 al nivel de significancia o si F > F(lljn"_z)
donde F(ll,'f_z) denota ¢l cuantil (1 — a) de una distribucién F con 1 y n — 2 grados de
libertad.
El desarrollo formal para llevar a cabo la prueba de hipstesis Ho : By = 0 es por
razén de verosimilitudes:

Se definen primero los espacios paramétricos:

eHO = {(-301161’62) |)80 € Ra ﬁl =0, 0< t‘J’2 < 00}

0= {(1601161102) ] ﬁﬂ,ﬂl € ?R, 0 <o? <00}

L(©y,) y L(©) denctan a las funciones de verosimilitud en los espacios correspon-
dientes y L(é};) y L(B) denotan a las funciones evaluadas en ¢l punto donde alcanzan
su valor maximo. Entonces

L®y,) = H ﬁexp {-%(Ya - ﬁo)z}

3 L n
7o) o0 { gz & (K- A
nL(By,) = —gln21r02—%~2—zn:(}’.-—,60)2

=1

derivando e igualando a cero esta expresién se tiene

OnL®no) _ 1 &, o
8]11%?8) ) ) 262?;2‘2(}" v
o 1 &
et T Tame g A =0

De este sistema se obtiene

i
=



. 12 _
= (-F)
por lo tanto
n
\ 2
L(é;';) = -"-T'E— exp{ ———g———— ):(y -7y
2#2(14—?)2) 2):(Y yy =t
i=1
n
\ 2
n n
=|———| ePi—3
2 Z(Yt _ }7)2 { 2 }
i=] }
Por otro lado
n
1 5 1 n
L(e) = (m) 2 exp -2—§ ;(Y —_ ﬁ(] _ ﬁlXi)z}
hlL(e) = —g 1[1211'0-2 5 22(}/ ﬁD ﬁ]Xi)z
sodle) b LA - By - BiXe) =
1 n
T T AR 0
InL n 2m
do? = 2 271-0-2 ( ) Z(Y .60 ,BIX,-)? =0

Resolviendo el sistema tenemos
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Sustituyendo B, B, ¥ 4 en la funcién de verosimilitud y considerando que
Y, = fi0+ BIX.-, se obtiene
n
( 2
n n e -

2 S(¥- %)

i=1 i=1

L(8)

I
&
1
1
3
=
|
==

ST
B \g,rzn:(y‘._y‘,)z) FPLTL

i=1

De esta forma, la razén de verosimilitudes es la siguiente

n
[ 2
LI .n
— g,rnyl._f/z "y‘__)‘zl_22
1@ _ \TEETTY (ERIRT
- Y n o n _ = A0
L(9) 3 i-zl(y;_,y)z
n =
\2r S (- e
i=1
lo cual ocurre si y s6lo si
S - %y
i=l i
= <A
rYi-Y})
donde, por la particién de la suma de cuadrades total tenemos
S %%y S (%~ Vi) ,
SW-Tr RE-PR+L-%r  S(R-7)
i=1 =1 i=1 14 l':!
IR AL

i=1

por lo tanto, la desigualdad anterior puede escribirse como
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S (%~ 7)?

%m-ﬁﬁ_
donde )

(¥ - i)?

1=1 ~ 2
Tz " X9

YW -PP=F S(Xi-X)?

i=1

o
Il
-

donde, bajo Ho

entonces

De lo anterior se obtiene

n 7N X - X )
Fai-vy oY)
=1 -

F=£X — = a? ~ Fin-2)
Y(Wwi-¥%)p  p-Y)
i=1 i=1
n—2 e
n—2

Por lo tanto la regla decisioén es: rechazar Ho : 8, = 0 al nivel de significancia a si el
valor de la estadfstica F excede al cuantil (1 — ) de una distribucién Fy a-3), i- €., si

50




1—-
F> F‘(l.nn—ﬂ)

Como puede verse, el resultado es el mismo que se obtuvo anteriormente y de la
misma forma, el resumen del desarrollo efectuado para esta prueba queda expresado en

la tabla de andilisis de varianza correspondiente.

2.5 Prediccién

Una vez obtenida la ecuacién de regresién (o linea ajustada), la pregunta natural que
surge es: ;C6mo va a ser utilizada la ecuacién de regresion 7. El objetivo primario
es proveer una buena descripcidn del comportamiento de la variable dependiente ( o
de respuesta ); esto se logra haciendo una interpretacién adecuada de la ecuacién de
regresion. En segundo lugar, es-de gran interés la prediccién de respuestas futuras y la
estimacion de respuestas medias , asf como la extrapolacion o prediccién de respuestas

fuera del rango de los datos.

2.5.1 Intervalo de confianza de la respuesta media

Un uso importante de un modelo de regresién es estimar la respuesta media E(Y') para
un valor particular de la variable regresora o independiente X. Sea Xj el nivel de esta
variable para el cual deseamos estimar la respuesta media, es decir E(Y | Xp). Suponemos
que X, es cualquier valor de X sobre el rango de los datos originales sobre X usados
para ajustar el modelo.

Un estimador puntual de E(Y | Xo} que sea insesgado es
E(Y | Xo)=Yo =By + BiXo .

donde Bo y ﬁ, son los estimadores por minimos cuadrados. Para obtener un intervalo del
{1-a) x 100% de confianza para E{Y | X;), notarmos primero que Y, es una combinacion

lineal de las ¥s, por lo tanto, es normalmente distribuido. La varianza de Yyes

51



Var(Yo) = Var(B;+ B, Xo) = Var(¥ — B,X + B,.Xo) = Var(¥ + B,(Xo - X))
(
|1 (Xi~-X)
= Var — 4 g (Xo - X)
\Z( B ) )
i=1 2
211 (Xi-X) -
= =+ 5 (Xo~ X) | Var(Y))
gk" Y (X:i— X '
i=]
n 1 (X‘__X)2 _ 1 (X X)
N T .S SRS (TP R Tb. THC S o
; n (i(x )’()2)2 E(X Xz
o (X - X)?
= i+ "0

m S (K- X

i=1
oLy X=X
TorxG-X)
i=1

Tenemos entonces

o ._~.2
TP(-II_E(YL)(D) NN(O,].) y gy'_fl_)._

o2
l + _____n(xo — X_)Z o
oS- X)

=1

~ x%n-Z)
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Figura {: Representacidn grifica del intervelo de confianza para E(Y | Xy)

lo cual implica
Yo — B(Y | Xq)
2
1, Wm0,
Xi—X)2 .
yXi-X) %o = B(Y | Xo)
= - - = Nt(n_z)
Y,_y', 2 .
i=21( ' ) u 1 (Xo— X)?
= ‘HWentae . —02
n—2 g}()ﬁ—x)2
donde
SWi-R%p  Ye
22 =1 =i=1 =
&= g S CME

Por lo tanto, un intervalo del (1 — a) x 100% de confianza sobre la respuesta media
en el punto X = Xj es
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o—ti% 1, (Xo— X o - Xo — X)?
Yot yd || =+ oAV | cEyix) < Yot oo L, Koo XF
L G-Xy Y- X)

=] i=1

Note que la amplitud del intervalo es funcién de X;. La amplitud minima del intervalo

ocurre en el punto Xo = X.

2.5.2 Prediccién de observaciones nuevas
Si X es el valor de X, entonces
% = Bo + leo

es el estimador puntual del nuevo valor de respuesta Y,

2.5.3 Intervalo de prediccién para la futura observacién Y.

Note que la variable aleatoria
(Yo - Yo) ~ N (0, Var(y))

Var(Yy — Yy)
Var(Yy) + Var(¥s)

¥
Var(y)

ya que la observacién futura ¥; es independiente de ?u. Por lo tanto

Var(y) = o? + o? l'i--,.—({o‘ﬂ' =¢? 1+-l+__.“()(!:!"}-()2
TRy PSG-X)

i=t i=l
E! intervalo de prediccién del {1 ~ a) x 100% de confianza sobre una observacioa

futura en X, e8

- - - X - - 1 X___X’2
Yot dy |8 1+3+—,,-(§—-—)—{)— <Yo< Vot ty |6 1+—+T(°—_)—
" Z(X' - X’)2 n E(X. - X)2

=1 i=1




donde t(l;i) es el cuantil 1 — -g- de una distribucién ¢ con n — 2 grados de libertad.

Este intervalo tiene amplitud minima en Xy = X y se hace mas ancho a medida que
| Xo ~ X| se incrementa.

Comparando los intervalos que acabamos de calcular, observamos que el intervalo de
prediccién en X, es siempre mds ancho que el intervalo de confianza en X,, debido a que
el intervalo de prediccién depende de dos cosas: El error del modelo ajustado y el error
asociado con observaciones futuras.

Podemos generalizar el intervalo de prediccién para encontrar un intervalo de predic-
cién del {1 — @) x 100% de confianza sobre la media de m futuras observaciones sobre
la respuesta en X = X;. Sea ¥ la media de m futuras observaciones en X = Xo. Un
estimador puntual de Y} es:

l}u = .60+BIX0

El intervalo de prediccién del (1 — @) x 100% sobre ¥j es

Ejemplo 3.- Utilizando los datos de la tabla 2, construiremos un intervalo del 95% de
confianza para E(Y | Xp) con Xy = 20. A partir de la ecuacién de regresion se encuentra
que: _

Yy = 3.8296 -+ (0.9036)(20) = 21.9025

X =33.4545, S,, = 4152.18, & = 3.2296
(20 — 33.4545)?

21.095 — (2.045)(3.2296)4/1 + == 33 e <th<
(20 — 33.4545)2
21.095 + (2.045)(3.2296) \/ L+ + s
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lo cual ocurre sélo cuando

14.2508 < Yy < 27.9392

2.6 Inferencia simultdnea en regresién lineal simple

Adems4s de los intervalos individuales para Bo y f!l , asf como prediccién, muchos proble-
mas requieren que se construyan varios intervalos de confianza o de prediccién utilizando
los mismos datos muestrales. En estos casos, ¢l investigador est4 interesado en especi-
ficar el coeficiente de confianza cue sirva simultineamente para el conjunto entero de
intervalos de confianza. Los intervalos de confianza o prediccién que son todos ciertos si-
multdneamente con probabilidad 1 - , son Hamados intervalos de confianza o prediccién
simultdneos.

Usualente, si tenemos un intervalo del 95% de confianza para 3, y otro intervalo
de confianza para §3,, pero se quiere hacer inferencia sobre ambos conjuntamente, una
posibilidad serfa construir intervalos del 95% de confianza para ambos parimetros. Sin
embargo, si estas estimaciones por intervalo son independientes, la probabilidad asociada
a ambos conjuntamente es (0.95)% = 0.9025. Ademés, dado que los intervalos estdn
construidos usando el mismo conjunto de datos, no son independientes. Esto introduce
una nueva complicacién en la determinacion del nivel de confianza para el conjunto de

proposiciones.

2.6.1 Inferencia simultdnea sobre los pardmetros del modelo.

Considere la estimacién de 8, y f, con una regi6n del (1 — o) x 100% de confianza. El
modelo es:

Y

ﬁ0+[31X+E
By+B(X—-X)+e

donde By = B + 5, X
Los estimadores por mfnimos cuadrados para f, y 8, son
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g:l(x,-—ff)m—?)
X - X )

=1

Estos estimadores son insesgados y sus varianzas son

ar. gt " a?
VG.T(,BD) = : Y Var(ﬂl) = 5—_)-;
Xi—-X

=1

Bajo las hip6tesis nsuales de normalidad, las variables aleatorias

Bo— B4 By — B
0‘2 Y 0'2

n EN——

\ 2 (X - X)?

son independientes, ya que C'ov(f)"o, B:) =0, entonces

2

; _ﬂ:) . ﬂ(ﬁo -36)

T = T vy

(X = X 2B, - B
i=1 2
= pe> ~ Xy

Como B:, y B, son independientes, estas dos variables aleatoriss, cuya distribucién es
ji-cuadrada, son independientes. Asf, usando la propiedad aditiva de esta distribucién,

encontramos que

"(ﬁo ﬁl)ﬂ E(X X) (ng )

a? o?

~ Xfa)

57



ademss, '2
o
B,. Por lo tanto

el
~ X}._ ¥ puede demostrarse que esta varisble es independiente de By y

¥(By - ) 1

- g H 7

o o 2
S
i=1
o2
" n—2
n(By - B + (X — X P(By - )
= i=1 - ~ F(2,n—2)
2Y e?
=1
n-2)

Si substituimos ahora B:, =8,+8,X y By =8,+ 5 X tenemos

n{fy — Bo)® +2 ; X:(Bo - Bo)(By — Br) + g X2, - By)

2} e
=1
-2
y eomo
n(Bo = Bo)? +2 32 Xilfo — Bo)(By — B) + 35 X:HBy - By)
P i=1 _ i=1 S F‘(lz‘-:_z)
2) ¢
™
(n-2)

=l-a
es vélida para todos los valores de f§, y £y, la regién del (1 — o} x 100% de confianza para

ambos pardmetros es
n(Bo — Bo)? +2 3~ XilBo — Bo)By — Br) + 3 X2(By - B,
il i=1 S F(lz.‘.:-z)

n
23 ¢

=1

-2
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La desigualdad anterior define una elipse que con muestreo repetido contendrs a f,
y B, simulténeamente el (1 — a) x 100% de las veces.

La expresién del numerador en forma matricial es

(Boto 3-8.)| o & (B"_ﬁ“)
o BB N £x f )\

ya que es una forma cuadrdtica. Esta notacién facilita el cdlculo y el manejo de las
expresiones, como se verd en regresién muiltiple.

Ejemplo 4.- El motor de un cohete es construido mediante la unién de un propulsor de
ignicién y uno de soporte dentro de una cimara metdlica. Ei esfuerzo cortante presente
en la unién entre ambos es una caracteristica importante al medir 1a calidad del motor.
Se sospecha que dicho esfuerzo estd relacionado con la edad en semanas del lote de
propulsores de soporte. Veinte observaciones de edad del propulsor y el correspondiente

esfuerzo en la unién se muestran en la tabla 3.

Tabla 3: Esfuerzo cortante vs. edad en semanas del propulsor de un cohete

Esfuerzo | Edad del propulsor Esfuerzo | Edad del propulsor
Obs. | (psi.) (semanas) Obs. | (psi) (semanas)

i {1 X; i Y; Xi

1 2158.70 15.50 11 2165.20 13.00
2 | 1678.15 23.75 12 | 2399.55 3.75
3 | 2316.00 8.00 13 | 1779.80 25.00
4 | 2061.30 17.00 14 | 2336.75 3.75
5 | 220750 5.50 15 | 1765.30 22.00
6 { 1708.30 19.00 16 | 2053.50 18.00
7 1178470 24.00 17 | 241440 6.00
8 | 25675.00 2.50 18 | 2200.50 12.50
9 | 2357.90 7.50 19 | 2654.20 2.00
10 | 2256.70 11.00 20 | 1753.70 21.50
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Para estimar los pardmetros del modelo se calculan

S = Zn:z?—_(_iéi)._

= 71422.56
= 4667.69 - —
= 1106.56
y
Ll n
n LT
Sep = L T%— T
i=1 *
. 598499.64 (267.25) (42627.15)
20
= -41112.65
de lo anterior se obtiene
. Sz, —4111265
b= S.. 110656 37.15
y
B, =¥ - B, X = 2131.3575 — (—37.15) 13.3625 = 2627.82
El modelo ajustado es

Y = 2627.82 — 37.15X

A continuacién hallaremos una regién del 95% de confianza para 3; y ;. Los valores
n n
para CME, 3" x; y ¥ 2 se dan a continuacién.
=1 =1

SCE

CME = —— Tz = 26725
n—2 n =1
_ Sp-BiSs
166l
18 22 = 4677.69
= 924459 ;o= 46T

i=l




Con lo anterior se obtiene

20(2627.82 ~ §,)° + 2 (267.25) (2627.82 — 8,) (~37.15 — B,)
+ (4677.69) (—37.15 - §,)?
2 (9244.59)]

como la regién de confianza, puesto que Fi§ = 3.55. La figura 5 muestra a la elipse

<355

definida por la ecuacién anterior.

3000

2800

2400

2200

Esfuerzo

e -4 0 4 8 12 18 20 24 28 32
Edad del propulsor

Figura 5: Representacion grifica del intervalo simulténeo de confianza pars B, y B, en
el ejemplo 4

2.7 GréficasdeY vs. X

Una manera ttil de comenzar €l andlisis del modelo es graficando la variable independi;ante
X contra la variable dependiente Y. Esta gréfica puede servir tanto para sugerir una
relacién entre las variables como para manifestar posibles violaciones a los supuestos del
modelo.

Usualmente la variable regresora se grafica en el eje horizontal y la variable indepen-

diente en el eje vertical.
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Ejemplo 5, datos de Forbes.- Entre los afios 1840 y 1850, un f{sico escocés, James D.
Forbes, deseaba estimar la altura sobre el nivel del mar a partir de mediciones del punto
de ebullicién del agua. El sabfa que la altura podfa ser determinada considerando la
presién atmosférica, medida con un barémetro, donde presiones pequefias correspondfan
a alturas grandes. En los experimentos descritos estudié la relacién entre la presién
atmosférica y el punto de ebullicién del agua. Su interés en éste problema estaba motivado
por la dificultad de transportar los frégiles barémetros de aquella época. Medir el punto
de ebullicién del agua darfa a los viajeros uns manera rdpida de estimar la altura.

Forbes recolect6 datos en Escocia y Los Alpes. Después de elegir un lugar, ensambleba
sus aparatos y medfa el punto de ebullicién del agua y la presién. Las presiones eran
registradas en pulgadas de mercurio y el punto de ebullicién del agua en grados Farenheit.
Los datos para 17 lugares se reproducen en la siguiente tabla.

Datos de Forbes

Punto de | Presién Puntode | Presién

ebullicién | atmosférica || ebullicién | atmosférica
194.5 20.79 201.3 24.01
194.3 20.79 203.6 25.14
1979 224 2046 - 26.57
198.4 22.67 209.5 28.49
199.4 23.15 208.6 27.76
199.9 23.35 210.7 20.04
200.9 23.89 211.9 20.88
2011 23.99 212.2 30.06
201.4 24.02

Examfnese 1a grafica de dispersién correspondiente a los datos de Forbes que se en-
cuentra en la figura 6.
La impresién general que se obtiene de ella es que parece razonable que una linea

recta es la funcién que mejor describe la relacién entre las variables; sin embargo, mds
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adelante discutiremos algunos métodos que nos muestran que es posible hallar un modelo

de regresién que describa m4s correctamente la relacién entre el punto de ebullicién y la

presién atmosférica en el experimento de Forbes.

216 :
-2 S u_ S T .j-_-_ -
. Pe '
i ; .. ,
5 208t ; : e -
=2 1 i i
- 3 ] H 1
=2 z [ ) '
ﬁ 2040 s e E o e _i._ s 1 : ~ e
] . : ! :
g ; L !
i ; i i
E 200} e i B L R e .
* ! !
196] ... -
: i
] |
: | |
192 : . i
20 22 24 26 28 30
Presién atmosférica

Figura 6: Diagrama de dispersion de los Datos de Forbes

2.8 Forma matricial del modelo lineal simple

32

En el presente capftulo hemos construido el modelo de regresién lineal simple en notacién

algebraica; a continuacién introduciremos la notacién matricial para éste. Esta notacién

nos permitird mas adelante continuar con la construccién de modelos més generales.

Sabemos que
Yi=f+BXi+e

€ ~ N(0,0?), independientes
i=12,..,n

Si escribimos cada uno de los n elementos se tiene
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i=8,+6X1+6
Y2= ,60+,61X2+52

Y, = ﬁ0+ﬁ1Xn+Eu

que es equivalente a la siguiente expresién matricial

(Yl \ (ﬁo+ﬁ1xl+51\
Y, Bo+ 61 X2+ €2

\Yn) . \160+n6|Xn+En/

Sea
[ v )
Y
Y =
\ Y= /
se tiene

( Bo+ 5 X1+ € \
.Bu+ﬁ1X2+52

N
]

\ Bo+BiXn +en )

descomponiendo el miembro derecho




(ﬂo+.31xx\ (5'1\ (1 Xl\ (El\

Bo + 51X £ 1 X, €2
Yo N | By .
.\ A
\Bo+BiXn | \ea )] \ Xo) \ &
Si denotamos por
f1 X, )
1 X,

\ & /
se tiene la siguiente expresién de la recta ajustada

Y=XpB+¢

Note que ¥ es un vector de dimensién n x 1, X s una matriz de n x 2, § es un vector
de2x1yeg esun vectorden x 1.
Para denotar la hipétesis distribucional, definamos la esperanza de un vector Z, de

tamafio n, cuyas entradas z; son variables aleatorias como:
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{ B(z) \

E(z)
E(2) =
\ Elza) /
La esperanza de una matriz se define como la matriz de las esperanzas, esto es:

( E@n) Blow) - - - Eaw) )

E(an) E(an) - - - Eax}

E(A) = ' '

\ Elam) Elamz) - - - E{amn) )

Necesitamos también definir la varianza de un vector; sea Z un vector de tamaiio n
Var(Z) = E ((Z - E(2))(Z - E(2)))

que es la matriz

[ (- E@) (21— E2) (z2 = B(z2) -+ (22— B()) (n — Elzm)) \
(22— E(22)) (21 — E(=1)) (22— E(za))’ o+ (22— E(22)) (20 — E(2n))
. .
\ (zn = E(z2)) (1 = E(1)) (20— B(z)) (22 = E(z)) -+ (- Ez)
esto es:




( Var(z;)

CW(Z],ZQ)

Var(Z) =

\ Cov(z1, z)

CO‘U(Zl, 22) LI

VGT(ZQ)

Cov(zz,2) - - -

. Cau(zl,z,,)\
" Cw(zz:zﬂ)

Var(z,) )

Que es llamada la matriz de varianzas y covarianzas. Obsérvese que ésta es una matriz

simétrica y que si los elementos del vector fueran independientes, se tendrfa la matriz

diagonal

1 Var(zn)
0

Var(Z) =

Asf, tenemos la notacién

Var(g) =

\ 0

0
Var(z) - - -

0

Por otro lado, la densidad conjunta de los errores

- Var(e,) |

flen ez, nen) = fler)- fe2) - - f (n)
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puede ser escrita de la siguiente forma:

Qﬁiexp {—%(55)2}
. 5;%;) " exp {—5‘}—, ;(Ee)z}

f(g)

donde f (£} = f (e1,€2,....€n)

La suma de cuadrados de los errores puede ser denotada por
n
ge=3 (&) =¢'le
i=1
com lo cual 1a densidad conjunta de los errores queda expresada de la siguiente manera:
1 \? 1,(1
fle) = (m) exp {—Eé’ (;Eln) §}
1 \? 1,, 4,1
(m) exp {--2-5(0 1,) §}

() Gt exp {52 (20 g
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Capitulo 3

Diagnéstico y medidas de qué tan

adecuado es el modelo

Cuando se ha seleccionado un modelo para una aplicacién, como el modelo de regresién
lineal simple, usualmente no se tiene la certeza de que el modelo es adecuado para esa
aplicacién, ya que puede estarse violando una o més hip6tesis, como la linealidad del
modelo o 1a normalidad de los errores. Por lo tanto, es importante saber si el modelo es
adecuado para los datos antes de que se tengan otros andlisis de éste basados en ellos.
Ordinariamente el andlisis que se lleva a cabo es sobre los residuales; como se ha definido

antes, el residual e; es la diferencia entre el valor observado y el valor estimado o ajustado:
=Y —Y,;i=12 .n

El analisis de residuales se desarrolla para verificar s1 se viola una o mds de las hipétesis
principales que se postulan para el desarrollo de la teorfa del andlisis de regresidn.

Las violaciones de las hipétesis que son estudiadas por medio de los residuales son:
1. La funci6n de regresién no es lineal
2. Los errores no tienen varianza constante

3. Los errores no son independientes
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4. El modelo se ajusta bien a la mayoria de las observaciones excepto por una o unas

pocas observaciones discordantes {outliers).
5. Los errores no se distribuyen normales
6. Una o mds variables independientes importantes han sido omitidas del modelo.

Cuando se hace un ajuste, hay que considerar siempre que la validez de las suposi-
ciones es dudosa, por lo que se tendria que examinar entonces si el modelo es adecuado.
Las vivlaviones graves de las supcsicioncs pueden producir un medelo inestahle en el
sentido de que una muestra diferente podrfa Hevar a un modelo totalmente diferente con
conclusiones opuestas. Usualmente no se pueden detectar separaciones de las hipétesis
subyacentes examinando las estadfsticas estdndares, tales como F 6 R? . Las hipétesis
son propiedades globales del modelo y como tales no garantizan que éste sea adecuado.

Vistos los residuales como errores observados, e3 natural que cualquier alejamiento de
las hipétesis subyacentes sobre los errores debe reflejarse en ellos. Vistos como errores
de ajuste, éstos proporcionan una medida de la variabilidad no explicada por el modelo
de regresion.

Considerando lo anterior, podemos afirmar que si nuestro modelo ajustado es correc-
to, los residuales deberfan mostrar un comportamiento que confirmase las suposiciones
hechas o, al menos, no mostrar una tendencia que invalidase alguna de ellas. Asf, los

residuales, después de ser examinados nos deberfan permitir concluir:
a) Alguna de las suposiciones del modelo parece ser violada
b) Ninguna de las suposiciones del modelo parece ser violada

Nétese que b) no significa que las suposiciones sean correctas, simplemente que, a la
luz del anslisis de los datos, no se tiene ninguna razén para suponer que alguna no lo
sea.

Los residuales tienen varias propiedades importantes: Tienen media cero; esto puede

deducirse de la propiedad de que
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1. 28" =90

i=1
n

2. Z:I,'B“ =0
=]

3. Ve =0
i=1

Estas propiedades se siguen directamente de las ecuaciones normales cuando se estima
por minimos cuadrados.
Otra propiedad importante de los residuales es que su varianza estimada es:
i (e - 2)° i H

, =1 . i=1 = =-.2
n-2  n-2 CME =&

Los residuales no son independientes pero, si se dispone de una muestra suficientemen-
te grande de observaciones, esta carencia de independencia puede ser ignorada. Algunas

veces es til trabajar con los residuales estandarizados, que son definidos come sigue

€4

vCME

Los residuales estandarizados tienen media cero y varianza muy cercana a uno. Esta

d‘-=

iiltima ecuacién pondera a los residuales dividiéndolos por su desviacién estAndar prome-
dio; sin embargo, en algunos conjuntos de datos los residuales pueden tener desviaciones

estindar que difieran significativamente. En el modelo lineal simple:

Var{e) Var (Yi - 1}-)

Var (Y;) + Var (f’,) - 2Cou (l’;, 1:';)

o\ 2
n E(X.'—X)z

i=1

donde

Cov (¥, %) = Cov (y 745 (x _2)) o (’_11 N (Xis—zsxf)’)

de lo cual se obtiene
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Var (&) = o? (1 - (% + (_X‘_Sf;‘f(.)_))

A partir de lo anterior se define a los residuales studentizados como sigue:

_ &

— JCME - (%4-9%;&)]

En muestras pequeiias los residuales studentizados son a menudo més apropiados que

los tesiduales estandarizados, puesto que las diferencias en la varianza de ellos pueden
ser mayores; sin embargo, cuando se dispone de una muestra suficientemente grande, la
diferencia entre ambos suele ser muy pequefa.

Para ilustrar la conveniencia de examinar cuidadosamente al modelo con el fin de
detectar violaciones a las hipétesis fundamentales de éste, se presenta a continuacion una
serie de cuatro conjuntos diferentes de datos, construidos por Anscomb (1973); cada uno
de ellos presenta un comportamiento distinto, pero todos tienen la misma recta ajustada

y valores de RZ%.

Tabla 1: Datos de Anscomb
Obs{| Xy Yi {1 Xa| Y2 [Xs| Y || Xs| Xs
10| 804 10914} 10| 746 | 8 | 6.58
8|69 || 8 1814 8 [ 677 § 8 | 5.76
13758 | 131874 13 1274 8 } 7.71
0 | 88 | 9 |877) 9711 | 8 | 884
8
8
8

833 [ 111926 11 | 7.81 8.47
14 ) 996 § 14 | 810 14 | B.84 7.04
6 | 724 || 6 1613 6 | 6.08 5.25
41426 || 4 |3.10] 4§ 539 || 19 ] 12.50
121084 | 12 | 913 12| 815 || 8 | 5.56
482 7 (726 7 | 642 || 8 | 791
568 5 |474|| 5 | 573 || 8 | 6.89

wlo |~ | jw|[]|=
|l
=]

—
=]
~1

Yt
—
124
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En el caso de cada uno de los conjuntos antes descritos 3, = 3, A, = 0.5, R* = 0.66.
Obsérvense las gréficas de dispersién de ellos que se encuentran en la figura 1.

Un andlisis basado exclusivamente en las estadisticas estindares no hubiera sido sufi-
ciente para detectar estas diferencias en la tendencia y hubiera conducido a conclusiones
incorrectas.

A lo largo de este capitulo se presentan varias formas de examinar los residuales con el
fin de detectar violaciones a! modelo. Algunas de ellas son gréficas, las cuales ademés de
ser sencillas de llevar a cabo, son sumamente reveladoras en los casos en los que existan
violaciones a las hipdtesis del modelo.

r Conjunts | Conjuo N f
t4 y
2 “
12
w0 . »
. 10 .
s . L]
e ® . .o' *e
¢ L ] [ ] )
4 . * . .
2 N 2 [ ]
L]
o, o .
0 2 4 8 8 1012 1418 18 20 0 2 4 8 8 101214 15 18 20
Conjunto it Conjunto ¥V
¥y

2 4 4 1012 4 W13 20

Figura 1: Diagramas de dispersién de los Datos de Anscomb




3.1 Diagnéstico por residuales

Las gréficas de residuales (o residuales estandarizados) que se utilizan para el diagndstico

SOM:
1. Gréfica de residuales en papel probabilistico norial

2. Grafica de residuales contra valores estimados o ajustados

.
o

Grifica de residuales contra una variable independiente omitida
4, Graficas de residuales contra las variables regresoras

5. Gréficas de residuales con respecto al tiempo

3.1.1 Gréfica de residuales en papel probabilistico normal

Los residuales pueden producir informacién concerniente a la validez de la hipétesis de
normalidad de los errore.é. Cualquier lectar que desee estudiar los detalles del proceso
de diagnéstico, debe revisar primero porqué es importante detectar desviaciones de la
normalidad.

Aunque pequeiias desviaciones de la normalidad no suelen afectar demasiado al mo-
delo, un comportamiento muy distinto del normal es mds serio, puesto que las pruebas de
hip6tesis y los intervalos de confianza dependen de esta suposicién. Ademd4s, si los errores
provienen de una distribucién cuya cola ses mas o menos pesada que la de la normal, el
ajuste puede mostrarse muy sensible a un pequefio grupo de observaciones. Los errores
con distribuciones de cola pesada frecuentemente generan observaciones discordantes que
arrastran a la regresién.

La eficiencia de los criterios de ajuste del modelo, tales como las estadisticas &'y R?
se rmantiene ya sea que los errores se distribuyan normalmente ¢ no; asimismo, tampoco

se requiere de esta hipétesis para estimar a los pardmetros por mfnimos cuadrados. Sin
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embargo, los estimadores por mfnimos cuadrados funcionan de un modo mds eficiente
bajo condiciones de independencia, normalidad y varianza constante.

De lo anterior, un analista debe concluir que los estimadores por mfmimos cuadrados
usados en condiciones distintas a la de normalidad no son los mejores y pueden ser mejo-
rados. La metodologfa que aquf se presenta para detectar desviaciones de la normalidad
se basa en informacién directa relativa a las estadisticas de orden.

Sean z;, ..., z, observaciones independientes de una distribucién normal, con media p

y varianza o2. Considere al conjunto ordenado:
(1) S 22) £ - < Zm)

Cada una de estas z;) tiene su propia distribucién, con diferente u y % Si fi) es
la media de la i-ésima variable aleatoria ordenada con media 0 y varianza 1, entonces
E (z(,-)) = ti+0py). De esta manera, si las z's son verdaderamente normales, la regresién
de zj;) en p, debe ser una lMnea recta. Las py son llamadas rankits. Idealmente,
se desearfa usar la ecuacién anterior para g;ra.ﬁc;a.r los residuales ordenados contra ;.
Esta clase de grificas puede elaborarse manualmente en papel probabilfstico normal u
obtenerse muy facilmente con ayuda de casi cualquier paquete estadistico.

Un analista debe considerar que el tratamiento dado a los residuales en las graficas
descritas anteriormente no es estrictamente valido. Como ya hemos mencionado, los
residuales uo son independientes y, m4s aun, en general no tienen varianza comtin. Una
metodologfa ms razonable es usar los residuales studentizados o bien, estandarizados. En
ambos casos, una grifica ideal s una lfnea recta con pendiente igual a uno e intercepcion
igual a cero (figura 2a). Ademds, si los errores se distribuyen normalmente, entonces
aproximadamente un 68% de los residuales estandarizados deben caer entre -1 y 1 y
aproximadamente el 95% de ellos deberian caer entre -2 y 2. Una desviacién importante
de este promedio debe ser considerada una violacién a la suposicién de normalidad. Si n
es pequeiia, debemos reemplazar los limites +1 y +2 por los valores correspondientes en
una distribucién t,_». Esta clase de examen a los residuales también nos ayuda a detectar
observaciones discordantes.
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(d) inclinacidn positiva (¢} inclinacion negativa
Figura 2: Grdficas en papel normal
Podemos describir algunas formas que suelen tomar estas grificas y que revelan ciertas
caracterfsticas de la distribucién de los errores (fig. 2b a 2e).
La figura 2b muestra una curva pronunciada en ambos extremos, lo cual indica que las
colas de esta distribucién son muy pesadas para ser considerada normal. En cambio, la
figura. 2¢ muestra un aplanamiento en los extremos, lo cual es un signo tipico de muestras

cuya distribucién posee colas mds ligeras que las de una normal. La figuras 2d y 2e
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muéstran comportamientos asociadoes 2 inclinacidn positiva y negativa, respectivamente.

Como las muestras tomadas de una distribucién normal no forman lineas rectas exac-
ta.me;nte, es necesario adquirir cierta experiencia para interpretar adecuadamente nuestra
grafica. Algunos autores proporcionan esta clase de graficas. Otra alternativa es tomar n
observaciones aleatorias normalmente distribuidas (donde n es el niimero de observacio-
nes en nuestro anslisis), procedentes de alguna tabla previamente construida y graficarlas.
Esto puede ayudarnos a adquirir una idea bastante clara de qué desviacién de la linea
recta es aceptable. Con el fin de evitar llegar a conclusiones incorrectas el analista debe
mostrarse muy cauto al examinar los residuales. Probablemente la mayor dificultad es-
triba precisamente en la lectura e interpretacion de las grificas en papel normal puesto
que éstas involucran muchas dificultades.

Una desviacién de la lfnea recta normal puede ser resultado de una mala especificacién
del modelo mas que de errores no distribuidos normales. La validez de las grdficas en
papel normal depende de 1a correcta especificacién del modelo. Ademis, st la muestra es
pequefia puede ser extremadamente diffcil detectar cualquier desviacién de la normalidad,
aun cuando ésta exista. Esto es debido a que la estructura de los residuales es tal que
un e; especifico no contiene la informacién requerida acerca de su &; correspondiente. Es
muy sencillo ilustrar que e;, el i-6simo residual, es una funcién de todos los €:8 y no sélo
de ;. Sea H=X(X'X)"'X’' (H es conocida como la matriz sombrero, hat. Algunas
propiedades sumamente dtiles de ella son descritas en el capitulo referente al modelo
muiltiple). Considere el vector de residuales

Y-X3 = (I-H)X
(- 1) (XB+e)
£+X3-HXj-He

= g-He

i

I

Sea hy; el (i, j)-ésimo elemento de la matriz H, &; puede escribirse del siguiente modo:

n
e =¢& = ) hie;

=1

i

. ‘f‘.”




De esta ecuacién se concluye que un residual especifico, e;, no es sélo funcién de
&; sino una combinacién lineal de todos los errores. En muestras pequenas h;;, ¢ # j,
no es insignificante. Cuando n crece e; es arrastrado por el error del modelo £;. En
el caso de tamarfios moderados y pequenios de muestras, existe una tendencia del lado
derecho de la ecuacidn anterior a tener una distribucién cercana a la normal, sun cuando
¢; no sea normal. Usualmente las muestras pequefias (n < 16) producen graficas que se
desvian mucho de la linea recta. Para muestras grandes (n > 20), las graficas tienen un
comportamiento més aceptable. Por lo anterior, no se debe ser demasiado optimista en
relacion con el éxito que se tenga al detectar desviaciones de la normalidad en el caso
de muestras pequefias; en general se necesitan cerca de 20 observaciones para obtener
gréficas que se puedan interpretar adecuadamente.

Cuando el mimero de residuales es demasiado grande, se deben tomar para la grafica
en papel normal s6lo las observaciones mds pequenias. Por ejemplo, si se tienen 200
cbservaciones, podrfamos graficar la 10° menor, la 20°, etc., hasta llegar a la 180° y

luego graficar las observaciones cuyo comportamiento las revista de interés.

3.1.2 Grédficas de residuales contra los valores ajustados ¥

Una gréfica de los residuales contra los valores ajustados ¥ es 1itil para detectar varios
tipos de anomalfas en ¢! modelo. Si esta clase de gréficas se parecen a la figura 3a,
entonces no existen defectos obvios en el modelo. Si las graficas son parecidas a las
figuras 3b y 3c, entonces concluimos que la varianza de los errores no es constante. El
patrén de embudo de 1a figura 3b indica que la varianza es una funcién creciente de Y.
El patrén de doble arco en la figura 3¢ ocurre cuando Y es una proporcitn entre cero y 1.
Una grafica curvada como la de la figura 3d, indica no linealidad. Esto puede significar
que se necesitan variables adicionales en el modelo, tales como un término cuadritico o
uno mixto. Es posible también que algunas transformaciones en las variables del modelo

sean requeridas.
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Figura 3: Grificas de restduales

Las gréficas de residuales contra el valor ajustado ¥ pueden revelar también uno o
més residuales demasiado grandes. Estos puntos son, por supuesto, posibles observacio-
nes discordantes. Residuales grandes que ocurran en los valores extremos de Y pueden
también indicar varianza no constante o que la verdadera relacién entre Y y X no es
lineal. Estas posibilidades deben estudiarse cuidadosamente antes de considerar tales
puntos como observaciones discordantes.

3.1.3 Gréfica de residuales contra una variable independiente
omitida

Graficar los residuales contra una variable independiente omitida, también puede revelar

qué tan adecuado es el modelo. Por supuesto, una grifica de esta clase s6lo puede
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construirse si los niveles de la variable regresora omitida son conocides. Cualquier patrén
sistem4tico que muestre esta grafica indica que el modelo puede ser mejorado adadiendo

Ia nueva variable.

3.1.4 Gréficas contra las variables regresoras

Graficar los residuales contra las variables regresoras es también ttil. Estas gréficas
suelen exhibir comportamientos similares al de las graficas de residuales contra los valores
ajustados. En este caso, las anomalfas ilustradas en la figura pueden indicar

1. Varianza no constante (fig. 3b)
2. Efecto kineal de alguna de las variables regresoras (fig. 3c)
3. Be requieren términos extra en el modelo, por ejemplo, un término cuadrético en

X; o una transformacion sobre las Y; (fig. 3d)

3.1.5 Grédficas de residuales con respecto al tiempo

Supdngase que los residuales de nuestro fenémeno ocurren en un orden determinado
e igualmente distribuidas en el tiempo. Los residuales asi graficados deberfan dar la
apariencia de una banda horizontal en torno a t, lo cual indicarfa que cuando el tiempo
pasa, no hay ningiin efecto sobre las observaciones. Si los residuales muestran alguna de

las tendencias descritas en la figura 3, podrfamos concluir que:

1. La varianza no es constante, sino que ¢rece con respecto al tiempo {fig. 3b)
2. Un término lineal deberfa haber sido incluido en el modelo (fig. 3c)

3. Un término lineal y uno cuadrético deberfan haber sido incluidos en el modelo (fig.
3d)

Por supuesto que pueden ocurrir combinaciones y variaciones de estas tendencias.
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Si las observaciones no ocurrieran a intervalos iguales de tiempo y se conocieran los
verdaderos, se deben graficar de acuerdo a ellos.

Cuando se efectiia este tipo de analisis, la secuencia en la cual se grafican los residuales
podrfa indicar que los errores en un momento dado est4n correlacionados con otros de
perfodos distintos. La correlacién entre los errores del modelo en diferentes periodos de
tiempo recibe el nombre de autocorrelacién; estas tendencias se ilustran en la figura 4. Un
aspecto como el de 4a indica autocorrelacién positiva, en tanto que el de la figura 4b es
un comportamiento tipico de autocorrelacidn negativa. La presencia de autocorrelacién

es una seria violacién a las suposiciones bdsicas el modelo.

: /_/\ / :
3 3
80 : 80
I VAV g
Tiempo Tiempo
{a) autocorrelacidn positive (b} autocorrelacion negativa

Figura 4: Grdficas de residuales vs. tiempo mostrando outocorrelacion

3.1.6 Efecto de las observaciones discordantes en el
modelo

Las observaciones discordantes o aberrantes, también conocidas por su nombre en inglés,
outliers, son observaciones con residuales muy grandes, es decir, residuales muy grandes
comparados con los del resto de las observaciones. Residuales que sean considerablemente
mayores en valor absoluto que los otros, digamos 3 6 4 veces la desviacién estdndar a
partir de’la media, deben ser considerados provenientes de posibles outliers. Estos puntos
parecen no pertenecer al resto de los datos y dependiendo de sus caracterfsticas pueden

tener influencias moderadas o severas en la regresién; las graficas en papel pormal y las
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de residuales contra X y Y son itiles para detectar este tipo de puntos.

Estos residuales deben ser cuidadosamente examinados con el fin de conocer la razén
de su comportamiento extremo. Algunos de ellos pueden ser resultado de errores en la
transcripcién o la obtencién de los datos, incluyendo posibles fallas durante el andlisis,
registro incorrecto de los datos o uso de un instrumento de medicién impreciso o defec-
tuoso. Si éste es el caso, entonces tales datos deberfan ser corregidos -siempre que sea
posible- o bien ser removidos del modelo. Sin embargo, podrfan ser también observa-
ciones genuinas, altamente significativas y sugestivas, por lo cual merecen una atencién
especial. Esto nos lleva a remarcar el hecho de que se deben tener evidencias importantes
y firmes, obviamente no estadfsticas, que nos aseguren que los outliers son procedentes
de errores para proceder a dwca.ftarlos.

Cuando los outliers son observaciones plausibles, descartarlos del modelo puede ser
peligroso, puesto que aun cuando esto mejore el ajuste de él, puede restarle precisién en
la estimacién y la prediccidn. En otros casos encontramos que los outliers son incluso més
importantes para la ecuacién de regresién que el resto de los datos, influyendo seriamente
en la estimacion de los pardmetros.

Las observaciones discordantes pueden ayudarnos también a detectar qué tan adecua-
do es el modelo, por gjemplo, en su ajuste a 1a hipétesis lineal.

El efecto de los outliers en la regresién puede examinarse ficilmente reestimando los
pardmetros del modelo, habiendo removido previamente las observaciones discordantes y
observando los efectos que ello tenga en él. Es también de sumo valor intentar entender
las circunstancias que pudieron haber generado tan grandes residuales.

Los pardmetros y les estadfsticas principales son sumamente sensibles ante las ob-
servaciones discordantes; por lo tanto, cuando estdn presentes valores extremos en las
observaciones, es posible que sélo una parte muy pequefia de los datos tenga un efecto
significativo sobre la ecuacién de regresién. Un investigador debe entonces evaluar si
este desequilibrio es o no aceptable. La importancia de algiin subconjunto de datos en
particular puede ser evaluada empfricamente calculando el modelo ajustado incluyendo
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y sin incluir a éste. Se considera que el modelo es adecuado si, después de remover un
pequedio grupo de observaciones (cualquier grupo}, la relacién parece aun apropiada; esto
es, si la regresion se permea de todas las observaciones y no depende sustancialmente s6lo
de algunas de ellas.

Esta clase de an4lisis, basada en los residuales y en la posible supresién de algunas

observaciones, suele llevarnos a conclusiones muy distintas de las que se obtienen sélo
con las estadisticas bésicas.
Ejemplo 1.- El &xito de un programa en la televisién comercial estd determinado en
parte por un sistema de nivel de audiencia (o, por su nombre en inglés, rating), cue
es un intento de medir Ia habilidad del programa para atraer y mantener televidentes.
En términos reales, el rating genera interés en los patrocinadores y por consiguiente,
ganan'cias a la estacién. El director de una cierta estacion televisiva, preocupado acerca
del rating de un noticiario, desea realizar un estudio para identificar los factores que lo
afectan. Adicionalmente a los factores obvios tales como formato, secciones especiales y
atractivo personal de los conductores, se ha sugerido un efecto remanente del programa
que lo precede. Con el fin de cuantificar dicho efecto, se tomé una muestra aleatoria de
niveles previos de audiencia en varias regiones y pertenecientes a diferentes fechas de los
ltimos dos anos. Los datos son parejas ordenadas (X,Y), donde Y denota el rating del
noticiario y X el del programa que lo precede. Dichos.datos se reportan en la tabla 2.

El primer paso que se sigue en e} andlisis es graficar los datos, Y vs. X. Dicha grafica
se muestra en la figura 5. Al examinarla observamos una tendencia de los datos que
sugiere que es razonable proponer un modelo lineal para representarlos; sin embargo,
muestra también cuatro observaciones que se alejan considerablemente de los datos y
despierta la sospecha de que pudiera tratarse de posibles outliers.

Al realizar los cdlculos correspondientes se Ilega a la siguiente recta ajustada:

Y = 1.706 + 0.665X




Tabla 2: Datos de audiencia televisiva

Obs.| X | Y [JObs.| X | ¥ jOBs.| X | Y
1 |25 (380 11 {450(580| 21 |6.50 |7.00
2 |27 (410 12 |470|380| 22 |6.70 | 5.40
3 |29 (580} 13 {490]{475} 23 {6.90]6.10
4 |310/480}f 14 5101390 24 {7.10]6.50
5 |330|570§ 15 {530|620| 25 |7.30|6.10
6 |350(440) 16 {550|4358 26 1750|475
7 1370|480} 17 | 570|415 27 |250]1.00
8 390|360 18 [590{485( 28 |270|1.20
9 (410|550 19 | 610620 29 |7.30|9.50
10 {430[415] 20 [6.30]380( 30 |7.50|9.00
T T T ©
e
8} - __;z-. S —— j - —
£
i
2| ml e ]
- ©
e B R S S S R
Rating del programa precedents

Figura 5: Gréfica de dispersién con la recta ajustada (datos de audiencia televisiva)

donde R? = 0.396 y & = 1.402. Obsérvese que el valor de la pendiente es muy cercano
a cero; esta situacién nos sorprende puesto que el director de la estacion aseguré que

aproximadamente el 40% de la variacidn en el rating del noticiario puede ser explicado
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por el rating del programa que lo precede, mientras que nosotros hallamos que por cada
punto en el rating que aumente el programa precedente al noticiario, el rating de éste
aumentaré sélo 0.66 de punto; asimisino, notamos que el coeficiente de determinacién es
muy pequefio. Al graficar los residuales estandarizados contra X y contra ¥ (Figura 6 y
Figura 7, respectivamente) volvernos a encontrar estas cuatro observaciones;. en el resto
de los datos no parece haber evidencia de que alguna de las hipétesis del modelo esté
siendo seriamente violada, es decir, muestran un comportamiento bastante aceptable;
sin embargo, en la grifica de residuales contra los valores ajustados notamos una cierta
tendencia de los datos a tener residuales grandes para valores bajos de s y viceversa.

Las 4 observaciones arriba mencionadas myestran una tendencia exactamente opuesta.
Esto nos hace sospechar que estas cuatro observaciones no pertenecen al resto de los datos.
Podemos incluso pensar que estos datos inflan a la pendiente de la recta ajustada.

Por lo anterior, estos puntos deben ser considerados outliers y ser objeto de un analisis
muy cuidadoso. Para conocer el efecto que tienen éstos sobre el modelo, procedemos a
calcular los estimadores de ios pardmetros y las estadisticas principales excluyéndolos del

conjunto de los datos; la recta ajustada a la que se Llega es:

Y =3713+0260X

con R? = 0.161 y & = 0.925. Los resultados obtenidos confirman nuestra sospecha de
que los outliers arrastran significativamente a la regresion y que el ajuste de los datos
al modelo no mejora, ﬁues el coeficiente de determinacién disminuye a cast un tercio; es
decir, los resuitados obtenidos usando solamente los datos que se comportan de manera
aceptable nos llevan a pensar que el rating del programa precedente al noticiario tiene
un efecto insignificante sobre el rating de éste.
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Residuales estandarizados

Figura 6:
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Figura 7: Gréfica de residucles estandarizados vs. los valores ajustados
(datos de audiencia televisiva)
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Ejemplo 2.- La tabla 3 muestra los residuales estandarizados y studentizados para el ejem-
plo 4 del Capitulo 1 {propulsores de un cohete). Fueron obtenidos usando las siguientes

férmulas
V&l \/9244.219 96.15 .

- i 1 (X% -X) i 1 (X;—13.3625)°
Ja” (1— (F+__—-—Sn )) ng.ss (1— (§6+"—"'"__1106.56 ))
i=1,2,..,20

Mediante una inspeccién a la tabla notamos que las observaciones 5 y 6 tienen resi-

duales muy grandes. Obsérvese la grafica de los residuales en papel normal {Figura 8);

é&sta refuerza la sospecha de que estos datos son posibles outliers.

Tabla 3: Residuales estandarizados y studentizados
(datos de los propulsores de un cohete)

Obs. € d; i Obs. e d; ¥
1 106.76 1.11 1.14 11 2037 | 0.21 0.22
2 | —6727 | -0.70 | -0.76 || 12 | —-88.95 | —0.93 | —0.99
3 -14.59 | —-0.15| -0.16 )| 13 8082 | 08¢ | 0.92
4 65.09 0.68 | 0.70 14 7117 | 0.74 | 0.76
5 | —-21598 | -2.25] -238 [ 15 | —45.15| —0.47 | —0.50
6 {-213.60| —-2.22;-232( 16 9444 | 0.98 1.02
7 48.56 0.51 | 0.55 17 9.50 0.10 | 0.10
8 4006 | 042 | 045 | 18 | 37.10 | 0.39 | 040
9 B.73 009 | 009 | 19 | 10068 | 1.05 | 1.15
10 3757 | 039 | 040 || 20 |-7532;-0.78 | —0.83

Al examinar las graficas de residuales contra los valores ajustados Y y contra la
variable regresora X (Figuras 9 y 10, respectivamente) volvemos a notar que estos datos
se diferencian de los demss. Aparte de ellos, no existe evidencia alguna en las graficas que
nos haga pensar que alguna de las hip6tesis del modelo est4 siendo seriamente violada.
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Note también que la observacién mimero 5 ocurre en un valor relativamente bajo de X,
mientras que la observacidn 6 pertenece a un valor alto de ella; es decir, ocurren cada

una en un extremo de X y parecen estar separadas del resto de los datos.

25

05}

05h. e ' : e W

25 -2.0 -1.5 -1.0 0.5 00 05 1.0 1.5

Figura 8: Gréfica en papel normal (datos de los propulsores de un cohete)

Esto nos lleva a sospechar que }a informacién proveniente de estos dos datos influye
significativamente en las proi)iedades del modelo. Para investigar qué tanta influencia
tienen estos datos s;obre el modelo se calculan la recta ajustada, el coeficiente de deter-
minacién y el cuadrado medio del error, sin incluirlos en el anslisis. La recta ajustada
obtenida usando el conjunto completo es ¥ = 2627.82 — 37.15X con R® = 0.9018 y
CME = 9244.59; por otro lado, los resultados obtenidos al descartar las observaciones 5
y 6 son ¥ = 2658.97 - 37.69X con R? = 0.9578 y CME = 3964.63.

Dado que las estimaciones de los pardmetros no cambian sustancialmente al descartar
las observaciones 5 y 6, podemos concluir que éstas no tienen demasiada influencia en el

ajuste del modelo.
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Figura 9: Gréfica de residuales estandarizados vs. los valores ajustados
(datos de los propulsores de un cohete)
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Figura 10: Grdfica de residuales estandarizados vs. X
{datos de los propulsores de un cohete)
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Sin embargo, podemos observar que el cuadrado medio del error disminuyé a casi un
tercio de su valor en el modelo original ¥ que R? crecié ligeramente. Por lo anterior, se
decide no descartar ninguna de las observaciones, en la confianza relativa de que incluirlas

no afecta seriamente las propiedades del modelo.

3.1.7 ‘Transformacién de variables

Para satisfacer las suposiciones del modelo de regresion, algunas veces es necesario tra-

LT PRt [y . Uy N, PEUN J S DITE S
AALCLIVU LULL 1dd Validbless ugm.&u:a. Ldd>

bajar con variables transforiadas, en lugar
transformaciones pueden deberse a muchas razones, las cuales pueden ser resumidas como

sigue:

a} Consideraciones tesricas pueden especificar previamente que la relacién entre las

variables no es lineal, por ejemplo, en el caso de modelos de crecimiento poblacional

b) La variable dependiente Y puede tener una distribucidn de probabilidad cuya va-
rianza dependa de su esperanza. De este modo la varianza de Y cambiars cuando X
cambie, esto es, la varianza no serd constante. La distribucién de ¥ usualmente no
es normal bajo estas condiciones, lo cual invalida las pruebas de significancia (aun-
que esto no ccurre en una magnitud ﬁmy importante cuando se trata de muestras
grandes), puesto que éstas est4n basadas en la hip6tesis de normalidad. La carencia
de constancia en el error puede producir estimadores insesgados, pero no precisos.
En la préctica, las transformaciones son escogidas para asegurar la constancia de
la varianza, éstas son llamadas transformaciones estabilizadoras de la varianza; por
coincidencia, estas transformaciones son también dtiles en la normalizacién de las

variables.

¢) Al examinar los residuales se sospecha que se requiere una transformacisn.



Transformaciones para corregir no-linealidad detectada en las grificas de
residuales

Una de las suposiciones basicas del andlisis de regresién es que el modelo que describe a
los datos es lineal. Por consideraciones tedricas previas, o bien, después de examinar un
diagrama de dispersién de Y contra X, podemos llegar a la conclusién de que €l modelo
no es lineal. Sin embargo, es posible que el modelo apropiado sea linealizable y que
mediante una transformacién adecuada se llegue a un modelo lineal. En la tabla 4 se
listan algunas de ellas, con la grifica correspondiente en la figura 11.

Tabla 4: Funciones Linealizables con las transformaciones correspondientes

Funcién Trans formacién Forma lineal Figura

Y = B X YVi=log?, X' =logX { Y =logB8,+5,X| Ila, b

Y = By X Y =Y Y'=Ingy+6,X | llc, d

Y =8y +flog X X' =log X Y=8,+8,X" | lle f

X ] 1
V=00 Vi=— X'== Y=0,—-6,X | lig,h
) v X x o~ BX | Us

eﬁo'hﬂ]x , Y , .
Y=,—“___1+eﬂo+5|x Y =ln_(_1—Y) Yi=8,+58X 117

Ejemplo 3.-Los datos que aparecen en la tabla 5 representan el mimero de bacterias
sobrevivientes (en unidades de 100} en conteos por recipiente {cajas de Petﬁ) de un
experimento con bacterias marinas expuestas a radiacién por rayoes X de 200 kilovolts,
durante un nimero de periodos que fluctia entre 1 y 15, cada uno formado por intervalos
de 6 minutos. Las bacterias bajo estudio no forman cadenas o grupes, por lo cual el
nimero de ellas puede ser estimado directamente a partir de la superficie que ocupan
en cada recipiente. Este experimento fue llevado a cabo para examinar la accién de los

rayos X bajo un campo constante de radiacién.
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Figuru 11: Gréfica de funciones linealizables

Si la teorfa es aplicable, el logaritmo de! mimerc de sobrevivientes debe aparecer como una
linea recta si se grafica contra £. Si n, representa el mimero de bacterias sobrevivientes

después de un tiempo ¢ de exposicién a la radiacién se tiene
ne = nge®

donde ny y B son pardmetros que deben ser estimados. Los pardmetros ng y § tienen

interpretaciones fisicas muy simples: ng es ¢l mimero de bacterias al inicio del experimento
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y B es la tasa de muerte de bacterias.

Tabla 5: Numero de bacterias sobrevivientes
después del tiempo indicado de exposicién a rayos X

Ntimero de . Nimero de .
Tiempo Tiempo
bacterias bacterias
355 1 56 9
211 2 38 10
197 3 36 11
166 4 32 12
142 5 21 13
106 6 19 14
104 7 15 15
60 8
400
350 9.
300
% 250 —
E
_E 200 % g A
] ‘
o) . ' gt i .
§ 100 8. "
50 LI
? * . > v,
% 2 4 6 ) 10 12 14 16
Tiempo

Figura 12: Gréifica de Y con respecto al tiempo (ejemplo 3)
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S8i introducimos el error aleatorio ¢, se tiene
lnng = ﬂg +ﬁlt + 1]

¥ podemos ahora aplicar el método de minimos cuadrados. Con el fin de que ¢, €l tértnino
de error, sea aditivo en e} modelo transformado, éste debe aparecer como un factor en el

modelo original. La representacién correcta del modelo debe ser:
ny = ngefte,

donde £} es el error aleatorio multiplicativo. Obsérvese que £; = Ing}. En el modelo de
regresidn lineal simple que hemos analizado se requiere que ¢, esté normalmente distri-
buido, lo cual implica que &} se distribuya lognormal. En la practica, después de haber
ajustado el modelo transformado se examinan los residuales para saber si la suposicién
hecha acerca del modelo es razonable.

El primer paso en el andlisis consiste en graficar los datos, n, vs. f. La grafica (figura
12), éugiere que la verdadera relacién entre las variables no es lineal. Sin embargo,
ajustemos el modelo lineal simple y analicemos las consecuencias que ello implica. El

modelo es:
=0, +58t+eg
econ las hipétesis usuales. La recta ajustada a la cual se llega es:
fi, = 259.58 — 19.46¢

donde R? = 0.823. Noétese que,a pesar de tenerse un valor de R? alto, el modelo no es
adecuado. Esto resulta evidente al examinar la grafica de residuales contra la variable
independiente (figura 13); en efecto, los residuales para t = 2,...,11 son negativos, los
residuales para ¢t = 12, .., 15 son negativos y en £ = 1 parece existir un outlier.

Dado que la relacién entre n; y ¢ no es lineal, se propone trabajar con la variable

transformada In n, (que ya habfa sido sugerida previamente por consideraciones tedricas).
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Figura 13: Residuales estandarizados vs. Y (ejemplo 8)

Al examinar la gréfica de Inn, vs. ¢ (figura 14), observamos que la transformacién
aplicada a n; mejora el ajuste a la hipétesis de linealidad.
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Figura 14: In{n,) vs. t (ejemplo 3)
El modelo ajustado transformado es:
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i, = 5.973 — 0.218¢

con R?* = 0.9884. La inspeccion a la grafica de los residuales {después de aplicar la
transformacién), contra la variable regresora, en la figura 15 , no revela ningin patrén
que nos haga pensar que se viola la hipétesis de linealidad. De este modo, concluimos
que el logaritmo del nimero de bacterias sobrevivientes a la accién de radiacién estd
relacionado linealmente con éste.
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Figura 15: Gréfica de residuales estandarizados vs. t (ejemplo 3)

" Transformaciones para estabilizar la varianza

Cuando la varianza del error no es constante, se dice que el error es heterocedéstico. La
heterocedasticidad puede ser removida a través de una transformacién adecuada.

Una causa comn de la violacion a la hip6tesis de varianza constante (que es, como se
recordard, una de las principales suposiciones del modelo de regresi6n) es que la variable
dependiente Y siga una distribucién de probabilidad cuya varianza dependa de la media.
La distribucién Binomial y la distribucién Poisson son dos funciones de densidad con
tales caracterfsticas.
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Cuando la relacién entre la media y la varianza de una variable aleatoria es conocida,
es posible encontrar una transformacién simple de la variable, 1a cual haga a la varianza
aproximadamente constante, esto es, que estabilice a la varianza.

Las transformaciones que se describen en la siguiente tabla no sélo estabilizan a la va-
rianza, sino que también tienen la propiedad de acercar considerablemente la distribucién
de la variable transformada a la distribucién normal.

Tabla 6: Transformaciones para estabilizar varianza

Distribucién de Relacién entre Varianza después
Transformacién
probabilidad de y 2 yp de la trans formacién
.Poz'sson. r N (\/? +VY ¥ 1) 0.25
Binomial #(;n_!—‘-)— sen VY (grados) %—il
sen~! VY (radianes) 2
I
Binomial negativa e “lsenh! (AJ? ) 6
“Lsen b~ (AVY +0.5) 0.25

En algunas ocasiones, nos podemos valer de consideraciones tedricas previas o de
experiencia previa para elegir una transformacién adecuada para estabilizar la varianza.
Sin embargo, en muchos ¢asos no se tienen datos previos que nos lleven a suponer que
la varianza no es constante y nuestro primer indicio lo proporcionan las graficas de los
residuales, en cuyo caso, una transformamdn adecuada debe ser elegida empiricamente.

Es sumamente 1mportant.e detectax Y correg1r la heterocedasticidad del modelo. Si
este problema no es eliminado, los estimadores por minimos cuadrados serdn insesgados
pero no serdn de varianza mfnima, es decir, los coeficientes de la regresidn tendrén errores
estdndar demasiado grandes. El efecto de las transformaciones arriba descritas es dar
mayor precisidn a los pardmetros del modelo e incrementar la sensibilidad de las pruebas
estadfsticas.

Ejemplo 4.- En un estudio de 27 establecimientos industriales de diferentes tamanos se

registré el mimero de trabajadores supervisados X y el mimero de supervisores Y.
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Tabla 7: Nimero de trabajadores supervisados X

¥y de supervisores ¥ para 27 establecimientos industriales

Obs. ! X |Y[|Obs.| X Y O] X | Y
1 [294)|30f 10 | 697 | 78 || 19 | 700 | 106
2 124732 11 | 688 { 80 || 20 | 850 | 128
3 26737 12 | 630 | 84 || 21 | 980 | 130
4 |358|44| 13 | 709 | 88 || 22 | 1025 160
5 laza a7l 14 | 627 | 97 || 23 |1021] 97
6 (311149 15 | 615 {100 | 24 | 1200} 180
7 (450 |56 16 | 999 109 || 25 | 1250 | 112
8 ([534(62] 17 1022|114 26 {1500 | 210
9 43868 18 [1015 (117 27 | 1650 | 135

Se decidi6 estudiar la relacién entre estas dos variables y se propuso el modelo Y; =

By + B X + &, como un acercamiento inicial.
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Figura 15: Grifica de Y vs. X (ejemplo §)}
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Figura 16: Grdfica de residucles estandarizados vs. X (ejemplo {)

La recta ajustada a la que se llegé fue Ia siguiente:

Y = 14448 + 0.115X

Tanto la grafica de Y vs. X (figura 15), como la de residuales estandarizados contra la
variable regresora {figura 16), muestran que la varianza del error tiende a crecer cuando
la variable independiente crece. Los residuales muestran una tendencia a caer en una
banda que diverge al moverse en ¢l sentido positivo del eje X. En general, si la banda
en la cual caen los residuales diverge (se vuelve mds ancha) cuando X crece, entonces
la varianza del error crece al crecer X; st Ia banda converge (tiende a estrecharse), la
varianza del error decrece al crecer X.

En muchas aplicaciones industriales, bioldgicas y econémicas, cuando se detecta hete-
rocedasticidad, a menudo se encuentra que la desviacion estandar de los residuales tiende
a crecer cuando X crece; basdndonos en esta ohservacién empirica y en la informacién que
nos proporcionan las gréificas, podernos suponer que en el presente ejemplo la desviacién

estdndar de los residuales es proporcional a X:
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Var{e)=kX% k>0
Considérese ! modelo

Y
X;

_ ﬂo 2

X *ht X;
el cual se obtiene dividiendo ambos lados de la ecuacién por X;. Se tiene entonces un
nuevo conjunto de variables y coeficientes:

Yi=2, X

X—l
1 _XI

>l =

y el modelo

o)
0

M_

ﬁlr I

s S £
Pep &=

X

Y/ =B+ BX 4,
Note que en el modelo transformado la varianza de ! es constante e igual a k2. Si

nuestra suposicién Var (g;) = k?X?, k > 0 es vdlida, entonces, para ajustar apropiada-
mente el modelo, debemos trabajar con las variables transformadas Y = —

1
'
XyX._

}-
Como las variables dependiente e independiente, respectivamente.

Si el modelo ajustado para los datos transformados es

XX':A;'}'ﬁl

X .
el modelo ajustado en términos de las variables originales es
Y =B, + 8, X
La ecuacidn de regresién calculada para las variables transformadas es:

14 3.803
— =0.121 + ——=
% = 0121+

X
En términos de las variables originales se tiene

Y =3.803+0.121X
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Los residuales obtenidos después de ajustar el modelo transformado se hallan grafi-
cados en la figura 17. En ella los residuales parecen estar distribuidos aleatoriamente
y caer entre dos bandas paralelas al eje ;’(—, que es la variable dependiente del modelo
transformado. La distribucién de los residuales no muestra ningiin patrén distintivo y
podemos concluir que el modelo transformado es adecuado. Nuestra suposicién acerca

de los errores parece ser correcta; el modelo transformado tiene errores homoced4sticos.
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Figura 17: Grifica de residuales estﬁndaﬁzadas vs. Y/ X (ejemplo §)

3.1.8 La prueba de carencia de ajuste

Hemos enfatizado que una Unea ajustada mediante una regresién es una linea que se
calcula basdndose en un cierto modelo o suposicién, misma que no debe ser ‘aceptada
ciegamente, sino ser considerada tentativamente. En ciertas circunstancias podemos ve-
rificar si el modelo es o no correcto. En primer lugar, podemos exarninar las consecuencias
de un modelo incorrecto. Recuérdese que ¢; = Y; — f‘; es el i-ésimo residual, es decir,
el residual en X; . Esta es Ia cantidad en la cual la verdadera observacién Y; difiere del

valor ajustado ¥;. Como ya hemos visto, los residuales contienen toda la informacién
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disponible en el sentido en el cual el modelo falla para explicar la variacién observada en
la variable dependiente.
Sea 7; = E(Y;) e! valor dado por el verdadero modelo, cualquiera que éste sea, en

(vi- ?) (Y- ?1 E(vi-¥)
(%= 5) = o - B ()] + [~ £ (3)]

= ¢+DB;

X = X;. Podemos éntonces escribir:

i

Y.-Y

donde

w= (6=%) =[-8 (%)] y Bi=n- 5 (7)

B; es el sesgo del error en X = X;. Si &l modelo es correcto, entonces 5, = E(V:) y B;
es igual a cero. Si el modelo no es correcto, 7; # E(Y;) y B; es distinto de cero, pero
tiene un valor que depende del modelo verdadero y de X;. La cantidad g; es una variable

aleatoria con media cero, puesto que:

el(v-%) - [n-5(%)]]

500~ 5(7) - 2(7)

- 5(#%) = [n- £ (%))

lo cual sucede sea o no correcto el modelo, esto es, si n; = E(Y;) o sin; # E(Y)).
Se puede probar que 3 ¢; tiene un valor esperado igual a (n — 2) o2. A partir de ello

i=1

se demuestra que el cuadrado medio del error

n N2
CME="=21(Yi_Yi)
n-—2

E{q)

=0

£ (n-B(%)

n—2

tiene un valor esperado igual a o? si el modelo es correcto o igual a o2+

st no lo es.
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Si el modelo es correcto, es decir, si B; = 0, entonces los residuales son desviaciones
aleatorias g;; sin embargo, si el modelo no es correcto, esto es, si B; # 0, entonces los
residuales contienen componentes aleatorias y sistemdticas. Podemos referirnos a ellas
como los componentes de sesgo y varianza del error de los residuales, respectivamente.
Asimismo, el CME tenders a estar inflado y no proporcionard una medida satisfactoria
de la variacién aleatoria presente en las observaciones.

En el caso del modelo de regresién simple, el sesgo del error puede ser detectado
examinando una gréfica de los datos. Sin embargo, cuando el modelo es més complica.do'
o involucra més variables esto no es posible. Si se dispone de una estimacién previa de
o2, es decir, una estimacién obtenida a partir de experiencia previa acerca de la variacién
del fenémeno estudiado, podemos verificar {o probar mediante una prueba F) si el CME
es significativamente mayor que esta estimacién previa. Si lo es, diremos que existe
carencia de ajuste y podremos pensar que la forma actual del modelo no es adecuada. Si
no se dispone de ninguna estimaci6n previa de o2 pero se han presentado observaciones
repetidas de ¥ (2 6 més) para el mismo valor de X, podemos usar estas repeticiones para
obtener un estimador de ¢2. De dicho estimador se dice que representa el error puro,
puesto que si el valor de X es igual para dos observaciones, sélo la variacién aleatoria
puede influir los resultados y generar diferencias entre ellos. Tales diferencias proveeran
un estimador de o2 que sea mucho mds confiable que el que pudiéramos obtener de
cualquier otra fuente. Es por esta razén que es sensato, al disefiar experimentos, pam:.r
de observaciones repetidas.

Es importante comprender que las observaciones repetidas deben ser auténticas y no
s6lo repeticiones de la misma lectura. Por ejemplo, supongamos que estamos tratando
de relacionar, por métodos de regresién, las variables Y, coeficiente de inteligencia y X,
estatura de la persona. Una repeticién auténtica deberfa ser obtenida si medimos los
respectivos I. Q. de dos personas que tengan exactamente la misma estatura. Si, por el
oontra‘rio, medimos dos veces el I Q. de una misma persona, ésta no serfa una repeticién

auténtica, sino s6lo un punto confirmado. Este dltimo podrfa proveer informacién acerca
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de Ia variacién del método de prueba, el cual es parte de la variacién en ¢%, pero no
podrfa proveerla acerca de la variacién del I Q. entre personas de la misma estatura, que
es la o? de nuestro problema. En experimentos quimicos, una sucesién de lecturas hechas
durante la permanencia de las condiciones de un cierto experimento no proporciona
repeticiones genuinas. Supongamos, por ejemplo, que Y representa la viscosidad de
una cierta sustancia y X la temperatura de ésta. Se obtendrfan repeticiones anténticas
realizando n; veces el experimento que llevara a la sustancia a la temperatura X; y
midiendo cada vez 1a viscosidad, y no ejecutando nna sola vez el experimento y midiendo
n; veces la viscosidad.

Cuando hay observaciones repetidas en los datos necesitamos notacién adicional para
tomar en cuenta las multiples observaciones en Y para el mismo nivel de X. Suponga que
se tienen n; observaciones en la respuesta ¥ al nivel X;, i = 1,2,...,m. SeaY;; la j-ésima
observacién en la respuesta al nivel X; ,j =1,2,...,n;. Setienenn = 'Zn: n; observaciones

i=l

en total. La prueba se desarrolla particionando la SCE en dos componentes
SCE = SCgp + SCca

donde SCgp es la suma de cuadrados debida al error puro y SCc 4 s la suma de cuadrados
debida a la carencia de ajuste. Para desarrollar esta particién note que el (i7)-ésimo

residual es
Y- Y= (¥ - %) + (%= %)

donde Y; es el promedio de las respuestas de las n; observaciones en X;. Elevando al
cuadrado ambos lados de la ecuacién anterior y sumando sobre i y j se obtiene:
i% (Yij—ﬁ)2=_§:i (Y-'.f—}-’.-)2+_§ﬂ.- (1_1—17;)2
i=1j=1 i=1 j=1 i=1
El lado izquierdo de la ecuacién anterior es la suma de cuadrados de los residuales,
SCE. Las dos componentes del lado derecho miden el error puro y la carencia de ajuste.

Obsérvese que la suma de cuadrados del error puro,
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mon; 2

SCer=3 % (Y5 -Y)",

i=1 j=
se obtiene calculando la suma de cuadrados corregida de las observaciones repetidas en
cada nivel i de X y sumsndolas sobre los m niveles de ésta. Si la suposicién de varianza
constante se satisface, ésta es una medida del error puro independiente del modelo, puesto
que para calcularla s6lo se usa la variacién de las Y's en cada nivel de X . Dado que se
tienen n; — 1 grados de libertad asociados al error puro en X;, la suma de cuadrados del
error puro tiene asociados
m
i=Z;(n.- -)=n-m
grados de libertad. La suma de cuadrados debida a la carencia de ajuste,
SCca= _rzn;ﬂ-a (}_’a - 17.)2
i=1
es una suma ponderada de los cuadrados de las desviaciones entre la respuesta media Y;
al nivel X; y su valor ajustado correspondiente. Si los valores ajustados ¥; estdn cerca
de la respuesta media ¥;, entonces tenemos evidencia fuerte que indica que la relacién
funcional entre las variables debe ser lineal. Si por el contrario los valores ajustados Y:
difieren considerablemente de la respuesta media ¥;, entonces podemos pensar que la
verdadera funcién de regresién no es lineal. La suma de cuadrados debida a la carencia
de ajuste SCp,4 tiene m — 2 grados de libertad asociados, puesto que hay m diferentes
niveles de X y se pierden 2 grados de libertad debido a los pardmetros que se deben
estimar.
La estadfstica para esta prueba es:

_ SCoa/lm~2) CMcq

F= =
SCEF/(ﬂ—m) CMEP

El valor esperado de CMgp s o? y el valor esperado de CMg4 es:

5 i [E(YS) - fo - BiX)
E{CMgy) =o* + =

m-2
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Si la verdadera relacion funcional entre las variables es lineal,entonces E(Y;) = f, +
B:X: y E(CMca) = 0% sino es ast, E(Y;) # B, + BiXi y E(CMca) > % Sila
verdadera funcién de regresion es lineal, la estadistica F g tiene una distribucién F con
m — 2 y n — m grados de libertad.

Asf, si Fp > F{j, ;. ., se concluye que el modelo presenta carencia de ajuste. Esta
prueba puede ser anexada facilmente al andlisis de varianza elaborado para probar la
significancia global de la regresion.

Si 1a prueha es significativa, ello indica que el modelo es inadecuado. Deben entonces
hacerse estudios que revelen como y dénde ocurre esta falla. Si, idealmente, la prueba no
es significativa, concluimos que no parece haber razén para dudar del ajuste del modelo.
Ejemplo 5.- La linea ajustada ¥ = 1.436 + 0.338X fue estimada a partir de los datos de
Ia tabla 8.

Tabla 8
Obs. | Y | X U1Obs. | Y § X [Obs. | Y | X
1 (23113} 9 117|137 17 [3.5])53
2 |18[13) 10 {2840} 18 |28]5.3
3 (28|20 11 |28|40k 19 [21]53
4 11520 12 12240 20 }34]|57
5 J22127| 13 |54}147) 21 [3.2]6.0
6 138133 14 (321471 22 |30(6.0
7 |18133) 15 |1.9]47 23 (30|63
8 (37137 16 |1.8|504 24 |59]6.7

La tabla de an4lisis de varianza se muestra en la tabla 9. Note que el valor de F’ para
la prueba de significancia global aun ne ha sido calculado, puesto que aun no sabemos si
el modelo presenta carencia de ajuste.
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Tabla 9: Tabla de An4lisis de Varianza

Fuentede | Gradosde Sumas de Cuadrados F

Variacién libertad Cuadrados Medios

Regresion 1 6.326 6.326

Residuales 22 21.192 0.963 6.569
Total 23 27.518

La prueba es significativa si no muestra carencia de ajuste. En este paso debemos

haliar el error puro y por consiguiente la carencia de ajuste.

1. La suma de cuadrados del error puro debida a las repeticiones en X = 1.3 es

2.3 ~ 1.8)*
(—3~—2—1-8)— = 0.125, con un grado de libertad.

2. La suma de cuadrados del error puro debida a las repeticiones en X = 4.7 es:

(5.4)° + (3.2)* + (1L9)° — 3[(5.4 4+ 3.2+ 1.9) /3" =43.01 - (10.5)°/3
= 43.01 — 36.75

= 6.26
con 2 grados de libertad. Cdlculos similares nos llevan a las siguientes cantidades:

Tabla 10
Nivel de X i (Y — }7’,-)2 Grados de
- libertad
1.3 0.125 1
2.0 0.845 1
3.3 2.000 1
3.7 2.000 1
40 0.240 2
4.7 6.260 2
5.3 0.980 2
6.0 0.020 1
Total 12.470 1
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Podemos entonces reescribir la tabla de analisis de varianza. El valor obtenido para
F en la prueba de carencia de ajuste, F' = 0.699 no es significativo, puesto que €5 Menor
que uno. En efecto, al examinar las tablas correspondientes nos damos cuenta que tados

los cuantiles en esta distribucién son iguales o mayores que la unidad.

Tabla 11: Tabla de anilisis de varianza que incluye Ia prueba de carencia de ajuste

Fuente de Grados de Sumas de Cuadrados .
Variacion Libertad Cuadrados Medios
Regresién 1} 6.326 6.326 6.569
Residuales 22 21.192 0.963
Carencia de 1t 8722 0793 |06
Ajuste
Error Puro 11 12470 1.134
Total 23 27.518

A la luz de este andlisis no tenemos motivos para dudar que el modelo ses adecuado
¥ podemos usar §% = 0.963 como un estimador de o2 para levar a cabo la prueba de
significancia global. Esta tltima sélo es vilida si el modelo no exhibe carencia de ajuste.

Para enfatizar este punto, resumirernos los pasos a seguir cuando nuestros dates contienen
observaciones repetidas.

1. Ajuste el modelo, obtenga la tabla de andlisis de varianza usual. No lleve a cabo
la prueba de significancia global aun.

2. Calcule la suma de cuadrados del error puro.

3. Desarrolle la prueba de carencia de ajuste. Si el modelo exhibe una carencia de
ajuste significativa vaya al paso siguiente; de no ser asf, no se tiene razén para

dudar de la validez del modelo. En este caso, vaya al wltimo paso.

4. Detenga el andlisis del modelo ajustado y considere alternativas para mejorarlo

examinando los residuales. No lleve a cabo la prueba de significancia global y no
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intente obtener intervalos de confianza. Las suposiciones en las que estdn basados

estos célculos no son clertas si se encuentra carencia de ajuste en el modelo,

5. Lleve a cabo la prueba de significancia global, obtenga intervalos de confianza y

examine los residuales,

Note que el hecho de que el modelo haya pasado estas dos pruebas no significa que sea
correcto. Simplemente significa que es un modelo plausible en ¢l cual no se ha encontrado

carencia de ajuste.
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Capitulo 4

El modelo lineal general

Un modelo de regresién que involucra mds de una variable independiente es llamado un
modelo de regresién miiltiple. La mayor parte de los modelos usan mis de una variable
independiente para explicar el comportamiento de la variable dependiente; por ejemplo,
suponga que la vida 1itil de una cortadora depende de la velocidad y de la profundidad

del corte. Un modelo de regresién miiltiple que podria describir esta relacién es:
Y =ﬂu+ﬁ1X1 +,62X2+E

Donde Y denota la vida 1til de la cortadora y X, y X; la velocidad y la profundidad
Jdel corte, respectivamente. Este es un modelo lineal de regresién, con dos variables
independientes. El término lineal es usado porque la ecuacién anterior describe una
funcién lineal en 3, y ;.

El modelo lineal puede ser extendido para incluir cualquier mimero de variables in-
dependientes:

Yi=08,+ BiXa+ B Xat.. + 8 Xu+e

La notacién incluye ahora un subindice en X y 8 para identificar cada variable inde-
pendiente y su coeficiente de regresién correspondiente. Hay k variables independientes,
e incluyendo a 3, €l término de intercepcion, (k 4 1)} pardmetros que necesitan ser esti-

mados.
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Las suposiciones usuales del método de minimos cuadrados se aplican er este caso:
Se supone que las &; son independientes y tienen varianza comun y constante o?. Pa-
ra construir pruebas de significancia e intervelos de confianza, se supone también que
los errores aleatorios se distribuyen normalmente. Se supone también que las variables
independientes son medidas sin error.

El método de minimos cuadrados aplicado a este modelo requiere que los estimadores

encontrados para los (k + 1) pardmetros sean tales que

SCE )f; (¥i- 1?.-)2
(Y- - (ao + leu +ﬁ2Xi2 +..+ 3kXik))2
(¥ = Bo = BiXar ~ BaXa = = BiXa).

H
e

1

i

Lt

b
iM=

la suma de cuadrados del error, sea minima.

Los 8;,i = 1,2,...,k son los estimadores de los pardmetros. Los valores de B, que
minimizan a SCE se obtienen al igualar a cero la derivada de SCE con respecto a
cada f,. Esto da por resultado (k+ 1) ecuacioncs normales que deben ser resueltas
simultdneamente para obtener los estimadores por minimos cuadrados de los (k +1)
pardmetros.

Como se puede observar, el problema se vuclve cada vez mds complicado cuando el
mimero de variables independientes aumenta. La notacién algebraica se toma entonces
particularmente fastidiosa. Es por ello que serd usada la notacién matricial para desa -
rrollar los resultados de regresién del modelo lineal general.

E! modelo lineal general para relacionar una variable dependiente a k variables inde-

pendientes es:
Yi=Bo+ B X+ 5 X+ ..+ B X + &

El subfndice i denota la unidad observacional a partir de la cual las observaciones en Y’
y las k variables independientes fueron tomadas. El segundo subindice designa la variable

independiente. El tamafio de la muestra serd denotado por n, i =1,2,..,ny k denota
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¢l nimero de variables independientes. Existen (k + 1) parametros 3;, 7 = 0,1,2,..k
para ser estimados si se incluye un término intercepcidn F,. Por conveniencia usaremos
¥ = (k+1) y supondremos que n > k', es decir, que se tienen m4s observaciones que
pardmetros.

Asf, para expresar el modelo lineal general en notacién matricial se necesitan cuatro
matrices:
Y: El vector columna de tamafio (n x 1) que consta de las observaciones en la variable
independiente Y;;
X: La matriz de orden (n x k'), formada por una columna cuyas entradas son todas uno,
seguida de los & vectores columna de las observaciones independientes;
#: Un vector columna de tamafio (k' x 1) cuyas entradas son los pardmetros que serdn
estimados y
¢: El vector de tamaiio (n x 1) de los errores aleatorios.

Con estas definiciones, el modelo lineal puede ser escrito como

Y=Xf+¢
o bien
n 1 X X2 X3 -0 X B €1
o | |1 X Xn Xz -+ Xu B + €2
Yn 1 an Xn2 Xn.'i e Xnk ﬂk En
—_—— — NI A W .
nxl nxk’ xl nxl

Cada columna de X contiene los valores para una variable independiente en parti-
cular. Los elementos de un renglén particular de X, por ejemplo, el renglén r, son los
coeficientes de los parimetros correspondientes en J, los cuales dan E(Y;). Note que el
coeficiente de regresion de 3, es constante e ignal a uno para todas las observaciones; de
esta forma, el vector .columna 1 es la primera columna de X. Al multiplicar el primer
renglén de X por § y afadiendo el primer elemento de £, se confirrna que el modelo para

la primera observacién es :
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Vi=8+5Xu+8hXe+. . . + 5 Xu+ea

Los vectores Y y £ son vectores aleatorios, es decir, los elementos de estos vectores son
constantes desconocidas que serdn estimadas a partir de los datos. Cada elemento 3; de
3 es un coeficiente parcial de regresion que refleja el cambio en la variable dependiente ¥
por unidad de cambio en la i-ésima variable independiente, X;, suponiendo que todas las
demds variables independientes se mantienen constantes. La definicién de cada coeficiente
parcial de regresién depende del conjunto de variables independientes incluidas en el
modelo.

Las suposiciones usuales acerca de ¢; se expresan ahora en términos del vector aleatorio
¢. Se dice que g tiene una distribucién normal multivariada, cuya media es el vector 0 (de
orden (n x 1}). La varianza de un elemento individual £;, es generalizada a la matriz de
varianzas y covarianzas del vector . Recuérdese que la matriz de varianzas y covarianzas
de cualquier vector aleatorio de n elementos, se define como una matriz simétrica, de
orden (n x n), cuyos elementos en la diagonal principal son iguales a las varianzas de
las variables aleatorias; y los (i, j)-ésimos elementos que se hallan fuera de la diagonal
principal, son las covarianzas entre €; y €;. Por ejemplo, si Z es un vector aleatorio de
tamaiio n, cuyos elementos son las variables aleatorias z;, z3, ...,2,, la matriz de varianzas

y covarianzas de Z es:

Var(z)) Couvl(z,z3) --- Cov(z1,2,)
Var(Z) = Cov(,.zl, z3) V&T‘-(Zg) .- Co'u(‘.zg, Zn)
Cov(z, zn) Covlzg,2,} --- Var(z,)
Obsérvese que si los elementos del vector fueran independientes, se tendrfa la matriz
diagonal
Var(z) 0 - 0
0 V. e 0
Var(Z) = . ar(z;) :
1] 0 --- Var(z,)
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Asf, las dos suposiciones usuales sobre ¢; (que las &; son independientes con varianza

comin y constante, ¢2) implican que la varianza de g, Var(g) sea

Var(e,) 0 ses ] a2 0 0
0 Vv - 0 2
Var(e) = ] a’t(ez) ) = 0 ¢ 0 =d'l,
0 0 .-+ Var(e,} ¢ 0 ... o?

De esta forma, se tiene la notacién

1

g ~ N(Q,¢L,)

Dado que los elementos de X y 8 son constantes, el producto X3 en el modelo es un
conjunto de constantes que se sumar4n al vector de errores aleatorios g Asf,Y esun
vector aleatorio cuya media es el vector X3 y cuya matriz de varianzas y covarianzas es

0°1,; en efecto:

E(Y)=E(Xp+g) = E(Xp) + E(g) = X8

Var(Y) = Var(Xg +¢) = Var(Xg) + Var(e) = 0’1,

Var(Y) = Var(g) puesto que afiadir una constante a una variable aleatoria no altera
su varianza. Cuando la distribucién de £ es una normal multivariada, la distribucién de

Y. también lo es. De esta manera:
Y ~ N(XB,0°L,)

Este resultado se basa en la suposicién de que el modelo lineal que se ests usando
es el correcto. Si variables independientes importantes han sido omitidas o si la forma
funcional del modelo no es correcta, X3 no es ¢l valor esperado de Y.

Ejemplo 1.- En los datos acerca de contaminacién por ozono en granos de soya (ejemplo

1 del capftulo 1) se tiene
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1 0.02 242
1 0.07 237

X= Y= B= Fo
1 011 231 = 5,
1 015 201

y £ s el vector de los cuatro errores aleatorios (no observables).

4.1 Las ecuaciones normales y su solucién

Para estimar los coeficientes de regresién del modelo lineal general se usard también
el método de minimos cuadrados; aplicado a este modelo requiere que los estimadores
encontrados para los (k+ 1) pardmetros sean tales que el cuadrado medio del error sea

minimo. Asf, el objetivo es encontrar un vector

Ty

i
ke
Y

tal que SCE sea minimo. Para resolver este problema, definamos al vector

e (Yl - 3-’1)

e=Y -V = e | _ (Yz—f’z)
e;n (Y,.;Y’ﬂ)

y note que

Se tiene también
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De esta forma, se desea minimizar a i =YY - K’X@ - EX’K + EX’XE ylo

=]
haremos utilizando las técnicas del cdlculo diferencial. Derivando la expresién anterior

con respecto a § e igualando a cero, se obtiene:

es decir

lo cual implica

7

)

o~

4

[o3)

g

X'Y = X'’X3

8=XX)"' XY

=l = 2X'Y +2X'XB=0

donde 8 es un vector de tamafio &, mismo que se obtiene del sistema de ecuaciones

normales. El producto X'X genera una matriz cuadrada de tamaiio &/, en cuya diagonal

principal se encuentran las sumas de cuadrados de cada una de las variables indepen -

dientes y, fuera de ella, las sumas de los productes cruzados entre ellas. La forma general

€5

XX=

n > Xa 3 Xe
=1 =1
S Xy LXE Y XaXa
i=1 i=1 i=1
S X L XaXe Y X3
i=1

=1 =1

Z XIIXIk E X12th

=1

£
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En el caso del modelo lineal sirhple, la matriz X'X consiste solamente de la matriz
de (2 x 2) superior izquierda.

Los elementos del producto X'Y son las sumas de los productos entre cada variable
independiente y la variable dependiente:

[ Ty )

i=1
2 XaY:
i=1

XY= ¥ XoY:

i=1

S XaY,
\ &%

El primer elemento, i Y., es la suma de los productos entre el vector de unos (la
primera columna de X)‘;IZ . De nuevo, si solamente estd involucrada una variable
independiente en el modelo, el vector X'Y est4 formado vinicamente por los dos primeros
elementos.

Las ecuvaciones normales tienen solucién tnica; ésta existe si y solamente si la inversa
de X'X existe, es decir, si y s6lo si X'X es de rango completo. Esto es, no deben existir
dependencias lineales entre las variables independientes. La implicacién prictica de esta
condicién es que no deben existir redundancias en la informacién contenida en X. Por
ejernplo, la cantidad de nitrégeno en la dieta algunas veces puede expresarse como la
cantidad de protefnas multiplicada por una constante. Dado que la misma informacidn
se reporta de dos distintas formas, se crea una dependencia lineal si ambas se incluyen

en X,
Note que

B=XX) " (XY) = (XX)'X)Y

muestra que los estimadores de los coeficientes de regresién son funciones lineales de la

variable dependiente Y, donde los coeficientes de estas funciones estin dados por los
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elementos de los rengiones de ((X’K)'l X'). Puesto que las X’s son valores constantes,
los valores esperados de los coeficientes de regresion involucran solamente la esperanza
de Y. Siel modelo Y = X8 + € es correcto, la esperanza de Y es Xp y la esperanza de
B es

E(B)

E((XX)™X")Y)

(XX)™ X) B(Y)

= ((x’x)'1 x’) X3
| A

In

= £

Es decir, é-es un estimador insesgado de 8.
Ejemplo 2.- Se ilustrardn las operaciones matriciales usando X y Y de los datos de Heagle

(ejemplo anterior):
4 0.3500 911
XX = XY =
0.3500 399 76.99

1 1.07547 —9.43396
XX)" =
~9.43396 107.81671

Los estimadores de los coeficientes de regresién son

e ( 253,434 )

~-293.531

4.2 El vector Y y el vector de residuales e

En un conjunto de datos, et vector de los valores estimados de la variable dependiente ¥

€3

>

e
Il
o
|



Esta es la manera mds ficil de calcular Y. Sin embargo, con el fin de desarrollar
algunos resultados, es 1til expresar a Y como una funcién lineal de Y, sustituyendo
(X'X)"'X'Y por j. Asf tenemos:

f o= (XEXTX)Y

= HY

donde H = X (X'X) ™' X' es una matriz cuadrada de tamaifio n determinada comple-
tamente por los valores de las variables independientes. Esta matriz, conocida también
como la matriz sombrero (hat), juega un papel muy importante en el andlisis de regresion.

A continuacién examinaremos algunas de sus propiedades, que serdn de utilidad més
adelante:

1. H y (I,—H) son matrices simétricas e idempotentes
2. rango (L,—H) = tr (L,-H)=n -k

3. (I,~H)X = 0 cn el modelo de regresion
Demostracién

1. Hy (I, — H)son trivialmente simétricas. Probemos la idempotencia de H:

H2

(X (XX)™' X) (X {X'X)' X)
X (XX XX (X'X) 7 X
N i e’

In

X(X'X)"' X
= H

A partir de la idempotencia de H se puede probar la idempotencia de (I,—H):

(I.-H? = IX-2L,H+H*
= L.-2H+H
= I,-H
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2. Para probar esta propiedad necesitamos antes probar el siguiente resultado:

a) Si P es una matriz simétrica entonces P es una matriz idempotente de rango 7 si
y s6lo si P tiene r valores propios iguales a uno y (n — r) valores propios iguales a

9ETO.

Demostracién: Dado que P2 = P, entonces, PX = A X (X # 0} implica que AX'X =
XPX = XP*X = (PX)(PX) = ¥X'X, y A(A—=1) = 0. Es decir, los vectores
propios de P son cero y uno. Dado que en una matriz simétrica el rango de ésta es igual
al nimero de valores propios distintos de cero, P tiene r valores propios iguales a uno
y (n — r) iguales a cero. Recfprocamente, si los valores propios de P son iguales a cero
y uno, entonces podemos suponer sin pérdida de generalidad que los primeros r valores

propios son iguales a uno. Asi, existe una matriz ortogonal T' tal que

I. 0
T'PT = =A o P=TAT'
g 0

Por lo tanto P? = TAT'TAT = TA?T' = TAT' = P, y rango(FP) = r.
El resultado anterior nos permite afirmar que rango{P) = tr{P) = r. Por lo anterior,

dado que (I,—H) es simétrica e idempotente, se tiene

rango (L,—H) = tr (L,-H) = tr(I,) —tr(H) = n—tr XX)'XX|=n-F
[ A—

Ly

3. A partir de la definicién de H, se tiene:

F-HX=X-X(XX)'XX=X-X=0
4
&

Note que la esperanza de Y es

EY) = E[(X(XX)'X)Y]

HE (Y) = HXg = Xf
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Es decir, Y es un estimador insesgado de las medias de Y para los valores de X en
el conjunto de los datos. El hecho de que HX = X se puede verificar a partir de la
definicién de H:

HX = (X(X'X) "' X)X =X ((X'X)"'XX) =X
Ejemplo 3.- En los datos del ejemplo anterior:
{1 0.02
0.

07 | { 107547 —042306 )

P

.11 k—9.43396 107.81671) k0.02 0.07 0.11 0.15}
0.15

741240 377358 .086253 --.204852

377358 283019 .207547  .132075

086253 .207547 .304582  .401617

k -.204852 .132075 401617 671159

(=

e
e

Ast, por ejemplo,
Y, =.741Y, + .377Y, + 086 Y3 — .205Y,

El vector de residuales e refleja la carencia de consistencia entre los valores observados

Y y los estimados, Y:
e=Y-Y
Existen otras formas de expresar a e que nos serdn itiles mds adelante, como:

e = Y-XJ
= Y-HY
(I-H)Y

Il

Recuérdese que los estimadores por minimos cuadrados minimizan la suma de cua-
drados de los residuales, es decir, é ha sido elegido de tal forma que ¢'e sea minimo.

Dado que (I ~ H) es simétrica e idempotente, la esperanza del vector de residuales es
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Efe)

E(I-H)Y)
(I-H)Xs
= (X-HX)Xg
(X-X)8
=0

Es decir, los residuales observados son variables aleatorias con media cero.

Asi, la variable respuesta Y est4 dividida en dos partes: Aquella que aporta el modelo,
Y, ¥ la que aportan los residuales, e. El hecho de que estas dos partes sumen Y es
evidente, puesto que g se obtiene por diferencia; o bien, puede ser demostrado comno

sigue:
Y+e=HY+(I-H)Y=(H+I-H)Y =Y

Ejemplo 4.- Continuando con el ejemplo 3, obtenemos:

1 0.02 247.563
v 1 007 253434 | | 232887
- 1 011 —293.531 221.146
1 0.15 209.404
Los residuales son:
—5.563
. 4.113
e=Y-¥Y=
9.854
~-8.404

Los resultados del ejemplo del ozono estdn resumidos en la tabla que sigue

Tabla 1
X\ Y| ¥ &
02 | 242 | 247.563 | —5.563
07 1237 | 232.887 | 4.113
1231 | 221.146 | 9.854

.15 | 201 | 209.404 | —8.404
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4.3 Estimacién de ¢*

Como en el caso del modelo lineal simple, debemos desarrollar un estimador de o? a

partir de la suma de cuadrados de los residuales.

(¥Y: - Y3)?

o

SCE =

]
i

!

Il
i

I
I,
)

Sustituyendoe =Y — Xﬁ tenemos

SCE

(c-x3) (z %)
= Y'Y -3XY-YXE+FXXpB
= Y'Y -28XY +FX'XB

Dado que X/ X?_ = X'Y 1a ecuacién anterior puede escribirse de la sipuiente manera
SCE=Y'Y - XY

La suma de cuadrados de los residuales tiene (n — k) grados de libertad asociados,
puesto que existen k' pardmetros en el modelo que se van a estimar. Asi, el cuadrado

medio del error es

SCE

E= ——

CM —

Se propone a CME como un estimador de o?, es decir, 5° = CME. A continuacién
probaremos que ° es un estimador insesgado de ol

En efecto, recuérdese que

)
It
—
[
o

Por otro lado
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(n-K¥)CME = Y'(I-H)(I-H)Y
= Y(I-H’Y
= Y(I-HY

Para calcular la esperanza del cuadrado medio de los residuales, usaremos el siguiente
resultado acerca del valor esperado de una forma cuadritica:
Teorema 1.- Sea ¥V un vector aleatorio de tamafio n, sea A una matriz simétrica de

tamaifio (n x n}. Si B(V) =8 y Var(V) = L, entonces
E(V'AV) =1tr(AL) + 8 A0

Demostracién.- E(V'AV) = E[(V - 8) A(V. — ) + FAY + Y'AQ — ¢ Af). Ahora, Y'A8 =
(Y'A8Y =¢AY y

E(@AY) =g AE(Y) =040

Por lo anterior

E(V'AY)

E[(V-8)A(Y-9)+8A8
X aE((Yi - 6:)(Y; - 6;)] + g A8
17

LY a0+ 8 A8
T3
tr(AS) + ¢ A8

I

It

Usando este teorema y el hecho de que (I — H) X = 0 se tiene

E((n-k)CME) = E[Y'(I-H)Y]
tr (o? (I — H))

= Z(n—-k)

i

g'e

Es decir, 6 = CME =
n—k'

es un estimador insesgado de o
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4.4 Interpretacién geométrica de los estimadores por

minimos cuadrados

A veces resulta de utilidad una interpretacién geométrica intuitiva de los estimadores por
minimos cuadrados. Puede pensarse en el vector de observaciones ¥' = (1, ¥a...., Ya),
como en un vector del origen al punto A en la siguiente figura. Note que ¥3,Y:...,Y,
forman las coordenadas de un espacio muestral n-dimensional. El espacio muestral de la
figura 1 es tridimensional (n = 3).

La mairiz X est4 formada por k' vectores columna de tamaiio n (1, X,;,X,, ..., X, ).
Cada uno de estos vectores definen un vector a partir del origen en el espacio muestral.

Estos k' vectores forman un espacio k¥'-dimensional lamado el espacie de estimacion.

Figura 1: Interpretacidn geoméirica de los estimadores por ménimos cuedrados

El espacio de estimacién cuando k' = 2 se muestra en la figura 1. Cualquier pun-
to en este espacic puede representarse como una combinacién lineal de los vectores
1,X,,X,, ..., X, Asf, cualquier punto en el espacio de estimacidn es de la forma X3.

Sea B el punto determinado por el vector X3 en la figura 1. La distancia al cuadrado

de A a B es precisamente
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e
[[]

= (x-7)(zx-¥)
- (z-x) (%)

Por lo tanto, minimizar la distancia cuadrada del punto A al espacio de estimacion,
significa hallar el punto del espacio de estimacién que se encuentre m4s cerca de A.
La distancia al cuadrado es minima cuando el punto en el espacio de estimacion es la
interseccién entre el espacio de estimacion y la linea ortogonal a éste que pasa por A.
Este es el punto C de la figura ! y est4 definido porelvectorf_:XQ. De esta manera,
dado que Y - ¥ = Y — XJ es perpendicular al espacio de estimacitn, podemos escribir

x(£-x3) =2
o bien
B=X'X)" (X'Y)

que &5 el sistema de ecuaciones normales.

4.5 Precision de los estimadores

g, Y ¥ e son vectores aleatcrios, puesto que son funciones lineales de Y, que es un vector

aleatorio. Esta condicién nos ha permitido calcular sus valores esperados, a saber,
E(3)=5 E(L)=X8 yE@=0

En esta seccién hallaremos las matrices de varianzas y covarianzas de estos vectores,
usando las reglas del cdlculo de varianzas de funciones lineales de vectores aleatorios.

El resultado general de la varianza de funciones lineales de variables aleatorias puede
extenderse a la notacién matricial. Suponga que Y es un vector aleatorio cuya matriz de
varianzas y covarianzas es Var (Y). Sea U = ¢'Y, cualquier funcién lineal del vector Y.,
donde a’ es un vector columna cuyos elementos son los coeficientes que definen la funcicn

lineal. La varianza de U puede expresarse en términos de la varianza de Y como
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Var (U) = oV = d (Var (Y))a
Si Var (Y) = Io? (que es una de las suposiciones basicas del modelo), se tiene
o (U) =& (o) g = ¢'a0®

Note que a'a es la suma de cuadrados de los coeficientes de la funcién lineal, Zn: al,
el cual es el mismo resultado que el obtenido en el caso del modelo lineal simple. =

Mouchas funciones lineales de ¥ pueden ser consideradas simultdneamente si se extien-
de 2 a una matriz A de coeficientes de tamaiio & x n, donde cada renglén de A contiene
los coeficientes de una funcién lineal. Asf, U = AY, es un vector columna que contiene
k nuevas variables aleatorias, cada una de las cuales es una funcién lineal del vector

aleatorio Y.,

La matriz de varianzas y covarianzas para U es cuadrada de orden k y estd dada por
Var(U) = A(Var(Y))
0 bien, cuando Var (¥) = Io®,
Var (U) = AA'0?

El i-ésimo elemento de la diagonal principal de AA’ es la suma de cuadrados de los
coeficientes de la i-ésima funcién lineal. Este coeficiente, multiplicado por o2, da la
varianza de la i-6sima funcién lineal. El elemnento (i, j)-¢simo (fuera de la diagonal) es
la sumz de los productos de los coeficientes de la.. i-ésima y la j-ésima funcién lineal y,
cuando se multiplica por ¢?, da la covarianza entre las dos funciones lineales.

La demostracién de la forma general de la varianza de funciones lineales de vectores
aleatorios se muestra aquf como un ejercicio del dlgebra de matrices. Por definici6n, la

matriz de varianzas y covarianzas de un vector aleatorio ¥ es:

Var(Y) = E[(¥. - E(Y) (X - E(¥))]
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donde 1a funcién esperanza es aplicada a todos los elementos de la matriz que est4 en el
argumento. El producto en el argumento del operador esperanza en la ecuacién anterior es
una matriz cuadrada de orden n cuyos elementos en la diagonal principal son de la forma
(Y; — E(Y:))* y los elementos fuera de ella son de la forma (Y; — E (Y3)) (Y; — E(Y;)). Por
definicién, las esperanzas de estos elementos son varianzas y covarianzas, respectivamente.
Esta definicion de matriz de varianzas y covarianzas serd usada para hallar la varianza

de U = AY. Por definici6n, la matriz de varianzas y covarianzas de U es
Var(U) = E{[U - EU) - E(U)}'}
Sustituyendo AY por U y factorizando, se obtiene

Var (U

E{[AY. - E (AY)][AY - E (AY)}
= E{AY-EMI¥~-EX) 4}
= AE{[Y-EM®)[X-E(WN} 4
= A{Var(Y)) A4

La factorizacién de productos matriciales debe efectuarse cuidadosamente; recuérdese
que el producte de matrices no es conmutativo. Por ello, A se factoriza por el lado
izquierdo {tomdndola del primer factor entre corchetes) y por el lado derecho (a partir
de la transpuesta del segundo factor entre corchetes). El lector debe también recordar
que, al transponer un producto, se invierte el orden de los factores. Dado que A es una
matriz de constantes, ésta puede sacarse del operador esperanza. Esto deja una matriz
interior que es, por definicién, Var (Y).

Ejemplo 5.- .La varianza de la media de uba muestra aleatoria con n cbservaciones,
7 = L $¥; se calculars usando el resultado general que se acaba de obtener. ¥ puede

ni=
expresarse en forma matricial como sigue:

}-}= (l, ':'l'a ey —l')._x.
nn 1l

De esta manera, ¥ es una funcién lineal de Y, donde el vector de ceeficientes g es
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(1 1 1)
G=\= =y oy =
non n

De esta forma, 5i Var (Y) = Io?, se tiene

Var (Y) = aVar(Y)a
2 2
SO
n n

A continuacién, usaremos el resultado general de varianzas de funciones lineales de
vectores aleatorios para hallar las matrices de varianzas y covarianzas de g, Yye

La matriz de coeficientes en ¥ que da por resultado g es A= (X’X)"'X’; asf,

((X'X)™' X1 (Ver (¥)) (XX) XY
(XXX (XX)'X) 0?

I

Var (B)

Dado que la transpuesta de un producto es el producto de las transpuestas en el orden

inverso y que (X'X) es simétrica, obtenemos

Var (3)

1

(X'X) 7 (X'X) (X'X) ! o?
= (X'X)'o?

Es decir, las varianzas y covarianzas de los estimadores de los coeficientes de regresién
estan dadas por los elementos de (X'X) ™" multiplicados por 0. Los elementos en la dia-
gonal principal de la matriz (X’X)'l o? son las varianzas de los coeficientes de regresidn,
en el orden en el que aparecen en 8. Los elementos fuera de ella son las covarianzas entre

los coeficientes de regresién.

Ejemplo 6.- En nuestro ejemplo,

” 1.0755 —9.4340
(X'X)™! =
—9.4340 107.8167

129



Asf, Var (,éo) = 1075507 y Var (B,) = 107.8167°. La covarianza entre f, y B, es
Cov (Bu,fil) = —9.4340 52,

La matriz de varianzas y covarianzas de ¥ puede hallarse usando la relacién ¥ = X_,fj
6Y = HY. Recuérdese que H=X (X'X)"! X’. Aplicando e} resultado general para las

varianzas de funciones lineales a la primera relacién, se tiene

Var (¥)

Var (Xg) = XVar (g) X!
X(X'X) ! X'o?
= Ho?

Si se usa la segunda relacién se tiene

Var (Y)

H{Var(Y) H
HH'7?
= Ho?

dado que H es simétrica e idempotente. Por lo anterior, al multiplicar H por o se
obtienen las varianzas y covarianzas de todos los valores ajustados. Dado que H es una
matriz cuadrada de orden n, a menudo es poco funcional trabajar con ella. Las varianzas
de cualquier subconjunto de los valores ajustados ¥; pueden ser halladas usando solamente
los renglones de X, digamos X, que correspondan a los puntos de interés. Si usamos el

resultado general se tiene
Var (Y) =X, Var (g) X! = X, (X'X) "' Xlo?

Las varianzas dadas por Ho? son las varianzas apropiadas de las ¥; cuando éstas son
usadas para estimar las medias de Y para los valores dados de las variables independien-
tes. Para predecir observaciones futuras, cada una de las varianzas deber4 ser aumentada
por o? para contar la varianza de la cantidad que se va a pronosticar. De esta forma, la

matriz de varianzas y covarianzas para prediccion es
Var(Yped) = 1+ H) 0*
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La matriz de varianzas y covarianzas de ¢ = (I - H) Y, el vector de residuales, es
Var(e) = (I-H)a?

usando el hecho de que (I — H) es una matriz simétrica e idempotente.
Ejemplo 7.- La matriz H fue calculada para los datos de Heagle en el ejemplo 3. Se tiene
entonces
Var (f’) = Hd?
741240 377358 .0B6253 - 204852
377358 .283019 .207547  .132075
(086253 207547 .304582 401617

-.204852 132075 .401617  .671159

La matriz de varianzas y covarianzas de los residuales se obtiene utilizando Var (¢} =
(I-H)o2 Asf,

Var (&) = (1-0.741)0? = 0259
Var (e,) = (1~-0305)0° = 0.6950%
Cov{e;, e5) = —-Cov (}"1, ﬁ) = -0.08652

Es importante notar que las varianzas de Ios residuales observados no son iguales a
o? y que las covarianzas entre ellos no son cero. La suposicién de variama comin y
constante y de covarianzas iguales es vilida para las &; y no para las e;.

La varianza de cualquier valor ajustado particular Y; y la varianza del correspondiente

e; siempre suman ¢, porque
Ho? + (I - H)o? = Io?

Dado que las varianzas no pueden ser negativas, cada elemento en la disgonal de H
debe estar entre cero y uno: 0 < vy < 1, donde vy; es el i-&simo elemento de la diagonal
principal de H. Por lo anterior, la varianza de cualquier Y; es siempre menor que o2,

la varianza de las observaciones individuales. Esto muestra la ventaja de ajustar un
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modelo de respuesta continuo, suponiendo que el modelo es correcto, simplemente usando
los datos observados como estimadores de la media de Y para los valores dados de X.
Esta precisién tan alta del modelo proviene del hecho de que cada ¥; usa informacién
proveniente de los puntos que la rodean. La precisién del modelo puede ser realmente
irnpresionante. En el ejemplo anterior, a precisién obtenida en los estimadores de las
medias de los dos valores intermedios de ozono usando la ecuacién de respuesta lineal
fueron 0.2830% y 0.3050%. Para lograr el mismo grado de precisién sin usar el modelo de
regresion lineal, se hubieran requerido mas de tres observaciones en cada nivel de ozono.

La ecuacién anterior implica que los puntos con una alta precisién en ¥; (variarza
baja) tendran poca precisién en e; (varianza alta) y vice-versa. Belsley, Kuh y Welsch
(1980) muestran que los elementos en la diagonal principal de H pueden interpretarse
como medidas de la distancia de los puntos correspondientes al centro del espacio de X
(0 X, en el caso de una sola variable independiente). Puntos lejanos al centro del espacio
X tienen valores vy relativamente grandes y, por lo tanto, relativamente poca precisién
en f’. y precisién mds alta en e;. Varianzas pequefias de los residuales que se hallan
lejos del centro de los datos indican que el modelo tiende a estar cerca de los valores
observados para estos puntos. Este aspecto de H puede ser usade para detectar puntos
con demasiada influencia en el modelo. -

Hemos expresado a las varianzas (y covarianzas) como multiples de o2. Los coeficien-
tes estdn determinados completamente por la matriz X, una matriz de constantes que
depende del modelo que se va a ajustar y de los niveles de las variables independientes
en el estudioc. En algunos experimentos los niveles de las variables independientes est4n
sujetos al control del investigador ¥ pueden ser conocidas antes de que el experimento se
lleve a cabo. La eficiencia de disefios experimentales alternativos puede evaluarse caleu-
lando (X' X)_1 y H para cada disefo; se preferird aquél que posea las varianzas menores
para las cantidades de interés.

132



4.6 Distribucién de funciones lineales de variables

aleatorias normales

La suposicién de que los errores aleatorios ; se distribuyen normalmente, implica que los
valores observados de la variable dependiente Y; también se distribuyen normalmente.

Es un resultado general que cualquier funcién de variables aleatorias normalmente
distribuidas se distribuye normalmente (Véase Pfeiffer, Paul E.; Concepts of Probability
Theory; 2a Edicién; Edit. Dover; Nueva York, 1978; p. 263).

Los estimadores de los coeficientes de regresion, los valores ajustados y los residuales
observados son funciones lineales de las observaciones originales en la variable depen-
diente. Consecuentemente, la suposicién de normalidad de ¢ también implica que los
vectores aleatorios Y, E, Y y e poseen cada uno una distribucién normal multivariada.
La media y la varianza de estos vectores ya fueron calculadas anteriormente. Asf, con la
suposicion £ ~ N (0, Io?), las distribuciones de los vectores aleatorios més importantes

en 1a regresién por minimos cuadrados se puede resumir como sigue:
~ N (XB, 1c%)

~ N(8,(X'X)"¢?)

~ N (X3, Ho?)

~ N{0 (I-H)s?)

Yot ~ N(XB, (I+H)o%
En general, ninguno de los elementos en los vectores aleatorios calculados en la regre-

M e I

131

gién por minimos cuadrados serd independiente de los otres y los elementos fuera de la
diagonal principal de cada una de las matrices de varianzas y covarianzas son distintos
de cero.

Las pruebas de hipétesis convencionales y los intervalos de confianza para los estima-
dores de los pardmetros est4 basada en la suposicién de que los estimadores se distribuyen
normalmente. Es decir, la suposicién de normalidad de los errores aleatorios es clave pa-
ra estos propésitos. Sin embargo, esta suposicion no es necesaria para la estimacién por

minimos cuadrades. Aun en la ausencia de normalidad, los estimadores por minimos
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cuadrados son los mejores estimadores lineales insesgados (mejores en el sentido de tener
la varianza mifnima entre todos los estimadores lineales insesgados); en efecto, probemos
el siguiente

Teorema 2.- Sea & el estimador por minimos cuadrades de 8 = X5. Entonces, en la
clase de los estimadores insesgados de £/8, ¢4 es el tinico estimador con varianza minima
(decimos que ¢ es el mejor estimador lineal insesgado de ¢/8).

Demostracion.- § = X3 = H§ = HY, donde HX = X. Entonces E (g@) — ¢HO = ¢'8,
es decir, ¢f es un estimador lineal insesgado de ¢8. Sea d'Y otro estimador lineal
insesgado de ¢'¢. Entonces ¢8 = E(d'Y) = d8; es decir, (¢ — d)'8 = 0, por lo tanto,
H(c-d)=0yHe=Hd

Por otro lado, usando el hecho de que H e (I — H) son simétricas e idempotentes:

Var ((Hd)' Y)

1

o*d H'Hd
a’d'Hd
= o’d'Hd

I

de esta forma

Var (dY) — Var (__ _é) = Var(dY) ~ Var (Hd)'Y)
= o*(d'd - dHd)
= ¢ (I-H)d
= A4 (I-Hy(I-H)d>0

donde la igualdad con cero ocurre si y sélosi (I-H)d =06d = Hd = He. Por lo
tanto, ¢8 tiene varianza mfnima y €s tnico.

Si la hip6tesis de normalidad se mantiene, los estimadores por minimos cuadrados co-
inciden con los estimadores por méxima verosimilitud. En efecto, la funcién de densidad

conjunta de Y es
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lo cual implica X'Y = X'Xf, que es el sistema de ecuaciones normales. Obsérvese

que este método nos provee de un estimador maximo verosfmil para o?, que se obtiene

resolviendo ~———aln;f£r‘)) =0.
o
améigm) _ _fz_% e 2) 5 (¥ - X8) (Y- Xp)
- & = L(y-xp) (x-x5)
= E(K—Z)'(K-Y_)
= zs'.c;=%§;e?

Note que este estimador es distinto del estimador insesgado que se calculé anterior-

mente.

4.7 Anilisis de varianza y formas cuadraticas

Los estimadores de los coeficientes de regresién, las medias estimadas y los residuales

han sido presentados en notacién matricial; se demostré que todos ellos son funciones
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lineales de las observaciones originales en la variable de respuesta, ¥. En esta seccién
mostraremos que todas las sumas de cuadrados y productos son funciones cuadraticas de
Y. Esto significa que cada suma de cuadrados puede ser escrita como Y’ AY, donde A es
una matriz de coeficientes que llamaremos mairiz de definicion. De Y’ AY diremos que
es una forma cuadrdtica en Y (El lector encontrard una breve introduccién a las formas
cuadréticas en el apéndice A).

El objetivo del modelo ajustado es explicar, en la medida de lo posible, la variacién
en la variable dependiente a partir de la informacién contenida en las variables indepen-
dientes. Las contribuciones de las variables independientes al modelo son medidas por
particiones de la suma de cuadrados total de Y. que pueden ser atribuidas a 6 explica-
das por las variables independientes. Cada componente de la particién de las sumas de
cuadrados es una forma cuadrdtica en Y. Los grados de libertad asociados a una suma
de cuadrados en particular y la ortogonalidad entre diferentes sumas de cuadrados se
determinan por las matrices de definicién en las formas cuadréticas. La forma matricial
de una surna de cuadrados simplifica los cédlculos si se tiene acceso a alguin paquete esta-
dfstico o de dlgebra matricial o a una hoja de cdlculo. Las esperanzas y varianzas de las
sumas de cuadrados también pueden determinarse ficilmente de esta forma.

Se puede verificar que el vector de observaciones en la variable dependiente Y puede

particionarse como sigue:
Y=Y+e

Esta particién sera usada para obtener una particién similar de la suma de cuadrados

total de la variable dependiente:

y_2

1

Yy =

s

=1

Esta es una forma cuadrética cuya matriz de definicion es la matriz identidad:

Yy=YTY
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La matriz identidad es idempotente y su traza igual a su orden, indicando que la
suma de cuadrados total (no corregida) tiene tantos grados de liberiad como elementos

el vector Y. La matriz identidad es la tinica matriz idempotente de rango completo.
Dado que

se tiene

Sustituyendo ¥ =HY ye=(I- H)Y se obtiene

Y'Y = (HY) (HY)+ HY)'[(I-HY]+[I~HY] HY)
+{I-mY[r-Hy]
- YHHY +YH(I-HY+Y' ((-H/H,+Y (I-H(I-H)Y

Ambas, H y (I - H) son simétricas e idempotentes, de tal forma que HH=Hy
(I—HY (I - H) = (I - H). Los dos términos centrales de la ecuacién anterior son cero

puesto que las dos formas cuadréticas son ortogonales una con la otra:
H{I-H=H-H=0
pe esta forma:
YY=YHY +Y (I-HY =YV +¢e

La suma de cuadrados total no corregida ha sido particionada en dos formas cua-
dréticas cuyas matrices de definicién son Hy (I - H), respectivamente. K’_}{ es la parte
de Y'Y que puede ser atribuida al modelo ajustado y la. denotaremos por SCrod- Eb
segundo término, ¢'e, es la parte de Y'Y que no puede ser explicada por el modelo, es la
suma de cuadrados de residuales después de ajustar el modelo y serd denotada por SC,.,.

La ortogonalidad de las formas cuadraticas asegura que SCooz ¥ SCres sean particiones
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aditivas. Los grados de libertad asociados con cada una de ellas depende del rango de
sus matrices de definicién. El rango de H = [X(X'X)™ X'] est4 determinado por el
rango de X, que es también el mimero de pardmetros en B. Asf, los grados de libertad
de SCroq es & cuando el modelo es de rango completo.

Hemos probado que rango(H)} = tr (H) = ¥ y que rango (¥, - H) = tr (L) —
tr{H) = n — k. El subfadice en I indica el orden de la matriz identidad. Los grados de
libertad de SC,., son n—k’ y son obtenidos utilizando la aditividad de las dos particiones
u cbservando el hecho de que tr (I, — H) = ir (L) — tr (H) = n — ¥. El orden de esta
matriz identidad es n.

Las expresiones para las formas cuadréticas de la expresién anterior son formas pro-
pias para definicién; muestran la naturaleza de las sumas de cuadrados que se estdn
calculando. Sin embargo, existen formas de estas expresiones que facilitan los cdlculos.

La forma més conveniente de SC,.q = i’,'f_ €s
SCpmet = AXY

Esta igualdad se prueba sustituyendo X_ﬁ_ por la primera ¥ y X (X'X)~' XY por
la segunda. Asi, ia suma de cuadrados debida al modelo puede obtenerse sin calcular el
vector de valores ajustados o la matriz de n x n, H. El vector ﬁ es de orden menor que
Y y X'Y ya estars calculado para cuando é lo esté. Dado que estas dos particiones son

aditivas, la forma de cdlculo més simple para SC,., es por diferencia:
8C., = ..}..,_'Z ~8Chna

Las formas de cdlculo y de definicién para esta particién de la suma de cuadrados
total est4d resumida en la tabla 2.

138



Tabla 2: Resumen del andlisis de varianza para el andlisis de regresién
{Prueba de significancia global)

Suma de Cuadrados

Fuente Grados Férmula Férmula
de de de de
Variacion Libertad Definicion Céleculo
Total (nocorregida) rango{l,) =n Yy Y'Y
chida ol modelo rango{H) =¥ K'l’_ =Y'HY ﬁrK’Z
Residuales rango(l, ~H) = (n—¥) | de =Y (I-H)Y | Y'Y - JXY

Ejemplo 8.- Continuando con €l ejemplo 7; la particién de la suma de cuadrados total serd
ilustrada usando los datos de ozono de Heagle. La suma de cuadrados total no corregida,

con cuatro grados de libertad es

242
237
231
201

Y = (242, 237, 231, 201, )

= 2422 42377 + 2312 4 201°
= 208,495

La suma de cuadrados debida al modelo, SCpoa Se obtiene a partir de la férmula de
definicién:
247.563
232.887

221.146
209.404

Y = (247.563, 932.887, 221.146, 209.404)

= 9247.5632 + 232.887% + 221.146% + 209.404*
= 208,279.39

Usando la férmula de célculo (que es més conveniente), se tiene
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ot 911
AX'Y = (253.434, -293.531) (

= 208,279.39
76.99

La formula de definicién para la suma de cuadrados de los residuales da

_5.563

, 4113
§§=(—5.563, 4113, 9.854, —8.404, ) = 215.61

9.854

_8.404

Si usamos la férmula de cdlculo se tiene
8C,., =YY - 8C,,.; = 208,495 — 208, 279.39 = 215.61

La suma total de cuadrados no corregida ha sido particionada en la suma de cua-
drados debida al modelo completo y la suma de cuadrados debida a los residuales. Sin
embargo, usualmente se estd mds interesado en explicar la variacién de Y en torno a su
media que en su variacién en torno al cero; otro punto de gran interés es cudnta de la
informacién proveniente de las variables independientes contribuye a esta explicacién. Si
no se tiene informacién disponible a partir de las variables independientes, el mejor valor
pronosticado de Y es el mejor estimador disponible de la media poblacional.

Cuando se dispone de variables independientes, 1a cuestion de interés es cudnta infor-
macién contenida en ellas contribuye a la prediccién de Y, ademés de aquella proveniente
de la media total de Y.

La medida de la informacién adicional que aportardn las variables independientes,
s la diferencia entre SC,,4 cuando las variables independientes estdn incluidas en el
modelo v 8Cnog cuando no lo estdn. El modelo sin variables independientes contiene
s6lo un pardmetro, la media total de Y, u. Cuando g es el tnico pardmetro en el modelo,
SC,0q serd denotado por SC,.

SC, es llamado frecuentemente el factor de correccién. La suma de cuadrados adicio-
nal, que es aportada por las variables independientes, serd llamada suma de cuadrados

debida a la regresion, y denotada por SC,.,. Asf,
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SCrey = SCpos — SC,

donde SC,,.q es 1a suma de cuadrados debida al modelo, incluyendo las variables inde-
pendientes.

La suma de cuadrados debida solamente a 1, SC,,, serd determinada usando notacién
matricial, con el fin de mostrar el desartollo de las matrices de definicién para las formas
cuadrdticas. El modelo, cuando p es el tinico pardmetro, puede escribirse aun como
Y = X3+ e, pero ahora X es s6lo un vector columna cuvas entradas son todas iguales

auno y f} = p es un escalar. Si denotamos al vector columna de unos como 1, se tiene

B=y'rY =1y =¥

}r

SC, =

la suma de cuadrados corregida por [a media.
El producto 1 1’ es una matriz cuadrada de orden n cuyos elementos son todos iguales
a uno; denotemos a esta matriz por J. De esta forma, la matriz de definicién para la

forma cuadrética que da el factor de correccién es

1 .
La matriz (l) J es idempotente con rango igual a ir (;J) = 1, es decir, el factor
n
de correccién tiene un grado de libertad.
La suma de cuadrados adicional que es atribuida a las variables independientes en un

modelo es
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SCrey = SCmoa - SC,
- YHY -Y' (f) Y
n

- r(H-i).z

n

Es decir, la matriz de definicién para SC, ., es (H - 1) La matriz l]- es ortdgonal
n n

J
a8 (H - ;;) y a {I — H), asf que la suma total de cuadrados se ha descompuesto en las

tres siguientes componentes ortogonales:

Yy Z’(%)X+K‘(H——%)Z+}_’_’(I—H)}_{

= SC, +8C,,, +SC,,

con 1, (K — 1) = k y (n — ¥’) grados de libertad, respectivamente.
Usualmente, SC,, es sustrafda de Y'Y y solamente la suma de cuadrados corregida,

descompuesta en 8C,., y 8C,,, son reportadas.

Tabla 3: Resumen del andlisis de varianza en regresion lineal
{Prueba de significancia global)

Fuente de Grados de Sumade Cuadrado

Variacién Libertad Cuadrados Medio
Total {no corregida) n Y'Y K’TX
Media 1 ny? n¥y?
Total {corregida) (n-1) Y'Y — nY? —X—’(Zn—:?)iz
.Regresifm k é'X"X_ —-n¥? iX’}ik;nY"’
Residuales (n-¥) |YY-gXY Z_(%l—%))(’_x

Ejemnplo 9.- En los datos de Heagle:

12
SC, = 3:—— = 207, 480.25
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de esta forma
5C,., = 208, 279.39 — 207,480.25 = 799.14

'La tabla de andlisis de varianza para log datos de Heagle se tuestra a continuacién

Tabla 4

Fuentede - Grados de Sumade Cuadrado

Variacién Libertad Cuadrados Medio
Total (no corregida) 4 208,279.39 | 52,069.85
Media 1 207,480.25 | 207,480.25
Total (corregida) 3 1,014.75 338.25
Regresion 1 799.14 799.14
Residuales 2 215.61 107.81

4.8 Esperanza de formas cuadréticas

Ca&a. una de las formas cuadraticas calculadas en el analisis de varianza de Y estima
alguna funcién sobre los pardmetros del modelo. Las esperanzas de estas formas cua-
draticas deben conocerse si deseamos hacer un uso apropiado de las sumas de cuadrados
y de sus cuadrados medios. En el teorema 1 de este capftulo mostramos la forma gene-
ral de la esperanza de formas cuadréticas. Bajo las suposiciones ordinarias del modelo,

E(Y)=Xg y Var (Y) = Io? la esperanza de las formas cuadraticas es:
E(Y'AY) = o’tr (A) + FX'AXB

Las esperanzas de las formas cuadriticas en €l andlisis de varianza se obtienen a partir
de esta forma general, reemplazando A por la matriz de definicién apropiada. Cuando A

es idempotente, el coeficiente en o son los grados de libertad para la forma cuadratica.

E(8Cynod)

E(Y'HY) = o’tr (H) + S X'HXg
Ko? + FX'XE
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dado que ir (H) = &' y HX = X. Note que el segundo término en la ecuacién anterior

Bly (a-2)y
0215[1' (r(I—‘;’S)Jr g]'x' (H—%) Xp
ko? + FX (H~%) X8

5 una forma cuadrética en 3.

]

E(8C,)

dado que X'H = X'. Esta forma cuadraticaen B difiere de la anterior en que X' H--;I) X
es una matriz de sumas de cuadrados corregidas y de productos de las X;. Dado que
la primera columna de X es constante, las sumas de cuadrados y productos que invo-
lucran a la primera columna son cero. Asf, la primera columna y el primer renglén de
X' (H—i) X contienen sélo ceros, lo cual remueve 3, de la expresién cuadratica. S6lo
los coeficientes de regresién de las variables independientes aparecen en la esperanza de

la suma de cuadrados debida a la regresion.

E(SCr,) = EY'(I-H)Y]
= ctr(I-H)+ X' (I-H) XS
= o*(n-k)+FX (X-X)8
= o*(n—k)

El coeficiente de o2 en cada esperanza son los grados de libertad de la suma de
cuadrados. Después de dividir cada una de ellas por sus grados de libertad para convertir
las sumas de cuadrades en cuadrados medios, el coeficiente en o2 ser uno en cada caso:

gx’ (I-I— 1) X8
E(CM,y) = o+ — —

E (CMfea) = o?
Esto muestra que el cuadrado medio de los residuales, CM,,,, s un estimador inses-

gado para o2. El cuadrado medio de la regresién es un estimador de o mas una forma
cuadrdtica para todas las §;, exceptuando B;. La comparacién de CM,., y CM,,,,

por lo tanto, provee una base para juzgar la importancia de los coeficientes de regresién
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0, equivalentemente, de las variables independientes. Dado que el segundo términeo en
E (CM,;) es una forma cuadritica en §, misma que no puede ser negativa, se sigue que
cualquier contribucién proveniente de las variables independientes a la prediccién de Y;
hace que la esperanza de CM,., sea mayor que la esperanza de CM,.,.

Las esperanzas suponen que el modelo usado en el andlisis de varianza es, de hecho,
el modelo correcto. Esta hipétesis es impuesta cuando se sustituye E (Y) por X3. Si
ha sido usado un modelo incorrecto, £ (Y) # X8 y el segundo término de E (SC,.,) no
se hace cero. En lugar de ello, permanece una funcién cuadratica de los coeficientes de
regresién de cualesquiera otras variables independientes -de importancia- que hubieran
sido omitidas por error en el modelo. En este caso, CM,., serd seguramente un estimador
sesgado de o?.

Ejemplo 10.- Usando los datos de Heagle, el estimador de o obtenido a partir de CM,.,
es &7 = 107.81 (tabla 3).

Este es un estimador muy pobre de o, pues tiene solamente 2 grados de libertad. Sin

embargo, este estimador de o? es el que serd usado en adelante.

4.8.1 Varianzas estimadas o estimacién de varianzas

Hasta ahora, las matrices de varianzas y covarianzas para @_, Y y ¢ han sido expresadas
en términos de la verdadera varianza, o2. Los estimadores de las matrices de varianzas y
covarianzas de estos vectores se obtienen al sustituir algin estimador de o2 en la formula
correspondiente.
Ejemplo 11.- En el ejemplo del ozono y usando CM,.. = &% = 107.81 como un estimador
de ¢? se tiene:
-7
Var (ﬁ) = (X'X)té&
1.0755 —9.4340
= 107.81
—-90.4340 107.8167
11594 -1,017.0

-1,0170 11,623
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De esta panera:
ver (5)
Var ([al) = (107.8167) (107.81) = 11,623

Cov (,Eiu, Bl) = (-9.4340) (107.81) = —1.017.0
En cada caso, el primer niimero en el producto es el coeficiente apropiado a partir

]

(1.0755) (107.81) = 115.94

de la matriz (X'X)™*; el segundo término es 52 {es coincidencia que el elemento inferior
derecho sea tan parecido a &%). Las matrices estimadas de varianzas y covarianzas para Y.

¥ & se encuentran de manera similar, sustituyendo 4% en las expresiones correspondientes.

4.9 Distribucién de formas cuadraticas

La distribucién probabilfstica de las formas cuadraticas nos da una base para desarrollar
pruebas de hipé6tesis paramétricas. Es en este punto y al construir intervalos de confianza
que las suposiciones basicas del modelo se vuelven eruciales. En esta seccién se probardn
¥y enunciardn alguncs resultados que serdn de suma utilidad en adelante.

Teorema 3.- Sea ¥ un vector aleatorio de tamafio n, distribuido N {(XB,071,), donde X

es una matriz de tamafio {n x k), de rango &'. Entonces:
i) ¥~ N(X8,0* (X'X)™)

i) (8- B8) %) (B 8) /0 ~ xhy

o m . ge .
iii) § es independiente de m =d

2

. &,
iv) (n— k&) -7 ™ Xak)

Demostracién.- i) fue probado con anterioridad. Para probar ii) expresemos primero a
" ! -
(8-8) xx)(B-g) /o
como
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(-2) (v(®)") @-2)

una forma cuadritica. Para continuar con la demostracién, necesitamos probar el si -
guiente resultado auxiliar:

Sea Y, un vector aleatorio de tamafio n tal que ¥ ~ N (g, L), con  definida positiva;
entonces la forma cnadratica @ es tal que

Q=Y -8/ E Y -8~

hd A{nj
En efecto, 51 & es definida positiva, entonces existe una matriz ortogonal T tal que
T'ET = diag {1, Az, s An) = A

donde {Ay, Az, .., An) 50D los vectores propios de T.

De esta forma se tiene
TET =A= ST =TA= X =TAT'

Definamos la transformacién Y — 8 = TX donde X ~ N (0,7}, de aqufse obtiene
E(Y-8)=06 E(Y)}=8 Asi,

Var(Y) = E[X -8 (-]
E{(TX)(TX)] = E[TXX'T
= T'EXX)T

= TVar(X)'T

= TAT

z

Por lo tanto, la forma cuadratica Q puede ser escrita de la siguiente forma:
Q=XTT'TX
donde TE'T = A", Asf
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g=xrx-3%
=1 M

Sin embargo, X; ~ N (Q,02) con o? = ;. De esta forma, dado que el cuadrado de

variables aleatorias normale.fs con media cero se distribuye y?, £

A ty- Asf, la suma

de las n variables aleatorias x2,

Q=XA"X= }5 S~ Xy

Usando este resultado y haciendo las siguientes sustituciones:

€-0=(8-8) v var(f)=

se prueba que

(-8) (vor ()" (8-8) ~
iii)Bajo las hipétesis usuales del modelo, basta probar Cov (;, 6'2) =0.
Para ello, basta probar

éav(g,z—xg) =0

En general, la covarianza entre vectores aleatorios preéerva. las propiedades de la
covarianza entre variables hleatorias reales. De esta forma
Cov (B, ~ XB) = Cov[(XX)"' XY, (I - H)Y]
(X'X)™ X'Cov (£, Y) (I ~ H)
XXy ' XVer (V) (X'X)' X
A XX XN(X'X)IX =0

es decir, é ¥ e son independientes.

iv)Para demostrar este inciso usaremos los siguientes resultados:

Resultado a).- Sea Y un vector aleatorio de tamaifio n tal que Y ~ N (8,0%L,); sean
U=AY yV = BY, donde A y B son matrices cuadradas de orden n. Denotemos por
Ay a la matriz compuesta por los renglones linealmente independientes de A y por U L 8
A;Y. Entonces, si Cov (U, V) = 0, se tiene:
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i) U, es independiente de V',

ii) U'U y V'V son independientes

Resultado b).-Sean ¥ un vector aleatorio de tamafio n tal que Y ~ N (8,¢%L,), P una
matriz simétrica de rango r. Entonces, la forma cuadrética @ = (Y. — 8)' P(Y ~ 8) ~ x?,)
si y s6lo st P es una matriz cuadr%da ¢ idempotente.

Debemos demostrar (n — k) % ~ Xaiy:

Sean U, = é y¥V=Y- X@, se tiene que g es independiente de g'e. Note que

e = Y'(I,-HY
= (¥-Xg) (.- H) (X - Xg)
= (I, —H)e
dado que Y = Xg +¢. Como (I, — H) es simétrica e idempotente y £ ~ N (0,0%L,), se
tiene que e'e ~ x?n_k,) ¥, por lo tanto, (n — k') g; ~ xfn_k,).
Teorerna 4.- Sea Z un vector aleatorio tal que Z ~ N (u, £), donde I tiene rango n. La
forma cuadrética U = Y’ AY se distribuye xfk,’t), donde! = % 4 Ay si y s6lo si cualesquiera

de las siguientes tres condiciones se satisface:
i} AY es una matriz idempotente de rango &’
i) ©A es una matriz idempotente de rango &'
ili} Xes la cinversa de A y A tiene rango k'

Teorema 5.- Sea Y un vector aleatorio tal que ¥ ~ N (u, L), donde I tiene rango n. Si
ATB = 0, entonces las formas cuadriticas Y’ AY y Y'BY son independientes.

{Una demostracién de de los teoremas 4 y 5 puede hallarse en Graybill, G. A., Theory
and application of the linear model, cap. 4, USA, 1976)
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410 Pruebas de hipétesis: La hipdétesis lineal
general

En esta seccién desarrollaremos y discutiremos una prueba para la hipétesis Cg = y para
el modelo lineal general. En secciones subsecuentes se discutirdn algunos casos especiales
de esta prueba.

Las pruebas que son generalmente de interés son aquetlas que involucran funciones
lineales de 3;, donde §; es desconocida. Ilustrarernos algunocs de estos ejemplos.

Ejemplo 12.- Considere el modelo lineal simple
}fi=ﬁ0+ﬂ1Xi+€i ‘l‘=1,2,3,...,ﬂ
Los siguientes son ejemplos de pruebas que pueden resultar de interés:

1. B3 =0 (o By = by, donde by es una constante dada); es decir, probar si la intercep-

cidn es igual a cero (o a una constante dada by).

2. B, =1 (0 3, = b, donde b, es una constante dada}; es decir, probar si Ia pendiente

de la recta es igual a uno {o igual a una constante dada b,).

Ejemplo 13.- Considere el modelo lineal general
}’i =ﬁo+ﬂ1Xil+62X53+ﬁ3-xi3+ﬁlxﬂ+5i 1= 1,2,3,...,1’1
Los siguientes son ejemplos de pruebas que pueden resultar de interés:

1. B, = #,; probar si 3, esigual a 3,, ignorando los valores de los parsmetros restantes.

2. By =By y By = B,; probar si B, es igual a 3, y A, es igual a 3, ignorando el valor
de B,.

3. B, = B, = 6. Esta es una prueba diferente a la primera, puesto que en este caso
la hipdtesis es que 3, y 3, son ambas iguales a 6, mientras que en la otra sélo se
plantea que 8, = B, sin especificar cul es el valor comin de los pardmetros.
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4. By = By = By = By = B, = 0; probar si todos los pardmetros son iguales a cero en

forma simultdnea.

5. B, = B, = By = f,; probar si todas las 8; son iguales entre si pero sin especificar

cudl es el valor comin.

»61 =28, = 45,
B8, +28, 6

6.

]

una prucba aceres de dos relaciones lineales especfficas entre los pardmetros.

Ja s m il

Nétese que cada una de las hipétesis que se describieron en los dos ejemplos anteriores

s0n casos especiales de

donde C es una matriz dada de tamafio r x k' y  es un vector conocido de orden r x 1.
El vector /3 es el vector de los pardmetros del modelo. A continuacién describiremos C y
4 para cada uno de las hipétesis del ejemplo 13.

1c=(0, 1 -1, 0 0); =0

01 -100 0
2.C= ;oY=
00 0 1 -1 - 0
01000 6
3C= ;oY=
00100 - 6

4. C=15; 1=0

01 -1 0 O
5C={01 0 -1 0 | x=
01 0 0 -1
0
6

01 -2 -4 0
6. C = ;Y=
01-2 00 h



El lector puede verificar cada hipétesis simplemente efectuando el producto y eva -
luando C§ = -y para cada caso.

Nétese que C' y ¥ no son necesariamente 1inicos. Por ejernplo, considere la hip6tesis
5 del ejemplo 13; ésta puede ser escrita como Cif = 1,6G6= Y, donde €y y C; estén
dadas abajoy 7, =7, =0

01-10 0 0 -1 0 01
G=]01 1 -2 0 C:c{ 0 0 -1 0 1
01 1 1 -3 00 0 —-11

El lector puede verificar ficilmente que la hipstesis es cierta si y sélo si =1y
sty sélo si Cyff = 7,.
A continuacién derivaremos una prueba para Hj : CB=yvs Ha: CB # y para el

modelo lineal general ¥ = X +¢, e~ N{g, o?1,) con las siguientes restricciones:

1. Cf = y tiene solucién.

2. La matriz de r x k', C, tiene rango r (esta restriccién se requiere para que el

producto C'C sea de rango completo).

Se usard la prueba de razén de verosimilitudes generalizada. Definamos primero los

espacios paramétricos:

On = {(B,0)) |BEeRY, CA=17,0<0? <0}

0= {(B,0%) | BeR¥, 0<o? <0}

L{Ox,) y L(©) denotan a las funciones de verosimilitud en los espacios paramétricos
correspondientes y L (5;:,) y L (é) denotan a las funciones evaluadas en el punto
donde alcanzan su valor m#iximo. De esta forma, la regién critica, utilizando cociente de

verosimilitudes es
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RRECoI

E! denominador del cociente de verosimilitudes se obtiene de manera directa, puesto
que el problema se resolvié cuando se hallaron los estimadores méximo verosfmiles para

8 y 0. Recuérdese que

B=XX)"'XY

& =2 (¢-Xp) (¥ -X0)
de esta manera

L(e)

]
—
<
al,_.
~»

!
)
-~
?

~(Bo+ 5 Xu+ B X+ . +16kX|k))]}

n
= (21 )2‘*"!’ _:_T:zzﬂ:(y' (160+.3| X+ By Xia + . +ﬁ,,x¢))}

{
Eexp{—ii—zé;(y X8 (- xg)}
{

I
—
3]
2
L}
L]
——
Q
-
N

yL(G) (2r5?) 2e ]

Para obtener el numerador, L (GH,), se tiene que maximizar L (3 L o*| Y) sujeto
a la restriccion Cf = 7." Para ello, se procederfa a obtener las derivadas parciales de
L(8,0*|Y) con respecto a B y o Sin embargo, al derivar con respecto a  tenemos
que imponer la restriccién C8 = 7. Por otra pa.ma L(B,0% | X) alcanza su valor maximo
con respecto a 3 cuando (Y. ~ Xg)' (¥ — XB) es minimo, por lo cual el problema es mi-
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nimizar (Y — X@)’ (Y. — Xg) sujeto a CB = 7. Para ello, utilizaremos el procedimiento
de multiplicadores de Lagrange.
Sea

G (8.2) = (¥ - XB)' (X - Xp) +2X (CB- 1)

donde

se tiene
G _3a
a8~ a8

donde 2X' (CB—7y) =2(8C' -~ 7) A

De esta manera

(Y'Y - 26XY + FX'XE+2X (CB - 1))

- —-2XY +2X'X8 +2C°A

ac -
De (1) obtenemos

B = (xx) (XY -C3)
= f~-(XX)'CX ..(3)
Sustituyendo é en (2)
CB = CB-CXX)'CA =1y
23 - [cEexoT (ch-a)

Sustituyendo en la ecuacién (3) anterior
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B=b-xx)clexx)yte) (ch-1) )

Entonces é minimiza L (§,0°% | Y) sujeto a la restriccién CfB = 1. Aun falta derivar
L{(B,0% | Y) con respecto a o? sujeto a la restriccién CB = v. Por facilidad, sea | =
In (L (8,0 | Y)); maximizar | es equivalente a maximizar L (8, 0% | ¥), ya quela funcién

In es una funcién monétona.

l f
i ';m(z""z)“ﬁ@—xg) - x5
al . ’
- -2 _ _ -\ : .
3z = 05 _n(z xg) (Y, X,t_i)

con é arriba obtenida. Entonces
L (é;;) = (21762)_"/2 e /2
De esta forma, el cociente de verosimilitudes es:

L(67) (arsty e
L(8)  (2ns") e

Se rechaza Hy siy sdlosi A < g,

52 ~-nf2
A<qg & (._g) <q
g

A=

« %5591
- x0) (¢
& l["Ké) (‘Z'"Xé) <gq

1
Sea SCE ¢ = (_Y_' - Xé)’ ()_’_ - XE) Esta suma se obtuvo sin ninguna restriccién,
es decir, considerando el modelo ¥ = Xf + ¢, al cual llamaremos modelo completo.
Sea SCEpg = (Z - X@)’ (_Y_ - Xé) Esta suma de cuadrados se obtuvo al imponer
la restriccién €8 = 7. El modelo se reduce dependiendo de la forma de C' y 7. Entonces
_ SCBuc
SCExr
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Dada la particién fundamental de las sumas de cuadrados, se tiene que

SCEpg = SCEuyc + SCEy,

Se rechaza Hy si
MC SCExr >
SCEax SCEpc =
- SCEMC + SC Ex, S
SCEwe -7

SCE, ., SCEy,

L4
SCEug = “ ~ 8CEpc = ©
De esta manera la regién critica es

R.= {YI 5CPx, ‘13}
MC

con g3 tal que

P [ SCEqx,

> 1 =
SCE,0 > g3 | Hyes aerta] @

Para obtener la expresién de la SCEg, se procederd como sigue,

SCEuz = (z-x@)'(zﬂ—xg.)’ o

= (x—xg+xg-xp_)+(y—x;3+xa—x3)

- (-8 (£ (3-2) xx 5-3
+2(2-5) x (£ -x3)

x' (Y Xﬁ) ~X'XB=XY - XX(X'X) =
X2
entonces

SCEwn = (Y- XB) (¥ -XB)+ (8- B) x'x (3-2)

s

SCEwc SCEgx,

Por otro lado, usando la ecuacidn 4,
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g__ E - (xrx)—l o [C (x.rx)—l C,] -1 (Cé _ l)

lo cual implica
SCEx, = (B-B) x'x(ﬁ B)
(Cﬂ 7)[ XX o] e xR XX (XX)™!
[ —

1

il

clexx™e)™ (cB- 7)

(C,B 7) [cxx)o) et el [caxx)yel” (cB-1)
kCﬁ -,) [c XXy~ ‘¢ {ch

A continuacién necesitamos determinar l_a. nbucxén de la estadistica de prueba,

CB -
SCEy,
SCEo Recuérdese que

i

/"-\

SCEyc Y (I-XXX)'X)Y
2 a?

~ x%n-k')

: ... SCE
Considere a continuacién 2”" y recuerde que

B~ N (8,0 (X'X)™")
CB ~ N(CB,0*C(X'X)"C)
~ N(CB—ra*C(XX)"C)

8
!
=2

S _ (- BRI ()

Como (Cﬁ - 1) ~N (Cg -% 2C (X'X)™! C') y utilizando e} teorema 4, con Z =
(C_fj - 1), para hallar la distribucién de @, basta probar que AZ es idempotente. Como

syl oL
exx7e] FC(X'X) ¢ =1
Nrme— ittt

o2
— T
- SCE .
entonces AL es una matriz idempotente. Entonces, @ = < Ha . X?r.n; se tienen r

' cxx) e
grados de Libertad, ya que A = -[—(—;)2—]— esderangor. Seap=CB—;

l= %E'AE, en este caso,
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‘*—-(Cﬂ 2 fexx)e] ™ (€8 -7)

SCEy,
O’

pero bajo Hp, C8 = 7, de donde | = 0, por io que @ = ~ xf) bajo Ho. En

reswmen, se tiene que

SCEuc _ Y{I-XXX)'X)Y

ol o?

~ Xin-r)

SCEy,
0-2

L (- ool (03-1) =3

bajo Hy.

Si se demuestra que estas dos variables aleatorias son independientes entre sf, entonces
su cociente (afectado por ciertas constantes) lievarfa a una distribucién F'.

Nétese que

SCEx, = (CB - 1)' [cxx)c)™ (ch-1)

con E = (X'X)7'X'Y

entonces
SCEg, = (C(X'X)"' XY - 1) [c(XX)7 €] (C(X'X)' XL - 7)
Ahara
[c(XX)"' x| XC" = CC
lo cual implica

[cxx)y'xX]XCr ey =
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en donde (CC')™" existe pues C es de rango comnpleto. La SCEg, puede entonces ex-

presarse como

SCBa, = (COUX)X [£- X0 (0™ ) [cx®) 0]
()X [L - XC' (00) 1))

[¥ - XC'(co ' X (X% o e kX)) e
. (xfx)-l X! [z - X (CC;)—I 1]

SeaY, =Y — XC'(CC")™" y. Dado que

it

Y ~ N (X8,0%1)
se sigue que
Y.~ N{XB-XC'(CC") " v,0%)

Sea 8§ = X — XC' (ccn™ 7, entonces Y, ~ N (6, 0F)
=1
Por lo anterior, SCEy, =Y/, [x (xXx)yte [c (X'X)™! c’] C(Xx)™ x’] Y,

~

2

A
Con respecto a SCEy¢ se tiene que

SCEMc =Y (1-X(XX)'X)X
ademds
X(I-X(XX)'X)=(I-X(XX)7'X)X=0

La SCEj ¢ se puede expresar también como:
SCExc = (Y -XC'(CC) ') (1-X(XX)'X) (¥ - XC'(CC) ™ y)

= ¥ (1-X(XX)'X) Y,

B
Deseamos demostrar que Y, AY, (SCEg,} es independiente de ¥, BY (SCEy¢),
donde Y, ~ N (8,0%I). De acuerdo al teorema 5, se debe demostrar que ALB = 0.

Sustituyendo se tiene
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PX(X'X)'C [cxx)" o] o (X)X (1 —X(XX)™ x’) =0

0

Por lo tanto, SCEy, y SCE ¢ son independientes,

Dado que
SCEy,
a2 X
bajo Hy ¥
SCEyc
22 X(n—#)

independientes entre si, se tiene que

SCEy,
ra?
S ~ Fiert
(n—-Kk)o?
bajo Hy, lo cual implica
SCEy, /r 5
SCEyc/(n—&). = %)
bajo Ho. ’
Denotemos por SCPH" = CMEy, y ?nCE: ::,‘; = CMEyc

La regién critica de esta prueba es

. CMEHO 1=
R -_— Y P F o
{‘I CMEy = =¥

donde F(lr"n‘f_k,) denota al cuantil (1 — «) de una distribucién F con = y (n — k') grados
de libertad.
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Tabla 5

Tabla de Analisis de Varianza para probar las hipétesis Ho : Cf = yvs. Hy: C8 # 7,
en el modelo Y = XB +¢, € ~ N(0Q,0%[), con C,«p, de rango =, matriz de constantes

conocidas y v

Lrx1?

vector de constantes conocidas.

Fuente G
de L Sumas de cuadrados M F
variaciin
Y o] )=} s SCEy
Ho r|(ea-1) lexxye) (cB-q) | =2
Modelo Y . at SCE CME
-K -Xg} [y -x3) =YY -3XY ME Ho
Completo | (K g) (— é) YY-8XY N 028 | CMEae
Model N\ o
o Lok -
Reducido
Notese que

SCEwc = (Y.-X3) (x-X3)
= YY-YXB-BXY +FXXp
= Y'Y -25XY +FX'X3
= YY- 2@' XY+ Q'X’x (XX)y'xy
= YY-28XY+ XY
= YY-3XY

4.10.1 Casos especiales de la prueba lineal general

En esta seccién discutiremos algunos casos especiales de 1a prueba lineal general y deter-
minaremos cémo se modifica la estadistica de prueba en cada uno de ellos.

Caso1: Ho: =0 vs. H,:8#0

Supéngase que se desea probar



En este caso, C = Ty, de rango ¥/, 7 = 0y el modelo reducido por la hipétesis nula
& Y; = £;. Sustituyendo esta eleccidn particular de C' y 7 en la expresién de la SCEg;,

se tiene
SCEy, = § (X'X) 3

Obviamente el modelo completoes Y = X B+¢, por lo que la SCE (¢ es la reportada

en la tabla anterior. Entonces:

B (xx)8/k

CMEMC ~ S k)

Caso 2: Ho: =" vs. H,: 3 #3"

Supéngase que se desea probar
Ho:f=0"vs. Hy: B#
con 3, . de constantes conocidas. En este caso, C = L, de rango ¥, v = §*. Entonces

SCEx, = (3-£7) x%) (B -#)

B-p) xx) (3-8 /¥
F=(— _)C};IEX)M(C_ E)/ ~ Flpr i)

Caso 3: Hy: Mf=mvs. H.: MB#m
Supéngase que se desea probar
Ho:XNB=mvs. H.: Xf#m
donde A € R, un vector de constantes conocidas y m € R una constante conocida.

En este caso, C = A, , de rango 1, ¥ = m. Asf,
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- m 2
SCEx, = (X3-m) (X (XX )™ (¥3-m) = (_/Saii_xr‘lﬁ

(s2-n)
= O (X'X) ") CMEwc

~ Flin-w

Caso 4: Prueba de significancia global

Hg:ﬂ,=ﬂ,=...=ﬁ,,=0vs.H.:NoHu
0
0
C=
00 .--01

con rango de C igualaky v, , =0
Tenemos entonces que el modelo reducido es ¥; = B 4 £;. La SCEpc €8

' SCEuc=Y'Y - XY
La del modelo reducido:
SCEyp = );l (Y- ¥)* =YY - n¥?
Y 1a SCEy,
SCEy, = f X'Y — n¥?

De esta manera

(Fxry - n¥?) [k
F= ~ Flen-x)
CMEpyc
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Ejemplo 14.- Para ilustrar el uso de la hipétesis lineal general, se usardn datos prove-
nientes de un programa de acondicionamiento ffsico realizado en North Carolina State
University.

Se tomaron medidas sobre una muestra de n = 31 hombres inscritos en el programa.
Las variables medidas fueron: edad en afios, peso en kilogramos, oxfgeno aspirado (ml
por kg de peso por minuto), tiempo para correr 1.5 millas en minutos, frecuencia cardiaca
en reposo, frecuencia cardiaca durante la carrera (al mismo tiempo se midi6 el ox{geno
aspirado) y la frecuencia cardiaca mfnima y maxima durante la carrera. Los datos se
presentan en la tabla 6.

Los resultados que se analizarén serdn sobre el oxigeno aspirado, Y y sobre las cuatro
variables independientes X) X;, X3, ¥ Xu.

El modelo es Y = Xg+¢, donde §' = (B, 8,, B2, B3, 84}, donde cada subindice indica
a la variable independiente correspondiente {mencionadas arriba). El modelo ajustado
£s:

Xp

[ 8426902 )
—~3.06981
= x| 000790
~0.11671
\ 0.08518

Y

i

E! CME MC €5

de  193.117 _ 193.1178

Prg—— = = =T.4
CMEwe = =5 = 315 26 74276
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Tabla 6: Medidas sobre la condicién fisica de 31 hombres er un programa de

acondicionamiento fisico en la North Carolina State University.

Frecuencia Cardiaca
Erdad Peso | Demandade | Tiempo Descansando | Corriendo | Mdzimo
(afios) (k) Ozigeno {rmin)
44 89.47 44.609 1137 62 178 182
40 75.07 45.313 10.07 62 185 185
44 85.84 54.297 8.65 45 156 184
42 | 68.15 59.571 817 40 166 172
38 89.02 49.874 9.22 55 178 180
47 77.45 44.811 11.63 58 176 176
40 75.98 45.681 11.95 70 176 180
43 81.19 49.091 10.85 64 162 170
44 81.42 39.442 13.08 63 174 176
38 81.87 60.055 8.63 48 170 186
44 73.03 50.541 10.13 45 168 168
43 87.66 37.388 14.03 56 186 192
45 66.45 44.754 1112 51 176 176
47 79.15 47.273 10.60 47 162 164
54 83.12 51.855 10.33 50 166 170
49 81.42 49.156 B.95 44 180 185
51 69.63 40.836 10.95 57 168 172
51 77.91 46.672 10.00 48 162 168
43 91.63 46.774 10.25 48 162 164
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Tabla 6, continuacién

Frecuencia  Cardiaca
Edad Peso | Demanda de | Tiempo )
Descansando | Corriendo | Mézimo

(afios) (kg) Orzigeno {min)
49 73.37 50.388 10.08 67 168 168
57 73.37 39.407 12.63 58 174 176
54 79.38 46.080 11.17 62 -156 176
52 76.32 45.441 9.63 48 164 166
50 70.87 54.625 B.92 48 146 186
51 67.25 45.118 11.08 48 172 172
54 91.63 39.203 12.88 44 168 172
51 73.71 45.790 10.47 59 186 188
57 59.08 50.545 9.93 49 148 160
49 76.32 48.673 9.40 56 186 188
48 61.24 47.920 11.50 52 170 176
52 B2.78 47.467 10.50 53 170 172

Las pruebas de hipétesis requieren el calculo de la matriz (X'X)™", que en nuestro

Ca50 es:

XX)™ =

[ 17423095 -0.1506195 0.0072675
-0.1596195 0.0236857
0.0072675 —0.0016967 0.0007776
—0.0140450 —0.0009852 -0.0000935
\ —0.0779657 0.0009482

—0.0140450 —0.0779657

—0.0016967 —0.0009852 0.0009482
~—0.0000935 —0.0000854
0.0005428 —0.0003562

—0.0000854 -—0.0003562 0.0007560

Primeramente probaremos la hipétesis Hy : 8, = 8, = 0, con a = 0.05. La hipétesis

alternativa es que al menos una de ellas es diferente de cero. Esta hipétesis nula se puede

escribir, en la forma lineal general, como sigue:
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[ 8,

By
0010 0 0
H:Cﬁ= =
u‘(00001) B (o)
Bs
\ A4

Note que el rango de C es dos. Asf, la estadfstica de prueba es

() (e3-2) lo el (i -1)
" CMEuo

donde

a =1
0.0007776 —0.0000854) (1302.223 147.101)

[cxx)yte]™ =
~0.0000854  0.0007560 147.101 1339.322

y
. 0.00799
C—n=
0.08518
es decir
(1) 0.00799 \ { 1302.223 147.101 0.00799
- 2/ \ 0.08518 147.101 1339.322 0.08518

7.4276

(%) 10.0016
om0

E! valor catculado de F es mucho menor que F§3 = 3.37, es decir, la prueba no es
- significativa, por lo cual no existe razén para rechazar la hipétesis mula.

La tabla de analisis de varianza correspondiente a esta prueba es,

167



Tabla 7: Tabla de anslisis de varianza (Hyp : 8, = 8, =0)

Fuente a
de L Sumas de cuadrados | C M F
variacion
H, 2 10.0016 5.0008
Modelo
26 193.17 7.4276 | 0.673
Completo
Modelo
28 203.1716
Reducido

La segunda hip6tesis que se probard {con o = 0.05) ilustra el caso donde v # 0.
Suponga que informaci6n previa sugiere que la intercepcién 8, para un grupo de hombres
de esta edad y peso debe ser 90. Entonces, la hipétesis nula de interés es Hp : G
90 y, para ilustrar los calculos, se construird una hipétesis compuesta afadiendo a las

restricciones las dos condiciones en la hipétesis nula anterior.

La hipétesis nula es
Ho : Cé-l=g
donde

Para esta hipétesis

( 6, )
10000\] 5
so100{][ 4
00001/ 5
vy
~5.73008
CB—-y=1] 0.00799
0.08518
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[ 17423095 00072675 -0.0779657
[cxx)c]™ = | 00072675 0.0007776 —0.0000854
>—0.0779657 ~0.0000854  0.0007560
0.106613  0.213749  11.018666
= | 0213749 1302.65230 169.19219
\ 11018666 169.19219 2478.12557

de tal forma que

(2) (c2-2) e oexo e (1)
CME ¢

(%) 11.0187
= T C oA

la cual es, nuevamente, mucho menor que F3%, = 2.98, es decir, la prueba no es signifi-

cativa, por lo que no existe razén para rechazar la hipétesis nula.

Tabla 8
Tabla de andlisis de varianza para probar Hy : 3, = 90
Fuente G _
de Sumas de cuadrados | C M F
L
variaeion _
Hy 3 11.0187 13.6729
Modelo
26 193.17 7.4276 | 0.494
Completo
Modelo
29 204.1887
Reducido

4.11 Intervalos de confianza

Los intervalos de confianza sobre los pardmetros proveen de mds informacion al analista

que aquella que pudiera darle solamente la estimacién puntual de los mismos. En esta
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seccion se desarrollan los intervalos de confianza que revisten m4s interés en el modelo
lineal general.

4.11.1 Intervalo de confianza para o2

A continuacién obtendremos un intervalo de confianza para o2, Dado que

(n—k) &t
—— -k
o? {n
con
']
N Ege
&=
n—-k'
se tiene

~2
af2 (n—Kk)s 1-a2]| _
P [x(“_k.) << Xpory| =1~

Por lo tanto, un intervalo del (1 — &) x 100% de confianza para % estd dado por

((n—k’)&2 (n—y)a’)

1-af2 ! /2
7 Xty

donde xfﬁk,, y xt:: {:‘; denotan los cuantiles % y l—% de una distribucién x? con (n — &)
grados de libertad.
Ejemplo 15.- Calculemos un intervalo del 95% de confianza para o® usando los datos del

ejemplo anterior.

(n—K)&* (n—K) a’) (26) 7.4276 (26)7.4276

Yoy | X @A
_ [{(26)7.4276 (26)7.4276
- 419 ' 138
= (4.609, 13.994)
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4.11.2 Intervalo de confianza para X'

Frecuentemente el analista estd interesado en construir intervalos de confianza para al-
guna funcién de las 3;s. Aquf presentamos un intervalo de confianza para uno de los
casos m4s importantes, €l de una funcién lineal de las #;s. Sea A un vector de constantes

conocidas, de tamario £/,
N~ N (X80 (X'X)2)

En efecto, se sabe que una combinacién lineal de variables aleatorias normales se

distribuye normal. Por otro lado, los pardmetros de esta distribucién en particular son:

B (8) =5 (2) -8

Var (Xﬁ)

ll
o1
I
w
I
>
I
~
I
e
|
>
=
S
| IEPE——

il
bl
<
=]

3
Vonm
gy
S
%

Por lo anterior:

2820 v

W orX (XX)T A : f

XB-XB

[—— E— S t(n—k')
/X XX

de lo cual se obtiene .

donde

+
[
K
I

3
I
T
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De esta manera, tenemos

NB-XB -3

1-
Pl-t%, < Stk =1-e

i) & T
“ s xx) T

y ¢l intervalo de (1 ~ a) x 100% de confianza para A3 estd dado por

NPt B /X (XX) 2

donde t::-%v) denota al cuantil 1— % de una distribucién ¢ con (n — k') grados de libertad.
Observe que esta estadistica nos permite tener un intervalo de confianza para cualquier
A,. Por ejemplo, si deseamos construir un intervalo de confianza para 3,, se construye

X =(0,1,0,...,0)
de tal forma que
Bo
¥8=0,10..0] 7 | =4
B
Ejemplo 16.- Calcularernos un intervalo del 95% de confianza para §, + 8, = 0. En este
caso
( 8, )
By
_A_'E= (0,0,1,0, 1) ﬁg =ﬁ2+ﬁ4
Bs
\ A4 )
[ 8426502 )
-3.06981
XB=1(0,0,3,0,1)] 000799 | =0.00799+ 0.08518 = 0.09317
-0.11671
\ 008518
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A (X'X)! A = 0.001363

ton 3y = L3R = 2,056
Por lo tanto, el intervalo del 95% de confianza para _Xg_ estd dado por:
Bt 6 /X (XK)TTA = 0.09317 & (2.056) 7.4276v/0.001363
= 0.09317 & {2.056) 7.4276 (0.100609)

= 0.09317 + 1.53641
que es

(~1.4432,1 , 1.6296)

4.11.3 Intervalo de confianza para E (¥; | X;)

Si las 8; fueran conocidas, entonces, para una observacién particular de las variables
independientes X, X, = (XOI,Xm, »Xox), la cantidad E (Y5) puede calcularse con to-
da precision, dado que E (¥y) = Z Xoiff;. Sin embargo, como el vector de parémetros
es desconocido, debe ser estlmado a. partir de una muestra de tamafio n de las varia-
bles independientes X y con ello estimar E (Yp), la respuesta media de Y para un valor
particular de las variables regresoras X. Sea X, el nivel de esta variable para el cual de-
seamnos estimar la respuesta media, es decir £ (ﬂ&). Suponemos que X es cualquier
observacién particular sobre el rango de datos originales X usado para ajustar el modelo.
Un estimador puntual de E (Y;) es

E(%) = Yo=XoB
Este es un estimador insesgado de ¥y, en efecto:
E (%) = B (Xob) = XoF (B) = Xaf

La varianza de este estimador est4 dada por:

Var (%o) = Var (Xo8) = XyVar () X, = X3 (X'X) ™ 02X,
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De lo anterior obtenemos
Yo ~ N (X8, X5 (X'X) ! 02X,)
por lo cual

Yo — XoB
o/ X (XK) X,

~ N (0,1)
dado que (_g__g_)_[_ég;k’“_) ~ Xfa-s ¥ € independiente de é
Obsérvese que lo anterior implica
Yo - XoB
o/ X (XK X, Po— Xo

= ~ 1
ge)/(n—FK e (n=k)
VD [ e,

De esta forma, podemos plantear

- Yo — X 0 a
.P [-—t:ﬂfy) S o -——'U_'q S t:n-fk’]] = 1 —
/X5 (XX) " X,

Asf, el intervalo del (1 — o) x 100% de confianza para €l valor medio de Y cuando se
observa X estd dado por:

Yot %6/ X0(XX) " X,

Note que éste es un caso especial del descrito en la seccién anterior

4.11.4 Intervalo de prediccién para la respuesta media de
futuras observaciones

Suponga que una muestra aleatoria de m valores de Y es descrita por la funcién de

distribucién
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F(Y; Xor, Xo2, ..y Xow)

donde cada uno de los m valores de Y es seleccionado a partir de la misma funcién de
distribucién, es decir, a partir de los mismos valores de Xj.

Denotemos a estos m valores de Y por Y, Yoz, ..., Yom, ¥ @ la media de ellos por Ya,
es decir

3 Yo

o=~
=1
Suponga que se desea construir un intervalo de confianza para la media Y) de estos
m valores de Y. Es decir, suponga que se construye un intervalo tal que la probabilidad
de que la media ¥; esté en él sea igual a un valor predeterminado 1 — o. El intervalo
sera llamado un intervalo de prediccién del (1 — a) x 100% de confianza, puesto que la
probabilidad de que la media ¥, de una muestra futura de valores de Y seleccionada
aleatoriamente a partir de la funcién de densidad f{Y'; Xo1, Xoz, .y Xont) esté en &l es

iguala 1—a.

Dado que 8 y o? son desconocidas, se deben seleccionar n valores muestrales

Al = (Vs Xui, Xaiy -y Xiii)
donde
i=12,..,n

Se deberdn usar estos valores muestrales para estimar 8 y a? y con ellos construir
¢! intervalo de confianza deseado. Para hacer esto, observe que, dado que Yoy _ﬁ_ son
independientes, la cantidad

z=Y-8X,~N (u(i +gg,(x'xr‘gc_o) 02)

donde X, es un vector de tamafio k' cuyo i-ésimo elemento es Xo;. De esta expresion

obtenemos
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Yo-BX
w= (LS ~ N(0,1)

o L+ XXX Ko

Como v = E:-’:)—aj ~ X}y donde 67 = gigkl_ y es independiente de w, se tiene
wm @ N
Por lo tanto
P[-tf p<us o) =1-a
Sustituyendo u se tiene:

Vo- X,

P <t ,|=1-a

—ti . <
n-t) = 1
&J"— + X‘G (XIX} lXU

Con lo cual se llega al intervalo de prediccién del (1 — a) x 100% de confianza para

la respuesta media de futuras observaciones:

FXot t?,._y,&\/ =+ X (XK) X

4.11.5 Inferencia simultdnea en regresién lineal miiltiple

Considérese el vector de parémetros f. Los intervalos de confianza para  definirfan
regiones en R*', donde, con el (1 — a) x 100% de confianza 3y, By, ..., B estarian simul-
téneamente. Para construir este intervalo, considérese

B~ N (8,02 (XX)T)

por lo cual

B-B~N(@Qd* xxX)™
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Por otro lado, el producto

L(e-0) x%(3-8)~x

e
o H-CME---—S—C—]ii ¥y que

Sabemos también que ﬁ es independiente de

g’g

~ X(n—y)
Por lo a.ntenor se tiene

(5-8) xx) (- 8)

e -~ F(k‘.n—k')

— K
con lo cual s: puede plantear
K¢, ' .
(E - _ﬁ.) (X'X) (é - ﬂ) S Fe i ] =1-a

Haciendo las sustituciones pertinentes en la desigualdad anterior, se obtiene un elip-

soide &’-dimensional que es el intervale de confianza para todos los pardmetros del mo-
delo. La pendiente de los ejes y la excentricidad del elipsoide muestran la direccién y la

magnitud, respectivamente, de las correlaciones entre los estimadores de los pardmetros.

Hasta ahora hemos supussto que cada una de las variables regresoras incluidas en el
modelo contiene informacién que influye en éste, y que esta informacién no es aportada
por ninguna otra de las variables. Es decir, hemos supuesto que no existe informacién
redundante entre las variables regresoras.

En la préictica esto casi no ocurre. La necesidad de contar con modelos més eficientes
nos lleva a analizar cudles de las variables de las que se dispone son m4s significativas,
descartando aquellas que no contribuyen con informacién al modelo si las primeras estdn
incluidas.

En el siguiente capftulo se presentan algunas técnicas y criterios para construir un

modelo eficiente.
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Capitulo 5

Seleccién de variables: El problema

de definicién del modelo

En los capftulos previos hemos supuesto que se sabe que todas las variables regresoras
influyen en el modelo. Hasta ahora nuestro objetivo ha sido desarrollar las técnicas que
aseguren que la forma funcional del modelo es correcta y que las hip6tesis del mismo
1o son violadas. En algunas aplicaciones, consideraciones tedricas o experiencia previa
pueden ser itiles al seleccionar las variables regresoras que van a ser usadas en el modelo.
Sin ernbargo, en la mayorfa de los problemas practicos, el analista tiene una variedad de
variables candidatas que podrfan incluir factores de influencia, pero el subconjunto real
de variables regresoras que deberfan ser usadas en el modelo necesita ser determinado.
Encontrar un subconjunto adecuado de variables regresoras es llamado el problema de
seleccion de variables.

Construir un modelo de regresién que incluya sélo un subconjunto de las variables

regresoras disponibles involucra dos objetivos conflictivos:

1. Se desea que el modelo incluya el mayor nimero posible de variables regresoras,
de tal forma que la informacién contenida en estos factores influya en el valor
pronosticado de la variable respuesta, Y.
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2. Se desea también que el modelo incluya €l menor mimero posible de variables re-
gresoras, puesto que la varianza de Y crece cuando el nimero de aquellas aumenta.
También debemos tomar en consideracion que cuantas mds variables regresoras
contenga la ecuacién de regresién, mayor serd el costo de recoleccién de los datos

y de mantenimiento del modelo.

El proceso de biisqueda de un modelo que combine adecuadamente estos dos objetivos
es lamado seleccion de la mejor ecuacion de regresidon.

Desafortunadamente no existe una dnica definicién de la mejor ecuacidn de regresidn,
como se verd mds adelante. Ademsds, los distintos algoritmos disponibles para la seleccién
de variables a menudo especifican diferentes subconjuntos del conjunto de les candidatas
a variables regresoras como “el mejor”.

El problema de seleccién de variables es discutido frecuentemente en un escenario
idealizado; usualmente se supone que la especificacién funcional correcta de las variables
regresoras es conocida y que no estdn presentes outliers u observaciones que influyan
demasiado en el modelo. En la préctica, estas suposiciones raramente son conocidas. El
anilisis de los residuales (discutido en el capftulo 2), es 1itil para sefialar posibles variables
regresoras, revelar formas funcionales de éstas que deberfan ser investigadas, e identificar
defectos en los datos tales como los outliers. El efecto de observaciones con un alto nivel
de influencia en el modelo también debe ser analizado.

El diagnéstico de qué tan adecuado es el modelo estd ligado al problema de seleccién

"de variables. Aunque idealmente estos problemas deberfan ser resueltos simultineamente,

usualmente se utiliza un proceso iterativo en el cual:
1. Se emplea una estrategia de seleccion de variables en particular y

2. E! modelo resultante se revisa para verificar que las especificaciones funcionales son
correctas y que no existen outliers ni observaciones con una alta influencia. Esto

podria indicar que el pasol debe ser repetido.

Es posible que se requieran varias iteraciones para obtener un modelo adecuado.
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Ninguno de los procedimientos de seleccién de variables descrito en este capftulo
garantiza que mediante &l se produzca la mejor ecuacion de regresion para un determinado
conjunto de datos. De hecho, usualmente no existe una iinica mejor ecuacion de regresion
sino varias igualmente buenas. Debido a que los algoritmos de seleccién de variables
dependen casi totalmente del uso de una computadora, algunas veces el analista se siente
tentado a confiar demasiado en los resultados de un procedimiento en particular. Esta
tentacion debe evitarse. La experiencia previa del analista, juicios personales acerca del
fenémeno en estudio y consideraciones subjetivas acerca del mismo, todas ellas, entran
en e} problema de seleccién de la ecuacién de regresién. Los procedimientos de seleccién
de variables, deben ser usados por el analista como métodos que le permitan explorar la
estructura de los datos.

5.1 Consecuencias de la definicién incorrecta
del modelo

Con el fin de favorecer el interés en seleccionar adecuadamente las variables del modelo,
revisaremos brevemente las consecuencias de la seleccidn incorrecta de las variables del
mismo.

Supdngase que existen k candidatas a variables regresoras, Xi, Xs,..., X;, con n >
k + 1 observaciones sobre estas variables y sobre la variable respuesta Y. El modelo

completo, que incluye a las k variables regresoras es:
Yi=0s+ f:lﬁngj +e, i=L12,..,n
5=
lo cual es equivalente a
Y=Xg+¢

Se supone que la lista de variables regresoras contiene a todas las variables que influyen

en el modelo. Note que la ecuacién anterior contiene un término §,; mientras que 3,
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podrfa ser una variable candidata en el proceso de seleccién, normalmente e forzada a
ser incluida en el modelo: Se supone que todas las ecuaciones incluyen un término f,.
Sea r el nimero de variables regresoras que son removidas del modelo. De este modo,
el niimero de variables que son retenidas es p = k + 1 — r. Dado que la intercepeién es
incluida, el modelo formado por este subeonjunto ticne p — 1 = k ~ r de las variables
regresoras originales.

De esta forma, la ecuacién anterior puede escribirse como

Y =X, + X5, +¢

donde la matriz X ha sido particicnada en X, una matriz de n x p cuyas columnas
representan la intercepcién y las p — 1 variables regresoras que serdn retenidas en el
rodelo formado por el subconjunto de variables elegido (en adelante, lamaremos a éste
el modelo incompleto), y X,, una matriz de n x r cuyas columnas representan las variables
regresoras que se removerdn del modelo completo.

Supdngase que F se particiona en Ep ¥ gr . Para el modelo completo, el estimador por
minimos cuadrados de § es:

E' = (X'X)"'X'Y

y un estimador de la varianza de los residuales, &2, es

o YY-FXY y(1-XXX)'X)Y
R R n—k—1

Los componentes de Q‘ se denotan por g; y _,G_: ; los valores ¥, son los valores ajustados.

Para el modelo incompleto:
Y=X,8,+¢
El estimador por mfnimos cuadrados para gp es:
B, = (XXX
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El estimador de la varianza de los residuales es

g YE-BXY v (-XXX)'K)Y

R=p n-—p

y los valores ajustados son Y.

Las propiedades de los estimadores ép y &% han sido investigadas por varios autores
y se pueden resumir como sigue:

1. El valor esperado de QP es

E(B)

8, + (XX, (X,%,8.)
= B,+A4p,

donde A = (X! X,) "X, X, (algunas veces A es llamada la matriz alias). Asf, gp s un
estimador sesgado de Qp, a menos que los coeficientes de regresién correspondientes a las
variables removidas ( 8, ) sean cero o que las variables conservadas sean ortogonales a las
variables removidas (X, X, = 0).

2. Las varianzas de ép y é. son Var(ép) = (X, X,) ' y Var( é‘) = o?(X'X)™,
respectivamente. Ademds, la matriz Var( E-) - Var(é’ ) es definida semipositiva, esto
es, las varianzas de los estimadores por mfnimos cuadrados de los parémetros del modelo
completo son mayores o iguales que las varianzas de los pardmetros correspondientes del
modelo incompleto. Consecuentermente, remover variables nunca aumenta las varianzas
de los estimadores de los pardmetros restantes.

3. Puesto que ﬁp es un estimador sesgado de _QP ¥ é; no lo es, parece m4s razonable
comparar la precision de los estimadores de los parametros del modelo completo y del
modelo incompleto en té:min;ns del cuadrado medio del error {Si & es un estimador de
9, el cuadrado medio del error de 8 es CME(8) = Var(8) + (E(é) - 8)2). El cuadrado

medio del error de E? es:

CME(B)) = o*(X,X,) ™' + AB B A
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Si la matriz Var(ﬁ:) — B . es definida semipositiva, la matriz Var(é;) -CM E(ép)
también lo es. Esto significa que, si las variables regresoras removidas tienen coeficientes
de regresién menores que el error estdndar de sus estimadores en el modelo completo,
entonces los estimadores por mfnimos cuadrados de los pardmetros en el modelo incom-
pleto tienen un cuadrado medio del error menor que el correspondiente a los estimadores
en el modelo completo.

4. El pardmetro &% del modelo completo es un estimador insesgado de a%. Sin
embargo, para el modelo incompleto
_ P+ EX (I XK K, 1K) X B,

n—p

E(&)

Esto es, generalmente 67 es un estimador sesgado (hacia arriba) de at.

5. Suponga que se desea predecir la respuesta en el punto X = (X, X.). Siseusa

Lipr Lrr
¢! modelo completo, el valor ajustado de éste es ¥* = X' f_i', con media X' y varianza
del valor ajustado:

Var(Y*) = o? (1 + X' (X'X) ™' X)
Sin embargo, 5i 5¢ usa el modelo incompleto, V= _)g; Qp con media
y un cuadrado medio del error del valor ajustado
7, 2 ' ' -1 ' ' . 2
CME(?) = o? (14 X, (X,X,) ™ X,) + (X348, - X.8,)

Note que Y es un estimador sesgado de Y a menos que K;Agr = 0, lo cual ocurre
en general sélo si X;,X,gr = {. Mi4s atin, la varianza de ¥* del modelo completo no es
menor que la varianza del modelo incorupleto. En términos del cuadrado medio del error

se puede probar que
Var(Y*) = CME(Y)
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toda vez que la matriz Var(é: ) — B B, sea definida semipositiva.

Nuestra motivacién para la seleccién de variables se puede resumir como sigue: Re-
moviendo variables del modelo puede mejorarse la precisién de los estimadores de los
pardmetros de las variables que se conservan, aun cuando algunas de las variables no sean
despreciables. Esto aplica también en el caso de la varianza de a respuesta pronosticada.
Remover variables del modelo introduce (potencialmente)} sesgo en los estimadores de
los coeficientes de las variables retenidas y de la variable respuesta; sin embargo, si las
variables removidas tienen efectos pequefios en el modelo, el cuadrado medio del error de
los estimadores sesgados serd menor que la varianza de los estimadores insesgados, esto
es, el sesgo que se introduce es menor que la reduccién en la varianza. Existe también
el riesgo de conservar variables despreciables, esto es, variables con coeficientes menores
que cero o menores que los errores estindar correspondientes en el modelo completo.
Este riesgo es tal que las varianzas de los estimadores de los pardmetros y de los valores
ajustados se incrementan. _

Existe todavia una consideraciénlﬁnal que debe tomarse en cuenta. Frecuentemente,
los modelos de regresion se construyen a partir de datos que se conocen por su nombre en
inglés: happenstance, los cuales son datos extraidos de registros histdricos. Los datos hap-
penatance a menudo estdn saturados de defectos (incluidos los outliers) e inconsistencias
provenientes de cambios en la organizacién de la recoleccién de los datos. Estos defectos
de los datos pueden tener un impacto irportante en el proceso de seleccién de las varia-
bles y llevar a una e-;ﬁeciﬁcacidn del modelo incorrecta. Un problema muy comiin en los
datos happenstance, es encontrarse con que algunas de las variables regresoras han estado
tan controladas que varfan sobre un rango muy limitado; frecuentemente, estas variables
son las que més influyen en el modelo y debido a ello estuvieron tan controladas (con el
fin de mantener la respuesta dentro de limites aceptables). Precisamente por lo limitado
del rango de los datos, la variable regresora puede parecer carente de importancia en
el ajuste por mfnimos cuadrados. Este es un problema serio durante la especificacién
del modelo y solamente el conocimiento no estadtstico del analista acerca del contexto y

184



ambiente del modelo puede prevenirlo. Cuando el rango de las variables que se piensa
son importantes es controlado muy estrechamente, probablemente se requiera recolectar

nuevos datos para construir el modelo.

5.2 Criterios para evaluar modelos de regresién
incompletos

Los dos aspectos fundamentales del problema de seleccién de variables son: generar un
modelo incompleto y decidir si éste es mejor que otro formado por un subconjunto distinto
de variables regresoras. A continuaci6n se presentan criterios para evaluar y comparar

modelos de regresién incompletos.

5.2.1 Coeficiente de determinacién miltiple

Una medida de qué tan adecuado es un modelo de regresién que es usado ampliamente
es el coeficiente de determinacién mriltiple, R?, definido como

SCR SCE
2 — =1~
R = Sy ! Syy

Denotemos por R;‘; al coeficiente de determinacién miiltiple de un modelo de regresién
incompleto con ptérminos, es decir, p — 1 variables regresoras y un término ;. Se tiene
entonces

_SCR(p) _, _ SCE()

Rz
SW SW

donde SCR(p) y SCE(p) denotan la suma de cuadrados de la regresién y de los resi-

duales, respectivamente, para un modelo incompleto de regresién con p términos. Note
k

que hay valores de Rg para cada valor de p, uno peor cada posible modelo de

p—1
tamaiio p.
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Rf, crece cuando p crece y su valor maximo lo alcanza cuando p = k + 1. Por ello,
este criterio puede ser usado afadiendo variables regresoras al modelo hasta el punto
en el cual una variable adicional ya no sea iitil, puesto que el incremento que aporta a
R§ es muy pequefio. La aproximacién general es ilustrada en la figura siguiente, la cual
presenta una grafica hipotética del valor maximo de R? para cada modelo incompleto de

famano p contra p.

1.0

0.0

P k+1

Figura 1: R vs. p

En la praictica, se examina una grafica de este tipo y se selecciona el mimero de
variables regresoras para el modelo final como el punto en el cual l2 rodilla de la curva
se virelve aparente. Es claro que esto requiere experiencia por parte del analista.

Dado que no se puede hallar un valor 6ptimo de A? para un modelo de regresién
incompleto, se debe entonces buscar un valor satisfactorio de éste. Aitkin propuso una
solucidn a este problema disefiando una prueba por medio de Ia cual se pueda identificar
a cualquier modelo incompleto cuyo valor de B? no sea sustancialmente distinto del valor
de R? para el modelo completo. Sea

R§=1~(1-Rl,) (1 +dans)

donde
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— k- F‘[?‘l,l’l—k-l)
a,n.k —'—"-""'"—"'n — k-1

y RZ,, es el valor de R? para el modelo completo. Cualquier subconjunto de variables
regresoras que produzca un valor de R? mayor que RZ serd Hamado un conjunto elfe-
adecuado.

Generalmente R? no se puede usar directamente como criterio para escoger el mimero

de regresores para ser incluidos en el modelo. De cualquier forma, para un nimero fijo
k
de variables p, R? puede ser usado para comparar los k } modelos incompletos
p~1

generados. Se prefiere a los modelos con los valores de R? mayores.

5.2.2 R? ajustado

Para evitar las dificultades en la interpretacién de R?, algunos analistas prefieren usar la
estadistica A2 (R? ajustado), definida por la ecuacion

B-1-(25)0-B)

La estadfstica B2 no necesariamente crece cuando se agregan variables regresoras

adicionales al modelo: De hecho, puede probarse que si se afiaden 5 variables regresoras
al modelo, R?

ots €xcederd a R: si y solo st la estadistica F-parcial para la prueba de

significancia de las s variables regresoras adicionales es mayor que 1. Consecuentemente,
un criterio para la seleccién de un models incompleto 6ptimo es elegir el modelo que
posea el valor méximo de Rf,. De cualquier forma, este criterio es equivalente al criterio

del cuadrado medio de los residuales, mismo que se presenta a continuacion.

5.2.3 Cuadrado medio de los residuales

El cuadrado medio de los residuales de un modelo de regresién incompleto, por ejemplo,

SCE(p)

CME(@) = ==
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puede ser usado como un criterio de evaluacién del modelo. El comportamiento general

de CME(p) cuando p crece se ilustra en la figura que sigue.

CME ®)

Figura 2: CME(p) vs. p

Dado que la SCE(p) siempre decrece cuando p crece, CME(p) inicialmente decrece,
luego se estabiliza y eventualmente puede crecer. Esto dltimo ocurre cuando la reduccién
de SCE(p) al afiadir una variable regresora al modelo no es suficiente para compensar
la pérdida de un grado de libertad en el denominador de CME(p) = SﬂC_I—:'}(p) Es decir,
afadir una variable regresora a un modelo con p términos, ocasionard que CME(p) >
CME(p + 1) si la reduccién en la suma de cuadrados de los residuales es menor que
CME(p). Si se desea utilizar este criterio en la seleccién del tamadio del modelo, se

deber4 hacer una gréifica como la anterior y basar la decisién en:

1. El valor minimo de CME(p)

2. El valor de p tal que CME(p) sea aproximadamente ignal al valor de CME del
modelo completo, o

3. Un valor de p cercano al punto en el cual el valor minimo de CME(p) comience a

crecer.
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El modelo reducido de regresién que minimice a CME(p) también minimizard a }?,2,.

Para ver esto, note que

= n-1
B =1-2220-R)
_ 1_ﬂ.—-lSCE(p)
n-p §
_ . _n-15cEp)
- Sy n—p
= 1_P_—_ICME(p)
SW

Es decir, ¢ criterio del mfnimo CME(p) y el méximo de R? son equivalentes.

5.2.4 Estadistica C, de Mallows

Mallows propuso un criterio que estd relacionado con el cuadrado medio del error del

valor ajustado ¥;, esto es:
E(%i-EW) = (E() - B(R) + Var(h)

Note que E (Y;) es la respuesta esperada de X; en el verdadero modelo de regresion y
E (17';) es la respuesta esperada del modelo incompleto {con p términos). De esta forma,
E (Y;) ~ E(Y;) es el sesgo en el i-ésimo punto. Consecuentemente, los dos términoes en el
lado derecho de la ecuacién anterior son el sesgo al cuadrade y la varianza, respectiva-
mente, del cuadrado medio de! error. Denotemos por SCS(p) al sesgo cuadrado total de
una ecuacién de regresion con p términos,

" 32
scs) = 3 (B (%) - E(%)

i=1

y definamos el cuadrado medio del error total estandarizado, I's, como

i

- 5650, ;1—, 3= Var(¥)

o? i=1

1|z "y 2 n .
o= o Lz (B0~ EG)" + 5 verh)

Se puede probar que
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,>::IVar(?.-) = po?

y que el valor estimado de la suma de cuadrados de los residuales de una ecuacién con p
términos es

E (SCE(p)) = SCS5(p) + {n — p)o?

Sustituyendo Zn: Var(Y;) y SCS(p) en T, se tiene
i=l

T, = = [E(SCE() - (n—p)o? +po7
_ Escew)
- ECEp) _

p n+2p

Supéngase que &% es un buen estimador de o2. Reemplazando E (SCE(p)) por el
valor observado SCE(p) se tiene un estimador de Ty, a saber

Cp= SCE(p) —-n+2p

Si el modelo de p términos tiene un sesgo despreciable, entonces SCS8(p) = 0. Con-
secuentemente, £ (SCE(p)) = (n — plo? y

E(C,lsesgo:ﬂ):m—-;f-)—qz-—n+2p=p

Cuando se usa el criterio de C;, es 1itil construir una grafica de C, como funcién de
p para cada ecuacitn de regresién como la que mostramos en la siguiente pagina.
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Cr

Figura 3: C, vs. p

Las ecuaciones de regresién cuyo sesgo sea pequefio, tendrdn valores de C, que sean
cercanos a linea Cp = p (punto A en la figura anterior), mientras que aquellas ecuaciones
con un sesgo considerable se hallardn por encima de ésta (punto B). Generalmente se
desea que el valor de Cj sea pequeio. Por ejemplo: aunque el punto C en la figura
est4 por arriba de Ja lfnea Cp = p , estd abajo del punto A y por lo tanto, representa un
modelo cuyo error total es menor: Puede ser preferible aceptar cierto sesgo en la ecuacién
para reducir el error promedio en la prediccion. '

Para calcular C, se necesita un estimador insesgado de o®. Frecuentemente se usa el
cuadrado medio del error del modelo completo pa.ra este propésito. Sin embargo, esto
ocasiona que Cp, =p =k + 1 para el modelo completo.

Al usar CME(k + 1) como un estimador de o? se estd suponiendo que el sesgo del
modelo completo es despreciable. Si el modelo completo posee varias variables regresoras
que no contribuyan de manera sustancial al modelo (variables cuyos coeficientes de regre-
si6n sean iguales o cercanos a cero), entonces CME(k + 1) frecuentemente sobreestimard
a a? y, consecuentemente, los valores de C, serdn pequeinos. Si se desea que la estadfstica

C, funcione adecuadamente, debe usarse un buen estimador de o? .
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5.3 Usos del modelo de regresién y criterios para
evaluarlo

E! criterio que se use para la seleccién del modelo de regresion debe estar relacionado
con el uso que se le dars al modelo. Existen varios usos posibles del modelo, incluyendo
descripcion de los datos, prediccion y estimacion, estimacién de los pardmetros y control.

Si el objetivo del modelo es obtener una buena descripcién de un proceso determinado
o modelar un sisterna complejo, esté indicada la busqueda de ecuaciones de regresitn
cuyas sumas de cuadrados de los residuales sean pequefias. Dado que SCE se minimiza
al usar todas las variables candidatas, usualmemente se decide eliminar variables s6lo si
el incremento en SCE es pequeiio. En general, se desea describir el sistema con el menor
mimero posible de variables regresoras, explicando al mismo tiempo la mayor parte de la
variabilidad en Y.

Frecuentemente, lag ecuaciones de regresion se usan para la prediccién de futuras ob-
servaciones o para la estimacién de la respuesta media. En estos casos se desea seleccionar
las variables regresoras de forma tal que el cuadrado medio del error de la prediccién sea
minimo. Esto implica, usualmente, que todas las variables regresoras cuyo efecto en el
modelo no sea muy grande, deban ser removidas de éste.

Si se estd interesado en la estimacién de los pardmetros, entonces se¢ deben oons1derar
tanto el sesgo que resulte al remover variables, como las varianzas de los estimadores de
los coeficientes. Cuando las variables regresoras son altamente multicolineales, los estima-
dores por minimos cuadrados de los coeficientes de regresién pueden ser extremadamente
pobres. .

Cuando un modelo de regresién es usado para control, es importante que los esti-
madores de los pardmetros sean precisos. Esto significa que los errores estdndar de los
coeficientes de regresion deben ser pequenios. Ademis, dado que los ajustes hechos so-
bre las X’s para controlar la respuesta Y son proporcionales a las B's, los coeficientes
de regresion deberfan reflejar de una forma bastante clara loe efectos de las variables
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regresoras. Si las variables regresoras son altamente multicolineales, las #'s pueden ser

estimadores bastante pobres de los efectos de las variables regresoras individuales.

5.4 Técnicas de cémputo para la seleccién de
variables

Se ha visto que es deseable considerar modelos de regresién que empleen un subconjunto
de'las candidatas a variables regresoras. Para hallar e! subconjunto de' variables que vaya
a ser usada en la ecuacién de regresién definitiva, es natural que se considere ajustar
modelos con distintas combinaciones de las variables regresoras candidatas. En esta
seccién se discutirdn algunas técnicas de cémputo para generar modelos de regresién

incompletos e ilustrar los criterios de evaluacién de estos modelos.

5.4.1 Todas las regresiones posibles

Este procedimiento requiere que el analista ajuste todas las ecuaciones de regresién que
contengan una variable regresora candidata, dos variables regresoras candidatas y asf
sucesivamente. Fstas ecuaciones se evalian de acuerdo a algin criterio apropiado y se
selecciona el “mejor” modelo de regresién.

Si suponemos que la intercepeidn 3, se incluye en todas las ecuaciones y que existen
k variables candidatas, se tienen 2* ecuaciones para ser ajustadas y examinadas. Por
"ejernplo, si k = 4, entonces existen 2 = 16 ecuaciones posibles, mientras que si k =
10, entonces hay 2'® = 1024 ecuaciones de regresién posibles; claramente, el nimero
de ecuaciones que serdn examinadas crece rapidamente cuando el nimero de variables
candidatas crece.
Ejemplo 1.- Hald presenta datos relativos al calor desprendido, medido en calorfas por
gramo de cemento (Y'), como una funcién de cada uno de cuatro ingredientes en la
mezcla: aluminato tricdleico (X)), silicato tricdlcico (X2), alimino férrico tetracilcico

(X3) vy silicato dicdlcico (X,). Los datos se muestran en la tabla 1.
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Tablal: Datos de Hald

Obs.i| Y | XalXe|Xa| Xu
1] 785 71 26| 6§ 60
21 743 1] 29( 15] 52
3|1043| 11 56| 8| 20
4| 86| 11| 3 8| 47
5| 9.9 7T 527 6| 33
61002 11| 85| 9| 22
727 3| M| 17| 6
8| 725 1] 31| 221 44
91 931 2| 541 18] 22

101159} 21 47 4] 26
11| 838 1| 40} 23| 34
1211331 11| 66 9] 12
1311094 10| 68 8( 12

Estos datos serdn usados para ilustrar el método de todas las regresiones posibles
para la seleccién de variables.

Puesto que hay 4 variables regresoras candidatas, existen 16 posibles ecuaciones de
regresién si siempre se incluye la intercepcidén ;. Los resultados de ajustar estas 16
ecuaciones se muestran en la tabla 2. También se incluyen en ella las estadisticas RZ, RZ,
SCE(p), CME(p) y C}.
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Tabla 2: Resultados de ajustar todas las regresiones posibles en los Datos de Hald

Niimero de

Variables en Variables

el modelo | p| incluidas ; SCE(p) RZ R} |CME(p)| G,
Ninguna |1 | Ninguna | 2,715.7635 | 0 0 226.3136 | 442.92
1 2| X, 1,265.6867 | 0.53395 | 0.49158 | 115.0624 | 202.55
1 2| x, 906.3363 | 0.66627 | 0.63503 | 82.3942 | 142.49
1 2| X, 1,939.4005 | 0.28587 | 0.22095 | 176.3092 | 315.16
1 2| X, 883.8669 | 0.67459 | 0.64495 | 80.3515 | 138.73
2 3| XX, 57.0045 | 0.97868 | 0.97441| 57904 | 268
2 3| XX 1,227.0721 | 0.54817 | 0.45780 | 122.7073 | 198.10
2 3| XX, 74.7621 | 0.97247 | 0.96697 | 7.4762| 5.50
2 3| X2 X 415.4427 { 0.84703 | 0.81644 | 415443 | 62.44
2 3| Xo X, 868.8801 | 0.68006 | 0.61607 | 86.8880 | 138.23
2 31 XaX, 175.7380 § 0.93529 | 0.92235 ; 17.5738 | 22.37
3 4| X1 X0 Xs 48.1106 | 0.98228 | 0.97638 | 5.3456| 3.4
3 4 X, X2 Xy 47.9727 | 0.98234 | 0.97645 | 53303| 3.02
3 4] X\ XX, | 508361 { 0.98128 | 0.97504 [ 5.6485] 3.50
3 4| X Xa X, 73.8145 | 0.97282 | 0.96376 | 82017 7.34
4 5 | XXX X.| 47.863 | 098238 | 0.07356 | 59829| 500

La tabla 3 contiene los estimadores por minimos cuadrados de los é(;eﬁcientes de
regresién. La naturaleza parcial de estos estimadores resulta evidente al examinarla.
Considérese por ejemplo a X;. Cuando el modelo estd formado solamente por X, el
estimador por mfnimos cuadrados del efecto de &ste es 0.789. Si X, se incluye también
en el modeloel efecto de X es 0.311, una reduccién mayor al 100%. Cuando ademds se
agrega X, ¢l efecto cambia a -0.923. Claramente, €l estimador por minimos cuadrados

de cada coeficiente de regresién depende fuertemente de las otras variables regresoras
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incluidas en el modelo. Estos cambios tan marcados indican que existe una correlacién

sustancial entre las cuatro variables regresoras.

Tabla 3: Estimadores por mfnimos cuadrados de los coeficientes de regresion

en los Datos de Hald
Variables
incluidas Bo B 2 Bs A
X, 81.479 | 1.869
X, 57.424 0.789
X3 110.203 -1.256
X, 117.568 -0.738
XiX, 52.577 | 1.468 | 0.662
X1X;3 72.349 | 2.312 0.494
X1 X, 103.097 | 1.440 -0.614
X2 X3 72.075 0.731 { -1.008
XXy 94.160 0.311 -0.457
X3 Xy 131.282 -1.200 1 -0.724
X1 X2 X3 48.194 | 1.696 | 0.657 | 0.250
X1 X2 X4 71648 | 1.452 [ 0.416 -0.237
XaXsX4 203.642 -0.923 | -1.448 | -1.557
X1 XX, 111.684 | 1.052 -0.410 | -0.643
X, XXX, | 62405 ] 1.551 | 0.510 | 0.102 | -0.144

Evaluaremos los modelos incompletos generados usando el criterio de Rf. La figura
siguiente muestra una gréfica de Rf,contra p- Al examinarla resulta claro que cuando el
niimero de variables es mayor que 2, se gana muy poco en términos de R? al introducir
variables adicionales.

Los modelos (X, X2) ¥ (X1, X4) tienen casi el mismo valor de R? y, en términos de

este criterio, hay poca diferencia si se selecciona uno u otro modelo como el definitivo.
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Si examinamos los modelos con una sola variable independiente, veremos que, a la luz
del criterio R?, el mejor modelo lo constituye X,; tomando esto en consideracion, podria

decirse que es preferible usar (X, Xy).
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nopgrag *24® 06801
%3 ®0,5683
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*3 902858
1 . 1 i |
1 2 3 4 5
4

Figura {: R2 vs. p en los datos de Hald

Usemos la estadistica

R?) =1- (1 - R?m) (1 + da.n.k)

donde

k- F(‘:I,ﬂ—k—l)
n—k-1

Con a = 0.05se tiene:

da,n,k =
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.05

4-F
R} = 1-(1-R} 1+—-——-8“’8)
= 1—(1-0.98238)(1+ﬂ3—é@)

0.94855

Por lo tanto, cualquier modelo incompleto para el cual R2 > R? = 0.94855es R*-
adecuado, es decir, su R? no es sustancialmente distinta de R? +1- A partir de la tabla 2
puede verse que varios modelos satisfacen este criterio y, por ello, la eleccién del modelo
final aun no es clara.

Es ilustrativo observar la correlacién existente entre X; y X}, asi como entre X; y Y.

Los valores de estas correlaciones simples se muestran en la tabla que sigue:

Tabla 4: Correlaciones simples entre las variables de los Datos de Hald

Xy X X3 X:s | Y
Xy 1.0
X, | 0.229 1.0
X, |-0.824 | -0.139 1.0
Xe1-02451-0973 ( 0.030 1.0
Y | 0.731| 0.816 | 0.535]-0.821 { 1.0

Note que los pares de variables (X, X3) y (X2, X,) estén altamente correlacionados,
puesto que ry3 = —0.824 y roy = —0.973. Consecuentemente, afiadir alguna otra variable
regresora cuande X; y X2 6 X; y X ya estdn incluidas en el modelo, serd de poca utilidad,
puesto que la informacion contenida en las variables excluidas est4 esencialmente presente
en las variables que ya estdn incluidas en el modelo. Esta estructura correlativa es
responsable en parte de los cambios en los coeficientes de regresién que se observan en la
tabla 3.

La figura siguiente muestra una grifica de CME(p) contra p.
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El modelo que minimiza la suma de cuadrados de los residuales es (X1, X3, X4), con
CME(4) = 5.3303. Note que, como se esperaba, el modelo que minimiza CME(p) tam-
bién maximiza. e} valor ajustado R2. De cualquier forma, 2 de los otros modelos formados
por 3 variables,(Xy, Xz, Xa) ¥ (X1, X3, X4), tienen valores similares del cuadrado medio
de los residuales.

a226.1128
e176.3092 *&F 1321073
1150824 ® 55, B6.8880
e 803513
*20 82,3941
FX3e41.5043
2t!<h
I3 Mem
15 -
&
2‘ 10 —
. 351% e
h%e
. nEe ::::::: [TH X RN
5 - &5, T8, .
i 1 | 1 |
-0 L] 1 2 3 4 &
P

Figura 5: CME(p) vs. p en los Datos de Hald
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Si (X1, X3) 6 (X1, X,) se encuentran en el modelo, la reduccién en el cuadrado medio de
los residuales es muy poca cuando se afiaden otras variables. El modelo (X, X;) podria
ser m4s apropiado que (X;, X;) puesto que tiene un valor menor del cuadrado medio de
los residuales.

La figura 6 muestra el comportamiento de C, contra p.

Para ilustrar los cdlculos, suponga que se toma & = 5.9829 (CME del modelo com-
pleto} y calculamos C3 para el modelo (X;, X4). Se tiene

S
Gy = —C—;;ga—ﬂ--i-h)
74.7621
= g ~13+203)
= 5,496

Al examinar la grafica anterior hallamos que existen 4 modelos que podrfan ser acep-
tables: (X1, X3), (X1, X2, Xa), (X1, X2, X4) ¥ (X1, X3, X4). Sin considerar factores
adicionales como informaci6n técnica acerca de las variables o el costo de recoleccién de
los datos, serfa apropiado escoger al modelo mds simple, (X;, Xz), como el modelo final,
dado que éste tiene el valor mas pequeiio de C;,.

Con este ejemplo se ilustra todo el procedimiento de cdlculo asociado a la definicién
del modelo con el método de todas las regresiones posibles. Nétese que no hay una elec-
cién clara de la mejor ecuacién de regresién. Frecuentemente encontramos que criterios
diferentes sugieren ecuaciones diferentes; por ejemplo: El valor minimo de C;, lo tiene la
ecuacién formada por el conjunto {X;, X;), mientras que (Xi, X2, X) minimiza a CME.
Todos los modelos que parezcan apropiados para ser elegidos como el definitivo, deben
ser sometidos a las pruebas usuales para verificar qué tan apropiados son, incluyendo la

biisqueda de outliers, puntos con demasiada infiuencia en la ecuacién y multicolinealidad.

Generacién eficiente de todas las regresiones posibles

Existen varios algoritmos disponibles para la generacién eficiente de todas las regresiones

posibles. La idea bésica de estos algoritmos es efectuar los cdlculos para los 2¢ modelos
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de regresion posibles, de tal forma que los modelos secuenciales difieran solarente por
una variable. Esto permite que algunos métodos numéricos muy eficientes sean usados

en los cdlculos. Algunos de estos algoritmos estdn incluidos en software comercial.

44292 » None
315168 *3 198,105 T2
202556 % 118.7FeI3Ty
14240 %2 6244055
138.73e 52 2237 »T%a
’ 1. M e z3,x,
ET:
LT
5 » X 3By Xy
&
4
X Eyx,
* Xy XaXy
- oz xox,
X5y
2
‘ —
. | 1 ! 1 |
0 1 2 3 4 )
4

Figura 6: C, vs. p en los Datos de Hald
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5.4.2 Métodos de regresién stepwise

Debido a que los cdlculos que se originan de evaluar todas las regresiones posibles puede
ser gravoso, se han desarrollado varics métodos para evaluar sélo un mimero reducido
de modelos de regresidn, ya sea afiadiendo o removiendo variables regresoras de una en
una. Estos métodos son conocidos normalmente como métedos stepwise y pueden ser

clasificados en tres categorias generales:
1. Selecién “hacia adelante” {forward)
2. Eliminacién “hacia atrds” (backward)

3. Regresién stepwise (que es una combinacion de los métodos 1 y 2)

Forward

Este procedimiento inicia con la suposicién de que no existe otra variable regresora en el
modelo que no sea la intercepcién. Los esfuerzos se concentran en encontrar una ecuacion
“Optima” anadiendo variables al modelo de una en una. La primera variable regresora
introducida en el modelo es aquella cuya correlacién simple con la variable respuesta ¥
sea la mayor. Supongamos que esta variable es X, X, también posee el mayor valor de
la estadfstica F en la prueba de significancia. Esta variable se introduce en el modelo
si el valor que produzca de F excede a un cierto valor ¥, que haya sido previamente
seleccionado (F, también puede lamarse F' de “entrada”™; por conveniencia se dejard a
F ¢l subindice “in” ). La segunda variable elegida para entrar al modelo serd aquella que,
después de ajustar el efecto de la primera variable introducida al modelo en Y, tenga
el mayor valor de correlacién con ésta. Estas correlaciones son conocidas también come
correlaciones parciales y son las correlaciones simples entre los residuales de la ecuacién
de regresion ¥ = Bo + ﬁ,,x 1 ¥ los residuales de las ecuaciones de regresién de las otras
variables regresoras candidatas en X, digamos X,- = aog + 0; X1, § = 2,3, .,k

Supdngase que en el segundo paso, la variable regresora con correlacién parcial m4s
alta es X;. Esto implica que el valor mis alto de la estadistica F-parcial es
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_ SCR{X, | X2)

F= ———— 1%
CME(X,, Xz)

Si F > F,,, entonces X;se agrega al modelo. En general, en cada paso, la variable

regresora que tenga la corretacién parcial més alta con Y (o, de forma equivalente, aquella
cuya F- parcial, dado que las otras variables estan incluidas en el modelo, sea la mayor)
se inchuye en el modelo si su F-parcial es mayor que Fi,. El proceso termina cuando
la mayor de las estadfsticas F-parciales no excede a Fi, o cuando la dltima variable
regregora es incluida en el medelo.
Ejemplo 2.- Se aplicard el método de seleccidn forward a los datos de Hald (tabla 1).
La figura 7 muestra los resultados obtenidos cuando el anlisis fue efectuado usando
el programa SAS. En este programa el usuario especifica el valer de Fi, eligiendo el
nivel de significancia a; el algoritmo toma entonces a Fin = Fj,_,). En este ejemplo
seleccionaremos a = 0.10 para determinar Fj,. Algunos programas requieren un valor
numérico determinado para F,. Normalmente se elige un valor que se encuentre entre 2
y4

En la tabla 4 se puede ver que la variable regresora m4s altamente correlacionada con
Y es X; (ray = —0.821) y, dado que la estadfstica F-parcial asociada a esa variable es
F =280 > F}Y}, = 3.23, X, se incluye en el modelo. En el segundo paso, la variable
regresora con la mayor correlacion parcial con Y es X, y, como la F-parcial de esta
variable es

_ SCR(X:| X,) _ 809.1048

F= CME(X,, X,)  7.4762

X, se afiade al modelo. En el tercer paso, X2 muestra la mayor correlacién parcial con
Y. La estadfstica F-parcial es

_ SCR(Xz| X1, Xy) _ 26.7894

F= CME(X;, X2, X4} 5.3303

= 5.03> F§19 =336

X, se afiade al modelo. En este punto sélo queda fuera del modelo Xy, cuya F-parcial es

menor a F{, 4 = 3.46, por lo cual termina el procedimiento de seleccién con la ecuacién
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Y = 71.6483 + 1.4519 X, + 0.4161 X, — 0.2365 X,

como la ecuacién final.

“
weo 8

STEP L VARLABLE X4 ENTERED
OF
REGRESSION 1
ERROR 15
TOTAL 12
B VALUE
INTERCEFPT 11756793118
x4 —-N.73818141

BOUNDS ON CONDITION NUMBER: I

STEP2

DF
REGRESSION 2
ERROR 0
TOTAL 12

B VALUE

INTERCEFT 103.09738164
X1 1,43905828
X4 —0-6139536]
BOUNDS ON CONDITION NUMBER; __1 064105,
STEF Y VARIABLE X} ENTERED

OF
REGRESSION b ]
ERROR 9
TOTAL 12

BVALUE
INTERCEFT T1.64830697
XE 145193796
x2 041870976
x4 ~ 013634022
1854008,

SAS

FORWARD SELECTION PROCEDURE
FOR DEPENDENT VARIABLE Y

RSQUARE = 061315  OIP) = 13873081349
SUM OF SQUARES  MEAN SQUARE F PROB>F
183L. 59816002 13116002 2280 000t
883 56091650 8035153790
171576307692
5TD ERROR TYPE N S§ F  PROB>F
015435600 Wi Al 1M a0
1
"7 RSQUARE = 087247105 CtP1 = 549585082
SUM OF SQUARES  MEAN SQUARE F  PROB>F
26410009477 112050044238 17483 00001
7476211216 747621122
271576307692
STD ERROR TYPEDSS F  PROB>F
013841684 910480474 10822 00001
0.04854455 1190.9246368¢  159.30 0.0001
L
R SQUARE = 085213845  C(P) = 10181338
SUMOF SQUARES  MEAN SQUARE F  PROB>F
28677904752 BRZAMNT  1eha3 0.0001
479117940 53300317
2715.76307692
STD ERROR TYPE 1SS F  PROB>F
0119750 OMMOLS3 1540 0.00m
©.1341049 TN sm o517
0.ImnATe 93T 1.3 0.2054
114360

NO OTHER VARIABLES MET THE 0.1000 SIGNIFICAKCE LEVEL FOR ENTRY [NTO THE MODEL.

SUMMARY OF FORWARD SELECTION PROCEDURE FOR DEPENDENT VARIABLE Y

VARIABLE NUMBER PFARTIAL MODEL

ENTERED R*"2 [t § am F FROR > F
X4 1 0.58745 06745 133738 22.7983 0.0008
X1 2 02979 09728 3.4 1O 2230 00001
.+ 3 0.009% 0.9623 1o 3025 oS

Figura 7: Resultedos obtenidos al aplicer el procedimiento de seleccion
forward de SAS a los datos de Held
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Backward

El método forward empieza con cero variables regresoras en el modelo y va seleccionando
variables hasta que se obtiene un modelo adecuado. El método backward intenta generar
un buen modelo trabajando en la direccién opuesta, esto es, se inicia el procedimiento
con un modelo que contenga las k variables candidatas. A continuacién, la estadistica
F-parcial de cada variable se calcula, como si ésta fuera la dltima variable a incluir en el
modelo; la menor de todas las F-parciales es comparada con Foyy, un valor “de salida”
previamente scleccionado. Si esta F-parcial es menor que Fou, la variable regresora
asociada con ella es removida del modele. A continuacién se ajusta una ecuacién de
regresién con las k — | variables restantes, se caleulan las F-parciales y el proceso se
repite.

El procedimiento backward termina cuando la menor de las F-parciales es mayor o
igual que K. Este suele ser un algoritmo bastante eficiente y tiene ademis la ventaja
de que permite apreciar el efecto de incluir todas las variables candidatas, de tal forma
que nada que parezca ser obvio sea omitido.

Ejemplo 3.- El método backward se ilustra utilizando los datos de Hald. La figura 8
muestra los resultados obtenidos al aplicar el algoritmo incluido en SAS en estos datos.
Se selecciona a = 0.10 para’ que el programa calcule Fo,como F§i,, . En el paso 0 se
muestran los resultados obtenidos al ajustar la ecuacién de regresién del modelo completo.

La menor de las F'-parcia'les es F = 0.02 y estd asociada a Xs. Puesto que F =
0.02 < F§) = 3.46, X3 s removida del modelo. En el paso 1, se muestra la ecuacién de
regresion ajustada con las variables X, X; y X, La menor de las estadisticas parciales
estd asociada a Xy y es iguel a 1.86. Se tiene F' = 1.86 < F{j ) = 3.36, por lo tanto, X, se
remueve del modelo. En el paso 2 se observa la ecuacién de la recta ajustada del modelo
que contiene las variables X; y X;. La menor de las estadfsticas parciales es F' = 145.52,
asociada a X; y puesto que ésta excede a Fou = F(O]"‘]%) = 3.29, el procedimiento de

seleccién se detiene en este punto. La ecuacién de regresién final es
Y = 52.5773 + 1.4683 X, + 0.6623 X,
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Note que este modelo es diferente del obtenido por el método forward. Mé4s aun, el

método de todas las regresiones posibles sugiere este mismo modelo coma el mejor.

5AS
BACKWARD ELIMINATION PROCEDURE
FOR DEPENDENT YARIABLE Y
STEP O ALL VARIABLES ENTERED R SQUARE = 0.982)7562 CIP) = 500000000
DF SUM OF SQUARES MEAN SQUARE F PROB > F
REGRESSION 4 26789943787 665, 97485939 11048 0.0001
ERROR L) 4786367935 5.99295497
TOTAL 12 2715.76307652
B VALUE STD ERROR TYPE 155 F PROB > F
INTERCEPT 62.40336930
X1 1.85110208 0.24476087 2395001138 +H 0.0708
x2 Q51018758 Q. TI3TERO0 2.9724TR24 050 0.5009
x3 0.10190940 0. 73470905 0. 10909005 0.02 08939
X4 —0.14406103 0.70905206 0.24697472 0.0 0.5441
BOUNDS ON CONDITION NUMBER: 282.5129, 2489.203
STEFP 1 YARIABLE X3 REMOVED R SQUARE = 0198233545 CiP) =  3.01323347
DF SUM OF 5QUARES MEAN SCUARE F PROB > F
REGRESSION 3 2667. 79034752 889.26344917 166.83 2.0001
ERROR 9 4797272940 3.33050327
TOTAL 12 2715.76307692
BYALUE STD ERROR TYPE 1158 F PROB > F
INTERCEPT T104830657
X1 143193756 0.11699759 B20.90740133 I154.01 0.0001
x2 0.41610976 0.13561049 26.TBYM2TS 503 0.0517
X4 — 023454022 017328719 2917531 186 02054
BOUNDS ON CONDITION NUMBER: 18.94008, 116360t
STEP 2 VARIABLE X4 REMOVED R SQUARE = 0.97857837 QP = 267824160
DF 3UM OF SQUARES MEAN SQUARE F_. FROB>F
REGRESSION 2 2637 K5459575 157892979687 1950 0.000t
ERROR 10 51.90845318 3. 79048832
TOTAL 12 ITIFEONAT
B VALUE STD ERROR TYPEUISS F PROB>F
INTERCEFT 3237Th828
Xt 146830574 ®12130092 BAD.A3 1556054 14682 10,0001
x2 0.6422504% , QO4SRSLT2 TOT.TR2I6M2 e 0.0001
BOUNDS ON CONDITION NUMBER: 1055129,
ALL VARIABLES IN THE MODEL ARE SIGNIFICANT AT THE 01000 LEVEL.
SUMMARY OF BACKWARD ELIMINATION PROCEDURE FOR DEPENDENT VARIABLE Y
VYARIADLE NUMBER PARTIAL MODEL
STEF REMOVED 1] Rz [ a4 om F PFROB > F
] x3 3 00000 [k ri) ol 00182 oSy
2 X4 F] o803 07T N 18633 L5

Figura 8: Resultados obtenidos ol aplicar el procedimiento de seleccion
backward de SAS a los datos de Hald
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Regresién Stepwise

Los dos procedimientos antes descritos sugieren la existencia de varias combinaciones
posibles entre ellos. Una de las méds populares es el algoritmo de regresién stepwise de
Efroymsom. Este algoritmo es una modificacién del método forward, en el cual, en cada
paso, todas las variables regresoras previamente incluidas en el modelo son re-evaluadas
a partir de sus estadisticas F° -parciales. Una variable incluida en el modelo en uno de los
primeros pasos podrfa en un paso subsecuente resultar redundante, debido a la relacién
que guarda con las demds variables incluidas en ese momento en la ecuacitn de regresién.

El método stepwise requiere de dos valores Yimite: Fi,y Fou- Algunas personas gustan
de seleccionarlos de forma tal que Fin = Fou, aunque esto no es necesario. Normalmente
se elige Fin > Fou, haciendo relativamente més diffcil afiadir una variable que removerla.
Ejemplo 4.- En la figura 9 se presentan los resultados obtenidos al usar el algoritmo de

regresion stepwise de SAS en los datos de Hald. Se ha elegido Fin = Four = F({

g COD

a = 0.10. En el paso 1, el procedimiento empieza con cero variables en el modelo y trata
de incluir a Xs. Puesto que la F-parcial asociada excede a Fin = 3.23, X, se afiade al
modelo.

En el paso 2, Xz es anadido al modelo; en este modelo, si la F-parcial de X, fuera
menor que Fou = F(Dl_m) =3.29, X, tendria que ser removida del modelo. Sin embargo,
la F-parcial de Xy en este paso es F = 159.30, asf que X, permanece en el modelo. En
el paso 3, las F-parciales de X,y X, se comparan con Fout = Fiq = 3.36. Dado que
para Xy, F=186< 3.36, X.es removida del modelo

El paso 4 muestra los resultados obtenidos después de remover X4 del modelo. En
este punto la 1inica variable regresora candidata es X3, misma que no puede ser incluida
en €l modelo puesto que su F-parcial no es mayor que F.,. Asi, el procedimiento de

seleccién termina con el modelo
V = 52.5773 4+ 1.4683 X; + 0.6623 X3

que s la mismo que el identificado como el mejor por el procedimiento backward.
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SAS
STEPWISE REGRESSION PROCEDURE FOR DEFENDERT
VARIABLE Y
NOTE: SLENTRY AND SLSTAY HAVE BEEN SET TO .10 FOR THE STEPWISE TECHNIQUE.
STEP VARIABLE X4 ENTERED R SOUARE = 087454196 OGP = TR
DF SUM OF SQUARES MEAN SQUARE F rROS>F
REGRESSION 1 . 133189616002 183159616002 280 0006
ERROR. 11 $53.50891690 2035153790
TOTAL 12 187630792
B VALUE STD ERROR TYPE 155 F  rFROB>F
{NTERCEPT 11756793118
x4 —~0.73816181 015459600 [TUF T - nwo 0.0006
POUNDS ON CONDITION NUMBER: L 1 -
STEFZ VARIABLE X1 ENTERED R SQUARE = aTaanes O = S4vmson
OF * SUM OF SQUARES  MEAN SOUARE F PROB:F
REGRESSION 1 2641.00096477 132050048238 176.63 0.0001
ERROR 10 74.76211218 14BN
TOTAL 12 2715.78307682
BYALUE STD ERROR TYPENSS F PROB>F
INTERCEPT 10009738164
X1 143995828 0.13847804 20910430474 10822 0.0001
X4 - 0.61395363 . 0.04864433 1190.9246 3064 15930 00001
BOUNDS ON CONDITION NUMBER: _ 1.064103
STEP S VARIABLE X2 ENTERED R SQUARE = 098213545 am = oMl
bF SUM OF SQUARES  MEAN SQUARE F FROB>F
REGRESSION 3 2657.79034752 8926344917 10713 0.0001
ERROR [ 4797272940 533006377
TOTAL [ IT15.76307692 .
B VALUE STD ERROR TYPE 1SS F FROB>F
INTERCEPT 7164830697
X1 1 A5193796 0.1169TSY 205070153 154 0.0001
x2 04180078 .. IESEIDNS, 7RIS 500 00517
X4 - 0.23654022 017128779 993175378 186 02034
BOUNDS O CONDITION NUMBER: 1254008, 1183601
_______ e T T imm e == e —mmE e —————— =
STEP 4 VARIABLE X4 REMOVED R SQUARE = 0.9T887837 Cift = 167824160
DF SUM OF SQUARES  MEAN SQUARE F  PROB>F
REGRESSION 1 2657 45859375 13929987 1esdl 0,000k
ERROR . 10 5790448318 £ T008eLI2
TOTAL : 12 : I715.76307692 ° ) »
B VALUE STD ERROR TYPE I 55 F PROB>F
INTERCEPT -,- - $2571348m . . . .
X1 146830574 012130091 4843186004 14652 0.0001 *
X2 56275040 0.04585472 1207.TeZ28842 08,58 0.0001
BOUNDS' ON CONDITION NUMBEIL- 1055129, 4 120516 . ' .
NO OTHER VARIABLES m-:’rmz 01000 SIONIFICANCE LEVEL "FOR ENTRY INTO THE MODEL.
SUUMMARY OF STEPWISE REGRESSION PROCEDURE FOR DEPENDENT VARIABLE ¥
VARIABLE NUMBER  PARTIAL  MODEL
STEP ENTERED REMOVED iN R""2 R*1 an F PROB>F
1 X 1 06743 04745  13aTH 217985 0.0006
T xi 2 0rm oI 549 1082%W ‘00001
3 oz 3 0.0099 0.962) s oz onsi?
. x4 Ft 08037 oy 24T 18633 €3054

Figura 9: Resultados obtenidos al aplicar el procedimiento de seleccidn
stepwise de SAS a los datos de Hald
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5.4.3 Comentarios generales acerca de los métodos de regresién
stepwise

Los algoritmos de regresidn antes descritos, han sido criticados usando varios argumentos;
¢l méds comin es el hecho de que ninguno de ellos garantiza que el mejor subconjunto
de variables regresoras sea identificado. M4s aun, puesto que todos estos procedimientos
terminan con una ecuacién final, usuarios con poca experiencia podrian concluir que
han encontrado un modelo que es 6éptimo en algin sentido. Parte del problema es que,
aparentemente, no existe un mejor modelo, sino varios igualmente buenos.

El analista también debe tomar en consideracién que €l orden en el cual las variables
regresoras son agregadas al*modelo, no necesariamente refleja el orden de importancia
de ellas. No es inusual encontrar que una variasble regresora agregada al modelo en los
primeros pascs de un procedimiento se vuelva despreciable en una etapa subsecuente del
mismo (Esto es evidente en los datos de Hald: Al ser aplicado el método forward en esos
datos, la primera variable elegida para entar en el modelo es X,. Sin embargo, cuando
X» se incluye en &ste, X, ya no es requerida debido a la alta correlacién que muestra
tener con X;. De hecho, este es un problema general del métedo forward: una vez que
una variable es incluida en el modelo, ya no puede ser removida).

Note que los tres -métodos que hemos discutide (forward, backward y stepwise) no
necesariamente llevan a la misma ecuacién de regresién. La correlacion entre las variables
regresoras afecta el orden de entrada y remocién. Por ejemplo, usande los datos de Hald,
encontramos que las variables elegidas por cada uno de los procedimientos fueron como
sigue:

Forward: X;, X2, X,

Backward: X, X,

Stepwise: X;, X,

Algunos usuarios recomiendan que todos los procedimientos de seleccién de variables
sean aplicados a los datos, con la esperanza ya sea de observar algin resultado commin o

de descubrir alguna caracteristica de la estructura de los datos que deba ser examinada
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usando s6lo uno de los procedimientos de seleccién. Més aun, no necesariamente debe
existir consistencia entre los resultados obtenidos mediante el método de todas las re-
gresiones posibles y los métodos de regresion stepwise. Sin embargo, el método forward
tiende a ser consistente con el método de todas las regresiones posibles para subconjuntos
pequefios de variables, pero no es asf para subconjuntos grandes.

Por estas razones, los métodos de seleccidn stepwise deben ser usados con cautela.

5.4.4 Criterios de decisién para detener un procedimiento de

seleccién de variables

Elegir los valores limite F},, y F.. en los procedimientos de seleccién stepwise, puede ser
visto como una regla especifica para detener el algoritmo. Algunos programas permiten
al analista elegir estos valores directamente, mientras que otros requieren una tasa de
ocurrencia del error tipo I para generarlos. Sin embargo, dado que la estadistica F-parcial
examinada en cada paso es el maximo de varias variables correlacionadas, considerar a
« corno un nivel de significancia o como una tasa de ocurrencia del error tipo I es enganoso.
Varios autores han investigado este problema y muy poco se ha avanzado en los intentos,
ya sea de encontrar las condiciones bajo las cuales el referido nivel de significancia en F
tiene significado o de desarrollar la distribucion exacta de las estadfsticas Finy Foy-
Algunos usuarios prefieren elegir valores relativamente pequefios de Fin ¥ Fout, de tal
forma que variables regresoras que de otra forma hubieran sido rechazadas por valores
més convencionales de F* deban ser investigadas. En una situacién extrema, se deberfan
elegil: valores de Fj,, y Fe. tales que todas las variables regresoras sean elegidas por el
procedimiento forward o rechazadas por el método backward, revelando de-esta forma
un modelo tentativo para cada tamafio del modelo p. Asf, cada uno de estos modelos
deber4 ser evaluado con criterios tales como Cp 6 CME para determinar el modelo final.
Si se elige esta estrategia, debe tenerse en mente que el modelo final no es necesariamente
6ptimo y que es incluso probable que el mejor modelo haya sido pasado por alto.

Otra posibilidad es ejecutar varias veces el mismo procedimiento de seleccién usan-
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do diferentes valores de Fi,, y Fo.. para observar el efecto de cada uno de ellos en los

subconjuntos obtenidos.

La eleccién de Fy, y Fou: recae fundamentalmente en la preferencia personal del ana-

lista y suele tomarse considerable libertad en esta drea.

5.5 Algunas consideraciones finales

En

]
R
=
]
I+
{0
"3
e d

ftulo hemos disentido varios procedimientos para la seleccidn de variables,

tres de los cuales son del tipo stepwise. La principal ventaja de ellos es que son rapidos
y que estdn disponibles en forma de software comercial, la mayor parte del cual puede
implementarse en computadoras personales. Sus desventajas son que no necesariamente
generan rﬂodelos finales que sean los mejores con respecto a algin criterio estdndar y,
més adn, dado que estdn disefiados para producir una unica ecuacién final, un usuario
con poca experiencia podrfa creer que ese modelo es 6ptimo en algiin sentido.

Por otre lado, el procedimiento de todas las regresiones posibles, identifica los sub-
conjuntes de variables que forman el mejor modelo con respecto a cualquier criterio que
¢l analista imponga. Para problemas que tengan entre 20 y 30 variables regresoras can-
didatas, el costo (en tien_:npo) lde aplicar cualquiera de Ios- procedimientos de regresién
aquf descritos es mds o menocs ell mjémp. ‘Sin embargo, los métodos stepwise est4n mas
extendidos entre los programas estadfsticos que el de todas las regresiones posibles.

Cuando el nimero de variabl.es candiaatas es demasiado gfa.nde, es posibie usar el
método de to.c.ias las regresiones posibles éi se usa una estrategia en dos etapas: Algin
método stepwise puede aplicarse para visualizar a las variables regréoras, eliminando
aquellas que tengan efectos despreciables en la variable de respuesta, dg tal forma que
se pueda llegar a una lista menor de variables candidatas y el subconjunto que resulte
pueda ser analizado con el mét(.)do de todas las regresiones posibles.

Durante el andlisis, siempre deben utilizarse los conocimientos disponibles acerca del

contexto en el que ocurre el fendmeno que va a ser investigado, asf como el sentido comiin
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para evaluar a las variables disponibles. El tiempo invertido en evaluar tesricamente el
problema antes de acudir a la computadora, casi siernpre es redituable. Frecuentemente
se encuentra que algunas variables pueden ser eliminadas por razones légicas inherentes
al problema.

Se han discutido diversos criterios para evaluar modelos incompletos, tales como la
estadistica €, de Mallow y el CME. Sin embargo, la eleccién del modelo de regresion
final no tiene un criterio concreto. Ademss de los criterios de evaluacidn formales, es
importante hacerse las siguientes preéuntas:

1. jLa ecuacién de regresién parece razonable?, es decir, ;jLas variables Tegresoras

incluidas en el modelo tienen sentido en el contexto del problema?

2. El modelo puede ser usado para su propdsito original?. Por ejemplo, un modelo
cuyo propdsito original sea la prediccion y que contenga una variable regresora que
no pueda ser observada en el momento en el que la prediccién es requerida, es
indtil. Si el costo de recoleccién de los datos de una de las variables independientes
es demasiado alto, el modelo es inidtil también.

3. (Los coeficientes de regresién tienen valores razonables?. Esto es, iLos signos y
magnitudes de los coeficientes de regresi6n son realistas y los errores estdndar re-

lativamente pequeiios?

4. Cuando se examina qué tan adecuado es el modelo, iSe observan resultados sa-
tisfactorios?. Por ejemplo, ;En las gréficas de residuales se observan outliers o
puntos con demasiada influencia en el modelo que pudieran estar controlando la

recta ajustada?

Si estas cuatro preguntas se toman con seriedad y las respuestas son aplicadas estric-
tamente, en algunos (quiz4 en la mayorfa) de los casos puede no haber una ecuacién de
regresién definitiva que sea totalmente satisfactoria. Es claro entonces que se requiere de

experiencia y conocimientos acerca del contexto del fenémeno y del propdsito del modelo.
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Finalmente, aunque la ecuacién de regresién se ajuste adecuadamente al modelo, no
existe la seguridad de que prediga observaciones nuevas con precisién. Se recomienda que
la capacidad de prediccién del modelo sea evaluada observando su comportamiento sobre
datos nuevos que no hayan sido utilizados en la construccion de éste, Si esto no puede
llevarse a cabo facilmente, entonces algunos de los datos originales pueden ser apartados

para luego ser usados con este proposito.
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Capitulo 6

Elementos de algebra lineal

6.1 Matrices

6.1.1 Definiciones bdsicas

Una matriz se define como un arreglo rectangular de elementos ordenados en renglones
o en columnas. En general, una matriz A se denota como

211 @12 ... Q)

@21 @22 ... Q2

@ml Gpn2 ... Gmp
En e] presente texto generalmente usamos mayisculas para denotar a las matrices.

Los subindices en cada uno de los elementos denotan el renglén y la columna, respec-
tivamente, en la cual se encuentran ubicados; asf, el (ij)-ésimo elemento a,; estd en el
renglén i columna j. Se dice que dos matrices A y B son iguales si ay; = b;;, V4,7, El
onden de una matriz es su tamaifio en renglones y columnas. A es una matriz de orden
m por n; en adelante diremos que A es de orden m x n o de tamafic m X n. Algunas
veces denotaremos esta condicién mediante un subindice, es decir Apxp-

El rango de una matriz se define como el mimero de columnas linealmente indepen-

dientes en Ia matriz. Los elementos de un subconjunto de columnas de una matriz son
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linealmente independientes si ninguna de las columnas puede ser expresada como com-
binacién lineal de las demas. Si no existe ninguna dependencia lineal entre las columnas
de una matriz, se dice que ésta es de rango completo o bien, ne singular.

Ejetnplo 1.- La matriz

1 2 4
A=13 0 8
5 3 13

es una matriz de orden 3 x 3; el elemento ap; es igual a 6. El rango de A, denotado por
rango{A} es 2. En efectb, obsérvese que

2(1,3,8)+(2,0,3) = (4, 6, 13)
la cual es la dltima columna de 4. De hecho, cualquier columna de A puede obtenerse
a partir de una combinacién lineal de las otras dos. Por otro lado, cualquier par de
columnas de A es linealmente independiente, puesto que ninguna de ellas es un miltiplo
de cualquier otra. Asi, rango{A) = 2.

6.1.2 Tipos especiales de matrices.

Un vector es una matriz que tiene sélo un renglén o una sola columna. Por ejemplo,

es un vector columna de orden 4 x 1

= (&1, €2, €3)
es un vector renglén de orden 1 x 3.

En general, los vectores los definiremos como vectores columna y serdn demotados
indistintamente por letras maytsculas y mimisculas subrayadas.

A un mimero le lamaremos escalar.

Una matriz cuadrada es una matriz cuyo nimero de columnas es igual al mimero

de renglones; en el ejemplo anterior, A es una matriz cuadrada de 3 x 3. En algunas
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ocasiones, para denotar una matriz cuadrada de orden n X n usaremos un subfndice, es
decir Ay, también diremos que la matriz cuadrada A es de orden n.

Una matriz diagonal es una matriz cuadrada en la cual todos los elementos son cero,
excepto alguno de los que se hallan en la diagonal principal, es decir, los elementos de la

forma a;;, i = j. Las matrices

0006 O
500
0130 0
A=| 060 |yB=
000 0
00 4
00 0 —16

son matrices diagonales.
Una matriz identidad es una matriz diagonal cuyos elementos en la diagonal principal
son todos iguales a uno. Estas matrices serdn denotadas por I o bien por L., donde el

subfndice n denota el orden de la matriz. Asi
10

01
€5 uns matriz identidad de 2 x 2.

Una mairiz simétrica es una matriz cuadrada en la cual el elemento a;; es igual al

I, =

elemento 4y, para toda 1, j.

9 2 -6
A=]1 2 5 _2
-6 -2 15

es una matriz simétrica. Note que la primera columna es igual al primer renglén, la
segunda columna es igual al segundo renglén y la tercera columna es igual al tercer
rengldn.

6.1.3 Operaciones con matrices

Si A es una matriz cuadrada de orden n, la traza de A, denotada por tr(A), es la suma
de los elementos en su diagonal principal, es decir:
tr(A) = 3 ai

=l
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Por ejemplo, si

-4 0 6
4= 0 1 -3
6 -3 5

se tiene

tr(A) = iﬂ'—ii=—4+1+5= -2

La tmns';:esta de una matriz A, denotada por A’, es el resultado de intercambiar
los renglones y las colurnnas; es decir, el primer renglén de A se convierte en la primera
columna de la transpuesta de A, 4’, el segundo renglén de A en la segunda columna de A’
y asf sucesivamente. En general, ¢l (i, j)-¢simo elemento de A es el (j, {}-6simo elemento
de A"
Ejemplo 2.- Si

41
2 6
A=
5 7
g8 3
la transpuesta de A es
4 2 5 8
A=
1 6 7 3

A partir de este operador podemos dar una definicién alternativa de uria matriz
simétrica; una matriz simétrica A es una matriz idéntica a su transpuesta, es’ decir, es
una matriz tal qut A= A",

La suma de dos matrices est4 definida si y sélo si ambas son del mismo orden. Si'A
y B son del mismo orden, se define A + B = C, € del mismo orden, una nueva matriz
en la cual ¢;; = a;; + bj, Vi,7. Esto es, se suman los elementos correspondientes de A y

B para obtener los elementos de C. Por ejemplo, si
2 0 -3 6 -1 6
A= yB= , C=A+B=
-5 6 4 1 -1 7
La adicién de matrices es conmutativa A+ B = B+ A y asociativa (A+ B)+C =

A+ (B+0).
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Si A es un escalar se define a 1a multiplicacién escalar de A por A a la matriz AA cuyos
elementos son el resultado de multiplicar A por los elementos correspondientes de A. Por
ejeraplo, si

2 0 -10 0

A= y A = —5, entonces AA =
-5 6 25 -30

La propiedad distributiva se cumple en el caso de la multiplicacién escalar, es decir,
MA4+B)=AA+ABy (A+p)A= A+ pA.

A partir de las reglas de la adicién de matrices y la multiplicacién escalar se deduce
que la sustraccion A — B = C' es la matriz cuyocs elementos son ¢;; = a;; — b;;.

La multiplicacién de dos matrices estd definida si y solamente si el nvimero de columnas
de la primera matriz es igual al mimero de renglones de la segunda. Si A es de orden
m X ny B es de orden r x p el producto AB existe si y s6lo si n = r, el producto BA
existe si y s6lo si p=m.

Este operador puede definirse de un modo mds sencillo si consideramos primero la
multiplicacién entre vectores. Sean a’ = (ay, ag, a3) y b = (b1, &2, b3). El producto

by
gb= (a1, a2,83) | by | =@aib+ aoba+asby

El resultado es un mbaca.la.r igual a la suma de los productos de los elementos corres-
pondientes. Sean g’ = (3,6, 1) y 5 =(2, 4, 8)
2
ab=(3,611]4]=23+6-44+1.8=6+244+8=38

8
La multiplicacién de matrices se define como una secuencia de multiplicaciones vec-

toriales. Sean
g} = (an, aiz, 813) y a5 = (az, 022, azs). La matriz

ay;; @2 13
A = 1 1
G31 QG2 Qo3
donde ] y ab son los vectores renglén de 1 x 3 de A, puede ser escrita como
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a

A=
ay

Andlogamente escribamos
by by

B=] by by | comoB=(b,b)
bay  baz

donde b, ¥ b, son los vectores columna de 3 x 1 de B.

De esta mam/ara, el producto AB es la matriz de 2 x 2

b oan N f \
AB=C = aby aby \ _ [ en o2
b apb, cn Cz2

donde

3
en = @b = Elazjbjx
J=

; \
en = ab, = Y ayby = anbi+ awzbn +aibs
i=1
) 3
cqz = @by = ¥ aybiz = anbia+ apdbe +anabn
=t

anbiy + anba + anby

3 ,
e = gbb = z}ﬂzjb,‘? = onbiz + anbn + anbs
J.";

En general, si A es de orden m x n 'y B es de orden n x p el producto AB es una

ki)
matriz C de orden m x p cuyo (i, j)-ésimo elemento es ¢; = Y Gixdyj-
Y ok=1

Ejemplo 3.- Sean

12
-1
A=]145 yB=(

3
3 0

1 2 . 1(-1) +2(3)
AB=| 4 5 (; )'= A-1)+5(3) | =
30 3(-1) +0(3)

L

5
11
-3

El producto BA no estd definido.. En general AB # BA excepto para un tipo muy

especial de matrices cuadradas; es decir, el producto de matrices no es conmutativo. Si

las matrices son de orden m X n y n x m, entonces ambos productos estan definidos, pero

son de diferentes érdenes y, por lo tanto, diferentes. Si ambas matrices son cuadradas,
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entonces ambos productos existen y son del mismo orden, pero no necesariamente ignales,

como se muestra en el siguiente ejemplo.

21 30 7 2
Sean A = yB = se tiene que AB = , BA =
11 12 4 2

6 3

4 3
La propiedad asociativa del producto se mantiene en el caso de las matrices, es decir,

(AB)C = A(BC). Este es el caso también para la propiedad distributiva: A(B + C) =
AB+ACy (B4+C)A=BA+CA.

La. definicién de las reglas para la multiplicacién de matrices nos permiten introducir
el concepto de matriz idempotente. Una matriz es idempotente si no cambia al ser
multiplicada por si misma, es decir, 4 es idempotente si A4 = A% = A,

Ejemplo 4.- La matriz

5 2 -2
1 .
A= 8 2 2 2 es idempotente puesto que
-1 2 5
5 2 -2 5 2 =2 5 2 -2
1 1 1
= o 1 = =A2=— -
AA 5 2 2 2 6 2 2 2 5 2 2 2 A
-1 2 5 -1 2 5§ -1 2 5

6.1.4 Teoremas acerca de la transposicién de una matriz

1. (A') = A, es decir, la transpuesta de la transpuesta de una matriz es la matriz
original

2. {A+ BY = A’ + B'; la transpuesta de la suma de dos matrices es la suma de las
transpuestas de cada una de ellas.

3. (ABY = B'A’; la transpuesta del producto de dos matrices es el producto de las

transpuestas de cada una en el orden inverso.
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Las primeras dos propiedades se deducen directamente a partir de la definicién del
operador transposicién. Para probar 3, note que
el (ji) — ésimo elementoen BA = j — ésimorenglonde B  porlai — ésimacolumnade A’
= j - ésima columna de B por el i — ésimo rengldn de A

= el {ij) — ésimo elementode AB
Lo anterior implica que (ABC) = ((AB)C)' = C'(ABY = C'B'A".

Los siguientes ejemplos ilustran algunas operaciones con matrices y sirven también
para introducir algunas expresiones algebraicas que s¢ usan en el presente texto.

Ejemplo 5.- El conjunto de ecuaciones simultdneas

anty + Gt + ... + 0nZa = M

@3Ty + @2aTg + ... + GopTn = ho

@n1%1 + Gaatz + .o + QnaZn = An
puede ser escrito como

AX=h
donde

A es una matriz de orden n x n de los coeficientes ay;

X es un vector columna de las n incégnitas

& es un vector columna de los n términos independientes

El producto de la matriz A y &! vector X da por resultado un vector columna con n
elementos que se igualan uno a uno con los elementos del vector h. El primer elemento
de AX es-apZ; + &1aT2 + ... + QinTp, que se iguala con hy.
Ejemplo 6.- Suma de cuadrados

d+e+.+8 = ):":e,?
= €

donde ¢ = (e, €2, ..., €n)
Ejemplo 7.- Suma \ponderada de cuadrados

a1z + apTi + .. + 6zl = X'AX
donde
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A es una matriz diagonal de orden n x n
X es un vector columna de n elementos
Este resultado puede verse como una aplicacién directa de las reglas de multiplicacion.

Para ilustrarlo tomemos el caso n=3:

a3 0 g Z1
X'AX = (21,Z2,23) | 0 ayn O 2y | =en?i + anz + azszl
G 0 aa T3

Ejemplo 8.- Formas cuadréticas, X'AX. .
Una funcién muy importante en estadistica se obtiene cuando consideramos la expre-
sion general X' AX sin la restriccién sobre A de ser diagonal, sino simplemente simétrica.

Paraelcason =2:
ay a2 I

X'AX = (2),29) = 01,77 + axT} + 21125812
a1 922 T
Sin=3
a1y Q32 Q13 z;
i
XAX = (21,22,73) | an axn axn 3
@3 432 (33 I3

anz? + 2a;9%1 %y + 20130123 + a7l + 2053273 + a;;a::,
La restriccién de que A.sea simétrica no es muy seria, puesto que si A4 no o es,

un producto cruzado tipico serfa {ai; + a;)z:z;. La forma cuadritica general puede ser
escrita como sigue. .
X'AX = anz? +2ap5,2:+ ... + 201,712,
4313 + ... + 282,T0%n

+...

Ay T2
donde A es una matriz simétrica de orden n x n y X es un vector de n elementos.

Si, por ¢jemplo, tenemos la forma cuadratica
23 + 323 — 523 + 22,72 — BxaZa

por inspeccién se obtiene




Ty 1 1 0
X= ZTa y A= 1 3 -4
I3 0 -4 -5
puesto que los coeficientes de los términos 7 son los elementos de la diagonal de A y los

términos fuera de ella son simétricos y la mitad de los coeficientes de los términos ;.

6.1.5 Determinantes

El determinante de una matriz A es un escalar calculado a partir de ios eiemenios de A
de acuerdo a reglas bien definidas. Se define sélo para matrices cuadradas y se denota
por {A| o por det(A4).

El determinante de una matriz de orden 1 x 1, |Al, es el escalar mismo. El determinante

de una matriz A de orden 2 x 2

a1 a2
A —

az1 an
se define como

|A] = anazz ~ ana;

El determinante de matrices de orden mayor se obtiene expandiéndolo como una
funcién lineal de submatrices de orden 2. Es conveniente definir, en primer lugar, el
menor y el co-factor de un elemento en una matriz.

Sea A una matriz cuadrada de orden n. Para cualquier elemento a,, en 4, una matriz
cuadrada de orden n — 1 se forma eliminando el renglén y la columna que contienen a a,.,.
Denotemos per A,, & esta matriz. El determinante de A,,, |A,.|, es llamado el menor del
elemento a.,. El producto 8,, = (—1)"**|A,,| es llamado el co-factor de a,,.

El determinante de una matriz A de orden n es

|A] = J); 8;;0,
donde cada 6;; contiene un determinante de orden n — 1.

De este modo, cada determinante de orden n se desarrolla como una funcién de

determinantes de orden menor. Cada uno de estos determinantes se desarrolla a su

223



vez como funcién de determinantes de orden n — 2. Esta sucesidn de determinantes se
contimia hasta que JA] puede ser expresado en términos de determinantes de submatrices
de orden 2 de A.
Eneicasoden=3
), €12 4
A=] an ox an
a4y ax an
Si usamos el i-ésimo rengldn para el desarrolio de | Al
A} = ,-z::l 0:;0 = Bpay + 0iza:3 + 0aais
donde

0y = apen —apap = ("‘l)l“ G
a3z 4an

Q23
812 = axnay — oty = (—1)l+2 o

iy 4az3
a2 6n
013 = agayp —aney = (—l)”"
) ay O3z
por lo cual .
|A| = an(axass — aszaz3) + arz{axsas — azass) + ays{anas — anas)
Ejemplo 9.- Sea
246
A={1 2 3
5789 .
Usando el primer renglén de A para ¢l desarrollo de {A|
23
8y, = (~1)? =18~21=-3
97
13
02 =(-1)° =={9—-15)=6
5

224




12
13 = (~1)4 =7-10=-3
5 7

El determinante de A es:

2(~-3) +4(6) + 6{~3) =0

Si el determinante de una matriz es cero se dice de ésta que es una matriz singular; si
|A] # 0, se dice que es no singuler o de rango completo. Note que en nu&strc.:) ejemplo el
primer renglén es igual al doble del segundo rengién, por lo cual no es de rango completo.

El determinante de matrices de orden mayor‘cs diffcil de calcular rdpidamente en
forma manual, por lo cual se recomienda el uso de una computadora; la mayorfa de los

paquetes estadfsticos ya est4n programados para calcular el determinante de una matriz.

Propiedades de los determinantes

1. |A’] = |A|, es decir, el determinante de la matriz transpuesta es igual al determinan-
te de Ja matriz original. Para probar este resultado hagamos B = A'. Necesitamos
hallar el determinante de B en términos del determinante de A; ilustraremos la
demostracién considerando una matriz cuadrada de orden 3. En ella el término
bi3ba1bsy en la expansién de B es el producto de los tres elementos as;, a;9 ¥ ags.
Su signo en el determinante de B est4 dado por el nimero de inversiones en 3, 1,
2 (segundos subfndices de las expresiones en b), por lo cual es positivo. Ei signo
de 03;a;2023 en &l determinante de A puede hallarse cuando estos términos son re-
ordenados con el primer subindice en el orden natural. Este reordenamiento, sin
embargo, dard tantas inversiones en el segundo subfndice como el nimero de in-
versiones que sean removidas del primer subfndice, por ejemplo, como el primer
elemento es llevado a la tercera posicién, se remueven dos inversiones del primer
subfndice puesto que el entero 3 va después del 1 y el 2, pero se crean dos inver-
siones en el segundo subfndice puesto que ahora el entero 1 se mueve a la derecha
del 2 y del 3. De este modo, a63,¢;2a,; tiene el mismo signo en la expansién del

determinante de A y en la de B. Esto puede ser aplicado a cualquier término, y
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asf, se prueba el resultado.

2. Intercambiar dos columnas o renglones de 4 cambia el signo del determinante de
A. En efecto: intercambiar dos columnas de A significa que el primer subindice de
todos los términos de |A| no cambia, pero el signo de cada términe sf, con lo cual el
signo de A cambia. Sea B la matriz obtenida al intercambiar las columnas j y k de
A; hemos probadofB| = ~ |A}]. Entonces B’ es la matriz obtenida al intercambiar

los renglones j y & de A', por el resultado anterior
|8 = |B| = —|A| = —]A7.

3. El determinante de una matriz con dos columnas o renglones iguales es cero. En
efecto, suponga que las columnas j y k& de una matriz A son idénticas. Al in-
tercambiarlas la matriz permanece inalterada; por el resultado anterior se tiene

{A] = — |Al, es decir, |[A] =0

4. Si cada elemento de un renglén o columna de una matriz 4 es multiplicado por un

escalar X para dar una nueva matriz B, entonces |Bf = A|A]

5. Si cada elemento de una matriz A de orden n es multiplicado por un escalar A,
entonces |AA| = A" 4]

Estas dos tltimas propiedades son un resultado directo de que cada término en el
desarrollo del determinante contiene uno y s6lo un elemento de cada renglén (o columna)

de la matriz.

6. El determinante de una matriz A permanece inalterado en su valor cuando cualquier
columna o renglén es sumado al miltiplo de cualquier otra columna o renglén. Este
resultado es 1til en la evaluacién numérica de los determinantes; ilustraremos la

demostracion para €l caso n = 3.
Considere
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aun+Aa a+AF ay+ Ay

A= an asz a2y
a1 Qaz 233
Usando el primer renglén del determinante para desarrollarlo por menores se tiene:
ayy an an Q31 G2
A= (au + AO:) - (0‘.12 -+ /\ﬁ) + (013 + A’y)
232 43 a3, a3y a3 a3
Note que
an 4 ap a f «
A=|ay an exn |[FAjan an an
a3 @32 4aszz Q3 @33 0433

Si (o, B, 7} = (621, @22, 223) 0 (@, B, 7) = (aa1, Gaz, azz). El dltimo determinante en
el lado derecho se vuelve cero, puesto que tiene dos renglones idénticos; asf, el lado derecho
se reduce al valor del determinante original. Es sencillo notar que de este resultado se
deriva que el mismo resultado se cumpla si cualquier renglén o columna es sumada a una

combinacién lineal de otros renglones o colurnnas.
7. |AB| = |A]|B|
8. Expansiones en términos de co-factores distintos son idénticamente cero.

Considere

anfj +anbp + ..+ Gnbin, i £7 .

Los elementos son aquellos del renglén ¢ y los co-factores son los del renglén j. Esta
es la expresion due debemos obtener para el determinante de una matriz en la cual los

renglones i y j son idénticos, mismo que, corno hemos visto, es cero. De esta manera:
n
Eﬂirgjrzo 1"7&.7

r=1
E 2B =0, k # l

=]

6.1.6 Inversa (o reciproca) de una matriz

En 4lgebra escalar tenemos
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7l =z lz=1
Ello sugiere que, en el dlgebra de matrices, podemos preguntarnos si, para alguna
matriz A existe una matriz A™! tal que AA™! = A"'A4 =1, la matriz identidad. A™'es

llamada la inversa o reciproca de A. Los pasos para su construccién son:

1. A partir de una matriz A de orden n x n forme una nueva matriz, donde a;; sea
reemplazado por su correspondiente co-factor 8;; y transponga la nueva matriz. La
matriz que resulta se llama adjunta de A (adj{A4)):

911 931 9,,1

. bha Bx .. 6bn
adj(A) = :

aln 92:: B,m
Usando el ultimo resultado citado de las propiedades de los determinantes

A 0 .. 0
) ) 0 |A 0
Aladj(4)) = (adj(ADA= | L | =lar
0 0 .. |Al-
2. Defina A1 cormno: .
Ou 8 Bos -
[Al A Al
) b 6n B
A*':l-——l(adj(.tl))= |4l 14] {4l
b O Oun
|4l 1Al |A] '

Este 1ltimo paso es posible sélo si {A| £ 0, es decir, si A es no singular.

A~! es vinica. En efecto, suponga que existe una matriz B tal que AB =1, entonces
A'=A"1=A"1"AB=B.

Por otro lado, suponga que existe una matriz C tal que CA = I, entonces

AV =1A"' = AT AC=C |




Ejemplol0, Regla de Cramér.- 5i AX = h, donde A es una matriz no singular, multipli-
cando por el lado izquierdo ambos miembros de la ecuacién por A~? se obtiene:
X=A"h

En el caso n = 3 se tiene:

. P B ... Oy "
1 i

. _ _l“ 817 B ... O3 n
S BERVYR I : :

I3 h
13 O B33 ?

donde las @'s denotan los co-factores. De lo anterior resulta:
7 = b + hofln + hafy
14|

El numerador de esta expresion para z; es la expresién del determinante de una matriz

sobre los elementos de su primera columna, donde esta columna es i y las columnas
restantes son la segunda y tercera columna de A. Asf, en un sistema de ecuaciones
simultdneas, z; se halla calculando la razén de dos determinantes, siendo el primero el
de la matriz de los coeficientes, en la cual el vector & reemplaza a la ¢-ésima columna; el

segundo determinante es el de la matriz de los coeficientes:

hy o2 a3 ey M ais an S M

hy am am ay h: apn a1 an ha

hy a3y axp ay hy a3 a3 a2 hs
A "t 7 4]

Propiedades de la inversa de una matriz

1. (AB)™! = B'A™); la inversa del producto de dos matrices es el producto de las

inversas en el orden opuesto.

Demostracién:
(ABXB'A™Y) = A(BB M)A
= AIA™?
= AA7!
=1
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de manera similar tenemos:

(B'A™Y)(AB) =1

Este resultado puede ser extendido facilmente para obtener:
(ABC)!=C 1B A™!

2. (A7) = A; la inversa de la inversa de una matriz es la matriz original

DPemostracién:
Por la definicién de inversa:
(A1) A) =1

Si multiplicamos por la izquierda ambos lados de la ecuacién anterior por A se obtiene:

AU (AT = A
(A = 4
(A7) = A

3. (A = (A"YY; la inversa de la transpuesta de una matriz A es la transpuesta de

la inversa.

Demostracién:
AAT =]
transponiendo
(AWYA =1
multiplicande por Ja derecha ambos lados de la ecuacién anterior por {A)!
(A7 A7 = 1)

X
De esta manera:

(A-l): - (AI)—I
4. JA7Y = i—flﬂ; el determinante de la inversa de una matriz A es el inverso del deter-
minante.
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Demostracion:

Recuérdese que |AB| = |A}|B|; sabemos que A™*A =1, por lo cual
1= 1=14714] = |A7] 4]

Por lo anterior:

= o

6.1.7 Matrices particionadas

Dado que una matriz es un arreglo rectangular de elemenios, ésia puede ser dividida po

"

medio de Hneas verticales u horizontales en arreglos més pequefios o en submatrices. Por
ejemplo, sea
a;; G612 @13 ) Qe

A= Gy G G3 |G |-

a3 a3 4 | a3
puede ser particionada a través de las dos lineas mostradas para dar las siguientes cuatro
submatrices;

31 432 @13 a4
Ay = , A2 =

an 422 Oz a4

A21=(a31 Q32 (133))A22=(d34)
¥ A puede ser reescrita como
Aun A

An An
Note que las lfneas a través de las cuales se hace la particién deben extenderse a todo

lo largo y ancho de la matriz original. Las operaciones bésicas de suma y multiplicacién
siguen aplicandose igual en el caso de las matrices particionadas, siempre que las matrices
que participan en la operacidn estén particionadas de manera similar. Por ejemplo, si B

es también de orden 3 x 4 y es particionada
Bu By
By By

B =
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donde B;; es del mismo orden que A;;; de esta manera, la suma A + B puede ser escrita

comao:

Aun+Bn Ap+ Bz

A+ Bayy Ap+ Bn
Para considerar el caso de la multiplicacién, supéngase una matriz B de orden 4 X 2:

bll b12
bn by

by ba2

bll b42
El producto AB esté definido y es de orden 3 x 2. Para que el producto pueda sex

expresado en términos de matrices particionadas, la dnica condicién es que la particién

A+B=

B=

de los renglones de B sea similar a la particién de las columnas de A. Por gjemplo,

particionemos a B como sigue:

B
B n
B
donde
bu biz
Byy=1} by bxn YBﬂ:(bu 542)
by by

S tratamos a las submatrices como elementos ordinarios podemos escribir el producto
AB como: 3 ; ‘

AB = ( An sz) ( Bu ) _ ( ApBny + AiBn ) -
An An By AnBuy + AnBa '

Por inspeccién podemos verificar que el resultado es el mismo que si hubiéramos
efectuado la multiplicacién sobre las matrices originales. Asi, las submatrices pueden ser
tratadas como elementos ordinarios, siempre que las matrices hayan sido particionadas
de manera. similar. '

La condicién de particién similar también pudo haber sido satisfecha por:  -.

B Bn
By Bx

donde
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by b bia
Bu=| by by |»Biz=| bn |, Bn=(ba)y Bz = (b)
bai baz b2
y el producto AB aparecer como
AuBi + ApBy AnBix+ AnBy )

AnBuy + AnBan AnBi+ Apbxn
en términos de las nuevas submatrices.

AB =

6.1.8 Inversa de una matriz particionada

Frecuentemente podemos necesitar la inversa de una matriz particionada y, desde luego,
¢l cdleulo de la inversa puede simplificarse mediante una particién adecuada de la matriz

original. Sea A una matriz no singular, la cual es particionada como sigue
Au Ay '

An An
donde Ay ¥ Az son ambas cuadradas y no singulares. Particionemos a la inversa de A,

A=

A~ de manera similar y escribsmosla como

s EF
G H

Usando {as ecuaciones
I
0orj
donde 1z matriz identidad ha sido también particionada similarmente, es posible probar

AAl = A"1A=

que la inversa A~* puede ser expresada como

E ~EApAy
—ApAnE A7 + Ag AnEAp AR
donde E = (A;; — ApAz} An) .

Esta es s6lo una de las muchas formas en que la inversa de una matriz particionada

Al=

puede ser expresada. Es itil, con fines de calculo, que Az sea particularmente simple.
Una forma alternativa puede obtenerse basdndose en A7}

Una aplicacidn 1til del resultado anterior es el célculo de la inversa de la matriz
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X'X XD
DX DD
donde X es una roatriz de tamarfio n x k cuyos elementos son observaciones sobre ciertas

A=

variables y D es una matriz de n x s de variables indicadoras (dummy) convenientemente
especificadas.
Aplicando sobre A el resultado anterior se obtiene
E -E(X'D)(D'D)”!
—(D'DYY(D'X)E  (D'D)' +(D'DYy" N (D'X)E(X'D){(D'D)™" )
donde E = (X'MX) 'y M=1-D(DD)"' D’
De este resultado también se desprende que si A es una matriz no singular y de la

forma

A= Au 0
6 A

entonces

Al Al 0
0 Ay

Esta clase de matrices son llamadas diagonal por blogques y la propiedad se mantie-
ne para matrices que puedan ser particionadas de forma tal que muestren més de dos
submatrices a lo largo de la diagonal principal.

6.1.9 Determinantes de una matriz particionada

Algunas veces necesitamos encontrar los determinantes de matrices particionadas. Para

empezar, note que

Ay O
11 — IAnl
0

En efecto, si evaluamos el determinante del miembro del lado izquierdo expandiendo
en términos de los elementos del iltimo renglén, el ﬁm‘po término distinto de cero es
el iltimo, mismo que estd unitariamente multiplicado por un determinante de la misma
forma, stlo que el orden de I ha sido reducido en uno. De aquf se sigue que ¢l determinante

de una matriz diagonal por bloques es:




Ay 0 Ay 011 0
= = |An||An]|
0 Ax 0 I||0 An
Considérese a continuacién el determinante
An An
0 I
De forma aniloga al razonamiento inicial se tiene
An Ap
= |Au|
g I
Fsto nos pormite calcular el determinante de nna matriz triangular por bloques:
Ay A I 0 Ay Ap
s = = |Au| | Az
0 Axp 0 Ax 0 I
Esta es una generalizacién matricial del resultado que dice que el determinante de

una matriz triangular es el producto de los elementos en la diagonal. Finalmente, para

hallar el determinante de una matriz particionada cualquiera, sea:

Aq A
A= n g
Ay Ap
Como antes y suponiendo que Az s no singular, definamos
I —ApAz I 0
Bi = 1 1 BZ =
i I —AzAn 1
entonces
An_ApAzlA 0
BLAB; = 11— A2 Ags Any
0o . Agg !

y dado que |By| = |Ba| =1
1A| = 1An! |Au — AnAZ Ay |
De forma similar, si A;, es no singular, se puede probar que
|A] = |An| | Az - AnAf An|

6.2 Dependencia lineal, rango y solucién de ecuacio-

nes homogéneas

Considere el conjunto de ecuaciones homogéneas
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AX =0
donde A es un matriz de orden m x n, cuyos elementos son constantes conocidas y X es
un vector columna de n incognitas. Si denotamos las columnas de A por a;, a4,.-, 3p,
la expresién anterior puede ser escrita como

I8+ T8, + ...+ Tpa, =0
donde el lado izquierdo denota una combinacién lineal de las columnas de A. Si la tinica
solucién de esta ecuacién es la trivial, X = 0, es decir, si cada uno de los elementos de X
es igual a cero, se dice que los vectores a,, a,, ..., a, son linealmente independientes. Si
existe algin vector X # 0 (es decir, al menos uno de los elementos de X es distinto de
cero) que satisfaga la ecuacion, entonces se dice que 1as columnas de A son linealmente
dependientes.

Recuérdese que el rango de una matriz A se define como el nimero de columnas (o
renglones) linealmente independientes de A.

Sea A una matriz de orden n x m y r el rango de A. Se puede ver que r no puede
exceder a m. En efecto, supongamos que r > m y que las primeras r columnas de A
son linealmente independientes, las primeras m columnas de A son entonces linealmente
independientes y si A, denota la matriz cuadrads de orden m, constituida por las primeras
m columnas de A, tenemos |A;] # 0. Asf, para cualquiera de los vectores linealmente
independientes restantes g; (i = m +1,m + 2, ..., r} la ecuacion

Al = g,
tiene solucién distinta de cero:

b=Ar'g
lo cual contradice la suposicién de que hay m4s de m linealmente independientes. Asf,

rango(A) < min {m,n} '

Si rango(A) = r y si suponemos nuevamente que las columnas de A estdn ordenadas
de tal forma que las primeras r son linealmente independientes, la tinica solucién para

i@ +Tagy + ... + Tag, =0



T =ZTy=..=z,=0

Si r = m, la matriz cuadrada formada por los vectores g, g, ..., g, tiene un deter-
minante distinto de cero. Si r < m, podemos descartar (m — r} ecuaciones linealmente
dependientes para obtener

To] + T8 + .+ 10 =0
donde las a} denotan vectores columna de r elementos. La tinica solucién para la ecuacién
anterior sigue siendo

=%z ...— 2, — 0
y existe al menos un menor de orden r de A que es distinto de cero. Dado que cualquier
conjunto de r + 1 columnas de A es linealmente dependiente, el conjunto de todos los
menores de orden v 4 1 deben ser cero; lo mismo ocurre en los menores de orden r + 2,
r + 3, etc. También, dado que las implicaciones de un menor distinto de cero para la
independencia lineal de renglones y columnas son idénticas, se sigue que el rango de
una matriz puede ser definido equivalentemente como el mdximo mimero de renglones
lineahmente independientes, el miximo nimero de columnas linealmente independientes
o el maximo orden de los menores distintos de cero.

Por ejemplo, el rango de

4 8 2
A=|24 4
2 4 -2

es 2, JAl = 0 y aunque algunos menores de orden 2 son cero, otros son distintos de cero.
Es claro, a partir de la definicién del rango, que rango{L,) = n y que el rango de una
matriz diagonal es igual al mimero de elementos distintos de cero en la diagonal.

Otro teorema importante es el siguiente:

rango (AB) < min {rango (A} ,rango(B)}

Este teorema establece que el rango del producto AB no puede exceder al m4s pequerio
de los rangos de A y B. De éste se desprende un corolario importante:
El producto, ya sea por la derecha o por la izquierda de A por una matriz no singular, da

como resultado una matriz cuyo rango es igual al rango de A. Sea A una matriz de orden
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mx n y rango(A) = r. Sea B una matriz no singular de orden n tal que rango(B) = n.
Sea rango(AB) = k, entonces, por el teorema antes enunciado se tiene

k < min {r,n}
esto es, k < r, puesto que 7 < n, pero

A= (AB) B~}
por lo cual

r < min {k,n}
es decir r € k, por lo cual k£ = r y se tiene rango (AB) = rango(A) si B es no singular.
De manera andloga se prueba el otro caso.

Considere el conjunto de ecuaciones

1 2 -3 T 0
20 2 T2 = ¢
41 2 I3 0

Note que rango (A) = 2 y que cualquier renglén puede ser expresado como combina-
cién lineal de los otros dos; asf, cualquiera de las tres ecuaciones puede ser descartada

sin perder informacién. Quitemos la tercera ecuacidn y reescribamos las dos primeras en

la forma:
1 2 I -3
20 £ 2
Resolviendo se obtiene
4% —ZI3
I 2.’[.'3

El vector solucion para este conjunto de ecuaciones es

X = (—z3,273,23) = (—1,2, 1)xs.

El valor de z3 es arbitrario y, por ello, existe un mimero infinito de soluciones, pero,
una vez que z3 ha sido elegido, los valores de z, y x; son un cierto miiltiplo de él. En
otras palabras, las proporciones de los elementos en el vector solucidn estdn determinadas
de forma iinica y todasilas soluciones posibles caen en una tinica linea recta por el origen
en el espacio tridimensional. Geométricamente se dice que la dimensién del subespacio

de 1as soluciones de nuestro ejemplo ¢s uno y notamos que en él, la dimensién es igual a
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1a diferencia entre el nimero de incégnitas (n = 3) y el rango de A (rango(4) = 2).

Consideremos ahora el conjunto de ecuaciones

12 6 L) 0
2 4 12 zz | =] 0
4 8§ 24 z3 0

rango(A) = 1, es decir, s6lo hay una ecuacién linealmente independiente, a la cual
podermos escribir como:
T) = —229 —~ BIa
En este caso dos elementos del vector solucién son arbitrarios y el conjunto de solu-
ciones para esta ecuacién es un plano que pasa por el origen en el espacio tridimensional.
También en este ejemplo, la dimensién del subespacio de soluciones es igual a la diferen-
cia entre e! nimero de incégnitas y el rango de A. Estos dos iltimos ejemplos ilustran y
sugieren el resultado general:
Si A es una matriz de orden m x n con rango igual a r, entonces la dimensién del
espacio de soluciones para AX = 0 es (n —r). Este resultado puede probarse como sigue:
Particionemos a A de la siguiente manera:
Ay A ( X,
Ap Az X,
donde A4, es cuadrada y no singular de orden r y Aj2 es de orden r {n —r). Dado que

=0

los tiltimos (m — r) renglones de la expresién anterior son redundantes, tenemos
ApX, +ApX, =10

de lo cual se obtiene
X, = -4y AnX,
De este modo, todas las soluciones de AX = 0 son de la forma

xo | AARXe ) _ [ —Auda X,

B . € Lin-r) _
La matriz en el lado derecho de esta expresion es de orden n X (n —r), tiene rango

igual a (n — r) y X, denota un vector arbitrario de (n - r) elementos. De esta manera,

todos los vectores en el espacio solucién son combinaciones lineales de (n— r) vectores
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linealmente independientes, es decir, la dimensién del espacio solucién de AX =0 es

n — rango(A).

6.3 Ralces y vectores caracterfsticos

E! problema de los vectores caracterfsticos se define como encontrar los valores de un
escalar A y un vector asociado X # 0 que satisfagan la ecuacion

AX =X
donde A es una matriz cuadrada de tamafio n; A es llamada una rafz caracterfstica de
Ay X un vector caracterfstico. Nombres alternativos son rafces y vectores propios y
eigenvalores y eigenvectores. Si tomamos el caso n = 2 para ilustrar este problema se
tiene

(e =N z1+ a0z =0

anz + (e — Az =0
que puede ser escrito nuevamente en forma matricial como sigue

(A-ADX=0

Esta ecuacién tiene solucién distinta de la trivial sélo si (A — AI) es singular, es decir,
sdlo si |A — M| = 0. Esta expresién forma un polinomio de grado n en A, que puede
resolverse para esta incognita y, con ello, hallar los vectores caracteristicos. Por ejemplo,
en el caso n = 2 se tiene

(811 — A (az2 — A) — az6m = 0
es decir,

A% — (an +62) A + (anon — 612021} =0
cuyas rafces son .

/\% = % ((ﬂu +ap)x \/(7111 +an)’ - 4(anen - 012021))

En el caso de que A sea simétrica, es decir, a2 = aa las rafces son

N=3 ((au +am) £ y/(an —om)* + 4a;-jz)
y dado que ¢l argumento de la rafz cusdrada es la suma de dos cuadrados, las rafces A;
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¥ A2 son necesariamente reales en el caso de una matriz simétrica.

Ejemplo 10: Considere la matriz
4 2

21
Sustituyendo en la ltima ecuacién se obtiene A, = 5 ¥ A2 = 0. Para hallar el vector

A=

caracterfstico asociado a cada rafz, sustituimos A; en (A — M} X = 0, de lo cual se

obtiene, para A, =5

~I; + 22’.’2 = 0
n & n
L] —Axy = U
es decir
Ty = 27z,

Asf, un elemento del vector caracteristico es arbitrario y, por ello, si X satisface
{A—AI) X = 0 pera una determinada A, entonces también kX, k € R. Se debe norma-

lizar al vector haciendo su longitud unitaria, es decir,

it zi=1

la cual, si 2y = 225 da
Ty = 2 Iq = 1
Ve TR

Asf, el vector caracterfstico asociado a A} = 5 es

X = ( 2 1 )

AV VB

De manera andloga se puede verificar que el vector asociado a A; = 0 es

X, = ( 1 —2)

V5’ /5

Nétese que XX, = 0, es decir, los vectores caracterfsticos de esta matriz simétrica
son ortogonales. En general, sélo trabajaremos con matrices simétricas de elementos
reales. Las dos ltimas propiedades (rafces caracterfsticas reales y vectores caracterfsticos
ortogonales) se preservan en el caso de matrices simétricas, con elementos reales, de orden
n. Mas aun, si una rafz caracteristica A tiene multiplicidad k (es decir, se repite k veces),
habrg k vectores ortogonales asociados a esta matriz.

La matriz simétrica 4 de orden n, tiene rafces caracterfsticas Aj, Az, ..., A, posible-

mente no todas distintas; corresponde a estas rafces un conjunto de vectores ortogonales
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Xl’izl "',Xﬂ’ tal% que l:_X_J = 0, i # j, 1,] = 1,2, -ey L
Podemos normalizar los vectores de tal forma que X X, =1, paratodai = 1,2, ..., n.
Un conjunto de vectores ortogonales normalizados es lamado un conjunto ortonormal de

vectores.

Ahora podemos escribir las condiciones para estos vectores, como

X:‘lj=6ij
0 sii#j
5 = #J
1 sii=j

donde §;; es llamada [a delta de Kronecker. Si X denota la matriz de orden n cuyas
columnas son los vectores X, X, ..., X,,, entonces

XX =L
por lo cual

X' =X
es decir, la transpuesta de X es igual a su inversa. De una matriz con tales caracterfsticas
se dice que es una matriz ortogonal. También se sigue directamente que XX' = I,. Si
ahora formamos el producto X'AX, el ij-ésimo elemento en la matriz (ordenada) que
resulta es

&Aﬁj = A-l:l;
aplicando AX = AX y dado que X; es el vector caracterfstico correspondiente a A;. De
esta manera

&'AJ.(.; = Aiby;
usando la definicién de la delta de Kronecker.

Por lo anterior

(y 0 0 - 0

0 d - 0
XAX=| 0 0 2 - 0

0 0 0

L0 0 0 . A

Esto es, ordenando los vectores caracteristicos de A como las columnas de X y for-
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mando el producto X'AX se produce una matriz diagonal con las rafces caracterfsticas
de A en la diagonal principal. La ecuacién anterior es un ejemplo de la diagonalizacién

de una matriz simétrica.

6.4 Formas cuadriticas y rmatrices definidas
positivas

Recordemos que una forma cuadrética es una expresién de la forma X'AX, donde A es
una matriz simétrica de orden n y X es un vector con n entradas.

Se dice que la forma cuadrdtica X’AX y la matriz A son definidas positivas 5iy
solamente si

X'AX > 0paratoda X #0

Se dice que la forma cuadrética y la matriz asociada son definidas semipositivas si
X'AX > 0 para toda X.

De aquf se sigue que si A es definida positiva debe ser no singular, puesto que si ésta
fuera singular, la ecuacién AX = 0 tendrfa una solucién distinta dela trivial y X'AX =0
para X # 0, Io cual contradice la suposicién de que A es definida positiva. En el résto
de este capftulo supondremos que A es una matriz simétrica, a menos que.se establezca
lo contrario, que es de orden n y definida positiva.

Teorema.- Si B denota una matriz de orden n X ¢, § < n, con rango{B) = s, entonces
B'AB es definida positiva.

Demostracion- B'AB es simétrica de orden s. Considere cualquier vector Y’ # 0 de s
elementos y sea X = BY; se tiene entonces que X % 0. Si s < n, podemos escribir esta

ecuacién como

X\ B Y
X By

donde la partici6n es a través de los primeros s renglones y los restantes (n — 8). Dado que

B tiene rango s, podemos suponer que B, es no singular y, por lo tanto, Y = B'X;.
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Si X fuera el vector cero, entonces X; = 0 y se tendrfa Y = 0, lo cual contradice la
hipétesis inicial, asf que X # 0. Si s = n, se obtiene el mismo resultado; de este modo

YBABY =X'AX>0
es decir, B'AB es definida positiva.

Se tiene un caso especial de B’AB cuando s = n y B es no singular. Las condiciones
del teorema aun se satisfacen, asf que B'AB es definida positiva para una matriz no
singular B.

A partir de la definicién de matriz definida positiva, se sigue que la matriz identidad
I es definida positiva. En efecto,

XIX=XX>0para X #0

Si B es no singular de rango s, B'1B = B'B es definida positiva y, por lo tanto, B'B
es no singular de rango s.

El siguiente resultado formula una importante propiedad de las matrices definidas
positivas:

A es definida positiva si y s6lo si sus raices caracterfsticas son positivas.

Sea X la matriz ortogons! que diagonaliza 2 A, esto es

(3% 0 0 - 0 )
0 A e 0

XAX=| 0 0 & - 0
0 0 0

\ 0 0 0 - M }
donde las ); son las raices caracteristicas de A. Sea Z cualquier vector no nulo de n

elementos. Definamos Y = X'Z, entonces Z = XY, puesto que X es ortogonal. Asf
ZAZ=YXAXY = 3 AY?
Para probar la condi(;;gn de suficiencia, sea A; > 0 para toda i = 1,2,...,n, asi
Z'AZ > 0 y A es definida positiva.
Para probar la condicién de necesidad, sea A definida positiva, esto significa
ZAZ=3 V2> 0

=1

Supongamos, por ejemplo que A; < 0; tomemos Y =(1,0,...,0). Dado que Z = XY,
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es claro que Z = XY es no nulo, aun mds, Z es la primera columna de X, de este modo
tenemos Z'AZ = A; €0, lo cual contradice la hipétesis de que A es definida positiva.

Dado que X'X = I se obtiene |X|* = 1, para {X'| = |X|, y, por lo tanto]X| = 1, es
decir, el determinante de una matriz ortogonal es igual a £1; por lo anterior,

Al = A Az A,
¥y, por lo tanto, |A] > 0.

Asf pues, una matriz definida positiva es no singular, tiene rafces caracteristicas positi-
vas y determinante positive. De esto se deduce tamhién que todos los menores principales
de una matriz definida positiva sean también positivos.

Por otro lado A puede ser adaptada para haliar un resultado muy importante. Dado

que A; >0 para toda ¢ = 1,2, ..., %, podemos definir una matriz diagonal D como

— 0 60 -~ 0
VM X
0 —= 0
VA2 .
D= 0 0 — ... ¢
Vs
0 0 0o - :
0 0 0 1
. _ Vi /
Haciendo DAD se obtiene

(XDY A(XD) =1,

QAQ=1I,
donde Q@ = XD

Como X y D son ambas no singulares, & es no singular. Con una multiplicacién
adecuada, de Q'AQ = L, se obtiene

A= (@) Q"

De esta manera, si A es definida positiva, se puede hallar una matriz no singular
P=(Q7') tal que A= PP".

Otro resultado 1itil que se obtiene directamente de A, es que la traza de A es la suma

de sus rafces caracteristicas; en efecto:
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g X = tr (X'AX) = tr (AXX) = tr (4)

Anteriormente hemos considerado la transformacién Y. = X'Z y probado que Z'AZ =
3 AYE
= Cuando Z tiene por elementos variables aleatorias normalmente distribuidas y Z'AZ
es una forma cuadrdtica en variables normales, y refiriéndonos a la expresién éeneral de
las formas cuadréticas antes presentada, se verd que Zn: ;Y2 representa una considera-
ble simplificacién. El hecho de que la transformaciér;=J1( sea ortogonal, significa que la
distribucién de los elementos de Y. puede hallarse ficilmente a partir de los elementos de
Z. Suponga que el vector Z conste de variables aleatorias independientes, distribuidas
normalmente, con media cero y varianza constante, esto es

E(Z)=0,i=12,..,n

E(Z)=0%i=12,..,n

E(Z:Z;)=0,i#]
en otras palabras,

Z ~ N (0,0%)

Dado que Y. = X'Z, Y tiene también distribucién normal multivariada con E (Y} =
X'E(Z) = 0. La matriz de varianzas y covarianzas para un vector ¥ con media cero se

define como
E(Y}) E(WY) .. E(WiY.)
E(XY) = E(i"m) E(Y?) .. Eu?y,,)

E(Y.Y)) E(Y.Y2) .. E({})
donde los elementos en la diagonal principal son varianzas y los elementos fuera de ella

covarianzas. De esta manera
E(YY) = E(X'ZZX)

= X'E(ZZ)X
= *XIX
= g*X'X

= g?
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es decir,
Y ~ N{0,0%)
Se tiene un caso especial de ZAZ cuando A es una matriz idempotente: Las rafces

caracterfsticas de una matriz idempotente son cero o uno. En efecto,
AX =2X

por lo cual
A2X = rAX
= Alx
Pero

A X =AX=xX
por consiguiente
NX=2X
donde X # 0, por io cual
MoA=0yA=06A=1
A partir de A se deduce también que cuando una matriz idempotente de orden n y
rango h — k (0 < k < n) se diagonaliza, habrd n — k unidades en la diagonal principal
y k ceros para que el rango de la matriz en el lado derecho sea n — k, dado que la
multiplicacién de A por matrices no singulares no cambia el rangb. Asf, hemos legado a
un resultado muy importante: $i X' AX es una forma cuadratica en n variables a.deatorias
independientes, normalmente distribuidas, con media cero y varianza comin y consta.nte
o? y si A es idempotente de rango n — k, entonces '
XAX=Y2+Y2+..+Y2,
donde las ¥'s son también vanable; mdependle.nteﬁ normalmente d:stnbuldas con media
cero y varianza comtn y constante.
Ejemplo 11.- Considere
11 ’ '
Z=|1 2 '
13
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(zz)y'=| 6 4
y s
(5 2 _1\
6 6 6
zz=| 22 2
z@zy'z=| ¢ ¢ 3
_1 2 EJ
6 6
Definamos una nueva ma.triz?“l como
A=L-Z(Z2) 2z
172 1
6 6 6
2 4 2
A= -2 X _&¢
6 6 6
1 21
\6 6 6

A es una matriz simétrica, idempotente y con rango 1. Deseamos hallar sus vectores

y rafces caracteristicos. Se puede verificar que la ecuacién caracterfstica

[A=X|=0
nos da
M-A=p

Esta ecuacién tiene rafces A, = 1 y Ay = 0, A; con multiplicidad dos, lo cual flustra. el

hecho de que las rafces caracterfsticas de una matriz idempotente son cero y uno, y que

el nirmero de rafces ca.racterfst{cas unitarias es ignal al rango de A. Para A =1:
5

(A=A =

52
8
_2 2
6
2
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y la matriz ecuacién (A — AI) X = 0 nos da
""5I1 — 2;2 -x3 = 0
=21y =21y —223 = 0

Ty —2ry—5zy = 0
Para estas tres ecuaciones fijamos

i+zi+ai=1

con el fin de normalizar al vector X. De estas cuatro ecuaciones se obtiene

1 -2 1
X=|—0m == —
N (VFG V6’ Ve /

Para A = 0, la ecuacion (A — AI) X = 0 nos da una sola ecuacion independiente

zy — 20,4+ 23=0
la cual, junto con la ecuacion de normalizacién, significa que una de las z's puede ser
tomada como un valor arbitrario. Por ejemplo, sea z; = 0, las condiciones amriba citadas

dan
(2 1

* —-,—=,0
(%)

que es un vector caracterfstico asociado a A = 0. Dado que esta rafz tiene multiplicidad
dos, esperamos tener otro vector caracterfstico X** asociado a esta rafz y ortogonal a
X’. La condicién de ortogonalidad (X"} X** = 0 y la necesidad de X** de ser unitario
y de satisfacer £, — 225 + z3 = 0 nos llevan a obtener

X = ( 1 -2 -5 )

N V30" V30" V30

Definamos ahora la matriz X, cuyas colurnnas son los tres vectores caracterfsticos de

A,

L2 L
6 5 30
x| B E R
e
_ 0 o ———
V6 V30

o , 0 siifj

Sea X la i-ésima columna de X, notemos que X{X; =
1 sii=j

es decir, X es una matriz ortogonal y X’ = X~1. Si formamos el producto X'AX

hallaremos
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100
XAX=1000}=A

000
Si consideramos un vector columna Z de 3 elementos y la transformacién ortogonal

Y =X'Z, entonces

Z'AZ = YX'AXY =YV

La forma cuadrética general involucra términos en z2, 22, 23 y los términos cruzados
z;z;. sin embargo, en el caso en el que la matriz A de la forma cuadratica es idempotente
de rango uno, hemos visto que es posible definir una transformacién ortogonal ¥ = X'Z
tal que Z'AZ = Y?

6.5 Inversa generalizada e inversa condicional de una
matriz

Previamente hemos definido la inversa de una matriz y discutido algunas de sus propie-
dades m4s importantes. Se dejé establecido que para que una matriz A tenga inversa, A
debe ser cuadrada y su determinante diferente de cero. La teorfa de los modelos lineales,
la cual incluye una buena parte de estadfstica tedrica y aplicada, involucra la solucién de
gistemas de ecuaciones lineales
AX=g

y funciones de las soluciones. Cuando la matriz A es invertible, la solucién existe y es
X = A~lg. Sin embargo, en algunss situaciones A no es invertible y se necesita encontrar
una solucién al sistema de ecuaciones, en estas circunstancias, una teor{a que permitiera
hallarla serfa de gran utilidad. Tal teorfa involucra los conceptos de inversa generalizada

e inversa condicional de una matriz.
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6.5.1 Inversa generalizada de una matriz

Sea A una matriz de tamafio m x n. Se define por inverse generalizade de A 6 g-inversa

de A & una matriz denotada por A~ de tamafio n X m y que satisface:
1. AA™ es simétrica
2. A~ A es simétrica
3. Al"A=A
4 A~AA-=A"
Para toda matriz A, existe A™, es tnica y cumple las siguientes propiedades:

a) (A)” = (A", lag-inversa de la transpuesta de una matriz es igual a la transpuesta

de la g-inversa de la matriz
b) (A~)" = A, es decir, la g-inversa de la g-inversa de una matriz es la matriz original

¢) rango{A~) = rango (A), el rango de la g-inversa de una matriz es igual al rango
de la matriz original
d) Si A esuna matriz simétrica, entonces A~ también lo es
e) Si A es una matriz no singular, entonces A™! = A~
f} Si A es una matriz idempotente, entonces A~ = A
,E) Sea D una matriz diagonal de tamaiio n cuyos elementos en la diagonal, dy;, i =
1,2,..,n. La g-inversa de D, D~, es una matriz diagonal cuyo i-ésimo elemento en

la diagonal es igual a d;! si di; # 0 o igual a cero si d; = 0.

h) Sea B una matriz de tamafioc m x r y rango r > 0; sea € una matriz de tamaio

r X m y rango m > 0. Entonces (BC)™ = C~B~
i) (A'A) = A~ (A")” para cualquier matriz A
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J) (AA™)" = AA~ y (A-A)” = A~ A para cualquier matriz A

k) Sean P una matriz ortogonal de tamafio m x m , Q una matriz ortogonal de tamafio
n X ©t y A una matriz de orden m x n. Entonces (PAQ)” = QAP

1) Sea A una matriz de orden m x n, entonces AB = AA™~ st y s6lo si B es tal que
ABA = A y AB es simétrica

m) Sea A una matriz de orden m x n y particionémosla como A = [A,, As], donde A,

es de tamafio m x r y r > 0. Entonces

AA- = AAT + [(T- MAT) 4] ((T- AA7) Ad)™

6.5.2 Inversa condicional de una matriz

Sea A una matriz de orden m x n. Se define como inversa condicional o c-inversa de una
matriz, a la matriz denotada por A° y que satisface AA°A = A. La matriz condicional
de una matriz A cumple las siguientes propiedades:

a) La inversa generalizada de A es también una inversa condicional, pero una inversa

condicional de A no necesariamente es la inversa generalizada de A.
b} Para toda matriz A existe una matriz condicional, pero ésta no es necesariamente
unica
Sea X una matriz de tamafio m xn y rango r > 0, los siguientes resultados se cumplen:
¢) rango(X<) > rango(X)
d) XX y XX son matrices idempotentes
e) rango(X°X) = rango(XX} =r

f) XX =1siys6losi rango(X)=n
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g) XX =1Isiys6losirange(X)=m
h) tr (XeX)=tr(XX) =7
i) Si X* es una matriz c-inversa de X, entonces (X°)' es una matriz c-inversa de X'
DXXX)SX =XX
Sea K = X {X'X)" X', los siguientes resultados se cumplen
k) K es una matriz simétrica e idempotente
1) rango(K) = tr(K) =range(X)=r
m KX=X; XK=X
n) (X'X)° X’ es una c-inversa de X para cualquier c-inversa de X’X

6) X (X'X)° cs una c-inversa de X' para cualquier c-inversa de X'X

6.6 Calculo diferencial en notacién matricial

En el capftulo relativo al modelo miiltiple nos es necesario diferenciar algunas expresio-
nes simples que involucran vectores y matrices; por ello, estableceremos en esta seccién
algunos conceptos basicos.
Consideremos primero
n
r x2

gz =(a1,82,..n0n} | | =z tarTat . +onZn

Tn
Si tomamaos las derivadas parciales de ¢’z con respecto & z; tenemos
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o'z

A — frd a
dz 1 1
de'z _
313 =%
da'z

—— = a3

613 ’
es decir, las derivadas parciales son simplemente los elementos del vector . Asf, si
tomamos las n derivadas parciales en cuestidn y las colocamos en un arreglo como el

vector a, podemos considerar el proceso como el de la diferenciacion de un vector, definido

como
d(a'z)
dr g
donde el lado izquierdo indica la operacién de diferenciar con respecto a los elementos
del vector =.
Consideremos a continuacién la forma cuadritica
a;; @1z ... CGin I
G2t G2 ... 434 4]
XIAJE = (1'1;1'2, veey zn)
Gut Gn2 + Onn Tn

X'AX = anzl+2apa32+ ... + 26122120
+apzi + ... + 2a30T3Tn
+...

+CnnZ?
Tomando las derivadas parciales con respecto a los elementos de X se obtiene:

'3?1 ! __) = 2 (auIl + appxe + ...+ 01,-..'5")
8

52, (X'AX) = 2{(ajez) + ana + ... + Q2nTn)
a

(X'AX) = 2(@1nZ1 + G2nTz + G3T34... + GnnTn)

az,
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Sin tomar en cuenta el factor 2, el lado derecho de las ecuaciones anteriores contiene
los elementos del producto AX, lo cual da un vector columna de n elementos. De manera
alternativa, podemos ver este resultado como el producto X'A, en cuyo caso se tiene un
vector renglén de n elementos; asf

o KIAX) = 24X 6 2 (X'AY) = 2X'4

La eleccidn entre alguno de estos dos resultados equivalentes, usualmente estd determi-
nado por el contexto en el cual la diferenciacion tiene lugar. A continuacién examinemos
el caso en el que Y es un vector columna de n elementos, cada uno de los cuales es una
funcién de los m elementos de X, es decir

Yi= fi (X1, X3,.., X5)

Cada ¥; puede ser derivada parcialmente con respecto a cada X;, dando esto por
resultado mn derivadas parciales en total. Si ordenamos estas derivadas parciales en una

matriz de tamafio m x n, el resultado es el que sigue:
/0% oo,
ax, a4x, 7 84X,

oy _|om o om ow
0X ax; 8x; T 0Xe

o, av, oY,
\ 3X,, 39X, = X, /

Las derivadas de primer orden pueden ser usadas para localizar los valores criticos.
Para distinguir entre posiciones m4ximas y minimas necesitamos examinar las derivadas
de segundo orden. Asf, si

Y=Ff(X1,Xz.,Xn)

ax ~
se tiene un vector solucién X, en el cual Y es un valor critico. Este valor erftico es un

mfnimo 51
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S5 Y xax,
& X 3%0%, >0

para cada conjunto de dX’s, no todas cero, evaluando las denvadas en X, El valor
critico es un méximo si el signo de la desigualdad anterior es opuesto. Para expresar la

derivada de segundo orden en forma matricial, definimos

[ Y 2y ling
X? 8X,0X; T 8X0X.
; Y Y Y
oY _00Y/0X) | Fx,5%, 06XZ T 0Xs0Xn
X ax? X : : :
ind Y Y
\ 8X,0X, 0X.0X; =~  8X2
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Capitulo 7

Algunos resultados basicos de

probabilidad y estadistica

7.1 Operador suma y operador producto

7.1.1 Operador suma

El operador suma, 3, se define como sigue
SY.=Y+Ys+..+Y,

i=]1

Algunas propiedades importantes de este operador son

L Zn: k = nk, donde k es constante

i=}

2 N (Yi+Z) =2 Y+ 2 Z

i=1 i=1 i=]

3. i(a+c}’;)=m+ci¥}
=1

i=1
El operador doble suma, 33", se define como sigue
XY = Zl(Yu +Ya+ ..+ Yim)

i=1 =1
= Yun+Yu+.+Yim+¥n+..+Yo+. . +Yoem
Una propiedad importante del operador doble suma es
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7.1.2 Operador producto

El operador producto, [], se define como sigue
I’IY.-=Y;-Y2-...-Y,.

i=1

7.2 Probabilidad

7.2.1 Teorema de la adicién

Sean A; y A; dos eventos definidos en un espacio muestral. Entonces
PAiVA)Y=P{A)+ P(A;)) - P(ANA;)

donde P (A;U A;) denota la probabilidad de que cualquiera, A; ocurra 6 A; ocurra

6 ambos, A; y A; ocurran; P{A;} v P(A;) denotan la probabilidad de A; y de A;,

respectivamente y P (A; N A;) denota la probabilidad de que ambos, A; ¥ A; ocurran.

7.2.2 Teorema de la multiplicacién (o Teorema de Bayes)

Sea P (A; | A;) la probabilidad condicional de que A; ocurra, da@o que A; ha ocurrido.
Esta probabilidad condicional se define como sigue
P(A;NAj)
A= T pra
P(Ai 4) = =50 P4 #0
Segin el teorema de la multiplicacion :

P{Ain4A;) = P(A)P(A; ]| A)
= P(A;}P(Ail A)

I

7.2.3 Evento complemento

El evento complemento de A;, es denotado por A;. Los signientes resultados de los eventos

complemento son tiles:

1. P(A)=1-P(4A)
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2. P(A/UA)) =P (ANA;)

7.3 Variables aleatorias

A o largo de esta seccién, a menos que especifiquemos lo contrario, supondremos que la

variable aleatoria ¥ toma un mimero finito de valores.

7.3.1 Valor esperado

Hagamos a la variable aleatoria Y tomar los valores Vi, Y3, ..., Yk, con probabilidades
dadas por la funciéa de probabilidad

FX)=P¥Y=Y) s=12 .k

El valor esperado de Y, denotado por E(Y), se define como

E(Y)= LY (X)

E () es llamado el operador esperanza. Una propiedad importante del operador espe-
ranza es

E{a+cY)=a+cE(Y)
donde a y ¢ son constantes.

Algunos casos especiales de esta propiedad son
1. E(a)=a

2. E(cY)=cE(Y)

3. E(e+Y)=a+E(Y)

Si la variable aleatoria Y es continua, con funcién de densidad f (Y), E (Y) se define
como

E(Y)='[°° Y f(Y) dY

-0
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7.3.2 Varianza

La varianza de la variable aleatoria Y denotada por Var (Y') se define como sigue
Var(Y) = E{[Y —~ E(Y)]*}
Una expresién equivalente es
Var(Y) = E(Y?) - (E(Y))*
Var{) es llamado el operador varianza.
La varianza de una funcién lineal de Y, Var (a +cY) es

gn
f-\
.*.
T
[
—
0

Algunos casos especiales de esta propiedad son
1. Var{a+Y) = Var(Y)
2. Var(c¥) = Var(Y)

donde a y ¢ son constantes.

Si Y es una variable aleatoria continua, Var (Y') se define como sigue

Var(Y) = fm (Y - E(Y) f(Y)dY

7.3.3 Distribuciones de probabilidad conjunta, m@rginal y
condicional

Denotemeos a la funcién conjunta de probabilidad de dos variables aleatorias Y y X por
g(Y, 2):
g(YaZ)=P({Y=Y,NZ=2) s=12, .,kt=12..,m
La funcuSn marginal de probabilidad de Y, denctada por f (Y) s
f(Y)—Zg(Y.,z,) s=1,2,..,k '
y la funcién ma:gmal de probabilidad de Z, denotada por h(Z), e
h(2Z) = 29(1’.,3:) t=12,.
La funcnm de probabilidad condicional de Y dado que Z = Z;, es

f,12)= gsz.éz).) R(Z)#0; s =12,k
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La funcién de probabilidad condicional de Z dado que Y =Y, es

9(Ye, Z1)
h{Z,|Y,) = ==X Y)#£0, t=12.,m
( tl ) f(Y.) f( )’Ié .

7.3.4 Covarianza

La covarianza de Y y Z se denota por Var (Y, Z) y se define como
Var (¥,2) = E((Y ~ E(Y))(Z - E(2))]
Una expresién equivalente es
Var(Y,2)=E(YZ2)~[E(Y)E(Z)]
Var ( , ), es llamado el operador covarianza.
La covarianza de @; + 6,Y y a3 + ¢2Z se denota por Var (a; + 1Y, a2 + 27}, y se
tiene
Var (a; + Y a3 + &2Z) = eya Vaar (Y, Z)
donde a,, a3, ¢; ¥ ¢; son constantes.
Algunos casos especiales son
Var (e)Y,Z) = acVar(Y,2)

Var{(a; +Y,a:+2) = Var(Y,Z)
Por definicién se tiene

Var (YY) =Var(Y)

donde Var (Y) es la varianza de Y.

7.3.5 Variables aleatorias independientes

Las variables aleatorias Y y Z son independientes si y sélo si

gV, Z) = f(Y)h(Z) s=12,..k t=12,..,m "

Si Y y Z son variables aleatorias independientes

Var(Y,Z2)=0

(Cuando ocurre el caso especial de que Y y Z se distribuyen normales conjuntamente,
Var (Y, Z) = 0 implica que Y y Z son independientes). .
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7.3.6 Funciones de variables aleatorias

Sean (Y}, Yz, ..., ¥,) n variables aleatorias. Considere la funcién ) ,Y;, donde 4, son

constantes. Se tiene entonces

B(Fa¥) =L abm)

i=1 i=1

r2 (2 a,-Y,-) Z E a;a; Var (Y, Y;)
$=] i=13=l1
Especfficamente, tenemos, para n = 2

El(a,Yi+a¥s) — BV +aE(V)

As e b’ Bl 74 i S ¥ A AT &y
Var (a,Y, + aYs) = afVar (11) + adVar (Y2) + 2eya;Var (Y4, Ya)
Si las variables aleatorias Y; son independientes, tenemos

Var (f: a.-K) = g a; *Var (Y;)

i=1
7.3.7 Teorema del limite central

SiY;, Ys, ..., Y. son observaciones aleatorias independientes de una poblacién con funcién
de probabilidad f(Y) para la cual Var (Y} es finita, la media muestral ¥

Y
= i=1
n
se distribuye aproximadamente normal cuando el tamafio de la muestra n es razonable-

mente grande, con media E (Y) y varianza Eer(l_f;)_'

7.4 Algunas distribuciones de probabilidad

7.4.1 Distribucién normal

-0 <Y < +co

La funcidén de densidad de una va.riabl] aleatoria normal Y es

1) = e |1 (122

donde y y o son los dos pardmetros de la distribucién normal y exp (a) denota e°.

La media. y la varianza de una variable aleatoria normal son
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E(Yy = u
Var(Y) = o?

Funciones de variables aleatorias

Una funcién lineal de una variable aleatoria normal tiene }a siguiente propiedad
5t Y es una variable aleatoria normal, la variable transformada Y’ =a+cY (aye

son constantes) se distribuye normalmente, con media a + ¢E (Y) y varianza ¢?Var (Y).

Variable aleatoria normal estandarizada

La variable aleatoria normal estandarizada z
Y—u
o
donde Y es una variable aleatoria normalmente distribuida. z se distribuye normalmente,

z =

con media 0 y varianza 1. Esta condicién se denota como sigue,
Y ~ N(0,1)
Las tablas contienen probabilidades acurmlativas A para los cuantiles z (A) donde
Pz z(A)=4
Dado que la distribucién normal es simétrica en torno al cero, z (—A4) = 1 — z (A).

Funciones de variables aleatorias independientes

Sean (Y3, Y5, ..., ¥3,), n variables aleatorias independientes normatmente distribuidas. Se
tiene que la combinacién lineal a,¥] + a2Yz + ... + a,Y, se distribuye normalmente, con
n n
media } a;E (Y;) y varianza ) o?Var (Y7).
i=1 =1

7.42 Distribucién x?

Sean (z), 23, ..., z,} v variables aleatorias independientes distribuidas normalmente, con
media 0 y varianza 1 (normales estandarizadas). Se define

Xy =42+ +2]

263




donde las z; son independientes. La distribucién y? tiene un pararoetro, », el cual es
conocido como los grados de libertad. La media de la distribucién x* con v grados de
libertad es

E (x(zu)) =v

7.4.3 Distribucién t

Sean zy xf“) variables aleatorias independientes (distribuidas como normal estandarizada

y x°, respectivamente). Se define,
F4
Yy =—""—"T71

Xt
v
La distribucién ¢ tiene un pardmetro, los grados de libertad ». La media de una

distribucién ¢ con v grados de libertad es
E(tw) =0

La distribucién ¢ es simétrica en torno al cero.

7.4.4 Distribucién F -

Sean 7,y ¥ X{.,) dos variables aleatorias independientes, distribuidas x2. Se define
2
XM) &m
ta L
La chstnbucxén F tiene dos pardmetros, los grados de libertad del numerador, v; ¥
los grados de libertad del denominador, v,.

F(Iu wa) =

Los percentiles por deba:io de 50 pueden obtenerse usando la siguiente relacién
1
(v} = Fl-n

(v2,41)

La siguiente relacién existe entre las variables aleatorias dxstnbmdas t y las variables

aleatorias distribuidas F
2

(tw)” = Faw

y los percentiles de las distribuciones t y F se relacionan como sigue
S+af2
Om ) =Fio
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7.5 Estimacién estadistica

7.5.1 Propiedades de los estimadores
1. Un estimador § del parémetro 8 es insesgado si E (9) =

2. Un estimador @ es un estimador consistente de 8 si lim P (19 - 9| > e) = () para
N==+OO
cualquier £ > 0

3. Un estimador & es un estimador suficiente de # si la probabilidad condicional con-
junta de las observaciones muestrales, dado 8, no depende del pardmetro 6.

4. Un estimador # es un estimador de varianza minima de 8 si para cualquier otro
estimador @', (Var (@))2 < (Var (@'))2, para toda §.

7.5.2 Estimadores mAximo verosimiles

El método de méxima verosimilitud es un método general para hallar estimadores. Su-
ponga que se toma una muestra de una poblacién cuya funcién de probabilidad f (Y;#4)
involucra un pardmetro, 8. Dadas las observaciones independientes ¥}, Ya; ..., ¥x, la fun-
cién de probabilidad conjunta de las observaciones muestrales es

9 (1Y, Yo) = [ (%:0) |

Cuando esta fl.uu:i:;u1 de probabilidad conjunta se ve como una funcién de.G, con las
observaciones dadas, es llamada la funcién de verosimilitud, L (6). h

L®) =1/ %)

Maximizando L (#) con respecto a & se obtiene el estimador méximo verosfmil de
#. Bajo condiciones generales, los estimadores méximo verosfmiles son consistentes y
suficientes.




7.5.3 Estimadores por minimos cuadrados

El método de minimos cuadrados es otro método general para hallar estimadores. Se
supone que las observaciones muestrales son, para el caso de un solo pardmetro &, de la
forma

Yi=fi®)+s i=12..n
donde f; (6) es una funcién conocida del parametro 8 y las ¢; son variables aleatorias;
usualmente se supone que E (g;) = 0.

Con ¢l método de minimos cuadrados, para las observaciones muestrales dadas, la
suma de cuadrados

Q= -5 O
se considera como una funcién de &. El estimador por minimos cuadrados de # se obtiene
minimizando ¢} con respecto a 8. En muchas circunstancias, los estimadores por minimos

cuadrados son insesgados y consistentes.

7.6 Inferencias acerca de la media de una poblacién

normal

Suponga que se tiene una muestra aleatoria de n observaciones ¥, Y3, ..., Y, de una po-

blacién normal con media x y desviacién estdndar 0. La media y la desviacion estdndar

observacig‘na]es son
Y Y
? = i=1
n
Yy
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T
™=
=
[
i
[T ]

to
I
il

respectivamente, y la desviacion estandar de ¥, denotada por S (¥), es

- E

Asf se tiene que 1‘;—(%—)1 se distribuye ¢ con (n — 1) grados de libertad, es decir
Y-p y

g (?) (n—1)

7.6.1 Estimacion por intervalos

El intervalo del (1 — &) x 100% de confianza para u, se obtiene a partir de la ecuacidn
anterior y es

-— 1_ -

vk 5(7)
Ejemplo 1.- Obtenga un intervalo del 95% confianza para p cuando

n=10 ¥Y=20 s=4

; v 4 975

Se tiene S(Y) = Vol 1265 3P = 2.262

De esta forma, los lrnites del intervalo de confianza son 20 + 2.262 (1.265). Asf, el
intervalo del 95% de confianza para y es

171 < 4 < 22.9

7.6.2 Pruebas de hipé6tesis

Las pruebas de hipétesis concernientes a la media poblacional u, se construyen a partir
de la estadfstica de prueba
Y — g
t- £= —mmsmmmem t -
sy ~ Y
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La tabla 1 muestra las reglas de decisién para cada uno de tres posibles casos, con la

probabilidad « del error tipo L

Tabla 1: Reglas de decisién para pruebas concernientes a

la media z de una poblacién normal

Alternativas Regla de decision
(a)

Ho:u=py | Sitt|< t}:f,l,z, concluya Hp

Hy:p#pg | Siftr] > t::f{)z, concluya H,

Y -y
donde : t* = —
5(Y)

(b)
Hy:uzpg t Sit'> tu—1)r concluya Hy

Hy:p<py | Sit <ty _,, concluya H,

(¢}
Hy:p<py | Sit' < t(n Z1p concluya Hy

Hoip>py | Sit*> t(n_l), concluya H,

Ejemplo 2.- Elija entre las alternativas Hp: p <20, Hy : 44> 20, cona = 0.06 y n =15,

¥Y=24ys5=6.
Se tiene
L [
S(Y)= —==154¢
V)= 7z
Y

tiy = 1.761
La regla de decisién es
8it* < 1.761, concluya Hy

Sit* > 1.761, concluya H,

. (24 - 20)
Dado que ¢ {549

Ejemplo 3.- Elija entre las alternativas Ho : p =10, H, p#10;c0ona=1002yn=25
Y=57ys=8.

= 2,58 > 1.761, se concluye H,.
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Se tiene

- 8
S(Y)=—==186
V)= 7=
Y
tg) = 2.492
La regla de decisidn es

Si |t*| < 2.492, concluye Ho
Si |t*| > 2.492, concluya H,
donde el simbolo | l denota el valor absoluto. Dado que
[t*] = [(5.7 — 10) /1.6] = |-2.69] = 2.69 > 2.492
se concluye Hy,.

7.6.3 Relacién entre pruebas de hipétesis e intervalos de

confianza

Existe una relacién directa entre las pruebas de hipétesis y los intervalos de confianza. Por
ejemplo, los limites del intervalo para s, ¥ £ t:;_’:‘l) 5 (¥), pueden ser usados para probar
Hy:p=povs. Hy:p# i Sipp esté contenido en el intervalo del (1 — @) x 100% de
confianza, la regla de decisién de la tabla 1 con nivet de significancia a llevard a concluir
H,, y viceversa.

Existen correspondencias similares entre los otros intervalos de confianza y las pruebas
de hipdtesis.

7.7 Comparacién entre las medias de dos poblacio-
nes normales |

7.7.1 Muestras independientes

Suponga que se tienen dos poblaciones normales, con medias g,y g, respectivamente,

y con desviacién estsndar comin, o. Las medias p,y po serdn comparadas a partir de

269




muestras aleatorias independientes para cada una de las dos poblaciones:
Muestra 1: ¥,,Yz,..., Y.,
Muestra 2: Z),Z;,..., Z,,

Los estimadores de las medias poblacionales, son las medias muestrales

LY ¥ Z
Y=lvr y Z=4
) k%)

y un estimador de p, —p, es ¥ — Z.

Un estimador de la varianza comiin, %, es
S 9) 5 (- 2)

n; +ﬂ.2_—2 _
y un estimador de Var (Y — 2) es
' 1

5'2()7—-2)=s"'(—1~+—)

m N2

s2

Se tiene
(Y -2)-(m-p) |
g ("-} — 2) {n1+nz-2)

7.7.2 Estimacion por intervalos

Los ifrites para el intervalo del (1 — @) x 100% de confianza para p, — iz, se obtienen a
partir de la ecuacién anterior y son
Y-2)+ tl-e? 8 (¥ -2)

(ny+nz-12)
Ejemplo 4.- Obtenga un intervalo del (1 — a) x 100% de confianza para y; — ps cuando
m=10 P=14 Y (vi-¥)=105

=20 Z=8 Y (Z-2Z) =224

Se tiene
g = M =11.75

10+ 2 1—2 1
v _ 7 A5 (= +— ) =1.762
5 (Y - 2) 1L.75 10+20) 1.7625
tg5 = 2.048
Con lg cual el intervalo buscado es

3.3 = (14 — 8) — 2.048 (1.328) < p, — pp < (14 — 8) +2.048(1.328) = 8.7
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7.7.3 Pruebas de hipé6tesis

Las pruebas de hipétesis para g, — 4, se construyen a partir de

(Y-Z) ~ (i — )
S(Y-2)

La tabla 2 muestra las reglas de decisién para cada uno de tres posibles casos, basado

o~ t(m+ng—2)

en la estadistica de prueba
-2
s -2)
con la probabilidad de error tipo I igual a e.
Tabla 2: Reglas de decision para pruebas concernientes a g, y i, de dos poblaciones

normales {oy; = 03 = o). Muestras independientes

Alternativas Regla de decision

(a)
Ho:py=py | Si|t*] < t:-::r/:;-z)i concluya Hy

Hy:py#p, | St > té;:ﬁz—ﬁ)' concluya H,
~-Z

S5 -2)
(b)
Ho:py 2 py | Sit* 2 tfm +ng=2)? concluya Hy

donde : t* =

Hy:py <pg | Sit® < ,,, 9 concluya H,

(c)
Ho:py<pp | Sit' < tzn—;:»nz-z}’ concluya Hy
Hytpy>p, | Sit' > t(l;l Cyng2)r CONCluya H,

Ejemplo 5.- Elija entre las alternativas Hy : i, = pia, H, : p§; 7 14y; donde @ =0.10 y con
los datos del ejemplo anterior. Se tiene
tigzsa) = 1.701
La regla de decisidn es
Si |t°| € 1.701, concluya Hy
Si [t*] > 1.701, concluya H,
Dado que [t*| = |[{14 — 8) /1.328| = |4.52| = 4.52 > 1.701, se concluye H,.
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7.7.4 Observaciones apareadas

Cuando las observaciones en dos muestras estédn apareadas (por ejemplo, Y; y Z;, resul-
tados de la evaluacién de desempefio para €l i-ésimo empleado antes y después de un ano
de experiencia laboral), se usan las diferencias

W, =Y-2; i=12,..,n
para trabajar con ellas como si provinieran de una muestra de una tinica poblacién. Asi,

cuando las W, pueden ser tratadas como observaciones de una poblacién nortmal, se tiene
W (. — e )

¥ ouh M tn-1)
s (W)
donde #(,..1) denota una distribucién t con {n — 1) grados de libertad. Se tiene también
que
LW
W=
n
= (Wi - Wy’
sgW)=|+t———|=n

n-—1

7.8 Inferencias acerca de la varianza de una pobla-

cién normal

Cuando se tiene una muestra aleatoria de una poblacién normal, se cumple
(n-1)s? 3
Tz Y Xm-n)

donde xfn_” denota una distribucién x? con (n — 1) grados de libertad.

7.8.1 Estimacién por intervalos

E! lfmite inferior L y €l imite superior U del intervalo del (1 — &) X 100% confianza para

2, la varianza poblacional, se obtienen a partir de la ecuacién anterior y son
= (n~1)s U__(n—l)s”

x%l-a/?;n-—-l) x?ﬂr/!;n-—l)
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donde X}, /2.0 1y ¥ X}ajzn—1y denotan los cuantiles (1 — a/2} y {a/2), respectivamente,
de una distribucién x? con (n ~ 1) grados de libertad. .
Ejemplo 5.- Obtenga un intervalo del 98% de confianza para o2, usando los datos del
gjemplo 1,

Setiene s? =16 x7qyq = 21.67 xfgoq) = 2.09

Asf, €l intervalo del 98% de confianza para o2 estd dado por
9(16) 9(16)
= il < g2 2 68
66= 5167 S S 59 — 089

7.8.2 Pruebas de hipdétesis

— 1142
Las pruebas de hipétesis para o2 se construyen a partir de @'—:h ~ X{n—1)" La tabla
3 muestra las reglas de decisién para cada uno de tres casos, con la probabilidad de error

tipo I igual a c.

Tabla 3: Reglas de decision para pruebas concernientes a o2,

la varianza de una poblacién normal

Alternativas Regla de decision
(a)
2 .2 | G 42 (" - 1)
Hy: 0" =0} | 8i X{apzn-1y € " < x(l_a [Zn—1)» concluya Hy
H, :0%+ 08 En otro caso, concluye H,
&
2 2 (n—-1)s*
Hy: 0% 2> o} Si --—-;—— > X{am-1)» Concluya Ho
0.
H,:0* < a} g-l—_a-:-!—— < Xfamo1y Concluya H,
1]
(c)
Ho : 0.2 -<- Ug S‘_(n _a,!');s- < x(l-on 1}r w"d“yﬂ Hﬂ
— 1347
H,: 0% > a} Q—l—azls— > x?l—a:n—l)' concluya H,
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7.9 Comparaciones entre las varianzas de dos pobla-

ciones normales

Suponga que se seleccionan dos muestras independientes de dos poblaciones normales,

con medias y varianzas p,, o7 , i1, y 73, respectivamente. Las varianzas muestrales son

T (%-7)
8= =
! ) — 1
¥ 512
| T@-2
32 = Mg — 1
Se tiene
2 2
1 . %2
ATE” Fini—1,n2-2)

donde Fin;-1,n;-2) denota una dlstnbucujn F con {n; = 1} y (ng — 1) grados de libertad.

7.9.1 Estimacién por intervalos

Los limites inferior y superior, L y U, de un intervalo del (1 — a) x 100% de confianza

para o}/o? se obtienen a partir de la ecuacién anterior y son:
sf 1 32 1
1=a/2 =
Fl(n.;—]. nz—1) ‘F(‘:ll-l nz—1}
Ejemplo 7.- Obtenga un intervalo del 90% de confianza para o2 /o2 usando con los si-

guientes datos
n = 16 Ny = 21
s$3=542 &3=178

Se tiene
FQay = 1/F8=1/233= 42
lFl(ls 20) - 2.33

con lo cual el intervalo buscado es

5421 1 ol 542 1
= (—l<d<c=—=}=T71
17.8 (2.20) ~ o3~ 178 (.429)
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7.9.2 Pruebas de hipétesis

. o? . 8 2

Las pruebas de hipétesis para 6—; se construyen a partir de ;21 + ;25 ~ Flny-1n2-2-
2 1 2

La tabla 4 muestra las reglas de decisién para cada uno de tres posibles casos, con

probabilidad de error tipo uno igual a ¢

Tabla 4: Reglas de decisién para pruebas concernientes a o2,

la varianza de una poblacién normal

Alternativas Regla de decision

(a)
Hy:0l=0} | Si F(:l_,.n,__l, < i'- < F(ln—:ﬁn,_w concluya Hy
H,:0?# 03 En otro caso, concluya H,

(6)
Hy:0i 202 Si ‘—9; 2 F3 _iy-1p concluya H
H,:0?<o? Si : < F§, timg—1y» concluya H,

(c)
Hy:0l <o} Si s—g < F(ln—:rn:-l)’ concluya Hy
H,:0!> 02 Si —z > F(:‘_'l ma1)» concluya H,

Ejemplo 8.- Elija entre las alternativas

Hy: ‘71 = 0‘3
H,: 0l # o2
con o = .02 y usando los datos del ejemplo 7.
Se tiene
F('?sl,zn) = l/F('gg,xs) =1/3.37 = .297
Flay = =309

2

La regla de decisitn es: si 0.297 < =& 7 < 3.09, concluya Hp, en otro caso, concluya

2
2

H,. Como ;5 = 54.2/17.8 = 3.04, se concluye Hy.
2
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