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Introduccion

Existe una gran variedad de efectos conocidos de campos magnéticos en dis-
tintas dreas de la fisica. Si el campo magnético es muy fuerte, puede magne-
tizar una pieza de metal e influir en la conductividad eléctrica de metales o
semiconductores; también, un campo asi, es indispensable si se quiere tener
a un plasma confinado y térmicamente aislado. Nos referimos a un campo
magnético intenso cuando sus efectos producen cambios notables en las pro-
piedades de la materia, ¢ sea, segiin sus efectos sobre el sistema en el que
actila y en Sus pardmetros caracterfsticos, como densidad, temperatura, con-
ductividad eléctrica, etc.
Comparemos la energia de momento magnético

ehB
uB=— (1)

con la energia caracteristica del sistema o particula. Cuando la energia de
momento magnético es mds grande que la energia de ligadura de dtomos o
moléculas { del orden de Ry = meetc/h), el campo magnético debe cumplir
que
mie’c
B>By= —ﬁr = 2.35 x 10°Gauss. {2)

En estos campos, los 4tomos son fuertemente deformados y elongados a
lo largo de las lineas de campo magnético; la energia de ligadura y la energia
de ionizacion se incrementan y la interaccién atémica también cambia.

Por otro lado, si la condicién

2
uB>me?, B>Bus= m—e—;ici = 4.4 x 10 Gauss, (3)

it
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se satisface para un campo magnético tal que ¢l radio de la érbita del electrdn
en el nivel mds bajo de Landau pp = (he/eB)'/?, es menor que la longitud
de onda de Compton det electrén, los efectos relativistas llegan a ser Impor-
tantes.

A lo largo de todo este texto vamos a considerar campos magnéticos in-
tensos que no tengan efectos relativistas, es decir, cuando By < B < Bus.
Notemos ademds que B,y = o™ * By donde & = e2/hic es 1a llamada constante
de estructura fina.

Cuando hay un campo magnético intenso, sobre los electrones de un
4tomo actia una fuerza magnética mds fuerte que la fuerza coulombiana.
En la direccién perpendicular al campo, los electrones estdn confinados a
moverse sobre orbitales de Landau cilindricos alrededor del sistema.

El radio de los orbitales estd dado por

Pm = (2m+1)"2p0, m=012,. (4)

donde py es el radio ciclotrénico

hic 1
o= (——) =257 x 107 B{%cm, (3)
el
y Bia es un campo magnético en unidades de 10'2Gauss. Debido a este con-
finamiento, la fuerza de Coulomb es mds efectiva en la direccién paralela al
campo y por tanto aumenta la energia de ligadura de los electrones. De esta
manera, es posible que se formen cadenas moleculares de estos dtomos a lo
largo de la direccién del campo.

En un campo eléctrico de intensidad grande, la distancia entre los niveles
de Landau fuw, es mucho mds grande que la energia de interaccion coulom-
biana, es decir,

&2
— <« huw,, (6)
ag

donde ag = h/m.e?, es el radio de [ohr. Esta condicién implica que el
electrén estd en ¢l nivel mds bajo de Landau mientras que el dtomo se de-
forma en uma estructura tubular de radio pg = (hefeB)? < ag ¥ longitud
Ly < ag, paralela a las lineas de campo magnético.

Se sabe que en la superficie de Ias estrellas de neutrones existen campos
magnéticos mayores a 10% Gauss, estos campos s€ forman durante su evolu-
cién. De acuerdo a la teoria de formacion estelar, una estrella de neutrones
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es el producto de una estrella tipica ( en la etapa final de su vida), con masa
cercana al limite de Chandrasekhar de 1.5M, < M < 3M,, 1a cual ha agota-
do su energia termonuclear y se ha colapsado por atraccién gravitacional.

Los pulsares (estrellas de neutrones que estan rotando) tienen generalmen-
te una velocidad propia grande, de uncs 450 km por segundo en promedio,
lo que es més de diez veces 1a velocidad de una estrella normal. Se considera
que esta alta velocidad proviene de su nacimiento en las explosiones de super-
novas durante la cual reciben un empujon fuerte. Los periodos de rotacién
observados van desde 1.6 milisegundos para el pulsar mas rapido, hasta varios
segundos. Estos objetos estan constantemente perdiendo energia, convirtien-
do su energia cinética de rotacién en radiacién y/o un viento de particulas.
La observacidn sistemdtica de los radio-pulsares mostré que en efecto, su
velocidad de rotacién disminuye con la edad. Este frenaje se atribuye a la
presencia de un campo magnético enorme, del orden de 10% a 10'® gauss (por
comparacién, el campo magnético terrestre s del orden de un gauss y el cam-
po magnético més fuerte producido en laboratorio es del orden de 10° gauss).
Una estrella de neutrones puede ser un pulsar solamente si su velocidad de
rotacion es suficientemente alta: debido al frenaje observado, todo pulsar se
apagaré algin dia y las estrellas de neutrones jévenes solamente pueden ser
radio-pulsares durante unas decenas de millones de afios.

Recientemente se han descubierto nuevos objetos celestes Hamados mag-
netares, su origen proviene como los pulsares, de una supernova, pero en este
caso el campo magnético en su superficie es superior, resulta del orden de
10'® Gauss.

En la década de los setenta B. B. Kadomtsev y V.S. Kudryatsev (1], ¥y por
otro lado también M. Ruderman [2], predijeron que ciertas moléculas lineales
s6lo podian existir en presencia de campos magnéticos muy fuertes.

Un ejemplo del comportamiento de la estructura de la matena en cam-
po magnético es el ion Hy. Para el estado base de este ion, la energia
de disociacién {energia necesaria para separar una molécula en sus &Lomos
constituyentes) se incrementa; simultaneamente, la distancia internuclear de
equilibrio, disminuye conforme aumenta el campo magnético. Ademés, se ha
mostrado que ciertos estados excitados no ligados en la ausencia de campo
magnético, adquieren un pozo de potencial bien pronunciade en un campo
magnético 1o suficientemente fuerte. Mas ain, la energia depende no sélo de
la distancia internuclear, sino también del angulo entre el campo magnético
y el eje de la molécula.

Debido al principio de incertidumbre de Heisenberg, se tiene una indefi-
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nicién en ta posicién de los centros de una molécula o un dtomo (no obstante
que al principio se hayan considerado a los centros como fijos) y por tanto
en su energia electrénica. Por definicién, se le llama energie vibracional del
sistema molecular o del dtomo, a la variacién de la energia de ligadura que
se da si tomamos en cuenta la incertidumbre en las posiciones de los centros.

Se han hecho cdleulos para determinar la estructura de Atomos en cadenas
unidimensionales en un campo magnético intenso. Estos son aproximacio-
nes y emplean varios métodos, como por ejemplo el método variacional, el
modelo estadistico de Thomas-Fermi, célculos de Hartree-Fock y célculos de
densidad funcional.

Hay muchas investigaciones tedricas acerca de las propiedades de siste-
mas atémicos y moleculares en campos magnético intensos. Muchos de estos
trabajos tratan con el dtomo de hidrégeno, sin embargo, para sistemas mo-
leculares, el ion molecular HF, es el que ha sido abordado con cierto detalle.

En la presente tesis, se estudia en particular el caso del ion molecular
Hj*, en un campo magnético intenso. Para su estudio se toman un electrén
y tres centros alineados de carga Z = 1 ademas de un campo magnético
paralelo al eje de los centros. Se calcula una cota superior para la energia
del estado base del ion H; para campos magnéticos constantes de distinta
magnitud, usando el método variacional. Los cdlculos se hicieren empleando
una computadora que €jecuta un programa para minimizar energias escrito
en el lenguaje de programacién FORTRAN.

Se encuentra que para campos magnéticos mayores a 10! Gauss ¢l siste-
ma de tres protones y un electrén tiene un estado ligado, lo que significa que
el ion H* puede existir. Para campos magnéticos menores la energia de vi-
bracién de los nicleos puede rebasar el pozo de potencial y el ion escapar de
un estado ligado, en consecuencia este pozo no puede encontrarse. Ademds,
notamos que la energia del ion Hy ¥ es menor que la del dtomo de hidrégeno
pero mayor que la del ion Hj , esto indica una disociacién del primer ion al
segundo.




Capitulo 1

El Método Variacional

La solucién exacta de la ecuacidn de Schrédinger se puede encontrar tan solo
en un numero relativamente pequefio de sistemas. La mayor parte de los
problemas de la mecdnica cuéntica conducen a ecuaciones demasiado com-
plicadas que 1o se pueden resolver de manera exacta.

En la practica, casi ningin sistema fisico puede ser estudiado sin aproxi-
maciémn; el trabajo del fisico consiste precisamente en hacerse una idea exacta
de 1a importancia relativa de los distintos efectos y en adoptar en cada caso
los métodos de aproximacién més convenientes.

En este capitulo se aborda el método variacional (3], cuya caracteristica
es que para utilizarlo, se necesita conocer intuitivamente el espectro general
de las soluciones propias buscadas.

Primero desarrollamos el problema aplicando un principio variacional, el
cudl nos dice que para un sistema cuantico caracterizado por el Hamiltoniano
H, el cual esta definido en el dominio V, la funcional

[qr(y — E)gdr, (1.1)
1%

tiene un minimo, en donde E es la energia del sistema ¥ 1 es la eigenfuncién
correspondiente . Se tiene entonces que

5[¢'(H — E)ydr =0, (1.2)
v

1
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como una condicién de extremo de la ecuacién (1.1). Variando 1" se tiene

f&w'(H ~ Eygdr =0, (1.3)
Vv

y como d1* es arbitraria, se sigue la ecuacién de Schrodinger

Hy = E¢. (1.4)
Si variamos ¥ obtenemos la ecuacién conjugada compleja

HY" = Ey", (1.5)

donde se ha tomado en cuenta que A es hermitico.

El principio variacional impone una condicién de extremo; es decir, es po-
sible presentar la energia como un multiplicador de Lagrange en el problema
de extremo condicionado

de:‘Hr,bdr =0, (1.6)
v
con la condicidn de que
[orpar=1. (1.7)
v

El valor minimo de (1.6} es el valor propio de H para el estado base Eq.
La funcién de onda % que conduce a este minimo, es la funcién propia 1o del
estado base.

Las energias para los estados excitados se obtienen admitiendo comeo fun-
ciones propias ¥, (n > 0), a aguéllas que no sélo satisfacen (1.7}, sino que
también deben ser ortogonales a las funciones de onda o, Y1, - .-, ¥n—s de los
primeros n estados.

E! método variacional para caleular el estado base de energfa de un siste-
ma, se reduce a considerar una funcién de prueba 1%, normalizable y calcular

{ oy Hjpdr

Epor = =, 1.8
= Thar (1.8
i)
donde E,, es la energia variacional que cumple con la desigualdad
Ey & Epars (1-9)
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es decir, el calculo de (1.8) nos da una aproximacion a la energia del estado
base.

Lo anterior se prueba facilmente expandiendo nuestra funcién de prue-
ba como una combinacién lineal de la base cornpleta de funciones propias

Yo, 1, - . . ¥m; con valores propios Eg, E\,. .. En; respectivamente, esto es
oo 00
Py = Zand}m Y Z |an|2 =L (1-10)
[ n=0
De lo anterior se tiene que
o 00
[ 3Hpps = Y foalEn > Bo 3 Janl” 2 o (1.11)
v n=0 n=4

lo que prueba la relacién (1.9) .

Asf, lo que queda es encontrar un minimo para la energia variacional. Si
la funcién de prueba escogida depende de varios pardmetros o, 4, . . ., también
1a energia variacional dependeré de estos pardmetros, y entonces habrd que
minimizarla con respecto de ellos.

A este método se le conoce como método variacional directo o método de
Ritz.

La eleccién de la funcién de prueba se basa en un analisis cualitativo del
sistema, tomando en cuenta la simetria del problema. Cuando la funcién de
prueba escogida ha sido la apropiada, se tiene una buena aproximacion a la
energia Ep.

Si reescribimos el Hamiltoniano de un sistema de la forma

H=-A4+V, (1.12)
para los estados de energia del sistema con V el potencial, también podemos
escribir un Hamiltoniano para la funcién de prueba de la forma

H,=— [+, {1.13)

tomando a V, como un potencial donde la ecuacién es exacta, cumpliendo
que
Hypy = (- A +V, i = Ep¥lp. {1.14)
Las ecuaciones (1.12) y (1.14) sustituidas en a ecuacion (1.8), conducen
a la siguiente relacién
93V~ Vy)updr

Ear = Ep+ v _—— (115)
? I3 pibpdr
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que es en la que nos basamos para hacer los cdleulos.
También de las ecuaciones (1.12) y (1.14) se obtiene que

(Vi ~ Ep)tp = Ay (1.16)

lo que sustituido en (1.15) resulta en

A
[ [V - f”]w,dr
Eyar = : 2 : (l : 17)
[ tppdr
v
En una forma més general, si la funcién de prueba es de la forma
bp= 2 Atk =Y A, (1.18)
i=| i=1

en donde las A4; son pardmetros variacionales que no dependen de las coorde-
nadas y cada ¢; es una funcién de més pardmetros variacionales, la ecuacion
{1.17) se puede reescribir en la forma

[V~ S AV )dr
i=1

Euar = y 1.19
J¥ppdr (1:19)
Vv
donde se define A
V,= =2 1.20
W ( )

Para cada Ansatz {una conjetura de la funcién de prueba) que escojamos
de un sistema, tenemos que calcular este potencial V;, y sustituirlo en la
ecuacién (1.19).




Capitulo 2

El Ton Molecular H3 "

Comenzamos describiendo ¢l sistema que vamos a estudiar. Este es el ion
molecular H;i ¥ en un campo magnético intenso.

Consideramos tres centros alineados de carga £ = 1 separados por las
distancias R y Ry , los cuales numeramos 1, 2y 3 respectivamente; también
se toma un electrén a una distancia ri,72 ¥ T3 de los centros. Por tltimo,
a este sistema le aplicamos un campo magnético B constante en la misma
direccion del eje de los tres centros.

Para obtener el hamiltoniano de este sistema hacemos antes unas hipdtesis
sobre las particulas que lo conforman. La primera es que consideramos la
aprozimacion de Born-Oppenhaimer, es decir, tomamos 3 los centros como
fijos o bien con masa infinita. Tenemos que del sistema, la tinica particula
que puede moverse es el electrén, considerando el €aso en gue su momento
angular mm; = 0.

En consecuencia, si elegimos nyestro centro de coordenadas en la posicién
del centro 2 v el eje 2 a lo largo del eje de los tres centros, las coordenadas son
(0,0,—R-), (0,0,0) y (0,0, R,) para los centros 1, 2y 3, respectivamente.
Para el electrén su distancia a 10s centros estd dada por

r= [ e RV
e = (pz + z?)l/?
r3=[p* +(z2— R,

o
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B

Figura 2.1: Hy* en un campo magnético B.

(2.1)

con p* = rt+3? y para el campo magnético las coordenadas son B = (0,0, B);
asi, se tiene al campo y a los tres centros alineados.

Ahora podemos obtener el hamiltoniano para el ion Hft. Un sistema
con una particula y con campo electromagnético tiene un hamiltoniano de la
forma
(P - qA/c)

2m

=

+ V(= 2:)s (22)

donde P es el impulso generalizado de la particula, ¢ es su carga, A es el
potencial vectorial del campo magnético en el punto donde se encuentra ésta
y V(z,y,2) es la energla potencial de interaccidn de las particulas.

Si la particula tiene espin, debemos introducir un término complementario
— - B, que corresponde 2 la energia de momento magnético ji en el campo
magnético, f estd dado por it = ué/s , con § el operador de espin, y ¢ es una
constante tal que es la méxima proyeccién del momento magnético.

De esta manera, el hamiltoniano para la interaccién de un electrén con
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un campo magnético externo es

. (P+eAfo)? 4,
—_ - - .B .
H 5 ~$ +Viz,y2 ) (2.3)
o también
N P2 1 e’A?  u
P i LA P+P-A _Es B4V (24
2m + 2mc( + )+ 2mc? P +Vi(zp.2) (24)

Si elegimos la norma A = 3(-By, Bz,0) y como ademis B = V X A,

B
V A=0yA= - XT, tomande en cuenta que A y B conmutan, el
hamiltoniano queda de la siguiente manera
. P? B-rxP A
Heoe o — + ——=i'B Vv . 2.
m e mE s +V(@y,2) (2.5)

Pero como [ = r x P y el campo estd en direccién del eje z, la dltima
expresién toma la forma

. P* Bl &BMz'+y?) p
_ "B Y) Eipav : 2.
I2m = 2mc + 8mc? P 5B+V(zy.2) (26)

Por aliimo, tomando e! momento angular igual a cero y si desprecia-
mos el acoplamiento espin-Grbita, la expresién final para el hamiltoniano en
unidades atdmicas es

2 8
, considerando ademas que el magneton de Bohr gy = le|/2me = 1/2 en estas
unidades.

Para que nuestro Hamiltoniano quede con la forma H=-A+V(z,y,%)
debemos multiplicar por 2 al hamiltoniano y redefinir al potencial, de esta
manera se tiene

+V(x,y,z,) (27)

2.2
i = —A+EZE—+V(z,y,z,). (2.8)

El potencial para nuestro sistema es entonces

Lo1o1y, 2 2 2
P SR SO D IR P 2.9
v (r,+rg+r3)+R_+R++R_+R+ (2.9)

el primer término es la interaccién coulombiana entre €l electrén y los centros,
el segundo es la repulsién entre los protones.




Capitulo 3

Las Funciones de Prueba

3.1 Funciones Hidrogenoides

En el método variacional es necesario tener una idea de las funciones de estado
que describen a un sistema. Para ¢! ion molecular HyH vamos a utilizar dos
tipos de funciones que en principio son suficientes para describirlo. En este
capitulo utilizaremos estos dos tipos de funciones y en particular en esta
seccién recordaremos a las funciones hidrogenoides.

La ecuacién de Schridinger no relativista para un dtomo hidrogenoide de
carga nuclear Z en unidades atémicas es

(_%Vﬂ - %) U(r) = EY(r). (3.1)

La solucién de esta ecuacién en coordenadas esféricas se encuentra sepa-
rando variables

¥(r) = Ri(r)Yim(6, ¢), {=01,...n, (3.2)

donde n =1, 2, ..., es el nimero cudntico principal, ! es el momento an-
gular y m, el nimero cuintico magnético, es la proyeccién de [ sobre un
eje seleccionado arbritariamente, normaimente el eje z, m toma los valores
Li=1,...,—l;las funciones Y (0, ¢) son los armonicos esféricos y Ri(r}es
una solucién de la ecuacién radial

{_ %[d’ 2d _ M] - —Z—}R,(r) = ER(r),  (33)

dr?  rdr rZ
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cuyas soluciones son

9z (Z(n—1- N\ r22ry!
R. — —Zrfnag  #+1
'g(f‘) agn'z ( (n+1)1_ ) (naq) 2 Ln—l—!(zzr/naﬂ):
(3.4)
241

siendo L¥4,(2Zr [nao) los polinomios de Laguerre, segin la convencién
usada en Landau y Lifschitz (3.
Las energias de los niveles estdn dadas por

1 Ze?
E=—-- 3.5
donde
h2
da = pnZe?

es el radio de Bohr,
y p = (m, + my)/memy, es la masa reducida, con m, y m, las masas del
electrén y del protén respectivamente.

3.2 Orbitales de Landau

El segundo tipo de funciones que necesitamos son 1as soluciones de un electrén
libre en un campo magnético constante. Este caso también describe a un
4tomo en el limite de un campo magnético intenso tal que la interaccién de
Coulomb es despreciable.

Si escogemas la norma simétrica o circular A = L(-By, Bz, 0), entonces
B = {0,0, B). Con estas consideraciones el hamiltoniano del sistema es

. P Bl N e*B*z® + y°)

= om T ame T Bm@ (3.6)
En coordenadas cilindricas la ecuacién que debe cumplir ¥(r) es
w_, Bl &B7 .
- —_— =HY 3.7

usando el método de separacién de variables encontramos como solucién

Y(r) = u(p)e™ e, {3.8)
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donde u{p) cumple la ecuacién

v ldu m?
du  ldw M rau=0 .
dz? * zdr z? A= (3.9)

con el cambio de variable £ = /22 p y A = 7 (E- L) - om.
La solucién mds general es entonces
¥(r) = smle 2Lz Y™™, n=01..., (3.10)

y los estados de energfa son £ — B — Bh(9n 4 | + |m|+m).

2m

3.3 Las Funciones de Prueba

Ahora bien, para aplicar el método variacional hay que escoger las funciones
de prueba.

El requisito bésico para elegir la funcién de prueba W.(z) es que contenga
las simetrias del problema { [7, 8]}. Ademds, si se estudia el estado base,
la funcién no debe desaparecer en el dominio en la que estd definida. El
potencial V,(z) = v—;‘fﬂ, debe reproducir las singularidades del potencial
original asi como su comportamiento asint6tice a distancias grandes.

Primero consideramos al mas simple de los Ansatz que satisfacen los
requisitos antes mencionados

W, = e—mz(rl +ra4r3) -0 Bﬂ’/“i’ (3_11)

en donde como antes, ry,Ty ¥ 73 son las distancias del electrén a los centros
1, 2 y 3 respectivamente, también 2 =12 +y’y e y B son pardmetros
variacionales. Esta es la funcién de prueba més simple, resulta ser el producto
de 3 funciones hidrogenoides (funciones de Heitler-London) por el orbital
de Landau més bajo. Bsta funcién de prueba da una buena descripcién
del sistema cercano a la posicién de equilibrio. Esta funcién tiene en total
cuatro pardmetros variacionales si incluimos las distancias B_ y R entre los
niicleos.
El potencial ¥, que le corresponde estd dado por
2 2 2
V, = 32%%? - Bf —zzm(-l-+—1-+i) BB
Ty Ta T3 4

+
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2220:?[ ! (p2+z(z+R+))

a— + —_—
172 T2T3

(p2 + z(z - R_)) +
Lp“+(z—R)(z+R)) (3.12)
TiTs - + ) ’

El segundo Ansatz que escogemos es el siguiente

¥, = (c”‘”z” +emAr 4 -*:"""Z"‘)e_‘s’n”z"g ) (3.13)

siendo el producto de un orbital de Landau por la suma de tres funciones
hidrogenoides (funcién de Hund-Mulliken o bien, Combinacién Lineal de Or-
bitales Atémicos “LCAO”), con az y f» también pardmetros variacionales.
Aqui se ha considerado el hecho de que el electrén esta més cerca de uno de
los protones. Tenemos entonces que a grandes distancias internucleares, i
da una buena descripcién para el decaimiento Hi* + H+p+p

En esta expresién a cada funcién o; = ¥ = e~en=80p'f4 coni=1,2,3;
corresponde un potencial de la forma

"bi 2 C’ﬂ Bg 2 2 20
V. A _ + afB + B -8B - <. 3.14
T e [a ( U a )° p Ti (3.14)

Un tercer Ansatz que se utifizé y que describe el modo de decaimiento
HI* = HY +pfue

O, = (e—agz(r;-{»r:} + gmoeBlritra) c—a:Z(rz+ra))e-—ﬁan’/4 , {3.15)
en el cual también o3 y f3 son pardmetros variacionales.

De la misma forma que para el Ansatz anterior, a todas las funciones
et = e-olritri)=B807/4 £ iy i §=1,2,3, les corresponde un potencial

2 R 1 1
Vi = 20’ + 20° (p———+ a4 )z) +apBp’ (— -+ —)
T.'TJ' Ti T,'

+ﬂ2£:2’32 - %0 (i + L) +BB. (3.16)

i ]

Esta funcién puede dar la mayor contribucién a distancias internucleares muy
grandes.

Para tomar en cuenta las distancias en equilibrio y las distancias grandes,
se usa una interpolacién de las ecuaciones (3.11), (3.13) y {3.15). De esta
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manera lenemos una cuarta funcién de prueba que es una superposicién no
lineal

Py = (e-n.Zn—asng—erg + e—ong; —auFra-neZry

+e—a4 Zri—agZra—agZra + e—ang, —aufra—asZry

+e—a;2r;—aann-a4Zr; + e—aaZn —a;Zrz—(qu;)e—ﬁ.Bp’[d, (3'17)

en donde ays6, P, 50D pardmetros variacionales. Esta funcién es una mo-
dificacién de la ecuacién de Guillemin-Zener usada para describir al ion mo-
lecular Hy . Podemos observar que si o = s = Qg = 01, la funcién (3.17)
se reduce a la funcién (3.11). Cuando oy = oy, @5 = @6 = 0, la interpolacidn
coincide con {3.13). También s1 oy = ¢5 = Gy, X = 0, la funcién (3.17) se
reduce & la funcién {3.15). En total se tienen seis parimetros variacionales.

Si igualamos dos de los pardmetros o encontramos una “superposicion
lineal parcial”

\I,slp = (e—u;Z(r;+r1)—ang3 +e—a.;Z(r.+rg)-nngg +eTu.Z(rg+rg)—a¢Zrl)e—ﬂ..ﬂp’/'l ]

(3.18)
Una quinta funcién de prueba empleada es una combinacién lineal de los
tres primeros Ansatz

Vi =AY+ Al + As¥s . (3.19)

¥ por 6ltimo consideramos un sexto Ansatz como una combinacién lineal

de g3 ¥ s
\I’g = ‘1’123 + A4q’q. (3.20)

Este Ansatz es en el que nos basamos en nuestras conclusiones acerca de la
exislencia del ion H* en un campo magnético intenso, por ser el que invo-
lucra todas las contribuciones de todas las funciones de prueba consideradas
anteriormente. Como se verd més adelante, los resultados obtenidos por los
c4lculos de la energia fueron los més pequeiios para esta funcién.




Capitulo 4

Técnica Computacional

4.1 Caélculo Numérico de Integrales

Ya hemos mostrado que el cdlculo de la energia variacional para el ion Hit
se reduce a calcular la integral

‘J:d);,(-—A + V)apdr
[33 Wy pdr ,

del capitulo Uno. Este tipo de integrales es imposible de resolver analiticamente,
por tanto, se tienen que utilizar métodos numéricas para calcularlas .

En el presente trabajo se utilizé un programa para computadora que hi-
ciera el cdlculo de la integral utilizando ciertas subrutinas que se valen del
método de Cuadratura Gaussiana para aproximar integrales. Asi, lo que se
tiene no s un valor exacto de la integral definida, sino una aproximacién
para su valor con una precisién relativa estimada de 1076

La integra! a resolver es una de tres dimensiones que se debe calcular en
todo el espacio, esto plantea el primer problema para elaborar el programa.
Tenemos que no es posible indicarle a la computadora que haga una inte-
gracién de —co a +oo. Una opei6n es hacer cambios de variable de manera
que los limites de integracion queden finitos, pero haciendo esto se pierde
precisién.

Lo que se hizo entonces es cortar los intervatos en un limite finito, esto se
puede hacer pues las funciones que integramos decaen exponencialmente; la
dificultad ahora es como elegir estos limites.

El problema se complica todavia mds cuando nos damos cuenta que la

Epar = (4.1)

13
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funcién a integrar depende de varios pardmetros variacionales para ios cuales
el valor aproximado de la integral se tiene que minimizar, lo cual implica
utilizar otro programa que haga este trabajo.

En principio el programa trabaja de la siguiente manera:

e Recoge los valores de inicializacién de los pardimetros variacionales me-
diante un archivo de datos redireccionado al programa ejecutable. En
este archivo también se incluyen los limites de las regiones para las
cuales se hard la integracion. La eleccién de estos intervalos depende
de la precisién que se quiera, esto iltimo se explicard con detalle mds
adelante.

s Calcula la integral usando un subprograma lamado DGAUSS que es
parte de la biblioteca de funciones matemdticas MATHLIB del CERN.

» Mediante una funcién FCN del programa calcula la energia variacional.

o Usa la subrutina MINUTT también de la biblicteca del CERN para
minimizar la energia con respecto a los pardmetros variacionales, esta
subrutina llama a la funcién FCN.

e Calcula la precisién relativa valiéndose de los limites de integracion de
los intervalos utilizados para el cdleulo de la integral.

4.2 Técnicas del Programa

Usamos coordenadas cilindricas (4, ¢, z), lo que hace que las integrales de
tres dimensiones se reduzecan a integrales de dos dimensiones (Por la simetria
azimutal de! problema). En estas coordenadas, pvadeQaocoy zva de —oo
a +00.

Como ya se habia dicho, se utilizan limites finitos para hacer el cdlculo
de la integral. Con esta idea lo que se hace es dividir la region de integracién
en cuatro partes (ver figura 4.1). Una parte es la regién bdsica y comprende
los limites finitos para ambas variables z y p, para la primera variable los
limites serén denotados como Upz y Loz, para la segunda vanable serdn
0 y Uprho. Los limites en z estin dados en unidades de R, y f_ para
+2 y —z respectivamente. Las otras tres regiones estardn relacionadas con
la precisién que queremos; una regién Deltaz2 para las correcciones que va
en la coordenada z de Upz a 2Upz y en la coordenada p va como en la
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regién bdsica. Otra region Deltazl que va en z de Loz a 2Loz y p igual
como en la regién basica. En la tercera regién Deltarho, z va como en la
regién bésica pero ahora p va de Uprho a 2Uprho. Con esto uno encuentra
valores para Upz, Loz y Uprho tal que la razén entre la energia calculada en
cualquiera de las regiones Delta 21, Delta 22, Deliarho y a energia calculada
en la regién basica sea del orden de 10-%, que es la precisién que queremos
tener usualmente. De esta forma se resuelve el problema de los limites dando
valores finitos que dependen de la precisién deseada. Todavia més, la regién
basica se subdivide en varias regiones para tomar en cuenta que las regiones
que rodeen a los protones contribuyen mas al cilculo de la energia, asf se
tienen mas regiones dadas por la coordenada z alrededor 0, R_ ¥y R, que
son las posiciones de los centros a lo largo del eje z. En el programa que se
usé para calcular los puntos del pozo de potencial se llegd a dividir la regidn
basica hasta en diez regiones para mantener las contribuciones de cada uno
de los centros.

Cabe aclarar que como en la formula (4.1} las funciones a integrar en
el numerador y en el denominador son diferentes, los limites de integracién
serén distintos aunque las regiones sean las mismas.

1
|
n
|

i

|

1 iprho
Dl‘.llJ rho

!

i \ | | upeno
et

Ocluazl x| X rl
BREEEE

.oz Loz R [+ R+ Upz 2Upz

1| Iv: v Dehaz? '

",.

i

Figura 4.1: (a) Diagrama de las regiones de integracién

4.3 Rutinas Estandar Utilizadas

Ahora daré una breve descripcién de los dos subprogramas que se utilizaron
para el programa. Ambos, forman parte de la biblioteca de rutinas ma-
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tematicas del CERN.

4.3.1 Subrutina DGAUSS

DGAUSS calcula con una aproximacién especificada el valor de la integral

L " f)ds. (4.2)

Asi, este subprograma es de la forma DGAUSS(F, A, B, EFPS) donde

F es un subprograma {FUNCION) dectarada externa en el programa. prin-
cipal.

A, B, son los puntos limite de! intervalo de integracién.

EPS es el pardmetro de aproximacién.

DGAUSS es una variable de doble precisién y A, B y EPS son del mismo
tipo que la funcién F.

Para cualquier intervalo [a, ] se define gg(a,b) y gis(a, b) como la apro-
ximacién por cuadratura gaussiana con 8 y 16 puntos respectivamente. En-
tonces si G = DGAUSS,

x
G = zgls(zi_l,x;). (4.3)
i=l
Los puntos z;(i = 1,2,...) estdn dados por z; = z;_; + A{B — ;_), con

A igual al primer niimero de la sucesidn 1,1/2,1/4, ... tal que r(z;_;, ;) <
EPS, si definimos a r como

rla, b} = Iglsl(t?}l:(g?g;i b“ {4.4)

4.3.2 Subprograma MINUIT

El paquete MINUIT encuestra el minimo de una funcién de varios parametros,
ademads de que analiza la forma de la funcién alrededor del minimo. En nues-
tro caso lo que hace es ir fijando y restaurando los pardmetros al tiempo que
busca una minimo global para la funcién. Esta rutina lee los valores de ini-
cializacién de los pardmetros desde un archivo de datos.

La funcién FCN debe ser siempre una subrutina que calcule el valor de
la funcién que va a ser minimizada con los siguientes parametros:
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e Pardmetros de entrada

— NPAR Ntimero de parimetros variacionales.
— XVAL Vector de pardmetros.

— IFLAG Indica qué calcular.

— FUTIL Rautina utilitaria.

o Pardmetros de salda

— FVAL El valor calculado de la luncidn.
— GRAD El vector de primeras derivadas.

4.4 Programa General

Este es el programa que se utilizé para hacer los clculos finales, corresponde
al Ansatz tatal, es decirala superposicién lineal de todos los Ansatz mencio-
nados en el Capituto 3. Por supuesto, s el que mejores resultados dié pues
se considerd al sistema en su estado més estable (R, = R. = R, en donde
R., es la distancia en equilibrio).

Para los datos mostrados en las primeras tablas del capitulo de resulta-
dos, se utilizé un programa adaptado a cada uno de las funciones de prueba
que se utilizaron; es decir, en el programa se cambiaba la funcién de prueba
atilizada asi como los potenciales usados.

Fu el caso del Ansatz total los cdlculos se hicieron tomando Ry = R_ =
R, Esenel calculo de los puntos en las graficas de los pozos de potencial
donde si se uso el programa tomando R, y R. como das pardmetros dife-
rentes.

Incorporo al final, un ejemplo de un archivo de entrada con los datos
necesarios para que el programa haga el cdleulo y de su archivo de salida con
los resultados correspondientes.

4.4.1 Rutina Principal

Se ha cambiado el formato del programa a dos columnas, dnicamente con el
motivo de ahorrar espacio.
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naansnnna

on B BN

Minimizacion en MINUIT

Ulises Solis Hdaz.

ICK-URAM

Programa h3pp s.f

Este programa minimiza la ansrgia
del ion molecuyler Hi«+

Proyecto: DGAPA IN105298

PROGRAM h3

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)
COMMOH /PARMS/ B,alpbal,botal,A2,

% alpha? betaZ, A3, alphal,betad,

§ R, A4,nlphad, alphab,alphed, betad AL
COMMOX fUPLIM/ UPzM, UPzD, UPrhoN,
% UPrhoD, EPSR(2), EPSZ(2)

COMMON /LIMITS/ AN(2),DN(2),EPSN(2),
$ AD(2), BB(2), EPSD(2)

COMMON /FLAGS/ icoxr, iprint
EXTERNAL FCN

rend(5, 4}

Tend(5,)Bx, icorr, iprint
read(G,s)

rosd{5,*)

read{6,*)UPrhoN, UPrhol, EPSA()/
EPSR{2)

read(6,e)

read (6, »)UPzN, UPzD , EPSZ(1) ,EPSZ(2)
rand(5,v}

Limitas en Z en unidades de R+
unitsw=2. 350600 !Unidades
B=Bx/unite
‘B o2 unidades da Bo

'Bow1/2.36 (1/2,3505)
Inicializando Minuit
Estableciendo numaro do unidades
para datos de input/eutput
ird=5 !llzit number paras lsctura
ivre¢ {Unit pumber para sscribir
isava? {Uait nunber para salvar

eall mninit{ird, ivr,isav)
Llamavdo o MINUIT

CALL MINUIT(FCN,0)

atop

wnd ! FIN DEL PROGRAMA

RAL L L T T L R L T Y Y YT 1T ]
SUBRUTINA FCN

subroutine fen(MPAR,GRAD,FVAL,IVAL,/
TFLAG.FUTIL)

fmplicit double precision (A-H,D-Z)
dimensjon GRAD{#} ,XVAL(»#)

COMMON /PARMS/ B,alphai ,betal,A2,

t alpha2,bats2,43,alphad, beta3,R,

$ 44 ,alphad,alphab,

3 alphas,betad, il

AAN ARG 6D
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COMMQN /UPLIM/ UPz¥, UPzD, UPrhoN.

§ UPrhoD, EPSR(2), EPSZ(2}

COMMON /LIMITS/ AN(2), BN(2),

$ EPSN(2),aD{2), BD(2), EPSD(2)
COMMON /FLAGS/ icorr, iprinmt
EXTERNAL EVAR

Asignacicnas

R = XVAL{1)

AL = XVAL(2)

alphai = X¥AL(3)

betal = XIVAL(4}

A2 = IVAL(S)

alphe2 = AVAL(6)

beta2 = IVAL(T)

A3 = XVAL(B)

alphad = IVAL(S)

batald = IVAL(1D)

Ad = XVAL(11)

alphad = IVAL(12)

alphat = IVAL(13)

alphad » XVAL(14)

batad = IVAL(16)

Limites Supsriores EPS
UPzN EPSZ(1)
UPzD EP3Z(2})
UPrhoN EPSR{1}
UPrheD EPSR(2)

Integracion sobrs 6 regiones sn“z"

upzl = R/3.0D0

upz2 = 2,0D0+«R/3.000
upz3 = R

upzd = 4.0D0=R/3.0D0

Region I: z(0,R/3} rho(0,UPrho)
limites para numerader

AN(1) = 0.0D0
AN(2) = 0.0D0
BY{1} = upxl

BN(2) = UPrheN

EPSN(1) = 1,0D-08
EPSN{2) = 1.0D-09

limites para dememipador

Ap(1) = 0.0DC
AD(2) = 0.0DC
BM1) = mpz1

B2) = UPrheD

EPSD(1) = 1.0D-09
EPSD(2) = 1.0D-09

Integracion sobre regioen 1
CALL EVAR(ENERGY,ENUM, EDEN)
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ENUM1 = ENUK

EDEN1 = FDEN

1f{iprint.eq.1) then

write(s »)

write(+,+)

write(s,+)'Integration over region 1*
write(,+) ENUM: ' ENUML

write{s,+) 'EDEN;* EDENL

end if

Region II: z( R/3,2R/3)

AN(1) = upzl ! Limites para z
BN(1} = upz2

AD(1) = upzl

BD(1) = upz2

EPSK(1) = 1.QD-0Q
EPSK(2) = 1.0D-0%
EPSD(1} = 1,0D-09 *
EPSD(2} = 1.00-09

Integracion sobra ragion 2

CALL EVAR(ENERSY,ENUM, EDEN)

ENUMZ = ENUM

EDEN2 = EDEN

if(iprint.eq.1} then
writo(e,+) ' Integration over regionm 2’
writa(e, +) ENUN:* ENUMZ

vrita(s, +)'EDEN: * EDEN2

end if

Region III: z(2A/3, R) 1ho{0,UPrhe)
AN(1) = upz2 ! Lizites para z
BN(1) = upxzl
AD(1) = upa2
BD(1) = upz3

EPSK(1) = 1.0D=09
EPSN(2) = 1.0D-09
EPSD{1} = |.0D=09
EPSD(2} = 1.0D-C9

Integracion sobra region 3
CALL EVAR(ENERGY,ENUM,EDEN)
ENUM3 = ENUM
EDEN3 = EDEN
if{iprint.eq.1) then
vrite(#,+)’'Integration over region 3’
writa(=, ) ENUN:' ENUM3
writa(s,*}'EDEN: ' ,EDEN3
and if

Region IV: z( R,4R/3) rho(0,UPrhoe)
AN(1) = upz3 ! Linites pars z
BE(1) = up=4
AD(1) = upz3
BD(1)} = wpzd
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EPSN(1) = 1.0D-09
EPSN{2} = 1.0D-09
EPSD(1} = 1.0D-09
EPSD(2) » 1.0D-09

Integracion sobre region 4
CALL EVAR(ENERGY ,ENUM,EDEN)
ENUM4 = ENUM
EDEN4 = EDEN

ENUMIV = ENUM1+ENUM2+ENUMI+ENUNA
EDENIV » EDEN1{+EDEN2+EDEN3+EDEN4

if{iprint.eq.1) then
write(s,s} Integration over roglon 4*
write{=,s) *ENUM: *  ENUNA
vrite{w,+) 'EDEN: ' EDEN4

end if

Region ¥: z(4R/3,UPz) rho{0,UPrhe)
if ((UPzN.1a.1.3300).0r.\
(UPzD.1e.1.3300) }then

vrite(»,e)

vrita(s, *)

write(*, )

vrita(s,4) sdse Warnipng sesse’
writa(*,+)'Upper limite in z must’
vrite(»,*)’be greater than 1.33 R’
writa(e,s)

write{s,s) 'Progran Aborted ...*
writa(+,s)

write{e e)’esne Warning sesse’
stop

end if

AN(1) = upz4 ! Limites para ¢
EN(1) = UPzN+R

(1) = upzd

BD(1) = UPzD+R

EPSN(1) = 1.0D-08
EPSH{2) = 1.0D~00

EPSD(1) = 1.0D=09

EPSD(2) = 1.00-09
Integracion sobre regicn 6
CALL EVAR{ERERGY,ENUM, EDEN)
ENUME = ENUM

EDENG = EDEN

sf{iprint.eq.1) then
vrite(s, ) Integration over region 5°
vrite(*,*) "ENUN: ', ENUMG
writa(+,¢) 'EDEN: ' EDEXG

end if

ENUMT = ENUML+ENUM2+ENUMI+ENUMA
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§ +ENUME
EDENT = EDEN1+EDEN2+EDENI+EDEN4
8 +EDENG

F¥AL = ENUMT/EDENT

if (ABS(FVAL) .ge.1.D7) than
vrite(=, ») EMERGENCY STOP'
write(s,+)'{Energy seams to diverge)’
STOP

and if

if(iprint.eq.1} then
vrite(s,+)'R =R
vrita(s,e)’alphal =? alphal
writeal+, *) 'hetal =’ batal
wTita(*, *) A2 = A2
wTite(+,+) 'alpha2 =’ alpha2
vrita(e ¢} 'beta2 =’ bata?
eTita{*, +) A3 =' A3
wTita(*, ) 'alphad =’ alphal
wTite(*, 4} "batad =? betad
=" A4
write(+,+)’alphad =’ alphad
vrita(#,¢)'alphab =*,alphab
vrita(s,¢)'alphaé =", alphal
urite(s, s} 'bated =' betad
snd if

write(e,s) 'Energia Yariacional:',FVAL

it(icorr.eq.1)then

CORRECCIONES
EPSN(1) = 1.0D-08
EPSH(2) = 1.0D-06
EPSD{1) = 1.0D-08
EPSD{2) = 1.0D-08

Integracion sobre

jatervales adyacantes

Delta-z:  z(UPz,2+UPz}
Dolta-rho: rho(UPrho,2+UPrho)
Correcciones de Dalta rhe

A¥(1) = 0.0D0 ! Limites para z

BX(1) = UPzi+R
AD(1} = 0.0DO
BD{1} = UPzDeR

AN(2} = UPrhoN ! Limites pars rho
BN{2) = 2.0D0UPrhol

AD(2) = UPrheD

BD(2} = 2.0D0*UPrhol

Integracion mobre region DaltaRho
urita(e, )"’ !
CALL EVARCENERGY ,ENUM,EDEN)

ENUMR = EXUM

4001
4002
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EDENR = EDEN

ENUMAR = ENUMA/ENUMT
EDENRR = EDENR/EDENT

vrite{e, *) 'Relative contributiona’
urite{s,»}' froa Delta-fho’

writa(s, s) 'Erum Delta-Rho:*, ENUMR
write(»,») 'Eden Delta-Rho:’ EDENR

vrite(», 4002)EDENRR
format{'Numer. Relative Errer:’,E16.8)
format{'Denca. Relative Errer:’',E16.5)

EARMIN = 1.0D-06
ERRMAX = 3.56D-08

if (ARS(ENUMRR) ,LE,ERRMIN)then

writa{s «)'ex Dacroase limits"
writa{s ¢)' in rhe for mumer e+’
alseif (ABS(ENMRR) .GE. ERAMAX ) than
write{s, v} '*¢ Increase limits *
write{+,*)'in rho for numer *=’
andit

12 (ABS(EDENRR) .LE. ERRNIN) then
vrita(e +) s+ Decreass limits’
writs{*,*)'in rho for depem’
alseif (ABS(EDENRR) .GE.ERRMAX)then
write{s,+)'s» Incrosas limits’
writea{+, +)’ in rhe for denom #»e'
andif

Correccionon de Delta x

AN(1) = UPzNeR ! Limitea para z
BN(1) = 2.0DO*UPZU*R

AD(1) = UPzDeR

BD(1) = 2.0D0+UPzD+R

AN{2) = 0.0D0
BN (2) = UPrhoW
AD(2) = 0.0D0
BD(2) = UPrheDl

! Limitos para the

Intagracion scbre region Dalta 2
write(®, #) mmmmm e e e '
CALL EVAR(ENERGY,ENUM, EDEN)

ENUMZ = ERUM

EDENZ = EDEN

Contribucionas relativas
ENUMZR = ENUMZ/ENUMT
EDENZR = EDE¥Z/EDENT

writu(s, +}’Ralative contributicns’
wrice{s, )’ from Delta-z'
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anf an n

a

vrite(s,s) Enun Delta-z:’ ENUMZ
urite(e »)'Eden Dalta-z:' EDENZ
vrite{e 4001) ENUMIR
write(s ,4002) EDENZIR

$7 (ABS(ENUMZR) . LE .ERRMIN) then
write(¢, #) 4+ Dacresss limite’
write(s,¢)’ in z for numer #+’
alaaif (ABS(EDNCZR) .GE.ERAMAX) then
vrite{® +}'se Increass limits’
writa{e,s)" in z for numer *+’
apdif

if(ABS{EDENZR) .LE .ERRMIN) then
writa(e,e)?e* Dacreass limita’
vrita(e,*)’ in z for donon s’
«lswif (ABSCEDENZR) .GE.ERRMAX}then
write(¢,+)'s* [ncrease limits’
vrite(e ,+)'in z for danam e’
endif

ondif 1 FIN DE CORRECCIDNES
return
and

P e

SUBRUTINA EVAR{ENERGIA)

flutine DGAUSS del CERN-1lib
SUBROUTINE EVAR(ENERGY,ENUM,EDEN)
IMPLICIT DOUBLE PRECLSION(A-H,0-2)
COMMDH /PARMS/ B,alphal,betal,.A2,

$ alpha2,bata2,43,slphad,betad,

8 R,Ad,nlphad alphaf,nlphet, batad, Al
COMMON /LIMITS/ AN(2), BE(2},

$ EPSN(2),AD(2), BD(2), EPED(2)
EXTERNAL FiM, FiD, DGAUSSL,

$ DGAUSS2,DCAUSSY, DGAUSS4

2ERQ) = 1.0D-12

ENERGY = ZERD
EKUM = ZERD
EDEN = ZERD
------ HOMERATOR =====r-
Caleulands integral para numerader
ENUM=DGAUSSS (F1N,AN(1) ,BN(1) ,EPSN(1))
------ DENOMINATDOR-—=-~
Calculsndo iategral para dencminader
Intexrvalo Baaico

EDEN=DGAUSS3 (F1D,AD(1) ,BD(1) ,EPSB(1))

GCalculando la energia variaciopal:
ENERGY = ENUM/EDEN
RETURN

o6

na a0
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END ! Fin de EVAR

DOUBLE PRECISION FURCTION F1N(Z)
IXPLICIT DOUBLE PRECISIGE (A-H,D-Z)
COMMON /PARMS/ B,alphal, bstal, A2,

$ alpha?,betad, AS3,alphad, betad,
$ R, A4,alpbad,alpheb;alphad,betad, Al

COMMOY /LIMITS/ AW(2),BN(2),EPSR(2},

$ AD(2), BD{2), EPSD(2)

COMMON/COORDS/ X(2)
EXTERNAL F2N, DGAUSSZ

write(e,*)'Inside FIN*',Z
1{1)=2 ! COORDENADA Z
FIN=DGAUSS2 (P2N, AN(2),BH{2} ,EPSN(2))

RETURN
END

DOVELE PRECISIOR FUNCTION F2W{RHO)
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-2)
COMMOE /PARMS/ B,alphal betal,A2,

$ alpha?,bets?,48,alphed, betas,
$ B.A4,alphad,alpheS,slphad,betad, AL

COMMON fLIMITS/ AN(2), BN(2), EPSN(2),

§ AD(2}, BD(2), EPSD(2)

COMMDN/CODRDS/ X(2}

X(2)=RHO { COORDENADA RHD
X(1}=Z ! COORDENADA Z
FORMULAS

F2¥= (ouoerader)

Tha2uX(2)+1(2)

T1=DSQRT(rho2+ (X{1)+R) *(X(1)+R))
r2=D3QRT(rbo2+ R{1)*X(1)}

3=DSQRT {xho2+ (X (1) =R}+(X(1)-R))
BaBrisbatal+Bérho2/4.000
BoBrZ=betal2sBeérho2/4.000
BeBr3sbetalsBerho2/4.0D0
BaBrdsbetadeBerho2/4.000

Vr =(1.0D0/r1) + (1.0D0/r2) + (1,000/r3)
Vris(alphad/r1)+{alphat/r2)+{(alphed/r3}
Yr7a{alphad/ri)+(alphab/r3}+(alphad/r2)
Yr3s={alpha4/r2)+(alphab/r1)+(alphad/rd)
Yra=(alpha4/r2)+ (alphat/r3)+ (alphas/r1)
Yr5=(alphad/r3)+(alphat/r2)+{alphud/ri)
Vré=(alpha4/c3)+(alphab/r1)+(alphad/r2)

Ri2 = (1.000/r1)+(1.0D0/r2)
R23 & (1.0D0/r2)+(1.0D0/13)
R31 = {1.0D0/r3)+(1.0D0/rl)
P12 = {Tho2+{X(1)+R)*X(1))/(x1er2}
P23 = {rho2+X(1)e(X(1)-R))/(r2s13)
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P31l = (rho2+(X{1}+K{1)-R*R)}/(r3+r1) V4G= + 2,0D0=alphadealphaeP31
¥ = -2.0D0*Wr + BePerho2/4.0D0 + $ + 2.0D0+alphaf+alphaBePi2
$ 5.000/R ! Original Potential $+ 2.0D0+alpha8+alphadeF23 +
< § betad+BsBeBr4 + betad+Berho2+¥rd
< sshnsatzdss §- 2.0D0+¥r8 + nlphadealphas +
L3 Funciones de Onda § alphabealpha5 + alphafealphaé
Psidl = DEIP(- alphadsri - alphaBer? §- batadeB
§ - alphager3 - BeBr4) c
Pri42 = DEXP(- ajphadsrl - alphaber3 c Funcicnes de (da (Ansetzd)
$ - alphaGer2 - HaBrd) psi3i= DEXP(-alpha3d+{ri+r2)-HaBr3)
pi43 = DEXP(- alpha4sr2 - alphaberi psi32= DEXP(-alphads(r2+r3)-BebBr3)
§ ~ alphaBsrd - DaBrd) paildd= DEXP(-alphade(r3+r1)-BaBr3)
Paidd = DEXP(- alphater2 - alphaber3 peid = psidl + psid2 + peid3d
§ - alphaSeri - BeBrd4) e
Ppsid6 = DEXP(- alphader? - alphaer2 c Potenciales (Ansatz3)
$ - alphafieri - Babrd) ¥ilm =2,0D0+alpha3sRi2 +
psids = DEIP(- alpha4erd - alphaSeri § betadeD+BeBrd +
§ - slpkaBer2 - BaBr4) $ alphajebatadeBerho2of12
Psid = paldl + paid2 + psidd + $+ 2¢alphadtalpha3+P12 +
§ paidd + paid5 + paids § 2salphadsalphald - betad+B
€ Vaz= -2.0D0+alphad=R23 +
€ Potencislag $ bata3eBeBeBrd +
Vilw + 2.0D0valphadsalphabeP12 + $alpheaiebetadsBerho2+i23
$ 2.0D0walphaSealphateP23 $+ 2ealphadealphald+P23 +
$+ 2,0D0valphaBealphndsP31 + §2+alphai+alphal - beta3«B
§ botad+EsBaBr4 + betadsBasrho2e¥rl V33= -2.0DOealpha3sR31 +
§- 2.0D0+¥r1 + alphadralphad + $batn3+B+BaBr3 +
§ alphab*alphsf + alphaSealphed $ alphad+bata3eBerho2eR31L
$- batad+d $+ 2¢nlpha3d+alphaldepal +
V42= + 2.0D0+alphad+mlphatep3i + § 2*alpha3+alpha3 ~ batad+B
$ 2.000%alphafealphadep23 c
$+ 2.0D0*alphabeal phadeP12 + c Punciones de Oaoda (Ansatz2)
§ batad+BeBeBrd + batad+Berho2eyr2 p2i21=DEXP(-aipha2+¢ri-BaBr2)
§- 2.0D0+¥r2 + alphadealphad + poi22=DEXP(~alphaler2-Babr2)
§ alphaSsalphef + alphafiealphad psi23=DEIP (-alpha2ery-Babrz)
§- betadsB poil = psi2l + pui22 + paila
Y43= + 2.0D0+alphadsalphabeP12 + <
$ 2.0D0salphab+alphassP3) [ Potenciales (Ansatz2)
§+ 2.0D0=alpha+alphaqdspP2y + V2i= -2.0D0*alpha2/r1 +
§ batadsBeBoBrd + batadsBerho2eVrd § beta2+BeBabr2 +
$- 2.000s¥Vr3 + alphadvalphad » § 4.0D0*alphaZebaBr2/r1
$ alphabealphab + alphafeslphaf $+ alphaZ+alpha? - bataZsB
$- batadsB ¥22= -2.000%alpha2/r2 +
Vé4= + 2.0D0Ovalphadealphafep2a $ betal+BeBeBr2 +
$ + 2,0DO%*alpheG+alphafeP31 $ 4.0D0+alpha2eBoBr2/r2
$+ 2.0D0*alphadealphadsPiz + $+ wlphaleslpha? - betaleB
$ botad+BeBoBr4 + batad+Berho2eVr4 V23s -2,0D0%alphal/r3 +
$- 2.0D0+Vr4 + alphadealphad + § betaleBeBeBr2 +
§ aiphaSealphab + alphaGealphas $ 4.0D0salpha2vBeBr2/r3
§- batad+B $ + alphaZealpha2 - beta2+B
¥45= + 2.0D0%alphad+alphabeP23 + ‘e
$ 2.000+alphabvalphadeP12 < Funciones de Onda (Ansstzi}
$+ 2.0D0salphadenlphadsPil + pail= DEXP(~alphals(ri +
§ batndsBsBuBrd + batadsBerho2sVrh $ r2 + r3) - Bebrl)
§= 2.0D0Vr5 + alpha4+alphad + <
§ alphaSeslphat + alphativalphas € Potsnciales {(Ansatzi)

$- betad+B Pt = -2.0DO*alphalsVr
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o

P8 = batalebetaleBeBerho2/4.000
P9 = 2.0D0%alphalealphal+

§ (P124P23+4P31)

PLO= alphaisbetalsBerho2eVr

Vis PT + P8 + PO + P10 +
$ 3.0D0+alphaiealphal - betalsB

Funcion de Onda de Prueba
pai = Alepail + A2epai2 +
§ A3*peid + Adepaid

FaNmi(2)4puie(¥epai - AleVispeil
§ - A2e{V2lepsi2l + V22epai2?

$+ V23epsiZd) - A3e(V3lepai3dl +
§ V320pai¥2 + V33+paild3d)

$ - A4e{Vdlepaiql + V42epsid2

$+ V43epaidd + VAdepaidq +

$ ViS*paidb + V4G+paies))

RETURK
END
D T T Y T PP ey

DENODMNINATOR

DOUBLE PRECISION FUNCTION FiD(Z)
IMPLICIT DDUBLE PRECISION (A-H,0-Z)
COMMON /PARMS/ B,alphal, betal A2,
$alpha2,bota2,Ad,alphad, betal,

$ R, A4,alphad, alphab,adphas batad At
COMMON /LIMITS/ AN(2), BH{2),

$ EPSN{2), AD{2), BD(2), EPSD(2)
COMMDN/COORDS/ X(2)

EXTERNAL F2D, DGAUSS4

I(1}mz ! COURDENADA Z
F1D=DCAUSS4(F2D, AD(2) , BD {2} .EPSD(2))
RETURN

END

RO PN INNR R SR U T PN RO b kA Rk R

DOUBLE PRECISIGN FUNCTION F2D(RHO}
IMPLICIT DUUBLE PRECISION (A-H,0-Z)
CUOMMON /PARMS/ B,alphal.botal, A2,
% alpha2,beta2,Ad, alphad,beted,

# A,Aid,alphad,alphat,nlphad, betad, il
COMMON /LIMITS/ AN(2), BN(2),

¢ EPSA(2), AD(2), BD(2), EPSD(2)
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CUMMOR/COGRDS/ X(2)

1{2)=RHO ! COORDEXADA RHO

F2D= (densminador)

FDRMULAS

rho2=X(2)*X{2)
t1=DSQAT{rhe2+(X{1)+R)+(X(1)+R))
r2=DSQAT(rko2¢ X(1)+X(1))
r3=DSQRT(rho2+(X(1)-R)«(X(1}-R)}
BaBri=batal+Berho?/4.000
BeBr2sbata2sBerho2/4.0D0
BeBri=batajsBerhol/4.000
BoBrdsbotadesBerho2/4.0D0

Funcienss de Onda

psidl = DEXP(- alphaderl - alphaber2
$ - alphaSer3 - BsBr4)

peid2 = DEIP(- alphaderl - alphaberd
$ - alphaSer2 - BelHird)

paid3 = DEXP(- alphad*r2 - alphaberl
1 - alpha8+rd - BaBrd)

psi44 = DEXP{~ alpha4#r2 - alphaberl
$ - alpha8eri - BeBrd)

psid6 = DEXP(- nlpbad+rd - nlphaber2
$ - alphafsrl - BaBrd)

peid46 = DEXP{- alphadsrd - alphaSeri
3 - alphaBer2 - BaBrd)

peid = paidl + psid2 + paidld +

$ paidd + paidb + paidd

pai3l= DEXP(-alpba3e{ri+r2)-BeBrd)
puid2= DEXP(-slphade{r2+r3)-beBri)
pei33= DEIP(-alphades (ri+ri)-BeBr3d)
psid = pai3l + paid2 + peidd
psi21=DEXP(-nlphader1-BeBr2)
psiZ2=DEXP (-nlphaZer2-Babr2)
psi23=DEXP(-alphaZer3-Belr2)

pei2 = pai2l + psi22 + psi23

pailm DEXP(-alphale(ri + r2 + r3)

$ - Babril)

Funcion de Onda de Prusba
pai = Alepail + AQ%pei2 +
$ Ad*psild + Adepaid
F2D=1(2) »puispsi

RETURN
END

P T Y P P P R S L LT Y DL L]
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4.4.2 Archivo de Datos
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El siguiente es un archivo de datos que contiene los valores de entrada para
los pardmetros variacionales, también muestra los limites para las tres regio-
nes de integracién, Se trata de un ejemplo para B = 10" Gauss que en el
archivo esta indicade por B=1000, por ser la convencion usada cuando se
tienen unidades atémicas. En este caso no hay minimizacién y se considera
la configuracién en equilibrio donde R_ = R,. EPSes el parametro de apro-

ximacién de la rutina DGAUSS.

Magnetic field (in units of B_0) and flags for corr l=yes and iprint

1000.0D0 1 0

. for "rho"

. for z in units of R+

. for z in units of R-

(Superposition)’

PUSN SRS RS S RS ettt

NUM DEN EPSN  EPSD Integration Up. Lim

0.282D0 0.288D0 1.D-09 1.D-09

NUM DEN EPSN  EPSD Imtegration Up. Lim

10.4D0 10.4D0 1.D-09 1.D-09

NUM DEN EPSN  EPSD Integratiom Up. Lim

-10.4D0 -10.4D0 1.D-09 1.D-09

SET TITLe

"Variational Energy for H3++ in a magnetic field

PARAMETERS
1 ?* R- * 0.34459 0.00 0.0 5.0
2 7 A T 1.00000 0.00 0.0 0.0
3 * alphal * 1.17320 0.00 0.0 9.0
4 ' betal ' 0.91538 ¢.00 0.0 5.0
5 ' A2 ' -.11085 0.00 -10.0 20.0
6 ' alpha2 ' 2.13840 0.00 0.0 30.0
7 ' beta2 P 0.79493 0.00 0.0 20.0
B ' A3 > 0.11610 0.00 -9.0 20.0
9 ' alpha3 ' 1.49040 0.00 0.0 10.0
10 ’ betald ' 0.90896 0.00 0.0 10.0
11’ A ' 0.36202 0.00 -2.0 10.0
12 ' alpha¢ ' 2.71580 .00 -2.0 50.0
13 ' alphab ' 0.50923 0.00 =-2.¢ 10.0
14 * alpha6 =’ 0.49881 0.00 -2.0 50.0
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15 ' betad ' 0.89196 0.00 6.0 2.0
16 ' R+ ' (.34459 0.00 0.0 5.0

SET EPSmachine 0.0000001
SET STRategy 2

MIGRAD 500

STOP

4.4.3% Archivo de Salida

Una vez hechos los calculos, el programa tiene un archivo de salida con los
resultados. El siguiente archivo es el que corresponde al archivo de entrada
de la seccién anterior, muestra los valores de los pardmetros variacionales
como constantes, asi como la energia variacional calculada (FCN). También
se indica la precision relativa para cada regién de integracion, tanto del nu-

merador como del denominador de la funci6n {4.1).
FCN= 410.3499 FROM PARAMETR STATUS=RESET 2 CALLS 2 TOTAL
EDM= unknown  STRATEGY= 1 NO ERROR MATRIX
EXT PARAMETER CURRENT GUESS PHYSICAL LIMITS
NO. NAME VALUE ERROR NEGATIVE POSITIVE
1 R 0.34459 constant
2 Al 1.00000 constant
2 alphat 1.1732 constant
3 betal 0.91538 constant
4 A2 -0.11095 constant
5 alpha2 2.1384 constant
6 beta2 0.79493 constant
B A3 0.11610 constant
9 alpha3 1.4904 constant
10 beta3d 0.90896 constant
11 A4 0.36202 constant
12 alpha4 2.7158 constant
13 alphab 0.50923 constant
14 alphaé 0.49881 constant
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15 betad 0.89196 constant
16 R 0.34455 constant

*k 1 *+*SET EPSMACHINE  0.1000E-06

FLOATING-POINT NUMBERS ASSUMED ACCURATE TO  0.100E-06

** 2 *xSET STRATEGY 2.000

NOW USING STRATEGY 2: MAKE SURE MINIMUM TRUE, ERRQORS CORRECT
¥ 3 *==MIGRAD 500.0

A 4 =»3TOP

CALL TO USER FUNCTION WITH IFLAG = 3

Energia Variacional: 410.349883

Relative contributions from Delta-Rho
Enum Delta-Rho: 6.19016979E-09

Eden Delta-Rho: 2.19700459E-11
Numer. Relative Error: 0.11614E-07
Denom. Relative Error: 0.16915E-07
** Decrease limits in tho for numer **
** Docrease limits in rho for denom **

Relative contributions from Delta-z1
Enum Delta-z: 9.29918414E-09
Eden Delta-z: 2.0848689E-11
Numer. Relative Error: 0.17448E-07
Denom. Relative Error: 0.16052E-07
«* Decrease limits in z for numer »=*
*x Decrease limits in z for denom »*

Relative contributions from Delta-z2

Enum Delta-z: 9.29918414E-09

Eden Delta-z: 2.0848689E-11
Numer. Relative Error: 0.17448E-07
Donom. Relative Error: 0.16052E-07

*x Decrease limits in z for numer *=»

*+ Decrease limits in z for denom **

.......... MINUIT TERMINATED BY MINUIT COMMAND: STOP




Capitulo 5

Resultados

5.1 Resultados para cada Ansatz

Sustituyendo el hamiltoniano para el ion H; y el potencial correspondiente
en la ecuacién para la energia variacional (1.8) para cada funcién de prueba,
podemos ahora caleular la integral numéricamente. La manera de hacer el
calcuto es aproximéndose al valor de la integral por el método de cuadratura
Gaussiana, el cual se explica en el apéndice B. Cada uno de estos ¢dleulos
fueron hechos con el programa discutido en el Capitulo 4.

La integracién se hizo para la distancia en equilibrio Reg = B- = Ry,
con una precision relativa del orden de 1075

Se hicieron los cilculos para cada uno de los Ansatz propuestos y para
valores distintos del campo magnético. Céleulos para campos magnéticos de
10i® Gauss muestran que no existe un minimo de la energia total para valores
de R., finitos. Por tanto, se tomaron los campos magnéticos de intensidad:
10'1, 10'? y 10" Gauss, con el fin de encontrar un minimo en la energia que
pueda mantener un estado ligado.

Las siguientes tablas muestran el valor de la energia variacional para di-
ferentes campos magnéticos para todos los Ansatz propuestos, ademis de
mostrar el valor de los pardmetros variacionales.
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5.1.1 Ansatz 1

La primera tabla nos indica qué valores se obtienen para la energia del estado
base si consideramos al sistema dnicamente formado por enlaces covalentes,
o sea, los nicleos comparten los electrones en una molécula.

La primera funcién de prueba (3.11) describe al sistema en el estado de
equilibrio, cuando las distancias internucleares son iguales entre si R = R4.
En esta descripcién, el electrén no tiene preferencia alguna por estar cerca
de alguno de los centros.

Por principio de cuentas, en la tabla se nota que cuando aumentamos
el valor del campo magnético, las distancias internucleares disminuyen y la
energia total aumenta, esto indica que la energia de amarre se hace cada vez
mis grande y el ion se va compactando.

B [Re (ma)[ERy) [ on | B
107 | 0.778 36.49 | 0.76 | 0.87
107 | 0.343 | 410.43 | 1.24 | 0.93
109 | 0167 |422043]1.95(0.97

Tabla 1. ;. Resultados de cdlculos de energia total E y distancia en
equilibrio R., del estado base del ion Hf*. El campo magnético esta dado
en Gauss, el pardmetro variacional e, en (u.a)™' y 31 es adimensional.

5.1.2 Ansatz 2

La segunda tabla presenta los valores correspondientes al caso en que tene-
mos un acoplamiento de un itomo de hidrégeno con dos protones, es decir
del tipo H + p + p, donde sélo hay enlaces iénicos.

Este es un buen Ansatz cuando queremos describir al ion Hi* con distan-
cias internucleares grandes, describe cuando el electrén prefiere estar cerca
de uno de los centros.

Notemos que la energia calculada con el Ansatz 2 es mayor 2 la calcula-
da con al Ansatz 1. De esto concluimos que la primera funcion de prueba
describe mejor al sistema cerca de la posicidn de equilibrio.
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l B Req (u.a.) E(Ry) s 5] ﬂg
107 0.835 26.78 | 1.98 { 0.83
107 0.348 411.09 | 3.41 [ 0.91
1012 0.166 422168 | 5.48 1 0.97

Tabla 2. 4. Resultados de cdlculos de energia total E ¥ distancia en
equilibrio R., del estado base del ion Hit. El campo magnético esta dado
en Gauss, el pardmetro variacional o en fua)'ybes adimensional.

5.1.3 Ansatz 3

El tercer Ansatz describe un acoplamiento de un ion H7 con un protrén,
Hf + p; asi, la Tabla 3 muestra los valores que corresponden a esta funcién
de prueba. En esta descripcién el electrén forma un ion de hidrégeno y un
protdén restante.

Con estos datos podemos ir haciendo una comparacién entre los valores
obtenidos de la energfa para los diferentes Ansatz. Se puede ver que de los
tres primeros éste es el que da menor valor de la energia. Hasta ahora, es
entonces el mejor Ansatz que hemos propuesto.

[ B | Re fua) ] E(Ry} | o s |
10t 0.835 36.47 | 1.253|0.83
10* 0.346 410.40 ] 1.97 | 0.92
1B 0.168 4220.39 | 3.01 1 0.97

Tabla 3. . Resultados de cdlculos de energia total E y distancia en
equilibrio Ry del estado base del ion Hi*. El campo magnético esta dado
en Gauss, el parimetro variacional oz en {ua)™' y Py es adimensional.

Una vez hecho el cilculo con las tres primeras funciones, cabe 1a posibi-
lidad de mejorar los datos obtenidos haciendo una combinacién mds general
entre estas funciones, esto es lo que se hace a continuacion.




30 Resultados

5.1.4 Ansatz 4 (Superposicién no Lineal)

El Ansatz 4 es una superposicién no lineal entre los tres primeros Ansatz.
La funcién conserva su simetria frente intercambio de los pardmetros a.
Con esta funcién se intenta describir al ion con distancias internucleares
en equilibrio ¥ también a distancias grandes.
Se observan mejores minimos para la energia, esto motiva a intentar Seguir
construyendo funciones de prueba que nos den valores todavia mas precisos.

B |Re{ua) | E(Ry) | as | a5 | a6 | Da
101 0.795 36.45 | 1660420427083
107 0.350 410.39 | 2.41 | 0.70 | 0.78 | 0.92
1013 0.167 | 422037 | 2.73 | 0.48 ] 2.74 | 0.97

Tabla 4. 4. Resultados de cdlculos de energfa total E y distancia en
equilibrio R., del estado base del ion Hy*. El campo magnético esta dado
en Gauss, los pardmetros variacionales aysg en (v.a.)™' y By es adimensional,

5.1.5 Ansatz 123 (Combinacién Lineal de los Ansatz
1,2y 3)

Esta funcién de prueba es la superposicién lineal de los tres primeros Ansatz
(3.11), (3.13) y {3.15). Para esta funcién, al igual que para la anterior el
modo de minimizar la energia con respecto a los parametros variacionales
debe hacerse con mas cuidado.

La minimizacién del Ansatz 123 se hizo de la siguiente manera. Los coe-
ficientes A;, A; y Az se inicializaron igual a 1, los primeros valores de los
pardmetros variacionales fueron los que se consiguieron en la minimizacién
de cada Ansatz; luego se empezé a minimizar con el tercer Ansatz pues de
los tres primeros, es el que mejores resultados dio. Después se continué con
el Ansatz 1 y al final con la segunda funcidn de prueba. Este proceso fue
ciclico y se hizo varias veces hasta que los valores de los pardmetros dados
por el programa no variaran dristicamente.

Esta es otra manera de poder combinar los distintos acoplamientos entre
los tres Ansatz mds simples y asi obtener distintas funciones de prueba que
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se acerquen a una buena descripcion del estado del sistema.
Los valores de la energia que se obtuvieron con este procedimiento se re-
surnen en las siguientes grificas.

I_B Reg {ua)) B {Ry) | Ai | & B Ay oy Ba
101 0.796 36.45 0.84 | 0831 0,07 | 3.06 0.70
107 0.346 410.39 1435 10.92 | 0.07 {4.06|0.90
10 0.167 4220.29 174097 | 0.02|1.71| 082

[ R

B A3 [# 43 ﬁ3
107 ] 0.11 | 1.07 | 0.88
107 | 0.27 | 1.86 | 0.96
107 | 0.24 [ 2.96 | 0.96

Tabla 5. yz3. Resultados de célculos de energfa total E y distancia en
equilibrio R, del estado base del jon Hi*. El campo magnético esta dado
en Gauss, los pardmnetros variacionales a 23 en {u.w)™t y los Bz s0R adi-
mensionales.

5.1.6 Ansatz Total (Superposicion Lineal de todos los
Ansatz)

La funcién mds general que se puede lograr es una combinacién lineal del
Ansatz 123 y el Ansatz 4. La iltima funcion es entonces el Ansatz Total.

El procedimiento para minimizar es andlogo al dela superposicién lineal.
Se comienza a minimizar con el Ansatz que ha dado mejores resultados par-
tiendo con los mismos parametros variacionales que tenia cuando se minimizd
la energia con s6lo esta funcidn.

A medida que la funcion de prueba se va complicando y va aumentando el
nimero de parimetros variacionales, el célculo de la integral con la computa-
dora se va haciendo mas tardado y el minimo es més dificil de localizar, por
eso es importante la guia que nos dan los resultados obtenidos anteriormente
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con otras funciones de prueba.
B [R,(ua)ERy) [Al eu | B A, s [
1017 0.801 36.43 1 |089]0.84 | 0.07 | 3.08 [0.75
1012 0.346 410.30 1 |1.62|1001-051]1234711.61
107 | 0.165 |4220.09] 1 [0.51|1.00|-4.39] 3.42 | 0.96
[ B Ay g | Bs Ay ay | o5 g B |
107 | 038 | 1.31]0.831 -3.11 [-0.25 | 6.60 | 6.60 {0.019
1077 | 852 | 596 [095] 5.62 | 0.53 | 0.83 | 3.26 | 0.93
107 2728 | 2.89 | 0.97 [ -11.77 | 16.45 | -0.73 | 16.45 [ 0.99

Tabla 6. ;. Resultados de cdlculos de energia total E y distancia en
equilibrio R, del estado base del ion Hi*. El campo magnético esta dado
en Gauss, Jos pardmetros variacionales oy 2345, €0 (v.a.)"! ylos B1234 son
adimensionales.

5.1.7 Comparacién de los Datos

Las siguientes son las tablas que comparan las energias del estado base del
jon para distintos Ansatz. Aqui se puede notar como el Ansatz 3 cobra
importancia para !a descripcién del sistema pues de los tres primeros es el
que da una menor cota para la energia.

También se ve que el mejor valar de las energias se obtiene con la funcién
de prueba Total. Con esto se muestra la conveniencia de considerar todas
las posibles descripciones del sistema.
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Ansatz | R, (u.a.) | E(Ry)
¥, 0.778 36.49
¥, 0.835 36.78
g 0.786 36.47

Yo 0.795 36.45
Wy 0.796 36.45
J, 0.801 36.43
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Tabla 7. B = 10"! Gauss. Resultados de cdlculos de energia total E y dis-
tancia en eguilibrio R, del estado base del ion Hi * usando Ansatz distintos.

Ansatz | R, (n.a.) | E{(Ry)
o, 0.343 410.43
vy 0.348 411.09
¥y 0.346 410.40

W2 0.350 410.39
Uy 0.346 410.39
v, 0.346 410.30

Tablz 8. B = 10'2 Gauss. Resultados de cdiculos de energia total E y dis-
tancia en equilibrio R,, del estado base del ion H* usando Ansatz distintos.

Ansatz | R{ua) | E{Ry)
v, 0.167 4220.43
v, 0.166 | 4221.68
¥, 0.168 | 4220.39

W3 0.167 4220.29
¥, 0.167 | 4220.37
o, 0.165 | 4220.09

Tabla 9. B = 10'3 Gauss. Resultados de cdleulos de energia total E y
distancia en equilibrio R, del estado base del jon Hf T usando Apsatz dis-

tintos
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5.1.8 Comparacién entre Sistemas de 1 Electrén

En la siguiente tabla podemos comparar los valores para la energia del estado
base para diferentes campos magnéticos en tres distintos sistemas, un 4tomo
de hidrégeno y dos iones moleculares Hy y Hy .

Se puede ver también que la distancia en equilibrio disminuye conforme
se aumenta el campo magnético; o sea, la molécula se hace cada vez mds
compacta.

B=0 B =10" Gauss | B = 107 Gauss | B = 10"° Gauss

E | Rq | E Req E Frq E Req
T [-1000| - |360297  |41357 ] - [ 42316 | -
Hy | -1.205 | 1.097 | 35.086 | 0.593 | 408.300 | 0.283 [ 4218662 | 0.147
Hi | - = [ 36.420 | 0.803 | 410.296 | 0.346 | 4220.080 [ 0.165

Tabla 10. Comparacién entre sistemas diferentes de un electrén. Los resul-
tados para el dtomo de hidrdgeno son de Lai et al. Phys. Rev. A45, 4832
(1992); para el H7 los resultados son de [6] y para H{* los resultados son
del presente trabajo. La energia total E y la distancia en equilibrio estdn en
u.o.

5.2 Anadlisis Gréfico

5.2.1 Posicién del Electrén en el Sistema

Las tres figuras 5.1 muestran la distribucién de la densidad electrénica como
funcién del campo magnético. Puede verse que la posicién més probable para
encontrar al electrén es cerca del protén central.

En un campo magnético B =~ 10'! Gauss la distribucién tiene un claro
maximo correspondiente a la posicion del protén de en medio, todavia se
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Figura 5.1: (a) Distribucién electrénica para B = 10" Gauss.

aprecian los efectos de los protones laterales como dos prominencias. Cuando
el campo magnético aumenta, ya solo se nota el maximo en el centro de
sisterna como una sefial de mayor probabilidad de localizar ahi al electrén.
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Figura 5.1: (b) Distribucién electrénica para B = 10'? Gauss.

Si se va incrementando el campo magnético es menos probable encontrar
al electrén cerca de los nicleos de los extremos y es mds plausible que se
encuentre proximo al protdn central.
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Figura 5.1: (c) Distribucién electrénica paras B = 10'* Gauss.

5.2.2 Energia del Electrén

En las figuras (5.2) se indican los valles y en las figuras (5.3) los perfiles de’
estos valles como funcién del campo magnético. Los puntos en cada valle se
cbtienen fijando una de las distancias Ry o R- ¥ minimizando con respecto
a la otra y a los demas parametros. Se puede ver como el minimo de la
energia se encuentra Cerca de 1a posicién de equilibrio, cuando R, = R_ ¥
como aumenta lejos de ella.
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[T

Figura 5.2: Valles en las superficies de energia potencial electrénica para
campos magnéticos B = 10" Gauss, B = 1012 Gauss v B = 10'® Gauss. La
posicién del minimo estd indicada por un punto.

Calculando la curvatura del valle en el minimo uno puede estimar la
energia vibracional en el estado base y checar si el pozo es lo bastante pro-
fundo como para conservar un nivel de energia que sea ligado.

Los resultados de los cdlculos mostraron que para campo magnético B =
10!! Gauss, el pozo no es tan hondo para conservar la energia del estado
base; esto puede ocurrir si, como se explico ¢n la intreduccion, la energia
vibracional hace que e! ion Hy* no sea estable.
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Figura 5.3: Perfi! de los valles como funcién del campo magnético.

La energia para campos magnéticos del orden de 10'*—10'* Gauss adquie-
re otra dimensién, para estos valores del campo el pozo es lo suficientemente
profundo y el ion tiene una vida media en un estado ligado.
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5.2.3 Pozos de Potencial

También en las figuras 5.4 se muestran la forma del pozo de potencial al que
estd sujeto el electrén. En ellas se grafica la energia del ion Hf™ en una
superficie dada por R_ y Hy.

Figura 5.4: (a} Pozo de energia potencial electrénica del estado base para
B = 10" Gauss, como funcién de R— y Ry
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El estado estable del ion molecular ocurre & la distancia en equilibrio, en
las figuras se nota el minimo para la energia y cémo alrededor de este punto
la energia aumenta. S5e espera que no en todos lados la energia aumente
sin parar, sino que para algunas direcciones llegue hasta unos mAxXimos y
luego comience a disminuir, lo que indicarfa que el ion molecular Hi* puede
disociarse a otra configuracién mis estable.

Figura 5.4: (b} Pozo de energia potencial electrénica del estado base para
B = 10'? Gauss , como funcién de R_ y Ry.
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Figura 5.4: (c) Pozo de energia potencial electrénica del estado base para
B = 10" Gauss , como funcién de R_ y Ry.

Para hacer estas gréficas y las de los contornos, se tuve que considerar
que el sistema no estaba en la configuracién donde R_ = Ry = R.,. Por
tanto utilizamos el programa que comprende las 10 regiones de integracién
del cual se hablé en el Capitulo 4.
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Las graficas 4.5 muestiran los contornos de energta para los distintas cam-

Figura 5.5: (a) Diagrama de contornos del pozo de energia potencial del
pos que oCupamos.

estado base para B = 10'! Gauss, como funcidén de R_ y ;.

Resultados
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Figura 5.5: (b) Diagrama de contornos del pozo de energia potencial
electrénica del estado base para B = 10" Gauss, como funcién de R_ y

R,.

En estas grificas de contornos se aprecia al pozo visto desde arriba, con lo
que se muestra la simetria en las lineas. El minimo en la energia es indicado
claramente por los contornos.
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Figura 5.5: (c) Diagrama de contornos del pozo de energia potencial
electrénica del estado base para B = 10" Gauss , tomo funcién de R_ ¥

R..

5.2.4 Tamano del Sistema

La siguiente tabla nos da una idea de la dependencia del tamaiio del sistema
cuando variamos el campo magnético externo. Se muestran los casos para HY
yHf*. AL=R-+Rslo consideramos como el tamaiio natural el sistema.
Es interesante comparar este tamafio natural con el valor de expectacién de
la posicién del electrén,

< |z} >= f|z|¢2dr/[¢“dr, (5.1)
14 v

ahi se puede ver que éste s siempre mucho menor que L. No se sabe de las
razones fisicas para este tipo de relacién.
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Las dltimas figuras dan una idea del tamafio de los iones Hy y Hy*
comparado con las nubes electrénicas en ambos sistemas.

" HF
B (Gauss) | {Jz) L=R|{z]} L=R,+HR_
10™ 0.312 0.593 0.432 1.606
107° 0.174 0.283 0.219 0.692
1013 0.107 0.147 0.121 0.330

Tabla 11. Tamarfos naturales de dos distintos sistemas para campos
magnéticos diferentes.

H;

A

Figura 5.6: Nubes electrénicas para dos sistemas de un electrdn.
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Conclusion

Todos los cédlculos se hicieron empleando el Método Variacional usando fun-
ciones de prueba que intentan describir al sistema y Cuyos potenciales corres-
pondientes exhiben las mismas singularidades que el potencial de Coulomb.

Este método ha sido especialmente atil para estudiar al ion molecular
Hi* y descubrir si es posible su existencia en campos magnéticos del orden
de 101" — 10'3 Gauss, bajo las consideraciones de que se tiene la Aproxima-
ci6n de Born-Oppenheimer y se trabajaen la configuracién cuando R- = Ry,
donde claramente se tiene la energfa minima pues otra configuracién ocasio-
naria movimientos de precesitn aumentando la energia.

Para que sea posible que una molécula de este tipo exista y sea estable,
se necesitan campos magnéticos muy grandes, impaosibles de conseguir en
un laboratorio terrestre. De hecho s6lo para campos magnéticos iguales 0
mayores a 10'2 Gauss, el ion molecular puede llegar a tener una vida media
alta; para B = 10" Causs, el pozo de potencial no es lo suficientemente
profundo como para mantener un estado de energia estable. En este caso, la
energia vibracional del electrén es mas grande que su potencial de ionizacidn,

. de esta manera, es posible que la energia de la molécula rebase el méximo de

la cnergia electrénica; entonces, cabe la posibilidad de que el electrén pueda
escapar de un estado ligado.

Es claro que para todos los campos magnéticos considerados hay un
minimo en la energia del estado base, i estos minimos jos comparamos para
los mismos campos para el atomo de hidrégeno y el jon molecular HF, no-
tamos que la energia del estado base del ion Hi™ es siempre menor qué la
del 4tomo de hidrégeno pero mayor que 1a del ion del hidrégeno. Esto quiere
decir que puede haber una disociacién del ion Hy* alion H puesla energia
tiene un limite que es precisamente la energia minima correspondiente al ion
H}. Asi, noes posible que ocurra la separaci6én de nuestro ion al sistema
H+p+p.
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Apéndice A

Unidades

A lo largo de esta exposicién usaremos unidades atémicas (a.u.). Con estas
unidades es mds facil trabajar, pues como ya se hizo notar, los ordenes de
magnitud para campos magnéticos intensos son muy grandes.

La unidad de carga eléctrica s la carga del electrén e = 1.6 X 10-2°C.

e La unidad de masa es la masa del electrén m, = 9.108 x 10-%gm,

« Para la longitud, la unidad es ¢! radio de la primera ¢drbita de Bohr,
ag = 12 /m.e? = 5.2917 x 10~%cm.

e La unidad de velocidad resulta ser la velocidad del electrén en la pri-
mera érbita de Bohr v, = €2/ = ac = 2.1877 x 10°cm/s, de donde se
puede ver que si tomamos ¢ = 1, entonces a = 1/137.037, llamada la
constante de estructura fina.

o La unidad de campo eléctrico es e/ag = 5.142 x 10°Volt/om.
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e« La unidad de energia atémica es dos veces el Rydberg, o sea, dos ve-
ces el potencial de ionizacién del Atomo de hidrégeno, 2Ry = e*fag =
met /h? = 4.359 x 107 erg.

o Y la unidad que se emplea para el campo magnéticoes By = miec/h =
2 3505% 10°Causs. La unidad By, es el campo B para el cual la longitud
magnética | = (hc/eB)'/? (radio ciclotrénico para un electron en el
nivel més bajo de Landau), es igual al radio de Bohr ag. En B = B,
la energia de Landau fAw,, con we = eB/mc la frecuencia ciclotrdnica,
es igual a dos veces la energia de Rydberg.




Apéndice B

Métodos de Aproximacion

B.1 Aproximacion de Integrales

Las Integrales definidas pueden ser aproximadas a través de un procedimiento
conocido como cuadratura numérica, reemplazando la integral por una suma
apropiada, esto es,

-/:f(ﬂ:)drz iak_f(zk). (B.1)

k=0

Estas aproximaciones se basan en la interpolacién de polinomios. Es decir,
dados el valor de una funcién f(z} en un conjunto de puntos z;, 2, - -, Zn,
con frecuencia se requiere saber el valor de la funcidn en valores intermedios
a estos puntos. La inferpolacién estima estos valores desconocidos ajustando
los pardmetros de una funcién conocida para aproximar el comportamiento
local de f(z).

Una de las mas wtiles representaciones de una funcidn utiliza los polino-
mios algebraicos, P(z) = ag + a1z + -+ + a,z", donde los coeficientes son
constantes reales y los exponentes son enteros no negativos. La utilidad estd
en el hecho de que dada una funcién continua definida en un intervalo cerra-
do, existe un polinomio algebraico el cual es tan cercano a la funcién como
se desee ( Teorema de Weierstrass).

ol
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B.2 Interpolacién de Lagrange

Los polinomios de grade n — 1 que pasan a través de todos los n puntos
(1, F(z)), (22, flZ2)), - ,(Zn, f(Ta)), estdn dados por

n n

P =3 Tl 2% =Y feluda) (82

E—li=Ligk Tk T

z

donde L, se llaman Polinomios de interpolacion de Lagrange. Gon una de
estas inlerpolaciones se tiene

= " Lo (z6)d2. (B.3)

B.3 Cuadratura Gaussiana

La Cuadratura Gaussiang esun raétodo en el cual el error en la aproximacién
es minimizado por la libertad de escoger los puntos de la abscisa ¥ los coefi-
cientes. Utilizando polinomios y escogiendo las abscisas en las raices de estos
polinomios en el intervalo considerado, se puede demostrar que los coeficien-
tes pueden ser éptimamente escogidos resolviendo un conjunto de ecuaciones
lineales. Esto es, una Cuadratura Gaussiana aproxima la integral definida
por la funcién de peso apropiada a el polinomio ortogonal usado como:

[

/ " W) f(z)dz ~ gak f(ze), (B4)

donde la funcién es evaluada en los puntos dados por las raices de los poli-
nomios ortogonales.

Puesto gue los polinomios de Lagrange son ortogonales en el intervalo
[~1,1] respecto a la funcién de peso W(z) = 1, esta ecuacién tiene una for-
ma simple, conduciendo a la cuadratura de Gauss-Lagrange.

Si f(z) contiene como un factor la funcién de peso de otro de los polino-
mios ortogonales, la cuadratura de Laguerre o de (G auss-Chebyshey deberia
ser usada.




Apéndice C

Tipos de Enlaces en Fisica
Molecular

Podemos intentar describir a las moléculas usando mecanica cndntica. To-

memos como ejemplo el ion H. Suponemos que los centros estdn en reposo

y que el jon se ha formado de manera que alcanzé el estado estable.
Primero pensamos en el electron en el estado 14(r) alrededor del néleo

A, y el resto del tiempo alrededor del micleo B, lo que se describe con ¥p(r).
La funcién de onda total serd

¥(r) = walr) + ¥alr). (€1

olvidindonos de la constante de normalizacién.

Entonces se tiene uno de los ntcleos sélo y un ion positivo o negativo, es
decir, un enlace ionico.

A las funciones asi construidas mediante una combinacién lineal de orbi-
tales atémicos se les llama orbitales moleculares y al método descrito como
Combinacién Lineal de Orbitales Moleculares (LCAOQY).

Otro punto de vista alterno fue propuesto por W. Heitler y F. London
y ve a la molécula como una estructura formada por dtomos. Ahora ima-
ginemos que en la molécula Ho, en promedio, alrededor de cada micleo se
encuentra uno de los electrones orbitales; la mitad de tiemapo el electron 1 se
encontrara més préximo al micleo A que al B, formando el orbital atémico
14(1), mientras que el otro electron estard ligado al niicleo B, en el estado
#p(2); este estado compuesto se describe con la funcién de onda

¥ = Ya(l)¥a(2), (C.2)
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el resto del tiempo los electrones habrén intercambiado sus papeles y el sis-
tema queda deserito por la funcién de onda

iy = i.bn(l)'f)A(Z)- (C-3)

Por lo tanto, 1a funcién de onda que describe estadisticamente a la motécula
durante todo el tiempo se puede aproximar con

¥(1,2) = ¥r +Yur (C4)

éste es un acoplamiento covalente.
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