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1 Introduccion

1.1 Gatos de Schrodinger y el proceso de medicién en la
teoria cudantica

El comportamiento cudntico de un sistema fisico se encuentra contenido en la
funcién de onda, que siempre puede ser escrita como una superposicién de esta-
dos cuénticos, cada uno caracterizado por una amplitud de probabilidad com-
pleja. Las observables [isicas son obtenidas mediante funcionales cuadraticas
de la funcién de onda por lo que en general se tienen interferencias entre esas
amplitudes.

La légica del mundo cudntico choca con nuestra intuicién cldsica. Una
particula ticne probabilidad de encontrarse simultdncamente en lugares distin-
tos y comportarse como una onda sujeta a fenémenos de interferencia. Dos
particulas que “vuelan” separdindosc pueden ser “enredadas” y exhibir propiedades
no locales.

Uno de los aspectos mdis intrigantes de la mecdnica cudntica, sc ilustra
vividamente por la famosa paradoja Einstein-Podolsky-Rosen (EPR) (1, 2, 3.
L.a mecdanica cudntica predice que en un par de particulas “enredadas” movién-
dose en direcciones opuestas se presentarian resultados de medicion incompati-
bles con nuestros conceptos intuitivos sobre localidad y realidad. El formalismo
cuantico dice que el detectar una de las particulas tiene un efecto inmediato en
la otra, atin cuando se encuentren muy separadas, incluso cuando se encuentran
fitera del rango de interaccidi. Esto se ha verificado recientemente mediante ex-
perimentos [4]. Este comportamiento no-clisico se espera de cualquier sistema
hecho de dos partes cuya funcién de onda no puede ser escrita, en cualquier
base, como un producto direcio de subespacios independientes. Se dice que las
partes del sistema estdn enredadas.

Es muy dificil entender estos efectos cuanticos debido a que nuestra intuicién
se basa en la observacién de la naturaleza a nivel macroscopico, donde todos
estos fenémenos “raros” se¢ “desvanecen”. llemos desarrollado una intuicién del
muxlo donde las interferencias entre particulas no tienen lugar. Una de las
principales dificultades cn la teoria cudntica es precisamente definir el lmite
entre el mundo microscépico y el macroscdpico y entender como los efectos
cudnticos desaparecen progresivamente cuaido aumenta el tamano del sistema
que se investiga.

Schradinger ilustré esta dificultad en su famosa paradoja de “gato” [5] que
describe un procedimiento hipotético para reproducir en escala macroscopica
una superposicion microscopica de estados cudnticos. En ella menciona a un



gato dentro de una caja junto con un solo atomo en estado excitado. El fotén
emitido por el atomo es usado para liberar una sustancia que lo mate. Debido
a que a cualquier tiempo existe una amplitud de probabilidad de que el fotén
sea emitido y otra de que el 4&tomo continue excitado, jeso significa que el gato
se encuentra, antes de ser observado (i.e. antes de que se abra la caja), en una
superposicion lineal de estados de muerte y vida?

Uno puede dar a esta pregunta una respuesta muy simple y operacional: si el
gato estuviera en un estado de superposicion, deberia ser posible disefiar un ex-
perimento sensible a la interferencia entre el “gato vivo” y el “gato muerto”. En
otras palabras, la fisica del gato en la caja deberia ser diferente de la situacién
clasica donde uno conoce que €l gato estd muerto con una cierta probabilidad o
vivo con la probabilidad complementaria, sin interferencia entre estas dos posi-
bilidades. Para un sistema tan compleje cornoe un gato, gue claramente no puede
ser descrito por una funcién de onda, el resultado de un experimento de este
tipo es bastante obvio y es por supuesto imposible que se observe algiin efecto
de interferencia. El punto es entender precisamente el por qué, en general, la co-
herencia de un objeto macrosedpico no es observable y poner un limite superior
al tamano o energias de los sistemas tipo “gatos de Schrodinger” realizables.

Esta discusion es importante porque se encuentra conectada directamente a
la teoria de la medicién en fisica cuantica. Uno puede decir que el gato es un
medidor macroscdpico para detectar el foton. El estade “muerto” corresponde
a la posicion del medidor cuando el fotén ha sido emitido, mientras que cl
estado “vivo” corresponde a la posicién del medidor cuando aiin no hay fotdn.
Uno puede también reemplazar el gato por un medidor con dos posiciones y
replantear la discusion en términos similares. La cuestion real es “ por qué no
vemos términos de interferencia entre los estados de un medidor macroscopico?”
o “;por qué un medidor evoluciona instantineamente a una u otra posicién?”.
Puesta de esta manera, la discusiéon obviamente se relaciona con el problema
del colapso de la funcién de onda en mecanica cuantica.

La paradoja de la medicién se ha discutido largamente durante las dltimas
seis décadas [6]. Entre las varias explicaciones dadas para la no-observacién de
coherencias cudnticas a nivel macroscopico, las teorias de decoherencia parecen
ser las mas convincentes. Usan el amortiguamiento irreversible de las coheren-
cias macroscapicas, debido al inevitable acoplamiento del sistema al medio am-
biente. Esta perturbacion transforma la superposicion que involucra a distintos
estados del medidor en una mezcla estadistica descrita por una matriz de densi-
dad diagonal, para la cual toda la informacién puede ser analizada en términos
cldsicos. La naturaleza del proceso de relajacion define la base en que esta ma-
triz de densidad es diagonal, removiendo la ambigiiedad cudntica del estado de
superposicién del “objeto microscépicot+medidor”, que puede se expresado en
varias bases arbitrarias.

Un pardametro importante en estas discusiones es el tamano del aparato, el
tamafno del medidor. Debido a que la coherencia cudntica existe en la mi-
croescala de sistemas pequeiios y desaparece en escalas grandes de objetos
macroscopicos, deberia haber una cscala intermedia “mesoscopica” en la que
el proceso de decolierencia sea lo sufidentemente lento para que sea accesible
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experimentaimente.

1.2 Decoherencia

Cuando el sistema se lleva a una superposicién de estados macroscopicos diferen-
tes, la informacién sobre esta superposicién se fuga al medio ambiente inevitable
e irreversibemente a una razén que se incrementa con la separacién entre las
partes; ésto hace que las coherencias cuanticas sean aleatorizadas eficientemente.

La relacion con la complementariedad es impresionante; como se expone en
{7], el ambiente est4 observando el camino seguido por el sistema, suprimiendo
los efectos de interferencia y “rareza” cuanticas. La fuerte dependencia de la
razén de decoherencia con el tamafio del sistema y la separacién de sus partes
es un distintivo de este fendmeno, que lo hace distinto de otras manifestaciones
de relajacién (e.g., decaimiento del estado excitado).

En sistemas macroscopicos este proceso es tan eficiente que sélo vemos su
resuliado final: el mundo clisico alrededor de nosotros. jl’odrian prepararse
sistemas mesoscopicos? - algin lugar entre los mundos microscopico y macros-
cépicos -, donde ocurra la decoherencia, pero con suficiente lentitud para ser
observada. Hasta recientemente, €so solo podia ser imaginado como experimen-
tos pensados. Pero los avances tecnologicos han hecho posible esos experimentos
y han abierto este campo a la investigacién experimental.

1.3 Objetivos

e Entender algunos de los experimentos que se han cfectuado para obtener
realizaciones de estados de gato.

¢ En ¢l camino, aprender sobre las técnicas para atrapar 4tomos y manipular
sus estados cuanticos.

s Reportar simulaciones numéricas de un experimento concreto y calcular
las propiedades esperadas del estado cudntico final mds alla de las ideali-
zaciones que dieron origen al diseno del experimento.

La tesis estda organizada de la siguiente forma: En la capitulo 2 se describen
las trampas electromagnéticas para atomos (iones); en particular la trampa de
Paul, que es la que se utilizé en los experimentos objeto de esta tesis. Asimismo,
se describen algunas de las técnicas de enfriamiento necesarias para observar
caracteristicas cuanticas en el movimiento de los dtomos confinados.

En la capitulo 3 se trata el comportamiento dindmico esperado para descri-
bir el movimiento de un ién confinado en una trampa de Paul. Badsicamente
encontramos cl operador de evolucién para un Hamiltoniano cuadritico genceral
y se da una breve introduccion a la funciéon de distribucion de Wigner.

En la capitulo 4 se tratan los estados internos y de movimiento de los dtomos
y el cémo se acoplan experimentalmente. Para ello se estudian las interacciones
entre dtomos y campos clectromagnéticos.



En el capitulo 3 se describen brevemente los experimentos, y los resultados
de nuestra simulacion numérica se reportan en el capitulo 6.

Finalmente, sc presentan las conclusiones que resultan de comparar nuestra
simulacién con la idealizacién en la que no se consideran ias no linealidades ni
los aspectos ligados al caracter no estatico de la trampa. Comparamos nuestros
resultados con los del experimento que se reportd en la literatura.

2 Trampas Electromagnéticas

En este capitulo se muestra el principio general para el funcionamiento de las
trampas electromagnéticas para iones, se describen los principios generales de
funcionamiento de las trampas de Penning y de Paul. Esta tltima se trata con
mas detalle debido a que es la que se utilizo en los experimentos por el grupo de
Wineland en el NIST. Finalmente se describen algunas técnicas de enfriamiento
laser de dtomos confinados.

2.1 Trampas para iones

Para confinar un ién se necesitan poteuciales que lo atraigan en las tres direc-
ciones: X, y, z.

Este tipo de potenciales no se puede lograr sélo con un potencial elec-
trostatico, debido al tcorema de Earnshaw, que nos dice que en una situacion
electrostitica en ausencia de cargas no sec puede tener un potencial que sea
atractivo en las tres dirccciones. Lo anterior se signe de la ecuacién de Poisson:

Vi =0 (1)
Sc quiere un potencial tipo oscilador ammodnico en las tres dircecionces, es
decir, un potencial del tipo:

& = ax® + By* + v2? (2)

Para que ¢l potencial anterior cumpla con la ecuacién de Poisson se necesita

que al menos una de las constantes del oscilador o, 3, v sea negativa, es dedir,
repulsiva, debido a que deben satisfacer

a+fd+vy=0 (3)

Por lo anterior, para confinar un i6n se necesitan campos electrostaticos y
magnetostdticos combinados, o bien campos dependientes del tiempo.

Las trampas de Penning y de Paul en su disefio original usan ¢l mismo con-
junto basico de electrodos, estos electrodos tienen la forma de las equipotenciales
correspondientes a un potencial cuadrupolar de la forma

U
é(r, ) = —E%sz —r?)
donde r? = 2% 432, RZ = rZ + 223 es 1na constante geomnétrica que depende de
la trampa.




En el capitulo 5 se describen brevemente los experimentos, y los resultados
de nuestira simulacién numérica se reportan en el capitulo 6.

Finalmente, sc presentan las conclusiones que resultan de comparar miestra
simulacidén con la idealizacién en la que no se consideran las no linealidades ni
los aspectos ligados al caracter no estatico de la trampa. Comparamos nuestros
resuitados con los del experimento que se reporté en la literatura.

2 Trampas Electromagnéticas

En este capitulo se muestra el principio general para el funcionamiento de las
trampas electromagnéticas para iones, se describen los principios generales de
funcionamiento de las trampas de Penning y de Paul. Esta 1ltima se trata con
més detalle debido a que es la que se utilizé en los experimentos por el grupo de
Wineland en el NIST. Finalmente se describen algunas técnicas de enfriamiento
laser de Alomos confinados.

2.1 Trampas para iones

Para confinar un i6n se necesitan polenciales que lo atraigan en las tres direc-
ciones: x, y, 2.

Fste tipo de potenciales no se puede lograr sélo con un potencial elec-
trostético, debido al teorema de Earnshaw, que nos dice que en una situacion
electrostatica en ausencia de cargas no se puede tener un potencial que sea
atractivo en las tres dirccciones. Lo anterior se siguc de la ecuacion de Poisson:

Vi =0 (1)
Se quicre un potencial tipo oscilador arménico en las tres dirccciones, os
decir, un potencial del tipo:

& = az? + By + v2° (2)

Para que ¢l potencial anterior anmpla con la ecnacion de Poisson se necesita

que al menos una de las constantes del oscilador a, 8, 4 sea negativa, es decir,
repulsiva, debido a que deben satisfacer

a+f+v=0 (3)

Por lo anterior, para confinar un i6n se necesitan campos electrostaticos y
magnetostaticos combinados, o bien campos dependientes del tiempo.

Las trampas de Penning y de Paul en su diseno original usan ¢l mismo con-
junto bésico de electrodos, estos electrodos tienen la forma de las equipotenciales
correspondientes a un potencial cuadrupolar de la forma

Uo 0y 2
2
Plr, z) = —Eg(?z — 1)
donde r2 = 22 +y?, R2 = r2 + 223 cs nna constante geométrica que depende de
la trampa.




2.1.1 Trampa de Penning

Esta trampa se caracteriza porgue el confinamiento de los electrones o iones se
logra mediante un potencial electrostatico cuadrupolar y un campo magnético
uniforme.

En la figura 1 se muestra una trampa de Penning tipica cuyos electrodos
tienen la forma de hipérbolas de revolucién para generar el potencial elec-
trostético cuadrupolar. El campo magnético uniforme Heva la direccién que
§e marca como eje z.

Figura 1: Flectrodos de la trampa de Penning.

El movimiento de las particulas cargadas en la trampa (figura 2) puede
descomponerse en tres partes: una oscilacion axial, un movimiento circular
rapido de ciclotrén en un radio pequefio y uno en una drbita circular mayor
con menor velocidad (movimiento de magnetrén). La combinacién de estos dos
iltimos da como resultado un movimiento en epiciclos sobre el plano xy.

El movimiento circular de ciclotrén se debe a la interaccion del electrén o idn
con el campo magnético; la frecuencia w, estd dada por w, = [eB|/me (en una
descripeion clasica). La oscilacién arménica a lo largo del eje z es producida
por ¢l potencial electrostiticio cuadrupolar V' = Vp(z% — p?/2)/2d* con una
frecuencia w, = \/eVp/mc?. El movimiento largo de magnetrén cs un circulo en
una cima de potencial cfectivo; a pesar de que este movimiento es inestable, se
acopla lentamente al ambiente haciéndose estable. Para disminuir el radio del
movimiento de magnetron se utiliza una técnica de enlfriamiento, de tal forma
que el movimiento ocupe un volumen nuy pequeno donde los campos son mas
homogéneos.

Algunas frecuencias tipicas son (parimetros tipicos para un electrén) {8]:
para ¢ movimiento de ciclotrén v, = 164.4Glz, para el axial v, — 64.42MHz,
v para el de magnetron v, = 11.85kHz.

La deteccion del i6n sucle depender de su oscilacion en la direccién 2, esta




IFigura 2: Movimienlo en la trampa de Penning.

. induce cargas imagenes en los electrodos que prodicen una corriente alterna en
un cirenito e esta conectado a un detector. Bl circuito os un LRC gue extrae
encrgia del 16n o través del eapaator.

Todo lo anterior corresponde a una descripeion clésica del movimiento del
electrén o ié6n dentro de la trampa, esta deseripeién es suficiente mientras los
cuantos de energia iiw de los movimientos sean mucho menores que la energia
térmica kgT, es decir, E,, F,,, E, << kgT. Esta condicién se cumple en la
mayoria de los experimentos reportados en la literatura. Dados los valores de
las frecuencias tipicas, el enfriamiento de los movimientos axial y magnetrdnico
hasta llegar al punto cero no ha sido posible. El caso de enfriamiento del
movimiento ciclotrénico hasta hacer necesaria una descripcion cuéantica se en-
cuentra reportado en [9].

2.1.2 Trampa de Paul

[Esta trampa utiliza un campo déctrico cuadrupolar dependiente del tiempo.
Il potencial del campo enadrupolar es cuadratico en sus coordenadas carte-
sianas:

¢
P = :-2-1%‘%(“3;2 + By + v2?) (4)

debido a que -+ 341y - 0; entonees nna conlignracion posible para el potencial
en tres dimensiones ¢s

o
. A
192 + 2292

con 2202 = ro? vy r? = r? 4+ o~
Bl campo eléclrico es:

(r* - 22%) (5)



il
E.,.. = —2—7er0 "t 220 r, (6)
E.=1

. J. .
,.02 +2~02 Z.

La fuerza es atractiva en r, pero repulsiva en z. Este problema se evita
cambiando periddicamente el signo de la fuerza eléctrica, para ello se usa un
voltaje periddico.

Si el voltaje $o = UV + V coswt las ecuaciones de movimiento son

2c
— (U V whr — () 7
T"(Tnz | 22{12)( coswi)r )
4
¢ (U + Vcoswt)z =0 (8)

m(ro? + 22%)

que tienen la forma de las ecenaciones de Mathien.
d*z

dr?

comparando (7) con (9) se obtiene (para r)

| {a —2qcos2r)z - 0 )]

~ el
ay = M (rg? | 250217
(10)
o 4eV
qr = — mw2(rpZ {2202} "

Las ceuaciones anteriores dan origen a solucdiones acotadas s0lo bajo cerlas
condiciones, en esle caso ol movimiento de los wones puede ser deserilo como
una oscilacion lenta (seendar) con frecuencias fundamentales wy, - B w/2
modulada por nn micromovimicnto, una oscilacion mucho mas rapida .

Figura 3: Movimienio estable tipico e una trampa de Paul.



Para valores pequenos de @ y ¢, ol movimiento secular representa el movimiento
lento resultante de un potencial efectivo; el potencdial efectivo surge porque el
movimiento se lleva a cabo en un campo inhomogéneo, donde la fuerza prome-
dio sobre el i6n no se cancela a cero en un ciclo completo del potencial efectivo
{también llamado pseudopotencial); éste esta dado (para z) por

1 1
Vey = gmlas + gad)ats? (1)
la frecuencia de oscilacién en este potencial es
; 1
W, = 567.“ (12)
donde
B2 = at o (13)
- z-

2

Debido a que los parametros a y ¢ dependen de la razén carga-masa de los
iones, el potencial puede ser usado como un aparato ue seleccione iones de
acnerdo a sus masas. De hecho la trampa de Paul surgié hace més de cuarenta
aios del grupo de Paul [10) en Bonn del trabajo cu [iltros de masa lincales.
Versiones modificadas de esta concepcién han sido desarrolladas por distintos
grupos, sin embargo, la idea general es la misma.

2.2 Enfriamiento laser de atomos confinados

Las técnicas de enfriamiento utilizando laseres han sido tema de abundante estu-
dio en los 1iltimos ahos. La sofisticacién alcanzada en este campo sobrepasa con
mucho las necesidades de este trabajo. Por ello nos restringiremos dnicamente
al enfriamiento Doppler y al de dispersion Raman que de hecho se trata en
detalle en el siguiente capitulo.

El enfriamiento del estado de movimiento o del centro de masa de dtomos
confinados wtilizando laseres presenta caracteristicas distintas dependiendo de
st ¢l conlinamicnto es “Merte” o “débil”. Si ¢l conlinamiento es fuerie, ol es-
peclro de absorcion se compone de “bandas™, una de las cuales se encuentra a
la frecuencia de resonancia, mientras que las otras son generadas por el efecto
Doppler; el caso de confinamiento débil equivale al del dtomo libre.

Consideramos la situacion especial cuando el o los dtomoes se encuentran
conflinacos en Lodas las direcciones, suponenios que el confinamiento se debe a
fuerzas de oscilador, que los “resortes” se encuentran atados a un bloque masivo
vy que actian independientemente, ademis de que pueden tener distintas cons-
tantes k dando lugar a distintas frecuencias de oscilacién ; donde se supone
que §; << wp,) = T,Y, 2, (W es la frecuencia de resonancia de la transicion de
dipolo eléctrico).



Figura 4: Representacidon idealizada de un atomo confinado.

2.2.1 Confinamiento fuerte

Cuando el confinamiento es fuerte, v & 1/7 << 2; (v cs el ancho delalinca, T es
el tiempo de decaimiento), las caracteristicas “gruesas” del espectro de absorcién
son alteradas de manera significativa. Podemos ver esto si consideramos el
campo eléctrico dptico visto por un dtomo particular. Si la radiacion incidente
{onda plana) se dirige sobre ol cjex; (i x4, 2)

Latome = Fysin(kz; — wt), (14)
donde k, w, 7; son el nimero de onda, la frecuencia de la radiacion incidente y
la coordenada atémica respectivamente

T; = Tq Sin (Q‘it + ‘.bi)a (15)

donde z, es la amplitud de oscilacion y ¢; es un factor de fase.
Escogiendo ¢; = 0 tenemos
Fotome = 150 5in (kxosinfdil — wi). (16)

st expresion es sinilar a la sefial derivada de v oscilador de freenencia w
(ue se encunentra modilado a una freenencia , con indice de modnlacion for,.
La ccuaciéon (16) puede expanderse en términos de una seric de funciones de
Bessel v da origen al espectro quie se imiestra en la figara 5.

Para ¢l enfriamiento, podemos sintonizar la radiacion incidente a unia de las
bandas menores. Entonces, se puede hacer que un dtomo absorba predominan-
temente fotones de energia A{wp -+ M) (I es un entero negativo) reemitiendo
fotones con energia promedio de hwy, dando lugar a un enfriamiento neto.

Fl enfriamiento signe hasta que el mimero cudntico vibracional es |11, 12]
() ~ () = (.Y = 5/16(2 /). Bntonces ()., = (7/24)? << 1.

mn
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Figura 5 Absorcion como {uncidn de la freenencia del ldser, confinamiento
fuerte.

2.2.2 Confinamiento débil

Cuando v >> £2;, ol periodo de osclacion del centro de masa atémico es mucho
mayor que el tiempo de decaimiento éptico (equivale a que el dtomo se encuentre
libre}. Entonces, en un periodo de oscilacion, la velocidad atémica gradualmente
alcanza el valor donde la radiacion incidente es desplazada o la resonancia. En
este limite se trata la interaccién de la radiacion con el dtomo como si ocurriera
cn un instante. Esto es razonable debido a que ¢l atomo pierde memoria de
la fase éptica en el periodo de una oscilacion, por lo que la coherencia (que da
lugar a las bandas) en oscilaciones sucesivas puede despreciarse.

Una diferencia imporiante del caso del dtomo libre es gue el momento del
loton es transferido al movimiento del centro de masa del bloque con el atomo.
IZn el limite en que la masa del bloque se hace infinita, el cambie en la velocidad
del centro de masa por evento de dispersién se hace cero y el cambio en energia
debe ocurrir en la energia cinética del atomo confinado.

[.a temperatura minima de enfriamiento para atomos libres es [11]

Elin = 1/2,7'7

2.2.3 Régimen Lamb-Dicke

Hay un caso especial en el conlinamiento fuerte cuando la amplitud del movimiento
es tan pequena que las amplitudes de las varias bandas se hacen suficientemente
pequenias para ser ignoradas [13]. Fste es lamado regimen de Lamb-Dicke, en
éste, of movimienlo posee una amplitnd que es mucho menor que A/2r, donde
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A es la longitud de onda de la Inz radiada. La importancia es que toda la ra-
dizeitn (o equivalenlemente toda la absorcion) se concentra en el “acarrcador”,
quedando libre del efecto Doppler a primer orden.

El parametro Lamb-Dicke, 77 , da una idea de que tan grande es la amplitud
del estado base comparado con la longitud de onda de la radiacién. Se define
por

0 = ko = b/ I (17)

donde k = 2n/A y g = /h/2mw es la dispersion de la funcién de onda del
estado base en el pozo de potencial, (ue tiene frecuencia de oscilacion w.

3 Dindamica cuantica del oscilador paramétrico

De acuerdo a lo visto en la seceidn anterior ¢l movimiento de un ion en una
trampa de Paul puede describirse en términos del oscilador paramétrico. En este
capitilo se obticne el operador de evoluciéon para un hamiltoniano cuadritico
dependiente del tiempo. Asimisino se calculan algunos elementos de matriz
que requeriremos al considerar la interaccion del atomo con un campo electro-
magnético monocromatico.

3.1 Comportamiento dinimico de un sistema cuantico

Para describir el desarrollo en el tiempo de un sistema cudntico, se postula la
existencia de un Hamilloniano H para ol sistema y se requicre que ol veelor de
estado para el sistema [(1)) cambie en acuerdo con la ecuacion de Schivtcinger.

. 0
i (1)) = HI¥(D), (18)

donde H debe tratarse como una observable del sistema y por tanto debe ser
lrermitiano.

Pueden surgir dos casos. En el primero H es independiente del tiempo. En
ese caso podemos integrar formalmente (18) y obtener

|¢(t)) = U(t'r to)[ﬂ)(to)), (19)
donde
[t —1
U, to) = exp il 10)) (20)
y |[#(to)) es el estado del sistema al tiempo .
De la ecnacion anterior se signe que U satisface la ecuacién
dt/
th— = HU; 21
th— ; (21)

de (19), en 1 = Ly, U debe satisfacer la condicion inicial

11



A es la longitud de onda de la Tuz radiada. La importancia es que toda la ra-
diacion (o equivalendenmenie toda la absorcidi) se concenutra en el “acarveador”,
quedando libre del efecto Doppler a primer orden.

Fl parametro Lamb-Dicke, 7 , da una idea de que tan grande es la amplitud
del estado base comparado con la longitud de onda de la radiacién. Se define
por

n = kxo = ky/h/2mw (17)

donde & = 2r/X y o = /h/2mw es la dispersién de la funcién de onda del
estado base en el pozo de potencial, gque tiene frecuencia de oscilacion w.

3 Dinamica cudntica del oscilador paramétrico

De acuerdo a lo visto en la scecion anterior el movimiento de un i6n en una
trampa de Paul puede describirse en términos del oscilador paramétrico. En este
capitulo se obtiene el operador de evolucion para un hamiltoniano cuadritico
dependiente del tiempo. Asimismo se calculan algunos elementos de matriz
que requeriremos al considerar la interaccion del dtomo con un campo electro-
magnético monocromatico.

3.1 Comportamiento dinamico de un sistema cuantico

Para describir ol desarrollo en ¢l tiempo de un sistema cudntico, se postnla la
exislencia de un Hamiltoniane 1 para o sislema y se reguicere que el vecetor de
estado para el sistewna [1p(1)) cambie en acnerdo con 1a ecuacion de Schrodinger.

e
ih=< (1) = HI(E), (18)

donde H debe iratarse como una observable del sistema y por tanto debe ser
Liermitiano.

Pueden surgir dos casos. IEn el primero H es independiente del tiempo. En
ese caso podemos integrar formalmente (18) y obtener

ko ()} = UL, todl(to)), (19)

donde

1t —Ig)

J{t, o) = )
!()0) cxl)l t h-

}, (20)

¥ J¥(to)) es €l estado del sistemna al tiempo fp.
De la ecuaciéon anterior se sigite que U satisface la eenacion

dt
h - 21
NPT ’ (21)

de (19), en 1 - Lo, U debe satisfacer Ta condicion inicial
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U(f.g, tO) = 1 (22)

Como H es hermitiano, se sigue de (20) que

iH{t— to)] B
——=
que muestra que U es un operador unitario. Se puede decir que el estado del
sistema al tiempo t se desarrolla en una forma completamente causal en el
sentido de que esta determinado por ¥(t = o) por una transformacién unitaria.

Como cualesquiera. dos funciones de H conmutan, es facil ver de (20) que U
satisface la propiedad de grupo

U'(t,to) = exp U~ t,10), (23)

U(t! f’?) = U(t! tl)U(tly tﬁ)a (24)

donde t > £y > ts.
En el segundo caso, cuando H depende explicitamente del tiempo, la solucién
a (18) no estd dada por

w0)) - el [ )no) (25)

Lo anterior se debe a que en general [ H{t)dl no conmuta con H(t), por lo
que al tratar de diferenciar la exponencial, el orden de los factores seria ambiguo.
Hay que notar que el que dos operadores conmuten en un tiempo no asegura
que lo hagan en tiempos distintos.

Cuando | depende explicitamente del tiempo, podemos buscar una solucion
de 1a forma

[9(£)) = Ut to)|v{to))- (26)

Al sustituir lo anterior en (18), vemos que U satisface

iﬁ.%(’ihp(io)} — HOU (L)), (27)

como |9(lo)) es complelamente arbilrario, se sigue que U debe satisfacer (21)
sujeto a la condicion inicial (22).

La solucién a la ecuacién (21) no es trivial, para tratarla existen métodos
perturbativos y algebraicos |14, 15), entre otros.

3.2 Hamiltoniano cuadratico

Consileramos el hamiltoniano como en |14, 15, 16]

o, W

c(t) -
R 5 {(pg+ qp) +

5 T (28)

se usan unidades naturales, m = t = ¢(0) = 1.
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Las constantes de movimiento pueden construirse a partir de la formulacion
Hamiltoniana del teorema de Noether [17]. Las invariantes se escriben en la
forma

panmmum—a%Wun—mummm, (29)

qo(t) = ha(t)p — lhz(i h2()b(t)lg, (30)

(f
donde Ay (t) con k=1,2, denotan las soluciones independientes a las ecuaciones
clisicas de movimiento:

F(t) - mmﬁb}mm[wwdmn~anmﬁﬁ 0. (@)

Sise escoje gque las constantes de movimiento scan los operadores de posicion
y momento al tiempo ¢ - 0, las soluctones a la ccuacion anterior {cldsica) estdn
completamente determinadas por las condiciones iniciales

=0) = 1, (¢t = 0} = b(0), (32)

ha(l - 0) - 0,h(t - 0)  ~a(0). (33)

Las constantes de movimiento pueden ser recseritas en forma matricial, v
la matriz que conecta los operadores de posicién y momento con las conslantes
de movimiento es una mairiz bidimensional simpléctica. Fsto significa que las
ecnaciones (30) ¥ (31) denotan una transformacién candnica y que las rela-
ciones de conmutacion de las constantes de movimiento son idénticas a las de
los operadores de posicién y momento. Otra forma conveniente de expresar
las constantes de movimiento e en términos de los operadores de creacion y
aniquilacién dependientes del tiempo:

() Com wne ) (), (34

M, =

donde se deline

= Gl i2) o) = (4 iR (39)

1 b . .- . .
My = r—-[(-} b ?.—-)(h| — ihy) — —(h-g -4 ?.h.l)], (36)
2 a 3
M2 = |M3]? = 1. ' y a son los operadores de ercacion y destrcecion en { = 0.
tn ol método algebraico, ol operador de evolucion del Hamiltoniano (28)

debe ser nn elemento del grupo simpléctico en dos dimensiones.  Kntonces se
propone
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U(t) = exp (eoKo) exp (- Ky ) exp (i K_), (37)

donde se definen los operadores

1 1
Ko = §(afa t 5), (38)
. 1 .2
Ky =g, (39)
M
K. S0 (10)

Sustituyendo el anzatz (37) en la ecuacién para el operador de evolucion
(21), se obtienen ecuaciones diferenciales acopladas de primer orden para los
coeficientes ¢ con las condiciones iniciales ¢o(0) = ¢ (0) = ¢_(0) = 0. Sellega a
que

cp = —2In{M,;), {(41)
ey = My' [ M, (42)
c_ = —Mng. (43)

Si escogemos que la [recuencia seenlar sea ¢l valor de la frecuencia en £~
(At = 0) = w,), entonces los estados de niimero evolucionan de acnerdo con

U, {44)

donde U{t) = eoodtelet Hee o cor ke’ Las dos tiltimas exponenciales en la
ecuacion anterior representan un operador de corupresion, por lo que si el estado
inicial fuera el estado base se generaria un estado comprimido.

Mas adelante en las ecuaciones que describen nuestro sistema requeriremos
conocer el comportamiento de los elementos de matriz asociados al operador
(e**'T) entre los estados |n(t)) = Uln),,

@t Umy, (45)

La inicracclon puede descomponerse en érminos de los operadores de and-
quilacion y de creacion asociados a cada una de las direcciones i, a; y G.I, usando

2mw
[En ol apéndice 13 se muestra gue

x; =/ 52=(al + a.).

g‘CU“T"/zf(a,aT)Ccnaraﬂ — f((LECO/?, n"re—co/Z), (46)
e r:..ar2/2f(q., af)e otz flat ¢ af,af), (47)
14




payy u’/zf(”‘ (IT)(:ff—l a’f2 f(a, al —¢,a), (18}

entonces
U'f(a, WU = f(la + ¢ (o' =~ cya)le™’? ol —cpale/),  (49)
Aplicando esta ecuacién para f = e'%% se obtiene
Ut explik/B/2ma(a’ + )JU = expliky/F/2mw(a’(e~/? + c..e/?)

+ 0(660/2 —cye. eco/? _ C+e—»co/2))],

(50)

al simplificar se obtiene
U explin{a’ 1 a)lt/ - explin(ag + af¢*)], (51)

donde § = M — M.
Al evaluar el elemento de matriz, se obtiene
(m{UY explin(a’ + a)|U|m).., =
52
c"%j’ilz 2‘:(!‘“.”)( (n plE)! ?'(rrr ni2p) ~2(p) (- nip) () )
Vel P (Pt - 1" S 6 )

donde {n,m). significa el menor de nm y { = n¢

3.8 Distribucion de Wigner

Clasicamente, el conocer la distribucion de probabilidad en el espacio fase im-
plica gue s¢ pueden predecir todas Tas caracteristicas estadisticns de nn sislema.
Todo esto es mucho mas sutil en Mecdnica Cudntica. Primero, debido a que
el principio de incertidumbre de Heisenberg nos impide medir posiciéon y mo-
mento simultaneamente y con precision. Pero como tampoco podemos observar
los estados cuanticos dircctamente, entonces podemos utilizar los conceptos de
estados como si fueran entidades existenles. Usamos sus propiedades para pre-
decir las estadisticas de las observaciones. Entonces podemos utilizar una dis-
tribucidn cudntica del cspacio fase W (e, a*, ), pero debido a gque ol espacio fuse
es “cuantico”, la distribucién de probabilidad W{a, a*,f) puede ser negativa,
por lo que se le llama a W{(q,a*,t) una distribucién de cuasi-probabilidad.

De todas las representaciones en el espacio fase, la distribucién de Wigner
os la mds natural, cuando uno busca uwn andlogo mecameo-cuantico de una
distribucion de probabilidad clasica.

Siguiendo el tratamiento de la referencia [18, 19]: Se define la funcién carac-
teristica del operador A o funcién generadora de momentos como

Cal6, 1) = Trp(t)ed = " pa(d(t)le 4 |6(1)). (53)
&




donde py es 1a probabilidad de tener el estado ¢. La funcién caracteristica para
A determina los elementos de la matriz diagonal para el operador de densidad
en la representacion de A. Esta es la informacién necesaria para determinar los
momentos de A.

(Al = 5()_5)7 24 (6, Ole-. (54)

Considerando el caso del oscilador descrito por los operadores @, af, el operador
de densidad sera funcién de a y a! con traza unitaria.

trp(a,a’,t) = 1. (55)

Hay formas utiles de definir las funciones caracteristicas dependiendo de los
momentos de interés, una de ellas es:

C(g, 1) = (et teren), (56)

a la que se le llama funcion caracteristica de Wigner, esta nos da los momentos
simétricos

. &
(€0 +€%a)) = SEm O Dl-o = tro(t)léa + €' (57)
Luego se muestra que el operador de densidad para un modo del campo de
radiacion puede ser determinado de la funcion caracteristica.
La transformada de Fourier de (%) ¢
. 2 [ —inlteiea’) or(w) %
W(O.’,{I , I) =N e C (E, t)__’ﬂ'_-’ (58)
que es la funcién de distribucion de Wiguer. ,
Podemos eliminar el factor n definiendo £' = #é y £% = n&*.

Normalmente la distribucion de Wigner se expresa en términos de p y q,
introduciendo un ¢ambio de variables

(wq +ip) (59}

1
¥ =
v 2hw

Se define P(p, q,t) en términos de W(a, a*,t) tal que

/ Wia, a*,t)fjr—“ - / /_ : P(p, g, t)dpdg = 1, (60)

se llega a que

1
onh  AxZ .

donde A = n(€ + £ )\ /w/2h y po = (& — £/ 2hw.

P(p,q,t) = W{a,a',t) [ e ARGV (N, DdAdp,  (61)
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Figura 6: Funcion de Wigner para el estado de numero n=1.

Para un estado cohierente [20] a(qo, po), 1(p, q) o exp|—{q — ) — (p — po)?*}-
Esta grafica se muestra en la figura 7. En la figura 6 se muestra la distribucion
de Wigner para el estado de mimero n=:1, notar que es negativa en el origen, lo
que indica la naturaleza no clasica de ese estado,

Figura 7: Funcién de Wigner para el estado de a=0.

Una superposicién de estados coherentes en gy v en —qp (estados de gato

) k[~ )

P(p,q) oc expl—(q— q0)* ~ p*| | expl—(q 1 go)* — p?] + 20xp(—g° ~p?) cus(2pqo)

posce dos picos en las amplitndes coherentes dgg, como para los esiados in-
dividuales, sin embargo, la estructura de intorferencia en medio de los picos
muestra la superposicion cnantica de ambas amplitudes (figura 9), mostrando
oscilaciones rapidas con frecuencia dada por la distancia 2qgg.  [a funcidn de
Wigner se hace negativa, lo que indica ¢l comportamicento no clisico del estado
de gato de Schrédinger.
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Figura 8: Estado de gato |a) + | — a) en gp = £2.
P(p,q) o« exp[~(q—g0)? — p*| 4 expl~(q+ q0)? — ] + 2 exp(—q® ~ p?) cos(2pgo).

La funcién de distribucion de Wigner puede obtenerse también a partir de
las funciones @y [21, 22| que se definen como

Qu(a) = (k| D"(e)p D() k). (62)

donde D(—a) = D'{a) = erp(a’a ~ aal).
Notar que Qy(cr)/7 es la quasi distribucién de probabilidad Q. Reescribiendo
(62), obtencmos

Qule) = 1. (0la* D (a)pD{(a)(a")¥/0)

- Li{al(a - a)*p(a’ — o))

e"lniz @l oo —k a, ﬂ—jam~j’ (63)

k! n,m=0 Fagt= ntm!

X

(=17 (N E) m+ 0+ 7 putjime -

La funcién de Wigner para cada punto a en el plano complejo puede deter-
minarse por la suma simple

W(e) = = 3 (~1)"Qula). (64
n=0

En la préctica la suma sc lleva hasta un 12,,,. finito.

El grupo del NIST en la referencia {23| reporta la construccién de las fun-
ciones de Wigner para los estados de movimiento de un ién confinado en una
trampa de Paul a partir de las ;. para el estado |n = 1) y un estado coherente
de (@ =~ 1.5). Para la el estado |2 = 1), toman ny,., = 3.
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4 Acoplamiento entre el estado interno y de
movimiento en un ién confinado

En este capitulo se describe el mecanismo de dispersion Raman de dos fotones
ampliamente utilizado por el grupo de NIST para generar estados cuinticos
de movimiento de iones. Primero describiremos brevemente los efectos que
una onda electromagnética plana tiene sobre un Atomo y como esta interaccion
acopla e} estado de movimiento con los estados interno. Después describiremos
la forma en que la dispersién ineldstica de los fotones puede usarse para alterar
v enredar estos estados.

4.1 Estados de movimiento e internos del i6n

En este capitulo se trata el caso particular en el que el i6n se encuentra confinado
e un potencial tipo oscilador arménico estatico. [ste podria corresponder al
oscilador con la [recuencia secular de una tranipa de Paul en cuyo caso esla-
mos ignorando al micromovimiento. Kl hamiltoniano para el movimiento cn la
direccién i estd dado por

ch; = hw,—ﬂ.i

=4
i = I:? ?}! Z (b.))

donde n; - n.:fn.,;, ;v (:.I son los operivdores de destriceion y ereacion del
oscilador armonico para un modo en la direecion i (no s¢ tomaé en cuenta la
energia del vacio hw;/2). L8l operador para la posicion x; esta dado por

2, = 22(a, + al), (66)

donde x¥ = {h/2mw,)!/? coincide con la dispersién de la funcién de onda del
punto cero (vacio): x? =g (0|:!‘f|0).£_,412 . Entonces un estado puro general de

movimiento en una direccion {2 = x, y, 2) puede ser escrito como

o0
‘[,'m,ov = Z(jrle_lniwitl1?'i>cmy (67)
n=0

donde los C; son complejos y [7;)an es el estado propio para una direccién del
haniiftoniano de oscilacion f1,.

En cuanto al estado interno del i6n, nos interesa la situacion donde sélo
intervienen dos estados. En cste caso resulta conveniente representar cl sistema
de dos niveles en su analogia con el momento magnético de un espin de 1/2
en un campo maghético estitico. En esta representacion equivalente, asumimos
gue un momento magnético (ficticio) ji = ja S (donde S es ol operador de cspin
(S = 1/2)) es puesto en un campo magnético B = Bp2. El Hamiltoniano puede
scr escrito como

]].,. = hw()sta, (68)
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donde S, es el operador para la componente z del espiny wp = —pup Bo/h esla
frecuencia de resonancia. Tipicamente la {recuencia de resonancia interna serd
mucho mas grande que cualquier frecuencia de modo de movimiento wp >> w,.
Ilamamos a los estados internos |JY = | 1} ¥ | 1) que representan espin hacia
arriba y espin hacia abajo, respectivamente, y, para conveniencia, asumiremos
iy < 0 de tal manera que la energia del estado | T) es mayor que la del estado

| 1).

Hil 1) = —n 1), (69)

Hi{ 1) = shun| 1). (70)

Un estado puro general del sistema de dos niveles esta dado por

W, = O | )+ Crem i 1), (71)

doude JC(2 1|42 L

Los operadores de ascenso y descenso son & = | 1)1 |y S— =} IXT |

El operador de evolucién para los estados internos es U; = e %5 por lo
que UTS, U = S, et y UTS_U = §_ ¢ twal,

En el contexto visto en esta seccion el jon quedaria descrito en general por
una funcion de onda

Wy 3T 3 CauaDem (72)

J=t i n,=0n,-0mn, 0

donde
‘ﬁ>cm = lnx)crnlny)cm}nz)cm' (73)

4.2 Interaccién del i6n con campos electroma