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Introducciéon Los Atractores

INTRODUCCION

-

Hace aproximadamente 3 afios, se impartid en la ENEP Aragén un cugso sobre
“Introduccion a la Teoria de Caos y Fractales”, por ¢! Mat. Luis Ramirez Flores profesor de
tiempo completo de nuestra escuela, ese curso fue patrocinado por la Jefatura de Carrera de
Ingenieria en Computacién, y tenia como finalidad adentrar, de una forma practica y sin
muchos formalismos a los estudiantes de Ingenieria en Computacidn o de cualquier otra
Ingenieria, en la Teorfa del Caos y sus aplicaciones.

Cuando uno revisa la bibliografia de tesis relacienadas con tdpicos sobre “Cacs”
existente en la hemeroteca de la ENEP Aragdn, uno se encuentra con varios trabajos, desde
“percolacion” hasta “compresion de imagenes fractales”, el preblema es que se requiere ser
un lector especializado en el 4rea para poder entender los trabajos realizados. La 1dea de
realizar este trabajo de tesis surge de la necesidad de que hubiera un trabajo previo, que
pudiera servir como introduccion a otros trabajos de tesis realizados anteriormente.

Asi pues, el objetive principal de este trabajo, s el de elaborar un trabajo
introductorio sobre la Teoria de Caos y algunas de sus vertientes, particularmente los
“Atractores Extrafios”, de una forma amena y sin demasiados formalismos. Esto es, que
cualquier lector, no importa su drea de conocimiento. pueda entender con facilidad este
frabajo, sin necesitar de conocimientos matematicos o fisicos complgjos, simplemente con
los conocimientos basicos adquiridos en el bachillerato.

Para poder cumplir con el objetivo de este trabajo de tesis. haré una revision de
muchos de los trabajos realizados anteriormente v muchos que apenas estdn investigandose.
Pero no es objetivo particular de esta tesis abundar demasiado en la Teorfa del Caos, tan
solo penetraremos en ella para provesr de informacion suficiente al lector v, adentrarnos en
una de las particularidades del Caos y objeto de esta tesis “Los Afractores Extrajios™ Los

“Atractores Extrafios son os motores gue mueven la naturaleza, su extrafia belleza ha
generado la construccién de un sinfin de “Fractafes” que no son otra cosa que la
representacion grafica de los “Atractores Extrafios™ y su dimensidn irracional ha sido
objeto de innumerables trabajos cientificos.

El Primer Capitulo es una “Infroduccion Histérica™ y parte de un anlisis sobre el
“Caos Filoséfico” porque la palabra “Caos™ tiene su origen en las tempranas filosofias y
sus connotaciones van mas alla de la definicion que podemos encontrar en cualquier
diccionario o enciclopedia. haré un recuento breve de los mitos filosoficos mas imporiantes
de las antiguas culturas, partiendo de la cultura griega. La segunda parte del capitulo “Caos
Matemdtico” aborda la vision cientifica del Caos desde Tales de Mileto, pasando por la
edad Media vy el pensamiento de Cépernico. Kepler v Galileo Galilei fundamentalmente,
hasta llegar a Newton, hablaremos de la importancia de las leyes de Newton en la ciencia y
de las ideas reduccionistas que se implantaron en la mayor parte de los cientificos de su
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época a partir de ellas. Finalmente hablaremos de algunos “rebeldes’ cientificos que se
atrevieron a dudar de Newton v el capitulo terminard cuando hablemos de un matematico
que se adelanto a su tiempo Henry Poincaré, el padre de Caos.

En el segundo capitulo “Cags, Atractores y Atractores Extrajios” el lector
encontrara en primera instancia ¢l fendmeno de las = Sensibilidad Condiciones Iniciales™
para entender la importancia de lzs abservaciones de Poincaré y la primer parte de!l capitulo
terminard con el andlisis de los “Espacios de Fases” La segunda parte del capitulo
“Atractores” prosigue atacando el concepto de “Atractor™ v los diferentes tipos de
atractores: “Atractor de Purto Fijo™. “Atractor de Ciclo Limite™ v “Atractor de Tipo Tore™,
continuando de nuevo con Poincaré vy su descubrimiento de los atractores, la Teoria de
KAM y cerraremos el tema con una descripeidn del Caos en la Mecanica Celeste. La
Tercera Parte de este capitulo “Atracrores Extrafios” inicia con una descripcién de los
diferentes comportamientos de los modelos matematicos de las poblaciones hasta llegar ala
“Bifurcacién de Perfodos™ y continua analizando el fendmeno de la ~Intermitencia”
pasando por la “Tteracién” y de ahi a Eduard Lorenz v su ~Efecto Mariposa™. Una vez
aqui. nos internamos en el fascinante mundo de los ~Atractores Extrafios” concepto que
surge de las investigaciones sobre la “Turbulencia™, analizaremos a la turbulencia desde los
primeros estudios de Leonardo Da Vinei hasta David Ruelle quién junto con Floris Takens

dan el nombre de ~Atractor Extrafio al extrafio comportamiento de la turbulencia.

El Tercer Capitulo de este trabajo “Algunos Afractores Extraiios” es una
descripeién de algunos de los atractores extrafios mds famosoes. para esto nos internaremos
en los “Maravillosos Fractales™. descubriremos st existe un mecanismo para medir el czos
v pasaremos a la "Autosimilitud™ . 1eremos como surge en termind “Fractal™ a través de la
nueva geometria propuesta por el matematico francés Mandelbrot ¥ haremos un recorrido
por los fractales més comunes. El capitulo finaliza con algunas aplicaciones de los
fractales, en la biologia. la economia. el arte ¥ la ingenieria

El lector encontrara las “Cenrclusiones™ de este rabajo posteriormente, en la parte
final de esta tesis,

También se incluyen dos Apéndices. el Apéndice Matemdtico que sera de gran
utilidad para aquellos lectores especializados que deseen profundizar en los desarrollos
matemadiicos v el apéndice del Azar que serd de gran ayuda para entender ¢ concepto de
~probabilidad”. Sin embargo. por razones de espacio estos apéndices sdlo se encuentran
disponubles por separado. de este trabajo.

I
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Hesiodo dice en su Teogonia "Primero fue el Caos y luego la Tierra de ancho seno™ En las
cosmologias se imaginaba un ¢stado inicial donde prevalecia el caos o lanada y de donde
surgian los seres y las cosas.

En la temprana filosofia griega, Tales, Anaximandre y Anaxdgoras entendfan que
una sustancia o energia especifica —como el agua o el aire- habfan estado en flujo cadtico
y que a partir de esa sustancia se habian plasmado las diferentes formas del universo.
Eventualmente, el orden se disolveria v regresaria al flujo césmico y luege apareceria un
nuevo universo, es decir, interpretaban el caos a través del orden.

Anstdteles llevd ¢l enfoque cientifico més alld v se distancid mds aln del caos.

Conjeturd que el orden lo impregna todo y existe en jerarquias cada vez mds sutiles y
complejas.

La Edad Media fue una época dificil en la que el pensamiento griego de Aristoteles,
Tales, Euclides. Pitdgoras y demds luchd con las vigjas mitologias. Los alquimistas
ejemplifican este conflicto. Mezclaron las antiguas Hilosofias griegas, el eristianismo y as
teologias de Babilonia, Persia y Egipto. Crefan en una creacién a partir de un caes
preexistente que inclufe lo grotesco v lo irracional. Pensaban que la  mutabilidad, la
obscuridad y el cielo generaban {a vida, que los descensos al caos ¥ los encuentros con
monstruos acarreaban vitalidad, que la creacion era un proceso constante de renovacidn.
Pero los alquimistas también eran cientificos y trabajaban con instrumentos y métodos
cientificos que dieron lugar a importantes descubrimientos.

En los tiempos de Galileo, Kepler, Descartes y Newton, el espiritu cientifico era
predominante. Las leyes newtonianas de mecanica celeste v las coordenadas cartesianas
dieron la impresion de que todo se pedia describir en términos matemaéticos y mecanicos.

En la época de Napoledn, el fisico francés Pierre Laplace pudo imaginar
razonablemente  que un dia los clentificos deducirian una ecuacién matemdtica capaz de
explicarlo todo.

Bl reduccionismo parte de la idea de que tedo se puede descomponer y componer
de la misma manera —armar v desarmar-. Los reduccionistas creen que los sistemas mas
complejos estan compuestos por los equivalentes atdmicos y subatdmicos a los cuales la
naturaleza ha combinado de formas ingeniosas.

El reduccionismo implicaba la visién del caos manifiesta en el suefio de Laplace
acerca de una formula universal. El caos era meramente una compiejidad tan grande que ¢n
la practica fos cientificos no podian desentrafiarla, pero estaban seguros de que un dia
serian capaces de hacerlo. Cuando llegara ese dia no habria caos, por asi decirlo. sélo tas
{eyes de Newton.

Pero va en ¢l siglo XVIII los cientificos habian empezado a preguntarse por qué no
podiar inventar una mdquira de movimiento perpetuo. Descubrieron que cada vez que
ponian una méquina en movimiento, parte de fa energfa se habia vuelto desorganizada,
cadtica. Esta progresiva desorganizacion de la energia (til condujo a la idea de la entropia
y a la termodindmica. -

M1
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Enla década de 1870 el fisico vienés Ludwig Bolizmann demestrd que la mecanica
newtoniana atm era universalmente verdadera en el nivel reduccionista de los atomos v las
moléculas. El movimiente de estos siempre obedecia las leyes de Newton. pero en un
sistema complejo donde hay billones de atomos y moléculas girando de un lado a2 otro v
checando entre si, es dificil que se mantenga una relacién ordenada. Blotzmann pestulaba
eventualmente que aliin la esfructura atémica del sistema solar se desintegraria en mero
azar. Los reduccionistas imaginaban que el final del universo seria un estado de
homogeneidad general. un cosmos tibio y molecular: sin sentido. ni forma.

Sin embargo, para el resto de los cientificos las ideas de Boltzmann sobre el caos
eran muy diferentes de las imaginadas en los mitos antiguos. En el caos mitico habia sido
le primero de todo y de él habian surgido las formas y la vida. Los trabajos de Boltzmann
sobre la mecdnica estadistica replantearon Ia fisica, como resultado fue altamente criticado
por sus colegas. La vida de Boltzmann tiene alge de roméantico. Se suicidd porque. en cierta
forma, era un fracasado. Y sin embargo hoy le consideramos como uno de los mayores
sabios de su época.

Al mismo tiempo que Boltzmann exponia la mecdnica de la entropia, Charles
Darwin v Alfred Russel Wallace anunciaban Ia teoria de la explicacién de nuevas formas de
vida. Como Boltzmann. Darwin v Wallance entendian que el azar era un factor clave en los
modelos mecanicistas que gobernaban las formas compiejas: pero aqui en vez de alterar el
orden complejo v destruirlo. el azar causaba variaciones en los individuos de especies

existentes. Algunas de estas \ariaciones sobrevivian v olras conducian a nuevas especies.

A finales del siglo XIX prevalecia la creencia en el reduccionismo v el
mecanicismo. Se pensaba que conociendo las leves naturales aprenderiamos con destreza a
controlar los sistemas El caos se podria reducir o acabar mediante una compresion cada
vez mas precisa del orden mecanicista universal.

Los ingenieros del siglo XIX. al construir sus puentes. buques de vapor u ctras
maravillas tecnologicas, a menudo s¢ topaban con el desorden de enfrentar cambios
ahruptos que no guardaban semejanza con €l lento crecimiento de la entropia tal como los
describian Boltzmann v la ciencia de la termodinamica. Las placas se curvaban. los
materiales se fracturaban. Estos problemas constitufan un desafio para las matematicas que
habian forjado la revolucion newtoniana.

Para la clencia. un fendmeno es ordenado si sus movimientos se pueden explicar en
un esquema de causa efecto representado por una ecuacién. Newton introdujo la idea de io
diferencial {fluxiones) en sus célebres leyes del movimiente que relacionaban las razones
de los cambios con diversas fuerzas. Estas eran las ecuaciones diferenciales lineales. Tales
ecuaciones permiten describir fendmenes tan diversos como ¢l vuele de una bala de cafidn.
el crecimiento de una planta. la combustién del carbén y el desempefio de una maquina, en
los cuales los pequefios cambios producen pequefios efectos y los grandes efectos se
obtienen mediante la suma de muchos cambios pequefios.

Pero también existe unz clase de ecuaciones diferenciales muy diferentes. vy los
cientificos del siglo XIX las conocian vagamente. Fstas son las ecuaciones diferenciales no
lineales y estas se aplican especificamente a cosas discontinuas tales como las explosiones,
las flsuras repentings en los materiales v los altos vientos. Ei problema es que las
ecuaciones diferenciales no lineales exigen técnicas matematicas vy formas de intuicién que
nadie conocia entonces. Los cientificos victorianos sélo podian resolver las ecuaciones no
lineales mas simples en casos especiales v la conducta general de la no linealidad
permanecid intacta, perc los clentificos no necesitaban penetrar el munde de la no
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linealidad ya que para los problemas que se les presemtaban hacian uso de las
aproximaciones lineales, que constituyen una parte de las ecuaciones diferenciales no
lineales, pero detras de ello se enmascaraba el caos.

~_ Este idea permaneci6 hasta la década de 1970, cuando los avances mateméticos y la
aparicion de las computadoras de alta velocidad dieron pie para que los cientificos pudieran
explorar las ecuaciones diferenciales no lineales.

A fines del siglo XIX, un brillante matematico, fisico v filésofo francés va se habia
topado con el problema de la no linealidad. Henn Poincaré quién intuyo esto en el campo
de fa mecdnica de los sistemas cerrados.

Un sistema cerrado estd compuesto por unes pocos cuerpos interactuantes aislados.
De acuerdo con la fisica cldsica, tales sistemas son muy ordenados y previsibles. Un simple
péndulo en el vacio, libre de friccidn conserva su energfa. El péndule oscila per toda la
eternidad.

Los cientificos clasicos estaban convencidos de que el azar y el caos que perturban
ciertos sistemas -tales como el péndulo en el vacio o los planetas que giran al rededor de
nuestro sistema solar- s6lo podian provenir de contingencias aleatorias exteriores. Al
margen de éstas el péndulo y los planetas deben continuar para siempre su invariable
trayectoria.

Doincaré destruyd esta ¢dmoda imagen de la natuwraleza cuando dudd de la
estabilidad del sistema solar. A primera vista el problema que planteaba Poincaré parece
absurdeo.

En un sistema gue sélo contenga dos cuerpos, tales como el Sol y la Tierra o la
Tierra v la Luna, las ecuaciones de Newton se pueden resolver con exactitud: las orbitas
son estables. Asi, si olvidamos los efectos de arrastre de las mareas en el movimiento lunar,
podemos dar por sentado que [a Luna continuaré girando alrededor de la Tierra hasta el fin
de los tiempos. Pero también tenemos que clvidar el efecto del Sol y los demas planetas en
este idealizado sistema de los dos cuerpos. El problema consiste en que al dar el simple
pase de dos a tres cuerpes (por ejemplo, al tratar de incluir los efectos del Sol en el sistema
Tierra-Luna) las ecuaciones de Newton se vuelven irresolubles. Por razones de matematicas
formales, la ecuacién de tres cuerpos no se puede deducir con exactitud; requiere una serie
de aproximaciones para cerrar el problema.

Por ejemplo, para calcular los efectos gravitatorios de Sol, mas el planeta Japiter en
el movimiento de un astercide del cinturdn de asteroides (entre Marte v Japiter), los fisicos
tuvieron que usar un método que llamaron “teoria de perfurbacién”. El pequefio efecto
adicional que el movimiento de Jupiter tendrfa sobre un asteroide se debe sumar a la
solucién idealizada de dos cuerpos en una sene de aproximaciones sucesivas. Cada
aproximacién es menor que la anterior v, al afiadir un niimero potencialmente infinito de
tales correcciones, los fisicos tedricos esperaban hallar la respuesta correcta. En la préactica
los calculos se hacian a mano y ilevaba mucho tiempo completarlos. Los tedricos esperaban
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poder mostrar que las aproximaciones llegan a la solucién correcta tras el afiadido de unos
pocos términos correctivos.

Poincare sabia que el método de las aproximaciones parecia funcionar bien con los
primeros términos, jPero, qué ocurria con el sinfin de términos cada vez mas pequefios
que venian a continuacidén? ;Qué efectos tendrian? ; Mostrarian que en decenas de millones
de afios las orbitas se modificarian y el sistema solar comenzaria a desintegrarse por obra
de sus fuerzas internas?

Matematicamente, el problema de los cuerpos miltiples enfocado por Poincaré es
no lineal. Al sistema ideal de dos cuerpos, €l afiadid un término que incrementaba la
complejidad no lineal de Ia ecuacion y se correspondia con el efecto pequetio producido por
el movimiento de un tercer cuerpo. Luego, tratd de resolver la ecuacion.

Descubrio que el tercer cuerpo altera solo ligeramente la mayoria de las drbitas
posibles de dos cuerpos: una perturbacion pequeita produce un efecto pequefio, pero las
orbitas permanecen intactas. Pero mas adelante Poincaré descubrio también que, ain con
una perturbacién mimima, algunas orbitas se comportaban de manera erratica, ain cadtica.
Sus calculos demostraban que ain un minimo tirén gravitatorio de un tercer cuerpo podia
causar que el planeta se tambaleara ebriamente en la orbita e incluso fuera despedido del
sistema solar. Poincaré habia arrojado una bomba al modelo newtoniano del sistema solar.
Si estas curiosas Orbitas cadticas eran pesibles. todo el sistema solar seria inestable. Los
pequefios efectos de los planetas que giraban ejerciendo su mutua influencia gravitatoria
podian, dado el tiempo suticiente, conspirar para producir las condiciones exactas para una
de las excéntricas orbitas de Poincaré.

La consecuencia inmediata del descubrimiento de Poincaré fue el cuestionamiento
del paradigma newtoniano, que habfa servido a [a ciencia durante casi dos siglos. Pocos
afios después del trabajo de Poincaré, Max Plack descubrié que la cnergia no es una
sustancia continua sino gue viene en pequefios paquetes a los que €] llamo “cuantos™. Cinco
afios después Albert Einstein publicéd su primer trabajo sobre la relatividad. Y el paradigma
newtoniano era atacado por varios frentes.

La mecdnica cuantica gozo de especial difusion en la fisica. Fue una de las mayores
teorias en la historia de ciencla. y realizd predicciones atinadas acerca de una multitud de
fendmenos atémicos. moleculares v de estado sélido. Los cientificos se valieron de ¢lla
para desarrollar armas nucleares, los chips de computadora v el ldser que han cambiado
nuestro munde. Pero también surgieron paradojas perturbadoras. Los fisicos. por gjemplo,
aprendieron que la unidad elemental de luz se puede comportar esquizofrenicamente como
onda ¢ como particula, segun lo que el experimentador escaja medir. La teoria también
predice que dos “particulas” cudnticas separadas por varios metros de distancia y sin
ningin mecanismo de comunicacion intermedio, permanecera no obstante misteriosamerite
correlacionadas. Como muestran experimentos recientes, una medicion de estz particula se
correlaciona instantaneamente con el resultado de una medicién de su compaiiero distante.

Estas ¥ otras paradojas tuvieron ¢l efecto de introducir a diversos cientificos, como
David Bohm a teorizar que el universo debia ser fundamentalmente indivisible, una

Vi
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totalidad fluida, como dice Bohm, en que el observador no se puede separar esencialmente
de lo observado. En afios recientes Bohm v un creciente ntmero de cientificos han usado
los “koans” de la mecdnica cudntica para desafiar la tradicional vision reduccionista. Bohm
sostiene, por ejemplo, que las partes —tales como ias particulas o las ondas- son formas de
abstraccién a partir de una totalidad fluida. Es decir, las partes parecen auténomas, pero son
solo “relativamente auténomas”. Son como el pasaje favorito de una sinfonia de Beethoven
para el meldémano. $i extracmos un pasaje de la pieza, es posible analizar las notas, Pero en
ultima instancia el pasaje no tiene sentido sin la totalidad de la sinfonfa. Las ideas de Bohm
infunden forma cientifica a la antigua creencia de que “el universo es uno”.

Nadie habfa immaginade que los resultados de Poincaré llevarfan en la misma
direccion. El tumulto causadsc por la teorfa cudntica y de la relatividad relegd su
descubrimiento. No es de extrafiar que el mismo Poincaré abandonard sus ideas diciendo:

“Estas cosas son tan extravagantes que no saporto w pensar en ellas”

Solo en la década de los 1960 sus investigaciones fueron exhumadas de viejos libros
de texto y se fundieron con los nueves trabajos sobre no linealidad, realimentacion,
entropia v el desequilibrio inherente de los sistemas ordenados. Estos se convirtieron en los
volatiles efementos de la nueva ciencia del caos y el cambio, y han conducido a nuevas y
asombrosas percepciones de la naturaleza.

vII
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INTRODUCCION HISTORICA

Definir el termino Caos resulta terriblemente complejo, debido al origen mismo de la
palabra, Caos proviene del griego Khaos que significa “abismo ™ o bien, “abismo abierto”,
es necesario remitirnos a las enciclopedias tematicas y filosdficas para encontrar la
definicidn concreta de Caos.

CAOS.- En la cosmogonia griega antigua cualquiera de los dos concepios, el
primigenio vacto del universo antes del comienzo de las cosas, o el abismo de
Tartaro: el wframundo, ambos conceptos se encuentran el lo Teogonia de
Hesiodo. Primero fue Caos en el sistema de Hesiodo, después Gea y Eros (la
Tierra v el Deseo). Sin embarge Gea no fue generada del Caos; los
descendientes de Caos fueron Erebo (las Tinieblas) y Nyx ( la Nochej. Después,
el aire superior brilld, el Dia. Nyx engendrd después a los aspectos Oscuros y
Terribles del Universo. Este concepto ajusta con otra nocién antigua que vid @
Caos como la oscuridad del inframundo.

En Cosmogonias posteriores se designd al Caos como el estado orginal de
las cosas sin embargo concebidas El significado moderno del mundo se deriva
de Ovidio, quien vié al Caos como la masa informe y desordenada, a partir de
la cual el creador del Cosmos produjo el Universo ordenado. Este concepto de
Caos también es aplicado a la interpretacion del la Historia de la Creacion en
Génesis 1. Por la antigua Inglesia de los Padres.’

C A0S - En Mecdmca y matemdticas el comportamiento aparentemente azaroso
o impredecible de sistemas gobernados por leyes deterministicas. Un término
mds preciso "Caos Deterministico” sugiere una paradoja, debido a que
conectada dos nociones que son fumiliares y que cominmente se consideran
incomplatibles. La primera es el azar, o impredecibilidad, como el caso de la
trayectoria de una molécula en un gas o en la eleccién de un indwiduo de una
polablacién. En el andlisis convencional el azar fue considerado mas aparente
que real, surgiendo de la ignorancia de muchas causas del rabajo En olras
palabras se creia que el mundo era impredecible porque a su vez es complicado
ia segunda nocion es la de movimiento determunistico como el de un péndulo, o
un planeta, que ha sido aceptada desde el tiempo de Issac Newton como ejemplo
del exito de predictivo de lu ciencia, sobre aquello que inicialmente es complejo.

' Enciclopedia Britamca”, Wescott & Thomsen, 1987, Vol. 1V, Pag. 3045
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Sin embargo, en décadas recientes se ha estudiade una gran diversidad de
sisiemas que se comporian de manera impredecible a pesar de su aparenie
simplicidad y del hecho de que las fuerzas involucradas eston gobernadas por
leves fisicas bien entendidas. El elemento comiin en esios sistemas es un my
alto grado de dependencia de las condiciones miciales y de la Jorma en que
ellos se pusieron en movimento Por ejemplo el mereordloge Eduard Loreniz
descubrié un modelo simple para lo conveccion del calor gue posee una
impredicibilidad  intrinseca, circumtancia que llamd "efecto  invernadero”
sugiriendo que el solo aleteo de una mariposa puede cambiar ol clima L
ejemplo mds casero es la mdquina de pinball casera: los movimentos de la bola
estan gobernados con precisicn por la ley de la gravitacicn Y de las colisiones
eldsticas -ambus completamente entendidas- atn asi el resultado final es
impredecible.

En mecdnica clisica: el comportamiento de un sistema dindmico puede ser
descrito  gedmetricamente como el movimiento sohre un  atrocior
efectivamente las marématicas de la mecanica cldsica reconocen tres Hpos de
arraciores’ atracior de punto fije (gue caracterizan estados estacionarios). ciclo
limite (ciclos pericdicos) y toras (comhinaciones de varios ciclos). Enla década
de los 60's el matemdzico americano Stephen Smale descubric wna meeva clase
de "atractores extraiios” . Dentro de los arractores extrafios la dindmica es
cadtica. Mds tarde reconocid que los atractores extraiios han detallade o
estructura a todas las escalas de magnificacion (una clase de formas
geoméiricas complejas que exhiben comimmente la propiedad de auro similiudy
que & su vez conducen a notables desarrollos en el drea de grdficas
computarizadas.

Las aplicaciones de las matemdticas del cacs son en extremo diversus. ¢
wcluyen el estudio del fljo muirbulento de fluidos. irregularidades en el rinmo
cardiaco, dindmica de poblaciones, reacciones yuimicas, fisice de plasmas yel
movimiento de ciimulos de estrellas.”

CAOS: (del griego Khaos. abismo) Segun muchas fradiciones podticas 3
religiosas. indetermingda confusion y mezcolanza de los elementos eternos.,
antecedente de iu configuracion del mundo ordenado en un unverso o cosmos
Confusicn o desorden. Sin alguen gue mande . reing el Caos (Ortega v
Grasset)

En casi todas las cosmogonias. aparece con diversos nombres. esta objetvacion
o personificacion del confiiso y remoio ongen de todos los seres de universo, En
la Teogonia de Hesiodo, coexistian en seno del Caos la Noche (Mg v las
Tinieblas (Erebo), quienes separdndose del Caos hicieron svrgr al Cielo

* Ibid

[§e]



Capitulo Primero Introduccion Histérica

(Urano) y a la Tierra (Gea). Otras veces se habla indistintamente del Caos y del
Erebo En la cosmogonia biblica, aparece un equivalente del caos en el estado
wforme en que Dios creo la materia, antes de iniciarse la obra de los 6 dias v lo
designa con la expresion: “tohu wa-bohu™

CAOS: La palabra sigmfica abismo abierto El estado de completo desorden
antertor a la formacion del mundo a partir del cual segin los mitélogos, se
inicia la formacion. Hesfodo dice: “Antes de todos los seres estaba el caos,
luego la tierva de ancho seno” (Teogonia VII 6). Aristéreles combatic esta
nocion (fis., IV 208b 33ss) ya que admitia la etermidad del mundo. Kant se sirvid
de ella para indicar el estado originario de la materia, del que mds torde se
originaron los mundos.”

De las definiciones anteriores, podemos distinguir dos tipos de “Caos”, el caos
filosdfico y el caos matematico. Analicemos ambas a continuacion.

1. El Caos Filosofico

El concepto de Caos filosdfico estd inmerso en el origen mismo de la civilizacion.
Las tres definiciones anteriores nos remuten categdricamente a la Grecia antigua v mas
concretamente a la Teogonfa donde Heslodo dice:

“Antes que todas fas cosas fue el Caos; y después Gea de amplio seno, asiento
stempre solido de todos los inmortales que habitan en las cumbres del Nevado
Olimpo y del tdrtaro sombrio enclavado en las profundidades de la tierra
espaciosa; y después Eros, el mas hermoso entre los dioses inmortales, que
rompe fuerzas, v que todos los Dioses y de todos los hombres domina la
inteligencia y la sabiduria en sus pechos.

Y del caos nacieron Erebo y la negra Nvx. ¥ de Nix, Eter y Hémero nacieron,
porque los concibio ella iras unirse de amor a Frebo™

Teogonia

¥ - Nueva Enciciopedia Larousse ™, Larousse, 1991, Vol I, Pag 203
e Diccronario Filosdfice”, Paxis, 1984, Vol 1, Pag. 184.
* Hesiodo, “Teogonia”, Porria, México, 1978

(3]



Capitulo Primero Introducecién Histdrica

Sin embargo, podemos enconrar referencias al Caos no sole en la Teogonia de
Hesiodo sino también ¢ los mitos griegos de la creacidn, se conocen cuatro mitos: E1 Mito
Pelasgo de la Creacion, los Mitos Homérico y Orfico de la Creacién y dos Mitos
Filosoficos de 1a Creacion descritos a continuacion:

1.1 Mito Pelasgo de la Creacién.

a) En un principio Eurime, diosa de rodas las cosas, surgic desnuda del caps pero
no encontrd nada sélido en gque apavar los pies v, en consecuencia, separsé &f
mar del firmamento y danzd solitaria sobre sus olas. Danzo hacia el sur y el
vignto puesto en movimiento fras ella parecio alge nuevo y aparte con que poder
empezar ung 0bra de creacion. Se dio la vuelta y se apoderd de ese viento norte,
lo frotd entre sus manos v he agui gue surgid la gran serpiente Ofion. Eurime
baile para calentarse, cada vez mas agitadamente, hasta que Ofion se sintio
hyfurioso, se enroscé alrededor de los miembros divinos y se qyunié con la
diosa Ahora bien el Viento Norte, ligmado también Boreas, fertiliza; por eso las
veguas vuelven con frecuencia sus cuartos traseros al viento V paren poiros sin
ayudea del semental’ Asi fue como Euriome guedo encinta.

b) Luego asumié la forma de una paloma aclocada en las olas, y a su debido
tiempo puso el Huevo Universal. A peficion suya Ofidn se enrosco siete veces
alrededor de ese huevo, hasia que se empolld y dividio en dos De él salieron
todas las cosas gque existen, sus hijos: ef sol, la luna, los planetas, las estrellas,
la tierra con sus montaiias y rios, sus drboles, hierbas y criaturas vivientes.

¢) Euriome y Ofidn establecieron su residencia en el Monte Olimpo. donde €l irrito
a la diosa pretendiendo ser el autor del Universo, Inmediaramente ella se golped
lo cabeza con el talén, le arrance los dientes de un puntapié y io desterro de las
oscuras cavernds situadas bajo la Herra'.

d) A continuacion la diosa ered las siete potencias planetarias y puso ung Titdnide
v un Titdn en cada wna: Thia e Hiperion para el Sol, Febe y Atlante para la
Luna, Dione y Crio para ¢! planeta Marte; Metis v Creo fara el planeta Juprer:
Tetis y Océanc para Venus; Rea y Crono para Saturno. Pro el primer hombre
fue Pelasgo, progenitor de los pelasgos; surgio del suelo de Arcadia. seguido de
unos olros, a los que ensefic a costruir chozas, alimentarse y coser funicas de

® Plinio. Historia Natural IV. 35y VIII 67. Homero. fliada XX. 223,

7 Solo unecs fragmentos poco esclarecidos de este muto prehelémce sobreviven en la Iiterara griega. de los

“cuales los mas extensos son los de Apolenio de Rodas, Argonausica 1.496-305, v Tzetzes Scbre Liwcrofrén
1191; pero esia implicito en los Misterios Orficos y s¢ puede restaurar, como se hace armba, con el
Fragmento Berosigno v 2s cosmogonias fenicias citadas por Philo Byblius y Damasciozcon los ¢lementos
cananeos del relate de la creacion hebrea, con Higinio {Fabula 197), con la leyenda boecia de los dientes de
dragon; con el arte ritual primitivo. Que todos los pelasgos nacierdn de Ofidn lo indica su sacrificic comin. el
Pelona (Ateneo: xiv.435.63-40), pues Ofion era un Pefor. o “serpiente prodigicsa’.

¥ Homero: fHiada v.398; Apolonio de Rodas 11 1232: Apolodoro: i.1.3; Hes{odo: Teogonia 133, Estéfano de
Bizancio Suh Adana, Aristofanes: Las aves 692 v ss.; Clemente dz Roma: Homilias vi4.72; Proclo sobre el
Tmmeo de Platon, ii, p. 307
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piel de cerdo como la que la gente pobre lleva fodavia en Eubeay Fécida’

En el sistema religioso arcaico no habia hasta entonces dioses m sacerdotes, sino
solamente una diosa universal y sus sacerdotisas, pues la mujer constituia el sexo
dominante ¥ el hombre era su victima asustada. No se honraba la paternidad y se atribufa
la concepcion al viento, la ingestion de habichuelas o a la deglucion occidental de un
insecto; 1a herencia era matrilineal v a las culebras se les consideraba encarnaciones de los
muertos. Eurinome (“Amplio Vagabundeo™) era el titulo de la diosa como Luna Visible; su
nombre en sumerio era lahu (“Paloma Eminente™) titulo que mas tarde pasd a Jehova como
Creador. Fue en forma de Paloma como Marduk la dividié simbdlicamente en dos en el
festival de Primavera Babilénico, cuando maugurd el nuevo orden mundial.

Ofién o Boreas, es la serpiente del mito hebreo y egipcio; en el arte del
mediterraneo primitive se muestra constantemente a la diosa en su compailfa. Los pelasgos
nacidos de ta tierra, cuya pretension parece haber sido que habfan brotado de los dientes de
Ofién, eran originariamente, quizas, el pueblo de los ‘géneres pintados’ neolitico; llegaron
a la tlerra firme de Grecia desde Palestina alrededor de 3500 a. de C., y los primeros
helenos -inmigrantes de Asia Menor que habian pasado por las primeras Cicladas- los
encontraron ocupando el Peloponeso setecientos afios después. Pero el nembre de Pelasgos
llego a aplicarse a todos los habitantes pre-helénicos de Grecia.Asi Euripides (citado por
Estrabén v.2.4.) cuenta que los pelasgos adoptaron el nombre de “danaides” a {a llegada de
Argos de Danao y sus cincuenta hijas. Las censuras de su conducta licenciosa (Herodoto.
vi, 137) se refieren probablemente a la costubre pre-helénica de las orgias erdticas.
Estrabdn dice en el mismo pasaje que a los que vivian cerca de Atenas se los liamaba
Pelargari (“ciguefias™); quiza ésa sea su ave totémica

Los Titanes (“Seflores™ y las Titénides tenian su equivalente en la astrologia
babiloma v palestina primitiva. en la que eran deidades que regian los siete dias de la
semana planetaria sagrada; pueden haber sido introducidas por los cananeos o hititas. la
colonia que se establecié en el Istmo de Corinto a comienzos def segundo milenio a. de C
o también por las héladas primitivos. Pero cuando el culto de los Titanes fue abolido en
Grecia y la semana de siete dias dejo de figurar en el calendario oficial, su nimero fue
citado como doce por algunos autores, probablemente para hacer que cowncidiera con
algrnos signos del zodiaco. Hesiodo, Apolodoro, Estéfano de Bizancio, Pausanias y otros
mes dan listas contradictorias de sus nombres. En ¢l mito babilomio los gobernantes
planctarios de la semana, a saber, Samas, Sin, Negal, Bel, Beltis v Ninib, eran todos
varones, excepto Beltis, la diosa del amor; pero en la semana germana, que los celtas
habian tomado del Mediterrdneo oriental, el Dominge, el Martes y ¢l Viernes eran
gobernados por Titdrudes, en lugar de Titanes. A juzgar por el caracter divino de las parejas
de hijos e hijas de Eolo, v el mito de Niobe, se decidid, cuando el sistema llegd por primera
vez a la Grecia pre-heiénica desde Palestina, emparejar a cada Titdnide con un Titén, como
medio de salvaguardar los intereses de la diosa. Pero antes de que pasara mucho tiempo los
catorce quedaron reducidos a una compafifa mixta de siete. Las potencias planetarias eran

q
Pausanias: viii.1 2.
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las siguientes: el Sol para la iluminacidn, la Luna para el encantamiento, Marte para el
crecimiento, Mercurio para la sabiduria, Jupiter para la ley, Venus para el amor, Saturno
parz la paz. Los astrdlogos griegos clasicos. de acuerdo con los babilonios, adjudican los
planetas a Helio, Selene, Hares, Hermes (o Apolo), Zeus, Afrodita ¥ Crono, cuyos

equivalentes latinos citados anteriormente. todavia dan e] nombre a las semanas francesam
italiana y espafiola.

Al final, miticamente hablande, Zeus devord a los Titanes, incluyendo su propio ser
anterior, puesto gue los Judios de Jerusalén adoraban a un Dios trascendente, compuesto
por todas las porencias planetarias de la semana. teoria simbolizada en el candelabro de los
siete brazos y en los siete pilares de la Sabiduria. Los siete pilares planetarios elevados
cerca de la tumba del Caballo de Esparta estaban. segin Pausianas, adornados a la manera
antigua, v quiza tenian relacion con los ritos egipcios introducidos por los pelasgos. Si los
judios tomaron la teoria de los egipeios, o lo contrario. no se sabe con seguridad; pero el
llamado Zeus Heliopolitano, del que trata A, B. Cook en su Zeus . era de caracter egipcio ¥
llevaba bustos de siete potencias planetariascomo ornamentos frontales en su cuerpo ¥.
habitualmente. tambiér bustos de los restantes olimpicos como ornamentos traseros. Una
estatuilla en bronce de este dios se encontrd en Tortosa. Espafia; otra en Biblios, Fenicia; ¥
una esquelz de marmel en Marseila muestra seis bustos planetarios y una figura de cuerpo
entero de Hermes —a quien se da tambiém mayor prominencia en esiaruillas-,
probablemente como el inventor de la astronomfa. En Roma, Quinto Valeric Soriano
pretendiz igualmente que Jipiter era un dios trascendente, aunque alli no se observaba fa
semana como en Marsella, Biblios v (probablements) Tortosa. Pero a las potencias
planetarias nunca se les permitid influir en el culto olimpico oficial, pues se les
consideraba no griegas (Herodoto} - por tanto antopatridticas: Aristofanes (La Paz) hace
decir a Trigeo que la Luna v “ese vigjo bellaco. Sol” preparan una conspiracion para
entregar (irecia a los persas.

La afirmacién de Pausioanas de que Pelasgo fue le primer hombre testimonia la
continuacién de la cultura neolitica Arcadia hasta la época cldsica

1.2 Los mitos Homérico y Orfico de la Creacion.

a) Algunos dicen que los dioses y rodas las criaturas vivientes surgier on del
Océano gue circunda al mundp y que Tetis fue la madre de todos sus hijos’”

b) Pero los orficos dicen gue la \oche de alas megras. diosa por la que incluso
Zeus sentia un temor reverente’”, jue cortejada por el Viento y puso un huevo de
plata en o seno de ln Oscuridad: ¥ que Eros, a quién algumos Haman Fanes,
salic de ese huevo y puso el Umverso en Movimiento. Eros teria doble -sexo y
alas doradas v como posela cuatro caberds. o veces mugig como un oro o
rugia como wir iedn, y otras veces silbaba como una serprente o balaba como un

" Homero fliada xiv 201
Y bid, xiv 261
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carnero La noche, que le dio el nombre de Ericepayo y Protégeno Faetonte"
vivia en una cueva con él y se manifesiaba en forma de wiada la Noche, el
Orden v [a Justicia. Delante de esa curva se sentaba la ineludible madre Rea,
tocando un tambor de latén para captar la atencion de los hombres sobre los
ordculos de la diosa. Fanes cred la tierra, el cielo, el sol y la luna, pero la diosa
triple gobernd el universo hasta que su cetro pasé a Urano”,

Ef Mito de Homero es una versién de fa fibula de la Creacion Pelasga puesto que
Tetis reinaba en el mar como Eurinome y Océano circundaba el Universe como Ofion.

El Mito Orfico es otra version, pero influida por una posterior docirina mistica del
amor (Eros) v teorias acerca de la relacién apropiada de los sexos. El huevo de plata de la
noche significa la luna, pues la plata es el metal lunar. Como Ericepayo (“Comedor de
brezo™) el dios del amor Fanes {“revelador”™) es una bagja celestial que zumba fuertemente,
hijo de la gran diosa. La colmena erz estudiada como una repiibhica ideal y confirmaba el
mito de la Edad de Oro, cuando la miel caia de los arboles. Rea tocaba el tambor de laton
para impedir que las abejas enfambrasen en el lugar que no comrespondfa y para evitar las
malas influencias, como las bramaderas utilizadas en los misterios. Comeo Protdgeno -
Faetonte {(“El brillador primigémito™) Fanes ¢s el Sol, que los 6rficos hacian un simbolo de
la ilsminacién, ¥ sus cuatro cabezas corresponden a los animales simbdlicos de las cuatro
estaciones. Segin macrobio, ¢l Ordculo de Colofdn identificaba a este Fanes con el dios
supremo lao; Zeus (carnero) con la primavera: Helio (ledn) con el verano; hades (serpiente)
con el invierno y Dicnisio (toro) con el Afio Nuevo.

El cetro de la noche pasé a Urano con el advenimiento del patriarcado.

1.3 Mito Olimpico de la Creacion.

2) En el principio de fodas las cosas la Madre Tierra emergic del Caos v dio o luz
a su hifo Uranc mientras dormin Contempldandola  tiernamente desde las
montafias, € derramo una lluvig fértil sobre sus hendiduras secretas, ella
produjo hierbas. flores y drboles, con los animales y las aves adecuados para
cada plante. La misma Huvia hizo que corrieran los rios y llené de agua los
lugares huecos, creando asi los lagos y los mares

©) Sus promeros hijos de forma semihumana fueron los gigantes de cien moanos
{lamados Briareo, Giges ) Coto. Luego aparecieron los tres feroces Ciclopes de
un solo ofo, comstructores de murallas giganfescas y maestros herreros
prumeramente de Tracia y luego de Cretay Licia”, a cuyos hijos enconlird

** Fragmentos ¢rficos 60, 61 y 70 .
" Inid : 86.
* Apolodoro: 1,1-2; Euripides: Crispo, citado por Sexto Empirico, p 751; Lucrecio: 1.250 y 1 991 y ss
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Odiseo en Sicilia”. Se llamabar Brontes, Estéropes y Arges, y sus espiritus han
- vivido en cavernas del voledn Etna desde que Apolo los matd en venganza de la
muerte de Asclepio.
¢} Los libios, sin embargo, prefenden que Garamante nacio antes de los ciclopes
de cien manos y que, cyandp surgio de la Hanura, ofvecid a la Madre Tierra un
sacrificio de bellotas dulces™

Este mito patriarcal de Urano obtuvo la aceptacidn oficial bajo el sistema religioso
olimpico. Urane cuyo nombre llegd a significar ‘el {irmamento’, parece haber conquistado
su posicion come Primer Padre al ser identificado como el dios pastoral Varuna, uno de los
que constituyen la trinidad masculina aria; pero su nombre del griego es una forma
masculina de kur-ana (“‘reina de las montafias ", “remng del verano’, “reing de los
vientos''o “reing de los bueyes salvajes”): la diosa en su aspecto orgidstico del solsticio
estival. El casamiento de Urano con la Madre Tierra explica una primera invasion helénica
de la Grecia septentrional, que permitié a los adoradores de Varuna alegar que él prohijié a
las tribus nativas que encontrd alli, aunque reconocian que el era hijo de la madre tierra.
Una enmienda del mito registrada por Apolodoro. es que la Tierra y el Cielo se dividieron
en una lucha mortal y luego se volvieron a unir mediante el amor.Menciona esto Furipides
{(Melanipo el sabio. fragmento 484, ed. Nauck) Y Apolonio de Rodas (Argondtica, 1.494).
La lucha mortal tiene que referirse al choque entre estos dos principios patriarcales ¥ los
matriarcales causades por las invasiones helénicas. Giges ("nacido de la tierra™) tiene otra
forma, gigas {‘gigante™) v los gigantes s asocian en el mito conlas montafias de la Grecia
septentrional. Briarero (“fuerte™) era también llamado Egeén (ffiada 1.407). y su pueblo
puede ser, por lo tanto, &l libro-tracio, cuya diosa cabra Egis dio nombre al mar Egeo. Coto
era el antepasade epénimo de los cotianos, quienes adoraban a la orglastica Cotite y
difundieron su culto desde Tracia a toda Europa oceidental. Estas tribus son descritas como
“de cien manos’, quizd porque sus sacerdotisas estaban organizadas en colegios de
cincuenta, como las Danaides v las Nereidas; o tal vez porque los hombres estaban
organizados en grupos guerreros de cien miembros, como los romanos primitivos.

Los ciclopes parecen haber sido un gremio de forjaderes de bronce de la Hélade
primitiva. Ciclope significa “los de ojo anular’, ¥ es probable gue se tatuaran con anillos
concéntricos en [z frente, en honor del sol, la fuente del fuego de sus hornos; los fracios
siguieron tatuandose hasta la época cldsica. Los circulos coneentricos formaban parte del
misteric de la herrerfa; para batir cuencos v elmos o mascaras rituales, el forgador se
cuiaba por esos ¢irculos. trazados con compas alrededor del centro del disco plano en el
que trabajaba. Los ciclopes tenfan también un solo ojo en el sentido de gque los herreros se
¢ubren con frecuencia un ojo con un parche para evitar las chispas que vuelan. Mas tarde se
volvio su identidad y los mitdgrafos ubicaron caprichosamente sus espiritus en las cavemas
del Etna, para explicar el fuego v el humo que sale de su crater. Existia una estrecha
vinculacidn cultural entre Tracia, Creta v Lucia; los ciclopes estaban en su elemente en
todos esos paises. La primitiva cultura heladica se extendid también a Sicilia; pero también

¥ Homero: Odisea ix.106-566; Apolodoro: ii 10.4. -
' Apolonic de Rodas: iv.1493 y ss ; Pindaro. Fragmento $4, ed. Sersk.
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es posible que (como Samuel de Butler fue le primero en sugerir) la composicién siciliana
de la Odisea explique la presencia de los Ciclopes alli. Los nombres de Brontes,

LIS

Estéropes y Arges (“trueno”, “rayo” y “resplandor”) son invenciones posteriores.

Garamante es el antepasado eponimo de los garamantas libios que ocuparon ¢l oasis
de Djado, al sur del Fezdn, y fueron conquistados por el generalromano Blabo en el afio 19
a. De C. Se dice que eran de raza cusita-beréber y el siglo II d. De C. Fueron sometidos por
los bereberes lemta, matrilineales. Posteriormente se mezelaron con los aborigenes negros
de la margen meridional del Alto Niger y adoptaron su idioma. Hoy en dia sobreviven en
una sola aldea con el nombre de Koromantse. Garamante se deriva de las palabras gara,
man, Y te, que sigaifican “pueblo det estado de Gara”. Gera parece ser la diosa Ker, 0 Q’re,
o car y que dic nombre a los carios, entre otros .pueblos, v estaba asociada con la
apicultura. Las bellotas comestibles, alimento corrienteen el mundo antiguo antes de Ja
infroduccidn del cereal, se daban en Libia; v la colenia garamata de Ammon se unid con la
de Dodona en la Grecia septentrional en una liga religiosa que, puede haber tenido origen
en el tercer milenio a. de C. Ambos lugares tenian un antipuo ordculo-encina. Herodoto
describe a los garamatas como un pueblo pacificopero muy poderose, que cultivaba la
paimers, el cereal y el ganado vacuno.

1.4 Dos mitos filoséficos de la Creacioén.

a) Algunos dicen que ol principio reinaba la Obscuridad y de la Obscuridad nacié
el Caos.  De la umidn entre obscuridad v Caos nacieron la Noche, el Dia el
Erebo y ¢l Aire.

De ia unidn de la Noche y el Erebo nacieron el Hado. La Vejez, la Muerte, ¢l
Asesinato, la Continencia, el Suefio. Los Desvarios, la Discordia. La Miseria, la
Vejacidn, Némesis, la Alegria, la Amistad, la Compasidn, las fres Pareas y las
tres Hespérides.

De la umidn del Aire y del Dia nacieron la Madre Tierra, el Crelo y el Mar,

De lg union del Aire y la Madre Trerra nacieron le Terror, lo Astucia, la Ira, ias
Mentiras, los Juramentos, la Venganza, la Intemperancia, la Disputa, el Pacto,
el Olvido, el Temor, el Orguilo, la Batalla y también el Océano, Metis v los
otros Titanes, Tdrtaro y las tres Erimias o Furias.

b) De la unidn del Mar con sus Rios nacieron las Neridas. Pero todavia no habia
hombres mortales, hasta que con el consentimiento de la diosa Atenea,
Prometeo, hijo de Jdpeto, los formo a semejanza de los dioses. Para ello utilizd
arcilla ya agua de Panopeo en Focide y Atenea les insuflé vida' .

¢) Orros dicen que el Diws de Todas las Cosas -quién quiera que pudiera haber
sido, pues algunos lo llaman Naturaleza- aparecié de pronto en el Caos y
separé la tierva del cielo, el agua de la tierra y el aire superior del inferior.
Después de desenredar los elementos los puso en el Orden debido, tal como estd

" Hesiodo® Teogonia 211-32, Higinio Fabulas, Poemie; Apolodoro. i.7.1., Luciano: Prometeo en el céuciso
13; Pausanias: x.4.3.
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en la actualidad. Dividié la tierra en zonas, unas muy calurosas, otras nuy frias
v algunas templadas: la modelo en forma de llanuras y montaiigs, v la revistio
con hierba y drboles. Sobre ella puso el firmamento rodante, al gue tachons con
estrellas , y asigno posiciones a los cuatro vientos Poblo también las aguas con
peces, la tierra cor animales y el cielo con el sol, la luna v los cinco planeras
Finalmente, hizo al hombre - quién unico entre todos los animales, alza el rostro
hacia el cielo y observa el sol, la Iuna y las estrellas -, g menos que sea cierlo
que Prometeo, hijo de Jdpeto, hizo el cuerpo del hombre corn agua v arcilla y
gue el alma le fue proporcronada por cierios elemenios divings errantes gue
habian sobrevivido desde la Primera Creacion'.

El primer Mito Filoséfico se basa en la Teogonia de Hesiodo, en este la lista de
abstracciones queda confusa en las referencias a los Titanes, Gigantes y Neridas. a los que
Hesiodo se considera obhigado a incluir. Tanto las Tres Parcas come las Tres Hespérides
son la triple diosa de 1a Iuna en su aspecto mortifero.

El segundo Mito Filosofico se encuentra solo en Ovidio, fue tomado por los griegos
vosteriores del poema épico babilonio de Gilgamesh. ia introduccién de {z cual relata [a
creacion particular de la diosa Aruru del primer hombre, Eabani. con un trozo de arcilla;
pero. aunque Zeus habia sido el Seflor Universal durante muchos siglos, los mitdgrafos se
vieron obligados a admitir que el ereador de todas las cosas podia haber side Creadora. Los
judios, como heredercs del mito de la creacidn “pelasgo” o cananco, también se habian
sentide incémodos: el relato del Génesis una hembra “Espirimi del Sefior™ empolla en la
superficie de las aguas. aunque no pone el huevo del mundo: Eva. ~la Madre de Todo lo
Viviente”, recibe la orden de machacar la cabeza de la serpiente. aungue ésta no estéd
destinada’a descender al Abismo hasta el final del mundo.

[gualmente, en la version talmudica de la creacién. el arcingel Miguel —equivalente
a Prometeo- forma a Adan con polvo por orden. no de la Madre del Todo Viviente. sino de
Jehova. Jehova le da la vida v luego se la da también a Eva. que. como Pandora, lleva la
desgracia a la humanidad.

Los fildsofos griegos distinguian al hombre prometeico de la creacion imperfecta
nacida de la tierra. parte de la cual fiue destruida por Zeus. y el resto arrastrada en el Diluvie
Deucalioniano. Casi ia misma distincién se encuentra en el Gérests que entre los “hijos de
Dios™ v las ~hijas de 1os hombres™, con las que se casaron.

Las [dpidas referentes a Gilgamesh son posteriores v squivocas: en ellas se atribuye
toda la creacion a la “Brillante Madre del Vacio™ —Aruru es solo uno de los mucho titulos
de la diosa- v el tema principal es una rebelion contra su orden matriarcal. descrita como de
completa confusion, por los dioses del nuevo orden patriarcal. Marduck. el dios babilonio
de ciudad, termina venciendo a la diosa en la persona de Taimat, la sierpe marina; v luego
se anuncia con descaro gue €l, v nadie mds, cred las hierbas. las tierras, los rios, los

¥ Ovidio: Metamorfosts i-n
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animales, las aves vy la humanidad. Este Manduck era un dicsecillo advenedizo cuya
pretensién de haber vencido a Tiamat ¥ creado el mundo habia sido alejada anteriormente
por el dios Bel; Bel era una forma masculina de Belili. La diosa Madre sumeria. La
transicion del matriarcado al pariarcado parece haberse realizado como en otras partes,
mediante la rebelién del consorte de la Remna, en quién habfa delegado el poder gjecutivo
permitiéndole que adoptase su nombre, sus vestiduras y sus instrumentos sagrados.

Come hemos podido observar, [a mitologia griega esta intimamente ligada a la
mesopotamica v & la hebrea entre otras En estas dos tiltimas también encontramos en sus
cosmogonias que el caos es el origen de la creacién. En la cultura mesopotimica el Caos
esta presente no solo en el ‘Gilgamesh’ sino también en “El Poema de la Creacidén o
Enuma elish™ que son las creaciones mas notables de esta cultura. Ei poema ha sido
reconstruido a partir de fragmentos de tablilas, entre los siglos IX y VI a. C., encontradas
en Ninive, en 2 bibloteca de Aurbanipal, v en Asur, Kish. Uik Y Sultantepe, copias de
otras més antiguas.

En la reconstruccion realizada, el poema de la creacidn se contiene en siete tabliilas.
§u tema es la victoria del dios ordenador, Marduk, contra las fuerzas del Caos, encabezadas
por Tiamat. De los restos de esta deidad, que representa el principio femenino y el mar,
Marduk formo el universo, y de los el instigador Kingu formé la humanidad. El héroe
deitificado Marduk, erigié ademas los santuarios y anunci6 ia creacion y la supremacia de
Babilonia.

Marduk no tiene los rasgos humanos de Gilgamesh. Es solo un guerrero que se
opone a las armas y engendros terribles de sus enemigos, la fuerza de sus elementos, ¥
tienen el poder de crear o desvanecer la realidad mediante su palabra. La formacién y el
ordenamiento del universo y de los asiros, de los restos del Tiamat, es un personaje de
barbara grandeza.

Los chinos también tenen que decir con respecto al Caos. Una antigua leyenda
china habla sobre una metéfora de los entgmas del orden y del caos

Hubo una época en la que el mundo de los espejos y of mundo de los humanos
no estaban separados como lo estarian después En esos trempas los seres
‘especmculares v los seres humanos lenian grandes diferencias de color y de
forma, pero convivian en armonia y ademds era postble ir y vemir a iravés de los
espejo. St embargo una noche, lus gentes espectaculares invadieron la tierra
sin advertencia y se prodwo el Caos. Mejor dicho, los seres humanos pronto
advirtieron que las gentes del espejo eran el caos Los invasores eran muy
poderosos, ¥ solo se les pudo derrorar y regresar ai espefo gracias a las artes
magicas del emperador Amarille® para mantenerlos ahi el emperador urdio un
hechizd que obhgd a esos seres cadticos a copiar mecdnicamente los acfos y la
apariencia de los hombres.
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La leyenda aclara que el hechizo del emperador era fuerte pero ne eterno. y predice
que algin dia el hechizo se debilitara v las formas turbulentas de los espejos empezaran a
agitarse. Al principio {a diferencia entre las formas espectaculares v las formas conocidas
pasaran inadvertida, pero poco a poco s¢ scparardn pequefios gestos. se (ransfiguraran
colores ¥ formas v de pronte ese mundo encarcelado del caos se volcard violentamente
conira el nuestro.

2. Caos Matemdtico

De la definicién anterior de “Ceos” extraida de la Enciclopedia Britanica (Vedse: Capitulo
Primero, Seccion I), podemos observar. que definir "caos’ 2l menos matematicamente es
mas compleio de lo que parece. En 1986. en una reunion celebrada por la Real Sociedad de
Londres se dio una definicion més concreta del término-

Caos- Comportamiento eslocdstico que ocurre en un sislema
determinista.

~Estocastico™ significa aleatorio ¥ “determinista™ es un término introducido por
Pierre Lapiace. en dindmica.

Fl 1érmino “caos” fue evolucionando paralelamente con la ciencia A continuacidn
haré un recuento de esa evolucicn.

c

2.1 Desde la mistica Grecia Antigua

La metafora de un mundo que funciona como un reloj se remonta a muchoe tiempo atras v €s
importante que apreciemos cuan profindamente arraigada se encuentra.

Un buen lugar para comenzar lo constituye de nuevo la Grecia Antigua. con Tales
de Mileto. £l naci6 alrededor del 624 a.C., v murio sobre el 564 a.C. v es famoso por haber
predicho el eclipse de Sol. Probablemente, adoptd el método de predecir eclipses empleado
por los egipcios v los caldeos v su prediccion sélo fue correcta con un margen de error de
un afio mds o menos. Sea como fuere, el eclipse ocurrid en un momento propicio,
interrumpiendo una batalla entre lidios v medas. y el Sol quedo casi completamente
oscurecido. Estas circunstancias aumentaron sin duda, la reputacién de Tales como
astronomo. Una de las frustraciones de ser historiador es la forma en que, casi por
accidente. algunos sucesos pueden fecharse con exactitud nuentras otros sole son
conjeturas. Nuestro conocimiento de la fecha de nacimiento de Tales, se basa en los escritos
de Apolodoro; la de su muerte. se debe a Didgenes Laercio: ambas fechas son poco flable.
Pero sin ninguna sombra de dudas, el eclipse ocurrid el 28 de mayo del afio 383 a.C. Tan
fiable resulta el tic, tac del reloj cosmico que, dos milenios ¥ medio después, podemos
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calcular no sélo cuando ocurrieron los eclipses antiguos, sino también los lugares sobre la
superficie de {a Tierra donde se pudieron ver. Los eclipses solares son raros y el anterior, en
particular, es el Unico del que razonablemente, pudo haber sido testigo Tales. Los
acomecimientos astrondmicos todavia proporcionan a los historiadores uno de los mejores
métodos para datar sucesos.

Se dice que Tales iba caminando una noche y quedd tan absorto en su estudio del
cielo nocturno que cayé en una zanja. Un acompafiante le comentd: “,Como puedes decir
qué va a suceder en los cielos cuando no puedes ver lo que se extiende bajo tus propios
pies?” En cualquier caso, esta historia resuma las actitudes que dieron lugar a la mecénica
clasica. Los filésofos de Ia Grecia antigua podian caleular los movimientos de los planetas
con una exactitud pasmosa, pero todavia crefan que los objetos pesados calan méas
rapidamente que los ligeros.

La dindmica sbélo comenzé a progresar cuando los mateméticos apartaron sus 0jos
del cosmos y rniraron mas atentamente - y mas criticamente- lo que sucedia debajo de sus
pies. Tolomeo imagind que la tierra se encontraba estacionaria en 2l centro de todo porque
tomd demasiado al pie de la letra la evidencia aportada por sus propios sentidos v no acertd
la hora de cuestionar su significado. Pero la cosmologia proporciond el estimule, y es
dudoso.

La cosmologia primitiva estd bien surtida de imaginacion mitologica, pero es
deficiente en contenidos objetivos. Nos encontramos visiones de una Tierra plana sostenida
por un elefante, del dios Sol gwando su carruaje a través del cielo, v de estrellas que
cuelgan de cuerdas y se apagan durante el dia. El punto de vista pitagérico no era menos
mistico, si bien concedia mayor importanciz al significado méagico de los nmirneros ¥, sin
darse cuenta introdyjo la matemadtica en escena. Platén sugeria que la Tierra se encontraba
en el centro del universo, con todos los demas objetos girando a su alrededor en una serie
de esferas huecas. También creia que la tierta era redonda, v en su creencia, de inspiracion
pitagdrica, de que todo, incluse ¢! movimiento de los cielos, era una manifestacion de la
regularidad matematica resulto encrmemente influyente.

Eudoxio, un extracrdinario matematico, gue también inventd la teoria rigurosa de
los nimeros irracionaies. se dio cuenta de que el movimiento observado de los planetas con
respecto a las estrellas no se ajustaba al ideal platdnico. Las trayectorias seguidas por los
planetas estaban inclinadas, v, muy frecuentemente, parecia como si 2stos s& movieran
hacia atrds. Eudoxio concibié una descripeién matemdtica en ia cual se consideraba que los
planetas estaban montados sobre unz serie de veintisiete esferas concéntricas, cada una
girando alrededor de un eje sostemudo por la mds préxima. Sus sucesorss mejoraron el
ajuste con las observaciones afiadiendo esferas adicionales. Sobre el afic 230 2.C. Apolonio
suplantd este sistermna con una teorfa de los egipcios, en la que los planetas se movian en
pequefios circulos cuyos centros, a su vez, giraban en circulos mayores. Claudic Tolomeo,
que vivio en Alejandria entre los afios 100-160 d.C., perfeccions el sistema de los egipcios
hasta que éstos se ajustaron tan bien a las observaciones que nada los suplanté durante 1500
afies. Fue un triunfo de la ciencia antigua.
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La metdfora de que los cielos se muevan andlogamente a como funciona la
maquinaria de un reloj puede tener una base mas literal. Nuestras ideas sobre la cultura
griega antigua provienen de una vertiente intelectual: filosofia, geometria, [6gica. La
tecnologia ha recibido menos atencion. Debido a esto. en parte a que han sobrevivido pocos
ejemplos de la tecnologia griega.

Se nos ha contado que los griegos valoraban la 16gica. matematica intelectual, por
encima de la logistica, matemadtica practica. Pero nuestras fuentes sobre esta vision del tema
no sen imparciales. La historia completa de la tecnologia griega puede que no se conozca
nunca, pere los indicios son fascinantes. )

En 1900, unos pescadores estaban buscando esponjas alejados de 1a costa de [a isla
griega de Antikiters (enfrente de la isla griega de Kitera. entre Grecia v Creta). Hallaron los
restos de un barco que se hundié durante una tormenta, en el afioc 70 a. C.. mientras
navegaba de Rodas a Roma. Su botin incluia estatuas. cerdmica. dnforas v monedas. junio
con conjuntos de dibujos y varias partes. que revelo trazas de engranages. En 1972, Dereck
de Solla Price observd este material con rayos X v flue capaz de construir el complicado
dispositivo de 32 cuerdas dentadas. Pero ;para que servia? Analizando su estructura,
decidio que debia de usarse para calcular las posiciones del Sol v de la luna con respecto al
fondo de las estrellas.

El mecanismo de Antikitera tiene caracteristicas muy interesantes. antre ellas el de
ser el ejemplo mas remoto que se conoce de un engranaje diferencial. Tales engranajes se
emplean ahora en ejes traseros de automoviles para que las ruedas se muevan a diferentes
velocidades, por ejemplo. al tomar una curva. En el mecanismo de Antikitera era necesario
un engranaje diferencial para calcular las fases de la Luna sustrayendo el movimiento del
"Sol del de la Luna. El aparato es muy complejo v estd fabricado con una precisién
considerable, Lo que indica la existencia de una larga tradicién en la Grecia antigua en el
corte de engranajes y en mdquinas engranadas. No han sobrevivido més ejemplo. tal vez
porque las maquinas viejas v rotas fueron fundidas para aprovechar su metal.

2.2 De Copérnico a Newton.

En 1473 Nicolas Copémico se dio cuenta de que la teoria tolemaica contenia un
gran nimero de epiciclos idénticos v descubrid que podia eliminarios si consideraba que la
Tierra giraba alrededor del Sol. Los epiciclos idénticos eran trazas del movimiento de la
Tierra. superpuesto sobre los movimientos de los restantes planetas. De golpe. esta teoria
heliocéntrica redujo el nimero de epiciclos a treinma v uno.

Johannes Kepler quedd igualmente insatisfecho con la vision de Tolomeo que hizd
Copérnico. Este heredd una serie de observaciones astronormicas nuevas v extremadamente
precisas realizadas por Tycho Brahe y estaba buscando las estructuras matemdticas que

I
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habia tras eilas. Tenia una mentalidad abierta, tan abierta que algunas de sus ideas. tal como
la relacidn entre la separacién de las orbitas planetarias y los poliedros regulares. parecen
bastante ridiculas hoy en dia. Posteriormente Kepler abandoné esta teorfa cuando se dio
cuenta de que estaba en conflicto con sus observaciones; todavia ne dispenemos de ninguna
teoria sobre la formacion de los planetas que explique correctamente los tamafios v las
distancias entre ellos.

Finalmente fue forzado, cas1 contra su voluntad, a formular su primera ley: los
planetas se mueven en Orbitas elipticas alrededor del Sol. Implicitas en este trabajo hay
otras dos leyes que posteriormente adgquirieron una enorme significacion. La segunda ley
establece que la orbita de un planeta barre &reas 1guales en tiempos iguales v la tercera ley
sostiene que el cubo de la distancia entre €] Sol y el planeta es proporcional al cuadrado del
periodo de su orbita.

La teoria de Kepler es estéticamente mucho més atractiva que un revoltijo de
epiciclos, pero, al igual que sus predecesoras, es puramente descriptiva Dice gue hacen los
planetas. pero no da un fundamento unificador, Antes de que la cosmeologia pudiese ir mas
alla de Kepler, hubo de resignarse a ser realista y poner los pies en la tierra.

Fn la Universidad de Pisa en la década de 1580, se dieron importanies avances en el
conocimiento humano. Pero la excitacién no podfa continuar todo el tiempo. Durante un
servicio religioso, un estudiante debid aburrirse, puesto que su atencién se distrajo y
comenzé a mirar una gran lampara que se balanceaba con la brisa. Esta oscilaba
erraticamente, pero €l notd que cuando la oscilacidén era mds amplia, su velocidad
aumentaba, de modo que tiempo empleade en una oscilacion permanecia constante. Por
aquel entonces aim no se habian inventado relojes precisos, de modo que midio el tiempo
empleado por la lampara usando su pulso.

El estudiante era Galilec Galilel, quién entrd a la Universidad de Pisa a la edad de
17 afios para estudiar medicina. Recibiendo clases particulares de matemdricas. Galileo
nacié en Florencia en 1564 y murid en 1642, Del mismo modo que fue un cienzifico de
‘primer orden, también fue una destacada figura literaria, un escritor elegante y hibil. Tenia
un barco de herramientas con el que fabricd sus propios telescopios: descubrio que Japiter
tenia cuatro lunas, los primeros cuerpos celestes conocidos que ne giraban alrededor de la
Tierra. Tenia talento para’el pensamiento claro. prefiriende las explicaciones logicas a los
argumentos extensos, ideados pare complicar y oscurecer. Vivid en una ¢poca en que
aceptaba las explicaciones de los sucesos en funcion de sus prepositos religiosos. Por
ejemplo, la {luvia cala porque su propdsito era regar los cultivos; una piedra lanzada al aire
cafa al suelo porque ese era el fugar que le correspondia.

Galileo se dio cuenta de que las preguntas sobre ‘el propésito de las cosas no
proporcionaban a la humanidad control sobre fendmenos naturales. En lugar de preguntar
por qué cae la piedra, &l buscaba la descripcién precisa de ¢dmo cae, En lugar del
movimiento de la Luna, en e! que €] no podia influir o regular, estudié bolas rodando sobre
planos inclinados. Y, en un golpe genial, confind su atencién a unas pocas cantidades
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claves: tiempo. distancia, velocidad. aceleracidon, momento.

El tiempo. en particular, le cred a Galileo muchos dolores de cabeza. No se puede
medir el tiempo de una piedra cavendo, mirande cudnto se acorta una vela ardiendo. El uséd
relojes de agua v el ritmo de su propio pulso. de acuerdo con el historiador Stillman Drake.
canturreaba para si mismo. marcando el ritmo del musmo modo en que lo harla un mdsico.
Para entender mejor los fendmenos dinamicos y meyorar la precisién de sus medidas de
tiempos, estudio el caso de una bola rodando sobre una pendiente suave. en lugar de una
que cayera libremente. Y mediante una mezcla de experimentos ideales v reales llegd a una
elegante descripeion de como caen los cuerpos bajo [a accior de la gravedad.

De acuerdo con ¢l espintu  de la geometria griega —en la que todos los objetos
estaban idealizados. de mode que una linea no tiene anchura y un plano no liene espesor-
Galileo idealizd su mecanica. eligid despreciar los efectos tales como la resistencia del aire,
para poder buscar las simplicidades subyacentes. A fin de deserredar la marafia de
influencia interrelacicnada que contrela el mundo natural, es mejor empezar estudiando
cada hebra a la vez.

En los tiempos medievales se pensaba que cl recorride de un provecti! tenia lugar en
tres paries: un movimiento inicial en linea recta. una porcion de un circulo v una caida
vertical final. Galileo descubrié que la velocidad de un cuerpo que cae aumenta a un ritmoe
constante. De esto dedujo el recorrido correcte. una pardbela Tambien mostrd que una bala
de cafién alcanza una distancia maxima cuando se lanza con un angulo de 43° Encontrd
leves para la composicién de las fuerzas. Se dio cuenta que. en ausencia de la resistencia del
aire. una masa pesada v una ligera deben caer con la misma velocidad. Galileo tenfa un
sentido del humor seco. como expuso en su Didlogo sobre los principales sisiemas del
mundo.

“Yo diria gue cualguwera gque se considere mds razonable que lodo el
universo se mmeve o fin de dejar que la tierra permanezca fijq. seric mds
irracional que uno gue escalara a la parte superior de una cupula para tener
una panoramica de la ciudad 1 sus alrededores y enronces pidiera gue todo el
campo gire alvededor swyo. de forma que él no se moleste en giray su cabeza ™

Un sistema para Jos objetos celestes; otros para los objetos mundanos. Kepler con su
vista puesta en 2l ciele v Galileo con su oido en ¢l suelo. Era casi impensable que hublera
una conexidn entre los dos. El cielo era purc. inmaculado, la casa de Dios v sus dngeles; la

. Tierza era el lugar del hombre pecador.

Un sencillo golpe de intnicién cambié para siempre esta percepeion.

Algunos grandes clentificos han sido nifios prodigio. pero el joven [saac Newton fue
un nifio relativamente ordinario, excepte por su destreza para construir cosas. El gato de la
familia, del que se dice que desaparecié en un globo de aire caliente. lo vivid en camne
propia. Newton nacid en 1642 en la aldea de Weolsthorpe, fue un bebé prematuro y
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enferrnizo, Mo resaltd particularmente como estudiante en el Trinity Coilege de Cambrige.
Pero cuando se produjo la gran peste, regresd a su aldea natal, alejado de la vida académica,
y casi sin ayuda de nadie cred la Optica, la mecdnica y el caleulo. Al final de su vida fue
director de la Real Casa de Moneda y presidente de la Real Sociedad Inglesa. Murié en
1727.

Galileo descubrié que un cuerpo que se mueve sometido a la gravedad terrestre
adquiere una aceleracion constante. Newton perseguia un objetive mayor: un cédigo de
19 - . -
leyes'~ que gobemnase el movimiento de un cuerpo bajo todas las combinaciones de
fuerzas.

En cierto sentido, el problema era geométrice y no dindmico. Si un cuerpe se mueve
con una velocidad uniforme. entonces la distancia que recorre es el producto de su
velocidad por el tlempo transcurride. 81 se mueve con velocidad no uniforme no existe una
férmula tan simple. Los matematicos anteriores a Newton hicieron importantes progresos,
mostrando que varias cuestiones dindmicas bdsicas podian expresarse en forma geoméirica.
Sin embargo, rara vez era facil resolver los preblemas geoméiricos.

Una grafica que muestre cémo varia la velocidad de un cuerpo con el tiempo tiene la
forma de una curva. Por argumentos geoméiricos puede mostrarse que la distancia total
recorrida es igual al drea comprendida bajo la curva. Similarmente la velocidad es la
pendiente de la tangente de otra gréfica, que representa la distancia frente al tiempo. Pero
;c6mo hallar estas 4reas y tangentes? Newton, e independientemente Gottiried Leibniz,
resolvieron estos problemas dividiendo el tiempo en intervalos cada vez mas diminutos. El
drea comprendida bajo la curva resulta ser la suma de las areas de un gran ndmero de
estrechas bandas verticales. Demostraron que ¢l error cometide por tal aproximacion
resuita muy diminuto a medida que el intervalo temporal se hace cada vez menor, y
argumentaron que “en el limite™ ¢l error puede llegar & anularse totzlmente. Del mismo
modo, la pendiente de una tangente puede calcularse considerando dos valores del tiempo
muy préximos y permitiendo que la diferencia entre ambos sea arbitrariamente pequefia.

" Ningtn matematico pudo proporcionar de forma logica una justificacion rigurosa para este
método. pero ambos estaban convencidos de que era correcto. Leibniz hablaba de cambios
“infinitesimales” en el tiempo; Newton tenfa una imagen més fisica de las cantidades que

-

infiuyen continuamente, v las llamé “fluentes v fluxiones”.

3.2 De Newton a Poincaré

La revolucion del pensamiento cientifico que culminé con Newton nos Hev a una
vision del universo como un gigantesco engranage, gue funcionaba como un mecanismo de
extraordinaria precision. De acuerdo con esta visién, una méquina es. por encima de todo

* En reahdad Newton nunca formuld “leyes” el les llamé:  principios”, de ahi el nombre de su libro con el
que dio a conocer sus 1deas Sin embargo nosorros las conocemos como leyes y no como pringipios.

17
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predecible. Bajo las mismas condiciones realizara las mismas cosas. Un ingeniero que sepa
las especificaciones de la maquina y su estado en un momenio dado puede, en principio.
calcular exactamente [0 que harz en cualquier instante posterior.

Newton formuld sus leves en la forma matematica que no sélo relacionaban entre si
cantidades. sino también las velocidades de cambio de dichas cantidades. Cuanto mds cae
un cuerpo. mas rapide lo hace: por eso es mis peligroso caerse desde un edifico alto que
desde uno bajo. Es la aceleracidn -el ritmo de cambio del ritmo de cambio de posicion- la
que es constante. Quiza podamos comprender ahora porque se necesitaron tantos siglos para
que se descubrieran estas regularidades dindmicas: [a ley es simple s6lo para aquellos que
adquieren una nueva concepeidn de la simplicidad

Las ecuaciones que involucraron ritmos de cambio se denominaban ecuaciones
diferenciales. El ritmo de cambio de una cantidad se determina mediante la diferencia de
sus valores en dos instantes cercancs, la palabra ~diferencial” impregna. recerdandonos
dicho concepto, las matematicas: calculo diferencial. coeficiente diferencial. La resolucion
de ecuaciones algebraicas. aquéllas que no involucran ritmos de cambio. no es siempre
ficil: la resolucién de ecuaciones diferencizles es un orden de magnitud mas dificil,
Mirandoe en retrospectiva desde finales del siglo XX. la sorpresa es que tantas ccuaciones
diferenciales importantes puedan ser resueltas, al menos desde un punto de vista ingenuo.
Ramas enteras de las matematicas han brotado de la necesidad de entender una tinica.
crucial. ecuacion diferencial.

La palabra “andlisis” adquirié una especial connotacion durante el siglo XVIIL
cuando el aspecto tedrico del céleulo se fue extendiendo sustancialmente. EI principal
artifice de tal desarrollo fue Leohard Euler, el matematico mds prolifero  de wdos los
iiempos. Euler también fuc responsable de grandes partes de la aplicacion del calcuio a la
fisica matematica. Nacido en Suiza en 1707, fue educado en primer lugar para la vida
religiosa. pero pronto se decidid por las mateméticas y comenzd a publicar a la edad de 18
afios. A los 19. gand un imporiante premio matemaético concedide por la Academia
Francesa de Ciencias, sobre un problema relacionado con los mastiles de los buques. En
1733. fue nominado por la Academia de San Petersburge en Rusia En 1731 se mudd a
Berlin, pero regresdé a Rusia  en 1766 a requerimiento de catalina la Grande En
consecuencia, Suiza le recuerda como un gran matematico suizo. Rusia como un gran
matematico ruso. v Alemania como un gran matematico alemén. Su vista comenzd a fallar
v en 1766 estaba totalmente ciego Esta no tuvo efectos notables en su prodigiosa v ariginal
produccién matematica.

Bl campo de la mecdmea analitica contribuvé con las primeras pinceladas
newtonianas: la mecdnica se basaba total v explicitamente en el célculo. para el que el
objetivo era. primero, hallar ecuzcicnes diferenciales que gobernaban el movimiento del
sistema de imterés. v. luego. resolverlas. Pero pronto comenzaron a abrirse areas
completarriente nuevas. Los antiguos pitagodricos buscaban la armonia en los nimeros, o,
més exactamente. niimercs en armonia, pues la numerologia de la nrisica fue su mayor
descubrimiento. Muchos habian querido detectar una afinidad entre la matematica vy la



Capitulo Primero Introduccion Histdrica

musica. Sea como fuere, se obtuvo una cantidad asombrosa de importantes resultados
materndticos a partir del problema de las vibraciones de ura cuerda de violin. Puede
argumentarse, por ejemplo, que sin él ne dispondriamos ni de la radio, ni de la television.

Resolviendo una ecuacién diferencial apropiada, Book Taylor descubrié en 1713
que la forma fundamental de una cuerda de vibrante es una grafica sinusoidal, En 1746,
Jean Le Rond I)’Alembert se percatd de que también eran posibles otras formas.
¥ Alembert era hijo ilegitimo de madame de Tencin, un fameso personaje y de su amante,
el caballero Destouches. El fruto de esta relacion fue abandonade en las escaleras de la
iglesia de Saint Jean- le-Rond de Paris, de ahi su inusual nombre de pila.

D’Alembert lievé a cabo un andiisis general de la cuerda vibrante. Suponiendo que
la amplitud de la vibracion es pequefia (para eliminar térmunos indeseables de las
ecuaciones), escribio una ecuacion diferencial que debia ser satisfecha por la cuerda. Pero
ésta era un tipo nuevo de ecuacion, wma ecugcién de derivadas parciales. En tales
ecuaciones aparecen los ritmos de cambio de algunas cantidades con respecto a diversas
variables. Para la cuerda de violin, estas variables son de posicién de un punto sobre la
cuerda y el tiempo. I’Alembert consiguié mostrar que la ecvacién es satisfecha por la
superposicion de dos ondas de forma arbitraria, una viajando hacia la izguierda v otra hacia
la derecha.

Euler se apresuré a completar este descubrimiento. Se le ocurrié que la forma
ondulada sinusoidal tmica puede acoplarse con sus arménicos superiores: ondas con la
misma forma pero vibraudo al doble, tnple, cuddruple,... de la frecuencia fundamental,
Analizé tas vibraciones de campanas y tambores en una “nueva teoria de [z miisica”, Daniel
Bemoulli extendié los resultados a los tubos de los érganocs.

Después de la misica vino la fisica. Joseph Louis Lagrange, un joven que
comenzaba a hacerse de un nombre, aplicd en 1759 estas ideas a ias ondas del sonido y af
cabo de diez afios estaba lista una teoria de la aclstica comprensible v Jograda.

El siglo XVIII fue una época de poderio maritimo, que exigia conocimientos sobre
el modo en que fluyen el agua v otros fluides. En 1752, Euler enfoco su atencién a la
dindmica de fluidos y en 1755 establecié un sistema de ecuaciones en derivadas parciales
para describir el movimiento de un fluide sin  viscosidad. Consideré fluidos
incomprensibles (agua} ¥ comprensibles (aire). Modelé el fluido como un medio continuo,
nfinitamente divisible, y describié su movimiento en términos de variables continuas que
dependen de la posicién de las particulas del fluido: velocidad, densidad, presin.

Una a una fueron cayendo, bajo el dominio matematica, las diversas ramas de la
fisica. Josep Fourier desarrollé una ecuacién para deseribir el flujo de calor v obtuvo un
método nuevo y potente para resolverla, ahora conocide como andlisis de Fourier La idea
principal - consiste en representar cualquier forma de onda como una superposicién de
curvas sinusoidales.
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La deformacién de materiales someridos a tensién, fundamental para la ingenieria.
condujo a las ecuaciones de la elasticidad. Analisis mas profundes de la gravitacion
condujeron a ccuaciones que ahora deneminamos en honor de Pierre Simon Laplace y de
Simon Denis Poisson. Las mismas ecuaciones aparecian de nuevo en hidrodindmica v
electrostdtica, v se desarrollo una generalizacion comin, conocida como “teoria del
potencial”. La teorfa del potencial permiti¢ a los matematicos abordar problemas tales
como la atraccion gravitatoria debida a una masa clipsoidal. Esto es importante en
astronomia. puesto que la mayoria de los planetas no son esferas. sino que estén achatados
en sus poios. En el siglo XVIII (y principios del XIX) fue un periodo en el que se forjaron
la mayorfa de las grandes teorias de la fisica matemstica clisica, siendo las prineipales
excepciones las ecuaciones de Navier-Stokes del flujo de un fluldo viscose + las ecuaciones
del electromagnetismo, debidas a James Clerk Maxwell, que aparecieron un poco después.
El descubrimiento de las ondas de radio vino a través de las ecuaciones de Maxwell.

Surgid un paradigma contundente. La forma de modelar 1a naturaleza es mediante
ecuaciones diferenciales.

Pere hubo un precio que pagar. Los matematicos del siglo XVIII se dieron de topes
en la pared. cn un problema que ha plagado la mecanica tedrica hasta nuestros dias: obtener
las ecuaciones es una cosa. resolverias es otra muy diferente, El mismo Euler dijo:

‘Si mo nos estd permitide penetrar en un conocomenio complefo
concernienie a los movinuenios de los fluidos, no es debido a la
mecamea, o a la insuficiencia de los  principios conocidos del
movunienro a los que hemos de atribuir la cavsa. Es el mismo andiisis
el gque agui nos achandona”

Los principales logros del siglo XVIII consistieron en obtener ecuaciones para
modelar los fendmenos fisicos. Pero hubo mucha menos suerte al resolver las ecuaciones.

A pesar de eso habia un ilimitado optimisme y un senhimiento general de que los
problemas de ia namuraleza habian quedado amplhamente resueltos. El éxito del paradigma
de la ecuacién diferencial fue impresionante y vasto. Muchos problemas. incluvendo los
basicos ¥ los importantes, condujeron a ecuaciones gue podian ser resueltas. Comenzd un
proceso de autoseleccion, por el que Ias ecuaciones que no podian ser resueltas eran,
aufomaticamente, de menros interés gue aquellas que sf podian serlo. Por supuesto. los
libros de texto a partir de los cuales las nuevas generaciones aprendian las téenicas, sélo
contenian problemas resolubles. La premisa era que el universo sigue un camino dindmico
Gnico ¥ predeterminado. S6lo puede hacer una cosa. Pierre Simén Laplace, en sus Ensayos
Filosdfico sobre las probabilidades, o expresa de la manera siguiente: .

‘U ser inteligente que en un nstanie dade conociera fodas las fuerzas que
animan la naturaleza y las posiciones de los seres que la forman. y que fuera lo
suficienfemente inmenso como para poder analizar dichos dares. podria
condensar en ung umca formula el movimiento de los objetos mas grandes del

20
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universo y el de los diomos mds ligeros nada seria incierto para dicho ser,
tanto el futuro como el pasado estarian presentes anie sus ojos

De las afirmaciones de Laplace, podemos comprender el clima de entusiasmo que
prevalecia en la ciencia de aquella época cuando un fendmeno tras otro —mecénica, calor,
ondas, sonide, luz, magnetismo, electricidad- eran dominados por la misma técnica. El
paradigma del determinismo cldsico habia nacido: si las ecuaciones describen la evolucion
del sistema univocamente, en ausencia de perturbaciones externas aleatorias, su
comportamiento estd entonces univocamente especificado en todo instante.

Sin embargo, atin habia cuestiones no respondidas, tales como el movimiento de tres
cuerpos bajo Ia gravedad. Pero de un moedo u otro, tales ecuaciones eran vistas como
excepciones.

Y, de hecho, incluso el determinismo matematico de las ecuaciones del movimiento
tenfan huecos. Una de las idealizaciones comunes de la mecanica newtoniana es considerar
particulas eldsticas duras. Si colisionan dos de tales particulas, salen rebotadas con dngutos
y velocidades bien determinados. Pero las ieyes de Newton no son suficientes para
determinar el resultado de la colision simultinea de tres de esas particulas. Las pretensiones
eran demasiado, y los resultados eran defectuosos

En 1750, Lagrange recogi6 las ideas de Euler y, a partir de ellas, elaboré una
reformulacién sobre la dindmica. Como resultado de este trabajo s¢ produjeron dos ideas
importantes. Ambas habian estado presentes durante décadas, pero Lagrange pudo
formularias de manera concreta.

La primera fue el principio de conservacion de la energfa. La mecanica cldsica
reconocia dos formas de energia, La energia potencial es la energia que un cuerpo tiene en
virtud de su posicidn. Por ejemplo, en un cuerpo gravitatorio, la energia potencial es
proporcional 2 la altura. Un cuerpo en la cima de una colina posee mas energia potencial
que uno en un valle, por ello la escalada a una colina es mas fatigosa que un paseo a lo
largo de la playa. La energfa cinética es la energia que tiene wn cuerpo en virtud de su
velocidad: se ha de trabajar mucho mds duramtente para frepar un caballo desbocado gue
cuando se trota sobre €L

Durante el movimento, ¥ en ausencia de frccidn, estas dos formas de energia
pueden convertirse una a la otra. Cuando galileo dejé caer su célebre bala de cafion desde la
torre inclinada de Pisa, ésta comenzd con mucha energia potenciat pero no cinética, e
intercarnbiaba energia potencial por cinética conforme caia. Es decir, descendid y acelerd, a
final de cuentas: la energia total, es decir, la energia cinética mas la potencial, no cambian.
Cuando una bala de cafion cae de un parapeto pierde energia potencial v, por tanto, ha de
ganar energia cinética. Es decir, se acelera. La segunda ley de Newton del movimiento
expresa efectivamente este argumento cualitative en una forma cuantitativa,”

20
F=ma

21



Capitulo Primero Introduccién Historica

La segunda idea de Lagrange fue infroducir coordenadas vencralizadas. Las
coordenadas son un truco para convertir la geometria en algebra, asociando un conjunto de
mimeres con cada punto. Los matemdticos encontrzban conveniente frabajar con varios
sistemas de coordenadas. dependiendo del probiema que estaban abordando. Lagrange vié
que ¢ra inconveniente acarrear este tipo de caleulos en una teoria matematica. Comenzo
supaniendo un sistema de coordenadas cualesquiera. Luego. con una simplicidad pasmosa.
obtuvo las ecuaciones del movimiento en una forma que no dependia del sistema de
coordenadas elegido. La formulacion de Lagrange posee numerosas ventajas sobre la de
Newton. Muchas de ellas son técnicas: son mds ficiles de aplicar cuando existen ligaduras
en el movimiento y evita las transformaciones de coordenadas engerrosas, Pere sobre todo
es mas general, mas simple v mas abstracta.

Estas ideas fueron proseguidas por Rowan Hamilton (1803-1863), el gran
matematico irlandes. Reformulé la dindmica de nuevo. con mavores generalidades atin. En
la versién de Hamilton de la tecria. el estado de un sistema dindmico viene especificado por
un conjunto general de coordenadas de posicién {similares a las de Lagrange) junto con un
conjunto relacionade de coordenadas de momento (las velocidades correspendientes
muliiplicadas por la masa). Una cantidad tnica, ahora conocido como hamiltoniano del
sisterna. define la energia total en términos de las posiciones v momenios El ritmo de
cambio con ¢l tiempo de las coordenadas de posicidén v de momento se expresa en funcién
del hamiltoniano mediante un sistema de ecuaciones untficado v simple.

A pesar de todos los importantes logros alcanzados en la fisica matematica clasica,
permanecieron sin tocar algunas areas de la naturaleza. Los mateméticos podian calcular el
movimiento de un satéhite de Jdpiter. pero no el de un cope de nieve en unz ventisca.
Podian describir el crecimiento de una burbuja de jabon, pero no el de un arbol. Los
matematicos habian podido concretar, algo del orden del universo, v las razones de ese
orden, pero todavia vivian en un mundo desordenado. Creian. que gran parte del deserden
(0 caos) obedecia a las mismas leyes fundamentales: su incapacidad parz aplicar aguellas
leyes a cualquier efecto eran simplemente una cuesiion de complejidad. El movimente de
dos masas puntuales podia calcularse de forma precisa. El caso de tres particulas era va
demasiade dificil para una solucién completa, aunque podia resolverse de forma
aproximada, El movimiento a largo plazo de los aproximadamente cincuenia cuerpos
mayores en el sistema solar era imposible de controlar en su totalidad.

La Matematica Faltante: “Probabilidad”

La teorfa de la probabilidad se originé con un tema bastante practico. el juege. El
Jugador ‘tiene un sentide insuntivo de las probabilidades’ en uma apuesta Girolamo
Cardane, el erudito del juego. un genio intelectual v picaro incorregible fue le primero en
escribir sobre la probabilidad. En 1634, el caballero de Mére le preguntd a Blais Pascal
como repartir mejor las apuestas en un juego de azar cuando se interrumpe. Pascal escribic

"' Vease el apéndice “Azar” donde s¢ da un tratamiente farmal de la teoria de las probabilidades
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a Fermat y entre los dos encontraron una respuesta. Esta se imprimié en 1657 en el primer
libro que se dedico igualmente a la teoria de la probabilidad De ratiociniis in Judo aleae de
Christian Huygens.

La probabilidad, proviene de la publicacion de la obra “Teoria analitica de las
probabilidades” de Laplace, en 1812, De acuerda con Laplace, la probabilidad de un
suceso €s el nimero de maneras en que puede ocurnr, dividido por el ntmero total de cosas
que pueden suceder, sobre el supuesto de que estas ltimas son igualmente probables.

Una de las partes mas importantes de la teoria de las probabifidades es la estadistica
y estd a su vez centra muchos de sus estudios en la famosa distribucion normal. Esta es una
curva en forma de campana que modela ficlmente las proporciones de una poblacidn que
tiene alguna caracteristica particular,

La distribucion normal fue denominada originalmente fey del error, debido al
trabajo de los astrdnomos y matemdticos del siglo XVIII, quienes cuando trataron de
calcular las orbitas de los cuerpos celestes se vieron forzades a tomar en cuenta el error
observacional. La ley del error describe cémo se aglomeran los valores observados
alrededor de un vator promedio. ¥ propercicna estimaciones de las posibilidades de que
acutra un error de un valor determinade. Adolphe Quetelet la importd a las clencias
sociales, y aplicd el método a todo lo que se le ocurrié® medidas del cuerpo humano,
delitos, matrimonios. suicidios. Su “Mecdnica Social"se tituld asi deliberadamente en
comparacién con la Mécamea Celeste de Laplace. Quetelet fue lo suficientemente haml
para extraer conclusiones generales de la supuesta constancia de los valores sociales, y
sugirié la 1dea de un “howmbre promedio”. No sélo pensaba en la condicién humana como
una especie de dindmica social: queria ocuparse de ella como si fuese un ingemero.
Ajustando, estabilizando, amertiguando las oscilaciones. Para él el “hombre promedio™ no

" era una abstraccién matematica, sino un ideal moral.

_Las ciencias sociales difieren de las ciencias fisicas en muchos aspectos, uno de los
cuales es que los experimentos controlados son raramente realizables en las ciencias
sociales. Si un fisico desea examinar el efecto el calor en una barra de metal, puede
calentarla a varias temperaturas vy comparar los resultados. Si un economista desea
examinar ! efecto de una politica fiscal en la economia de un pais, puede aplicarfz o no;
pero. no puede permitirse el lujo de aplicar diferentes regimenes fiscales a la misma
economia bajo las mismas condiciones. Alrededor de 1880, las cienclas sociales
comenzaron a desarrollay un sustituto del  experimento controlado, derivado de los
primeros trabajos de Quetelet sobre la distribucién normal. El trabajo més importante fue
realizado por tres hombres: Francis Galton, Ysidro Edgeworth y Karl Pearson. Cada uno de
ellos destacaba en su propio campo de conocimientos: Galton, en antropoiogia, Edgeworth,
en economia, y Pearson. en filosofia. Entre ellos convirtieron la estadistica en una ciencia
mAas o0 menos exacta.

Francis Galton (1822-1911) estudié medicina. pero abandoné cuando heredd una
fortuna. En 1860 dedicé su atencién a la metrologia y. por medio de métodos graficos,
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dedwo la existencia de anticiclones a partir de un montdn de datos uregulares. Tocd temas
como la educacion, la psicologiz. la sociologia v ¢l estudio de las huellas digitales. pero en
1863 aparecié su principal interés: la herencia genética. Galton deseaba entender como
pasaban a las generaciones sucesivas las caracteristicas heredadas. En 1863 se enconiré con
los escritos de Quetelet y quedd maraviliado con la distribucién normal. Sin embargo, el
modo en ¢l que la empled era hastante diferente de como sugeria Quetelet. Galton cansiderc
la distribucién normal como un método para clasificar datos en grupos de origen diferente,
Galton razond que la distribucion normeal se aplica unicamente a poblaciones puras. que
fallaria en mezclas de poblaciones.

Pero esta imagen no satisfizo a Galton cuando pensaba en la herencia genética.
Supongamos que la primera generacion de una poblacién pura tiene alturas distribuidas
normalmente. Cada individuo tiene descendientes. cuyas alturas, presumiblemente, también
estan distnibuidas nermalmente. Sin embargo, el pico de altura de los descendientes
depende de cual fue el pico de altura de los progenitores; de lo contrario. ;jcémo podria
heredarse la altura caracteristica?. De esta forma, las alturas de las sucesivas generaciones
se describen por superposicion de muchas distribuciones normales diferentes, pero esto no
recesariamente conduce a una disiribucion normal. Conclusidn:  cuando una poblacién
pura produce la siguiente generacion, lu poblacion resultante deja de ser pura. Pero esto
es absurde: la generacién pura original. es a la vez, una generacidon resultante de la
generacion previa.

En 1877, Galton consiguié resolver esta paradoja. Para entonces tenia numerosas
generaciones de guisantes dulces que se ajustaban a la distribucion normal; también tenia
un curioso instrumento experimental llamado trestobillo. que simulaba la matematica
dejando caer perdigones de plomo a través de una disposicidn ordenada de alfileres
metalicos. rebotando al azar a la izquierda o a la derecha. Su resolucion fue la siguiente.
Pueso que los padres proceden de una poblacidn pura, las distrbuciones normales por
separado correspondientes a sus descendientes no son independientes. Su comportamiento
superpuesto es. especial. De hecho, tiene lugar un pequefio milagro matematico: las
distribuciones estan relacionadas justo de tal manera que al superponerlas todas. resulta de
nuevo una distribucion normal.

Galton guedo impresicnado con el resultado v ello le conduio a la idea de regresion.
Los nifios de padres altos son. en promedio. mas bajos que éstos; los mifios de padres més
bajos son. en promedio. mas altos. Esto no impide que los nifios de padres altos sean mas
altos gue los de padres bajos, pero la aliura de los descendientes estd asi. desplazada
ligeramente hacia el promedio.

En 1873, el fisico James Clerk Maxwell propuso el emplec de los métodos
estadisticos en una reunién de la Sociedad Britanica para el Avance de la Clencia:

“La mas fima porcion de maieria que podemos someter ol experimento esid
constituida por millones de moléculas, ninguna de las cuales se nos muestra
jamds en sy identidad individugl. No podemos. por lawro. determinar el
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movimiento real de ninguna de dichas moléculas; por ello, estamos obligados a
abandovar el método histérico estricto y adoptar del método estadistico para
tratar con grandes grupos de moléculas Los datos de método estadistico, tal
camo se aplican a la ciencia de las meléculas, som las sumas de grandes
cantidades moleculares. Al estudiar relaciones entre cantidades de este fipo, nos
encontramos con una nueva clase de regularidad, la regularidad de los
promedios, de la que podemos fiarnos suficientemente para todos los propésitos
pricticos, pero de la que no podemos pretender ese cardcler de precision
absoluta que poseen las leyes de la dindmica abstracta”™.

Maxwell abordé una cuestion basica: ;Cudl es la distribucion estadistica de la
velocidad, aleatoriamente variable, de una molécula? Comenzo con dos suposiciones fisicas
plausibles:

e La componente de la velocidad en cualquier direccion dada es independiente de
la componente en cualquier direccién perpendicular.

e La distribucion es esféricamente simétrica, es decir, trata todas las distribuciones
por igual.

A partir de estos principios basicos sin recwrir a las Jeyes de la dinamica, Maxwell
presentd un argumento matematico Gnico para demostrar que la distribucién ha de ser el
andlogo tridimensional de la ley de ervor de Quetelet.

Al final del siglo XIX la ciencia habia adquirido dos paradigmas muy diferentes
para los modelos matematicos. El primero y maés antiguo, era el andlisis de gran precisidén
por medio de las ecuaciones diferenciales; en principio, era capaz de determinar la
evolucién completa del universo, pero en la préctica, sblo era aplicable a problemas
simples y bien estructurados. El segundo el andlisis estadistico de cantidades promediadas,
que trabajaban con cantidades globales del movimiento de sistemas altamente complejos.

No habia practicamente contacto alguno, a nivel matemético, enire ambos métodos.
Las leves estadisticas no sc calculaban como consecuencia matematica de las leyes de la
dinémica, eran algo extra v se basaban en la intuicidn fisica. ’

A medida que fue transcurriendo el siglo XX, la metodologia estadistica fue
ocupando su lugar al lado del modelo determinista. Aparecid una palabra nueva para
reflejar que incluso el azar tenfa sus propias leyes: esiocdstico (La palabra griega
stochastikos significa de buena punteria y de este modo expresa la idea de usar las leyes
del azar para el beneficio personal.)La matemdtica de procesos estocasticos —secuencia de
sucesos determinados por e} azar- crecid jumio con los procesos deterministas.

El orden ya no fue nunca més sinénimo de ley y el desorden de fuera de ley.
Ambos, el orden y el desorden, tenian leyes. Pero estas leyes de diferentes
comportamientos. Una ley para lo ordenado, otra para lo desordenado. Dos paradigmas, dos
teorias. Dos formas de ver el mundo. El determpusmo para los sistemas simples con pocos
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grudos de Liberiad, la estadisnca para los sistemas complicados con muches grados de
fiherrad Cualquer sistema. era aleatorio o no lo zra. Si lo era los cientificos usaban algun
método estocastico: si no. preparaban sus acuaciones deterministas.

Los dos paradigmas. eran igualmente aceptados por los cientificos. igualmente
nriles, igualmente importantes, igualmente matematicos. Iguales. pero diferentes. Muv
diferentes. Los clentificos sabian que eran diferentes. v sabian por qué: los sistemas simples
sc comportan de forma simple. los sistemas complicados. se compertan de forma
complicada. Entre la simplicidad » la complelidad no puede haber un terreno comun.

Pero los cientificos en su afén por eniender cada vez mejor las cosas s cuestionan y
peor atn. cuando se sabe algo con firmeza. los cuestionamientos son mas profundos. Si no
se cuestiona., se vive a base de f& y no de ciencia.

JPuede un sistema determimsta sumple comportarse como una aleatorio? El
progreso completo de la ciencia estaba basado en la creencia de que la forma de buscar la
simplicidad en la naturaleza es hallando ecuaciones diferenciales para describirla. [Que
preguniz tan tontal

En el momente de la lustoria al que acabamos de llegar solo se podia distinguir una
voz disidente. v de forma débil e incierta: era simplememie unz indicacion temblorosa de
problemas futuros: dicha voz se elevd una sola vez. después callo: una voz que —si se
escuchd- fue 1gnorada, Era la voz de un hombre que presumiblemente fue. 2l matemético
més grande de su época. otro revolucionario de la turbulenta ciencia de la dinamica La voz
de un honrlbre que toco el £aos...

Y se horrorizo por elio

Henzi Pomncaré. Y de & hablaremos mds ampliamente en el siguiente capitulo de
este trabajo.
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Capitulo Segundo Caos, Atractores y
Atractores Extraiios

CAOS, ATRACTORES Y ATRACTORES
EXTRANOS

1. CAOS

1.1 La sensibilidad a las condiciones iniciales.

Recordemos la historia del inventor del ajedrez. Este sabio pidié al rey como recompensa
que se pusiera un grano de arroz por la primera casillz del tablero, dos por la segunda,
cuatro por la tercera, y asi sucesivamente doblando el nimero de granos de arroz por cada
nueva casilla. Al principio el rey pens¢ que €sa era una récompensa muy modesta, pero
después tuvo que admitir que la cantidad de arroz necesaria era tan enorme que ni €l ni
ningun rey en ¢l mundo podian suministrarla. Doblar 10 veces una cantidad equivale a
multiplicarla por 1024; doblarla veinte veces, equivale a multiplicarla més de un milién,
etcétera. ..

Cuando una cantidad crece de modo que se dobla al cabo de clerto tiempo, luego
vuelve a deblarse tras el mismo intervalo de tiempo, v asi sucesivamente, se dice que esta
cantidad crece exponencialmente 0 que fiene un crecinmiento a tasd constante.

Utilicemos [a idea del crecirhiento exponencial y supongamos que tratamos de
poner un clavo en equilibrio sobre su punta. Obviamente a menos que utilicemos un imén o
algin ofro objeto, v hagamos frampa, esto no serd posible El clavo nunca queda
exactamente en equilibrio v cualquier desviacién le hard caer de un lado a oo Si se
estudia la caida del clavo mediante las leyes de la mecénica clésica, se encuentra que ¢ae
con velocidad exponencial (de forma aproximada, y al menos al comienzo de la caida). De
este modo, ia desviacion del clavo respecto al equilibrio se multiplicard por 2 en un cierto
intervalo de tiempo, de nuevo por 2 en el intervalo siguiente, y asi sucesivamente. hasta que
pronto el clavo se encontrara tendido a lo largo de la mesa.

El cjemplo del clavo. es un ejemplo tipico de “sensibilidad a las condiciones
iniciales”. Esto quiere decir que un pequefio cambio en el estado del sistema en ef instante
cero —un pequefio cambio en la posicién y velocidad iniciales del clavo- produce un cambio
posterior que crece exponencialmente con el tiempo Asi pues, una causa pequefia —empujar
ligeramente el clavo hacia la 1zquierda o la derecha- tiene un efecto grande. Uno puede
penisar que para gue una causa pequefia tenga un efecto grande 2s necesario que el estado
en el instante cero sez excepeional, como es el estado de equilibrio inestable de un clavo
sobre su punta. Pero lo cierto es lo contrario: muchos sistemas fisicos dependen de forma
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sensible de las condiciones imiciales. Dicho de otra forma, cualguiera que sea el estado del
sistemna en el instante cero. si se le "empuja” ligeramente hacia la derecha o izquierda. de
ello resultaran efectos importantes a largo plazo.

Veamos ahora otro ejemplo: el del juego de billar con obsticulos redondos.
Idealicemos un poco el sistema: despreciaremos el rozamiento. los efectos debidos a la
rotacion de la bola, y supongamos que las colisiones son eldsticas. Lo que nos interesa es el
movimiento del centro de la bola de billar. Mientras no haya ninguna celisién. este
movimiento es rectiiineo y unitorme. Cuando hay una colisidn con un obstéculo todo
sucede como si el centro de la bola fuera reflejado por un obstaculo maver —mayor
precisamente en el radio de la bola (figura /) - La trayectoria del centro de la bola es
reflejada exactamente de la misma forma que un ravo de luz es reflejado por un espejo —asi
se expresa geométricamente el hecho de que la colisidn sea eldstica-.

Figura 1 Una mesa de billar con obstaculos convexos La bola
parte de la asquma supencr iZgwerda y su centro sigue una linea
continua Una bola imagmnara parte en una direccién igeramente
diferente (Iirea discontinua) Después de algunas colisiones, !as
dos trayectoriasno hienen nada que ver una con la oira

Supongamos que tenemos sobre la misma mesa de billar una bola real v otra bola
imaginaria, inicialmente en ¢! mismo lugar. Impulsemos simultaneamente las dos bolas
con la misma velocidad pero en direccicnes ligeramenie diferentes. La mrayecioria de la
baola real v Iz bola imaginaria forman asi cierto dngulo "¢ ". Ahora bien. observemos
también que la distancia entre las dos bolas serd proporcional con el tiempo. Hay que
seflalar que este crecimiento proporcional al tiempe no s el crecimiento exponencial
explosivo anterior. $1i la distancia entre el centro de la bola imaginaria es. al cabe de un
segundo, de una micra. la distancia al cabo de 20 segundos s6lo seré de 20 micras {(atun muy
pequena),,

Pero., ;qué pasaria si hubiese una arruga o alguna reflexion en la mesa de billar?
Una reflexion sobre el borde recto de la mesa de billar no aportaria nada nuevo: las
trayectorias reflejadas mostrarian el mismo angulo o antes v la distancia entre la bola real
v lz imaginaria seguiriz siendo proporcional al tiempo. Recordemos que la reflexidon de la
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2ola sobre un borde de la mesa de billar obedece a las mismas regias que la retlexion de la
tuz sobre un espejo: mientras el espejo sea plano no ocurre nada extraordinario.

Recordemos que habia obstaculos redondos en la mesa de billar, ¥ estos obstaculos
comresponden a espejos convexos, Como ¢s sabido, las imdgenes reflejadas en un espejo
convexo son bastante diferentes a las que se observan en un espejo plano. Podemos
analizar lo que ocurre de la siguiente forma: si enviamos un rayo luminosos de dngulo
£ s0bTe un espejo convexo, el pineel reflejado tiere un dngulo diferenie —llamémosle o -
mayor que . Supongamos que ¢l dngulo « ' es el deoble del dngulo o -esta es una
simplificacion excesiva-.

Volvamos a la mesa de billar con obstidculos redondos, v a nuestras dos bolas, una
real v la otra imaginaria. [nicialmente. lag trayectorias de lag dos bolas forman un dngulo
a, v este angulo no cambia por una reflexion sobre un borde recte de la mesa de biilar.
Pero tras un choque con un cbstaculo redondo. las trayectorias divergirdn con un angulo
¢ . Después de 10 choques ¢l dngulo se habrd multiplicado por 1024, y asi sucesivamente.
Si tenemos un chogue por segundo, el dngulo entre las trayectorias de la bola real y la bola
imaginaria crecerd exponencialmente con el tiempo. De hecho de la demostracidn
matematica' se puede comprobar que la distancia entre las dos bolas también crecerd
exponencialmente con el tiempo (mientras no se haga demasiado grande): fememos
sensibilidad a las condiciones inicinles.

La distancia entre el centro de la bola real ¥ el centro de la bola imaginaria se
duplica cada segundo. Por lo tanto al ¢cabo de 10 segundos una distancia inicial de 1 micra
se ha convertido en una distancia de 1024 micras. es decir. alrededor de un milimetro. Y al
cabo de 20 (o 30) segundos. jla distancia seria de mas de un metro (0 mds de un
kilometro)!. Esto es absurdo dadas las dunensiones de la mesa de billar (Donde estuvo el
error? El error estuvo en haber simplificado tante €l andlisis: hemos supuesto que {ras ung
reflexion por un ohstaculo redondo, el dngulo entre las trayectorias de dos bolas de billar se
habia multiplicado por 2 (mas o menos) pero seguia siendo pequefio. En realidad. al cabo
de cierto tiempo el dngulo se hace grande, las trayectorias se separan v muentras una de las
bolas tropieza de lleno con un obsticulo, [a otra pasa rozdndolo.

Resurmiendo. si observamos simultineamente el movimiento de una bola de billar
real v otra imaginaria con condiciones iniciales ligeramente diferentes. vemos que
normalmente la trayectoria se separa exponencialmente con el tiempo hasta que una de las
bolas tropieza con un obstaculo mientras la otra pasa de largo A partir de este momento los
dos movimientos ya no tienen que ver uno con otro. Existen condiciones iniciales

' La velocidad de crecimiento (igual a la derivada temporal) de la distancia entre la bola real v la bola
imaginaria es proporcronal (en una primera aproxunacion) al angyle entre las trayectorias Por consiguiente,
una estimacion de la distancia ¢ntre las dos bolas viene dada por la integral de una exponencial que es

A
asimismo (salvo una consiante aditiva) una exponencial LAC“S ds = {&" —1; Ewvidentemente, la
o

hipotesis de colisién por segundo s6lo es aproximada e, incluso si se acepta. el crecumento del dngulo no es
exactamente exponencial Pero la limutacion esencial del argumento es que solo se aplica para pequefias
distancias entre bolas.
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excepcionales para la bola imaginaria tales que ésta no se aparta de la bola real, por
cjemplo, la bola imaginaria podria seguir a la bola real aunque a un milimetro detras de
ella. En general. Las dos trayectorias divergen.

El gjemplo del billar v la anterior discusion de éste. es una discusién en la que se
presentaron hechos plausibles sin llegar a una demostracion. Se puede hacer un analisis
matematico rigurosos del billar con obsticulos convexos. dicho andlisis fue realizado por
el ruso Yakov G. Sanai® seguido por otros matematicos. Este tipo de sistemas con
sensibilidad a las condiciones iniciales tiene analisis matematicos muy complejos.

1.2 La pequeiiisima causa de Poincaré

Como hemos visto. &l recorrido de una bola sobre una mesa de billar con obstaculos
convexos da lugar a un fendémeno un poco exiraiio. Supongamos que modificamos la
condicion inicial. reemplazando la posicion v la velocidad reales de la bola por una
posicion v una velocidad imaginarias ligeramente diferentes. Entonces la travectoria real y
la trayectoria imaginaria, que al comienzo estzban muy préximas. empezaran a divergir
cada vez mas rapidamente hasia que de pronto no tengan nada que ver una con lz otra Esto
es a lo que los ciemificos han llamado “sensibiidad a las condiciones iniciales™.
Conceprualmente éste es un descubrimiento muy importante. El movimiento de la bola de
billar esta determinade sin ambigiedad por la condicién inicial. y aun asi estamos
esencizlmente limitados en la prediccién de su trayectorta. Tenemos a la ez determinismo
e impredecibilidad a largo plazo. Nuestro conocimiento de la condicion inicial esta siempre
empafiado por una cierta imprecision: no somos capaces de distinguir la condici6n micial
real de las numercsas condiciones iniciales imaginarias que estdn proximas a ella. Y por
consiguiente. no sabemos cudl de las predicciones posibles es la correcta. Pero si no
podemos predecir el comportamiento de tna bola de billar. ;Qué sucede con el movimiento
de los planetas? ;Y con la evolucion de los fendmenos meteorelégicos?. Ei movimiento de
los planetas es predecible con siglos de antelacién. pero las previsiones meteorclogicas
fiables estdn limitadas a una o dos semanas.

Sin embargo debemos hecer algunas aclaraciongs sobre la bola de billar antes de
- avanzar en nuestra discusidn sobre {a predecibilidad.

Al estudiar el movimento de la bola de billar hemos despreciado el rezamiento.
;Teniamos derecho a hacer estd aproximacion?. Este tipo de problemas se plantean
constantemente en fisica. (Son admisibles las idealizaciones que se utilizan?. En el caso de
la boia de billar, la presencia del rozamiento implica que la bola acabard por detenerse.
Pero si se detiene mucho tempo despuds de que el movimiento se hava hecho
impredecible, resultaba practico suponer que no habia rozamiento (La teoria de la bola de
billar con obstédculos convexos tiene 1a ventaja de ser bastante facil de analizar, pero su
aplicacién a un billar real daria lugar 2 serfas dificultades.)

2 Ya. G. Sinal, "Systémes dvnamigues avee réflexions élasugues”,  Uspekhil Mat Nauk, n.”2. 137-191
(1970,
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Pero ahora surge un problema mas serio’ (Hasta qué punto es general el fenomeno
de la sensibilidad a las condiciones iniciales? Al analizar el sistema de la bola de billar con
obstaculos convexos hemes llegado 2 la conclusion de que una pequefia incertidumbre
inicial conducia a la impredecibilidad futura a largo plazo. Lo que llamamos sisfema puede
tratarse de un sistema mecanico sin rozamiento, o de un sistema con una fuente de eénergia
que reemplaza a la que se disipa por rozamiento, o mcluso 2 un sistema més general con
componentes eléctricos, quimicos, etc. Lo que cuenta es que exista una evolueidn temporal
determinista bien definida. En tal caso, los matemdticos dicen que se tiene un sistema
dindmico. Los planetas que giran en torno a una estreila constituyen un sistema dinamico
(idealizado cen un sistema mecanico sin rozamiento). Un fluide viscoso en cuyo interior
rota una hélice es también un sistema dindmico (disipativo en este caso pues existe un
rozamiento interno, lamado disipacién. en el fluido viscoso). Y si encontrames una
evolucién temperal deferminista que 1dealice de forma apropiada la historia de Ia
humanidad serd también un sistema dinamico ‘

Pero volvamos a la pregunta anterior: la sensibilidad a las condiciones niciales ¢Es
la excepcion a la regla para los sistemas dindmicos? La evolucién temporal (Es 0 no es. en
general, predecible a largo plazo? De hecho, hay varias posibilidades. En algunos casos.
por ejemplo, para un péndulo con rozamiento (que analizaremos mas delante), no hay
sensibilidad a las condiciones miciales va que se puede predecir el comportamiento del
néndulo ¥ como evolucionard hacia un estade de reposo. En otros casos, se tiene
sensibihidad a las condicicnes iniciales cualquiera que éstas sean como ¢s el caso. de la bola
de billar con obstaculos convexos. Finalmente. muchos sistemas dindmicos tienen un
comportamiento mixto, para el que la prediceidn a large plazo es posible para ciertas
condiciones iniciales pero no para otzas,

Sin embargo, el preblema de las condiciones iniciales no es nuevo. Ya nuestros
antepasados habian descublerto que el futuro era dificil de predecir v que pequefias causas
podian tener grandes efectos Lo relativamente nuevo es la demostracion de que. para
clertos sistemas. un pequefio cambio en la condicion imcial produce habituaimente un
cambio en la evolucidn posterior del sistema de modo que las predicciones a large plazo
resultan completamente « anas. Esta demostracton fue llevada a cabo a finales del siglo XIX
por el matematico francés Jlacques Hadamard.”

El sistema considerado por Hadamard era una especie de billar alabeado en el que la
superficie plana de la mesa estaba reemplazada por una superficie con curvarura negati va',

*J Hadamard, " Fes swfaces & conrbures opposdes et Jeurs Lignes géoddsigues ') Math Pures etappl 4,27-
73 (1898). Este articulo esta reproducide en las Oeinvres de Jacques Hadmard, CNRS. Pans, 1968 (vol 2. pp
729-773)

4 1o mas facil de estuciar en e caso de las superficies compactas con curvamra constante negativa (la
desventaja ds este tipo de superficics s que no pueden realizarse en el espacio euchdeo de 3 dimensiones}
Recordemos el postulada de Euchdes que dice que. por un punto exterior de una recta, pasa una y s6lo una
paraiela 2 dicha recta Y tampien recordemos que se pueden construir geometrias no euclideas para las que el
postulade anterior es falso. En particular, en el planc de Lobatchevski evisten muchas paralelas a una recta
dada que pasan por un punto sttuade fuera de dicha recta Asi pues, en & plano de Lobatchevski, dos puntos
que se mueven sobre rectas paialelas se algjan., en general une de otro. EI bilfar con curvatura constante
negativa se obuéne cerrando cf plano de Lobatchevsh y volviendo a pegar los bordes de wanera que se
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Lo interesante del problema era el movimiento de un punto que permanece ligado a la
superficie sobre la que sz desplaza sin rozamiento. De este modo el billar de Hadamard es
lo que en términos técnicos se denomina el flujo geodésico sobre una superficie de
curvatura negativa. Dicho flujo permirid a Hadmard demostrar el teorema de sensibilidad a
las condiciones iniciales. (El correspondiente teorema de billar con obstdculos convexo es
mucho mas dificil v sélo fie demostrado por Sinai mucho mas rarde, en los afios setenta.)

Une de los que en aguella época comprendieron la impertanciz filoséfica del
resultado de Hadamard fue el fisico Pierre Duhem. —~Duhem tenia ideas muy avanzadas
para su lempe, pero sus convicciones politicas eran netamente reaccionarias- En un libro
dirigido al gran piblico y publicado en 1906, Duhem titulé un apartado “Ejemplo de
deduccion matemdtica que nunca debe utilizarse”. © Como 6l explica esta deduccion
matematica es el caleulo de una travectoria sobre el billar de Hadamard. Esta “nunca debe
utilizarse™ pues una pequefia incertidumbre que necesariamente esté prescnte en la
condicién inicial. da lugar a una gran incertidumbre en la trayectoria calculada si se espera
el tiempo suficiente. 3 esto convierte la prediceién en algo sin valor.

Otro francés escribia libros de filosofia de la ciencia en esa misma época: el famoso
matematico Henry Poincaré. En su libro “Crencia y Mérode " publicado en 1908°. discute ot
problema de la impredecibilidad aungue no de una manera ¥cnica. No cita a Hadamard ni
los detalles matematicos de la teoria de ios sistemas dindmicos —teoria que €l habia creado
v conocia mejor que padie-. Una observacidn esencial de Poincaré es que el azar y el
determinismo se han hecho compatibles por la impredecibilidad a largo plazo. Poincaré lo
explica de la siguiente manera:

“Una pequeRisina causa. que escapa o mvesltra percepcidn, determina un
efecto considerable, que hemos de ver forzosamente, y entonces decimos gue el
efecto se debe ol azar. Si conociésemos bien las leves de la nawraleza, v la
siuacion del universo en el momento imcigl. conseguiriamos predecir
exactamente la sunacién del mismo universo en el momento siguiente. Mas
incluso en el caso de gue las leves naturales no nos ocultasen sus secreios,
continuariaimos sabiendo la situacion sélo de manera aproximada Si esto nos
facultase o pronosticar la situacion sucesiva con la misma aproximacion. no
necesitariamos mds,  y afirmariamos que el fendmeng se vaticind ) gue lay
leyes lo gobiernan todo Sin embargo no ocurre asi. acaso suceda gue
pequeiias diferencias exn las condiciones iniciales pr oduzcan unas muy grandes
en el fendmeno definitivo Un leve ervor en las primeras se convertird en uno
colosal en un segumdo  Se hace imposible predecir .7

Poincaré sabia lo utiles gue son las probabilidades del mundo fisico. Sabia que el
azar forma parte de la vida de todos los dias. Y como también crefa en ¢l determinismo

obtenga una superficie cerrada lisa (obviamente hay que demostrar que esto es posible) Sobre el billar asi
obtenido es posﬂjle imaginar ¢l feromeno de la sensibilidad a las condiciongs iniciales

3 P. Duhem. E\’amp!e de déduction mothématigue d tout jamars  mutilisabl e en ~La Théerie physique, Son
objet et sa structure”, Chevalier et Riviére, Pans, 1906, .

" H. Poincaré, “Cienciay Método . Espasa Calpe, Madrid, 1944

[
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clésico (la incertidumbre cudntica todavia no existia en su época), queria encontrar donde
estaba la fuente del azar. Sus reflexiones sobre el problema le propercionaron varias
respuestas. El vio varios mecanismos mediante los cuales la descripcion determinista del
mundo podia dar lugar de manera natural a la idealizacién probabilista. Uno de estos
mecanismos es el de la sensibilidad a las condiciones iniciales’.

Poincaré discute dos ejemplos de sensibilidad a las condiciones iniciaies. Ef primero
es el de un gas compuesto por numerosas moléculas que se mueven a gran velocidad en
todas direcciones v sufren numerosos choques entre si. Estos choques, dice Poincaré, dan
lugar a sensibilidad en las condiciones iniciales, {La situaci6n es analoga al ejemplo de la
bola de billar chocando con un obsticuio convexo.) La impredecibilidad del movimiento
de las particulas en el gas justifica una descripcion probabilista.

El segundo ejemplo de Poincaré concierne a la meteorologia. Tambien aqui, dice
existe sensibilidad a las condiciones iniciales, Por otra parte, nuestro conocumiento de las
condiciones iniciales es siempre algo impreciso, v ello explica la poca fiabilidad de las
previsiones del tiempo que va ha hacer. Asi, como ro pedemos prever cuando se suceden
ios fendémenos meteorolégicos, pensamos que su sucesion tiene lugar al azar.

Para un especialista contempordneo, 1o mas sorprendente de las ideas de Poincaré es
su cardcter completamente moderno. La dinimica de un gas de esferas elasticas por una
parte, la circulacion general de la atmosfera por otra, han sido objeto de estudios
fundamentales durante los Gltimos afios, y ¢l punto de vista que se adoptd es el de
Poincaré. David Ruelle matematico francés v precursor de las teorfas del caos habla en su
libro “dzar y Caos” (ver referencia {9f de la bibhografia) acerca del olvido por parte de
fos cientificos de las teorias de Poincaré sobre las condiciones iniciales y también encuenira
las posibles razones de dicho olvido, David Ruelle dice,

“Lo que es muy sorprendente es el largo intervalo que ha transcurrido entre
las wdeas de Poincaré y el moderno estudio por parte de los fisicos del
fendmeno de la sensibilidad a las condiciones iniciales. El estudio reciente de
lo que ahora lamamos “caos” no se ha beneficiado de los estudios de
Hadamard, Dubem y Poincaré. Las matemdticas de Powcaré han tevido su
papel, pero sus ideas sobre predicciones meteorolégicas fuvieron que ser
descubiertas de forma independiente.

7 lacluso en ausencia de sensibilidad & las condiciones mucales, pequefias causas pueden tener grandes
efectos. Basta como observa Poincaré, esperar mucho tiempo. Otro caso interesante, es el del sistema con
varios estados de equilibrio. Puede resuitar muy dificil de prever, para una condicion micial dada, hacia que
estade de equlibrio-evolucionard el sistema Esta es la situacion que se presenta cuando los domimos de
atraccién de diversos estados de equilibrio tienen fronteras comunes que forman muchos pliegues complejos.
Esto se presenta por ejemplo, en el caso del péndulo magnétco. Se trata de un pequefio 1man suspendido de
ur hulo rigido por encima de otros varlos imanes. S1 se da un impulso z este péndulo, se pone a oscilar de
manera complicada y resulta dificil aveniguar en que posicin de equilibrio acabard por detenerse (existen en
general varias posiciones de equilibrie) Para figuras que representan dominios de atraccién con fronteras
complicadas. Entonces, lo que llamamos “azar” puede ser también el resultado. como observa Pomcard. de
nuestra falta de control muscular. Y da el ejemplo del juego de la ruleta. Los volados es un juego analogo, y
algunas personas bien adiestradas son capaces de obtener regularmente un resultado favorable en este juego

(%)
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Yo veo dos razones para el sorpremdente intervalo que separa a
Poincaré de los estudios moderncs sobre el caos. La primera es el
descubrinuento de la mecdnica cudntica, gue conmociond el mundo de la fisica
¥ ocupé fodas las energias de varias generaciones de fisicos. La mecdnica
cugntica hace intervenr 4l azar de una forma nveva e intrinseca. Enfonces
;Por qué pretender ahora miroducrr al azar mediante la senstbilidad a las
condiciones iniciales en mecdnica cldsica?

Veo otra razén para el olvido de las ideas de Hadamard, Duhem y
Poincaré- estas ideas llegaron demasiado pronto, cuando no existion medios
pora explofarias Pomcaré no tenia o su disposicion esas utiles herramienias
matemdticas que son la teorfa de la medida o el teorema ergédico, v por lo
fanto no podia expresar sus brillantes intuictones en un lenguaje preciso Hay
que sefialar rambién que cuando no aicantamos a atar un problema
matemdtico, siempre podemos estudiarlo niméricamente con la computadora
Pero evidentemente este método. que ha jugado un papel tan esencial en el
estudio del caos, no existia a comienzos del siglo XX ©

1.3 Espacio Fase

Para definir el concepto de "Espacic fase™ utilizaremos primero el de “mapas™. Utilizamos
mapas para orientarnos en una nueva ciudad. usamos un mapa de calles: para conducir por
una regidn desconocida. Pero también hay otras clases de mapas: los mapas tepograficos.
mapas meteorologicos etc. Los mapas son imagenes que nos permiten concentrarnos en
aspectos de la realidad que de lo contrario se perderian entre los detalles Un buen mapa
nos permite apreciar algunos rasgos de una realidad que de otre modo pasariamos por alw y
explorar dicha realidad de un modo que sin el mapa resultaria imposible.

Por gjemplo. los excursionistas v escaladorss que desean explorar su realidad ¥
saber dénde estdn usan un mapa que muestra la latitud, longitud v altitud. Andlogamente,
los cientificos que desean explorar la realidad de un sistema fisico cambiante —un sisiema
dindmico- usan un “mapa” destinado a enfocar la dindmica. es decir. los modos en que se
mueve y transforma un sistema.

Supongamos que un cientfico estd imteresade en el movimienio cambiante
(detenciones, desaceleraciones v aceleraciones) de un automovil que viaja de Nueva York
a Washington. Obviamente no basta con especificar donde se encuentra el automévil en
cada momento; se necesita la velocidad. Un clentifico podria hacer una grafica mostrando
estos dos aspectos cambiantes del automévil. Los cientificos llaman “espacio fase™ del
sistema al espacio del “mapa™ imaginario donde acontece el movimiento del automovil.

El espacio de fzses esta compuesto por tantas dimensiones (o arables) como el
cientifico necesite para describir ¢l movirmente de un sistema. Con un sistema mecénico,
los cientifices pueden registrar el espacio de fases en términos de posicion y velocidad. En
un sistema ecoldgico, el espacio de fases podria ser la cantidad de miembros de diversas
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espacies. Al diagramar el movimiento de varias variables de un sistema er: un espacio fase
advertimos los curiosos caminos laterales de una realidad hasta ahora oculta.

Lancemos zhora un cohete y veamos como hace un ‘mapa’ de espacios de fase
(figura 2) Cada punto del mapa es una instantanea de altura y velocidad del cohete (mas

precisamente de su impulso, gue es la masa multiplicada por la velocidad) en determinado
instante de tiempo.

Entre A v B el cohete despega de la plataforma de lanzamiento, y su velocidad
aumenta deprisa (en la vida real tal vez la aceleracidn no es tan uniforme como la prese:ta
el “mapa”), En B se conswume la primera etapa ¥ la aceleracidn del cohete se reduce un poco
por efectos de la gravedad. Pero en C interviene Ja segunda etapa y se dispara hasta D,
cuando el cohete se libera del tirdn de la Tierra y cobra una velocidad constante.

gliura
. 3

g

’ T H
"(f, $reero ¥ . 2 velocidad

Figura 2. Mapa del Ezpacio Fase de un Cohete

Como muestra la ilustracion, un viaje por el espacio de fases luce diferente de un
viaje por el espacio real, tal como un mapa del metro de Londres luce diferente del
movimiento real del metro por los tineles. Los mapas simplifican la realidad para enfatizar
clertos aspectos. El mapa del cohete esid muy simplificade.

DPara ver cudn simplificado estd, tengamaos en cuenta que nuestro cohete es un objeto
que se desplaza en ¢l espacio tridimencional. Para mayor precision un cientifico podria
tratar de capturar ese aspecto del movimiento del cohete en un diagrama de espacio de fases
més complejo. Como un cohete se puede mover en una de tres dimensiones y puede
alcanzar —sobre todo crando se maniobra en el espacio exterior- una velocidad difetente en
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cada una de ellas, la imagen del espacio de fases de un cohete podria estar disefiada para
tener tes dimensiones espaciales correspondientes a cada direceidn de velocidad. con lo
cual tenemos un espacio de fases hexadimensional (3-3} El estado del cohete (es decir. su
velocidad vy posicidn} en cada momento esta dado por un punto de este espacio de fases
hexadimensional. La historia del echete (cédmo se ha movido) estd dada por una linea del
espacio de fases llamada travectoria. Desde luego es imposible dibujar tales cspacios
multidimensionales en nuestro 2spacio comin. Pero los clentificos pueden dibujar un corte
irasversal de dos o 1res dimensiones de un espacio multidimensional: los matematicos son
muy felices pensando en tales espacios mas elevados v determinando sus propiedades de
modos abstractos que recurren a un algebra compleya.

En muchos casos. los fisicos investigan sistemas que contienen vanos componentes.
cada cual libre de moverse en cualquiera de las tres direcciones con diferente velocidad en
cada una de ellas. Como una sola particula requiere un espacio de fases hexadimensional
(tres dimensiones parclales v wes dimensiones de velocidad). un sistemas de » particulas
requiere de un espacio fase w-dumensiora! . Por el momento no es preciso pensar en fo
exotico del concepte de un espacio 6n-dimensional Ello es porque aunque un cohete pueda
requerir tedricamente un espacio dimensional muy elevado para describirlo. ¢l la préictica
todos los pernos. tuercas v demas componentes se mueven a a 1a misma velocidad v
mantienen la misma tistancia relativa entre si. Para deseribir el movimiento relativo del
cohete solo es preciso tener en cuenta las tres direcciones del espacio y las tres del
impulso

Esto es lo habitual en los sistemas estables v ordenados. Aungue idealmente puedan
lener un espaclo Tase que contiene un vaste numero de dimensiones para desplazarse en un
diminuto subespacio de este espacio mas grande. El cstudio del desplazamiento de un
sistema desde el orden hacia el caos es. en clerto sentido. <l estudio de como eswa simple v
limitada nocion se descompone de tal mode gue la naturaleza comienza 2 explorar todas
.las implicacionzs del espacio fase que tiene a su disposicion. Los sisternas de la naturaleza
son como los animales que han yvivido siempre enjanlados: si abrimes la jaula, 2l principio
tienden a moterse de manera restnngida, sin avenwrarse demasiado lejos. merodeando,
realizando moiimientos repetitivos. S6lo cuando un animal un poco mas audaz rompe este
patrdén v se aleja de la jauia, descubre el umverso entero para expiorar 3 huye de modo
totalmente imprevisible. Los siztemas naturales a menudo realizan movimientos rgidos 3
repetitivos v [uego. en un punto critice. exhiben una conducta radicalmente nuesva. Los
mapzs del espacio de fases ax udan a clanficar estos cambios de conducta.

2. ATRACTORES

Uno de los sistemas mas simples v regulares es el que actliz periddicamente. es
decir, regresa una y otra vez a su condicion inwcial. LU'n resorte. la cuerda de un violin. €l
péndulo. el dia y ia noche. los pistones del motor de un automévil. el voltaje de un
suministro eléctrico de corriente alterna. todos oscilan. todes son periddicos.
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Estos sistemas se mueven de adelante para atrds, de arriba abajo, de un costado a
ofro, de tal modo que con cada oscilacién completa regresan a su posicién inicial. la
conclusién 1égica es que el camino de un sistema periddico regresa siempre al mismo
punto del espacio de fases, por compleja que sea la senda def retomo.

Un ejemplo familiar {fustrard estos sistermnas periddicos: un péndulo que cuenta los
segundos (figura 3). El péndulo se mece hacia arriba y hacia la izquierda, perdiendo
velocidad al moverse, hasta que por un segundo infinitesimal se detiene en el punto més
alto de su movimiente; luego regresa, yendo cada vez mas deprisa. Alcanza su velocidad
maxima en la parte inferior de su oscilacidn y, al trepar a la derecha, de nuevo pierde
velocidad. £l péndolo es uno de los sistemnas més simples entre los que exhiben esta
conducta periodica y repetitiva. En ausencia de fiiccidn y resistencia del aire, el péndulo
seguird oscilando para siempre.

Figura 3. Las diferentes trayectonas del movimignio de un péndulo

Como ef péndulo estd limitado a oscilar de un Jado a otro en ura sola direccitn, los
cientificos dicen, filosoficamente, que tiene “un grado de libertad”. El cohete, que puede
desplazarse en todas las direcciones del espacio, tiene tres grados de libertad.
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Figura 4. Mapa del espacio fase del péndulc

Tracemos la travectoria del péndulo en un mapa de espacic de fases. Primero.
identifiquemos e! punto alto de la oscilacion hacia la izquierda como A. Aqui el impulso
(masa por velocidad) es cero 3 el péndulo estd en el extreme de su oscilacién
(desplazamiente maxime). Hay otro punto. D a la derecha. donde el péndule también tiene
un impulso cere (figura 4.

Ahora marquemos el lugar donde &l péndulo estd en su punto mas bajo Aqui su
desplazamiento es cero pero su impulso {velocidad) esté al méximo. Este punto del espacio
de tases es C v C°. En el pumto C el péndule se mueve hacia la derecha con impulso
maximo. En el punto C'. se esté desplazando con mipulso méximo hacia la izquierda.
(tignra 3).

Figura 5.
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Por ditimo, tracemos la trayectoria en el espacic fase representando el movimiento
total de péndulo en un ciclo.

Como este esquema se repite ciclo tras ciclo, el mapa de espacio de fases de un
péndulo es una orbita cerrada.

Figura 6.

Si damos al péndulo un empujén maés fuerte desde el principio, su desplazamiento
serd mayor. De hecho, en el mismo mapa de espacio fase podemos dibujar €l mismo
péndulo recibiendo empujones iniciales de diversa potencia (figura 3).

Cada uno de los circulos representa un péndulo en un vacic. Pero en circunstancias
comunes los péndulos sufren la fliccidn y la resistencia al aire; eventualmente pierden
velocidad v se detienen a menos que un motor los mantenga en movimiento. Este proceso
de deterioro de una &rbita periodica también se puede representar con un mapa de espacio
fase. El punto central (origen de las coordenadas) representa un péndulo con impulso cero y
desplazamiento cero: un péndulo en reposo (figura 7).

Figura 7.

De hecho. cada péndulo terrestre, por grande que sea’ su desplazamiento inicial,
eventualmente estard en reposo en su punto final ffjado.
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Como este punto parece atraet travectorias hacia si los matematicos lo laman
“punto atractor” o “atractor de punto fijo” (figura 8).

Figura 8. Atractor de Punto Fyo

Un atractor 2$ una region del espacio de fases que ejerce una atraccion “magnética™
sobre un sistema. v parece arrastrar el sistema hacia si.

Otro modo de enfocar a un atractor. mmaginemos un paisaje ondulante alrededor de
un valle Rocas redondas v lisas ruedan colina abajo hacia el fondo del valle No importa
dénde empiecen a rodar las rocas ni con qué velocidad. Esentualmente todas terminarén en
el fondo del valle. Envez de las colinas y los valles de un paisaje real. pensemos en colinas
s valles de energia. Los sistemas naturales son atraidos por los s alles de energia + se alejan
de las colinas de energia,

Figura 9. Valle afracter

Es posible tener un pasaje con dos atractores. » un puente entre ambos. Incluso es
posible tener una montana altz que actie como “repulsor™ del punto En dicho paisaje. fas
travectorias del espacio de fases eluden a los repulsores » se muesen hacia ios atractores

Volvamos, al giemplo del péndulo. En zlgunos relejes modernes el péndulo es
puramente estético porque el relo) estd impulsado por un més praciso cristal de cuarzo. Los
componentes eléctricos del mecanismo de relojeria dan al péndulo un puntapié periddico.
Las fuerzas de friccion  la ~esistencia del aire van frenando el péndulo, pero el puntapié
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periddico lo acelera. El resultado es gque el péndulo oscila regularmente a pesar de los
efectos de friccién v la resistencia del aire. Aunque ¢l péndulo recibiera un empujén
adicional, o aunque alguien lo frenara un instante, eventualmente recobraria el ritmo
adicional. Se trata obviamente de un nuevo tipo de atractor. El péndulo no esta atraido
hacia un punto fijo sino que es impulsado hacia una senda ciclica en el espacio de fases.
Esta senda se Hlama ciclo limite, o “atractor de ciclo limite” (figura 10).

Figura 10, Atractor de Cicic Limite

Aungue un péndulo en el vacio realiza su ciclo sin cambios, el movimiento del
péndulo no implica un ciclo limite, porgue la menor perturbacién altera la orbifa del
péndulo, expandiéndola o contrayéndola un poco. En cambio, un péndulo de ciclo limite
impulsado mecanicamente resiste pequefias perturbaciones. Los cientificos descubren cada
vez mas que la naturaleza tiene un modo de cambiar continuamente las cosas para dar con
sistemas que resistan el cambio.

Un importante ejemplo del ciclo limite es el sistema depredador - presa. Para
entenderlo, sigamos ¢l sistema de un lago que contiene muchas truchas v algunos lucios.

El primer afio los lucios se enteran con alegria de que tienen un suminisiro casi
ilimitado de truchas. Los glotones lucios prosperan y se reproducen de tal modo que con
los afios la cantidad de iucios del lago crece sin cesar, a expensas de las truchas.

En este punte, con la reduccion del principal recurso alimentario de lucios, ¢l lago
se llena de lucios y muchos de ellos mueren.

Afios después con el descenso de la poblacién de tucios, las trachas se multiplican y
de nuevo se llena el lago. En consecuencia, los pocos lucios ahora tienen comida abundante
y s¢ multiplican nuevamente. Asi una oscilacion entre la cantidad de lucios y la cantidad de
truchas, entre depredadores y presas, establece un ciclo, de modo que cada tantos afios Ja
cantidad de lucios decae y la poblacion de truchas alcanza su pico (figura 11).
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Figura 11. Ciclo del sistema Truchas- Lucios

Los c¢ientificos han eswdiado atentamente ¢l sistema depredador - presa v han
demostrado que. s! arrojamos una cantidad de truchas en el lage en cualquier momento del
ciclo. los mumeros eventualmente se acomodan para seguir el ciclo original. Si una
enfermedad liguda a las truchas, la poblacion regresa nuevamente a los limites del ciclo.
Un sistema combinado depredador — presa de lucios v truchas tiene una dinamica
notablemente estable rflgura 12)

Figura 12.

El péndulo cra un sistema. pero la situacién depredador — presa es mucho mds
compleja. Aqui tenemos una gran cantidad de individuos, v cada cual se comporta

aleatoriamente. pero de algin modo todos crean un sistema muy estable ¥ organizado

Figura 13.
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Un ciclo limite no siempre s¢ reduce a una penodicidad simple. También podemos
iener ciclos limite que describan el movimiento del sistema con tres variables, tales como
la trucha, el lucie v los pescadores (figura I3). Este ciclo limite estd en un espacio de fases
de mas dimensiones.

.
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Figura 14. Con un espacic de fases compuesio por tres
variables (truchas, lucios y pescadores) ef ciclo limife es més
complejc La canbidad de truchas no es afectada solo por los
lucios sino también por los pescadores Y la cantidad de
truchas puede variar de dos formas como se muestra en esta
figura

También podemos tener dos ciclos limite separados que interactdan entre si. Esto a
menudo ocurre en circuitos eléctricos v poblaciones rivales depredador — presa. Para
visualizar los sistemas de ciclo limite acoplados, imaguiemos el movimiento de dos
péndulos, A y B, cada cual con un motor. Si ignoramos el péndulo A. el movimiento del
péndulo B tendra un atractor de ciclo limite simple.

Asimismo, si ignoramos el péndule B, el movimiento de A tendrd un atractor de
ciclo limite simple.

Pero s1 los dos péndulos interactilan, el tamafio del espacio de fases aumenta y los
ciclos limite, antes independientes, se entrelazan. Es come si el ciclo A fuera impulsado en
un circulo por el ciclo B. El resultado de que un circule impulse a otro circulo es la
generacién de una figura en forma de rosquiila, a la que los matemdticos llaman “tore”
{figura IS5, Dibuyo 8). En vez de dos péndulos interactuantes, también podemos imaginar
dos sisternas interactuantes depredador — presa. Por gjemple, el ciclo trucha — lucio podria
interactuar con el ciclo insecto — rana en el lago. Al trazar ja dindmica de este mds amplio
sistema de dos ciclos creamos ua atractor toro.
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Figura 15. Forma topologica de un atractor de tipo ‘Toro”

El atractor toro es una criatura mas compleja v evolucionada que los atraciores de
ciclo limite 5 de punto fijo El estado de un péndulo se describe mediante un punto
unidimensional que forma un atractor girando en un espacio de fases bidimensional. E!
estado combinado de dos péndulos se describe mediante un punto mévil que forma la
superficie bichmensicnal de un atractor toro. El espacio de fases habitado por esta eriatura
bidimensional tene tres dimensiones, pero los matematicos pueden trabajar con toros en
cualquier nimeroe de dimensiones. Es decir, es posible acoplar todos los osciladores de una
Jugueterfa entera o todas las relaciones depredador - presa de un ecosistermna entero y
represeniar su movimiento combinado en la superficie en un toro multidimensional.

El roro también es 01il para iméginar un sistema con muchos grados de libertad,
Eso significa que un péndulo u escilador simple es libre de moverse de atras.para adeiani
en una sola dimensién. Pero. al aflojar el sistema de suspension del péndulo. pueds oscilar
también de lado a lado. v moverse en dos direcciones. Para los fisicos. dicho sistema
oscilatorio, con dos grados de libertad es el mellizo de dos csciladores unidimensionales
acoplados. La oscilacién de un sistema con dos grados de hberiad también se puede
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describir como un péndulo desplazdndose en la superficie de un toro. Un toro en un
espacio de fases multidimensional es lo mas apto para describir ese cambio ordenado y
aparentemente mecanico que acontece en los sistemas planetarios.

El movimiento combinado de un par de osciladores ~sean pianetas, péndulos o
ciclos depredador-presa- se pueden refratar como una linea que gira alrededor del toro,
demostrando que la superficie del toro es el atractor. Ahora t tomaremos un primer plano
del toro para examinar este detalle.

Si los perfodos o frecuencias de dos sisternas se encuentran en una proporcion
sirnple —uno tene el doble de tamafio que el otro, por ejemplo- ias curvas que rodean al toro
s¢ unen con precision, demostrando que el sistema combinzdo tiene una periodicidad
exacta.

También hay otra forma de conducta oscilatoria acoplada. Aqui las frecuencias
individuales no forman parte de una proporcion, asi que son lo que los matematicos llaman
“irracionales . Los nimeros racionales como: %, Y4, %, y demds siempre se pueden
expresar con un numero finito de decimales (0.5, 0.25, 0.75) o como un decimal simple
recurrente: 1/3 = 0.33333333... En contraste un nGmero irracional no se puede expresar
como upa razén o proporcion y su expresion decimal contiene up ndimero infinito de
términos sin patron recurrente. Los digites de un nimero racional tienen un orden
aleatorio. En caso en de que el sistema combinado forme una frecuencia irracional, el
sistema combinade gira alrededor del toro sin unirse nunca consigo misme. Un sistema
que luce casi penddico pero nunca se repite con exactitud  es denominado, 1ogicamente,
cuasiperiddico. Los matemdticos han demostrado que hay una cantidad infinitamente
mayor de nimeros irracionales, asi que aparentemente los sistemas cuasiperiédicos
dominan el universo,

Los cientificos del siglo XIX como Lord Raleigh v los ingenieros del siglo XX
como Duffing v Van der Pol estucliaron una gran variedad de sistemas cuasiperiédicos que
exhiben ciclos limitados alrededor de toros de diversos tamafios. Tales cicios se
encontraron acoplados en resortes ¥y péndulos, estudiando insirumentos musicales vy
calibrando la oscilacion de circuitos eléctricos.

Podemos advertir que la naturaleza descrita hasta ahora por los atractores es muy
regular. Los sistemas decaen suavemente znte los atractores de punto [ijo u oscilan en
dociles atractores de cicio limite alrededor de una forma toroidal. Es un mundo clésico
donde los cientificos pueden predecir con mucha antelacion aun la conducta de sistemas
muy complejos. Los cientificos también han desarrollado la nocion de “previsibilidad
asintdtica™ es decir, aunque ignoren la posicidon exacta de un sistema en el momento,
confian en gue, por muy lejos que indaguen en el futuro, el sistema estar moviéndose en
la superficie toroidal y no vagando al azar en ¢l espacio fase. -
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2.1 Las observaciones de Poincaré y de como sin saberlo
descubrio los atractores

Henri Poincaré aparece hoy como el genial imciador de los actuales trabajos sobre
las relaciones entre el determunismo ) predecibilidad. vnos trabajos suseitados por la
famosa sensibilidad a las condiciones iniciales. Pero el redescubrimiento de estos trabajos
de Poincaré es bastante reciente. )

Pomncaré resumio sus sensaciones en un soberbip aforismo:

r

Bl pensamiento no ¢ $ino
una chispa entie dos largas noches
pero esta chispa lo es todo

Henri Poincaré estudid los sistemas
que evolucionan con el dempo v que
matematicamente s¢ describen mediante
ecuaciones diferenciales. Las ecuaciones
diferenciales expresan el caracter

: A determinisia de esta evolucion. de la cual la
i —— . - ae
"ﬂ teorla  del caos intentz estwudiar  los

B -1 compertamientos asinidticos,

R

e o 3R
d"A

Una de las genialidades de Poincaré 7Tuc su manera de estudiar los grandes
problemas cidsicos mediante enfogques absolutamente  originales. Louro desentrafiar
cuestiones hasta entonces mexplicables mediante un enfoque nuevo basado en la mtiucidn
geométrica de la situacton. Asi. desarrollo la Topologia o “Analysis situs™ que se interesa
por las propiedades de forma. de contiguidad, de conexidn. eic.

Poincaré tomo sus temas Je estudio como dice Haramard:
“No de los recuraos de s espirttu, sino de las necesidades de lu crencia

Los matematicos del siglo XIX. de Cauchy a Welerstrass. no sabian resolver en
general ecuaciones diferenciales Por ello habian creado un cdleulo local: se situaban en un
entorno de un punto determinado. demosiraban la existencia de soluciopes 1 daban
expresiones aproximadas de dichas seluciones en las provimidades del punto en cuestion.
Se planteaba entonces la  delicada cuesndn de umir estos fragmentos de solucidn para
obtener soluciones complejas parn enunciar resultados globales 3 averiguar el aspecto
general de las curvas solucidn v su disposicion relativa. Poincaré propuso adoptar. para
empezar, un punto de vista cualitativo: el estudio cuantitative vendria después.
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Consideremos para eilo la ecuacion diferencial de primer orden
/X (y)=dy/Y (x.y)

donds ¥ ¢ Y son polinomios en x ¢ y. Las curvas solucion o curvas integrales de esta
ecuacion diferencial, son las curvas del plano tzles que en cada uno de sus puntos (X, vo), la
tangente tenga por pendiente Y(xp, yo) X(xo, ¥o)-

Lo que sabemos de las curvas integrales es que por un punto cualquiera del plano
pasa una curva integral ¥ una sola, salvo en determinados puntos singulares situados en la
interseccion de las curvas de ecuacion X(x.y)y= 0 e Y(x,3)=0. Poincaré empezd con un
estudio sistemdtico de estos puntos singulares. Segin la configuracién de las curvas
integrales en sus proximidades, distingui¢ cuatro tipos de puntos: los nodos, las
ensilladuras o puertos, los fotos v los centros (figura 16). Por los nodos pasan infinitas
curvas integrales; por las ensilladuras pasan dos; los centros estin rodeados por curvas
integrales encajadas unas en otras a modos de circulos concéntricos; en torno a los focos,
por tltimo. {as curvas integrales giran y se acercan incesantemente a modo de espirales.

Figura 16. Una analogia
topografica, sugerida por
Poincaré, permite
hacerse una 1dea de
ciertos puntos singulares
de una ecuacion
diferencial -imaginemos
dibujades  sobre  un
mapa las curvas de nivel
(en trazos completos),
unas lineas gue unen
puntos de 1gual allitud
Las cimas o los fondos
{puntes A ¥y B)
corresponden a centros.
fas curvas sciucién de la
ecluacion diferencial

- rodean estos ceniros a
modo de girculos concéntricos Los puertos {punto C) no son ni maximos ni minimos  de la aftitud;
corresponden a los puntos singulares en cuyas proximidades las curvas solucion tienen una
disposicion analoga a hipérbelas Cambiando de punto de vista, ¥ considerande gue ahora en vez
de las curvas de nivel las lineas de pendientes (lineas punteadas), las cimas y los fondos
corresponden a nedes, puntos singulares en los que e cruzan infinitas curvas solucién Los puntos
singulares del cuarto tipo, o foces, alrededor de los cuales las curvas $olucidn giran no aparecen
en este madelo

Una vez precisados estos tipos de puntos singulares. Poincaré trat6 de determinar las
posiciones relativas de las curvas solucion. Introdujo para el la nocidn de arco ransverso,
o arco de curva que 1o es una tangente en ningln punto a uga curva integral (figura 17(4}).
Considerando la sucesién de las intersecciones de una curva integral con un arco
transverso, redujo el estudio de la curva en el plano al de una sucesién de puntos en una
linea Poincaré demostrd entonces que toda curva integral que no tiende hacia un nimero
singuiar, es un ciclo, una espiral que se arrolla asintoticamente alrededor de un ciclo,

47 :



Capitulo Segundo Caos, Atractores y
Atractores Extrafios

liamado entonces ciclo limite (figzra 17(B)). Esic teorema fundamental. valide para el
plano y para [z esfera. se conoce con el nombre de Teorema de Poincaré-Bendixson. v el
ciclo limite es la primera ocurrencia (dista de un punto) de lo que denominamos
“atractor”. Los ciclo limite y los arcos transversos dividen al planc o la esfera en regiones
v conducen partiendo del comportamiento cerca de los puntos singulares. a un retrato
cualitativo global bastante preciso de las curvas integrales (figura 17(C)).

oren ITvVerse

aicies imee T VG 56 Ln D -

Figura 17 Considerando la sucesion de las intersecciones Py, P., Pa,  de una curva
solucion de una ecuacien diferencial con un arco transverso, Poincare raduio al
estudio de [a forma de una curva piana al de ia sucesion de punios de una linea (A)
Toda curva solucion que no va parar en un punto singular, s bien un ciclo ¢ bien una
esprral que se arrolla en torno al ciele, que s& liama entonces “ciclo limite” (8) Los
ciclos limite y los arcos transverses subdwiden el plano v |a gsfera an regionas y, a
partr def comporiamiento en fas proximidades de los puntos singularss, conducen a
un retrate cualitative giobal bastante preciso de las curvas solucién de una scuacien
diferencial dada (C) Los puntos Ay B son focos v el punto © es un puerio los dos
évalos y el circulo exterior son ciclos limite y las curvas C y C' son arcos transverscs
cerrados que las curvas solucion (fineas de puntos) no pueden cortar mas de una
vez
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De como se equivocd Newton sin que nadie lo notara

Pero como hemos visto anteriormente. Poincarg arrojé una bomba de tiempo a la
fisica newtoniana al predecir v al descubrir una especie de agujero negro en ella. Newton
habia demostrado que el movimiente de un planeta alrededor del Sol, o de la luna alrededor
de la Tierra, es un problema de dos cuerpos, con forma de toro, gue se puede resolver con
exactitud. /Pero, qué ocurre, se preguntaba Poincaré si afiadimos a esta descripcién el
efecto de un planeta adicional? Al extender la mecdnica de Newton a tres o mas cuerpos,
Poincaré encontrd el potencial de la no linealidad. para la inestabilidad, para el caos
incipiente.

Desde ¢l comienzo de sus trabajos Poincaré habia concebido el estudio cualitativo
de las ecuaciones diferenciales en relacion con la cuestién del sistema solar. Esta
estabilidad es una propiedad cualitativa global de la trayectoria de los planetas que no podia
ser establecida con los métodos analiticos niilizados hasta entonces por los astrénomos.
Poincaré atacod el probiema en su célebre memoria “Sobre el problema de los fres cuerpos
y las ecuaciones de la dindmica”. galardonado por el Gran Premio Internacional concedido
en 1889 por el rey de Suecia y en los “Métodos de la Mecdnica Celeste”.

El problema de los N cuerpos es ¢l estudio de N masas puntuales que se atraen de
acuerdo con la ley de la gravitacidn universal. Despreciando los pequedios planetas y los
asteroides, el caso del sistema solar, con sus nueve planetas corresponde a N=10 y resulta
ser un problema muy dificil. Se sabe desde Newton que el caso de los dos cuerpos s€
resuelve explicitamente y conduce al movimiento kepleriano: la trayectoria  en torno ai sol
es eliptica. Pero hay que tener en cuenta las influencias mutuas de los planetas. El caso
siguiente, el de los tres cuerpos, habia resistido los esfuerzos de los matematicos, que no
conseguian descubrir un nimero suficiente de “integrales primeras” o funciones que
conservan su valor a lo large de las trayectorias, a fin de reducir ¢l problema a
integraciones ordinarias. Poincaré empezd estableciendo que las tnicas integrales primeras
son ya conocidas, que corresponden a la conservacién de la energia, de la cantidad de
movimiento y del movimiento cinético; ef problema, por lo tante, no es integrable.

Dado que el estudio de los puntos singulares no bastaba aqui para desembrollar la
situacian, a Poincaré se le ocurrid partir de las soluciones periodicas (en las que distintos
puntos moviles describen curvas cerradas, al menos desde un sisiema de ejes
convenientemente elegido) v utilizarlas para estudiar las demas soluciones. Se trata, dijo. de
la Unica brecha por la cual podemos intentar penetrar en una plaza hasta ahora considerada
como inexpugnable. Poincaré estudid o que ocurria en las proximidades de una travectoria
periddica C, como habia estudiado que sucedia en ias proximidades de los puntos
singulares. Su punto de vista era a la vez local, ya que s¢ mantenia en las cercanias de C, y
global, ya que se desplazaba a lo largo de C. Combinaba pues las ventajas de ambos
métodos. ’ .

Situandose en un punto My de la trayectoria periodica C, Poincaré puso en préctica
el método ya utilizado con éxito en el caso del arco transverso: corté las trayectorias por el
plano normal (perpendicular) a la curva C en el punto M (figura 18). Si Py es un punto del
plano normal muy proximo a Mo, la trayectoria que pasa por Py, tras de dar una vuelta por
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las proximidades de My vuelve a cortar el plano normal en un punto P en principio
disunto de Py pero proximo a €L el de la vueita siguiente vuelve a cortar el plano en Ps. ete.
E1 estudio de esta sucesidn de punios permite prever el futuro de la trayecioria procedente
de Py. Esta seccién de la trayectoriz por un plano normal se denomina Seccidn de
Poincaré v a la aplicacién del plano en si mismo que. al punto Py. le asocia su sucesor P,
aplicacidn de  primer retorno o aphcacion de Poincaré Esta Ultima sigue siendo un
instrumento fundamental para el estudio de los sistemas dindmicos.

Figura 18. A fin de estudiar las
E sclucianes an las proximidades de
. la solucién  penoddica, Poincaré
cortd las trayectonas mediante el
plano nermal 3 [@ traysciora
penodica C en el punto M, la
trayectona gue pasa por el punto
oroximo Py da una vuelta en las
proximidades de C vuelve a cortar
el plano normal en el punto P.,
luego, en la vuelta siguente, lo
hace en P, etc. (A) El estudic de
esta serie de puntos permie
prever el futuro de la trayectona
gue parte dz P, La aplicacién que
a cada P, le asocia su sucesor P-
se llama aplcacion de primer
retorno’ ¥ consttuye un
instrumento muy importante para
el estudic de Ios  sistemas
dinamices En (B) (analogo de un
nodo), todas las travectonas se
aproximan a2 [la  trayeciona
penodica (lo mismo gue podnan
alejarse de ella) El caso (C)
{andlogo de un foco) es similar, la
aproxsmacion asinichca se
efectia en “trabuzon En (D)
(analogo de un puerto), |a linea L'
esta formada por mpactos de las
frayectonas gue se algjan de C, iz
inea L" esta formada por los
impactos de las que Se acercan a
C Las trayectonas que no coran
nal nal’ se mantiznen a
< distancia finta Por tiume en ()
(anzlego de os  centros), (as
trayectorias parecen situadas en toros, sspecie de camaras de are contenidas unas en otras y gue
rodean C.

El estudio de los puntos de impacto en el plano de seccion (figura [8) hace aparecar
algunas ahalogias con los distintos tipos de puntos singulares mencionados antes. EI caso
en que las trayectorias estan situadas en toros concéntricos (fgura /875)) explica Poineard
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s a priori muy excepcional pero puede darse y esta posibilidad deriva en un concepto
importante introducido por Poincaré, et de la invariante miegral. Se puede representar esta
nocion partiendo del modelo ideado por Poincaré: Consideremos un fhuido incomprensible
contenido en un recipiente y una porcidn de este fluido que en un instante dado ocupa un
volumen V. $i se siguen las travectorias de las moléculas que componen esta porcidn de
fluido, entonces en cualquier otro instante las moléculas en cuestién ocupardn un volumen
igual a V. En el caso que ros concierne, consideramos un conjunto de trayectorias, el
volumen ocupado por los puntos en estas irayectorias en un instante dado serd siempre el
mismo independientemente del instante considerade (y hace aqui un papei de invariante
integral). Las invariantes integrales permitirfan a Poincaré atacar el problema de la
estabilidad de las trayectorias.

Pero al enfoque cuelitativo hay que afiadirle métodos cuantitativos, ya que no €8
posible resolver las ecuaciones explicitamente, los especialistas en mecdnica celeste
procedian por aproximaciones sucesivas en las proximidades de las soluciones periddicas.
Para ello efectuaban desarrolios de potencias de un pequefio pardmetro ¢ del orden de la
magnitud de las masas planetarias (pequefias en comparacién coa el Sol). Pero en estos
desarrolios aparecian términos, llamados seculares, en los que la variable de tiempo no esta
contenida en una funcién sinosoidal y no queda garantizada la convergencia al cabo de un
tiempo muy largo. Dado que la aparicion de estos términos seculares no necesariamente
esta ligada a 1a naturaleza del problema, sino que puede ser debida al método utilizado, los
astrénomos recurtieron a varios métodos para hacerla desaparecer. Poincaté era también un
maestro en métodos analiticos, demostrd que se podia pasar de una téenica a otra
reagrupando de une u otro modo los términos, pero que ias series consideradas eran
generalmente divergentes (la suma de una infinidad de términos no conducia a una cantidad
finita). Peor todavia: Poincaré explicd que aun probando la convergencia de la sene, la
estabilidad de la solucion no quedaba garantizada. Pero demosiré que también en la
practica, estas series convenian porque al ser pequefio el paramefro & tiempo finito
determinado daban las posiciones con una precision suficiente para las necesidades de la
astronomia de aquel riempo.

Poincaré distinguié varios tipos de estabilidad: el sentido primitivo de Lagrange
corresponde a la estricta periodicidad de la trayectoria; para una estabilidad en el sentido
de Poisson es precise que un punto, al cabo de cierto tiempe vuelva si no a su posicion
inicial si al menos a una posicion tan proxima como se quiera de esta posicidn inicial. la
presencia de soluciones asintoticas (figwra I7(B) y 6) Cemuestra la existencia de
soluciones inestables en el sentido de Poisson. Pero Poincaré demostrd, ademas, que si
bien hay una infinidad de soluciones no estables en el sentido de Poisson. estds son
“excepcionales™ en el sentido del calculo de probabilidades. Es ¢l Teorema de Recurrencia
de Poincaré. .

Poincaré considerd también otra nocién de estabilidad que precisarfa algo més tarde
el matemdtico ruso Lyapunov, y tiene que ver con la distancia entre una trayectoria
periddica y las trayectorias vecinas; si esta distancia disminuye, la trayectoria es estable.
Las soluciones son estables ¢ inestables en funcidn de clertos coeficientes que las
caracterizan: los “exponentes caracteristicos”. En particular, Poincaré demostré que en el
caso de dos grados de libertad:
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“8f para ciertos valores de los pardmerros una sofrucrdn periddica perde
it establidad o lo adguiere. entonces queda confundida con otra solucion
periddica. con la que kabrd mtercambiado su estabilidad. ™

En el caso de una solucion periédica inestable C {figura {7¢D)), Poincaré tratd de
establecer la existencia de soluciones doblemente asintéticas. es decir. de soluciones que
se acercan indefinidamente a estz trayectoria inestable en épocas lejanas pasadas 3 futuras.
Elio equivale a demostrar que la superficie S” formada por las scluciones asintoticas en el
pasado (v que por lo tanto contienen a la linea L formada por los impactos de soluciones
en el plano de seccién) ¥ la superficie S formada por las soluciones asintoicas en el
futuro (gue contiene la linea L™°) se cortan en otros puntos ademds de C. Fue una de las
cuestiones mas dificiles que abordd Poincaré: Demostrd que las superlicies 57y 5§77 se
cortan en una infinidad de s eces v elio de un modo hormnblemente complicado:

“Infenremos hacernos une ideo de lu figura formada por estas dos
curvas v Sy anfinrdad de mtersecciones, cuda une de las cuales
corresponde  a wnu  solucion  doblememe  asintotica.  Dichas
tersecciones forman una especig de cntramado. de tepdo. de red de
malles infinramente finas Nmguna de esias curvas se ha de cortar a st
misma: wdemds se ha de plegar sobre si misma de un modo gy
complejo para cortar rodas las madias de la red.

Sorprende la complefidad de esia figura. que m siquiera infealo
dibujar Nuda mds indicado para hucernos una idea de la complefidad
del problema de los tres cuerpos v en gencral de todos los probleius de
Dindmice en los que wo hay integral wniforme

Esta complejidad es a la que se enfrentan los actuales tedricos de los sistemas
dinamicos.

2.2. Los tres cientificos soviéficos: Kolmogorov, Arnofd y Moser
o la Teoria de KAM

El descubrimiento de Poincare solo se comprendid de! todo en 1954, come resultado
del trabajo académico de A. N. Kolmogorov . con posteriores adiciones de otros dos
sovieticos, Viadimir Arnoid 1 I. Moser (& los tres se les conoce colectivamente como
KAM).

Antes de examinar ic gue descubrié KAM digamos que atin se ensefia la fisica que
Poincare cuestiond. A los c¢ientificos todavia les resulta 0iil descomponer un sistema
complejo de manera abstracta v matemanca. Asi que reensamblan mateméticamente la
brbita de los planetas, o de un puente en medio de varios vientos. o un moter en marcha en
un conjunto de oscilaciones simples, acopladas como una serie de péndulos. o dibujada
sobre un toro de cierta dimension.

L
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Al principio los cientificos crefan que tedricamente podian aplicar este analisis
reduccionista a todos los sistemas complejos. Estaban convencidos de que las correcciones
requeridas para explicar oscilaciones adicionales serian pequefias vy no afectarfan
significativamente la figura del toro. Los “extrafios™ efectos de Poincaré eran excepciones
donde ain el término adicional mas pequefio, el tirdn gravitatorio minimo de un tercer
cuerpo. podia significar la enorme diferencia entre un sistema que exhibe un movimiento
ordenado —limitado a un toro- v un sistema vielentamente cadtico.

(El descubrimiento de Poincaré implicaba que el universo entero es
potencialmente cadtico y se encuentra a una fraccion de punto decimal de la aniquilacién?
Larespuesta de KAM fue si y no.

A partir de sus célculos, estos tres cientificos llegaron a la conclusidn de que el
sistema solar no se descompondrd por obra de su propio movimiento siempre que se
aplique una de dos condiciones:

Primero, que la perturbacion o influencia del tercer planeta no sea mayor al tamafio
de atraccidon gravitatoria de una mosca que esté tan lgjos como Australia. Los fisicos
esperan poder refinar el teorema de KAM para demostrar que las perturbaciones de mayor
tamafio que iz mosca tampoco afectaran la érbita (pero ain estdn trabajando en ello).

La segunda condicién para impedir la desintegracion del sistema solar es el
reguetimiento de que los “afios” de los planetas e cuestion no se hallen en una proporcion
simple como 1:2, 1:3 6 2:3, v asi sucesivamente. En ofras palabras, para permanecer
estables los planetas deben ser cuasipenddicos, el movimiento de sus érbitas combinadas
debe girar una y ofra vez alrededor de un toro sin unirse jamés. En tal caso las orbitas
permanecen estables ain ante las perturbaciones de un tercer planeta mucho més grande
que una mosca.

;Pero qué ocurre cuando los atios planetarios coinciden para formar una proporcion
simple? Aqui el sendero alrededor del toro se une, lo cual significa que con cada érbita se
amplifica e} defecto de la perturbacién. El resuitado es una resonancia, andloga a la
realimentacién positiva de un ampiificador, donde los efectos pequefios crecen en el tiempo
para producir un resultado muy grande, un caos rechinante. Matematicamente esta
amplificacion hace que la superficie del toro estalle en un espacio fase. El planeta atin es
atraido hacia la superficie ¢ intenta alcanzarla, en ¢l esfuerzo se tambalea cadticamente
hasta que al fin la 6rbita se quiebra y el planeta vuela al espacio. ’

Esto es lo que dice la teoria matematica de Poincaré - KAM, ;Hay alguna prueba de
semejante conclysion en mecédnica celeste de nuestro sistema solar?

Perturbaderamente. cuando los cientificos ruraron, hallaron lagunas en ef cinturén
de asteroides precisamente en los sitios donde los “afios™ de Jupiter y un asteroide
formarian una proporcion simple. La laguna indica que cualquier planeta que habitara esa
érbita serfa lanzado al espacio.

i\
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2.3 El caos en la mecanica celeste

Jack Winsdom. del Instituto de Tecnologia de Massachusetts (MIT). estudié los
resultados del vuelo de la sonda espacial “Voyager 2° en 1981 y descubrid que muchas de
las Junas del sistema solar deben haber sufrido en un perfodo v otro una fase de movimiento
cabtico, pero luego se estabilizaron al hallar una orbita cuasiperiddica. Hiperion una luna de
Saturno con forma de gota. parece atravesar una de esas fases cadticas segun explica
Wisdom.

Figura 19. Saturnc y sus lunas' Tomada per la sonda espacizi Voyagér 2

Jacques Laskar Y Claude Froeschlé del Bureau des Longitudes .. Pans y del
Observatorio de Niza respectivamente han estudiado a Hiperion v dan su opinidn sobre el
comportamiento de la luna de Satumo. Elios dicen que las folografias tomadas por el
Vovager (Agura 20) muestra claramente una forma no esférica. dos veces mas largo gue
ancho. cuvo didmetro mas pequefio es de unos doscientos kilometros La histona cadtica de
Hiperién es doble: de una parte su forma se explica gracias a la existencia de una zona
cabiica para los movimientos orbitales del sistema Hiperién — Titdn — Saturno (Titdn os
otros satélite de Saturno): per otra parte &l movimiento de rotacidn de Hiperién sobre si
mismo es cadlico.

La seccién de Poincaré de la trayectoria de Hiperidn, calculada en computadora.
muestra un movimiento regular (curva invariante) caracteristico de las resonancias entre los
movimientos de Hiperién v de Tiddn. Sin embargo. con unas condicicnes iniciales
relativamente cercanas a la curva invanante, se observa una zona cadtica no continada. Un
cuerpo situado en una oOrbita inestable de este tipo sera antes o despuds. lanzado del sistema
Hiperidn — Titn — Saturno tras un encuentro proximo con Titan. Se sabe que Hiperion ha
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estado sometido a colisiones catastréficas repetidas con guijarros demasiado pequefios para
destruirla, pero suficientemente grandes peza arrancar fragmentos. Este fenomenc en los
asteroides hace que muchos de eilos estén compuestos por fragmentos que se han
reaglomerado luego por efecto de gravitacidn en una gigantesca morrena esférica ;Pero,
entonces, por qué Hiperidn no ha reacumulade sus fragmentos? Cientificos de la
Universidad de Pisa® demostraron en 1980, que la presencia de una zona cadtica cercana a
lz orbita de Hiperion impide la reacurulacién de los fragmentos: los fragmentos al caer en
]a zona cadtica son expulsados.

Figura 20 Hipenén

Estamos lejos de haber terminado con el caos de Hiperién. La mayoria de los
satélites, e incluso Mercurio. estdn aprisionados en una resonancia (o proporcion simple)
orbital-rotacicnal: durante una orbita entera giran sobre si mismos un nimerc entero de
veces. Esta es la razén por la cual la Luna nos presenta siempre la misma cara. Gira sobre s
misma con el mismo periodo orbital de su movimiento alrededor de la Tierra. Esta rotacidn
sincrénica (resonancia 1/1) se alcanza debido a las fuerzas de friccion desarrollada por las
mareas, tras un tiempo caracteristico que. en el caso de Hiperién. es del orden del sistema
solar De hecho, Hiperion-no esta lejos de este estado sinerénico. Pero como demosiraron
en 1984 J. Wisdsom, . Peale Y F. Mignard® también esta cerca de una resonancia orbital —
rotacional: la resonancia de 3/2. Un criterio sobre el soplamiento de resonancia, debido al
fisico soviético B.V. Chiricov. responde a este tipo de situacion: “si un sistema dindmico
witenta [legar a un compromiso entre diferentes resonancias, se encuentra caos

Esto es exactarente lo que predicen Wisdom v sus colegas: “fanto la direccion del
efe de rotacion como la velocidad angular de Hiperion fluciuarian de forma aleaioria en
wna escala de tempo de volumente algunos éyerzodos orbitales (21 dias)” Observaciones
recientes parecen confirmar este resultado.'” La forma particular de Hiperion, st orbita
excéntrica vy la escala de tiempo muy grande para la accion de las fuerzas de las mareas.
hacen que Hiperén sea dnico en su génerc Es el tnico ejemplo de comportamiento <adtico
permarnente y répido que se cencce en el sistema solar De hecho, come lo ha demostrado
Wisdom'' todos los satélites de forma irregular har tenido en el curso de la evolucidn un

% R. Bevilacqua et al.. The moon und the planets, 22.141,1980
Y. Wisdom, S Peale vy M1 Mugnard. Iracus, 58, 137.1984
1. Klevetter, Astron. J, 97(2) 570. 1989

U1 Wisdom, Astron J 94 (5). 1350, 1987
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comportamiento cadtico cuando estaban a punto de ser capturados por una resonancia
orbital — rotacional.

Este ejemplo espectacuiar de los efectos del caos ne es el inico que se ha revelado
en ¢] sistema solar. También s¢ ha hecho cada vez mas evidente que la dindmica cadtica
desempefia un papel importante en la distribucién y Ia evolucidn de otros cuerpos
pequefios. los asteroides, los cometas ¥ los meteoritos. Después de haber sido despreciados
durante muchos afios por los astrénomos, estos cuerpos pequefios han sido muy estudiados
estos ultimos decentos, con objeto de comprender los procesos de formacién de los
planetas. El caso de los asteroides es particularmente revelador. Segin las teorias actuales
sobre la informacién de los planetas. la coagulacién det gas y de los polvos mterestelares de
la nube primordial formdé en primer lugar uncs objetos muv pequefios llamados
planetesimales, de tamafios proximos a clen kildmetros, que se desplazaban en orbitas casi
circulares con velocidades muy parecidas. Se reunian entonces todas las condiciones para
lz construecion, por la acrecion de estos planetesimales, de un planeta entre Marte y Jipiter
habrian ido a cruzar Iz zona dei (futurc} cinturén de asteroides y. como una bela en un
juego de bolos habrian tenido un efecto devastador. Algnnos de estos planetesimales de esta
zona habrian sido expulsados, mientras que otros sufrirfan un proceso, mientras gue otros
sufrian un proceso de fragmentacién de colisiones. En vez de aglomerarse para formar un
planeta. Los fragmentos resultantes de estas colisiones habrian formado entonces. en el
modelo de V. F. Safronov.'? un disco: el cinturdn de asteroides. situados a una distancia del
Sol entre dos v cinco unidades astronomicas (1 TA= 130 600 000 km) Como el proceso
de colision de los planeresimales es. en este modelo. fundamentalmente aleatorio, serfa de
esperar una distribucion uniforme de las drbitas de los asteroides en el cinturén: pero el
analisis de las orbitas conocidas demuestra que no es asi. En ¢l cinturdn principal (entre 2
UA v 3 UA). que st muy poblado, existen zonas estrechas en las que practicamente no
s& encuentra ningtin asteroide. “las lagunas de Kirkwood™. Estas lagunas estan cerca de los
picos en los que se encuentran las familias de asteroides. las familias de Hirayama. A la
mversa. la zona externa del cinturdn (desde 3.3 UA hasta Ia érbita de Japiter 3.2 UA) esta
pricticamente despoblada . con lz excepeidon de algunas concentractones de asteroides muy
localizadas. Si zhora se asocia a cada drbita su periodo orbital. aparece un hecho notable:
todas las znomalias en la distribucion de las érbitas corresponden a unos periodos. llamados
periodos de resonancia, que s¢ expresan por una relacion sencilla con el periodo de Japiter
171, 2/2, 2/3, ew. Para ntentar explicar las lagunas de Kirkwood. que constituyen la
estructura mas preblematica de la parte prineipal del cinturén, se han propuesto diversas
hipdtesis. Dado que las ecuaciones del movimiento de asteroides sometido 2 la atraccidn
aravitatoria del Sol 3 de Juptter son no lineales, v a prioni no integrables. casi siempre
presente en las proximidades de una resonancia. como agente de limpieza. Perc la realidad
ne es tan sencilla: las acumulaciones del cinturdn de asteroldes se puede mantener en
algunas resonancias: las primeras simulaciones numéricas en la computadora fusron
efectuadas por Claude Froeschlé y Hens Scholl” en Niza en los afios serenta para
duractones del orden de! centenar de millones de afios no muestza ninguna tendencia a la
evasion. S6lo algunas orbitas presentan un crecimiente sensibie de su excentricidad. Para

'? V.S, Safranov, "In Asteroids™. Publicactén de la Universidad de Arizona, 1979
“ H. Scholl, Cl. Froeschlg, Astronomy and Astrophysic.. 42.457.1975; Cl. Froeschié, H Schell, Astronomy
and Astrophysic., 57, 33, 1977
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obtener estos resultados, habian tenido que simplificar el problema, no teniendo en cuenta
las pequefias variaciones periodicas de las érbitas, lo que permite ganar un factor de diez en
el tiempo de céleulo.

A continuacion, Wisdom efectud un paso decisivo en 1983." Gracias a un ardid
descubierto por Chirikov en el estudio de la dindmica de los aceleradores de particulas,
pudo meodelizar la accién de Japiter por medio de impulsos (“papirotazos™) aplicados a
intervalos regulares cuyo efecto se puede calcular analiticamente. De este modo se puede
calcular ripidamente una 6rbita iterando la aplicacion del tipo a la aplicacion estandar. Con
este modelo Wisdom demostrd que las orbitas proximas a la resonancia 3/1 son cadticas y
evolucionan de una forma muy especial. Durante decenas, si no centenares de millones de
afios, la érbita crece repentinemente de menos de 0.1 a 0.4. Luego ia excentricidad cae
ripidamente unos miles de afios. Estas oleadas de excentricidad se repiten de forma
aleatoria La seccién de Poincaré de una drbita de este tipo explica a la vez las clieadas de
excentricidad y el mismo valor maximo de estos saltos. Hay que sefialar que las drbitas no
se desestabilizan: siguen confinadas en ias lagunas, pero ahora cortan intermitentemente la
arbita de Marte cuando la excentricidad es supetior 2 0.33. Entonces un encueniro proximo
con Marte puede eyectar al asteroide fuera del cinturén trasforméndelo en un asteroide
vagabundo, y de este modo crear progresivamente las lagunas observadas. Existe también
otro tipo de resonancia también generadora de caos, pero a escalas de tiempo mucho mas
largas. del orden del miilén de afios: las resonancias seculares. Estdn relacionadas no con
los pericdos orbitales de Jupiter o de un asteroide, sino con los periodos de precesion de
sus orbitas. La precesién del perihelio es el lento movimiento de rotacior de este plano en
el espacio. Estos dos movimientos. que 1o existen en ¢l caso degenerado del problema de
Kepler, se deben a la perturbacion gravitatoria de los planetas y sus periodos son del orden
de cincuenta mil afios a varies mullones de afios. Los trabajos del norteamericano J. G.
Williams'” y las simulaciones numéricas efectuadas hacia 1983. en la supercomputadora
Cray de Palaiseau por Ch. Froeschlé y H. Scholl'® han demostrado que las orbitas de los
asteroides en resonancias seculares pueden ser fuertemente perturbadas de un modo
cadtico.

Las perturbaciones ejercidas por los planetas también nfluyen fuertemente er: el
movimento de los cometas. 3 la tltima aparicién del cometa Halley fue, en particular, ia
ocasion de numeroses trabajos sobre la dinidmica de los cometas periddicos de gran
excentricidad. Las predicciones de las aproximaciones del cometa Halley han sido siempre
un desafio para los astrénomos desde la primera aparicién calculada en 1703 por Edmund
Halley sobre el regreso del cometa en 1759, La aparicion del cometa tiene lugar
regularmente cada setenta y cinco a ochenta afios, ¥ la duracién precisa entre dos
apariciones depende de las perturbaciones ejecutadas sobre el cometa por los diferentes
planetas. La busqueda de noticias de pasos anteriores interesa vivamente 2 los historiadores
v, con motivo del Gltimo paso del cometa, se efectuaron diversos caleulos numeéricos de su
movimento hasta el afio 1403 a.C. Estas integraciones numéricas coinciden con ias
observaciones hasta la aparicién en ci afio 86 a.C. pero. mds alla presenta notables

¥ j. Wisdom, © Chaotic dynamics in the solar sisem™, fracus, 36, 51, 1983.
' 1. G. Williams, Tesis de Dectorado, Lniversidad de California, Los Angeles, 1969
' Ch. Froeschlé y H Scholl, Celeste Mechamic. 46, 231,1989.
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diferencias. El historiador de astromomia F. R. Stephenson’’ v sus colaboradores han
podido datar con suficiente precisién la aparicion en el afio 163 a.C., que se encuentra en el
limite de la zona inestable en lo que concieme a las predicciones sobre el cometa. Luego las
divergencias entre las Orbitas crecen tan rapidamente, que en el afio 615 a.C las diferencias
son de doscientos dias, en el afio 1043 a.C. alcanzan cinco afies. Estas divergencias fueron
explicadas por los andlisis de T. Y. Petrosky, L. B. Chirikov ¥ V.V. Vecheslavov.'® Por
medio de un modelo sencillo, constituide fnicamente por Jipiter en una drbita circular v el
cometa, han podido demostrar que el movimiento del cometa Halley es cadtico. La accion
de Jupiter también se modeliza aqui por medio de un “papirotazo” en el momenio del paso
del cometa. En el problema de los dos cuerpos (cometa - Sol). los movimientos parabélicos
desempefian el papel de separatriz ; cuando el sistema es perturbado por la accién de
Japiter, esta separatriz da paso a la zona cadtica en la que los movimisntos son muy
inestables. Estos resultados han sido verificados numéricamente por Cl. Froesclé y R.
Gonezi.

Resumiendo, Jack Wisdom también ha aplicado la teoria de KAM para explicar los
meteoritos que chocan conira la tierra. Los cientificos convienen en que estos fragmentos
de materia se deben ¢ originar en el cinturdn de asteroides. ;Pero. ¢como llegan a la tierra?
Tomande en cuenta la influencia gravitatoria combinada de Tipiter y Saturno, Wisdom ha
demostrade que los asteroides que enfran en condicidn de resonancia quedan sujetos a
conductas excéntricas que finalmente los disparan hacia nosotros. También ha notado
lagunas orbitales en los aniilos de Saturmo. Aqui la interaccidn no lineal es causada por los
satélites interiores de Saturno. Las lagunas del sistema de anillos se corresponden con
proporciones simples entre el periodo de rotacién de los anillos v las lunas perturbadoras.
Elio demuestra tanto la sensibilidad relativamente prolongada de los anilles como la
nestabilidad de algunas de sus orbitas. —Todo ello constituye una prusba de la teoria de
RNAM, pero la cuestidon de los anillos de Saturno es muy compleja v actualmente se
investigan varias teorias mediante modelos informaticos-.

Y dentro de la inestabilidad nos esperan mas sorprzsas. Cuando las lagunas de
orbitas planetarias como el cinturdn de asteroides o los amllos de Samurno se examinan en
detalle. la matematica detecta que hay lagunas dentro de lagunas.

En los anillos de Saturno. por gjemplo. las lagunas de gran escala que hay entre las
lunas v los anillos se reflejan en menor escala en las lagunas que hay entre fragmentos del
material de Ios anillos.

Matematicamente esto significa que el toro se descompone en toros cada vez mas
pequefios. Algunos de estos toros se vuelven estables. otros no. En la region que hay entre
cada toro hay oOrbitas ingstables de menor escala. En regiones donde las érbitas forman
proporciones de frecuencia sinple. el sistema revela una complejidad gotica.

17 F R. Stephenson. KK.C. Yauy H. Hunger. Nature, 314, 5871984
" T)Y. Petrosky. Physie. 117.328 1986: BV Chirikov. V.V. Vecheslavov. Astronomy and Astrophysic.
221,146,1989
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La situacién orbital que acabamos de describir nos brinda nuestro primer atisbo de
una nueva comprension que se estd difundiendo en las ciencias: “el azar esta enirelazado
con el orden, la simplicidad oculta complejidad, y el orden y ef caos se pueden repetir en
escalas cada vez mas pequedias ', un fendmeno gue los cientificos del caos han denominado
“fractal”.

Los fisicos empiezan a ver que ¢l sistemas solar no es el relativamente simple
mecanismo de relojerfa de los tiempos de Newton, sino un sistema que cambia
constantemente, infinitamente complejo v capaz de conductas inesperadas. Asi que
regresemos a la pregunta de Poincaré. ; Esto significa que atin el sistema solar puede sufrir
estertores v morir?

A decir verdad, una pequefia friceidn bastaria para que fuese asi.

Resuita extraio pensar en los planetas en términos de friccién, pero las mareas de ja
Tierra disipan energfa del sistema Tierra- Luna y un efecto sumilar resulta de la friccion
entre la densa v gaseosa atmosfera de Jipiter y sus lunas. La fuerza de friccion de los
planetas modifican asi muy despacio la érbita de los planetas y las lunas, de modo que
gradualmente se alteran a través de millones de afios. Tal vez dicho movimiento los esté
acercando a regiones de caos potencial. Poincaré se preguntaba si el sistema solar era
estable. Dados los descubrimientos de los cientificos del caos, la pregunta debe permanecer
abierta atn.

Sin embargo, si alguna vez el sistema se desintegra y se precipita en el caos,
esperemos que haya matematicos presentes para que al menos aicancen & conocer la causa.
De hecho segon las ultimas investigaciones es imposible predecir el futuro del sistema solar
mas alla de unos cien millones de afios.

3. Atractores Extrarios

Al estudiar lo que ocurre cuando una simple ecuacidn es realimentada consige misma, los
cientificos han encontrado interesantes comportamientos y bastantes propledades
matematicas que reflejan cambios que se presentan en ruestro mundo.

Uno de estos temas de estudio se enfoca al crecimiento demografico que es un tema

que interesa a bidlogos. ecologistas y epidemidlogas, pero también a matematicos. pues

~detras de las formulas engafiosamente simples de crecimiento demogréfico se oculta una
conducta que va del orden al caos.

En la historia podemos encontrar ejemplos de poblaciones fuera de controi: la
liberacién de una pequefia poblacion de conejos en Australia cuyos descendientes se
expandieron por todo el continente; los efectos de a oruga lagarta en el nordeste de los
Estades Unidos cuando se escapd de un lzboratorio en Boston; la marea migratoria de
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abejas asesinas; las epldemias de gripe que parecen 1r ¥ venir con intervalos de tiempo muy
aleatorios. etc.

Algunas poblaciones se multiplican deprisa. ofras se exiinguen prontamente.
algunas crecen. otras decrecen con periedicidad regular. v otras mas obedecen a las leves de
los atractores extrafios y el caos.

3.1 La duplicacidn de periodos

El crecimiento de algunas poblaciones es dificil de estudiar (va habianos hablado
de esto, anteriormente en este mismo capitulo seccion 2j, las poblaciones de conejos son de
este tipo. La razén ¢s que algunos cjemplares dan a luz mientras otros rodavia estan
alcanzando la madurez o estin prefiados. Una ecuacién que describiers el tamafio de la
poblacién de conejos deberia tener en cuema todos estes factores.

Es igual para poblaciones donde los individuos viven una temporada ¥ mueren otra.
Este es el ejemplo de 1a mariposa lagarta gue vive en verano y muere con et frio después de
poner los huevos. Analicemos este sistema demogrifico empezande con una colonia
pequeria.

Asumamos que un porcentaje similar de huevos de mariposa lagarta se empollan v
sobreviven cada afio, el tamafic de una celonia de larvas aste afio estd relacionado con la
cantidad de larmas que se metamorfosearon en mariposas v desovaron el afio anterior.
Supongamos que el tamafic de una colonia es de 100 mariposas lagartas y la colonia se
duplica cada afio. Si el tamafio de la colonia es de 200 para el segunde afic. serd de 400
para el siguiente.

X:=2X, donde: X =1amafo de la mucstra y ¢l subindice nos indica el 2fio

En el tercer afto la colona se duplicard de nuevo.
X3=2Xs

Seria muy f4cil dar una ecuvacidn general que permita caleular la poblacion de un
afio a partir del anterior:

i XI‘—I = 2X1

Obviamente no todas las poblaciones se duplican. Algunas pusden crecer con mayor
o menor velocidad. Si denctamos como N z la tasa de natalidad, cada coloma es N veces
mayor este afio que 2l afio anterior. En el ejemplo de la mariposa lagarta. tomamos N = 2,
lo cual indicaba la duplicacidn de la poblacién. Pero cuando N tiene un valor distinto. es
posible unz variedad de crecimientos. )
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Xn+l= an

Esta ecuacidn de crecimiento exponencial funciona bien cuando la poblacién es
pequedia o cuando hay alimentos y espacio libre para reproducirse. Pero estz ecuacion es
muy limitada. Por ejemplo, si la aplicaremos a conejos duplicdndose en cada generacion, el
resultado indicarfa gue la pareja australiana onginal se habria propagado hasta cubnr el
universo entere en solo 120 generaciones. En el mundo real, el crecimiento exponencial o
geomeétrico no contindia regularmente porque todo sistema demografico depende de otros
sistemas de la cadena alimenticia. Todos los sistemas estan relacionados, asi que ¢l tamafio
de la poblacion final depende de todo el ambiente que le rodee.

El término de Verhulst

En 1845 P.E. Verhulst. un cientifico interesado en las matematicas de! crecimiento
demografico, introdujo un nuevo término para describir el modo en el que una poblacion se
desarrolla en una zona cerrada. Este término que vuelve no lineal a la ecuacién de
crecimiento, era un modo simple y eficiente de calcular la intervencion de los demas
factores def ambiente en la expansion demografica.

Para entender como funciona este término, hay gue aclarar que atn no se ha
precisado un limite maximo ai tamafio de la poblacion (X). Para comparar diversas
poblaciones y hacer mas regulares los cédlculos se emplea la normalizacidn. Es un modo util
de comparar poblaciones de diversos tamafios. En esencia. la poblacién estd representada
POr un nlunero que puede variar entre O v 1. Xy= lrepresenta la maxima poblacién posible,
100%. X,= 0.5 representa la mitad, el 50%. No importa si son centenares de mariposas
lagartas o decenas de miles de bacteria. Sélo interesa comparar la poblacion del afio
anterior con la de este afio; es decir, interesa analizar la tasa demografica.

La normalizacidn permite simplificar los cilculos matematicos.

Verhults afiadio el término (1-X,} a la ecuacion demografica. Asi que la ecuacion
quedd de la siguiente forma:

Wt =N 1-X,)

El término del lado derecho de la ecuacidn tiene dos factores rivales, X, v {1- Xa).
Al crecer X, ef factor (1- X,,) disminuye. Para un X,, muy pequetio. (1- X)) esta muy cerca
de 1, de modo que la ecuacidén de Verhulst luce muy similar a la ecuacién original. ;Perc
gue ocurre cuando X, crece. cuando se acerca a 1? El término (1- X)) se aproxima a 0 ¥
hace gue el lado derecho de [a ecuacidn disminuya. la natalidad cae. Estos dos términos
funciondn en oposicion, uno disminuye la poblacion y el otro la aumenta.

Dicho de otra forma. Sin ¢l término de Verhulst, la ecuacidén describe un proceso en
el cual la poblacidn de cualquier afio es proporcional a la del afio anterior: la relacion es
estrictamente lineal. La multiplicacion de X, por el nuevo factor o término (1-xn) se puede
escribir como:
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Xn (Xn - Xn)

Multiplicamos X, por si mismo. Al multiplicar un término por sf mismo producimos
una reafimentacion o “reracion” y no linealidad. El crecimiento de afio en afio depende
ahora no linealmente de lo que sucedio antes.

La ecuacion modificada de Verhulst tiene muchas aplicaciones. Los entomologos
han recurrido a ella para computar el efecto de las plagas en fos huertos v los genetistas la
usan para calibrar el cambic de frecuencia de ciertos ganes en una poblacidn. Se ha
aplicado al modo ¢n el gue se difunde un rumor: al principio el rumor se expande
exponencialmente hasta que casi todos lo han ofdo. Luego la tasa cae velozmente. a medida
que mas personas dicen: “Ya lo sabia™. La ecuacién de Verhulst también se aplica a las
teorlas de aprendizaje. Lo que se aprende ahora esta relacionado con la canndad de
informacién incorporada antericrmente. El aprendizaje primero aumenta. pero al cabo de
un tempo el estudiante se satura. de modo que los nuevos esfuerzos sdlo producen
resultados minimos.

Laversion no lingal de la ecuacion demografica nene una implicacién sorprendente:
en todas las situaciones en las cuales se aplica la cecuaeién. acecha el potencial para el caos.

La bifurcacién de periodos

Para demostrar la conducta cadtica de la ecuacion iterada. comencemos con una
poblacién de larvas de mariposa de lagarta a la cual se ha impuesto una forma de control de
la natahidad. rocidndola con insecticida. Dando por heche que las larvas no sufren
munaciones, la poblacion de cada afio disminuird un poco con respecto a la del afio anterior.
S1 la tasa de natalidad N es 099, aun una poblacion muy numeresa llegard eventualmente a
0. La colonia perecers.

¢ Pero que ocurre cuando la tasa de natalidad es superior 2 L. por gjemplo 1.57 Dado
el factor no lineal de Verhulst. una poblacidn grande al principio declinara pero luego se

-acomodara en un valor constante de 2/3 o 0.66% de su tamafio original. Asi también una
poblacion lineal muy pequefia crecera hasta el mismo limite de 2.3,

Cuando la 1asa de natalidad (N) es igual a 2.3, la ecuacion muestra una ligera
oscilacion cuando los dos términes o factores demograficos rivales entran en oposicidn,
pero. después de eso. regresz a la misma cifra constante de poblacion. Parece que la cifra
0.66% se ha convertido en un atractor (fgura 21)

Subamos a 2.98 ,Qué ocurre ahora? La oscilacion contunda por mds tiempo perc
eveniualmente [a poblacidn se acomoda en 0.66% de su tamario original. De nuevo regresa
al atractor.
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Elevemos atin mas el valor de la tasa de natalidad, N. Las oscilaciones duran cada
vez m4s, pero eventualmente la poblacion llega un estable de 0.66%. Sin embargo, cuande
la tasa de natahdad alcanza el valor ¢ritico de 3.0, algo nueva ocurre, En 0.66 el atractor se
vuelve inestable y se divide en dos. Ahora la poblacién comienza a oscilar alrededor de dos
valores estables en vez de uno.

¥

Figura 21. La grafica inicia con el valor 2.3 en el eje
henizontal (X) que representa |a tasa de nataldad de
la poblacion, 1a bifurcacién ocurre en e valor 3 0 para
la tasa de natalidad (gje X} ‘

Esto significa. que la pequefia poblacion de manposa lagarta se reproduce
fanaticamente dejande una gran provision de huevos para la proxima temporada. Pero en la
temporada siguiente lz regién estd excesivamente poblada, lo cual crea un efecto de
reduccion, de mode gue los escasos insectos que sobreviven dejan pocos huevos para el
proximo afio, La poblacién sube v baja entre valores altos y bajos. La conducta del sistema
se ha vuelto mas compleja (figura 22).

Figura 22. Un mapa de los primeros atractores
bifurcados de la ecuacién con crecimiento no hneal (la
tercera bifurcacidn ogurte cuando la tasa de natabdad
torna el valor de 3 56898 (gje X))
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Cuando elevamos la tasa de natalidad por encima de 3.4495. los dos puntos fijos se
vuelven inestables v se bifurcan para producir una poblacion que oscila airededor de cuatro
valores. Ahora la poblacion de larvas es radicalmente diferente en cada uno de los cuatre
afos.

Cuando la tasa de natalidad llega a 3.56 las oscilaciones se wvuelven de nuevo
inestables. En 3.396 tenemos otra bifurcacion. esta vez con 16 atractores. La grafica se
vuelve un laberinto. En este punto es casi imposible ver un orden en el ascenso v descenso
de la poblacion de larvas. Cada aflo el nimero brinca de modo cast aleatorio ¥ no podemos
encontrar un patron. Finalmente, cuando la tasa de natalidad Illega a 3 5699. el nitmero de
atractores ha aumentado hasta el infinito.

Robert May, fisico de la Universidad de Princeton que se ha dedicado a la biologla,
es una figura clave en [a historia de como los cientificos aprendieron de o que hoy se
denomina “ruta hacia la bifurcacién de periodos™. Un periodo es ¢l tiempo que un sistema
tarda en regresar a su estado original. A principios de 1970 May usd un modelo basado en
la ecuacion de Verhulst que le permitia aumeniar o reducir la tasa de natalidad alterando el
suministro de alimentos. May descubrié que el tiempo que tardaba el sistema en volver a su
punte de partida se duplicaba en ciertos valores criticos de la ecuacidn. Al cabo de varios
ciclos de periodo duplicado. la poblacion de insectos de su modelo variaba al azar. al igual
que las poblaciones de insectos reales. y no revelaban ningun pericdo previsible para
regresar a su estado original

Pero. al menecs matematicamente, la historia no terminaba ahi. Los cientificos han
aprendido que esta extrana ruta hacia el caos contiene todo un circo de ordenes antes
inimaginables. En la figura (figura 22) una grafica generada en computadora. puede
apreciarse la ecuacién demografica de Verhulst.

Figura 22. Grafica generada por computadora ce le ecuacion Da Verhulis

En la grafica se revela caos, otra imagen del atractor extrafio.
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Pero, reparemos en las regiones obscuras llenas de puntos que representan la virtual
infinidad de lugares donde s2 puede encontrar el sistema. En la gama de }a tasa de natalidad
que va de 359999 a 3.7 el sistemz -la cantidad de anual de larvas- fluctda
imprevisiblemente dentro de cuatro amplias regiongs de atraccidn v luego de dos. Estas
regiones se aproximan hasta encontrarse. Aqui. en el orden de 3.7, ia poblacién (la cantidad
de larvas) pedria tener cualquier valor, desde muy cerca de 0 hasta una cifra muy alta y
cada afio la poblacién brinca de manera loca ¢ imprevisible. Sin embargo, sdlo se llena la
totalidad del espacio fase cuando la tasa de natalidad lega & 4.0. El modo en que la grafica
se despliega sugiere gue el cadtico proceso por el cual se llena ¢l espacio fase es en realidad
extrafiamente ordenado.

También separemos en que las lineas oscuras formen una especie de pardbolas
deniro de un abanico de caos. Estas Hneas representan valores donde hay una probabilidad
mds alta de encontrar el sistema. Otra forma de orden dentro del caos

Y, por dltimo, reparemos en las bandas verticales blancas esparcidas a traves de la
sombra del caos. Se trata de regiones llamadas “ventanas”, donde el sistema se¢ vuelve
estable. Alrededor de 3.8, por ejemplo, justo en medio de este caos, la poblacidn se vuelve
estable, nuevamente previsible v aumenta en dos afios sucesivos y decrece en el tercero.
Pero sila tasa de natalidad se eleva un poco, la ventana se abre y vuelve el cacs, Estos
periodos de estabilidad v previsibihdad en medio de fluctuaciones aleatorias se llaman
“intermitencras”.

Intermitencia

(Pero qué es exactamente la itermitencia? Estamos descansando, escuchando ta
radio. cuando de pronto una salva de estdtica interrumpe la masica. No es musitado que una
breve pulsacién de ruido interfiera con la recepcién de la radio o del televisor. Esta
intetferencia intermitente a menudo es causada por una fuente externa, un taladro eléctrico
o unz tormenta que se aproxima Pero también es posible que el ruido intermitente se
genere dentre de los circuitos del amplificador. Cientificos japoneses han descubierto que
en los interruptores de superconduccion la intermitencia aumenta. St s¢ aumenta la
corriente de conexion, el promedio entre los estallidos del ruido se acorta. Conclusion: el
interruptor adopta la ruta del caos sin interferencia externa. Aparentemente este mismo
fenémeno afectd a una red de computadoras de un contratista de defensa, la empresa TRW,
habia instalado en Europa. Un articulo del New York Times sefialaba que la red empezd a
exhibir upa conducta extrafia ¢ imprevisible. Esto también ocurrié con una red de
procesadores paralelos instalados en Xerox. quienes haliaron que sus computadoras
producian resultados diferentes v aleatorios a partir del mismo calculo. Los ingenieros
liegaron 2 la conclusién de que el problema de estos sistemas no residiz en el disefio, sino
en algo inherente a la complejidad de las redes que contienen rizos de alimentacién no
lineal. Algunos cientificos creen que estos estallidos de intermitencia revelan que las redes
de comnputadora come las del sistema de defensa esiratégica (conocido como Star Wars o
Guerra de las galaxias) 0 la monitorizacién de alta tecnologia de los negocios de Wall
Street siempre estan sujetos a espasmos de caos El caos es come un monstruo dormido en
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un sistema ordenado. Cuande el sistema alcanza un valor eritico, el monstruo se despierta a
la mas pura mutologia griega v demanda sacrificios.

La itermitencia funciona en ambos sentidos. J. Briggs v F.D.Peat ¢l primero de la
Western Coenctitut Stafe University v el sepunde miembro del consejo nacional de

Investigacién de Canadd habian sobre la intermitencia en su libro “Espejo ¥ Reflejo” (ver
referencia {2] de la bibliografia);

“Pensemos en la itermitencia come en islas de prden en un mar de acar o
como el azar interrumpiendo ia rersa emision del orden. Casi podriamos
pensar en la termitencia como en una “memoria” que opera en los sistemas
no lineales: la memoria tiene el sistema de su ciclo limite 0 sus atractores
periodicos originales. Una iteracicn sucede a otra a medida que el caos (o el
orden) se desplazan en el espacio de fases. Perc en las regiones de
intermitencia. el viejo orden {caos) resurge momentanedmente V. los
iteraciones gue geweraban cdes (orden) producen  momentdneamente
regularidad (caos;.”

La itermitencia muestra que todo i orden desde las oscilaciones simples hasta la
complefidad de todo el caocs. pueden estar presentes en un sistema. aiternativamente. El
fenémeno plantea profundas interrogantes. ;En qué medida muchas formas diferentes del
orden se entrelazan en los sistemas reales? ;Los ordenes stmples v ¢l caos de un sisterna
san rasgos de un proceso indivisible” La intermitencia parece sugerir que si.

Una forma importante de la intermitencia es el ruido de baja frecuencia Este tipo de
intermitencia. que no es sélo un desagradable defecto de los amplificadores electrdnicos. se
ha cbservado que le flujo de la cormiente a través de peliculas de metal v carbono. de
semiconductores. de tubos de acio, de diedos ¥ de ciertos transistores. El veltaje de las
-células eléctricas v las cerrientes de conveccion del liquido estan someiidos a pequerios
brotes de ruidos en las frecuencias bajas, v se cree que la intermitencia da frecuencia baja
es 1a causa del desquiciamiento de las membranas nerviosas. La duracién del dia terrestre
es también intermitente. Nuestro dia es resultado de la rotacién del planeta sobre su gje. con
lo cual el sol deberia estar sobre nuestras cabezas cada 24 horas Sin embargo. hay un ligero
tambaleo en esta regularidad que se produce en un ciclo de 5 dias. (Es éste otro ¢jemplo del
ruido cadtico interfiriendo con las oscilaciones regulares de los sistemas no lineales del
universo?

Hagamos la pregunta a la inversa. ;Podria esta intermitencia ser una imagen
invertida de nuestro lugar en el universo? Habitualmente vemes ¢l cosmos desde el punto
de vista del orden, es decir. en términos simpies. Cuando nuestro dia tambalea o cuande la
radia muestra estatica, Imaginamos estog fenomenoes como alteraciones de la estructura que
rige al universo que habitamos. Pero la teoria de caos sugiere que también es viable ver las
cosas desde el otro lado. Podemos imaginar 2l orden como una mera 1sla de intermitencia
en medio de un atractor exirafio, o cadtico del tamafio del universo. En el primer capirulo de
esta tesis pudimos analizar las diversas formas en gque las antiguas cosmogonias
representaban el origen del Universo y vimos como esté surgia del caos en muchas de ellas.
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Mitchell Feigenbaum hizo un descubrimiento importante para la teorfa del caos.
Usando su calculadora de bolsiilo, puse a prueba una clase entera de ecuaciones y encontro
una escala universal en sus transformaciones de duplicacion de periodos. Las ecuaciones
que exploraba Feigenbaum se aplican a fenémenos diversos como los circuitos eléctricos,
los sistemas opticos, los aparatos de estado sélide, los ciclos de negocios, el aprendizaje ¥
las poblaciones.

Sin entrar en detalles técnicos analicemos el descubrimiento de Mitchell
Feigenbaum. Cuando cambian las fuerzas que act{tan sobre un sistema dinamico fisico, se
ve en muchos casos como se produce el fendmeno de la duplicacion de periodo (Como ya
vimos e ilustramos anteriormente en esta misma seccién). Una Orbita pericdica es
reemplazada por otra, proxima a la primera, pero con la diferencia de que en la nueva érbita
hay que dat dos vueltas antes de volver exactamente al punto de partida. Asi, el tiempo
necesaric para volver al punto de partida, es decir, al periodo, se ha duplicado
aproximadamente. La duplicacion del periodo se observa en algunos experimentos de
conveccion: las oscilaciones periddicas de un fluido calentado por abajo pueden quedar
reemplazadas. cuando se cambia el calentamiento, por oscilaciones de periode dos veces
mas largo. Asimismo, pueden producirse duplicaciones de periodo en un grifo que gotea
cuando se aumenta ¢l caudal.

Lo més interesante es que la duplicacién de peniodo puede velver a producirse,
dando un periodo 4 veces mas largo, luego 8, 16, 32, 64... veces mas largo. Esta cascada de
duplicaciones de duplicaciones de periodos esta ilustrada en ia figura (figura24). El eje
horizontal mide las fuerzas aplicadas al sistema fisico considerado. v los valores para los
que se observan duplicaciones de periodo corresponden a los puntos A, Az, A, .. . que s¢
acumulan en el punto marcado como Acw.

Si se examinan ahora los intervalos sucesivos AjAs, AzAs, AsAs AsAs,
encuentra que mantienen una relacién constante:

5C

e

A}Agf AzA; = A3A4/A4A5 = Aq.Aj / AsA@

=

14s exactamente se tiene la siguiente ecuatidn:

lim y—> o0 AndAar f ApApez = 460920,

Figura 24 Atractor de Feigenbaum
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Cuando Mitchell Feigenbaum descubre numéricamente esta ecuacién es un fisico
joven con un puesto temporal en el laberatorio de los Alamos. Trabaja dia v noche en la
computadora, fumando sin cesar y bebiendo café cargado, Y se impone la farea de
demostrar la ecuacidn, utilizando las ideas del fisico Kenneth Wilson de Cornell sobre el
grupo de normalizacion. Advierte que las sucesivas duplicaciones de periodo siempre son
esencialmente ¢l misme fendémeno. salvo cambios de escala apropiados no ficiles de
establecer. v en realidad Feigenbaum ne hace un trabajo matemdtico completo del
problema. Este serd dade mds tarde por Oscar Lanford de Berkeley siguiendo estas ideas de
Feigenbaum, Lanford realiza la demostracién con ayuda de una computadora. los calculos
numéricos son terriblemente largos. asi que seria imposible realizarlos sin ayuda de la
cormpputadora.

La cascada de duplicaciones de periodo. cuando se observa en un experimento de
fisica. es dificilmente confundible con cualquier otra cosa. Ademds. se puede demostrar
que. mas alla de la cascada existe caos. Por lo tanto. siempre que se llegue a observar la
cascada de TFeigenbaum en hidrodindmica serd una demostracion especialmente
convincente de que el paradigma de los modos no es vélido y debe ser reemplazado por el
paradigma del caos.

Feigeanbaum demostro que los detalles finos de estos sistemas no importan. que la
duplicacién de periodos es un factor comin en el modo en que el orden se desintegra con
en caos. Ya vimos como calculd unos ndmeros universales que represeniaban proporciones
de escalas de puntos de transicidn durante el proceso de duplicacion de periodos. Descubrid
que cuando un sistema funciona sobre si musme una 3 otra vez presenta cambios

s

exactamente en estos puntos universales a lo largo de la escala,

En el MIT, el fisico Richard I. Cohen v sus colegas diseflaron una simulacion por
computadors de los ritmos cardiacos v descubrieron que la duplicacion de periodos es un
indicio de la presamidad de un ataque cardiaco. En un corazén normal. las pulsaciones
cléctricas se difunden regularmente a través de fibras musculares que obligan al ventricule
a contraerse v bombear sangre. Cuando las fibras musculares estdn contrajidas. son
impermeables a sefiales eléctricas. Los {Isicos denominan tiempo refractario a este periodo.
Segtin la teorfa, las variaciones en tiempo refractario entre una zena del ventriculo del
corazdn v otra son la causa de la fibrilacion, la esporadica vibracidn de un atague cardiaco.

Para verificar csta teorfa, Cohen v su equipo variaron los tiempos refractarios de su
modelo del corazén v descubrieron que los problemas empezaban cuando un grupe de
fibras musculares cardiacas tenfan un tiempo refractario mas large que el intervalo entre las
palpitaciones cardiacas. A causa de su tempo refractario, estas fibras cardizcas no
sincronizadas se podian estimular para contraerse sélo cada tantas palpitaciones, En
consecuencia, los impulsos eléctricos del corazdn en contraccion se desplazaban alrededor
de estas fibras demoradas como el agua que rodea 2 una roca y causa turbulencia. Al
incrementarse los tiempos refractarios de unas pocas fibras, el corazon entero duplicaba sus
periodos hasta que. més allad de un valor critico del tiempo refractario. surgia un caos
muscular eri tode el corazon.
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En la Universidad MeGill de Montreal, 2l fisidlogo Leon Glass usé un grupo de
células cultivadas de pollo que palpitaban espontdneaimente y las estimulé periédicamente
El resultado fue que el tiempo entre las palpitaciones regulares se duplicé una y otra vez
hasta alcanzar el caos.

Alvin Saperstein, un fisico del Centro para la Paz v Estudios de Conflicto de la
Universidad Estatal de Wayne en Detroit. ha realizado un estudio preliminar sobre la
carrera armamentista que desembocé en la Segunda Guerra Mundial. Ei piensa que las
cifras sugieren que ia proporcién de armementos entre la Alemania Nazi y la Unidn
Soviética sufrié una duplcacion de periodos que llegaba a la regién cadtica cuando estallé
la guerra. El atin asegura que su modelo es tosco.

Estd demostrado que el crecimiento de la turbulencia (como veremos mds adelante)
también puede acontecer por duplicacion de periodos. E! clentifico italiano Vaiter
Franceschimi confirmé los numercs de Feigenbaum cuando utilizé su computadora para
analizar cince ecuaciones en un modelo de turbulencia de fluidos. Tras descubrir la
duplicacion de periodos en 1976, Feigenbaum no habia podido publicar sus articulos sobre
este fendmeno, los editores pensaban que el concepto era muy extravagante. En 1979 un
colega de Franceschini que conocia la teoria de Feigenbaum sugiri6é al cientifico italiano
que buscara los numeres de Feigenbaum en las ecuaciones que estaba estudiando. Cuando
Franceschini revisé los calculos, halld la universalidad de Feigenbaum.

Poco después dos crentificos franceses, Alfred Libchaber y Jean Maurer,
confirmaron experimentalmente la intuicién de Feigenbaum, aunque ellos entonces no
conocfan el trabajo de éste. En el laboratorio descubrieron una simetria entre ¢l caos de ia
inestabilidad de Bénard. La hallaron calentande helic dentro de una caja de acero
inoxidable de un milimetro. Incrementando lentamente la tasa térmica v midiendo las

corrientes de conveccidn, los dos investigadores registraron un patrdn de oscilacicnes
~ ’ - . ©
bifurcadas que seguia exactamente la ruta de la duplicacién de periodes.’”

La ruta de la duplicacion de periodos nos lleva hacia los atractores extrafios y nos
rodea de interrogantes. ;Cémo funcionz la duplicacién de periodos? (Cdmo produce al
inicio del caos y la expresidn de la aparente integracidn que existe entre el orden y el caos?

3.2. Iteracion

La iteracién (continua realimentacion) aparece en casi todo [0 que nos rodea, puede
aparecer en los sistemas meteoroldgicos. en la inteligencia artificial, el reemplazo de las
células de nuestro cuerpo. ete

? Los experimentos se realizaron poniendo helio liquido en contenedores rectangulares, Cuando dos
cientificos alemanes repitieron la wvestigacion usando contenedores de otra forma, la ruta hacia el caos no
seguia ia duplicacion de periodos Aparentemente, esto significa que puede haber muchas ofras rutas hacia el
caos atn no descubiertas
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La iteracidn también aparece en la filosofia. Pensemos en las paradojas
autorreferentes. Un viejo v clasico ejemplo de ellas es la advertencia de un hombre de Creta
aun vigjero:

“Todos los cretenses son mentirosaes

JMiente este cretense? Si no es asi su afirmacion es falsa y no twodos los cretences son
mentirosos. Pero 51 dice la verdad, é1 también debe ser un mentiroso. La verdad v la mentira
giran una en torno a la otra. creando caos y orden en ei cerebro.

Se puede presentar una paradoja sinular mediante un papel que contenga en ambos lados el
mensaje:

“La afirmacion del oire lado es falsa”

Si introducymos un mensaje como este a la computadora. la maquina oscilarz entre
“verdadero™ vy "no verdadero”. En la serie de television ~Star Trek™ (Viaje a las estrellas) el
capitan Kirk usaba paradejas autorreferenciales confinuamente como: “Demuestre que su
directiva principal no es su directiva principal” para quemar los semiconductores de las
computadoras rebeldes.

Para las computadoras. las paradojas iterativas producen caos Se dice que para los
seres humanos tienen un efecto contrario. pues conducen 2 la intuicion creativa e nchiso a
la iluminacién En sistemas misticos como el budismo zen. los koans (paradojas que
propician la iluminacion) hacen oscilar la mente del discipulo de tal modo que crean las
condiciones para que éste se libere v aleance un punto de vista supernor.

El l6gico G. Speneser-Brow ha sugeride que. dado que la paradoja reingresa
constantemente en si misma. cada iteracion es como un tic tac de rele). Segun €l tales
paradojas cumplen la funcién de mtroducir el tiempo en la logica. lo cual incluye la logica
matematica v la mavoria de los proceses importantes del pensamiento. Algunos de estos
procesos importantes abarcan ¢l lenguaje, que es un dispositivo autorreferencial. Quien no
ha pasado por la dificil tarea de busear en el diccionarie la palabra sermpo por cjemplo. que
esta definida con palabras como periodo o instante ;Pero gué significan estas palabras? Al
buscarlas en el diccionario. + ols emos nuevamente con la palabra tiempo.

Pero la autortelferencia tambidn estd presente en la biologia. Segimn el bidlogo
Howard Pattes, mientras las compuradoras oscilan de modo suicida cuando encuentran una
paradoja autorreferencial. los sistemas bioldgicos emplean la autorreferencia para la
estabilidad e incluso pueden utilizarla para producir formas mas elevadas.

Tomemos las bacterias como un ejemplo. Estas formas de vida no tienen nicleo
celular. Se reproducen dividiéndose y haciendo copias de si mismas. La bacteria también
tiene la capacidad de transferirse (mediante un proceso que no es la reproduccion)
fragmentes de materia genética, Estos sigrifica que 1wdas las bacterias tienen acceso a los
depdsitos genéticos de los demds. Mediante una jteracion constante del material genético.
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las bacterias se pueden adaptar rapidamente a condiciones cambiantes. La desventaja es
que no son verdaderos individuos entre las bacterias sino clones formados por
realimentacion cuando ias bacterias hacen copias.

Hace millones de afios. la naturaleza pudo haber usado esta forma de paradoja
autorreferencial con gran provecho, como un modo eficaz de propagar la vida por el
planeta Pero este método de propagacién tiene un limite. Segin una teorfa que
analizaremos mas adelante, la iteracién de bacterias se disemind por la tierra y cred
cotdiciones cadticas a partr de las cuales surgié un nueve camino autorreferencial
relacionado con la reproduccion sexual. Esw introduo un nuevo y dindmico desarrollo
evolutivo.

Eduard Lorenz y el efecto mariposa.

En 1960, Eduard Lorenz luzo un importante descubrimiento para la teoria del caos.
estaba usando su computadors para resolver varias ecuaciongs no hineales que constituian
su modelo de la atmésfera terrestre. Al revisar un prondstico para corroborar algunos
detalles, se concend en leos datos de presion del aire, temperatura y direccidn de los
vientos, redondeando las cifras de las ecuaciones hasta tres decimales en vez de los se1s que
habia utilizado anteriormente. Introdujo la operacion al programa de la computadora y fue
por tna taza de café. Cuando regresd sufrié una conmocién. El nuevo resultado que veia en
la pantalla no era una aproximacion al prondstico que habia realizado antenonmente. sino
un prondstico totalmente diferente. La pequeffa diferencia de tres decimales entre las
soluciones habian sido magmificadas por el proceso de iteracién de la solucion de las
ecuaciones Esto le dio resultados meteorolégicos totalmente diferentes.

Tiempo después Lorenz declard en la revista Discover:
“Entonces supe que st la atmosfera se comporieba usi. los prondsticos
meteorolégicos a largo plazo eran imposibles”

Lorenz habia adverndo de inmediato que la microscopica difercacia de tres
decimales en las operaciones se habfa magnificado mediante la combinacion de la no
linealidad con la iteracién FEstos resultados tan distintos evidenciaban que los sistemas
dinariicos no Yineales tales como €l tiempo climatico son tan increiblemente sensibles que
el menor detalle puede afectarlos. De ah{ surgid el nugvo aforismo que dice:

“El gleteo de lus alas de una mariposa en Homg Kong puede crear un
huracan en Nueva York '

Al principio puede parecer injusto. o exagerado, decir que un sistema meteorologico
es cabtico sélo porque no podemos predecirio Si nuestra aptitd es defectuosa, (No es
porque no tenemos todos los detalles necesarios o no tenemos la ecuacion apropiada? La
respuesta es no. Lorenz habia visto que la causa de la naturaleza iterada de las ecuaciones
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no lineales {aunque representan la naturaleza de los sisternas dinamicos), ninguna cantidad
de detalles adicionales contribuirdn a perfeccionar la prediccion.

Para comprender por qué. hagamos una pequefia demostracién de lo que ocurre en
las iteraciones. La demostracién implica la manipulacién de algunos ntmeros.

Duplicar un numero es muy simple. Recordemos la primera ecuacion de
crecimiento exponencial en los problemas demograficos.

Xn*]: 2Xn

La ecuacién dice que la cosecha de este ano duplica a la del afo anterior. Si X. la
cosecha del primer afio. es 1. la cosecha del afio siguiente X, serd 2. La ecuacion genera
la secuencia para los siguientes afios. 2. 4. 8. 16. 32, 64 ..

O al empezar con X=1.5 tenemos la secuencia 3. 6. 12. 24, 18,

Pero recurramos a uno de £s0s trucos matematicos para generar una serie numérica
larga. Dupliquemos el nimero pero eliminemos el entere 3 conservemos los decimales. Por
ejemplo sf X, = 0.9567. entonces 2X,=1.9134. Eliminando el entero X,=0.9134,

YVeamos que serie obtenemos empezando con X= 0.3986... La sene e5: 01972,
0.3944... 0.788%8... 0.3776 ... 0.1352.... 0.3104.... 0.6208.... 0.2416.... 04832,
0.9664...,0.9328.... 0.8636....0.7312. .. 0.4624....0.9248, ., 0.3496...

Parece ser una secuencia aleatoria. como s la iteracion condujera al caos. Pero
examinemos ¢l fendmeno mejor

Si ocurre que X contiene un orden inicialmente simple en el modo en que se repiten
sus digitos decimales. entonces se hallaré un patrén igualmente simple durante la iteracion.
Por ejemplo. si X;= 0.707070. la 1teracidn genera el patron 0.414141, 0 828282, 0.6363635.

(0313131, 0.626262. 0.232325. 0.305050. 0.010101, 0.020202, 0.040404, 0.080808,
0161616, 0.323232. 0.646464. 0.252926. 0.585858. 0.707070.

Al cabo de 16 iteraciones regresamos al numero original: el ciclo se repite una y
otra vez.

Si recogemos un nimero con un patrdn mas complejo. creamos un ciclo mas largo
antes que la senie se emprece a repeur. Pero si los numeros iniciales son racionales. el
patrén eventualmenie se repetira. Cuandoe se introducen numeroes racionales en esta simple
iteracién de duplicacién numérica siempre se generan patrones ordenados.

;Pero qué ocurre con los niimeros irracionales? Su expresién decimal no contiene
ningiin orden. su patrdn se repite al azar. Los mateméaticos han verificado que un numero
irracional como zse puede calcular hasta muchos millones de decimales sin que se
manifieste ninguna repeticién. Parece irdnico que. el nimero usado para calcular la
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circunferencia de lo que muchos consideran el objeto mas perfecto y crdenado de nuestra
imaginacién, el circulo. no se pueda caleular con exactitud.

;Qué sucede cuande un numero irracicnal se ufiliza come cifra micial de la
secuencia? Fi resultado es una serie infinita que no contiene ningtn orden visible. Cada
nimero aparece al azar. El caos parece florecer desde la irracionalidad implicita en el
nimero original. De hecho, esta simple ecuacién de crecimienio exponencial, o ecuacion
de duplicacién numérica, es un modo de producir series numéricas zleaterias en la
computadora. Se podria pensar que el caos y ¢l azar se despliegan a partir de la complejidad
del nimero irracional original.

Una propiedad de las ecuaciones iterativas es su extrema sensibilidad a las
condiciones imciales. S X, en la ecwacidon de duplicacién numérica. sufre una leve
alteracién, la secuencia pronto difiere de la original. Esta propiedad fue la que Lorenz
descubri6 en sus calculos meteoroldgicos En el siglo XIX. los cientificos entendian que un
pequefic error en los datos wiciales se podia compensar, o que a lo sumo produciria un
efecto pequefio Pero cuando tenemos iteracidn. los errores pequefios se amplifican
rapidamente.

Pensemos en el nlmero racional 0.70707¢ ;Qué ocurte si cometemos un error en el
4° decimal, un error de 1/10 v escribimos 0.7071707

En la primera iteracién el error es infimo. En vez de 0 41414] que obtuvimos en la
secuencia onginal, la nueva comienza con 0 414341, La segunda iteracion agranda el error.
En vez de 0.828282. Para el resto de la secuencia en vez de los nimeros orginales
(0636565, 0313131, 0626262, 0.252525. ¢ 505030, 0.010101. 0.020202. 0.040404,
0.080808) tenemos 0.657365, 0314631, 0.629462. 0.258924. 0.517849. 0.035698.
0.071396. 0 142792, 0.285584. Ea la undécima iteracidon el leve error a cobrado tales
proporciones que la nueva serie difiere totalmente de la original. La serie original se repetia
a si misma después de 17 nmimeres La nueva no sigue ningun patrén

La iteracién revela la extrema sensibilidad de la ecuacion a las condiciones iniciales.
Tista sensibilidad se aplica por 1gual a los nimeros racionales e irracionales cuando se les
itera con ecuaciones no lineales,

Pero no solo los nfimeros se comportan asi. Los clentificos observan la misma
dinamica en los fluides como 1o observo David Ruelle paralelamente a Lorenz El destino
final de un pequefio remolino de sangre en la corriente sanguinea es excepcionalmente
sensible a las condiciones imiciales. Los puntos vecinos de la sangre pueden continuar
fluvendo lado a lade. pueden oscilar unos alrededor de otros o terminar en paries muy
diferentes del fluido. Atn el envejecimiento se puede interpretar como un proceso donde la
iteracion constante de las células al fin introduce un plegamienio y una divergencia que
altera las condiciones iruciales v lentamente nos desintegra® somos atraidos hacia la muerte
que podriamos considerar como el maxime atractor extrafio.
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En el mundo fisico, los diversos sistemas exhiben diverses grados de sensibilidad a
Ias iteracicnes que sufren. Cierto disefio de ala de avion produce una répida magnificacion
de 1a fluctuacion que crece alrededor de los cristales de helio de la superficie de el ala. una
magnificacion tan veloz que puede crear una turbulencia que causard un accidente, Otros
disefios, sin embargo, son Inmunes a esas condiclones. Como vimos en la duplicacion de
periodos. [a fteracion produce estabilidad a determinada razdn. perc cuando la razon supera
ciertos valores el sistema se derrumba en el caos. Aunque. como descubrid Feigenbaum. la
escala de valores criticos es la misma para muchos sistemas, cada sistema sufre sus propias
condiciones no lineales donde las iteraciones empiezan a desbordarse.

El movimiento de tipo de iteracidn no lineal que hallamos en tantos sistemas se
puede visualizar como un panadero que amasa la masa para preparar pan. Con los puiios el
panadero estira la masa y la pliega sobre si misma, repitiendo esta actividad una y otra vez.
De hecho muchos matemdticos dicen que la iteracién de una ecuacion no lineal produce
una “transformacion de panadero . Esta transformacién desplaza puntes contiguos de la
masa, algjandolos unos de otros. Una serie de hilos elasticos situados en la masa
eventualmente se estirardn v plegaran formando un patron complejo e imprevisible (y por
tanto cadtico). Matemadticamente, este proceso de estiramiento v plegamiento cobra la
forma de un atractor extrafio.

La ecuacidn del panadero rige la ecuacion del crecimiento. La formula de Verhulst
se cufa por el dinamismo de dos efectos opuestos. el factor de estiramiento (X,) ¥ el de
plegamiento (1-X;). De este modo el resuliado de la iteracion previa se convierte en punto
de partida de la siguiente.

Ciertas ecuaciones (como la del crecimiento con el término no lineal de Verhults).
generan una secuencia totalmente cadtica con un determinismo total, &5 decir. que podemos
determinar todos los términos que enfrardn en la ecuacidn. No obstante, los cédlculos que
resultan de esta iteracion son una especie de estafe. pues s¢ pueden realizar en la
computadora o peor afin. en una calculadora de bolsillo. Este dato nos dice algo muy
significativo del caos.

Las computadoras suelen llevar los calculos hasta 16 decimales. De este modo, con
cada operacion simple siempre hay un redondeo. Por gjemplo. si el nimero 3 aparece en el
lugar decimosexto. puede ser porque los lugares decimosexte y decimoséptimo eran ...49 6
. .51. La mncertidumbre acerca del valor real del digito del lugar decimosexio es tan
pequeia que no suele preccupar a nadie. La mayoria de las calculadoras de bolsille llegan
hasta ocho lugares v el 0ltimo rara vez s necesario,

Pero en las ecuaciones iterativas. donde los resultados en cada etapa del célculo
introducen en el siguiente (representando la realimentacién que existe en los sistemas reales
tales como el flyjo de fluidos). [a incertidumbre inicial acerca del lugar decimal
decimosexto comienza a acumularse v distorsiona los resultados de cada iteracidn. Al cabe
de cincuenta rondas de estiramiento v plegamiento de las iteraciones, la incertidumbre es
ran seria que frustra el cdlculo. Aungue las iteraciones son deterministas, el error de
redondeo explota las limitaciones de la computadora v quita sentido a cualquier prediccidn.
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Pero supongamos gue usamos la computadora mas grande para ocupar més
decimales. Supengamos que construimos una inmensa, capaz de realizar cdlculos que
in¢luyan hasta freinta y un decimales.

Al con un error de redondeo reducido al orden de una parte en 10°', el
determunismo y la previsibilidad resbalan, pues al cabo de sdlo 100 iteraciones de esta
enorme computadora nuestro error habra desbaratado todo el ¢alculo. Dada la velocidad de
las computadoras actuales, la previsibilidad se esfumara en una fraceién de segundo

El fisico del caos Crutchfield dice:

“La consecuencia de medir con ung precision que es sdlo finita consiste en gue
las mediciones no son suficieniemente buenos. el caos se aduefia de ellas y las
hace estailar en nuesira cara”

Este es “¢] efecto mariposa”.

En un articulo cientifico, Crutchfield. Doyne Farmer, Normoen H. Packard Y Robert
Shaw, cuatro pioneros del caos, explican que la sensibilidad de los sistemas fisicos
dindmucos es tan grande que la prediccidn perfecta del efecto de una bola de hillar
golpeando a las demds bolas es imposible:

= Por cudnto tiempo padria un jugador con perfecto control de su golpe
predecir la trayectoria de la bola? Siel jugador gnora un efecto tan
minsculo como la atreccicn gravitatoria de un electrén desde ¢l linde de la
galaxia, la prediccion resultaria errénea al cabo de un minuto”

JPor qué? Porque las ecuaciones que rigen las duras bolas de billar tienen una no
linealidad iterativa, de modo que el movimiento del sistema definido por la ecuaciéon es
infinitamente sensible al movimiento cambiante de todo lo demads: la presion del aire, la
temperatura, la superficie de la mesa, el tono muscular del jugador de billar, la psicologia
del jugador, la gravedad de un electron. La tteracion de ecuaciones no hineales revela una
vasta sensibilidad a la interconexion que se manifiesta en las computadoras de los
cientificos como imprevisibilidad, cacs, atractor extrafio.

Esta vasta sensibilidad sugiere otro enfoque de la totalidad. En vez de pensar en el
todo como la suma de las partes, pensémoslo como aquéilo que atlora bajo el disfraz del
cacs cada vez que los ciensificos intentan separar ¥ medir sistemas dindmicos como sl
estuvieran compuestos por partes. Es el error del redondeo. lo que el fisico Josepk Ford
denomina “informacion faltante™ que surge 2l cabo de 17, 31 ¢ 5 millenes de iteraciones y
termina con las predicciones. La informacton faliante (el todo) estd implicita en ios
sistermas dindmicos mediante un delgado e infinito hilo de puntos decimales decrecientes en
las ecuaciones que presentan procesos dindmicos. A través de este hilo. como a través del
cuello de-un globo, el todo es bombardeado por la iteracidn hasta que hace estallar la
ecuacion.
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El fisico tedrico Frank Harlow de Los Alamos dice que la incertidumbre o errores
(la informacién faltante) acerca de las condiciones inictales de los sistemas dindmicos son
similares a las "semillas” que producen turbulencia y caos: las alas de la mariposa, una
tosca aglomeracion de cristales de helio en el ala de un avidn. un electrdn en el linde de la
galaxia. Cualquier cosa puede ser una semilia si esta en el sitio adecuado y en la dindmica
adecuada. La iteracion infla las fluctuaciones microsedpicas hasta llevarlas a una escala
macroscopica.

Algunos cosmdlogos opinan que si las condiciones iniciales durante el big hang
hubieran variado tan sélo en un “cuanto” de energfa (la cosa conocidza mas pequeda que
podemos mesurar). e] universo seria un [ugar muy diferente. La forma de las cosas depende
de lo mds diminuto. En este sentido, Ia parte del todo se puede manifestar como caos ©
come un cambio transiormador. Esta “parte transformadora™. el todo incipiente. es la
“informacion faltante” que delinea la imprevisibilidad de! sistema z través de la iteracion.
.a forma que delinea ¢s la del atractor extrafic

Varios fisicos creen que hay una conexion entre el principio de la “informacién
faltante” en los sistemas cadticos v el famoso teorema de la incompletitud de Gidel. En la
década del 30°s Kurt Godel asombré a los matematicos demostrando gque importantes
sistemas légicos como la aritmética v el dlgebra siempre contienen enunciados que son
verdaderos pero que no pueden derivar de un conjunio de axiomas. Gidel descubrié¢ que
siempre habra informacion faltante. un agujero en el centro de esta logica. Podemos decir
que ese agujero ¢s el todo.

La prueba del tecrema de la incompletitud se basaba en la paradoja del mentiroso.
En vez de tomar al cretense que decia “Todos loy crefenses son mentirosos”, Godel
demostrd un enunciado matematico que decia: “Esfe enunciade ey indemosirable”

3.3 Atractor extrafo
Turbulencia

En el siglo XIX se pensaba que el caos v el orden tenfan poco que ver entre si. Pero
la teoria de KAM y algunos otros descubrimientes han amphade la perspectis a de Poincaré.
Los cientificos estan viendo que el caos no es solo una oscilacién sin rumbo. sino gue
constituye una forma suti]l del orden Anteriormente analizamos el asteroide cadiico que
busca eternamente su hogar en la estructura de un atractor que ha sido fragmentado en el
espacio fase. Dicho atractor s denomina “atractor extrafio” v s un nuevo y sorprendente
objeto de analisis matematico. Pero este atractor exwafio no tiene nada de nueve Su
presencia estaba oculta bajo ofro nombre “furbulencia”.

La turbulencia estd presente en la naturaleza: en las corrientes de aire, en rios

veloces que lamen las rocas v columnas de los puentes. en la lava caliente que fluye de un
volcén, en desastres meteorolégicos tales como tifones y olas gigantes.

76



Capitulo Segundo Caos, Afractores y
Atractores Extraiios

A menudo la turbulencia causa problemas a os humanos. interfiere en nuestra
tecnologia al alterar el movimiento del petrdlee en los oleoductos; modifica la conducta de
las bombas vy turbinas, de los carmones en las autopistas, de los cascos de las naves en el
agua y del café en la taza de un pasajero de avién. Los efectos en la turbulencia de la sangre
pueden dafiar v producir la acumulacion de dcidos grasoso en las paredes de los vasos: en
los primeros corazones artificiales. la turbulencia parece haber sido la causante de los
coagulos que afectaron a los primeros pacientes que los recibieron.

Leo P. Kadanoff v Albert Libchaber de la Umversidad de Chicago definen el
fendmeno de la turbulencia de |a siguiente forma:

“Estd Ud, leyendo estas notas. En la kubitacidn en la que se encuentra, {odo
parece tranquilo No ohstante alrededor de Ud. el aure estd animado de unos
movimientos en fodas direcciones que los fisicos Haman “turbulenios™ Si
midiera su velocidad en un punto, o infervalos de lempo regulares,
encontraria valores aleatorios, como st se hubieran echado o la suerte.
También podria comparar la velocidad del aire en distintos lugares de la
habitacicn. La sorpresa seria la misma- ¢l aire se mueve de modo distinio en
todas partes, segun parece ol azar Asi es como en fisica se define la
rurbulencia- un flujo se Hama turbulento si la velocidad del fluido parece
variar aleatoriamente tanto en ef tiempo como en el espacio ™

La turbulencia gue destruye sistemas ordenados y llena nuestros paisajes de
desorden —lava, viento, agua- ha sido objeto de fascinacidén para las grandes mentes. Una
de ias primeras fue la de Leonardo da Vinei, quien realizé atentos estudios del movimiento
turbulento y se¢ obsesiond con la gran idea de que un gran diluvio inundaria la tierra.
Leonardo escribié sobre la turbulencia:

“El movimiento de la superficie del agua se asemeja al del cabello, gue
consta de tres movimentos, uno u consecuencia del peso del cabello y el otro
de sus ondas v rizos. Del mismo modo el ugua, posee encrespamientos
furbufentos unos siguen al movimiento de la corriente, los otros obedecen al
movimento de incidencia y reflejo”

Figura 25. Dibujo reaiizado per Lecnardo Da Vincl, donde describe
gréficamente el compertamiento de ia turbulencia
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Leonarde da Vinci estudid avidamente el flujo del agua en las cafterias v lz fuerza
erosionante del flujo rdpido. En el siglo XIX la turbulencia llamd !z atencién de Von
Helmholtz, Lord Kelvin, Lord Raleigh v una multitud de cientificos menos conocides que
realizaron importanies aportes experimentales. Pero, a pesar de estos esfuerzos. la
turbulencia continué siendo un campo de estudios de escasa relevancia. Era dificil obtener
resultados decisivos vy el tema resultaba complejo hasta hace algunos afios. cuando se
reconocié como un importante campo de investigacion. El estudio de la turbulencia, un
subconjunio del caos. se concentra en las leyes del caos atractivo en liquidos v gases. Ahora
algunos cientificos piensan que la turbulencia (y ¢l caos) pronto resultard tan importante
como la relatividad ¥ la mecanica cuantica.

Un  buen sitio  para
comenzar a meditar sobre el
surgimiento de {a turbulencia es un
tio que fluye lemamente {(figura
26).

El rfo se topa con una gran
roca pero se divide facilmente y
dera atras el obstaculo, Si vaciamos
gotas de pintwra en el agua
producen lineas que dejan la roca
atras. sin separarse ni mezclarse.

7
o Al llegar el  otofic,
comienzan las luvias vy el rio
circula con mavor velocidad.
Ahora se forman vértices (ciclos
limite) detras de la roca. Son
bastante estables vy tienden a

permanecer en el mismo sitio
durante periodos prolongados.

Al aumentar la velocidad
del agua. los vortices se separan v
se desplazan por el rio. difundiendo
corriente abajo  la  influencia
perturbadora de Ia roca.
Anteriormente, una medicion de la
razdn de flujo a partir de ia roca
habria dado un resultado constante.
Pero ahora la razén ¢z flujo oscila
periddicamente como cunsecuencia
de los vortices.

e e

=
RETSO S N

Figura 26.
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Cuando la velocidad del rio aumenta aun mds, un observador ve que los vortices se
descomponen en regiones locales de agua amremolinada y agitada. Ademas de las
oscilaciones periddicas del flujo del agua, ahora hay cambios irregulares mas rapidos: las
primeras etapas de la turbulencia.

Por tltimo, el rapido flujo del agua, la reg1dn que hay detras de la roca parece haber
perdido todo orden, y la medicidn de las razones de flujo en la region arroja resultados
cadticos Predomina una verdadera turbulencia, y el movimiento de cada diminuto
elemento del agua parece ser aleatorio. La region tiene tantos grados de [ibertad que es casi
imposible describirla.

En sus observaciones v dibujos sobre el
agua en flujo rdpido. Leonardo sefiala que los
vortices tienden a fragmentarse en vortices
cada vez mas pequefios, que luego se
fragmentan de nuevo. El proceso gue lleva a la
turbulencia  parece  involucrar  incesantes
divisiones y subdivisiones o bifurcaciones en
escalas cada ver mas pequefias. ;Donde
terminan estas bifurcaciones? ,Su ntimero tiene
un limite? Un fluido estd compuesto, en Gltima
instancia de moléculas (Es posible que la
verdadera turbulencia persista aun hasta el nivel
molecular o més alla de €17

La nocidn de vortices dentro de vortices
sugiere que los sistemas cercanos a la
turbulencia lucen similares a si mismos ¢en
escalas cada vez més pequefias. lo cual vuelve a
insinuar que es un atractor extrafio.

La observacion de la turbulencia es facil,
pere su comprension es bastante dificil. Henri
Peoincaré —una vez mas €l- se interesd en la
hidrodindmica y dicto un curse sobre
torbellinos™ pero no se atrevid a proponer una
teoriz sobre la turbulencia. El fisico alemdn
Wemer Heisenberg, padre de la mecédnica
cuantica, propuso una teoria de la turbulencia
que no ha tenido impacto. Se ha dicho que la
turbulencia era “un cementerio de teorfas”, Por
supuesto que ia teorfa fisica y matematica del
fiujo de fluides se ha bereficiado de notables contribuciones debidas a Osborne Reynolds,
Geoffrey 1. Taylor, Theodore von Kérmar. Jean Leray, Andrei N. Kolmogorov, Robert
Kraichnan y otros. Pero el tema parece no habernos develado sus Gliimos secretos.

* Y. Poincars, Théore des tourbillons, Carré et naud, Pans, 1982,
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En el siglo XIX. el fisico britdnico Osborne Reynolds. experimentando con cafios de
diversos tamarfios encontré un nimero —hoy llamado nimero de Revnolds- que indica a un
ingeniero en qué momento el sistema llegara a la turbulencia.

El niimero de Reynolds se calcula multiplicando diversas variables que incluyen el
tamaiio del cafic. la viscosidad del fluide y la razén de flujo. Reynolds demosiré que la
turbulencia aparece en cuanto se llega a ese nimero mdgico. El ndmero critico es un
extremo de un espectro que abarca desde el flujo regular hasta los vértices, la fluctuacion
periddica ¥ el caos. Un curioso rasgo de este especiro s el que sostiene diferentes escalas.
Usando el nimero de Reynolds los cientificos pueden simular el complejo movimiento del
agua en el rio Missisippl en la compmadora. El fluje de aire alrededor de un prototipo
sujeto a una corriente de aire relativamente lema en un tinel de viento puede imitar
precisamente los efectos de un coche verdadero desplazéandoss a alta velocidad en una
autopista. Asombrosamente, la ilegada de la twrbulencia en pequefia escala refleja el
advenimiento de la turbulencia a escala grande. [nadvertidamente, Revnolds habia dado con
la curissa autosumilitud del atractor extrafio.

La teoria de Landau o los “Modos” en la turbulencia

Uno de los primeros cientificos que intentd seguir los pasos del desarrollo de la
turbulencia fue un fisico soviético.

Lev D. Landau, guien en 19352 recibi¢ el premio Nobel por su teoria del helic
superfluido. advirtié que la turbulencia comienza progresivamente a medida que los
movimientos dentro de un fluido se vuelven cada vez mas complejos. A la manera de
Leonardo. pensaba gue la turbulencia toral aparecia después de un gran nfimero de
bifurcaciones.

Para entender la teoria de Landau sobre la paricidn de la turbulencia es preciso
recordar que el movimiento de un fluido viscoso. tal como el agua. se frena por rozamiento
v tlende hacia un estado de reposo 2 menos que se le aporte energia continuamente. Segin
sea la potencia suministrada para mantener el fluido en movimiento. se pueden observar
cosas diferentes. Para tomar un ¢jemplo conerete pensemos en un grifo abierto La potencia
aplicada al fluido {y que en dlumeo término se debe a la gravedad) esta contrelada per la
mayor o menor abertura del grifo. 81 se abre un poco el grifo, se podrd sin duda
arteglarselas para que el flujo entre en el grifo v la pila sea estacionario: la columna de agua
parece inmovil (aunque. el agua fluse por el grifo). Abriendo cuidadosamente el grifo se
podrs ver (a veces) las pulsaciones regulares de la columna fluida: en este caso el
mosimiento se llama periddico en lugar de estacionario. Si se abre ¢l grifo ain mds, las
pulsaciones se hacen irregulares. Finalmente, si se abre el grifo al maximo se verd un flujo
muy irregular: turbulente La sucesidn de situaciones que se acaban de describir son tipicas
para un fluido al que una fuemte de energia suministra una potencia cada vez clevada.
Landan afirma que. cuando se aumenta la potencia aplicada, se excita a un nimero cada
vez mayor de modos del fluido.
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Pero aqui, necesitamos comprender el concepto de “modos”. Muchos objetos de
nuestro entorno se ponen a oscilar o vibrar cuando os tocamos: un péndulo, una barra de
metal, una cuerda de un instrumentc musical, todos se animan ficilmente de un
movimiento periddico. Un movimiento periddico de este tipo es un modo. También se
puede hablar de los modos de vibracion de la columna de aire en un tubo de drgano, de los
modos de oscilacion de un puente colgante, v asi sucesivamente. Un obijeto fisico dado
tiene a menudo muchos modos diferentes, que nos gustaria determinar y controlar.
Pensemos por gjemplo, en una campana de iglesia: si su forma esta mal escogida, los
diversos modos de vibracidn de la campana corresponderan a frecuencias discordantes y &i
sonido no serd armonioso. Un ejemplo importante de oscilacion es ¢l de los &tomos de un
sélido en torno a sus posiciones de equilibrio: los modos correspondientes reciben el
nombre de “fotones™. Pero regresemos a la teorla de Landau sobre ia aparicién de la
turbulencia. Segln esta teoria ¢uando un fluido es puesto en movimiento por una accidn
exterior, un cierto nimmero de modos del fluido son excitados. Si no esta excitado ningdn
modo, tenemos un estado estacionario del fluido. Si solo wn modo esta  excitado,
observamos oscilaciones periodicas. Si estdn excitados varios modos, el movimiento del
fluido se hace irregular, v cuando estidn excitados muchos modos, el movimiento es
turbulento. Los argumentos matematicos de Landau que dan apoyo a sus ideas son bastaute
comptlicados como para reproducirios. Independientemente de Landau, el matemdtico
aleman Eberhard Hopf propuso, con una aparato matemndtico mas refinado, una teoria muy
parecida.”

La teoria de Landau cobré nuevo impulso en 1948 cuando el cientifico aleman
Eberhanrd IHopf inventd un modelo matemdtico para describir las bifurcaciones que
conducian a la turbulencia,

Como va apalizamos anteriormente, en un arroyo que circula flmdamente, los
diversos parametros que describen el flwo son constantes e inmutables. Aun cuando se
perturbe el arrovo arrojando una piedra. pronto regresa a su flujo normal Como las
variables que definen el flyjo del arroyo no cambian, el agua que fluye sin estorbos se
puede representar mediante un solo punto en el espacic de fases, un puntoe atractor. El punto
en este caso, representa la velocidad constante del agua.

En un arroyo que circule a mayor velocidad, el flujo estd distorsionado por
oscilaciones donde se forman vértices estables. No obstante, este flujo es muy iregular y se
puede caracterizar como un ciclo Mmite. El arroyo perturbado siempre regresa a la misma
oscilacion basica, el mismo vortice estable, aunque se le arroje una piedra para perturbarlo.

Pero dichas descripei6n es casi paraddjica: cuando la velocidad del arroyo es lenta,
un punto atractor sirve para desenbir el movimuento, pero al aumentar la velocidad
aplicamos un atracior de ciclo limite. Obviamente que tiene que haber un punto critice en el
cual la descripeion de la conducta del arroyo salta de un atractor a otro. Este punto critico
de inestabilidad se llama inestabilidad de Hopf.

2 L.D, Landau, mecdnica de Fldos, Reverté . Barcelona, 1986
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Hopf propuso lusgo toda una gama de nuevas inestabilidades. La primera
ingstabilidad involucra un salto del punto atractor al cicio limite. Le sigue un brusco
transito a un atractor toro. luego a un toro de cuatro, ¢inco. seis v un creciente namero de
dimensiones.

La imagen de Hopf y Landau es intwitiva v evoca los dibyjos de Leonardo. vortices
dentro de vértices y el estudio cualitativo de Henry Poincaré sobre el problema de los tres
cuerpos (vea en este mismo capuulo la seccion 2) Sin embargo. los experimentos no han
confirmado los toros de mas dimensiones predichos por este modelo. En cambio, las
observaciones de algunos sistemas indican que, aungue en los comienzos de la transicién
del flujo ordenado al desordenado son descritos por Landau ¥ Hopf, e! sistema sigue luego
un rumbo hacia el caos que tiene implicaciones aun mds asombrosas.

En 1982 se realizd un cuidadose experimento sobre la inestabilidad que aparece en
algunas corrientes de conveceidn cuando el aire caliente se eleva de los desiertos o cuando
el agua caliente sube arremolindndose desde el fondo de una olla. Los investigadores que
examinzban la inestabilidad de Bénard, descubrieron que la turbulencia se producia con
mucha mayor rapidez de lo que sugeria la hipdtesis de Hopf.

David Ruelle y el surgimiento del concepto “Atractor Extrafno”

Retomemos de nuevo los “modos™. En muchos casos es posible hacer que un
sisterna fisico oscile simultaneamente en diferentes modos sin que estas diferentes
oscilaciones tengan ninguna influencia sobre otra. Para entender esta 1dea. que no s muy
precisa. imaginemos los modos como osciladores que estuvieran contenidos de alguna
manera en un sistema fisico. v que oscilaran independientemente.

Siguiendo {a terminclogia de Thomas Kuhn. se puede decir que [a imerpretacion de
extensos dominios de la fisica en términos de modos. concebidos come osciladores
independienies. es un paradigma. El paradigma de los modos se aplica cada vez que se
pueden definir modos que sean independientes. Por ejemplo, los medos de oscilacion de
los atomos en un solido. los fotones, no son completamenie independientes: axisten
interacciones foron-fondn. aungue son relativamente débiles v los fisicos no encuentran la
forma de traterlas.

David Ruelle, un matematico belga que trabajaba en el Instituto de Altos Estudios
Cientificos de Paris. ¥ un visitante holandés llamado Floris Takens. empezaron a estudiar la
turbulencia desde otros punto de vista y se preguntarén: ;Hay un modelo tipico. un proceso
genérico, para ¢l comienzo de la turbulencia?

Eso no esta tan claro. Pero lo que esta claro, cuando uno empieza pensando de esta
manera, es que la teoria de Hopf-Landau no puede ser correcta de ninguna manera. Ya que
aungue cada uno de las vibraciones acumuladas parece matemdtica y fisicamente
plausibles, no lo son. 8610 la primera lo es.
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La intuicion de Hopf y Landau se derivaba hasta cierto punto de la dindmica
hamiltoniana. En ella, la conservacion de la energia impone una restriceidn que hace
triviales los movinuentos cuasiperiodicos de frecuencias multiples. Pero esta restricciéon no
se aplica a los sistemas disipativos, sistemas con rozamiento. Y en el flujo del fluido
viscoso hay rozamiento ¢n abundancia.

El mismo David Ruelle, explica porque duddd de la teoria de la turbulencia de Hopf-
Landau en su libro “dzar y Caos” (ver referencia f9] en la bibliografia):

“La descripeidn en términos de modos que hacta Landou me decepciond
profundamente, porque ello estaba en desacuerdo con ideas matemdiicas que
habia vido exponer g René Thom y que yo habia estudiade en un wrticulo
SJundamental de Steve Smale sobre los sistemas dindmicos diferenciables. De
ellos aprendi los modernos desarrollos de las ideas de Powncaré sobre los
sistemas dindmicos, y a partir de ello estaba clara que el paradigma de las
modos esta lejos de tener una aplicacion universal. Por ejemplo, una
evolucién temporal descrita mediante modos no puede tener sensibilidad a
las condiciones wiciales, los modos sélo dan lugar a evoluciones temporales
bastante poco wnferesantes comparadas con las analizadas por Smale
Cuanto mds pensaba en el problema, menos creia en la teoria de Landeau. si
hubiera modos en un fluido viscoso, deberian mteraccionar fuertemente mds
que débilmente, y la descripcion en términos de modos dejaria de ser vdlido
Serd reemplazada por algo diferente, mds rico y mucho mds interesante

Ruelle y Takens llegarn a la siguiente idea.

La primera transicion, de un estado estacionaric a una vibracién simple, es tipica
incluso en sistemas disipativos. ello conduce a un movimiento periddico. En esto no hay
problema.

La segunda transicion. gue aflade frecuencia extra, puede suceder. desde luego. Ello
conduce inicialmente a un movirmento que, desde el punto de vista topoldgico, €3 un toro
de dos dimensiones; v este movimiento empieza esparciéndose a uiia SUperposicion
cuasiperiédica de dos movimientos periddicos independientes Pero no se puede
permanecer de esta manera, porque el movimiento no es tipico, no es genérico. En la
practica pequeflas perturbaciones lo romperian.

Dio la casualidad de que los flujos estructuralmente estables, tipicos y genéricos en
un toro eran conccidos; eilos predicen algo, bien conocido por los ingenieros eléciricos.
llamado acoplamiento de frecuencios Los dos movimientos periddicos independientes
originales interactiian v se acompasan, preduciendo un movimiento combinado que es
periddico, con un periodo combinado Unice.

Con tres frecuencias superpuestas, incluso sucede algo mads dramatico.

Tipicamente, las tres frecuencias no necesitan ni siquiera acoplarse: en cambio, pueden
combinarse para crear un objeto nuevo. que Ruelle y Takens llamaron “Atractor Extraiio”.
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La extrafia grafica que encontrd Eduard Lorenz al hacer sus investigaciones sobre el clima
es un “atractor extrafio” Los afractores extrafios tienen extrafias geometrias (figura 27).

Para apoyar su idea David Ruelle v Floris Takens escribieron un articulo: “On the
naturz of Turbulence” (Sobre la naturalezg de la turbulencizy El articulo explicaba por
qué pensaban que las ideas de Landau eran erroneas v proponian algo distinto, haciendo
intervenir a los “atractores extraios”.

Figura 27. Atractor de Loranz

Pero antes de las primerag glorias, el articulo fue enviado a una revista cientifica y
rechazado poco después. al editor no le gusto v también envio algunos de sus articulos
para que Ruelle ¥ Takens aprendieran lo que realmente era la turbulencia.

David Ruelle explica en su libro "Azar y Caos™ la razén del nombre:
“Estos “atractores extraiios” procedion de un articulo de Smale, aungue el

nombre era nueve y nadie recverda ahora si fire Flors Takens quién lo
invento o fut Yo, o cualguier otro.”
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James Gleick en su libro "Caos- La creacion de una Nueva Crencia ™ (ver referencia
[4] en la bibliografia) comenta sobre el termino “atracior extraiio” utilizado en el articulo
de Ruelle v Takens:

“Lo mds seductor fue lo gue los autores denominaron afractor extrafio
Ruelle medité después que tal denominacién era psicoanaliticamente
“sugestiva” Su importancia en el estudio del caos fue ral, que ély Takens se
disputaron, con apariencia cortés, el honor de haber inventado el nombre.
Era la verdad que ninguno de los dos lo recordaba bien

Takens, alto, rubicundo y fleramente nordico decia:,

-cAcaso se pregunta a Dws si ha creado este maldito universo? . No
recuerdo nada... Pienso o menudo sin acordarme de ello.

Ruelle, el qutor mds calificado del articulo, comentaba sin alterarse.

-Takens visitaba el Institut des Hautes Etudes Scientifigues Cada persona
trabaja a su modo. Algunas personas prefieren escribir los artfculos s
colaboradores, para que ¢f mérito sea sélo de ellas.”

Sin embargo, v pese a todos los contratiempos es & David Ruelle a quién se le da el
crédito como el primero en bautizar al afractor de la turbulencia como extrafio. Fl esta de
acuerdo con Landau v Hopf en que la corriente de conveccion de un fluido regular cede
ante una primera oscilacidn en que un punto atractor salta a un ciclo limite. Luego ¢l ciclo
limite se transforma en la superficie de un toro. Pero Ruelle argumenta que en la tercera
bifurcacién ocurre algo que es casi de ciencia ficcion. El sistema no salta de una superficie
toroide bidimensional a una superficie toroide tridimensional en el espacio
tetradimensional, sino que el toro mismo comienza a descomponerse. Su superficie ingresa
a un espacio de dimensién fracciomal. Dicho de otro modo, la superficie del toro queda
atrapada entre las dimensiones de un plano (bidimensional) y de un sélido (tridimensional).

Harry Swinney. de Haverford College, y Jerry Gollub de la Universidad de Austin
Texas, disefiaron un experimento que respalda a Ruelle. Se trataba de estudiar el
movimiento de un liquido entre dos cilindros El ¢ilindro exterior permanece estacionario
mientras que el interior rota Esto establece un flujo en el cual las diferentes partes del
liquido viajan a diferentes velocidades. Con velocidades de rotacion bajas. el fluide fluye
uniformemente. Pero al aumentar la velocidad de rotacidn, se produce la primera
inestabilidad De Hopf. Ahora el fluido viaja por medio de una serie de rotaciones internas
semejantes 2 las retorcidas hilachas de una soga.

Con la segunda bifurcacion de Hopf, aparece un nuevo conjunto de rotaciones
internas v el fluido se retuerce con creciente complejidad, oscilando en dos frecuencias
diferentes. Cuando se aumenta mas la velocidad de rotacion, el movimiento regular se
desintegra en fluctuaciones aleatorias' cuando se les representa se anudan en la forma de un
atractor extrafio con dimension fraccional
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La turbulencia surge porque todos los componentes de un movimiento estdn
conectados entre si, ¥ cada uno de cllos depende de todos los demds

“QOn the nature of turbulence™ aquel articulo escrito por David Ruelle v Floris
Takens fue finalmente publicade en 1971 por una revista clentifica cuando Ruelle era uno
de los editores .** Contiene algunas ideas previamente desarroiladas por Poincaré v Lorenz
(aunque no lo sabian ni Ruelle ni Takens sabian en lo que este dltimo estaba trabajando).
Pero cllos no s¢ interesaban én los movimientos de la atmosfera ni en las predicciones
meteoroldgicas. Su interés radicaba en la turbulencia hidrodindmica. Afirmaban que los
flyjos turbulentos no se describen mediante la superposicién de numercsos modos (como lo
proponian Landau y Hopf) sine mediante atractores extrafios.

2 Qué es un atractor extrafio? David Ruelle lo explica de la sigulente manera:

“Es el conjunto sobre ¢l que se mueve el punto P (figura 28) represeniativo
del estado de un sistema dindmico determinista cuando se espera el tiempo
suficiente (el atractor describe la situacidn de régimen estacionario, una vez
que han desaparecido los fenomenos (ransitorios). Para gue esia definicion
fenga sentido es imporranie gue las fuerzas exteriores gue actian sobre el
sistema sean independientes del nempo (i no lo fueran podriamos hacer gue el
punto P se moviera de manera completamente arbiraric,. También es
importante que nos inferesemos en los sistemas fisicos disipativos (es decir,
sistemas gue disipan energia en forma de calor, los fluidos viscoses, por
ejemplo. disipan energia mecdnica por rozamienio mternoj Lu disipacion es
lo gque hace que aparezean los fenémenos rransitorios Precisamente estq
disipacién se debe a gue, de todo el espacio de dimensién infiniia que
representa el sistema, solamente un pequeiio cowunio (el airactor) resultq
interesanie.

El punto fijo y el ciclo linute (o lazo periddico) (Figura 28) son atractores
que, por ofra parie no ilenen nada de extrafio La sifuacién de régimen
estacipnarip corvespondiente o un mimero flnito de modos se describe
mediante un atractor cuasiperiodico (o Hipo torojgue fampoco es extrafio. Pero
el atractor de Lorens es extratio, como lo son muchos atractores miroducidos
por Smale festos nltimos son mds dificiles de representar grdficamentey Lo

" extrafieza de un atractor resulta de las caracteristicas siguientes gue no Son
maremdticamenie equivalentes. qungue g menudo se presentan en la préclica

Ante todo. los atractores extrafios henen un aspecto extrdfio’ RO SON Ccurvas o
superficies lisas smo objetos de dimensidn no enterg o, como los llama Benoit
Mandelbrot, son fractales A contmuacion y. lo gue es mds mmportanie. of
movimienio sobre un atracror extrafio presenta el fenomeno de sensibilidad a
las condiciones imciales Finalmente, aungue los atractores extrafios sean de

2D, Ruelle y F. Takens, On the nature of turbulence, Communications. Mathematics aud Physic 20, 167-
192 (19713, 23 (343-344 (1971).
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dimensidn finita, el andlisis de frecuencias temporales muesira un continuo de
frecuencius.

Este wltvmo punto merece una explicacion. El atractor gue representa el flujo
de un fluido viscoso es un comjunto de dimensidn finita en el espacio de
dimension infinita de los estados del fluido. Dicho atractor queda. por
consiguiente, bien representado por su proyeccion en un espacio de
dimension finita. Segun el paradigma de los modos, un espacio de dimensiin
finita 56io puede describir un numero finito de modos.(Matemdticamente esio
se debe a que un espacio de dimension fimta sélo puede contener a un toro de
dimension finita). Sin embargo, al hacer el andlisis de frecuencius surge un
especiro confinuo de frecuencias que deberia corresponder a una infinidad
de modos "

A £
-

Figura 28. (A) Punto fijo P que representa un estado estacionaro
(B} Ciclo penbdice que representa osciaciones penddicas de!
fluido. Las figuras son proyecciones en dos dimensiones de
trayectonas en un espacio de dimension finita
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ALGUNOS ATRACTORES EXTRANOS

Bien, come hemos analizado, cuando se excita un fluido mediante la accidon de fuerzas
externas cada vez mayores, cabria esperar, segin la teorfa aceptada, la aparicién gradual de
un nhmero cada vez mas elevado de frecuencias independientes en el fluido. Por lo
contrario, la teorfa de los atractores extrafios de Ruelle y Takens predice un
comportamiento muy diferente. la aparicién repentina de un espectro continuo de
frecuencias.

James Glieck en su libra “Caos — La Creacion de una Nueva Crencia” habla de la
importancia del articulo de Ruelle y Takens:

“La clara finalidad de la argumentacion de Ruelle y Takens iba mds alld de
las matemdticas, se proponia ofrecer un sustituto del criterio tradicional sobre
el arrapque de la furbulencia En lugar de amontonar frecuencias, lo que
lievaba a infinidad de movirmentos traslopados independientes, declararon
que tres movimientos independientes bastaban para generar una complefidad
iotal de la turbulencia Desde el punto de vista de las ciencias exacias, parfe
de su iogica resuliS ser oscura, equivocada o tomada en préstamo. o todo al
mismo tiempo”

Como dijimos anteriormente, un estudio experimental con un fluido real en el
leboratorio de Jemvy Golub v Hamry Swinney en el City College de Nueva York v de la
Uriversidad de Austin demostraron que los resultados estaban a favor de las teorias de
Ruelie-Takens v no de las de Landau- Hopf sobre la aparicidn de la turbulencia. Hubo otro
estudio, esta vez era una simulacién en computadora realizade por Paui Martin en Harvard
donde también se demostrd que Ruelle y Takens estaban en lo correcto.

Es entonces cuando se produce un vueico en la batanza. Poco a poco. las ideas
controvertidas se hacen interesantes primero v después muy conocidas. Muchos cientificos
emplezan a trabajar en los atraciores extrafios y fa sensibilidad a las condiciones iniciales.
Se reconoce ia importancia de ias ideas de Edward Lorenz. Aparece un nuevo paradigma
que es bautizado con el nombre de “caos” por Jim Yorke, un matemético de la Universidad
de Marvland. Lo que ahora se denomina cacs es una evolucién temporal con sensibilidad a
las condiciones iniciales. El movimiento sobre un atractor extrafic es, por consiguiente
cadtico. Se habla también de ruido determinista cuando se observan oscilaciones irregulares
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con apariencia aleatoria pero que estan producidas por un mecanismo determinista. De este
modo. en los fenémenos cadticos el orden determinista crea desorden o al azar.

Anteriormente analizamos que un fluido viscoso es un sistema disipativo.
Por lo tanto se espera ver atractores extrafios y caos (0 ruide determinista) en todo tipo de
sistemas dindmicos disipativos. Y esto es lo que se muestra ahora en muchos experimentos.

Pero en la década de los 70°s la situacién era bastante diferente. David Ruelle
cuenta una anécdota propia:

“Yo sabia gue cierfas reacciones guimicas lienen un comportamiento
temporal oscilatorio, v que wun articulo de Kendall Pye y Brition Chance
describia tales oscilaciones en sistemas quimicos de origen bivlogico Por ello,
a comienzos de {971 fur a Filadelfia @ ver al profesor Chance y un grupo de
sus colaboradores, y les expliqué que quiza pudiera ver oscilaciones quimicas
no periddicas. o turbulentas”. tanto como osciaciones pericdicas. Por
desgracia, el experio matemdtico del grupo dfo una opinidn negativa y Chance
s¢ desmteresd por mi idea. Un poco mds tarde, teve la ocasidn de explicar mis
puntos de viste a Pve. guien dio muestras de mds comprension. Pero me
explicd que s1 él estudiase wna reaccion guimica y obtuviese un regisiro
“turbuiento' | en lugar de periddico, pensaria gue el experimentn habia fallado
v arrojaria el regisiro a la papelera. Visto en perspectiva, esta hustoria tlustra
perfectamente lo gue fue ¢l impacto cientifico del caos. Actualmente. cuando se
obtiene un registro furbulento o cadtico se le reconoce como lo gue ¢s v se
angliza cidadosamente. ™

Afios mas rarde las cosas ha cambiado v el caos ha side tema de conferencias
internacionales. Ha sido promovido 2 fa dignidad de “ciencia nc lineal™ y se han creado
institutos para estudiarlo. las revistas cientificas le dedican importantes espacios. El éxito
gue ha alcanzado el caos ha sido provechoso para las matematicas. donde la teoria de los
sistemas dindmicos se ha beneficiado de las ideas nuevas sin degradacidn de la
investigacion.

1. LOS MARAVILLOSOS FRACTALES

Los graficos de duplicacion de periodes, sinuosidades en el espacio fase. los
afractores extrafios de Lorenz. Rissel v ofros. han contribuido a quebrar la idea
reduccionista, ante todo porgue han brindado un nuevo modo de medir las cosas.
Constituven eremplos de una revolucion que esta afectande a la medicién cientifica.
Durante cientos de afios de reduccionismo (la idea de que el mundo es un embalaje de
partes) se ha apoyado en nmumerosas téenicas matematicas que cuantifican la realidad. Al
cuantificar la realidad. se pusden sumar y restar partes. Como los cientificos que recurren a
la matematica de la cuantificacién han rezlizado importantes descubrimientos ¥
predicciones. la fe de los cientificos en el reduccionismo ha crecido -

&9



Capitulo Tercero Algunos Atractores Extraios

Pero, cuando los cientificos estudian sistemas complejos, la nocion de las partes se
tambalea de tal modo que la cuantificacién de dichos sistemas se vuelve imposible. Los
clentificos que desean estudiar los sistemas dindgmicos han recurnde a otro enfoque de la
medicién la matematica cualitativa, En ia vieja matemdtica cuantitativa la medicion de un
sistema se concenira en indagar ¢6mo la forma del movimiento del sistema afecta la
cantidad de otras partes. En cambio, en la medicion cualitativa se trata de mostrar la forma
del movimuento del sistema como la totalidad. En la modalidad cualitativa, los ctentificos
no preguntas cuanto de esta parte afecta aquella parte, sine cémo luce el todo a medida de
Gue se mueve y cambia, cOmo se compara un sistema integral con otro.

A continuacion veremos algunas clases de medicién cualiiativa ademas de las que
ya hemos visto, ¥ veremos ¢omo la medicidn cualitativa ha contribuido a catapuitar a los
cientificos hacia una nueva perspectiva de la realidad desde la cual han obtenido
sorprendentes visiones de cémo se entrelazan el caos. el orden, el cambio y la totalidad.

1.1 ¢ Es posible medir el caos?

En la década de 1960, en los comienzos de la teoria de caos, el matemético Stephen Smale
comprendié que la topologia se podia usar para visualizar sistemas dindmicos. Mediante
curvanaras, torceduras v plegamentos, se puede lograr que una forma topologica represente
el movimiento de un sistema. Transformado topologicamente una forma en otra. es posible
comparar sistemas dindmicos muy diferentes.

Smale decidio investigar topologicamente un sistema de duplicacion de perdodos
descubierte en 1927 por un ingeniero danés, Balthasar Van der Pol quién habia utilizado
un rizo de realimentacién eléctrica para traducir una corriente eléctrica oscilante en tonos
de una misma frecuencia en un teléfono. Van der Pol descubrié que cuando incrementaba
la corriente del rizo eléctrico los tonos saltaban inexphcablemente a multiplos cada vez
mds pequefios de esa frecuencia Entre cada salto habia borbones de ruide. caos. Van der
Pol encontraba intermitencia ente las iteraciones de realimentacion. Lamentablemente no
comprendié las impiicaciones de lo que habia odio v desechd el ruido (creado por la
atraccién conflictiva entre la frecuencia mas alita y la mds baja) como un fendmeno
seeundario,

Smate decidié hacer un modelo topoldgico del oscilador de Van der Pol. En vez de
tratar de seguir una trayectoria de este complejo sistema dindmico en el espacio fase. Smale
imagind un espacio fase que se estiraba ¥ se plegaba a medida que el sistema se desplazaba
en la zona fronteriza entre los atractores de alta frecuencia y baja frecuencia. El resultado se
denomina herradura de Smale

Imaginemos un rectangulo amasado y estirado hasta formar una barra. Curvemos la

barra en forma de herradura y coloquémosla en el recténgulo. Luego amasemos estiremos y
curvemos este rectangulo hasta formar una herradura y repitamos el proceso una y otra vez.

on
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Smale comprendié que esto es lo que ocurre con un sistema que se dirige al caos por el
camino de la duplicacion de periodos.

El matematico francés René Thom utilizé otra clase de  pliegue topoldgico para
describir el cambio no lineal donde los sistemas sufren transiciones abruptas v discontinuas
de un estado a otro.

Thom estudié sistemas arrasirados hacia cambios repentinos y radicales no tanto por
las oscilaciones internas sino por fuerzas externas. La repentina transformacion de ur grano
de maiz en maiz tostado, el colapso de uma viga de puente cuando debe soportar un
kilogramo de mias, la drastica conversidn del agua en hielo a los 0° C o en vapor a los
100°C, el encendido o apagado de un interruptor de luz. todos ellos constituyen ejemplos
de 1o que Thom llama “catdstrofes”.

Thom sugirié que estos cambios abruptos se pueden clasificar topolégicamente en
siete ~catdstrofes efementales”. Cada catdstrofe implica un plegamiento en el espacic fase
por el que se desplaza un sistema. Los pliegues son creados por las “variabies de control™
del sistema. es decir, por los elementos externos que impulsan la conducta del sistema.

La primera catastrofe de Thom se llama simplemente “pliegue™ o “plegamiento”.
Pensemos en un globo que se infla en una fiesta. En este cambio el control variable es la
presidn del aire. porque la dinamica del glebo varia el aumento o reduccion de la presion
del aire.

A medida que aumenta la presidn del aire dentro del globo. ¢l sistema se aproxima
al borde del pliegue catastrofe. Si se le empuja demasiado. cae por encima del pliegue... v
desaparece. Al atravesar el pliegue catastrofe. el globo estalla v el sistema deja de existir

Aunque el pliegue camastrofe es sin duda la mas simple de las catasirofes
universales de] catdlogo de Thom. es una descripcidn de to que puede aplicar a fendomenos
tan complejos coma el arco s, una onda de choque v un avidn supersénico. Cualquier
sistema dominado por un solo factor o variable de control se puede describir con este mapa
topoldgico.

Cuando el numero de controies asciende de uno a dos. tenemos un segundo mapa de
catastrofes. Ahora tenemos un sistema que se puede impulsar en dos direccicnes En
consecuencia, el mapa topoldgico de lo que Thom llama la “catdstrofe cispide™ tiene dos
dimensiones, las cuales se pueden representar mediante un papel deformado de tal modo
que aparece un pliegue. Podemos imaginar que las variables de control (Las influencias
importantes que afectan el s1stema) impulsan el sistema sobre una superficie plegada del

papel.

Tomemos como ejemplo. la conducta de un perro. El bidloge Konrad Lorenz
argumentaba que los factores dominantes de la conducta canma. o sea las variables de
control. son la furia v el miedo. Podemos usar la catdstrofe cuspide de Thom para ver como
la furia y el miedo mansforman repentinamente la conducta de un perro.

g1
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Supongamos que otro perro se acerca a nuestre perro. Al principio el animalito se
enfurece ante la presencia del intruso y empieza a rugir, a ladrar y grudir
amenazadoramente. ;Pero qué ocurre si el otre perro es mucho mds grande que el nuestro?
Nuestro perro empieza a expenmentar miedo, y este “punto de conducta” se desplaza
hacia la izquierda. No obstante el perrito estd todavia en la region superior del pliegue de la
catastrofe, la regidn que significa conducta agresiva. Aparentemente nada a cambiado.

A medida que aumenta ¢l miedo del perrito, el punto de conducta se acerca cada vez
mds al pliegue de la catdstrofe, aunque el perro no cesa de fadrar.

Sin embargo, al fin liega al borde de! mismo pliegue:. aqui ef mimmo cambio en
una de las variables de control (la funa v e miedo) puede mandarlo més alla del borde. Si
el robusto Intruso avanza un paso mds, nuestro perrito cae en una zona mental fronteriza
donde abandona la superficie superior del espacio de conducta y reaparece en el fondoe del
pliegue con una conducta totalmente nueva: la fuga.

El estudio topologico de Thom itustra claramente come un pequeiio cambio de furia
o de miedo dentro de lz mente del perre tiende producir una diferencia de conducta apenas
perceptible, lo que en un punto critico puede producir una diferencia de conducta apenas
perceptible, pero en un punto critico puede producir un cambio de conducta muy abrupto

En vez del perro que echa a correr podemos hablar del derrumbe del mercado
bursatil o de la respuesta de una sobrecargada viga de puente. El teorema de las catdstrofes
de Thom muestra que cuando un sistema se puede describir usande una sola variable de
conducta influida por dos variables de control, es decir, dos influencias decisivas, se puede
representar mediante la catdstrofe cispide. Este pliegue catdsirofe acta como una
deseripcion de los estado manfaco-depresivos, la ruptura de las olas dei mar. los tumuitos
carcelarios. el laser, el flujo de los polimeros, la simetria de los cristales o los procesos de
decision. Los sistemas no lineales descritos por la teoria de la catéstrofe de Thom son cas
siempre estables. Solo cuando se aventuran al borde de uno de estos pliegues de catdstrofes
sufren un cambio abrupto. Los puntos atractores v los ciclos limite se pueden incluir en la
catéstrofe de Thom, pero esta vez extendidos en un espacio fase que se pueden deformar
topolégicamente. Las catastrofes de Thom describen rransformaciones sibitas en sistemas
aparentemente estables. El tratamiento que dic Thom a la no linealidad introdujo un
ingrediente a la ciencia de la turbulencia. Los sistemas dindmicos no lineaies. sean cadticos
o estabjes son tan complejos que resultan imprevisibles en los detalles, e indivisibles en
partes: la minima influencia puede causar cambios explosivos (por ejemple. un matiz
minimo puede arrastrar al perro de la agresion a la tuga o de la fuga al ataque) No
obstante, Thom hallé un modo para representar tales sistemas como una totalidad. usando
medicion cualitativa de los pliegues topoldgicos.

E! gran atractive de la teoria de Thom reside en la capacidad para.comparar los
cambios no lineales que acontecen en sisternas muy diferentes. Este es también el atractivo
de la medicién cualitativa derominada nimero de Lyapunov, inventada por el cientifico
soviético de ese nombre. La medicién de Lyapunov permife comparar las nubes, la
actividad eléctrica del cerebro v la turbulencia de los rios a partir de sus “"grados™ de orden
v desorden.
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Imaginemos una siper carretera con varios carriles. En medio del dia, los coches
circulan en una corriente constante. sin amontonamientos ni iagunas. En los camles
adyacentes circulan a diversas velocidades, pero la diferencia no es muy grande. Un camién
que viaja a 80 km/h es alcanzado paulatinamente por un coche que vigjia a 90 Como el
flujo regular de un rio, una caracteristica de este movimiento es que los elementos vecinos
{en estg caso automotores) permanecen juntos o se separan sélo de forma gradual.

Ahora imaginemos la hora pico. El creciente flujo de automdviles erea condiciones
cagticas semejantes a la turbulencia. Los coches aceleran y cambian de carril. Algunos se
aglomeran. ofros se internan en tramos desiertos de la cairetera. Los coches vecinos se
pueden separar rdpidamente cuando uno se mterna en el carril libre v otro queda atrapadoe
en una larga fila.

El ntimero de Lyapunov mide cdma los puntos vecinos de un rio. una carretera o
cualquier otro sistema dindmico se separan unos de otros. En consecuencia mide como se
descomponen las correlaciones del sistema y cudn rapidamente se difunden los efectos de
una pequefia perturbacidn.

Una medida similar describe los cambios en la informacion del sistema Por
ejemplo. [as posiciones relativas de todos [os coches de la carretera se pueden monitorar 2
través de una computadora minuto a minuto. Esta infermacién define el flujo general del
trafico. Si el flujo es regular. los coches de cada carril mantienen casi la misma distancia
relativa unos con respecte a 1os otros 3 la informacidn cambia poco a poco o cambia de
marnera simple y regular. Pero durante la hora pico la informacion cambia deshocadamente.
Los ciemificos dicen que la nformacion original se “pierde”. aunque seria mds preciso
pensar que se transforma.

Una analogia de esta pérdida o transformacién es pasar un mensaje en inglés por
una maquina de codigos que la convierte en letras o digitos que aparentemente no
significan nada. En un sentide, el significado del mensaje se pierde: en otro. simplemente
se ha transformade, porque una transformacidn a la inversa podria decifrarla. restaurarla
por completo. Sin embargo. las transformaciones de [2 informacion pueden volverse tan
sutiles y compleias que revertir el proceso resulta imposible,

1.2 La autosimilitud

Cuatre cientificos de la Universidad de California en Santa Cruz crearon un
ingenioso método para calibrar el grade de orden de un sistema cadtico que muchos
tenemos en casa: un grifo que gotea.

Por qué este sistema es cadtico? En un rio turbulento cada elementeo del flujo, cada
pequefia parte. actia como una contingencia para todas las demés partes. El rid genera sus
contingencias a partir de su totalidad. Bajo ciertas presiones el agua que gotea de un grifo
también genera contingencias. Asi los cuatro cientifices razonaron que al medir una parte o
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aspecto del agua que goteaba podrian obtener una instantinea del sistema entero. Y, al
construir el espacio fase a partir de sus mediciones, podrian tratar de ver si ¢l sistema sufria
la influencia de un atractor extrafio, ¢ incluso obtener unz imagen del atractor.

Para llevar a cabo este experimento. los investigadores pusieron un micréfone
debajo del grifo, que goteaba, v registraron los intervalos temporales entre las sucesivas
gotas, una medicion del grado del caos. Escogieron medir este aspecto del sistema, aunque
pudieron haber medido cudnto tardaban las gotas en formarse en el grifo o el peso relativo
de las gotas.

Los investigadores colocaron los datos en una grafica en intervalos de mas de 4,000
gotas. El resultado fue sorprendente. Serfa Idgico pensar que algo puramente aleatorio
produjera una forma cadtica e imprecisa. Pero no fue asi. Momento tras momento; mientras
los cientificos registraban el mtervaio temporal entre las gotas, los puntos dei grifo saktaban
cabticamente. No obstante, a medida que aparecian més puntos en la grafica, surgia una
forma que se parecia al corte transversal de un atractor extrafio conocido como el atractor
de Hénon. es decir, un afractor generado mediante la iteracion de una ecnacién segin
reglas establecidas por Michel Hénon del Observaterio de Niza en Francia. Mas tardg,
cuando los cientificos aumentaron levemente la presion del agua, hallaron formas, gue
parecian ser cortes transversales de otros atractores cadticos no vistos hasta ¢l momento.

El atractor de Hénon (figura [} invita a hacer comparaciones con los sistemas de
anillos de un planeta de ciencia ficcién. Pero sus fantdsticos rasgos se revelan cuando nos
aproximamos {por computadora) a examinar estos aniilos. Como en la estructura de brechas
v escoimbros de los muy reales anillos de Satumo, dentro de aniilos atractor de Hénon
aparece otra estructura anular, similar 2 la mds grande. A la vez. si exploramos uno de los
aniilos menores mds de cerca, se desplegaran mas anillos.

HENON
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Figura 1.Atractor de Hénon para: Xa.i= (Yn + 1) - {1 4Xr?),
Yom= 0 3Y, vy paraun valorinicial (1,1}

David Ruelle sugiere que:
“El atractor de Hénon (figura 1}, ¢l airactor de Rossler y el atractor de

Lovenz (figura 2), atraciores extrafios de toda clase. son como cajas chinas de
un orden sutil. Este extravagante orden de atraccion existe en la fisura de las
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cosas, whibe un reno fraccional que existe entre la primera. segunda y rercera
dimensiones del mundo familiar con sus puntos wiractores, ciclos limitados y
sus bien administrados toros ”

Figura 2 Atractor de Lorenz

1.3 El término “Fractal” o la nueva geometria de Mandelbrot.

Smale. Thom. Lyapunov. Ruelle v otros han creado importantes insirumentos
cualitativos para ver el movimiento del orden. el caos 3 el cambio ¢n el mundo no lineal.
Pero mas que ningun otro. un matematico ha resclucionadoe la clencia de lo turbulento con
su descubrimiento de la medicidn cualitativa.

La educacidn de Benofit Mandelbrot fue irregular v su mente tercamente +isual.
Mandelbrot declara que cuando se presentd para los cruciales exdmenes de ingreso en la
prestigiosa Escuela Politéenica de Francia tenfa problemas con el algebra pero logrd
obtener excelentes notas traduciendo mentalmente las preguntas a imagenss.

Mandelbrot afirma que ain hoy ignora el alfabeto. de tal modo que usar el directorio
telefonico es todo un problema para €l. pero puede s er cosas que otra gente no ve. Dice por
eremplo:

“¥o no programo en las computadoras, pero enconiré o modo Je rrabayar en
forma muy mieractiva com varias personas sobresafientes. esrudianies
wsistentes. pero también colegas como Richard F Voss. En realidod  he
desarrollado capacidad para conmribuir a eliminar los errores en los
programas que no 5é leer, analizando las vmdgenes erréneas gue prodecen
estos programas”

Frustrado por la abstracta matemética que ensefiaban en la escueia. el joven
Mandetbrot cultivé la fascinacidn por la irregularidad geoméirica. (0. mejor dicho. no
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geométrica) del mundo que le rodeaba. Lo impulsaba una intuicién que luego plasmé en
una frase:

“Las nubes no son esferas, las montafias no son conos y la corteza no
es lisa, asi como los rayos no vigjan en linea recta”

Durante sus afios de estudio, Mandelbrot siguié una carrera tan irregular como las
formas que lo apasionaban, Estudio aerondutica ¢n el Institato de Tecnologia de California,
en el Instituto de Estudios Avanzados de Princeton recibié el patrocinio del brillante
matematico John Von Newman, ¢ investigd en diversos campos. Mandelbrot dice al
respecto:

“De cuando, en cuando sentia el repenting impuiso de abandonar un
campo justo cuande estaba escribiendo wn articulo, y me inferesaba en
investigar un campo acerca del cual no sabia nada. Seguia mi instinto, pero no
pude explicarme por gué sino mucho mds tarde”

En 1958 Mandelbrot llegd a ser miembro del personal de investigacion del MIT y
en 1974 se integrd al prestigioso centro de investigacion Thomas J. Watson de IBM, ¢n
Yorktown Heights. Alli, sus intuiciones empezaron a cobrar forma. Una geometria
totalmente nueva surgid en su mente. Mandelbrot concibid el “fractal”™.

El nombre viene del latin fracfua, que significa irregular, pero a Mandelbrot
también le gustaban las connotaciones de fraccional y fragmentario que hallaba en la
palabra.

En su entusiasme 1nicial, uso fractales
para seguir las oscilaciones bursitiles y
clabord falsificaciones que eran tan buenas
como para engafiar a expertos. Sus fractales
demostraban que grandes receslones imitaban
las fluctnaciones mensuales v diarias de los
precios, de modo que el mercado es
autosimilar desde su escala mayor hasta la
menor.

Volviendo al problema de los ruidos
de transmisién de datos. Mandelbrot cred un modelo il a partir de su nueva geometria; sin
usar datos astronémicos, visualizé matematicamente una distribucion de las galaxias en el
universo que los astrofisicos luego confirmaron.

“Llegué a comprender que la autosimlitud, lefos de ser una propiedad tila y
poco inferesante, erq un poderoso medio para generar formas”

La autosimilitud de Mandelbrot alude a una repeticion se detailes en escalas
descendentes. .

96
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Aunque Mandelbrot es un incansable misionero de los fractales. en la actuahdad 1o
son sdlo necesarios. El fisico tedrico John Wheeler dice:

"En el pasado la gente no se podia comsiderar cientificamente
educada a menos gue comprendiera la eatropia. En el fulure uno serd
cientificamernie analfabeto sino esia fumiliarizado con los fractales .

Figura 3. Fractal realizado en computadora
‘Hoja de helecho”

La afirmacion de Wheeler ¢s un claro ejemplo de gue Mandelbrot ha logrado
comunicar su vision en los dltimos afios. Ahera no solo esta clare que los fractales
contienen las formas del caos » el rudo sino una amplia variedad de formas naturales que
resultaban imposibles de describir mediante la geometria que se ha estudiado en [os ultimos
2500 aflos: formas tales como lineas costeras. drboles. las montafias. las galavias. las
nubes. los polfmeros. los rics. os patrones meteoroldgicos. los cerebros. los pulmones v los
sumninistros para alimentarlos. Mandelbrot aduce que la geometria euclidiana es tediosa.
Para vengarse ha demostrado que la irregularidad es excitante v que no es $6lo rudo
distorsionado de formas euclidianas. Este ruido es en reahidad la energia de las fuerzas
creativas de la naturaleza

Tomemos. por ¢jemplo. nuestre sistema circulatorio. En un texto de anatomia, la
repetida ramificacion de las venas v arterias puede parecer cadtica pero. si se le mira con
mayvor detalle. notamos que la nisma y compleja ramificacion se repite en vasos
sanguineos cada vez mds pequefios, hasta llegar a los capilares. Lo mismo ocurre con la
montafia. Visto desde hildmeiros de distancia, el contorno de la montafa es muyv
reconocible, perc también es irregular. Cuanto mas nos acercamos rmis detalles apreciamos.
v cuando empezamos a escalar la momtafia reparamos 2o el mism - ~awdn de rregularidad
v detalles en cada roca individual. Los sistemas complejos ¢ la naturaleza parecen
preservar el aspecto de los detalles en escalas cada vez més finas. | 2 cuestdn de la escala
surge nuevamerde cuando observamos las maravillosas forma. v esiructuras de la
naturaleza en un {ibro de fotografias tomadas a través de microsconios v telescopios. Las
imagenes de escalas muy diferentes suscitan una sensacién de symilitud v reconocimiento.

¢ Pero como puede algo que mude miles de afios luz tener algo en comun con objetos
que caben en la mano o en la cabeza de un alfiler? ;Es posible que leyves maiemdticas
similares, o principios de crecimiento v formas sumilares. esién operando en escalas tan
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distintas? Mandelbrot advirtié que. si en efecto era asi, esas leyes debian de guardar poca
relacion con la geometria clasica, donde la escala es un concepto tan obvio que tiene poca o
ninguna importancia. ;,Se podia crear una medida de la regularidad basadas en escalas?

El primer paso de Mandelbrot para examinar la cuestién de escalas y concretar su
vision de un mundo wregular pero ordenado consistid en abordar clertas cuciosidades v
anomalias de la matemdatica que habian aflorado a fines del siglo XIX y que los
matemdticos habian desechado. ;Era posible que rarezas matemdticas contuvieran
importantes ciaves de la complejidad de la naturaleza?

En 1892 un matematico llamado Karl Weierstrass precipité una crisis menor en la
matemdtica cuando describié una curva que no se podia diferenciar matemdticamente. La
aptitud para diferenciar (es decir, para calcular la inclinacién de una curva de un punto a
otro) es un rasgo central del cdlculo. El calculo fue inventado independientemente por
Newton y Leibniz 200 afios antes Weierstrass. Las nuevas leyes de la mecénica de Newton
trataban sobre el cambio regular y las razones del cambio, y Newton necesitaba una
matematica para describir diversas formas de cambio gradual; la hallé en el célculo.

La idea de inclinacion es bastante intuitiva. Se experimenta cada vez que se escala
una colina. La inclinacién es 1o mismo que un gradiente. En &l caso de una via ferroviaria,
el valor del gradiente estd a veces escrite en un letrero indicador, por ejemplo, 1:200. Esto
significa que por cada 200 metros del riel Ja altitud auvmenta en 1 metro. La inclinacidn o
gradiente de una carretera puede ser aun mds alta; en zonas montafiosas, una carretera
lateral puede fener un gradiente hastade 1'6 0'1.5.

Desde luego. las carreteras no son perfectamente regulares y tienden a bajar y
elevarse, asi que el gradiente impreso en el nuevo mapz o indicado en la sefial caminera es
un valor promedio. Con examenes topograficos mds precisos. se puede determinar ef
gradiente en intervalos cada vez mds pequefios y tener en cuenta las variaciones
individuales de la carmretera. El caleulo de Newton iba un paso mas alld. La ecuacidn
mateméatica de la carretera ascendente determina la inclinacién o gradiente de cada punto.
Esta determinacion es matemdticamente equivalente a diferenciar a ecuacidén de una curva.

Desde Newton, los matemdticos se han dedicade con toda satisfaccion a diferenciar
curvas v funciones y sus inclinaciones. Sin embargo, siempre habia problemas cuando la
curva era discontinua, es decir. cuando la carretera desaparecia de golpe y reaparecia méas
adelante. ;Cémo podia tener una inclinacidn cormecta en ¢l borde donde terminaba la
carretera? Al margen de esos casos especiales, todas las curvas se crela debian tener
inclinacién. En un lenguaze mas formal, crefan que una curva continua siempre se podia
diferenciar.

El ealento newtoniano parecid seguro hasta que a fines del siglo XIX el matematico

Debois Reymond presentd la ecuacidn de Welerstrass para una curva gue era continua, pero
tan cornplela que no podia tener una diferencial.
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El resultado fue un pamico que los matematicos tardaron cincuenta afios en superar.
Al final tuvieron que conceder gue estas curvas andmalas podian existir, pero se consolaron
pensando que una curva tan compleja v absurda ne tenfa nada que ver con el mundo real.

Otra homba estallé alrededor de 1890 cuande Giuseppe Peano descubrié lo que
llam¢ “curva gque llena el espacio” Una curva es sdlo una linea que se arquea y deforma. es
unidimensional Los matemdticos daban por hecho que toda curva. por mucho que se
arqueara. tenia que ser unidimensional. Un planc es bidimensicnal. El plano v la curva
tienen dimensiones muy claras.

No obstante, Peano habia elaborado una curva que se torcia de un moedo fan
compleio que llenaba el plano. Esto cred una situacidn ingrata para los matematicos. La
bidimensionalidad del plano residia en su conjunto de puntos ,Qué ocurria si todos esos
puntos también estaban en una linea unidimensional” ;Cémo podia un objeto ser
unidimensional y también bidimensional?

Nicolai Yakovilevich. en su libro Cuentos de Conjuntos, evoca la reaccidn de los
matematicos.

" Todo se habia desquiciado’”

Es dificil expresar el efecto que el resultado de Peano tnvo en el munde de la
matemarica. Parecia que todo estaba en ruinas. algunos conceptos basicos de la matematica
habian perdido su sigmticado

Estas ultrajantes cumas sin inclinacidon v con dimensiones ambiguas eran
perturbadoras La anica esperanza de [os matematicos consistia en desechar 1ales cosas. una
broma matematica que no planteaba ninguna amenaza al modo ordenado an que la
matematica v la geometria describian la naturaleza. Aun el gran Poincaré adopid esa actitud
defensiva Dijo que esas extrafias curvas eramn:

“LUna galeric de monstruos ™

No obstante, seienia afios despues de Peano, Mandelbrot tomé esas curvas en serio y
siguiendo las implicaciones pude trastecar la sttuacion. Demostrd convingentemenie que
las curvas monstruosas no eran gjenas a la geometria del mundo, sino todo fo conirario. En
cllas residia ¢! secreto del modo de medir 1a irregularidad del mundo real El secreto de los
fractales.

JQué es una figura fractal v como estd hecha® £Y cuadro (figura 4j muestra la
generacion de un fractal ongmado en la curva Tcopo de nieve . elaborada por la
matemdtica sueca Heime Von Koch en 1904, Para dibujarla basta tomar un tridgngulo
equildtero como en la figura imcial y afiadir en el centro de cada une de sus [ados un nuevo
tridanguto equildtero tres 1eces mas pequefio que ¢l onginal, Repitiendo indefinidamente
este proceso se obtiene ¢l tractul fyue prede observarse en ly parte de dedajo de la figrra
3) Esencialmente. la ‘iu e Kook o copo de nicve” 3¢ crea mediante un proceso de

99



Capitulo Tercero Algunos Atractores Extrafios

iteracion en el cual cada paso se sigue a una escala mas pequefia. De este modo se produce
una curva considerablemente compleja, la cual tiene mucho grado de detalle.

Con sus muchas bahias v caletas, las islas de Koch nos recuerdan las islas reales,
excepto que son demasiado regulares. Para describir islas verdaderas se requieren fractales
mas complejos. Pero, al menos la isla de Koch muestra un grado de complejidad totalmente
ajeno a la geometria convencional.

Aok g
S “@5 %gm T

Figura 4. Fractal “Copo de Nieve o Curva de Koch”

1.4 ; Cual es la Longitud de la linea costera de la Gran Bretana?

Para un matemético esta figura también reserva sorpresas menos obvias. L.a primera
se produce cuando se realiza un intento de medir el perimetro de la isla, es decir, descubrir
la longitud de la linea costera.

Esto se puede plantear como una pregunta que alude al mundo real: ;Qué longitud
tienen la linea costera de Gran Bretafia? Esta fue la pregunta que Mandelbrot formulé en su
clasico libro. Esta pregunta le dio renombre.

Desde luego, los paises desean saber la longitud de sus lineas costeras y limites.
Cuando se traza un limite entre dos paises digamos entre México vy Estados Unidos o entre
Francia v Espafia, es convenjente que ambas partes estén de acuerdo acerca de la longitud.
A primera vista puede parecer un problema senciilo con una solucion sencilla: basta con
medir. Pero las publicaciones y textos de geografia dan un kilometraje diferente para misma
linea costera o limite ;como es posible? ;/Es un problema de negligencia en la medicién?
;Un mal cilculo?.

Cabe pensar que la cuestion de la longitud de la linea costera britdnica se puede
solucionar tomando un buen mapa v llevando un hilo a lo largo de la costa, y deduciendo
luego el resultado a partir de la escala impresa en el mapa: pero s1 tomamos un instante de
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reflexion observaremos que €l mapa tiende a simplificar u omitir detalles. $6lo nos da las
curvas amplias de la costa v excluve las muchas bahias v caletas.

La respuesta debe estar en obtener un mapa més detallado. En ese casc. el hilo se
curvara y torcerd alrededor de mas detalles. Pero esto sigmfica gue la longitud de la linea
costera sera mayor. (Se puede meforar este resultado? Si un topdgrafo hace unz medizion
precisa en. digamos, intervalos de 100 metros a lo largo de la costa, ¢l detalle serd ain mas
fino. A lavez lalinea costera tendra mayor longitud.

Pero por qué detenerse hasta aqui®? ;Por queé no medir en intervalos de 50 metros. v
aun de 107 En cada etapa incluiremos mas v mas detalles, cada vez mas finos y el hilo se
curvaré de modos cada vez mas complejos. Cuantos mds detalles incluimos mas larga se
vuelve la linea costera. (Y sl incluimos todos los detalles. rocas. pelvo. aun moléculas? La
verdadera linea costera debe ser infinita En realidad la linea costera de la Gran Brelafia
tiene la misma longitud que [z de Manhartan o la de Baja California o la de todo el
continente americano. Todas son infinitas.

Tal era la desconcertante conclusién a la que [legd Mandelbrot. ;Pere como puede
ser esto clerto? Si pensamos en que cualguier figura que tenga detalles en escalas cada vez
mas pequefias debe tener una longitud infinita {(figura 3). Por tanto. 1o que se aplica 2 la
linea costera de la Gran Bretafia también se aplica a la longitud de la curva de Koch. v a
todas las curvas fractales.

Figura 5. Imagen de una Costa Fractal, realizada mediante cor-utadora,
donde la dimension fractal resulta constante Sn el recuadro supz-or de la
iZquierda pooemeos hacer un acercamiento (recuadro en blarnco). este
acercamiento aparace en el siguente recuadro {a la derecha) se hacen
acercamienios de Zzguerda 2 derecha. de armba a2 bajo Agui pueden
apraciarse con mayor exactitud 1os relieves.
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En la prictica podemos convenir en una escala convencional e ignorar todos los
detalles por debajo de 100 metros ¢ cualquier otra cifra. Ello equivale a tener una linea
coslera borrosa. Si los cartdgrafos adoptan una escala comdn, pueden medir y comparar
lireas costeras. Aunque esto deja mucho que desear desde el punto de vista matemético.

Como matemdticamente  todas las lineas costeras con sus detalles reales deben
iener una longitud infinita. ;Se preden comparar dichas cifras? Mas sorpresas, pues
Mandelbrot descubrié que la respuesta era si. Sin embargo, la respuesta modifica la
preguntz pues ya no se trata de rnedir la longitud cuantitativamente sino de una nueva clase
de medida cualitativa basada en escalas: la dimensién fractal.

Para entender las dimensiones fractales tenemos que alvidar nuestras ideas
convencionales de las dimensiones. La mayoria de las personas creen tener una idea
bastante clara del concepto. El espacio tiene tres dimensiones, es ridimensional. Una pared,
mesa o papel son bidimensionales. Una linea, curva o borde son unidimensionales. Y por
ultimo, un punto e incluso un conjunte de puntos tienen una dimensién cero.

Tas dimensiones que encentramos en la vida cotidiana no tienen vueltas: 0, 1,2 6 3.
¢ Pero las cosas son de verdad tan simples? ;Cudl es, por ejemplo, la dimension de un ovillo
de hilo?

Desde igjos el ovillo luce como un punto y por tanto tiene una dimension cero. Pero
a pocos metros de distancia todo vuelve a [a pormalidad y el ovillo es tridimensional.
Pero que ocurre si nos acercamos muche? Vemos el hilo curvado sobre si mismo. El ovillo
estd compuesto por una linea curva, y por tanto, es unidimensional. Desde més cerca, esta
linea se convierte en una columna de grosor infinito, ¥ el bilo se vuelve tndimensional.
Desde mas cerca vemos las hilachas finas que se tuercen unas alrededor de otras para
formar el hilo: el ovillo ha vuelto a ser unidimensional.

En otras palabras, la dimension efectiva del ovillo sigue cambiando de tres a uno,
una y otra vez. Su dimensidn aparente depende de nuestra cercanta. La dimension no es tan
simple como parece a primera vista. Tal vez todas las dimensiones de la naturaieza sean tan
engorrosas como estd; depende de cdmo las miremos.

Mandelbrot ha Hegado al extremo de afirmar:

“ La geometria fractal, cuando ilwmina la mextricable relacion enfre el
objeto y el observador, se corresponde con los otros grandes descubrimientos
cientificos de este siglo, la relatividad y la feoria cudntica que también
descubrigron una interdependencia entre el observador y lo observado™

I a medida cuantitativa (en la que se basaba la ciencia) también queda en entredicho.
La longitud de una linea costera depende de la cantidad que escojamos para medir. Si al
final la cantidad es un concepto relativo (siempre 1mplica perder de vista algunos detalles)
entonces es trucho menos precisa de lo que erefamos. En lugar de una cantidad tal como la
longitud, Mandelbrot propone una medicion cualitativa de dimensiones {ractales efectivas,
una medida del grado relativo de complejidad de un objeto.
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Aunque al principio resulte desconcertante admitir que los objetos naturales tienen
dimensiones efectivas, el concepto permite elaborar una dimensidn fractal para una linca
costera y descubrir que éste es un nimero fraccional mayor que uno. Si una curva o una
dimensidn fractal de la linea costera estd cerca de uno, la costa es poeco accidentada y no
tiene detalles finos. Cuanto mas se aleje este nimero de uno. més irregular o cadtca serd la
linea costera y esta regularidad persistird en escalas cada vez mas pequefias,

(Céme se conectan la irregularidad v el dewlle con la dimension fractal?
Imaginemos que esparcimos granos de arroz en forma uniforme sobre un mapa. Digamos
que hay 10.000 granos v que esta cantidad caracteriza la bidimensionalidad del mapa. Una
linea recta azada a través de [a pdgina atraviesa solo 200 granos. asi que solo el 2% de los
granos estd sobre la linea. La gran mayorfz se encuentra en otras regiones del plano. Pero
ahora supongamos que la linea serpentea de tal modo que atraviesa cada vez mds granos de
arroz. llegando no sélo a los granos de arroz sino incluso a los puntos individuales del
plano A medida que se cruzan més y mas granos. es evidente que la dimension de |z linea
se acerca mas a la de un plano que =z la de una linca. De hecho. las lineas fractales curvas
tienen dimensiones fraccionales. tales como 1.2618. 11291, 1.3652 v demas. La linea
costera de Gran Bretafia tiene una dimensicn fractal de 1 26.

Ahora podemos comprender mejor la curva fractal creada por Peano. Esta curva se
ha vuelto tan irregular a escalas infinitamente decrecientes gque su dimensién fractal es 2.
;Por qué 27 Porque la linea de Peanc tiene tantas sinucsidades que alcanza todos los puntos
del plano. Sin embargo. a pesar de su extrema complejidad. de su autocontacto. nunca se
cruza consigo misma.

Los fractales se suelen caracterizar por los infinitos detalles. la infinita longitud. la
carencia de inclinacidn (dimensién derivativa. fraccional} v la autosimilitud. v se pueden
senerar por iteracién (como se hizo para producir la curva de Koch).

Esta es la razon del por qué los fraciales ¥ los atractores exirafos estan tan
intimamente relacionados. Recordemos que en un espacio de fases un atractor extrafio estd
representado por el punto que representa ef sistema. En su movimiento. ef punto del sistema
se pliega v replisga ¢n el espacio fase con infinita complejidad. Asi. un atractor extrafio es
una curva fractal. Las formas fractales tienen autosimilitud en escalas descendientes. En
los sistemas que se pliegan y estiran bajo la wnfluencia de un atractor extrafio todo
movimiento simple de plegamiento del sistema representz un espejo de toda la operacion
del plegamiento,

Dondequiera que hailemos caos. turbuiencia v desorden. la geometria fractal esia 2n
Juego,

Pero esto sugiere la asombrosa conclusion de gue el caos y 1a twurbulencia tiensn que
nacer de los mismos procesos subvacentes gue generan montafias, nubes v lineas costeras. o
formas organicas paturales tales como pulmones. sistemas nerviosos v sisiemas
circulatorios. Ahora pedemos entender las complejas ramificaciones de un pulmoén humano
como un reflejo del movimiento cadtico de un rio en rdpido flujo. Ambos emergen de un
orden fractal.
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En general s¢ ha creido que las formas complejas eran generadas por un proceso
complejo. Por ejemplo, se entiende que la complejidad del cuerpo humano es una
manifestacion de muy sofisticadas instrucciones para el crecimiento v el desarrollo. Pero
los fractales son muy complejos y muy simples al mismo tiempo. Son complejos en virtud
de sus wfintos detalles v sus singulares propiedades matematicas (ne hay dos fractales

iguales). pero son simples porque se pueden generar mediante sucesivas aplicaciones de
iteracion simple.

1.5 La dimensién fractal

Fstablecer 1a dimensidén de un objeto a “simple vista” como hemos visio en un
oviilo de hilo, las cosas son mucho mas complejas de lo que parecen. un trozo del mismo
hilo seria un buen ejemplo de unidimensionalidad ¥ una hoja de papel de una forma de dos
dimenswones. Sin embargo. si se nos pde definir un mecanisme practico para verificario
nos encontramos en aprietos. Ademds Es lo mismo una hoja de papel lisa que una
arrugada?. Si el hilo es de longitud infinita ;No podriamos cubrir todo el plano?. En fin. es
mejor tratar de definir un método para obtener respuestas sin dejar lugar a dudas.
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Figura 6 Tapete de Siepinsky, primerc INICIAMOos con una recta que dividimaos en
tres partes iguales, proceso andlogo seguimos para un cuadrado y finaimente para
un cubo

Tomemos primero el hilo. el cual representaremos una recta de fongitud L = lm. por
ejemplo, v divididmoslo en tres pedazos iguales de [ = 1/3m de extension (figura 6, parie
supertor) En este caso. el nimero de particiones que se generan (N) se obticne de
determinar cudntas veces cabe una parte / en el total L

=Lii=(L/D=3
i repetimos este proceso sobre la hoja de papel a la que consideraremos como un

cuadrado de 1ado = lm al que seccionaremos en nueve cuadrados mas pequenos de lado /
=1/3my dreal 2= 1/9m° {figura 6. el nimero de particiones serd N = LY/ = (L7 =0,
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La extension directa de los resultados anteriores al caso tridimensionzal nos llevara a
suponer que aqui debe cumplirse que N = (L / /) (parece que basta elevar L / / a una
potencia igual a la dimensidn de la figura), lo que se verifica en l1a figura (figura 6).

Al dividir cada lado del cubo entre tres / = L/3, se generan N = P = 27,
peguefios cubos de volumen .

Si generalizamos las dimensiones obtenidas podemos decir que en un proceso de
division como el descrito, el mimero de secciones generada estd dado por N=(L / 1) donde
dr es lo que denominaremos la dimensién de Hausdorff del objeto; hay que notar que la
misma relacién debs cumplirse tanfo si decidimos seccionar el objeto total como
cualgquiera de sus partes

Encontrames asi una estrategia para cuantificar la dimension de cualquier forma
geométrica. pues si N= (L / /)%, despejando d¢:

dr=log (\) log(L/ Dy

Por glemplo. al tomar el tridgngulo equildtero de lado L= 1 v dividirlo en secciones
de la mitad de extensién (/= !4 N = 2). como se muestra en la figura (figura’7).

Figura 7.

Se obtlenen cuatro particiones idénticas (N=4): de donde de deduce que como d=
log (#4)/ log (2) = 2. tratamos con un objeto bidimensional.

Apliquemos entonces nuestro resultado a la curva de Koch. En este caso, v a toda
escala sobre la figura. una recta de longitud L es dividida en secciones de un rercio de
extension. / = L3 v en este proceso se generan cuatro particiones de tamafio similar (N= 4
ples generamos un pico. como e muestra en la figura Figwra 8)

Ll i (,

L — — [ ——

Figura 8.



Capitulo Tercero Algunos Atractores Extranos

Asi tenemos dr= log (4)/ log(3) = 1.2619, jun objeto de dimension fraccional! El
resultado es desconcertante pero indiscutible, y es una evidencia més de la singularidad de
la forma geométrica que estudiamos. La dimensidn de Hausdorff definida de esta manera es
una medida de la complejidad y rugosidad del cuerpo, v nos da una idea de su extension
real en el espacio. El copo de nieve de Koch cubre més espacio que una recta. pero mucho
menos que un plano.

Figura 10. Primeros pasos para la curva de Koch, con cada unoc de los
lados de la figura de abajo, repetimos el mismo procesc de fa figura 8,
dividimos cada segmento en tres segmentos iguales, extraemos el de en
medio y ahi dibuamos un triangulo equilaterc in base, e! proceso es
andlogo para cada uno de los lados

2. DIFERENTES CLASES DE FRACTALES

2.1 Un fractal muy sencillo, el tapete de Sierpinski

Otros “montruos” come la curva de Koch exhiben dimensiones fraccionales
distintas v cada uno de ellos tiene una dimension de Hausdorff que lo caracteriza. Tal es el
caso de las figuras de Sierpinski (figura 11).

A v "
DA B D0 T AN

Figura 10. iniciador del ndnguio de Sierpinsky Figura 11 Tnangulo de Sierpinsky
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El tridngulo de Sierpinski es el resultado de seccionar a toda escala un tridnguio
equildterc en cuatro porciones similares cuyos lados son tan solo la mitad de Ia figura
onginal (L / 7 = 2). Una vez hecho esto. se extrae la seccion central. de forma que queden
las tres partes de los vértices (N=3). y sobre estas se actia de la misma manera (figura {0).

Este proceso se repite en cada una de las partes restantes y asf se procese hasta el
infinito; el resultado es similar al que aparece en la figura (figura /2). aunque no hay pluma
que permita dibujar la estructura con todo detalle. La dimensién de Hausdorff de la figura
se obtiene considerando que cada vez la longitud del tridngulo se reduce a la mtad.
aparecen tres triangulos mas. por tanto, dr = log(3)/ log{2) = 1.584,

A

Figura 12 Triangulo de Sierpinsky

De forma analoga puede construirse la carpela ¢ tupete de la figura 13, 81 la
teracion consiste en dividir a todos los niveles un cuadrado en secciones de un noveno de
drea (L '7=3). eliminamos la particidon de centro. como se muestra en la figura 3.

Figura 13. Carpeta de Sierpinsky
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Finalmente se obtiene v forma geométrica cuya dimension también es fraccional:
de=log (8) / log(3) = 1.893.

Cemparando los resultados obtenidos para las tres figuras estudiadas podemos
observar que la dimensién de Hausdorff cuantifica hasta que punto el objeto cubre el
espacio en el que se encuentra inscrito: mientras la curva de Koch mal- cubre el plano dy=
1.263, el tapete de Sierpinsky, dp = 1.893, 1o logra completamente. También hay formas de
quedarse a la mitad del camino. ; Podriamos imaginar la estructura final que se obtendria de
seguir reproduciendo a toda escala la greca sigutente? ;Cudl seria la dimension del objeto
generado?

Si este esquema, de repetir el mismo patrdn en todas partes dentro de una figura se
extiende a cbjetos definidos en el espacio de tres dimensiones, es claro que el nimero de
monstruos que se pueden construir resulta ilimitado.

2.2 El poivo de Cantor

Hoy en dia se han identificado mnumerables manifestaciones naturales de
estructuras fractales. Se sabe que su geometria estd presente en depésitos y agregados
coloidales (como los generados por polvo y smog), poliméricos y electroquimicos; en
aparatos y sistemas de los seres vivos, come los vasos capilares, tubos intestinales, biliares
y bronquiales, v en redes neuronales. De manera similar, hay evidencia de que la
localizacidn geogriafica de epicentros en temblores exhibe un patrén fractal y en la
actualidad la dimensién fraccional (dimensién fractal) de la superficie irregular de una falla
en un material ya se utiliza como medida indirecta de su resistencia v dureza,

Los fractales mostraron su utilidad por primera vez cuando se generd con eilos un
modele simple para la aparicion de ruido en ciertas lineas de transmision en sistemas de
comunicacion digital; esto es, la presencia de breves interrupciones eléctricas que
confunden y dificultan la comumcacién. El andlisis de sefiales demostré que las
interrupciones aparecian por paquetes. pero dentro de estos paquetes se distinguia una
estructura intermitente, y dentro de ésta otra... ya podemos imaginar {a historia. Un registro
grifico de las interrupciones dio lugar a un patrén fractal similar al que se obtiene a través
del siguiente procedimiento. Tomamos una recta de longitud L y la seccionamos en tres
partes idénticas (I = L/3). extrayendo después la seccion ceniral (N=2}, como se muestra ¢n
la figura 14.
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Figura 14 Poivo de Cantor
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Cuando el procedimicnto se repite a toda escala. como en la figure 74, se obtiene el
fractal conocide como “Conjurto o Polvo de Cantor” en honor a su creador. el matematico
alemén Gerog Cantor famoso por su desarrollo de la teoria de conjuntos. Este "monstruo™
fue dado a conocer por primera vez en 1883 y cien afios después se ha decidido a aparecer
por todas partes.

El conjunto de Cantor tiene una dimension de Hausdorff menor que lz unidad. pues
cada vez que la longitud de un segmento se reduce a su tercera parte. solo aparecen dos
rrozos mas. dr = log (N) / log (L. / /) = log (2) / log (3) = 0.6309. En ofras palabras, es una
¢oleccion de puntos. pero es menos que una linea. Es une de los fractales mas famasos a
pesar de no ser muy atractivo visnalmente. Su estructura esta detrés de varias cosas en el
mundo real v asi se ha utilizado como modelo para representar desde la distribucién de los
anillos de Saturno y las fluctuaciones en ¢l precio del algedon e partir del siglo pasado,
hasta las variaciones en ¢l nivel de las aguas que el rio Nilo ha experimentado desde hace
2000 afios. Més aun. cuando la idea que subvace en la construccion de este conjunto se
extiende a tres dimensiones. el patrén que se genera coincide sorprendentemente con la
distribucidn de las estrellas v de las galaxias en el universo.

Es importante sehalar que los [ractales que existen en la naturaleza tienden a ser
irregulares v son autosimilares solo en sentido estadistico: esto €s. st (0mMamos un nUMero
suficicntemente grande de objetos de la misma clase v amplificarmos una porcidn de alguno
de ellos. es posible que no sea idéntice al original. pero seguramente s1 sera similar 2 algin
otro miembro de Ia celeccidn Su dimension es fraccional pero se obtiene realizando
procedimientos sobre sus valores en muchas regiones y para muchos cuerpes del mismo
tipo. Cuando se amplifica una de las partes de un fractal narural . la propiedad de generar la
misma figura, ¢ alguna siumilar. tdene linutes inferiores v superiores. Por ejemplo. al
observar el perfil de una montafia, el tamafio de los cbietos mas grandss estd determinado
por Ia fuerza de gras edad. mientras que la menor escala de observacién a la cual todavia se
detectan los detalles depende de 1a accion de la erosién y. por supuesio. del tamafio de los
atomos. Los fractales son. en ese sentido. sélo una buena aproximacion de la estructura de
las formas naturales.

E! mundo de los fractales estd en pleno desarrolle en la actualidad. Asf como la
naturaleza parece haberlos elegido para generar formas complejas » lUnicas a través de
mecanismos de repeticién muy simples. los seres humanos se sinven de ellos para
almacenar v reproducir imagenes. hacer modelos tedricos v experientales de cuerpos
irregulares. analizar las caracteristicas de pulsos cardiacos v nervicsos. desenmarafiar la
estructura de procesos dindmicos cadticos.

2.3 Definiendo... “fractai”

{Cuando Benoilt Mandelbrot publicé en 1875 su primer ensayvo sobre fractales no se
atrevié realmente a dar una definicién matematica formal que caracterizara a estos objetos;
decidi6 simplemente utilizar ¢l término para denominar a las formas que compartian la
caracteristica comidn de ser a la vez rugosas ¥ autesimiares . Mandelbrot buscaba
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otorgarles una categotia intermedia entre los cuerpos euclidianos regulares v lisos que no
son comunes (circulo, tridgngulo, esfera, efc.), v las figuras que hoy en dia se denominan
geomélricamente cadlicas y cuya apariencia es rugosa, pero sin exhibir ningin patrdn
geométrico regular.

Hacia 1977; el matemdtico se vio forzado a dar una definicion formal que permitiera
distinguir con mas claridad una entidad fractal. Para hacerlo recurrié al antiguo concepto de
dimensién de Hausdorff y en respuesta al pragmatismo definid, en general a los fractales
<omo:

“El compunto de formas que tienen dimensién fraccional”

Mandelbrot eta perfectamente consciente de que esta definicidn, si bien establecia
una frontera bien delineada entre la geometria euclidiana de los conos y las esferas (en la
que los cuerpos tienen una dimensién de Hausdorff entera), dejaba una puerta abierta hacia
la regidn del caos geométrico. Sin embargo, 2 la espera de mejores definiciones, inicid el
trabajo que con hechos y con ¢l lenguaje de las imdgenes le mostraria al mundo el
verdadero significado del termino “fracfal” . Sus resultados abrieron la puerta de un
mundo impresionante donde habita el verdadero sentido de [a palabra obsesion y donde la
matemdtica se confunde con el arte,

2.4 Los conjuntos de Julia

El trabajo pionero en el juego de hacer iteraciones con numeros complejos fue
desarroilado por dos matematicos franceses, Gaston Julia Y Pierre Fatou, a principios de
nuestro sigle. Sus resultados fueron la base sobre la que se construyd la revolucién fractal
de los ochenta. En particular, Benoit Mandelbrot recuperé su andlisis sobre el
comportamiento de los niimeros complejos cuando la iteracion consiste en elevarios al
cvadrado v sumar una constante al resultado. Simbolicamente dirfamos:

Zpey =Z,+C

Donde C es la constante v también es un numero complejo. Las Orbitas que se
generan  son secuencias de numeros complejos y sus  caracteristicas dependen
fundamentalmente de los valores del punto inicial zp del que se parte y la constante C
seleccionada.

Por ejemplo, si el punto inicial es zz = (1 + 0:) ¥ la constante C= 1., al hacer la
iteracidn tenemos:

Z|:'Zg'?‘\_,={1+0f)(1+0f)+f:(1+f)
= +C=(1+Nl+DH+i=3
2=+ C=CNGN+1=0-9+ 1)
=23+ C=(-9+ -9+ +1={80-17)

Y asi sucesivamente hasta detectar la naturaleza del atractor.
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En este caso. cuando se representa la drbita sobre el
plano complejo se ve que la iteracién nos aleja cada vez mas
del origen {0,0) sin acercarse a ningun nitmero complejo
determinade. Decimos e ".1ces que el atractor es infinito
I o>

Dasde 1906, Fatou habia demostrado que para cada
valor de C, la aplicacion de esta iterdcion sobre los puntos en
&l plano complejo genera orbiras que en su mayoria terminan
enz — o _salvo para un conjunto bien defimdo de puntos, en
estos casos, la iteracidn detecta puntos fijos. Orbitas
periddicas donde se repite la misma secuencia de numeres después de cierta cantidad de
iteraciones. o puntos que escapan hacia atractores finitos. A este tipo de puntos se les ilama
“prisioneros” mientras que los otros son ‘escapistas”

Todos ios puntos prisioneros pertenecen al conjunto de Julia. El conjunto. en si sélo
esta constituido por la curva que separa a los prisionerns de los escapistas; los puntos del
conjunto de Julia también son prisioneros.

C=(-0.12,0.66)

C=(0.12, 0.74)
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C = (-0.194, 0.6557)

Figura 17. Conjuntos de Julia asociados can (3 teracion Zo.=Z"+ C

C = (-0.1565. 1 0322) =(0.32, 0.943)

Figura 16 Conjuntos de Julia asociados con la iteracién Zoq =75 +C

Para localizar los puntos gue conforman el conjunito de Julia para una C dada, hay
que recorrer el plano complejo buscando la frontera donde se pasa de tener Orbitas que se
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disparan al infinito, a la region donde esto ya no sucede. En la figuras (figuras /33 16) se
ilustra el tipo de resuitados que se generan.

Una observacion cuidadosa del borde de estas figuras, revela un hecho fundamentai:
ia frontera o conjunto de Julia es un fractal y la curva total puede ser generada por
cualquier trozo que de elia se elija. Esto es, el detalle del contome se conserva a esczla v de
nuevo nos enconitramos con una estructura autosimilar. Mueswra de ellos son las
ampliaciones de los detalles arbiirariamente seleccionados de las figuras (Figura 17) que se
presentan las figuras {(figura 17 (CI 3 C2)), respectivamente. Como puede verse la
estructura de la frontera se repite a cualquier nivel de ampliacién, v toda la informacién
sobre gecmetria del conjunto esta codificada en el trazo de un sole punto sobre el papel.

Figura 17. Conjunto de Juiia con sus respeciivas aproximaciones

La belleza de la representacidn grafica de los conjuntos de Julia fue puesta en
evidencia hace no mas de 17 afios por J.H. Hubbard matemartico de Corenell, quién para
hacerlo se sirvid de los grandes adelantos computacionales de la época. El wrabajo de
Hubbard vy Mandelbrot mostré la enorme riqueza de comportamientos que se pueden
generar. v la marcada susceptibilidad de la estructura del comjunto ante ligeras variaciones
del pardmetre complejo C

Amte un mundo de posibilidades como esté lo primero que se nos puede ocurrir es
intentar hacer una clasificacion. Pero, ,cdmo organizar formas que contienern fanto detalle?.
ien que propiedad comun podemos basarnos? Ademds hay que considerar que cada valor C
da lugar a un conjunto de Julia distinto. , cémo clasificar entonces un nimero infinito de
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formas? La respuesta 2 estas preguntas fue dada en 1980 por Benoit Mandelbrot v las
conclusiones que obtuvo son muestra clara de su intuicién visual.

Figura 18. Conjunto de Julia, vista completa

2.5 Ef fractal de Mandelbrot Z° +C

Al comprender que los fractales se generan mediante iteraciones simples,
Mandelbrot  sintio el
v.1 inevitable deseo de
practicar la  geometria
iterativa en el universo de
fa  matematica  pura.
Mandelbrot dice que en
1980 recibio la inspiracion
|| para ello al leer algunas
referencias, en una vieja
biografia de  Poincaré,
acerca de un problema que
una vez habfa enfrentado.
Mandeibrot  abordd el
mismo problema usando
su nueva geometria. El
resultado fue como desenterrar un diamante, aungue en este caso el diamante fue un
asombroso atractor extrafio matematico.

~
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Del andlisis de las figuras 15 v 16 se hace evidente gque existen dos clases
principales de conjuntos de Julia: aguellos para los cuales el cuerpo estd formado por una
sola pieza (el 4rea del cuerpo se dice comexa, y otros en los que el cuerpo estd
desmembranado en infinitas colecciones de puntos méas o menos aisladas (el drea del
cuerpo es disconexa, A estos (ltimos también se les llama conjuntes de Cantor o polvos de
Fatan.

Esta distincion seométrica da pie a la posibilidad de separar los valores del
parametro complejo C en dos conjuntos bien diferenciados' Los que en la iteracidn z.- =
77y + C dan lugar a figuras conexas, v aquellos que en el proceso generan formas
disconexas.

En principio, el trabajo de construirlos puede parecer una locura, pues se necesitaria
analizar las posibilidades de un nimero infinito de sistemas. Sin embargo. para hacerlo,
Mandelbrot aprovechd un teorema probado de manera independiente por Julia v Fatau
alrededor de 1919.

pen S=027534 4000742 c=-D184+0ESSH

Figura 19. Deferentes graficas del fractal de Mandelbrot

ATENCION: Es posible demostrar que todos los valores de C que dan lugar a
conjuntos de Julia conexos (4reas de una sola pieza) comparten la propiedad comin de
producir érbitas que se disparan a infinito cuande se aplica la iteracitn sobre el punto zy =
(0.0); esto es. el puate z, = {0.0) es prisionero. 31 zy = (0.0) se comporta como escapisia, la
forma producida es necesariamente disconexa.

Las implicaciones de este teorema son sorprendentes: basta aplicar [a iteracion en
un solo punio. el Zg = (0.0). para determinar la naturaleza del conjunto de Julia que se
obtendra cuando la iteracion se aplique al plano complejo.

Mandelbrot empezo iterande una expresion matematica simple en una computadora.
Esto lo lanzd a una lista de numeros en el plane complejo. El conjunto de nimeros que
Mandelbrot explord en este plano se llama desde entonces “conjunto de Mandelbrot™ v se le
ha bautizado como “el mas complejo objeto de la matematica”. Mandelbrot sigue
entusiasmado con su hallazga:
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“Este comjunto es una
asgmbrosa  combinacion  de
absoluta  simplicidad  y
vertiginosa - complicacion. A
primera  vista  es  una
‘molécula”  constituida  por
‘dtomos’ entrelazados, uno en
forima de corazon y ofro casi
circular Pero una mirada mds
atenta revela la infinidad de
moléculas mas pequefias con
la jorma de lo grande, v
entretgzadas por lo que yo
propongo  lamar  ‘polimero
del diablo’ No me cansaria de
devanear sobre la belleza de
este compunto. "

Hay dos formas de comenzar a describir la estructura geométrica del conjunto de
Mandelbrot (figura anterior); una informal, que se refiere a él como la representacion de un
mufieco de nieve recostado y completamente lleno de granos; la otra mas purista, que
considera que ¢l cuerpo principal puede pensarse como una forma cardeide (de corazdn)
tangente a un disco circular de menor extension, de los detalles brotan una infinidad de
estructuras que se gjusian a la misma descripeidn. Es diffell decir que se trata de una figura
cuya [rontera es extremadamente complicada, pres a toda escala aparecen formas
geoméiricas semejantes al original. conectadas a través de Hilamentos gue siguen patrones
muy poco regulares. Y asi, aunque a simple vista el borde parezca estar salpicado de puntos
aislados. pude demostrarse que ei conjumto total es conexo. ya que siempre puede hallarse a
cierta escala, un filamento que cubra la ruta entre dos puntos aparentemente separados.

Primera aproximacion Segunda apraximacion
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Quinta Aproximacion

Figura 20. Aproximaciones al conjunto de Mandelbrot

Cientos v miles de aventureros de la computacién han explorade este conjunto
usando computadoras en casa, variaciones de un programa iterativo que AK. Dewdney
explicé en las paginas de la revista ~Scientific American”. Pero ios exploradores del
conjunto de Mandelbrot no tienen que temer a las mulntudes. "E/ airacfor exirafic de
Viandelbrot es vasto e mfinito, v hay un sinfin de lugares bellos pora visitar * segin dice
John H. Hubbard, matematico de Cornell. quién recomienda ‘Visiten la zona con la parte
real entre 0 26 v 0 27 y la parte imagnaria entre 0 p 0.1 7
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Capitulo Tercero

La invitacién de Hubbard alude a las coordenadas en el plano de los nimeros

complejos.

Segunda Aproximacion

an

Primera Aproximaci

Cuarta aproximacion

Tercera Aproximacion

Sexta aproximacion

Quinta aproximacion
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Séphma aproximacion Qctava aproximacion

— = R T i |
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Figura 21. Aproximaciones al fractal de Mandelbrot

La ecuacién del conjunto de Mandelbrot es Z° = C. Donde Z es un nimero complejo
que puede variar ¥ C es un nimero complejo fijo. El aventurero introduce sus dos nameros
complejos en la ecuacién ¢ mdica a la computadora que tome el resultado de la suma de
77+ C v la proxima vez (v la proxima vez después de ésa.. ) lo ponga en vez de Z.

La computadora busca todos los nlimeros complejos que no sean tan grandes como
para su capacidad de cdlcule El conjunto consiste en los ntmeros complejos C para los
cuales el tamafio de Z° + C permanece infinito. n1o importa a cuantas iteraciones se someta
la ecuacion.

Figura 22. Fractai de Mandelbrot
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El conjunto de Mandelbrot no e la dnica forma fractal que se puede generar
mediante la iteracion de ciertas ecuaciones de lo que se denomina matemadtica “abstracta y
eterna”. Se han descubierto que muchas otras ecuaciones poseen una naturaleza fractal. El
método de Newton, que tiene sigios de existencia, también es fractal. El método de Newton
nos permite hallar las rafces de la ecuacion algebraica conjeturando primero cudl es la raiz
y después aplicando el método a la conjetura. El resultado es un nimero que se acerca més
2 la raiz. Luego el método se aplica a este mémero, v la iteracién continua de este modo
hasta que uno considera que se ha aproximado a la raiz todo lo necesario.

La aplicacién de esta técnica en la computadora produce un fractal matematico
cuando la conjetura inicial estd cerca del limite entre dos o mas de las raices de la ecuacidn.
La computadora queda atrapada en la iteracion y trata de llegar a todas las rafces al misme
tiempo revelando los iugares en donde ef método de Newton se ha precipitado al azar. El
patron creade por estd oscilacidn cadticz es un enjambre de formas espirales, que en
diversas escalas son reflejos mutuoes, revelande que en el espacio que hay entre las raices
acecha un fractal, un atractor extraiio maternatico.

3. ALGUNAS APLICACIONES DE LOS FRACTALES

2.1 Acerca de los ciclos bioldgicos.

El caos saludable del corazén,

Fn los sisiernas biologicos existe un variado nimero de nimos. Uno de los mas
conocidos es el latido del corazon: otro es el ritmo del suefio, que se presenta en animales ¥
en le hombre. Ambos, en general, estén asociados a los lamados relojes biolégicos,

La forma acostumbrada de estudiar este tipo de fendmenos ha sido investigar el
érgano biolbgico que lo produce v estudiar con todo detalle su comportamiento bioldgico,
quimico y fisico. Asi se han obtenido los conocimientos que han permatido el gran avanee
de la medicina. Sin embargo esta forma de proceder no ha sido suficiente. A partir de los
afios ochenta se ha dade un nuevo enfoque en ef investigacidn de los fendmenos bioldgicos,
a saber, dirigir el estudio de propiedades globales en los sistemas considerandolos no
lineales.

Entre lo primero gue se investigd fue el movimiento de los ojos de las personas
afectadas por la esquizofrenia. Si una persona normal observa la oscilacién del péndulo de
un reloj de pared, por ejemplo, sus ojos siguen el péndulo continuamente, como si
estuvieran ligados 2l movimiento. En contraste, cuande un esquizofrénico ve la oscilacion
del péndulo., sus ojos realizan una serie de movimientos errdticos cuyo Origen es
desconocido.
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Se ha creide que la causa de estas fluctuaciones se debe a variaciones en las sefiales
que provisnen del sistema nervicso cenwral, que es el que controla los misculos de los ojos.
Se ha supuesto que estas fluctuaciones se deben a perturbaciones al azar que afligen el
cerebro de los esquizofrénicos. Si las seflales de entrada tienen “ruido” se esperaria que los
resultados también mostraran “ruido”.

Al esmdiar este fendmeno usando novedosas ideas de caos, sz encontré que este
tipo de comportamiento se podria entender de otra forma.

Resulta que el moyimiento del ojo puede considerarse un fendmeno no lineal. En &l
sistema del ojo hay varios pardmetros a considerar como son: la masa del ojo. la viscosidad
de los liquidos dentro del oio, cte.

Se ha descubierte que en ¢l movimiento hay varios regimenes. tanto de orden como
de caos. dependiendo de los valores de los parametros Para algunos valores de los
parametros el movimiento del ojo s regular. Al aumentar estos valores, o sea el grado de
no linealidad. empieza una secuencia de doblamiento de periodo y bifurcaciones. que

finalmente lleva a un régimen cadtico, en el que el ojo se mueve tal como se informa que
ocurre en los esquizofrénicos.

En consecuencia. ¢ movimiento regular de los ojos de los esquizofrénicos parece
que no se debe a sefiales enviadas al azar por el cerebro, sino que &s consecuencia
inevitable de excesiva no linealidad en su sistema ccular; por supuesto que entonces la
forma de evitarlo serfa disminuirla. Sin embargo. todavia no se ha podido hacerlo en la
practica. y por tanto. la cuestién sigue abierta. La wregularidad en el movimiento de los
ojos se presenta no sélo en los esquizofrénicos sino también en otros paclentes con
entermedades neurologicas.

Esta forma de proceder. en la que [os detalles particulares no desempefian el papel
principal en el comportamiento del sistema. sino en la que el punto crucial es reconocer que
el fendmeno esta regido por el comportamiento global, ha empezado a dar frutos

El caso del corazon merece atencidn especial, pues en el se dan varies tipos de
ritmos. que se han invesugado en forma aislada v han sido categorizados. Es posible
distinguirlos en los elecrrocardiogramas. Sus irregularidades han sido reconocidas como
signos de alguna enfermedad. Sin embargo, solo recientemente s¢ ha ¢mpezado ha analizar
su dindmica.

Muy importante es la fibrilacion que causa miles de muertes siab 'as al afio. En
muchos casos. estas se deben al bloguee de las arterias. que 2 su vez causan la muerte del
misculo que bombea 2 sangre, Sin embargo. no se sabe a qué se debe.

En un corazén normal los musculos se contrzen y relajan de manera periddica,
mientras gue cuando ocurre la fibnlacidn los musculos del corazdn se contorsionan sin
coordinacién alglina 3 no pueden bombear sangre. En un corazon normal las sefiales
eléciricas viajan de manera coordinada a la largo del drgano. Cuando la sefial llega, cada
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célula se contrae; enseguida la ¢€lula se relaja durante un intervalo detertinado. dentro del
cual no puede volver a contraerse. En cambio, cuando hay una fibrilacién la onda se
espatee sin coordinacién con el resultado de que le corazdn nunca estd del todo contraido mu
del todo relajado.

Una forma de ayudar al paciente que ha sufrido un ataque de fibrilacién es aplicarle
una corriente eléctrica —un shock eléetrico-, con lo que a menudo su corazén vuelve a
trabajan hormalmente.

En un corazon afectado de fibrilacion cada una de sus partes puede estar
funcienando normalmente. Las autopsias de las personas que murieron por esta causa
muestran que los musculos no estan daftados y que. sin embargo, el conjunto del corazon
ne funciond

El corazon es un sistema complejo, que ha empezado a ser estudiado desde un
angulo distinto; el del caos. Se ha encontrado que su actividad eléctrica presenta secuencias
de tifurcacién de periodos hasta llegar a un régimen cadtico, comportamiento similar al de
otros sistemas que desarrollan caos. Resulta que cuando se presenta la fibrilacidn se estd en
un régimen cadtico, y al dar un shock eléctrico los pardmetros del corazon se modifican y
éste regresa a un régimen que ya no es cadtico, por lo que su comportamiento vuelve ha ser
reguiar.

Por lo tanto, se ve que la modificacién de algin pardmetro relacionade con el
funcionamiento del corazdn. como por ejemplo, un cambio en la conductividad de los
musculos ¢ en el tiempe de llegada de alguna sefial, puede zlterar el régimen en que se
encuentra el érgano. La consecuencia es que este cambio puede hacer que el 6rgano sano
pase por una bifurcacién y tenga un nuevo comportamiento cualitativo. Como sabemos, al
pasar una bifurcacidén aparecen nuevos periodos de oscilacion gue no siempre pueden ser
sanos, pues dan otros dos ritmos al corazon.

El compertamiento caético de algim sistema biolégico no siempre est relacionado
con alguna enfermedad. Aungue pueda ser increible, se ha empezado a considerar al caos
corno fuente de salud. Los sistemas no lineales niene la capasidad de regulacién y control,
S1 a un sisterna gue se compotia hnealmente se le produce una pequelia perturbacién,
entonces se comportara de manera cercana a como Lo haria si no se le hubiera perturbado.
Sin embargo, si se da la misma perturbacidn a un sistema no lineal, éste tiende a volver asu
condicién inicial.

Ahora bien. si un sistema llegard siempre a un valor final de sus variables, sin
importar el valor de sus parémetros, entonces este sistema no podria ajustarse a los
cambios. Sin embargo. los seres vivientes deben poder adaptarse a los cambios. Por lo
tanto, en un sistema como =i tratado. si las circunstancias externas hacen que le valor dei
parimetro se altere, entonces los valores finales serdn distintos de los gue tenia antes del
cambio. Si el sistema bioldgico es capaz de vivir con los nuevos valores finales significa
que $¢ ha podido adaptar a las nuevas circunstancizs. Si no desaparecerd.
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El hecho de que muchos sistemas biologicos sean no lineales y se comportan
cadticamente ha permutido la posibilidad de adaptacién. Alguncs investigadores han
sugerido que para gue estos sistemas sobrevivan bajo nuevas circunstancias tendran que
desarrollar estructuras fractales. Por ejemplo, las fibras conducteras del corazdn o las redes
gue forman los bronguios tiene una estructura fractal que permite gran variedad de ritmos.

Por lo tanto. se puede llegar a la sorprendents conclusisn de que el caas permite
salud, mientras gue si un sistema fhese totalmente pronosticable, al ocurnr cualquier
cambio se enfermaria y poco después moriria.

De estas consideraciones se obtiene una sugerencia muy interesante: cuando una
enfermedad se debe z la inadaptabilidad del orgamsmo z los posibles nuevos ritmos
debidos al cambio de circunstancias, el tratamiento deberia de consistir en ampliar sus
capacidades para que estos nuevos ritmos fieran capaces de darse, Esta idea esta abriendo
una nueva forma de tratar a las enfermedades

La evolucién hacia los fractales

En el bachillerato estudiamos el cerebro humano, y una caracteristica que de
inmediato se percibe es que su forma no s lisa sino extremadamente convolucionada. con
muchos pliegues y arrugas. ;Por qué tiene el cerebro esta forma tan rara?

El volumen cerebral iz los mamiferos presenta gran variacion, entre 0.3 ml y 3000
ml. La corteza cerebral de .. - animales grandes estd muy convolucionada, sin importar su
posicién en la escala de la evolucion. Resulta que la proporeion de materia blanca respecto
a la materia gris es casi la misma en jodos los mamiferos. A fin de mantener esta
proporcidn, el material de un cerebro grande necesariamente tiene que estar agomodado en
pliegues, de otra manera no cabria en el craneo.

Del examen microscopico del cerebro se observa que. a medida que aumenta la
amplificacion, se va encontrando mas v mas detalle. ¥ las estructuras mas chicas se parecen
mas a las grandes, O en otras palabras, se produce la similitud al cambar de esczla. El
cerebro tiene estructura fractal. La dimension fractal de la superficie del cerebro es mayor
que 2, lo que implica que esta superficie necesita mas espacio para Henarse: no es suficiente
con 1a dimensién 1gual a 2.

La caracteristica de los fractales. de la similitud. se encuentra en distinios sistemas y
Grganos anatomicos, por ejemplo en la red vascular, las arterias, las redes neurcnales, los
ductos pancredtices, la placenta. los bronguios, etc. Como ejemplo, las arterias humanas
tienen uta dimensidn fractal de 2.7 v en ¢l sistema digestivo el tejido presenta ondulaciones
denwo de ondulaciones a lo largo de muchas escalas.

Los vasos sangufneos que van desde la aorta hasta los capilares se ramifican v
dividen. Cada divisidon se vuelve a ramificar v dividir. Esto continta hasta que los

-

conductas se vuelven tan angostos que las células de la sangre s6lo pueden circular, en fila,
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una despuds de otra. La estructura de este sistema tiene cardcter fractal. Por necesidades
fisioldgicas. los vasos sanguineos tienen gue apretar v comprimir una linea extremadamente
larga y hacerla caber en un drea muy pequefia, a su vez el sistema circulatorio debe
comprimir una superficie de area en un volumen limitado. La sangre es un bien precioso
para el cuerpo ¥ el cuerpo ne puede gastar muche espacio La tinica forma en que la sangre
puede circular de tal forma que ninguna célula este separada de un vaso sanguineo més alla
de tres o cuatro células, es que el sistema tenga estructura fractal. Este significa que el
cuerpo tuve que desarrollarse de tal forma que una linea. una vena por gjemplo, pueda
cubrir ¢as1 completamente una superficie. La Gnica forma en que esto pueda ocurmir es
mediante una estructura fractal Habré que mencionar que, aungue ios vasos sanguineas
barren v casi cubren una superficie relativamente grande no ocupan. con todo ¥ la sangre.
mas de 5% del cuerpo. Esta forma eficiente de estructurarse se debe a la evolucidn
bioldgica.

La estructura fractal que se forma en el cuerpe de las venas y de las arterias no es la
inica. El cuerpo tiene muches otros sistemas asi de eficientes, que se deben 2 la evolucion.
Los pulmones deben empacar la maxima area posible dentro del minimo volumen . Hay
que menclonar que la capacidad de cualquisr ser vivo de absorber oxigeno depende del
drea de la superficie de sus pulmones; mientras mayor sea esta drea, mayor serd la
capacidad de absorcion. En el ser humano los pulmones ocupan un area de alrededor de
100m™ y éstos ocupan un volumen corporal refativamente pequefio

14 idea de los fractales ha empezado a tener una incidencia muy 1mportanie en el
estudio de la anatemia. De hecho. la forma en que tradicionaimente se clasificaban
diferentes partes del cuerpo. a pesar de su mucha utilidad. no explica completamente lo que
ocurria. Fue hasta que se empezo a usar la idea de los fractales. 0 sea de las estructuras que
represenia similited 2 muchas escalas. que se pude entender mejor como estdn disefadas.
La descripeidn fractal pudo exphcear las observaciones experimentales. De esta manera se
deseubrié que el sistema urinano es fractal. el ducto biliar en el higade es fractal y la red de
fibras del corazén que conduce los impulsos eléctricos a los musculos que se contraen es
fractal. Con esta red. que los cardidlogos denomunan red de His-Purkinje, sc desarroild una
importante linea de investigncion. El espectro de frecuencias del corazén presenia, en
- ciertas condiciones. un comportamiento cadtico, que sigue leyes fractales. La dnica forma
de explicar este comportamiente fue suponer que la red de His-Purkirye tienc una
estructura fractal: un laberinto que se ramifica de tal forma que es autosumular 2 escalas
cada vez mas v mas pequefias.

/Cémo pude la naturaleza desarrollar una estructura tan complicada” Mandelbrot ha
mencionado que si séle pensamos dentro del comtexto de la geometria de Fuclides que nos
ensefian en lz escuela. entonces cfectivamente las estructuras anatémicas son complicadas.
Pero como fractales es posible describirlas de manera extremadamente sencilla. con muy
poca informacion. Recordemos por ejemplo. que tas instrucciones para construir la curva de
Koch, que es un fractal. son unas cuantas y ademds sencillas. Se ha descubierio que las
instrucciones para la formacidn de cada une de los drganos v de los sistemas de auestro
cuerpo estén codificadas en la molécula del acido desoxirribonucleico (ADN]), donde se
encuentra toda la informacion genética de los seres vivos. Si en esta molécula se encontrara
la informacion especifica de cada una de las ramuficaciones, entonces. ademas de ser una
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forma muy poco eficiente, la informacion de todas las estructuras no cabria en lz molécula
como la conocemos. Una forma mds eficiente seria tener codificada sdlo ia instruceién que
se debe iterar para formar un drgano como el pulmén. por ejemplo. Recuérdese que una
manera de producir un fractal es dando una instruccién que se debe iterar o repetir un
nimere muy grande de veces. De esta forma sencilla se puede entender c6mo el ADN
contiene ia informacidn que produce sistemas y 6rganos fractales. Fsta forma eficiente de
guardar informacion se ha obtenido a través del proceso de evolucion.

En la acmalidad. el estudio de la forma en que se encuentran codificadas las
instrucciones iterativas para preducir las diversas partes de! cuerpe es un tema de
investigacion en biologia.

3.2 ;Es posible ganar en la bolsa de valores?

Todos los dias se ven en le seccidn financiera del periddico graficas (figura 23) que
muestran el compertamiento del indice de precios y cotizaciones de la bolsa de valores —en
el caso de nuestro pais se le conoce como IPC (Indice de Precics y Cotizaciones), en el caso
de los EU hay dos indices. perc el mas importante es el de Wall Street =l Daw Jones, el otro
es el Nafda-. que muesiran alzas y bajas aparentemente sin regularidad, al azar.

Para mucha gente. en particular [as que invierten dinero en la bolsa de valores. es de
interés poder predecir la tendencia v, si fuera posible. el precio de las acciones. va que si
tuvieran esta informacion podrian comprar v vender con ventzja y asi ganar mucho dinero.

Desde hace mucho tiempo los economistas han intentado estudiar y comprender ios
movimientos de precios en la bolsa de valores. ;De que depende gue una cotizacion suba o
baje?

Los economistas han supuesto, en general, que la vanacion de Jos precios de algin
producte. por gjemplo el algoddn. tiene dos compenentes: una de largo alcance. en el que
los precios se regirian por fueras econdmicas profundas como la apertura de rutas
comerciales. inventos gue utilizaran el producto, una guerra. alguna innovacion tecnolégica
que modificara el uso del producto. una revolucidn, etc. Esta tendencia a largo alcance.
mese, afios. décadas. quedaria determinada de manera muy clarz.

La componente del precios seria de corto alcance: los precios variarian al azar,
debido a un numero muy grande de causas. muchas de las cuales no se podrian determinar
con precision. Estes vaivenes, ilamados fluctuaciones. son transitorios. Se ha pensado que
casi no hay relacion entre los dos ritmos de largo v corto alcance.

Se ha considerado que las variaciones de los pracios, a largo alcance, siguen una ley
determinada, esta ley esta dada por una grafica que tiene forma de campana, conocida como
curva gaussiana, ¥ nos dice que la mayoria de los cambios ocurriran cuando el precio esté
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dentro de los limites marcados enire dos valores, alrededor de un valor promedio.. La
distribucion gaussiana se utiliza se utiliza en muchos campos en los que hay variables al
azar. Por ejemplo, si se muden las [ongitudes de los clavos de un paquete que nominalmente
deberia tener una longitud de 20 cm, s¢ encontreria que no todos tienen efectivamente esa
longitud. Resulta que, si el paquete es grande, [a distribucion de longitudes toma una forma
gaussiana, centrada alrededor de 20 om. Es decir. la mayoria de los clevos tiene una
{ongitud, sino de 20 cm, si muy cercana a 20 cm.

Sin embarge, en el intento de scbreponer los precios que el algoddén adquirio de
1880 a 1958 se encontrd que no ajustaban a una curva gaussiana. Se hicieron muchos
intentos de hacer este ajuste, todos ellos sin éxito.
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Figura 23. Grafica del IPC de Méxice de un periodo determinado
Parece que las alzas ¥ as bajas no tenen regulandad alguna

El mismo fracaso se alcanza al analizar los precios de diferentes acciones en la bolsa
de wvalores, en la que también se ha pensado que existen dos tipos de ritmos casi
independientes entre si* largo v corto alcance,

Fue Mandelbrot el primero que vio los valores de los precios de algodon desde otra
perspectiva, y se preguntd ;por qué deberian los precios del aigodén, o para el caso de
cualquier otra entidad econdmica, tener una disinbucion gaussiana? Es mas, ;por qué
deberia de haber una separacidn tan cortante, como la que se suponfa enire largo y corto
alcance?

Una de las suposiciones implicitas que los economistas hicieron al trabajar con la
distribucién gaussiana es que los precios ¢cambian continuamente. Esto significa que < hay
una variacién en el precio de una accion de $100 a $40, entonces el precic debe pasar por
los valeres intermedios, o sea, la aceidn debe adquirir los valores de $87.5. $55. $49.75,
etc. Esto desde luego no es cierto. Maldelbrot hizo la suposicién de cambios discontinuos
en precios v llegd asi a la prediceidon de la distribucion de precios que se muesira en la
figura 24, en la cual se dibuya una grafica, en ¢l eje vertical. de una ¢antidad relacionada
con la variacién de precios. ¥ en el eje horizontal, de los precios. La prediccion hecha es la
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curva continua v los valores de los datos que tenfan de las variaciones de los precios del
algnddn se muestran por medio de puntos. El conjunto de los puntos marcados con 1
corresponde a cambios positivos de los precios dianos del algodén. E! conjunto de puntos
marcados con 2 corresponde a cambios positivos de los precios mensuales; el conjunto
marcado con el namero 3 corresponde a cambios de los precios anuales. Los conjuntos 4.3
v 6 corresponden a cambios negativos en los precios diaros, mensuales v anuales
respectivaments.
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Figura 24. Comparacion entre [a varacion de precios en distinias
circunsiangias (conjuntos de puntos) con las prediceiones (iingas continuas)
Cada linea corresponde a una escalz distinta.

Nétese que los diferentes conjuntos de puntos corresponden a escalas de tiempo
muy diferentes. Si se coplara esta grafica a un acetato transparente y se trasladara a la curva
predicha {{inea continuz). se superpondria en cada uno de los conjuntos empiricos formados
por los puntos. Es decir. la misma prediccion resulta ser vélida a lo large de diferentes
escalas; diaria, mensual v anual. No hay diferencias enire las escalas temporales como se ha
pensado. Esto significa que hay similitud y que la estructura de los precios es fractal. Si en
lugar de hacer una grifica como la de la figura 23. en que se muestran las fluctuaciones de
los precics de las acciones en la bolsa de valores a lo largo de un dia, se huciera la grafica a
lo largo de un mes. ¢ de un aflo. se encontrarian graficas que tienen la misma forma. o sca.
son similares.

Doyvne farmer. Norman Packard y James MeGill en Nuevo México. EUA, har
llevado esta analisis de la economia mucho més adelante, considerando la dindmica que
rige los fendmenos econdmicos es no lineal. Un ejemplo de ésta es que una causa pequefia
puede producir efectos muy grandes.

Dehido a que la dindmica de los precios es no lineal. como ya sabemos. en estos
casos existe un régimen cadtico. Entender este hecho ha permitido 2 algunas personas hacer
predicciones a coro alcance, de unos cuantos dias. sobre el comportamiento de [os precios.
Es mas en 1991. Framer. Packard y McGill fundaron una compafia. The Prediction
Company (Compafifa de Predicciones) que se dedica a analizar la evolucidn del tiempo de
los precios en diferentes acciones de la bolsa de valores. Se basan en le teoria del caos y
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son capaces de hacer predicciones que abarquen unos cuantos dias schre el comportamiento
de los precios, y los resultados se proporcionan a sus clientes.

La manera en que trabajan es muy simple, solo varian las condicione iniciales, tal
como lo hizo Eduard Lorenz, empiezan con un valor inicial y lo iteran, de forma que
predicen los siguientes valores Si por algtn motivo, como ocurre en la economia, no se
conoce la funcion matematica que lleve a estos valores, enionces se usan procedimientos
matematicos mas complicados para encontrar 1a iteraciones, no de todas, pero 1 de las mas
inmediatas.

La forma matematica completa como s¢ han podido hacer predicciones no esta aan
suficientemente desarrollada, Sin embargo, lleva una gran delantera sobre quienes analizan
la evolucién de precios de forma tradicional.

The Prediction Company mantiene en secreto los procedimentos que utiliza en sus
predicciones. Lo que se puede decir es que han ganade mucho dinero —ellos y sus clientes-
en le bolsa de valores

Se podria pensar que si toda la gente que participa en la bolsa de valores supiera
que, por gjemplo, el jueves el precio de una accidn va subir, entonces el miéreoles antes del
cierre todos comprarian, y por fanto, la prediccion no serviria. Es decir, el comportamiento
en la bolsa de valores es tal, que si uno encuentra un patron, al actuar lo elimina. Esto
ocurre en un fendmeno fisico.

Sin embargo, la filosofia de los miembros de la compafiia de la que estamos
hablando es otra. Lo que pasa es que si se dice que se tiene una nueva idea, lo prudente
serfa esperar a ver si efectivamente ocurre. Dejar pasar cierto tiempo y no actuar. S1 todo
funciona bien, quien la emplee tendra buenas ganancias y, en el momento en que los demas
quieran aprovechar esta idea. deja d funcionar. £l resultado neto es que ei primero en idear
y usar tal sistema si gand dinero.

3.3 Fractales aun en el arte.
Bach y la similitud en la mudsica

E1 andlisis de la estructura de diferentes obras musicales ha demostrade que la seleccidn de
las notas que ha hecho diferentes a los compositores, en distintas épocas. tiene algunos
elementos comunes. Tratese de uno de los Conciertos de Brandemburgo de Bach, del
Cuartets de Cuerdas #3 de Babbit, de obras de piano de Scott Joplin, todas estas obras
tienen la misrna forma si se considera la estructura en términos de frecuencias.

En el analisis auditivo de diversas obras musicales una cantidad que s¢ ha estudiado

es la potencia de audio de la misica Esta cantidad es, en esencia, la energia que emite en
forma de ondas sonoras cada segunde, cuando se ejecuta ia obra musical. Al analizar ¢dmo
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estd estructurada esta cantidad, en términos de frecuencia, se obtiene lo gue se Hama su
espectro.

+Cémo dependen de la frecuencia los espectros de las diferentes obras musicales?

Los andlisis hechos de diferentes obras musicales han demostrado que sus espectros
dependen de la frecuencia, que denotaremos con la letra £ como (//). Este espectro es una
ley de potencia que. en lenguaje matematico. depende de la frecuencia en forma inversa a la
primera potencia de f{(va que el exponente de la fen (/) es 1}. Por lo tanto, este espectro
es autosimilar v en consecuencia, contiene una esiructura fractal.

Un espectro del tipo mencionade en €l parrafo anterior recibe gl nombre de espectro
rosda.

;Por gué Bach v otros muchos compositores escogieron el espectro rosa? La
realidad es que ninglin musico ovo hablar jamas de estas ideas, ni mucho menos las escogid
de manera deliberada. Para emtender 1o gque sucede veamos como se haria musica con otro
tipo de espectro.

Una forma serfa esta: cada nota que se eseribe es tal que su posieidn v duracion no
dependen para nada de las notas anteriores ni de su duracién. En este caso se dice que la
composicién es completamente al azar. Es espectro de audic de este tipo de musica es ¢l
mismo para cualgquer valor de frecuencia. lo que significa que le valor de [a potencia es el
mismo para cualesguicra valores de la frecuencia. o sea, que se trata de una cantidad
constante. Matematicamente. el aspectro depende de la frecuencia U aquef =7 A
un espectra de este tipe se le Hama blanco,  Si se tocara este tipo de musica en un
instrumento la oiriamos sin estructure; ademas daria la impresion de que Jde una nota a otra
siempre habria una sorpresa

Otro tipo de espectro. yéndose al otro extremo. es el que depende de la frecuencia
(l,'fl). espectre llamado brow o café, cwyo nombre se le dio porque estd asociado al
movimiento browniano. En la milsica cada nota v su duracion depende en grado
_considerabie de las notas anteriores Por lo tanto. la sensacion que se tiene al escucharla es
que despues de haber tocado unas notas las que siguen son pravisibles.

La musica que tiene espectro rosa. o sea {1 ). se encuentra . por asi decirlo. entre
los casos de musica al azar {espectro biance) ¥ musica determinista {espectro café). En este
caso las notas v su duracién no son ni muy previsibles m muy sorprendentes

Regresando a la precunta : ;por qué los compositores usaron efectivamente
especiros rosas. o sea una ley de potencias {1/f) para componer musica?. se puede afirmar
que los compositeres han intentado. v por clerto muchos de ellos lo han logrado. componer
musica interesante. La cuestion se deberfa plantear como sigus: jpor qué la musica
interesante tiene un espectro sosa? La respuesta podria que ser que la musica de este tipo de
espectro resulta ser ni muy prerisible (espectro café) ni muy sorprendente {(gspectro
nlance) El cientifico holandes Balthazaar van del Pol afirmé en una ccasion que Ja misica
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de Bach es grandiosa porque es inevitable v al mismo tiempo sorprendente, lo que
significa que su espectro es rosa.

Debido a que la misica que tiene espectro rosa es autosimiliar, tiene una estructura
similar en diferentes escalas de frecuericias. Lo que ocurre en una escala de frecuencias
debe ocurrir en cualguier otra escala de frecuencias. Si se grabara una composicién de este
tipo en cinta magnética a cierta velocidad y tocara a distintas velocidades, lo que oiria seria
similar a lo grabado. Esto contrasta con lo que ocurre con la voz humana, pues cuando se
toca una grabacion a una velocidad, por ejemplo al doble de lo que debiera hacerse, se oye
muy chillona.

Una forma de exhibir la autosimilitud es con ayuda de un aparato electrénico que
genere sonidos de frecuencias que uno desea. Si se produce un sonido que sea [a
superposicidn de 12 notas, siendo cada nota una octava (de frecuencia doble) de la anterior
¥ 8¢ empieza coh una nota de 10 Hz, (1 Hz= 1/seg), las siguientes 11 notas serfan de
frecuencias;

20=2X10, 40= 4X10, 80=8X10, 160=16X10, 320=32x10, 640=64X10. 1280=128X10,
2560=256X10, 5120=512X10, 10240=1024X10 y 20480=2048X10, todas en Hz.

Ahora bien, cambiemos cada una de estas notas por otras que sean de frecuencias mayores
por un semitono (que corresponde a la diferencia entre notas sucesivas de un piano); la
frecuencia del semitono se obtiene de 1a nota antenior multiplicando por 1.05946, Ahora se
tocard ¢l sonido de esta superposicién de 1as frecuencias como sigue:

10X 1.05946 =10.6

20X 1.05946 =212

40 X 1.05946 = 42.38

80X 1.05946 = 84.76

160 X 1.05946 = 169.51

320 X 1.05946 =339 03

640 X 1.05946 = 678.06
1280 X 1.05946 = 1356.11
2560 X 1.05946 = 2712.22
5120 X 1.05946 = 5424 .44
10240 X 1.05946 = 10848.88
20480 X 1.05946 = 21697.74, todas en Hz.

Este sonido se oird con un tono més alto que el antetior.

Si se aumenta otra vez la frecuencia de cada una de las notas en un semitono ain
mas alto. 81 se repite 12 veces el proceso de aumentar en un semitono cada uno de los
componentes del sonide, resulta que el sonido que se produce ¢s indistinguible al original.
Esta es una demostracion de autosumilitud.
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¢Fractales en la poesia?

En el Mono Gramdiico Octavio Paz, Premio Novel de Literatura dice que la vision
de la poesia es la convergencia de todos los puntes, el final del camino® una visién oblicua
v vertiginosa revela ¢l universo no como una sucesion sino como un “embalaje de mundos

en rotacion

Un poeta que explica matices s como upa ecuacidn iterativa en el limite entre el
finito orden vy el infinito caos. El creador descubre la autosimilitud. Tomemos como

giemplo de esa similitud el poema “The writer”. del premio Pulitzaer Richard Wilbur.

La escritora

En su cuarto del piso de arriba

donde irrumpe la Iz, y los hilos se mecen en las venranos

Mi hija descubre un cuento

Me paro en la escalera al oir
el martilleg de las teclas en su cuarto cerrado,
como und cadena trepando pos I borda.,

Aumgue elia es joven. el materia!
de su vida es un pesado carganienio.
Le deseo huen vigre.

Pero de pronto s¢ interrumpe
como rechasando mi comoda reffexion
Creee wna myguielud joadeante,

como sila casa enfera pensara.
v de prowio ella vuelve g marnlluy

fas teclas, 1 de prevo cole

Recuerdo al estorning aturdido

gug hace dos afios queds arapado ene se cuarto,

entramos con sigilo, abrimos la ventana

¥ nos alejamos para no asusiario.
durante una horda impotente, por la rendija.
observamos como esya criaiura

fustrosa, salvaye, ascura, widiscente
aleteaba contra ef fulgor. caia como un guante
al duro piso del escritorio,

y luego, encorvada y ensangrentada, recobraba
el brio para comenzar e nuevo: y como el dnimo

")



Capitulo Tercero Algunos Atractores Extrafios

se nos levantd cuando, con repenting certeza,

se elevo desde un vespaldo.
Enfilando rectamente hacla {a ventana correcta
¥ cruzando el antepecho del mundo

Stempre, querida,
Es cuestion de vida o muerfe. Lo habla olvidado
Te deseo lo mismo anies, pero con mds fuerza.

Bl poema esth construido como una serie entrelazada de metaforas o, mejor dicho,
“reflectaforas™. Una reflectifora es cualquier recurso creativo (incluyendo en literatura,
recursos tales como la ironia, la metafora, ¢l simil, el retruéeano, la paradoja) que surte su
efecto creando en la mente del lector una tensidn insoluble entre las similitudes v
diferencias de sus términos, En otras palabras, una reflectdfora provoca un estado de
inmenso asombro, duda e incertidumbre, una percepcién de matices. Una reflectdfora
importante en el poema de Richard Wilbur es la comparacién entre dos términos: el
esfuerzo de la hija para escribir un cuento v el esfuerzo del estornine para enfilar
“rectamente hacia la ventana correcta”, Estos dos términos son obviamente muy diferentes,
v vienen de muy diferentes lugares de la mente. Pero Wilbur los ha yuxtapuesto de una
manera que sugiera similitudes. La tensién entre las obvias diferencias y las similitudes
descubiertas obliga a la mente del lector a abandonar su sisterna de categorfas habituales
para hallar sutilezas y matices.

La segunda reflectdfora importante del poema sugiera las similitudes (y también ias
diferencias) entre el esfuerzo de la hija para escribir y el esfuerzo del padre para
comprender 10 que ocurre a ella mientras witenta escribir Una tercera asimila a la hija con
la casa (por gjemplo, al asociar ia mente de la muchacha que [ucha en el cuento con la
ventana del pisoc superior de la casa donde se mecen los tilos™. Agqui podemos observar
cémo aunque son diferentes, los términos de una reflectdfora se refiejan entre si, de a.lh el
nombre.

La cuarta reflectifora importante es bastante interesante porque implica una
metafora (recordemos que Ia metafora es una variedad de le reflectafora) que ¢l padre
rechaza en la cuarta estrofa. All. en el intento de comprender las experiencias de su hija, &l
narrador deliberadamente compara los esfuerzos de ella cott un viaje marftimo. Cuando éi
dice esto, sin embargo, la muchacha “se interrumpe / como rechazando mi cémoda
reflexién. Con estas palabras el narrador comprende que la metdfora del viaje maritimo es
un cliché. Es una metafora muerta, una metifora que ha perdido la tension entre sus
términos. En vez de evocar la profundidad de los sentimientos del padre acerca de la lucha
de [a hija, la comparamon metaférica de la vida de la hijz en el viaje marfumo le niega
matices, le encierra en categorias gue simplifican la experiencia. Wilbur, un poeta, un
escrifor, fiene una agnda conciencia de que la metéfora, para evocar matices, tiene que ser
lozana, no muerta; debe sacudir la mente provocando asombro. Compara la vida con un
viaje maritimo parece trillado porque todos sabemos acerca de la dificil travesia y de el
pesade cargamento de la vida.
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Irénicamente, sin embargo, al reconocer que la metéfora del viaje marftimo, el
escritor que narra el poema se obliga a si mismo —y obliga al lecror- a comprender que en
realidad no sabemos qué significa decir gue la vida es come un viaje maritimo. Como
resultado del cuestionamiento. la metafora del viaje marftimo regresa implicito en la fltima
estrofa del poema. pero ahora rebosado de matices.

Una reflectafora, donde los matices surgen de una tensién insoluble entre sus
térmnos, es como un fractal. Recordemos que en los fractales hay orden v caos. Tienen
autosimilitud en varias escalas. pero esta autosimilitud no implica autoidentidad, y es
imprevisible y aleatoria. La tensién entre similitudes y diferencias y diferencias en las
reflectaforas tammbién crea una sensacidn de imprevisibilidad y azar en el wabajo creativo.
una sensacion de que aquello que experimentamos es organico, familiar y desconocido al
mismo tiempo.

Una vez que Benoit Mandelbrot descubrio una geometria fractal. los artistas comenzaron a
reconccerias consistentemente como rasgo del arte. El pintor inglés David Honckey dice:

“Uno mira cada vez mds adentro de un fracial, y siempre sigue siendo un
Fractal. Es un capuna hacia una mayor percepcion de la unidad”

Los musicos tambigén han reparado en esta conex:én (como vimos anteriormente, en la
seccidn “Bach y la autosimiliud en la misica ). El compositor Chazles Dodge. director de!
Centro de Musica por Compuracion en Brooklin College. enlaza los fractales con una
autosimilitud basica que siempre ha existido en la mnisica cldsica. Dodge dice:

“En los estudios de la estructura musical ghunda la conciencia de la
autosimiltud”

Por ejemplo. Leonard Bernstein. en sus conferencias en Harvard. sefialaba la
autosimilitud que habia en la estructura musical. desde las escalas mds grandes hasta las
mas pequefias llamando “metéfora musical” a ¢sas variaciones recurrentes Y el compositor
Armold Schanberg insistia en que cn una gran pieza musical “las disonancias son solo las
consonancias remotas”. La afirmacion de Schinberg leva implicitos a la autosimuilitud v a
la totalidad.

Pero los compositores contemporaneos no sélo han observado las similitudes entre
la geometria fractal y la tradictonal estructura estética de su arte. sino que han empleado la
tecnologia de los fractales en algunas composiciones.

El compositor Chales Wuorinen, ganador del premio Pulitzer. sefiala que en 1977 se
inspird én la lectura del libro de Mandelbrot sobre la Geometria Fractal Ver refrerencia
[7] en la bibhografia). Fascinado por la idea de la “conducta de partes naturales ",
insinuada en el libro. escribig vartas prezas usando algoritmes fractales. Una. titulada
Bamboula Squared, fue compuesta para cinta cuadrofonica y orquesta 3 ejecutada por la
New York Philharmonic en 1984. Segin Wucrinen, las piezas se generaron mediante el
hallazgo del algoritmo correcto y mediante la iteracion de ese algoriimo como un fractal
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aleatorio, El algoritmo correcto es el que crea matices equilibrando el azar con rasgos
autosimilares, La pieza resultants obliga a la andiencia a mteractuar constantemente con la
miisica y a reconocerla como una nube de sonidos que estan obviamente ordenados y son
similares entre si, pero también constantemente imprevistos y diferentes. Esta percepcion
de lo esperado como inesperado es una faceta vital de la expresién creativa. Renueva
constantemente ]a tensidn entre el orden y el caes, como una visidn oblicua y vertiginosa,
como queria Paz, que revela el upiverso no come sucesion sino como un ensamblaje de
“mundos en rofacion”

3.4 Automatas ceiulares

Los autématas celulares fueron utilizados por primera vez por los matemdticos
Jhon Von Neumann y Stanislaw Ulam en 1948 para representar la produccién en algunos
sisternas bioldgicos. Posteriormente. su uso se extendio a diversos campos y hoy en dia sus
aplicaciones son muy variadas.

Para construirios basta tomar un arreglo de sitios o celdas. cada una de las cuales se
encuentran en un estado que se caracteriza por la asignacién de un valor numérico. Por
eiemplo, si sdlo  hay dos estados posibles; vive - muerte, vacio — lleno. ete., pueden
elegirse los nGmeros O y 1 para distinguirlos,

Una vez elegide un estzdo inicial para todo el sistema se procede a estudiar como
evoluciona el tiempo. Para etlo se definen las reglas que establecen como cambia el estado
de cada celda. considerando su siruacion ¥ la de sus vecinos més cercanos en la etapa
anterior.

Un case sencillo se presenta cuando consideramos un autémata celular
unidimensional en el que cada celda puede estar ocupada por un organismo vivo (1) o estar
vacia (0). §i la distribucion mucial es el azar; una representacion esquematica del sistema se
veriza de la siguiente manera.

T T T ] 1
™ 7 0o &7 17 v 7 11017041
i ‘ ‘ | | l \ ! P

Las reglas de la evolucién temporal que podemos proponer son multipies. Por
ejemplo:

“Cada organismo vivo sobrevivira para la siguiente efapa si y solo si o lo rodean
por ambos lados otros organismos vivos (esto podria representar la competencia). En un
sitio vacio aparece Un organismo vivo (nacimiento) si al menos un vecino es un organismo
vivoe,”

En términos numericos esta regla de evolucién podria esquematizarse considerando
que la suma de los nimeros asignados a cada celda y sus dos vecinos més cercano. La suma
tomaria valores entre O (todos vacios) v 3 (todos llenos), y el estado para la siguiente etapa
se obtendriz consultando una tabla como la siguiente:
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Sila sumada Nuevo estado

[FF]

W

Cuando la regla se aplica a cada celda del sistema inicial se genera la poblacidn de
la siguiente ctapa. Después el procedimiento se repite una v otra vez. v para fines de
analisis resulta conveniente dibujar uno tras oo {os resuitados que se obtiencn:
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En la practica este trabajo puede hacerlo sisteméaticamente una computadora y el

esquema de evolucion despugs de 100 etapas. por ejemplo. es como el de la figura
(FIGURA). En esta figura se distinguen los sitios llenos de los vacios por la asignacién de
color blanco v negro.
. De nuevo, el resultado es fascinante. A partir de haber partido de una situacidn
azarosa y de que la regla de evolucién actia muy localizadamente (sobre una celda v sus
dos primeros vecinos). el autémata celular es capaz de generar espontaneamente un patrén
complejo gue presenta organizacién v estructura 2 toda escala. Esto s, ¢l sistema se
autorganiza.

Las caracteristicas del patron que se forma se distinguen mas claramente cuando se
repite en caiculo suponiendo que nicialmente sélo habia un organismo vive situade en una
celda central El resultado de la evolucion del autdmara (figura 25) es nada mas v nada
menos que una estructura muy similar la “tniangulo de Sierpinski™ la antorgamzacion del
sistema conduce a la formacidn de una estructura similar compleja. autosimilar y con
dimension fraccional. Fractales. fractales v mds fractales.

Sila regla de  evolucidén se modifica, la estructura del patrén puede cambiar
drasticamente (Figura 25) perc en general solo se identifican unos cuantos Upos
generales. Hay reglas que conducen a patrones fractales o estructuras periddicas: otras no
llevan a nada o generan estructuras de tamafio finito Las condiciones iniciales pueden
modificar ciertos detalles pero no la esencia del resultado.
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Figura 25. Evolucion de un automata celular. (a)y (b) correspenden a la
regla de crecimiento descrita en el texto, {c) y (d) muestran el resultado de
distintas reglas

Este ejemplo es un caso sencillo y quizd poco realista si se pretende representar el
compertamiento de un sistema fisico. Sin embargo, las 1deas generales pueden extenderse
para generar autdmatas en dos o tres dimensiones gue producen notablemente bien las
propiedades de muchos sistemas compieios. El reto al utilizarlos consiste en capturar la
esencia del fendmeno v iraducirla al lenguaje del autdmata. Considerando un mayor
niimero de estados para cada celda v diferentes reglas de evolucidn, los autdmatas celulares
efectiian la mimesis de la formacién de ondas quimicas, ¢l flujo de fluidos a través de
obstaculos, o el crecimiento de los copos de nieve. Cuando se introducen ciertos elementos
aleatorios en las reglas que rigen su comportamiento, son modelos adecuados para
fendmenos tales como la propagacion de enfermedades infecciosas o de incendios en un
bosque, la difusion de liquidos a través de medIOS porosos o la distribucién de cierta
especie de plantas en una selva.

Detrés de muchos de los resuitados obtenidos siguen apareciendo los fractales como
la eleccién mds eficiente para genmerar estructuras complejas, como la alternativa mds
creativa.

3.5 Comprension fractal de imagenes

De la misma manera en que los fractales abstractos son generados en las
computadoras, las imigenes del mundo real (imagenes que capturan 1os seniimientos
intuitivos que posee cualguier persona sobre el mundo visual) también pueden ser
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ampliables. Por ejemplos. cuando la terra es observada desde el espacic. se pueden
observar ciertas caracteristicas de sus ribaras (lineas costeras). tales como las bahias v
peninsulas, principalmente. Estas caracteristicas componen un patrén reconocible que
repite algo aleatoriamente. Desde un aeroplano, se pueden observar mas detalles v
caracteristicas mas pequefias de la linea costera, sin embargo. los mismos patrones
generales de la linea costera son recenocibles. Desde un mirador de la bahia no se puede
observar la bahfa completa. pero si se pueden ver los acceses y los muelles mas pequefios
de dicha bahiz. Emergen nuevos patrones relacionados desde puntos de vista
progresivamente més cercanos: el estar sobre la playa, al examinar un pufiado de arena
himeda. al observar un grano de arena bajo el microscopio.

Patrones fractales como los anteriores pueden ser manipulados para generar paisajes
imaginarios para simuladores de vuelo. peliculas y otras aplicaciones, Michael Bamsley
descubrid que era posible controlar con precisién el contenido de una representacion
{ractal, ¥ hacerla parecer increfblemente similar a una imagen del mundo real. Un ¢jemplo
inicial de una imagen fractal generada de esta forma es el helecho de le figura  similar a
une de los utilizados por Iterated Systems como su {ogo. [terated Systems es una empresa
creada por Michael Barnsley que se dedica a generar imagenes del mundo real a través de
{ractales.

Debido a que los objetos del mundo real. tales como el helecho. tiene propiedades
fractales gue pueden ser represeniadas matemiticamente. Esie proceso se lleva a cabo
mediante la transformada fractal.

La invencidén de la transformada fractal ha provocado un cambio de paradigma en
las formas en que las imdgenes pueden ser expresadas en la computadora. Hasta 1988
cuando la trasformada fractal fue desarrollada. las mmagenes por las computadora eran
expresadas normalmente sn wWrminos de pixeles sobre un entramado en la pantalla. La
mayoria de los formatos de archivos. hasta la fecha. emulan iz rejilla de pixeles que sea
necesaria para MOsITAr Una Umagen en un monitor o impresora

Las principales desventajas del modelo basado ¢n pixeles son causades por las
limitaciones de la resolucion de la imagen. Cada pixel es un valer promedio. que representa
la intensidad ¢ color de una subdrea de una imagen del mundo real. La resolucian de un
archivo, es el nimere de pixeles utilizados para representar un drea dada.

» Un archivo de pixeles de baja resolucidn utiliza poca cantidad de pixeles para
almacenar. que resulta en archivos muy pequefios (ue contienen pocos datos.
Por tanto. se sacrifica detalle en la imagen.

e Un archiz o de pixeles de alta resolucion puede almacenar un nivel considerable
de detalle. pero debido a que gran cantidad de pixeles deben ser almacenados,
estos archivos serdn enormes. no manipulables ¥ aumentaran logicamente los
costos para st almacenamiento v transferencia.

El modelos fractal de iméagenes representa una imagen, enteramente en términos.de
sus propiedades fractales. Mejor que un conjunto de valores para cada pixel. un archivo FIF
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{Formato de Fmagen Fractal) contiene un registro de patrones repetidos que exister: en una
imagen.

= Estos patrones pueden ser expresados substancialments con pocos nimeros.
para generar archivos de imagen fractal mucho mas pequefios.

o No hay nada ¢n el proceso de almacenamiento de estos patrones que asuma la
utilizacion de una rejilla de pixeles en particular.

Actualmente las iméagenes pueden ser observadas en un monitor con una resolucidn
dada, impresas con otra, y utilizadas en una aplicacién simplemente con oira resolucidn.
Dado que los formatos de imagen basados en pixeles son digitales, dichas imdgenes
necesariamente son digitalizadas a una resolucion especifica, estas imagenes no tienen
propiedades de escala nativas que les permita flexibilidad Meétodos tales como
escalamiento lineal o interpolacion cibica pueden ser utilizados para convertir imagenes
basadas en pixeles 2 otra resolucidn. sin embargo las imdagenes convertidas frecuentemente
muestran un suavizado o aspecto borroso artificial, o que resulta en upa pérdida
significativa de la cahdad de la imagen.

Dado que los archivos FIF ne almacenan informacion referente a una resolucion o
entramado de pixeles. las imagenes fractales son de resolucidn independiente. 1.0s
archivos de imagenes pueden ser mostrados o impresos en la mayorfa de las resoluciones.
La misma imagen puede ser observada como una imagen pequedia, 0 una de un tamarno mas
grande que su contraparte basada en pixeles.

Asi como la tecnologia en pantallas de monitor e impresoras desarzolla y posibilitan
2l incremento en resolucidn. las imagenes fractales creadas hoy en dia, serdn capaces de
tomar ventajas de las nuevas caracterisuicas del nuevo hardware. Solo hace pocos afios
atras, 1as imdgenes cotidianas mosiradas en una computadora tenian una resolucion de 320
X 200 pixeles. Hoy las mas comunes son, las resoluciones de 800 X 600 y mayores. Las
resoluciones de impresion han incrementado de 130 puntos por pulgada (dots per ich, dpi) a
600, 1200 y hasta 180 dpi. Esta tendencia se espera continue.

Sole las imagenes que son expresadas en un formato de resolucion independiente
serdn escalables v lograran satisfacer expectativas del usuaric al incrementar la calidad de
eslas altas resoluciones. Las imagenes fractales creadas hoy en dia, tendran una apariencia
mejor en el future, en monitores e impresoras de alta resolucion.

Los archivos de formato de imagen fractal (FIF} son creados utilizando el proceso
de ia transformada fractal, en el cual la imagen de enirada es sistematicamente examinada
en busca de patrones iguales. Primero, la imagen entera es dividida en regiones llamadas
bloques de dominio. Por cada blogue de dominio, se selecciona otra Tegion en la imagen
que s¢ aproxime al dominio. denominada biogue de range. Los bloques de rango son
frecuentemente mas grandes que los blogues de dominio y pueden ser rotados o reflejados
pata buscar una aproximacion mayor al dominio.

La ubicacién del bloque de rango v los datos necesarios para transformarlo en el
bloque de dominio son la tnica informacién almacenada en el archivo FIF. Por lo tanto, la
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imagen es almacenada en términos de si misma v de sus propiedades fractales en lugar de
almacenar la informacién de cada pixel. Debido a esto. se requiere de menor cantidad de
bytes v las imagenes expresadas como archivos FIF siempre conducirdn a una compresion.

Cuando una imagen fractal es codificada hacia un archivo basado en pixeles, hacia
la pantajla de un monitor o hacia una Impresora, su independencia de resolucion le permite
poder ser mostrada en un amplio rango de resoluciones, tanto mas pequefia como mas
grande respecto a la imagen original basada en pixeles.

{Jna vez mosirada ia imagen, pueden hacérsele acercamientos ¥ entonces se crearan
nuevos detalles a partir de propiedades fractales de dicha imagen. Al hacer un acercamiento
fractal. este permite ver ampliaciones de alta calidad en la imagen. que no tiene apariencia
escalonada (pixelizacion) la cual se asocia con técnicas de duplicade e interpolacidn de
pixeles, utilizadas er: owos tipos de formatos de imagen. al aplicarles una ampliacion.

Transformada fractal

Las imdgenes del mundo real contienen informacion redundamte. Por gjempio. ia
textura de la corteza de un tronce de un 4rbol esté compuesta de patrones que se repiten.
Por supuesto. que la corteza en alguna parte del drbol no es exactamente igual a la coreza
en otras partes del drbol De cualquier forma, si se copia una seccidn pequeda de una
imagen de Ia corteza del 4rbol. v ésta ¢s rolada. alargada, v reposicionada. ésta seccion
puede parecerse a otras secciones de fa corteza.

Al proceso de rotar. alargar v mover se le llama transformacidn afin. Cualguier
transformacién afin puede expresarse en términos matematicos con poca cantidad de
nimeros, a esta expresion matemadtica se le denomina transformada afin. Estos niimeros son
coeficientes que estan meorperados en una ecuacién dada estandarizada.

Por ejemplo, regresando al ejemplo de la corteza del arbol™ todo 1o que se requiere
para generar la textura de dicha corteza 2s un modeio matematico de dicha textura. que
consiste en un conjunto de wransformaciones afines que puedan recrear la imagen del
mundo real de la corteza del arbol.

Durante un proceso de codificacion, la imagen de entrada es dividida en éareas
dencminadas dominios.

Los dominios son las unidades de la imagen que estan representadas en un archivo
FIF. Dichos dominios deben cubrir completamente la imagen. Si no es posible almacenar
un blogque de dominio con la cantidad dessada de precision y detalle. se procede a dividir el
bloque en dominics mas pequefios

Por cada dominio. se busca otra area de la imagen. [lamada rango. Unrango =suna
parte de la imagen a la cual se e aplica una transformada afin para aproximaria al dominio

Se- comparan los pixeies del rango recosntrudo v el dominio, y se comprueba la
correlacidn entre los valores de intensidad de los pixeles de estos dos bloques. Se repite la
prueba para muchos de los rangos probables hasta encontrar un mejor rango. Entonces se
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calcula la transformada afin que realice la transformacidn desde el bloque de rango hasta el
blogue de dominio.

En el archive FIF, por cada dominio de la imagen de entrada. se almacena una
transformacidn que se caracteriza por contener una ubicacion, tamafio, orientacidén del
bloque de rango, ademas de los datos necesarios para transformar el rango a la imagen del
dominio. Es importante notar que no existe referencia sobre algin entramado de pixeles de
la imagen de entrada, en dichos datos Es por ello que se establece que el archivo FIF es de
resolucion independiente.

Utilizacidn de fractales para la compresion

Compresién es el proceso de reducir el tamafio de la informacién, con minima o sin
pérdida de esta misma informacién. La compresién ahorra tiempo de transmisién y espacio
de almacenamiento A la conversién de informacidn de imdgenes de mapas de bits hacia el
formato FIF, se le puede [lamar compresmn va que la codificacién fractal. de hecho,
reduce el tamafio del archivo.

Los archivos de imagenes a color pueden ser muy grandes en tamafio. Para muchas
aplicaciones, es ficil generar una imagen que también sca grande y que quepa
completamente en disco flexible de alta densidad. Aungue el espacio de almacenamiento
paulatinamente va siendo cada vez mas barato, y los discos duros de capacidad cada vez
mayor, el tratar de conservar espacio se convierte en una tarea diaria.

Actualmente, la popularidad de los CT-ROM ro ha eliminado la necesidad de la
compresion de archivos. De hecho, probablemente esto hace que la compresion sea mas
importante. E}! eporme crecimiento de la multimedia es un factor importante del
crecimiento de la informacion.

Los desarrolladeres de estos productos quieren ser capaces de almacenar cientos de
bytes de sonido, imagenes fijas, secuencias de video, etc., en un simple CD-ROM. La unica
forma en que puede realizarse esto. es a través de la compresion fractal.

Todas las técnicas de compresion se agrupan en dos categorfas basicas: lossy y
lossless 1a compresion Lossless es aguella donde no existe pérdida de informacién durante
“el proceso de compresion v por tanto, la informacién original puede ser exactamente
recuperada, bajo el proceso de descompresién Este tipo de compresion se uulize para
archivos en los cuales cualquier pedida de informacion podria provocar que esta no pueda
ser 1til, por ejemplo los archivos de texto. hojas de céleulo y tratamiento de imdgenes en
medicina. Las técnicas de compresién de datos de tipo lossless genera una razén de
compresion promedio de 3:1

La compresién Lossy. es aguella en donde existe pérdida de datos en el proceso de
compresion y estos no pueden recuperarse bajo el proceso de descompresion. Las tecnicas
Lossy se aplican principalmente para imagenes. Los archivos de imdgenes contienen datos
redundantes que pueden ser eliminados sin afectar la integridad visual de la imagen. En
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muchos cases. la informacion de la imagen descompactada puede dar la apariencia de que
ha sido compactada mediante alguna técnica de compresion de tipo Lossless. v a esto se le
puede referir como compresidn de apariencia Lossless. Las razones o properciones de
compresion de tipo Lossy varian encrmemente y son un tfactor para la calidad de imagen.
velocidad de compresidn v tamafio del archivo.

La compresién fractal es del tipo Lossy. sin embargo a menudo este método (de
apariciencia Lossless) puede producir proporciones de compresidn de hasta 100.1.
dependiendo de la imagen.

Compresién estandar vs Compresion fractal

Uno de los métodos de compresion tipo lossv més generalizado. utilizado hoy en dia
es el JPEG (Joint Photographic Experts Group). Grupo de Expertos de la Unidn
Fotografica. El JPEG describe las formas de almacenar imédgenes de un mapa de bits de
color o escala de grises. en hase a un nimero pequefio de bites de informacion.

Para lograr altas proporciones de compresion con JPEG. la calidad de la imagen de
los archivos Jescompactados se reduce de forma significativa. con respecio a la imagen
original. JPEG trabaja al descartar la informacidn que visualmente es irrelevante en una
imagen . o al almacenar sélo una fraccion de la informacion total en cualquier seceidn dada.
En archivos mds pequefios. la informacién se prerde ¥ permanece un menor detaile de la
imagen. Por razones de compresion todavia mayores. esto conduce a un cuadriculado o
pixeteado de la imagen.

Dado que las imdgenes fraciales no estan basadas en piveles. 2sts oftecen una
mayor reproduccién de la imagen original a cualquier resclucién. asegurando la mayor
calidead de la 1mmagen en cualqiier aplicacién. desde unz base de datos hasa una
enciclopedia en multimedia Dada la naturaleza de la wansformada fractal. la informacién
que se pierde como resultado de fa codificacion fractal es la informacion que es
visualmente menos importante. tal como detalles en finas textras. La extensidn de los
datos perdidos puede ser controfado en el proceso de lz transformada fractal. No coma en
otros formatos gque compactan ia informacion de la imagen. la codificacion fractal permite
un minime de artificios sobre la imagen.

Una imagen fractal es una fraccion del amafio de su contraparte basada en prxeles
(aproxirmadamiente una centésima parte). sin embargo contiene una gran calidad de la
magen. Por ejemple. un archivo de mapa de bits o tipo TARGA de 921 KB de tamafio
suede ser comvertida a una imagen de tpo FIF que requiera de solo 10 Kb para su
atmacenamiento. De esta mansrta un nimero zproximado de 100 imdgenes de alta calidad
puede guardarse en w1 selo disco flexible En tanic que con las tecnologias mas
competitivas, solo se podrian almacenar alrededor de 23 imAgenes de la misma calidad en
un mismo disco flexible
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[.as imagenes fractales son Je resolucion independiente. esto significa que cstas
pucden ser visualizadas a resoluciones @anto mayores Como menores. que lu imagen
original Las imagenes basadas en piveies no son de resvlucidn independiente € ualguier
mtento de 1isualizar estas imagenes basadas en piveles. a latas reseluciones podria resultar
en una apartencia cuadriculada o de blogues. asoctada con una duplicacion de preeles a la
apariencia suavizada debida 2 la interpolacion realizada sobre la imagen,
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“Ti crees en un Dios que juega a los dados, y yo en las leves y el
orden absolutos en un mundo gue objetrvamente exisie y al que, de
manera alocadamente especulativa, estoy tratando de capturar. Lo
creo firmemente, pero espero que alguien descubra un modo mds
realistar o, mas bien, una base mds tangible de la que me a tocado en
suerte realizar. Ni siquiera el gran éxito wmcial de la teoria cudntrca
me hace creer en el juego fundamental de los dados, aunque soy
consciente de que fus colegas mds jovenes milerpretan esto como un
signo de senilidad.”

Cuarta de A. Einstein a Max Born.

El caos tiene muchas lecciones que ensefiarnos. Su principal mensaje es uno de caracter
general “No te precipites en tus conclusiones™ Los fendmenos irregulares no requieren de
ecuaciones complicadas o ecuaciones en términoes aleatorios explicitos

Este mensaje funciona en ambas direcciones

Primero. incluso si eres 16 bastante afortunado e inteligente como para inventar
buenas ecuaciones, puedes encontrar problemas a la hora de entender el sistema que ellas
simulan Aunque las ecuaciones sean muy simples, el comportamiento del sistema no tiene
poraue serlo El que algo sea complejo depende de las preguntas que hagas y del punto de
vista que adoptes

¥ segurdo, un fendmeno que parezca complicado puede no serlo en realidad. Puede
estar gobernado por un modelo simple, pero cadtico Ahora nos estamos adentrande en el
caos det disefio: el uso de la experiencia con los casos tipicos de la dindmica para construir
modelos admisibles ’

A veces funciona. Los latidos del corazén y quizas los giros de Hiperién son
ejemplos, en los cuales lo hace Tras un contacto con el caos, entendemos mejor el
problema fisico.

Pero, a vetes no funciona No se han dado muestras de que exista ninguna evidencia
de que la dinamica cactica pueda mejorar la calidad de las predicciones meteorologicas Su
principal contribucidn hasta la fecha es el sugerirnos gue estamos haciendo una pregunta
sin sentido. Predicciones con unos cuantos dias de adelanto, quizds una semana, €so €s
posible. ,Un mes? No hay ninguna esperanza,

En el analisis numérico surge un problema con el caos el modo de calcular de las
computadoras. Pensemos en el problema de como dibujar el atractor de Lorenz La forma
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normal de hacerlo, es resolviendo las ecuaciones de Lorenz numéricamente y dibujando los
resultados en la pantalla. ,Qué puede haber mas facil que eso? Pero se trata de un atractor
cadtico, por ello estamos tratando de dibujarlo. En un atractor cadtico, se tiene una
dependencia muy sensibic a las condiciones iniciales Los pequefios errores se magnifican
rapidamente. Lo que sabemos acerca del atractor de Lorenz es gque nuesirz solucidn
aproximada de la ecuacién diferencial no es tal

En varias ocasicnes nos hemos encontrado con una curiosa caracteristica de la
dindmica cadtica’ el mismo problema gjecutado en computadoras de diferentes marcas
conduce 2 resultados diferentes. Existe un articulo clentifico que resuelve numericamente
un sistema cadtico en dos supercomputadoras de marcas diferentes con una precisidn de
unas cincuenta ciffas decimales. Debido a que las computadoras poseen diferentes sistemas
operativos. Los calculos numéricos son realizados de forme diferente, y enseguida
comienzan a producir resultados totalmente diferentes. Si estuvieran calculando el tiempo,
entonces uno predeciria una ola de calor y el otro una ventisca. Si creiamos que Ias
computadoras eran infalibles, hay que pensario de nuevo.

A pesar de esto, si cien personas dibujaran el atractor de Lorenz con cien
computadoras de marcas diferentes, todos veriamos basicamente la misma forma.

En cierto sentido se trata de la misma cuesiion anterior Si creemos que estamos
resolviendo el problema de los valores iniciales de la ecuacion de Lorenz, con las
condiciones numéricas evactas que le damos a la computadora, entonces nos estamos
engafiando Pero si creemos que estamos dibujando una trayectoria sobre €l entonces
estamos en &l camino adecuado. Los erroras pequefios que separan a nuestro punto del
atractor decrecen répidamente Tal como lo indica la palzbra “atractor’. Sélo los errores en
el atractor son los que divergen

Se trata de una teoria que parece que funciona Pero no es, en modo alguno, unl
razonazmento cerrado Existen algunos teoremas que parecen justificarlz matematicamente.
Uno de ellos nos dice, en lineas generales, que 1o que uno dibuja es una trayectoria de una
ecuacidn diferencial, o algo muy préximo a una; simplemente ocurre que no es la
trayectoria que t: crees que estas dibujando. Pero existen dificultades de interpretacién que
arrojan dudas sobre si dichos teoremas dicen lo que la gente normalmente cree que dicen

Las dificultades anteriores también han forzado a revisar la idea convencional de los
test éxperimentales. Convencionzlmente se empieza con la teoria, se realiza ciertas
predicciones y se lleva a cabo un experimento para comprobarlas Si éste no las contradice,
se dice que se han verificado las predicciones y se supone que la teoria es correcta.

Para infundir comviccion um experimento debe ser repetible Si dos cientificos
realizan un experimento en dos laboratorios diferentes, deberian de obiener los mismos
resultados. Evidentemente, cualquier efecte que pudiera variar los resultados ha de tererse
en cuenta y paulatinamente ser eliminado Hace mas calor en Bombay que en Mosai; si la
temperatura influye, el cientifico hindi: deberia hacer su experimento er un frigorifico y el
ruso deberia encender la calefaccion
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Pero una trayector:a caotica. a partir de una condicion inicial dada. es un
experimento irepetible Es en verdad una prediccion no repetible, como el ejemplo de las
dos supercomputadoras dejo claro Uno podria argumentar que en una marca de
compusadoras el experimento es repetible Pero laboratorios diferentes deberian de poder
usar, desde luego. equipos diferentes

Asi. el caos nos dice incluso que si nuestra teoria es determumsta ne todas sus
predicciones conducen a experimentos repetibles Seclo aquellas que son estables. bajo
cambios pequefios de las condiciones iniciales, son buenas candidatas para un test Por
ejemplo. la topologia del atractor o su dimension fractal

Eilo significa que pedemos comprobar si. por ejempio, un modelo caéiico de la
turbulencia describe exactamente la forma de comportarse de un fluido, ¢onsiderado como
un todo, pero no podemos comprobar st una particula dada esta obedeciendo realmente a
las ecuaciones dinamicas de Navier y Stokes No directamente. algunos detalles de esta
teoria estan mas alla de posibles test practicos

La teonia del caos es un buen acercamiento para entender muchos fendmenes, que
parecian no tener explicacion. pero para muchos otros parece no funcionar No podemos
predecir hacia donde va la clencia, tal vez existan fenomenos que nunca podamos
comprobar Lo unico gue podemos decir con certeza es que en la clencia “nada esta dicho
aun
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