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Resumen

En esta tesis estudiamos la superconductividad como una condensacién
de Bose-Einstein, CBE de pares de electrones cuando el acoplamiento entre
ellos es finito. Partiendo del supuesto que la superconductividad consiste
en una condensacién Bose-Einstein de particulas bosénicas o parones {pares
de Cooper con momento total o de centro de masa AK # 0), derivamos
expresiones explicitas en dos y tres dimensiones para temperaturas criticas, T,
que resultan relativamente altas. Para ello se obtienen expresiones generales
para la relacién de dispersién de los parones, la cual resulta lineal y con
pendiente que depende de la constante de acoplamiento, A, y el cociente de
las temperaturas de Debye y Fermi, 9p/Tr.

Se comienza con el modelo BCS en ausencia de campos magnéticos y
al calcular la energia interna del estado base se reelabora la interpretacitn
de Davydov que ve al estado superconductor como una mezcla ideal (sin
interaccién) de un gas ideal de bosones y uno de fermiones, sin importar
la magnitud del acoplamiento en los pares ni su extensién. La expresion
para el corrimiento en la energia de condensacién a T' = 0 del estado super-
conductor respecto al normal, resulta ser igual a la energia total de un gas
ideal de parones, cada uno con energia de amarre Aq. Con el modelo de un
gas ideal de cuasiparticulas fermionicas lamadas bogolones, en cuya relacién
de dispersién se incluye el gap BCS de excitacién minima, se obtienen las
expresiones para la entropfa S(T') y la energfa interna U(T') de un supercon-
ductor. En base a éstas se obtienen expresiones para los calores espectficos
electronicos, Cy (T, y se calcula la magnitud del salto en T en el calor espe-
cifico, ACy = 1.3796~T., donde 7 es la constante de Buler. Estos resultados
se reconstruyen en el esquema de superconductividad como una CBE y se
comparan con las propiedades calculadas con la teorfa BCS tales como las
expresiones para temperaturas criticas, funciones termodindmicas y salto en
el calor especifico. Las predicciones segiin CBE para T, con A = 1/2 estén:
en 2D, en el intervalo de 163 a 1629 K si utilizamos T = 10° & 10* K; en
3D, T, ~ 612.94 — $129.4 X si utilizamos T = 10! a 10° K. La prediccién
correspondiente de BCS para A = 1/2 es de T, =2 46 K, con 8p = 300 K,
que es el llamado limite de la barrera fondnica.
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Capitulo 1

Introduccion

Es bien conocido que a bajas temperaturas muchos materiales pueden pasar
hacia un nuevo estado de la materia en el cual las corrientes eléctricas Auyen
indefinidamente sin resistencia alguna, o bien se observan flujos de dtomos
en ausencia de viscosidad en el medio.

Estas super-propiedades se han tratado de explicar como consecuencias
de 1a ecuacién de Schrodinger para muchos cuerpos [1]. Para los superfluidos
no existe una, teoria microscépica al menos tan satisfactoria como la BCS [15]
gue existe para el estado superconductor. Ambos sistemas estdn caracteri-
zados por transiciones de fase hacia estados con un ordenamiento especial,
que permite la aparicién de las super-propiedades, no obstante la substan-
cia permanece fluida (en el caso de los superconductores el fluido es un gas
de electrones). Ambos fenémencs son manifestaciones a nivel macroscépico
de las leyes de mecdnica cudntica y en cada caso la estadistica térmica de
las partfculas, ya sea Fermi-Dirac o Bose-Einstein, juega un papel crucial.
Tanto la superfluidez como la superconductividad son fenémenos que han
sido relacionados con el estudio de sistemas de bosones. Ya en 1964, London
[2] conjeturaba que la discontinuidad en el calor especifico para los super-
conductores era independiente del gap y sélo podfa ser explicada como una
condensacion Bose-Einstein (CBE). La reciente obtencién (3] de condensados
Bose-Einstein en nubes de dtomos alcalinos, asf como el Nobel de 1996 por
el descubrimiento de fases superfluidas en He* Hquido [4], han hecho crecer
alin més el interés en este fenémeno.

La conductividad perfecta fue la primera propiedad observada por K.
Onnes en 1911, en Mercurio, y es ain la propiedad en la que estdn basadas
muchas de las aplicaciones presentes y potenciales de los superconductores




tales como lineas de transmision de altas corrientes o electroimanes con cam-
pos magnéticos muy intensos. La expulsion de campos magnéticos del inte-
rior del superconductor [5], conocida como diamagnetismo perfecto, es otra
caracterfstica basica de los superconductores. La reversibilidad de este pro-
ceso implica que el estado superconductor puede ser destruido por un campo
magnético critico. La existencia de corrientes persistentes en anillos super-
conductores! [6] y la cuantizacién de flujo magnético {7] son otros ejemplos
del comportamiento magnético de los superconductores.

Una propiedad térmica distintiva de los superconductores es que la tran-
sicién de fase es de segundo orden en ausencia de campos magnéticos 8]
Esto implica que no hay calor latente y el calor especifico presenta una dis-
continyidad en T = T.

Por iiltimo, aunque las propiedades cristalograficas de los superconducto-
ves son idénticas para la fase normal y Ia superconductora, estudios detallados
de muestras isotdpicamente puras muestran que la red idnica juega un papel
importante en la superconductividad; la temperatura de transicién varia )]
en funcién de la masa iénica M como

T ox M~172,

Este resultado explica la importancia de la interaccién atractiva electrdn-
fonén como mecanismo de la formacién de pares en la teorfa BCS.

Pero es sin duda el descubrimiento de los superconductores cupratos de
altas tempertauras lo que ha generado un gran interés en ias teorfas de super-
conductividad. En 1986 G. Bednorz y K. A. Muller [10} de los laboratorios
de IBM en Suiza hallaron evidencia de superconductividad a T~30 K en
cerdmicas de LaBaCuO, y posteriormente en bases Lay_;5,:CuQy a T~38
K. En 1987 Wu y Chu [11] hallaron en Y;Ba;Cu3Oy.., temperaturas criticas
de 92 K. En el aiio 1988, a base de Bismuto y Talio, temperaturas de 110
[12] ¥ 125 K {13]. M4s recientemente, en 1993 [14], a base de Mercurio 2
altas presiones, se han obtenido temperaturas de 133 K. Grandes familias
de aleaciones superconductoras estdn basadas en sistemas de este tipo. Esto
demuestra que el esfuerzo experimental por obtener materiales con tempe-
raturas criticas altas seguramente no va a disminuir y con suerte podemos
esperar la aparicién de superconductores a temperatura ambiente.

Esta tesis presenta los resultados de la aplicacién de la idea de que el
mecanismo de la superconductividad es una condensacion de Bose-Einstein

1]. File y R.G. Mills, hallaron tiempos de vida media del orden de 10° aios.
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(CBE) de los pares excitados de electrones, cuyo mecanismo de formacion
sigue siendo la interaceién BCS. Como aportacién principal y novedosa a la
teoria CBE, se introduce en las ecuaciones para temperaturas criticas la de-
pendencia con la intensidad del acoplamiento entre los electrones que forman
los pares de Cooper excitados. Ademds se reconstruyen las funciones termo-
din4micas importantes {energfa interna, entropia) para el gas ideal cudntico
de electrones en ausencia de campos magnéticos, para derivar de ellas el
salto en €l calor especifico en la transicién superconductora. Para este pro-
pésito primeramente se hace uso de la teorfa tradicional BCS, se presentan
las expresiones para estas funciones y se las resuelve numéricamente para su
posterior graficacién. Después se compara con el esquema que involucra a la
CBE en superconductividad para el mismo propésito.

En el Capitulo 2 se presenta la teorfa BCS con el mecanismo de interac-
cién fondnica para la formacién de pares y la aparicién de una brecha de
energfa minima de excitacién como ingredientes fundamentales. Se obtienen
expresiones para energias internas en el estade base y se calculan su dife-
rencia para el estado normal y superconductor. Se desarrollan expresiones
explicitas para la entropia S(T) y la energfa interna U(T') y se grafican; estas
gréficas son escasamente halladas en cursos bdsicaos de superconductividad.
A partir de ellas se obtienen los calores especificos Cv{T'), que también se
grafican y se caleula el salto en el calor especifico que ocurre en la tempera-
tura critica, T,. Los resultados concuerdan con los predichos por BCS. Con
lo anterior se confirma que desde el punto de vista termodindmico ocurre una
transicion de fase’de segundo orden.

En el Capitulo 3 se expone el modelo CBE. Se parte de la idea de que
la superconductividad se origina por la condensacién de un gas de partfculas
cuasi-bos6nicas sin interaccién. Este conjunto estd formado por pares liga-
dos de electrones con un momento AK del centro de masa distinto de cero,
llamados parones, ademds de los originales pares de Cooper con momento
total cero. En el limite de momentos del centro de masa pequeiios, los pares
tienen una relacién de dispersién lineal {16], en vez de cuadritica. Se obtie-
nen expresiones para las temperaturas criticas del condensado a partir de su
dependencia con el mimero de bosones en el condensado, para cualquier rela-
cién de dispersién y dimensionalidad, D. Estas temperaturas son superiores
en todos los casos estudiados a los valores correspondientes predichos por la
BCS.

En el Capitulo 4, se introduce en la relaci6n de dispersion lineal para las
partfculas bosonicas la dependencia funcional con A, la constante de acopla-
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miento de los pares, y v = fwp/EFr, la energia de los fonones caracteristicos
de 1a red relativa al nivel de Fermi. Se obtienen expresiones generales nuevas
para la relacién de dispersién de los pares y a partir de ellas, nuevas ex-
presiones para las temperaturas criticas, Tt, para una relacién de dispersién
lineal y dimensionalidad cualquiera. Las férmulas obtenidas son presentadas
y graficadas para 2D y 3D; se grafican como funcién de v en los imites de
acoplamiento débil (A = 0} y valores intermedios (A = 1/2), y como funcién
de 0 < A < 1 para valores tipicos de v (0.05 en 2D y 0.001 en 3D).

En el Capitulo 5 se evalian los resultados al comparar los modelos de
superconductividad BCS y CBE mediante las graficas de funciones termo-
dinémicas y temperaturas criticas. La prediccién tedrica en el modelo CBE
nos da la inexistencia en el salto en Cy en 2D, mientras que en 3D se obtiene
un salto del orden correcto. Finalmente se dan las predicciones basadas en
CBE para 7, en 2D y 3D.

En el Apéndice A se obtiene la expresion de entropfa para un gas cudntico
de fermiones en términos de su funcién de distribucidn.




Capitulo 2
Superconductividad BCS

2.1 BCS y pares de Cooper

La parte medular de la teoria BCS habla de la existencia de pares de Cooper
cuyo mecanismo de formacién es la interaccién atractiva electrén-fonén. El
modelo se refiere a aquellos electrones del superconductor con energfas cer-
canas a Er, la energia de Fermi. El sélido superconductor se aproxima por
un fluido de electrones mds los iones puntuales en la red. Sélo al tomar en
cuenta el movimiento de los jones que forman la red, es posible obtener los
términos que dan origen a la superconductividad. Estos términos fonénicos,
debidos a 1a vibracién de la red, son los mismos que se consideran al estudiar
la elasticidad del s6lido. Se supone que la presencia de un electrén en el me-
dio dominado por un ion da origen a una polarizacién capaz de atraer a otro
electrén hacia él. Si el efecto neto entre los términos de atraccién fonénica
y la repulsién coulombiana de los electrones da como resultado una fuerza
atractiva, sin importar qué tan débil pueda ser ésta, hay posibilidad de que
se formen pares de partfculas, y por tanto, la aparicién de la superconducti-
vidad.

La posibilidad de formacién de pares se explica debido a que el mar de
Fermi de los electrones de conducci6n es inestable ante la formacién de los
mismos. Originalmente, a tempeartura cero, todos los estados de momento
k < kp estdn ocupados. Una vez que los pares comienzan a formarse los nue-
vos estados hacia los cuales son dispersados los electrones (k — ') tendran
k' > kp. Este proceso tiende a incrementar la energfa cinética del sistema
y por lo tanto lo vuelve inestable. Sin embargo, este incremento en energia



cinética es compensado por la aparicién de la fuerza atractiva, dando lugar
a una energia de amarre, Ag, necesaria para la formacién del par. Esta ener-
gia. aparece como eigenvalor de la ecuacién de Schrédinger para un par de
electrones que interaccionan sobre et mar de Fermi via la interaccién BCS.

Debido a la inestabilidad del sistema ante la formacién de pares, podemos
esperar que dichos pares continuen formdndose hasta que se alcance un punto
de equilibrio en el mar de Fermi. Cuando esto sucede, el estado del sistema
habrd cambiado tanto que la energia de enlace para la formacién de nuevos
pares se va a cero.

A=1/2

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
T/Te

Figura 2.1: El gap BCS de energfa de excitacién minima como funcién de T'/Te, para
un valor de acoplamiento A = 1/2. Estrictamente hablando, esta curva sélo es vilida en el
limite T == T,.

En la teoria BCS, los pares de Cooper estdn formados por electrones con
momentos y espines opuestos, (k T, —k ]), de modo que el momento del
centro de masa del par, AKX = 0. En una capa alrededor de la superficie
de Fermi del orden de la energia de Debye, el nimero de electrones con
K = 0 que estan posibilitados para intercambiar fonones es maximo [15]. Sin
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embargo existen ademds pares excitados con K # 0, cuyo comportamiento
es distinto al de un par libre [16], como se verd mds adelnte.

2.2 La energia de condensacién a T = 0

Para encontrar la energia de condensacién o del estado base del superconduc-
tor se usa el método variacional. Se propone primero una funcién de onda
para este estado y luego se calcula el valor esperado del hamiltoniano, que
deberd minimizarse.

En 1a teoria de Landau sobre el mar de Fermi, la interaccion entre electro-
nes, crea y dispersa particulas sobre la superficie del mar de Fermi y hoyos
por debajo de ella. El espacio fase disponible para estos eventos esta res-
tringido por el principio de exclusién de Pauli de modo que hay excitaciones
que se vuelven extremadamente estables cerca de la superficie de Fermi y se
convierten en cuasiparticulas llamadas bogolones. Estas excitaciones elemen-
tales se comportan como si no hubiera ninguna otra interaccién entre cllas,
formando un gas ideal.

Consideremos {15] el sistema de cuasiparticulas (bogolones’) con energfas
de excitacién.

E, = (g + A0, (2.1)
donde &, = ¢ — Er representa la energia cinética de la partfcula referida al
mar de Fermi y A, es un gap de energia o excitacién minima.

En [15] la aproximacién utilizada por BCS para el potencial de interaceion
entre las particulas es

_J -V si (€l & < Awp
Vie = { 0 en otro £aso. (2:2)

En el estado base la funcién de onda del sistema es

[Wa) =Y (e + veciply)
k

donde cxs ¥y cl, representan los operadores de aniquilacidn y creacion, res-
pectivamente, de un estado con momento k y espin o; vy, ux SON, respectiva-
mente, las amplitudes de probabilidad de que un estado esté ocupado o no
lo esté.

1Bogoliubov [17], usando operadores de ascenso-descenso, desarrolls las transformacio-
nes que diagonalizan el hamiltoniano de este sistema y describen a estas cuasiparticulas.
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Partimos con un hamiltoniano que omite los términos que involucran a
electrones no apareados y aquellos apareados con K # 0, pero que, presumi-
blemente, incluye a aquellos términos decisivos para la superconductividad.
Este es el llamado hamiltoniano reducido o de apareamiento

H= Z €xny + Z VHCZIC’_HC—uCn,
ko Kt

donde el ntimero total de particulas es N = Y_, ni. Para el estado base
BCS, calculamos el valor esperado de la energfa usando, como anticiparnos,
el método variacional, es decir

8(Ug| H = pNop |¥g) = 0. {2.3)

Para regular el valor promedio del mimero total de particulas, se incluye el
término pN,,, donde  es el potencial quimico y Ny, = (N}, es el operador de
nimero de partfculas. La inclusion del término —pN,, es matemdticamente
equivalente a fijar el cero de la energfa cinética en el valor 1 (o bien Ep).
Manipulando formalmente las dos expresiones anteriores se puede ver que el
primer término, correspondiente a la energfa cinética, queda

(el Y &nil¥a) =2 &Il (2.4)
k k .

y el término de interaccion
(V) = Z Vk;ukv;u,'v,. (2.5)
ki

Basado en los resultados de BCS {15], se tiene la siguiente ecuacién para la
energia de excitacién minima Ay

1 1 1 1 Z 1
—== Y — ==Y (2.6)
VIR E I G

Sabemos que v y ux deben cumplir la condicién de normalizacion fugf? +

lug]® = 1. Tomamos de {17] los coeficientes Bogoliubov-Valatin para las am-
plitudes de probabilidad vg ¥ ux que cumplen con esta condicién

1
ul = %(H%‘;):l—ui (2.8)




con las cuales quedan completamente especificados tanto |¥¢) como la ener-
gia del estado base

_ &\ _ A

(VG| H = o [96) = ) (Ek BTV

k

Ahora, el estado normal para T = 0 corresponde a tomar A = 0; £y = €]
para los estados con k < kr ¥ By = €, para aquellos con k > kp. De modo
que el valor esperado para este estado queda

(Yl H — pNop [ U6, = — 3 206l =2 &

k<kp k<kp

Escribamos los valores esperados simplemente como (Up), i $, n indicando
los estados superconductor y normal. La diferencia entre las energfas internas
del estado base superconductor y normal, queda determinada por

o & AW
(o),"(u}n—kz S -3 “Gte v
>kp k<kp
de donde, usando la simetrfa de los estados k respecto al nivel de Fermi:
Uy, = _Gy_a
(UO).; (Uo)n =2 Z (gk Ek V "
k>kp

Ahora, cambiando la suma sobre llos estados & por una integracién sobre £,
y recordando que By = (€° + 42)7 obtenemos {17]

(Vo) — (Ush, = 9(Er) (hwop)? |1~ 1+(-ﬁ§;) L9

En la ecuacién anterior, g{Er) es la densidad de estados en el nivel de
Fermi y hemos usado que foh“"’ dé/E = senh™! (fwp/A) y la identidad
ln|z + va? + 2%| =senh™’ (z/a). Podemos escribir (18] (2.9) de otra ma-
nera, haciendo uso de la expresién BCS para A = hwp/senh(1/A), donde
A = g(Er)V es la constante del acoplamiento electrén-fonén

(Uo), — (Vo) = —9lEr)hwp [iﬁ“’—”] : (2.10)

g2ld 1

TUsamos 3, — g(Er) J df, la cual es exacta en 2D y g(¢) ~ g{Er) en la franja de
interaccién fonénica para 1D y 3D.




Usando de {20] que el nimero de pares a temperatura cero, Npo{0), con
momento lineal cero, es g(Er)hiwp, siempre y cuando hwp <€ Er, y que la
energia de amarre del par (nétese que es distinta al gap de energia BCS)
puede expresarse como Ag = 2fwp/(e** — 1), se puede escribir la Ec. (2.10)
como

{Uo), — (o) = —Npple. (2.11)

Es decir, la diferencia de energfas para el estado base es simplemente la ener-
gia total del gas ideal de bosones con energias de amarre A, pare cualquier
valor de acoplamiento ). Esta es una propiedad sorprendente de la teoria
BCS para T = 0, que nos inducea pensar que el estado base superconduc-
tor consiste precisamente en una mezcla binaria de un gas ideal de bosones
(pares de Cooper) y otro gas ideal de fermiones, sin acoplar.

La imagen de un gas ideal parén-fermién complementa la interpretacion
comuin de los estados excitados BCS como un gas ideal de las excitaciones
fermidnicas Hamadas “bogolones”, como se ha mencionado aqui, teniendo en
cuenta que esta iltima interpretacion es vilida dnicamente en el iimite de
acoplamiento débil. De la ecuacién (2.11) podemos llegar [20] a la expresion
para acoplamiento débil, haciendo A — 0

{Uo), — {Uo), N —%Q(Ep) [Zﬁwne—l/,\}? (2.12)
o bien 1
(o}, — (Uo}o 2 —§Q(EF)L\2- (2.13)

Al pasar de (2.12) a (2.13) de nuevo aparece A, el gap de excitacién mfnima
para los bogolones.

2.3 Entropia

Los bogolones que intervienen en la formacién de pares obedecen la funcién
de distribucién de Fermi, f(Ei) = fi = (1 + ¢°F)~1, donde T es la tempe-
ratura absoluta y B = 1/kpT, con kg la constante de Boltzmann. Para estos
bogolones E; > A. La entropfa (ver Apéndice A), S(T), puede obtenerse
para el gas ideal de bogolones en funcion de fi :

§=-2p 3 (01— f)In(l - fi) + filn (fi)]. (2.14)
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Para T > T. Ex = |€| v, usando la simetria respecto al nivel de Fermi,
tenemos

L
S. = —dkpg(Er) [o dt [P (£) +In F(€)]
= —4kBg(EF)[IIn+I2n]v
donde
R i
L., = d B¢
: fo £BE5 F (£)
2 hinsd M'D
= % %+ﬂﬁwoln(1+eﬁ"“'ﬂ +m=1 eﬁ }
y

L, = fompdfln(1+eﬁf)_]-
; 1[ﬁ+§(;e_”“.“_°£}.

5112 m?

m=1
De modo que

2 [ phup™
Snz—tikBQ(EF)l %—4—22( c D) +ﬁﬁwpln(l+eﬁh“"’)

E m=1 m2
(2.15)
En unidades kgT. para la energia®, tenemos
5. (T/Te} _ 1 ( b0
mA ool 1
SEIRET +22 +bvln(1+e Y|, (216)

donde b = T./T, y v = lwp/kpT. son variables adimensionales. Al usar de
[1], [15] Ja expresion BCS para la temperatura critica

267
T26% = —:_—Gpe'”“ ~1.130pe™

3podriamos usar igualmente unidades 7T, como en [21], con lo que tendrfamos un
factor adicional 3/72 en las expresiones.
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donde Bp es la temperatura de Debye, se tiene 7 = (1/1.13)e'/?,

ENTROPIA BCS

a
o

[»+]

S/9Erke?Te

0 05 1 16 2
T/Te

Figura 2.2: La entropfa § a partir del modelo BCS en unidades g{ Er)k3 T, de acuerdo
con las Ecs. (2.16) y (2.18), para los estado normal y superconductor.

Ahora, para T < T,
huwp
S, = —2k59(Ex) / [BELeP f(Ex) +n £(Ex)] dé,
—hwp

con Ex = (£2 + A2)Y/2. Cambiando la variable de integracién por £

a 1 1 1
- 2 BE
8, = 41cgg(E,.n)[5 dE [,BE ¢ (1-1—&53) +Eln(1+eBE)] RO
2.17)
donde hemos usado d€ = EdE/¢, y H = (Kw} + A)V/2 En unidades kgT.

S, (T/T B ol cousf 1 . ( 1 ) 1
g(Er)k3T. 4[5 dE|bEe T+2E) " Eln 1t e ) | (B2 — An)2’
(2.18)
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con E = EfkgT., H = H/kgT. y A = A/kgT. como variables adimensiona-
les. Al usar de [21] la aproximacién

A= AﬂeiT(l — /T2 & Dgl.764(1 — T/TL)?

con m/e = 1.764, Ap = 1.74kgT,, y (2.16), podemos expresar A = 3.06(1 —
T/T.)'/?, y por consiguiente H = (3% + A?) Y2 La integral (2.18) no puede
ser resuelta analiticamente para dar una expresion explicita de S(T) en el
estado superconductor. Usando para el estado normal (2.16) y, mediante
integracién numérica de (2.18) para el estado superconductor, se obtiene la
Fig. 2.2. En ella podemos apreciar como la entropia del sistema disminuye
més rdpidamente en el estado superconductor, por debajo de T, indicando
que €l sistema se halla en un estado de ordenamiente mayor.

2.4 Energfa Interna

Para tratar con estados excitados, T # 0, en vez de usar métodos variacio-
nales usaremos el hamiltoniano (llamado modelo) que considera una super-
posicién de estados para muchos cuerpos considerando a los pares, ocupados
o no, como unidades. Un operador como ¢_i(cky puede tener valores de ex-
pectacion distintos de cero, contrario a lo que sucederia en un metal normal;
debido al alto mimero de particulas involucradas, las fluctuaciones alrededor
de estos valores de expectacién serdn pequenias. Con esta aproximacién, el
hamiltoniano de apareamiento se verd modificado y de hecho ya no conserva
el niimero de particulas, a menocs que se asigne una fase fija al valor promedio
de dichos operadores. La transformacién que diagonaliza a este hamiltoniano
estd dada [17] por
Chr = UV + VRV

* x *
Cr) = "~V Yor T UkVik

que son los operadores con los que se crean o destruyen pares; nik, = Cg ;Cras
es el promedio de partfculas con espin ¢ para cada estado k, de modo que
Nyrom = 3z Tk o~ El hamiltoniano modelo puede escribirse [21]

Hu = Y anwo+ 3 &l = [uef®) (Waivor — Yiwrae) =
k k

- Z Vieerurtrtpte (1 — YorYox — TixV1e) (1= YourYorr — Vi e}
Y
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donde se observa que el nuevo cperador g, hace decrecer el momento del
sistema en k y 7y, lo aumenta en la misma cantidad. El ntimero de ocupacion

€5 YLV
La energia interna, U (T), se calcula como el promedio térmico de Hyy,
es decir

UT) = {&(chrom +eiyon) + 9 Exllul® = loel’) (vovan + Yieme)
k

~ > i (1=~ Yo — Vv A,
k

donde

Ay = Z Virweve (1= %0eYo0r — YikT1e) -
k

Ahora, (Yo Yor + Mk Yie) = 2k ¥ {1 = YauYor — Vix Vi) = 1 — 2k, de modo
que

UT) = D 26 I’ + &l = Jue*)2 e

—UrVg (1 - ka) Ak]

Usando de nuevo de [17] el resultado de que |ux]’ = 1 —|w|* = 11+ /E)
v urte = A f/2F, tenemos [18]

() =S 6= -2£0) (B 35 ) (219

En el estado normal, T' > T, Ay = 0y By = || ; podemos escribir

UT) = olBe) [ dele — J¢] tanh(Bic) /2]

it

20(2r) | " d [€ - £ranh(BE/2)), (2.20)

donde hemos usado la simetrfa de la integral respecto al nivel de Fermi y el
hecho de que 1 — 2f, = tanh(5¢,/2). Con £ en unidades de kg7, tenemos

UnAT/T.)

WEn)ETE —2/ dg [€ — £ tanh(b¢/2)] . (2.21)
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Integrando,

UAT/T. 21 72 e _ 5
W=EE ui’b?——ﬁ——zz( mﬁ} —2bpIn 1 +€e®]]. (2.22)

ENERGIA INTERNA BCS

8
o B
o
2 4
w2
&
> 9

21

-4

0] 0.5 1 15 5
T/

Figura 2.3: La energia interna U para T # 0 en unidades g{ Ep)k%T2, como funcion
de T/T. de acuerdo con las Ecs. (2.22) y (2.24), para los estadlos normal y superconductor.

En el miembro de la derecha, el primero es una constante que representa
a U,{0), al sustituir numéricamente &; el sepundo es proporcional a T% y
da origen a la conocida expresién Cy = (0U/3T),, = +T para el estado
normal, como se demostrard en el apartado siguiente. De (2.19), para el
estado superconductor T' < T,

)=o) [ de e~ wmnnoir) (- £2))].
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que, al cambiar la variable de integracién por E,

H

2F% — A?
US(T) = 2g(Ep) dE{E - Wtanh(ﬁE/Q)i (2.23)
A
Con E en unidades de kg7
U(T/T) f eon  2B-A? .
JERRETE =2 / dE[E AN E tanh(bE/2)). (2.24)
A

Al ipual que en el caso de la entropia, la expresian (2.24) contiene una funcién
no analftica. Sin embargo, llevando a cabo la integracién numérica de ésta y
usando (2.22) para el estado normal, se puede obtener la Fig. 2.3. La Fig.
2.4 es una ampliacion de Fig. 2.3 alrededor del punto de inflexion en T = T7,.

ENERGIA INTERNA BCS

55}

4.5

35 ]

U/g(Ep)keTe)?
i =Y

25

0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3 1.4
T/Te

Figura 2.4: La energfa interna en unidades _t;r(Ep).’c%,Tc2 de acuerdo con (2.22) y (2.24).
Se puede observar claramente el punto singular en I" = I¢,, donde la derivada &s disconti-
nua.
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2.5 Calor especifico

El comportamiento del calor espectfico de un superconductor se deriva. de las
funciones termedindmicas asociadas a él y su dependencia con la temperatura
en los estados normal y superconductor. A partir de la expresién (2.14) para
la entropia se puede calcular el calor especifico a volumen constante, Cy,?
en los estados normal ¥ superconductor, usando

dS ds
CV = T—d? = —ﬁ-@
Operando sobre S(T') tenemos

afx
Cv = ~28%p Yy Exz,.
v fé) BZ )
Si pasamos esta sumatoria a una integracién sobre £ y hacemos By = J£],
tenemcs, para T > T,

Co = "2ﬁkag(EF)/ df( )6

El valor de esta integral es conocido [21]. Por encima de la temperatura criti-
ca, el calor especifico del sdlido sigue la teorfa de Debye, en la cual, la contri-
bucién debida al gas de electrones es una funcién lineal de la temperatura.

2

CulT) = 20(ER IS T, (2.25)
o bien
C, =~T
donde ¥ es la llamada constante de Euler. Para el estado superconductor
teneimos af
k £ 2 :
~apka 30 9% (574 300 (226)

donde usamos que 3f,/98 = dfk/d(ﬁE) (E + BdE/43). Llevando la suma a
integracién sobre £

et gy ﬂ BE 9
CA(T) = 2Bkag(Er) | dﬁm( +3735").
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cambiando la integracién ahora sobre E

H Joriad 1. d 1
Cur) = 48kag(Be) | dBEies (804 3950%) Gty

CALOR ESPECIFICO BCS

15

125}

Cyv/9(Erika?Te
-'"J —
o (]

. .

251
ol. |
0 0.5 1 1.5 2
T/Te

Figura 2.5: El calor especifico a volumen constante, O en unidades g(Er)k3T. vs
T/T,, de acuerdo con las Ecs. (2.25) y (2.28). Se observa precisamente en T = T; el
familiar salto en el calor especifico.

Ahora, sabemos que, por debajo de Tt, pero muy cerca, T' =T [21]

1

x TN\?
A(T) = 1.T4—ksT. (l_ﬁ) :

Por lo tanto .
AYT) = (1.74;)%%,1; (T. - T),

de donde UA? A2
e T = (3.06\KAT.T.
ﬁdﬁ TdT (3.06) )
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De modo que tenemos, finalmente

H
Cy(T) = 4kpg(Er) f dE——E-f—) (ﬁE2 +=(3. 06)2kBT) (‘ETé‘A_zj‘

(2.27)
O bien, en unidades kg7,
Co(T) /” bEeE ) , 1
—_— =2 dE————» 2b5% + (3.06 —_—. 2.28
TERE = s Ear ey @8 B0 oy GF)

Es posible obtener soluciones numéricas de esta integral como en los apar-
tados anteriores para. graficar Cy vs Ty observar la discontinuidad caracte-
ristica en T = T.. En la Fig. 2.5 graficamos ¢! calor especifico a volumen
constante, Cy, en unidades g(Ep}k%1:, como funcién de T'/T.. En ella se
observa claramente que existe una. discontinuidad en la transicién del estado
normal al superconductor, la cual discutimos a continuacién.

2.6 La discontinuidad en el calor especifico

Con la teoria BCS (para un campo magnético externo nulo) se predice la exis-
tencia de la discontinuidad o salto en los valores de calor especifico que ocurre
en la transicién superconductora (T = T,). La determinacién especifica de
ésta. se sigue partiendo de la entropfa y la energia interna.

2.6.1 Via la entropia
Partiendo de (2.26)

e 1 _d
28k 24 28—A%.
—2Bkp Z (E +38 50 )
Cerca de la temperatura critica, por encima de T,, en estado normal, con

A=0yE = o
-2t T 4
k
Si pasamos esta sumatoria a una integracién sobre §

Con = —2Bkug(Er) j de a,c,,)a
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Ahora, para T = T, en estado superconductor, £ — [{] ¥

=0 d
¢, = ~2ksa(Er) [ Ty (64 30507).

De modo que podemos escribir, para T = T, |2]]

ACy = Gy~ Ca=-28kse(Er) [ de3650%50)

dA?

—g(Er) i (2.29)

I

T=T.
Donde se usa ei hecho de que &f/0¢ es una funcién par de £. Cerca de
T., A(T) va hacia cero con una tangente vertical, siguiendo la forma de
(T - T.}/2. Este hecho implica que dA?/dT es muy grande en T = T,
pero cero por encima de ella, dando lugar a una discontinuidad de Cv en
T.. La existencia de un salto en los valores del calor especifico implica que
en el estado superconductor, para pequeiias pérdidas de calor se tienc un
enfriamiento mayor.
Como hemos visto (21], para T = T

7 THN?
por lo tanto:
AYT) = (1.745;)%2;6 (T, - T)
dA? 2,0
—_—— = — . c 2.
> oF (3.06)°kgT, {(2.30)

Sustituyendo en (2.29)
ACV = (3.06)2Q(Ep)k23T,_..

de donde
ACy (3.06)%g(Er)kET.. 143
Cn  (@n¥3)g(Er)RRT.
Finalmente, si escribimos C, == 4T
ACy = 1.43T,, (2.31)

que es un resultado conocido {21] de la BCS®.

%en [15] se tiene ALY = 1.529T,.
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2.6.2 Via la energia interna
Se tenia (2.19)

U(T)zZ[&k—(l—Ska) (Ek—%)].

k

De esta expresion se puede calcular el calor especifico, Cv = dU(T)/dT =
—B%kgdlU /df, para dar

Cy = —8%g Z2Ek§%, (2.32)
k

donde usamos al derivar el hecho de que
Vig! = S2.(1 = 2f)/Ex, es una constante en la aproximacion BCS. El
calor especifico puede ser llevado a una froma distinta

afi 1_4d
Cy =—20kp Y == | B2+ o f-=A?
v 8 sz: 3E ( + 2.3 a3 )
que es la misma. expresion (2.26), a partir de la cual se obtuvo en el apartado
anterjor [21] el salto en el calor especifico como

ACV = 1437Tc

Por otra parte, precisamente para 7 = T¢, la integracién numérica de (2.27)
da C,(T,) = 15.6394g(Er)k3T,, que, con Cn(Te) = 2% g(Er)k3T., hace po-
sible calcular el salto en el calor espectfico como

C,-C.| _ 156394 —6.5797 _
T T eomer 8
Es decir
ACy = 1.3769¢T. (2.33)

El resultado obtenido es del orden adecuado [21), [23] y podemos atribuir
la diferencia (= 0.04%) con (2.31) a la precisién en la integracién numérica
que hemos hecho y a las aproximaciones de constantes como v, 7, ete. Por
ejemplo, al integrar hemos tomado 1.74% = 3.06796 en lugar de 3.06°%.

STodos los célculos num%icos de integracion y para hallar ra fces de ecuaciones, se han
realizado con Mathematica™ 3.0.
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Capitulo 3

Condensacién Bose-Einstein y
Superconductividad

3.1 Introduccién

La teoria BCS toma en cuenta la naturaleza colectiva del apareamiento de
electrones. Para una temperatura elevada, los electrones con momento hk
ocupan estados excitados en el espacio k. Debido al principio de exclusién de
Pauli, los estados con el mismo nimero cusntico de espin no estdn posibilita-
dos para la formacién de pares. Como hemos visto, un par estd constituido
por los estados (k 1, k' |); si ¥ = —k tendremos los originales pares de
Cooper con momento del centro de masa K = 0. Por otra parte, sin dejar
de lado €l mecanismo de interaccién BCS para la formacién de pares, [?]en
el estado superconductor los pares de electrones con momento del centro de
masa, hE # 0 (pares de Cooper excitados o parones, con k' = —k + K) ,
se comportan como cuasi-bosones! con una relacién de dispersién lineal en
la superficie de Fermi; a medida que la temperatura disminuye, la brecha
de excitacién minima se hace mas grande, de manera que la formacién de
pares estimula la formacién de otros mis, aumentando asf el nimero de par-
ticulas condensadas. Andlogamente a lo que sucede en un condensado de
Bose-Einstein (CBE), todos los miembros del sistera en el estado base (es-
tado condensado) comparten una misma funcién de onda cudntica [4]. Esto

1 Aungue no cumplen con las relaciones de conmutacion de Bose, su funcion de dis-
tribucién térmica es precisamente la de BE. (S. Fujita y S. Godoy, Quantum Statistical
Theory of Superconductivity, Plenum, N.Y., 1996}, Cap. 9.
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le da al sistema propiedades de coherencia especiales con las que se explica
la nula probabilidad de que ocurra una dispersién de los pares portadores de
corriente eléctrica, causada por iones individuales de la red.

Para la formacién de un condensado se requiere de la existencia y par-
ticipacién de los bosones con momento del centro de masa, iK mayor que
cero. Una vez que se alcanza la temperatura critica, estos pares excitados se
anidardn mayoritariamente en el estado base de momento igual a cero.

3.2 Temperatura critica

Consideremos [24] un gas ideal de bosones con una relacién de dispersién

general
ex = c;k*, donde s > 0. (3.1)

Para bosones ordinarios de masa m™, en el vacio, s =2 y ¢, = R2/2m*.
La densidad de bosones en d dimensiones se define como ng = Ng/L?,
donde
Np=Ngg(T)+ Y [Plwed — 117, (3.2)
k#0

es el mimero total de particulas (bosones), el cual se conserva. En esta ex-
presién, uy < 0 es el potencial quimico, A = 1/kgT, con kg la constante
de Boltzmann. En vista de que la distribucién de Bose-Einstein es sumada
sobre todos los estados & del sistema, Npp (T} representa el mimerc de bo-
sones con momento cero, condensados, existentes a la temperatura T. Para
temperaturas por encima de Te, Nggo (T) es despreciable comparada con Np.
Justamente en T = T, Npo(T) = 0. En el estado superconductor, con T
por debajo de T., esta cantidad llega a ser comparable con Ng. Por dltimo,
Npo (0} = Np.

La sumatoria en el espacio k en (3.2), en el limite de alta densidad, puede
ser llevada a una integracion

Ng = Npo(T) + /0 " ak [eflexmne) — 1]*1 g(k) (3.3)

donde g(k) es la densidad de estados por unidad de ntimero de onda®. La

Zen general se tendrd g{k) = (5";)'! %}?j—;"}%{— , 22
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evaluacion de (3.3) involucra las llamadas integrales de Bose {22, p. 506):

oo

1 o0 z°7! Z
FE“)"/ e =32 — (). (34)

z7ler — 1

fil

9o (2)

En la expresion anterior { (o) es la funcién Zeta de Riemann de orden 0. La
identificacién g,(1) = ¢ (¢) es vdlida para todao > 1. Sig < 1, g,(1) — oo.
Mss adelante, al hacer uso de esta integral para calcular la temperatura
critica, identificaremos o con dfs, de modo que los resultados obtenidos serdn
validos s6lo para d > s.

Cuando la temperatura disminuye por debajo del valor critico T;, y el
nimero Npo(T') comienza a ser comparable con Np, al mismo tiempo pg = 0;
introduciendo Ia fugacidad z = ef##, tenemos z ~ 1. De acuerdo con (3.4)

(24]
oo 1 B s
gs(l) = 21: s { C_(,déj‘)’ iﬁs 2 i (3.5)

La fraccion del condensado para0 < T < T, en d dimensiones es Ngo{T)/Ngg (0).
Como Np = Npo(T) + Np>o(T) y Ng = Npp(0), podemos escribir?

NB U(T) 4.1 8 -1 f kd~1
OO~ |2 iT(d —_— 3.
vy =1 [ 4T (d/2) nB] /0 dk i (3.6)
Al evaluar ésta en términos de las integrales de Bose, se obtiene
Npo(T) doi g -1 T (d/s) gays (1)
i L =1~ 2772 (d/2)n —_ 3.7
g =1 | (@/2)na] - — oo (3.7)

Como esta expresion debe hacerse cero para T = T, obtenemos una simple
ecuacién algebraica para la temperatura critica, la cnal da la ecuacion general

para T, [25] j
o[ senirEn) i
Te= ks [27;*1/2[‘ (d/s) gass (l)nB} ) (38)
La forma explicita de (3.7} para T finiia es
NB.D(T) o /= -1, ¢ -1 F(dls) Gd/s (1)
v = ! 7 [zd LriT (d/2) nﬁ] AT (3.9)

3E1 dnico polo de {{r) es o = 1.
11 conversién ¥, — (%)d 2wd/2 T (d/2) | k*~dk es usada comunmente en mecdnica
estadistica en el limite de alta densidad de estados ver [22], p. 159.
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sustituyendo {3.8), se obtiene [25] la fraccién del condensado como

NpolT) _. (T ot
= (T) . (3.10)

De acuerdo con {3.5) y {3.8), toda d < s implica 7. = 0. Esto implica
que la condensacion BE a una temperatura crftica T, # 0, no es posible
para un sistema d-dimensional con bosones con relacién de dispersién s , s
d < s.Obsérvese entonces que los cupratos, con tempertauras criticas hasta
de 120K, son sistemas bidimensionales para los cuales no es posible obtener
T, # 0 con la relacién de dispersién cuadratica usual, & = A%k*/2m*. Para
gue haya une condensacidn BE, el movimiento de los pares de Cooper en el
superconductor deben ser descrito con una relacion de dispersién lineal.

Por tanto, si consideramos una relacion de dispersién lineal para estos
cuasi-bosones (3.1) queda

Er =01 K y
atn més, con ¢; = a(d)hvp,
[ a(d)prK, (311)

donde vp es la velocidad de Fermi y los coeficientes a(l) = 1,a(2) = 2/,
a(3) = 1/2, para 1D, 2D y 3D, respectivamente. Tle modo que la férmula
(3.8) para T, en el caso lineal (s = 1), se reduce a [24]

d 1/d
ald) ﬁvp[ (2m)'T (d/2) } (312)

=% |27 (d)ga() ?

y de aqui que se tenga una temperatura critica de CBE para toda d > 1.

3.3 Energia Interna
La energia interna de un gas ideal de bosones es {25]

UEAT) = 3 e [elesa) —1] 7,
k

la cual a su vez puede ser escrita®

27l'd/2 L d o0 dickd+s—1
o _ e | = ————
U T) = 573 (%) c,-/o T (3.13)

3ver nota 2
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donde hemos hecho uso de {3.1). Introduciendo la variable # = Fc.k® pode-
mos hacer uso de (3.4) para obtener

2042 ( LN“T(d/s+1) garer1(2) _ 1 Gagsra(2)
o =By . (3.14)
I'(d/2) \2= sef® g B+

donde se ha definido el coeficiente By.
Con los célculos hechos en la seccién anterior para el mimero total de
particulas, Ng puede ser escrita de la manera siguiente

-,,-d/? d dfs
Ns = NsolT) + oo () 2 (5) Tle/snccaps)

U(L4, T} =

De aqui podemos ver que

Np = Npo(T) + 33,,9“”(2). (3.15)

g
Para T = T,, Npo(T.) =0y 2 = 1, de modo que la anterior queda

Ba _ _dfs_ (3.16)

Nep* — (ldfs)’

de modo que podemos eliminar By de (3.14) para obtener una expresion
vélida para todas las temperaturas (25]

U(LST) _dganle) (TN
NgksT s ({d/s) (Tc) ' (3:17)

Ahora, para el estado superconductor (por debajo de Te), u =0y z =1 por

lo que
U(I4T) _ dgannn()) (TN
NeksT s ((d/s) ’

Te

o bien

4 dfs+1

GUAT) _ dsupal) (7Y @18
NpkpT. s ¢(d/s} \1I.

Por otra parte, en el estado normal Npgo(T) en (3.15) es despreciable y

¢(4/s) = 9a1s(2) (%)dﬁ ,
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donde se usa (3.16). De modo que [25]

Un(L4TY ggd/au(z) (?_) (3.19)

NBkBTc - S gd/,(z) T,_-

ENERGIA INTERNA BEC

10 — —

U/NgkeTe
-8 [#)]

Figura 3.1: Energfa interna U vs T'/T. en el modelo CBE, a partir de (3.18) y (3.19)
para d/s = 3/1 (curva gruesa); d/s = 2/1 (curva punteada); d/s = 3/2 (discontinua).
Solamente en el primer caso se observa un punto criticoen T =T, # 0.

3.4 Entropia

Partiendo de la definicién termodindmica de la energfa libre de Gibbs para
un sistema de N particulas idénticas en d-dimensiones,

G=Npg=U+PL*-TS,

en donde la presion, P, puede eliminarse utilizando la relacién




vélida en el limite no relativista, tenemos [25]

S _ U Hp

ENTROPIA BEC

S/Npks

Figura 3.2: Entropia § vs T/T. a partir de (3.22) y (3.23) para dfs = 3/1 (curva
gruesa); d/s = 2/1 (curva punteada); d/s = 3/2 (discontinua). Al igual que en la energla
interna, solamente en el primer caso se observa un punte critico en T =T, # 0.

Podemos eliminar asimismo U/ usando (3.17) para obtener

s Gass+1(2) (T 4 g
—_= === 1= 3.21
e~V \n) T B
expresion vélida para toda T. Para el estado superconductor, (3.21) queda
(25]
S, gazer(1) T)“”
= — .22
Nk, = D e \T (522
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y para el estado normal tenemos {25]

Sn _ gd/a+l(z)(T 4> fp
N = @s )R () - (3.23)

3.5 Calor especifico

A partir de la Ec. (3.14), y haciendo uso de las integrales de Bose, el calor
espectfico, Cy (T') = 8U/AT, estd dado por [25]

(d/s+ l)ﬁfjjasgd/sﬂ(z) " f;/:;(j)l g.;_] . (3.24)

Para el estado superconductor, T < T, el tltimo término es despreciable, de
modo que

Cy =By

(d/s + 1) kpgasenr(1) _ NE (d/s)(d/s + 1) gass1(1) _T_:)dh_

C,=B
‘ B ? ¢(d]s) T.
(3.25)
No obstante, para hallar la expresién en el estado normal, diferenciaremos
primero
a _ gd/,_l(z) 0z
'ﬁgd/a(z) = 2 3T

para obtener
10z _ —(d/s)gas(1) (T)"‘”*
20T gars—1(z)  \Te '

que, al sustituir en {3.24) nos lleva a

(d/s) (dfs+ 1) gujs+1(2)  (d/5)°gass(2)
gd/s(z) Qd/s-l(z) ] (3.268)

Cn:NkB

Como puede observarse en la Fig.3.3, con el modelo CBE el comportamiento
de Cy para el estado normal no corresponde a los hechos experimentaies (23},
donde Cy vs T es una funcién lineal y creciente, como se muestra en la Fig.
9.5, Para tener un condensado, se ha supuesto la existencia de parones por
encima de 7., pero para la representacion correcta de Cy en el estado normal,
serd necesario considerar la contribucién de los electrones no apareados, cuya
funcién de distribucién térmica es Fermi-Dirac. Al usar el modelo CBE
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hacemos énfasis la presencia del condensado el estado superconductor y en la
magnitud calculada del salto en Cy, que ocurre en las cercanias de T;, como
expondremos en seguida.

CALOR ESPECIFICO BEC

10

Cy/Ngkg

Figura 3.3: Calor especifico Cy vs T/T. a partir de (3.23) ¥ {3.26) para dfs = 3/1
{curva gruesa); d/s = 2/1 (curva punteada); d/s = 3/2 (discontinua). En el primer caso

se aprecia claramente la discontinuidad o saltode Cy en T =T,

3.5.1 Salto en el calor especifico
Para T & T,, (3.24) y (3.25) quedan como

Co(T7)  d(d/s+ 1) garsan(1)
Nkg s ((d/s) 20

CuT2) _ /9 (@3 + Dgyen() _ (@5l g0
NEs {@rs) gora(D
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Con las expresiones anteriores, el salto en el calor espécifico serfa [25]

CTy) = CulTH) _ (8/5) 001} (3.29)

NkB Gdfs—1 (1)

Ahora, como gays(1) — oo para d/s < 1. La Ec. (3.28) muestra que no habrd
discontinuidad o salto en el calor especifico mientras d/s < 2. El estudio de
los tres casos, dfs = 3/1,3/2y 2/1, para los cuales es posible CBE con ;. # 0,
muestra que s6lo en el primero hay posibilidad de la existencia del salto. El
uso de la relacién de dispersion lineal para los parones nos asegura un salto en
Cy de los superconductores parecido al observado experimentalmente, como
se ilustra en la Fig. 3.3.
Para un sistema de parones con d/s = 3/1, usando (3.28) es posible
calcular la magnitud del salto
ColTs) - Cu(T)

ACy = —==£

S = 1.555. (3.30)

Fste resultado ests dentro del orden de los valores experimentales [1], {23}.
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Capitulo 4

Acoplamiento entre electrones

4.1 Relacién de dispersién de los pares

La ecuacién de eigenvalores de Cooper [26] para un par de fermiones aco-
plados a través de la interacién BCS sobre una superficie de Fermi esférica,

€8
1=VY [2e - (Bx — RK*/4m")] ™", (4.1)
k

donde Ex = 2Ep — Ax es la energia total del par. Si la energfa de amarre,
Ag, es positiva, se diré que el par estard ligado. En caso contrario se espera
simplemente Ex = 2Eg.

Para un material bidimensional (d = 2), tras convertir la suma en una
integracién,! la ecuacion de Cooper (4.1) se lleva a [24]

4 /2 La(x,0) ) -1
1=—/ dqtaf dgf[A,‘+2(1+u)n —2+2§] (4.2)
T Jo L)
donde g (Ep) = L?*m” /2nh? es la densidad de en 2D; € = k/kr; x = K/2(k}+
k232 A, = Ag/Er y de nuevo v = hwp/Er = ©p/Tr. Los imites de in-
tegracién en (4.2) son las funciones [, (x, ¢) = [1 +v — k(1 + v)sin® ¢ Y
k(1+ ) cos gyl (x, ) = [1 — k2 (1 + »)sin® ¢] V2 k(1 + )2 cos ¢. Es-
ta funciones denotan las condiciones sobre k; y k2 en el espacio k para que
exista la interaccién BCS atractiva entre los fermiones. Una vez obtenida esta

tusando ¥, — (L/2m)* [2n%/2/T (d/2) f dkk*~]
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ecuacién integral se la resuelve respecto a Ay para obtener la aproximacién
lineal [24]
2 (1 +v)'? 4 &2/ )
AKK——}JAU_-T;_WETJFK-FO(K),
donde Ag es la energfa de amarre del par con K = 0. Si identificamos la
funcién adimensional

1+v)2 + e
= EIEe 43

tendremos 9
Age E——B Ay — ;r-fz (A,V) hvp K + O (Kg) ,

donde ésta a su vez puede ser reescrita para obtener la relacién de dispersién

del par .
Ex = Ao AT }-:6 %fg (,\,u) ﬁ’UpK. (44)
f4(A) BEC 2D (v=0.05)
1.3} | | ‘
1.25

121

f2(A, v=0.05)
&

1.1
1.05 }
1L : L . . .
0 0.2 04 06 0.8 1
A

Figura 4.1: Graficamos f» (A, v) vs A para v = 0.05. Se puede observar que conforme
X aumenta f; aumenta, conduciéndonos a temperaturas criticas maycres.
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En el limite de acoplamiento débil fo (A, v) 73 1, para dar

2
Ex = A() - AK [:6 ;ﬁUFK. (4.5)

fsd) BEC 3D (v =0.001)

1.25

1.2

1.1

f4(A, 0.001)

1.05 ]

0 0.2 0.4 06 0.8 1
A

Figura 4.2: Graficamos f3 (A, v) vs A para » = 0.001. Se puede observar cémo f3 se
aproxima a la unidad para acoplamiento débil.

Para el caso tridimensional, con a (3) = 1/2, y de manera andloga a la
anterior, la ecuacién de Cooper (4.1) toma la forma

a5,

n/
1:2,\/ 2d¢sin¢ d£§2[Au+2(1+u)n2—2+2§2]_1, (4.6)
0

li(=.8)
de donde se obtiene la aproximacion lineal [24]
A A V31 — ve—2% (26""/" +ve ¥ ¢ 1)
s A —
T e v(In A +1nB) + vin AB + 2e2/*V/1 — ve~?*

1
_— K 4+ O (K?),
eA 411+ vE (&%)
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aqui, A = vt = V1w e modo que, en este caso
1--pe=2/* 11—/ 1-we—2/2
podemos interpretar
s (). ) 2e4/A /1___ ve-ix (2e~2/)« +ye ¥ 4+ 1) 1
V)=
s e u(ln A+ 1nB) + vIn AB + 2e2/*v/1 — pe=2/?4 A1 —1+4v
(4.7)
¥ poner .
Ay IZ—-:JAO - Efa (/\,V) hvp K +O(K2) .
fy(A, v) BEC 2D A =1/2
0.001 0.002 0.005 0.01 0.02 0.05 01
10382 | ‘ |
1.038 t
N
o 10378
:l-é'
<~ 10376 |
1.0374
0.001 0.002 0.005 0.01 0.02 0.05 0.1

©p/Te

Figura 4.3: Funcion de acoplaiento finito fa (A=1/2,v) vs v = Op/Tr, a partir de
la Ec. {4.3).

Por lo tanto

1 1
Ex = AO - AK K_—-E) §f3 ()t, U) h,UpK ;3 Eﬁ.’UFK, (4.8)
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va que, en el limite para acoplamiento débil® fa (X, 1) 4 1, de modo que

1
Ex = AQ - AK K_—rE] Eh’UFK. (49)

Por ultimo, tomemos [a relacién de dispersidn lineal (3.11), e introduzcamos
en ella una dependencia en A, la constante de acoplamiento del par, y v =
hwp/Ep, escribiendo lo siguiente

cs = fa(Mv)a(d) hup. {4.10)

De donde tenemos la relacién de dispersién lineal dependiente del acopla-

miento A
ex = fa (M v)a(d) fvpk, (4.11)

donde vp es la velocidad de Fermi.

f4, v) BEC 3D

0.001 0.002 0005 0.01 002 0.05 0.1

1.025 ¢
11

0.975 1

1/2, v)

0.95 |

fa(d

0.925 |
0.9
0.875

P

0.001 0.002 0.005 o001 0.02 0.05 0.1
Oo/TF

Figura 4.4: Puncién de acoplaiento finito fa{A =1/2,v) vs & = Op/TF, a partir de
la Ec. {4.6).

INétese que limﬂ v =142 pued 1.
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4.2 Temperaturas criticas

Para obtener las temperaturas criticas para un gas de parones con una rela-
cién de dispersién lineal, como funcién del acoplamiento finito J, introduz-
camos {4.11) en la formula (3.12) para la T; en el caso lineal (s = 1)

T = fe (N a(d) hvp [ (2m)" T (d/2) )HBJ]/d- (4.12)

kg 27420 (d) ga (1

. T.A) BEC 2D (v =0.05)

Figura 4.5: Temperatura critica Te vs A. El valor v = 0.05 es caracterfstico para los
superconductores en 2D. Cuando el acoplamiento se vuelve mds fuerte, la temperatura
critica aumenta razonablemente.

En d dimensiones el nimero total de fermiones es N = 2%, 6 (kr — &),
donde © (z) es la funcion escalén de Heaviside. De modo que®, la densidad

3ver nota 1
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de fermiones, n, queda [27]

N k2.
Id T 24247427 (df2) (4.13)

n

Por otra parte, el mimero total de bosones o pares de Cooper que se forman
aT = 0 con el modelo de interaccién BCS, es justamente g (Er) fwp, donde
g{Ey) es la densidad de estados en el nivel de Fermi. En general?

) = _£ dd“k_ m U7 pdgaf2-1
9€=\2m) & \omh) T(d/2)

T.v) BEC 2D

0.001 0.002 0.005 0.0 0.02 0.05 0.1
016 — — — ; y
0.14
0.12
01
u.
£, 0.08
|_
0.06
Datos de
004 | Uemura et al.
Cupratos 2D
002t ]
0.001 0.002 0.005 0.01 0.02 0.05 6.1
Op/Tr

Figura 4.6: Temperatura critica CBE a partir de (4.15) para el limite de acoplamiento
debil (A = 0) y medio (A = 1/2). En el rectdngulo se indica la regidn de los valores
experimentales {29}. La curva inferior muestra la prediccion BCS para acoplamiento A =
1/2.

1En [22], p-501, se calcula el volimen de la esfera d-dimensional Vy(k) = 7#/2k%/T'(1 +
d/2), y de ahi, introduciendo e{k} = #2k2/2m*, calculamos g{e) en la red periddica, .
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Si todos los fermiones estuviesen apareados ng/n = 1/2. Sin embargo,
como ng = Npp{0)/L¢ = g{Er) fwp/L?, obtenemos, con la ya definida
V= ﬁwD/EF,

ng/n = dhwp/4Er = vdf4,
la cual es una fraccién mucho menor que 1/2 puesto que tipicamente hwp <<
Ep (v < 1). Usando esto ultimo y (4.13) la densidad de hosones serd

_ vk
"B = 9dndliT (d)2)

T.() BEC 3D (v =0.001)

(4.14)

0.075
0.0725 [
0.07 |

0.0675 [

Te/Te

0.085 i
0.0625 |

0.06 |

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
A

Figura 4.7: Temperatura eritica T, vs A en 3D; el valor v = 0.001 es caracterfstico

para superconductores tridimensionales.
De modo que podemos escribir

fa(hv) o (d) upke [ v } 1d _
kp 2r' (d) ¢ (d)

T =

_ 2f4(Mv)a(d) Bp { y ]Ild
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o bien T e
e v

= 2fs (X v)a(d) [—————QP R (d)] (4.15)

(4.15) es, en general, la nueve forma que toma la expresién (3.12), del

capitulo anterior, para cualquier dimensién d, del sistema, al introducir la

dependencia en el acoplamiento A. Recordemos que a (1) =1, a(2) = 2wy

a(3) = 1/2. En la Fig. 4.5 graficamos T./Tr como funcién de A para 2D y
v =0.05.

Ty BEC 3D

0.001 0002 0005 001 002 0.05 0.1
0.25r P
0.2

[F
%
= 0.15
01!
0.001 0002 0005 001 002 005 0.1

v=8p/TF

Figura 4.8: Temperatura critica CBE vs ©p/Tr en 3D a partir de (4.16), para el
limite de acoplamiento débil (A = 0) y A = 1/2 Se aprecia un punto v a partir del cual
las temperaturas cr {ticas son menores para un acoplamiento finito que para A = 0.

Caso bidimensional
Introduciendo f (A, ») de (4.3) explicitamente en (4.14),

T. _ 40 + 1) 4 e

1/2
Te T e [21‘ (2)¢ (2)]
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4B+,

T, (4.16)

ya que {(2) = 7%/6 y ['(2) = 1. Las temperaturas criticas se grafican para
v = 0.05, un valor caracteristico para superconductores bidimensionales, con
0 < XA < 1. Con los valores de A = 1/2 y el limite de acoplamiento débil
A =0, en la Fig. 4.6 s¢ grafica T./Tr para 0 < v < 0.1. Estos resultados se
comparan a su vez con el resultado BCS [1] Te = 1.130pe1/* con A = 1/2.

Ts(v) BEC 3D
QD001 0002 0005 001 002 0.05 0.1

014 |
0.12
01¢
0.08 !}
0.06

Tc/T F

0.04 |
0.02y

BCS _//

0.001 0.002 0.005 0.01 0.02 G.05 0.1
v =0p/Te

Figura 4.9: T./Tr vs ©p/Tr en 3D en el modelo CBE a partir de (4.16). En compa-
racién, la curva inferior muestra la prediccién BCS [1], [15].

Caso tridimensional

Introduciendo f3 (%, v) de (4.7) explicitamente en (4.14), se obtiene

L )

Tr [51_“73!;_—((3_)] ) ’
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o bien,

T, B 94/ X, 1 — pe-2/> (28-2/)\ + pe—2f + 1) 1
Tr e?p(In A +1n B) + vIn AB + 2e¥3/1 — ve=2/ e¥/* +1 -Vitv
1/3
v
. 417
[21“ 3¢ (3)] (4.17)

Donde ¢ (3) = 1.202, I'(3) = 2, y A, B han sido definidas anteriormente al
obtener la aproximacion lineal de (4.6).

En la Fig. 4.7 se grafican las temperaturas criticas para v = 0.001, un
valor caracteristico para superconductores tridimensionales, en el rango de
acoplamiento 0 < A < 1. Aproximadamente desde valores A > 04, T,
aumenta de manera considerable. Con los valores de A = 1/2 y el limite de
acoplamiento débil A = 0 se grafica igualmente T, para 0 < v < 0.1 enla
Fig. 4.8.

42




Capitulo 5
Discusion

5.1 Interpretaciones de la superconductividad

A partir de los resultados obtenidos en el primer apartado del Capftulo 2,
donde se obtiene el corrimiento en la energfa interna de “condensacion” del
estado base, se concluye que es posible ver a este estado del superconduc-
tor como una mezcla ideal {sin interaccién) de gases ideales de fermiones y
bosones. Si bien este resultado no es enteramente nuevo, hallado ya en (19,
20], hay que resaltar la importancia de esta propiedad de la teoria BCS pa-
ra el entendimiento de la fase superconductora. La Ec. (2.11) muestra que
el corrimiento en la energia para ¢l estado base no es mds que una super-
posicién de Npgo(0) pares excitados o parones con energias de amarre Ag.
Este resultado, valido para cualquier acoplarniento X, nos sugiere el desarro-
llo posterior de la BCS, generalizindola, al incluir los pares con K #£0, que
al comportarse, como cuasi-bosones pueden sufrir una CBE. Irénicamente,
tanto (2.10) como (2.13) se hallan en [15], pero na se habla de la posibilidad
de una CBE en superconductividad, como ya lo habfa conjeturado London
en {2]. Més axin, la importancia del hecho de que el corrimiento no dependa
del acoplamiento A reside en que en el limite de acoplamiento débil, los pares
se superponen, mientras que para el limite de acoplamiento infinito, los pares
son puntuales. Estos dos extremos corresponden a las interpretaciones BCS
y CBE, respectivamente.
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5.2 Calores Especificos

Aunque 1o ha sido posible dar funciones explicitas para el estado supercon-
ductor para U(T) y S{T) las figuras obtenidas en el Capitulo Il son escasas
en la literatura a excepcién de [21]. En cuanto a la comparacion de las fun-
ciones termodinamicas U(T), S(T) y Cv(T) con los modelos BCS y CBE,
tenemos que observar, por una parte, que la dimensionalidad no juega nin-
gin papel en la teoria BCS; los resultados y predicciones obtenidos en el
segundo capitulo son equivalentes para cualquier dimensién mayor que Cero.
En CBE, &l calculo del salto ACy refuerza la idea de considerar una relacién
de dispersién lineal para los parones del condensado; al menos en 3D, donde
la teoria lo predice. El valor ACy/C,, obtenido en (3.29) es del orden de los
valores experimentales citados en [25] para superconductores elementales en
3D, donde con ACy/C, = (1 + Ca/ACy) = 0.609; se obtiene un porcentaje
de error (en promedio 5.31%) menor en todos los casos al correspondiente a
la prediccién del modelo BCS, para el gas idea! de bogolones. Usando (3.29),
en base al modelo CBE, tenemos ACy /C, = 0.609, y error en promedio de
5.98%: como se aprecia los errores son muy similares a los que se mencionan
de [25]. En BCS ACy/C, = 0.588 y el error en promedio para los mismos
materiales citados en (25] es de 7.5%. Al usar (2.33), obtenida siguiendo el
modelo BCS, obtenemos ACY/C, = 0.579, dando porcentajes de error ma-
yores ain. Por lo tanto llegamos a idéntica conclusién que en [25 para el
sistema CBE comparado con BCS; es decir, el error promedio es menor en
todos los casos usando el modelo CBE que usando Ja BCS. Con lo anterior
se reivindica la conjetura hecha por London en 1964, ya mencionada, sobre
la explicacion del salto en Cy como una CBE.

La prediccién tedrica de la CBE en 2D nos lleva a la inexistencia del salto
en ¢l calor especifico, contradiciendo a los hechos experimentales, aun para
una relacién de dispersion lineal. Esto hard tomar con cuidado la generali-
zacién de BCS que hemos hecho, pero de ninguna manera descartarla, pues
ademds se tienen resultados interesantes en cuanto a los valores altos del
pardmetro T.. Las férmulas que se obtienen para T. se derivan precisamente
del modelo de CBE en un gas ideal de parones.
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Temperatura 2D 3D

ertica, T B K <Tp <10 K 10° K <Tp S1°K
EEE(;] 15607 K < T. < 1569.74 K | 59248 K < T, < 5924.81 K
CBE

A= 1/2 162806 K < T. < 162896 K | 61294 K < T, < 6129.4 K
BCS T.< 46K {No hay dependencia

A=1/2 con B <30DK en la dimensionalidad) |

Tabla 5.1: Predicciones para temperaturas criticas en 2D y 3b

5.3 Temperaturas criticas

Como se ha explicado, con una relacion de dispersion lineal para los parones
es posible una T, #£ 0 para todad > 1, un resultado que puede tener relevan-
cia para el estudio de los superconductores organicos {1 + ¢} dimensionales
(cadenas paralelas de dtomos), como las sales de Bechgaard; superconducto-
res (2 + ¢) dimensionales organicos (ET) y cupratos de alta T, y tridimensio-
nales como son los fulleruros alcalinotérreos [28]. Una relacién de dispersion
cuadratica da T > 0 solo para d > 2.

La temperatura critica es un pardmetro fundamental de la superconduc-
tividad. En general, los valores T./Tr obtenidos a partir de este mode-
lo son relativamente altos, incluso para A — 0. En 2D, con v = .05,
T./Tr s 0.15697; en 3D, con v = 0.001, T./Tr P 0.05925, perc no es

cero {v < 1}, como sucederfa con una relacién de dispersion cuadritica. Am-
bos lfmites, como era de esperarse, estdn de acuerdo con {24], donde no hay
dependencia en X. Si se comparan los valores T,/ Tr obtenidos en el Capftulo
IV para A # 0, de nuevo con los obtenidos en [24], observamos que, en 2D
hay un ligero aumento de los primeros, sin mayor acercamiento a los valores
experimentales [29] de los cupratos (2+¢) dimensionales; en 3D, T, disminuye
para v > 0.018. En [29] 0.01 S T./Tr < 0.06 “para todos los ex6ticos en 2D
y 3D.

Cuando ) varfa més alld de cero (Fig. 4.3), los valores de T./TF en 2D
permanecen estables aproximadamente en 0<A<€0%enl<A<1la
variacién es de 0.05. Para 3D (Fig. 4.7) el comportamiento es mucho més
estable: en el rango 0 < A < 1, la variacion de T./Tr es de 0.01.

El efecto de introducir el acoplamiento finito (en aproximacion lineal, i.e.,
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K « 1) es pequefio. Como puede apreciarse en las Figs. 4.6 y 4.8, las curvas
para A =0y A = 1/2, en 2D y 3D, respectivamente, se mantienen muy cerca
una de la otra. ’

En 2D, la curva correspendiente a A = 0, correspondiente a [24], se man-
tiene siempre por debajo de A = 1/2; es decir, T./Tr es mayor con AF#EO
porque fo{X, v = const.) = 1,y fa(A, v} - 1, como se ilustra en las Figuras
41y4.3.

En 3D, T./Tr con A = 0 [24], es menor que Te/Tr con A = 1/2 hesta
un valor v; = 0.018, donde fa(}, 1) = 1; ésto se observa en la Fig. 4.8. A
partir de este valor, para un valor dado de acoplamiento se reduce T, pues
f3(A v = 1) < 1, como puede observarse en las figuras 4.4 y 4.8. Para
valores distintos de A obtendremos la correspondiente ;.

En la Tabla 5.1 presentamos nuestra prediccién para T, en 2D y 3D, con
A =1/2y A =0,y la prediccién correspondiente de BCS con » = 1/2. Como
se mencionaba arriba, para las predicciones correspondientes a los mismos
rangos de Ty coinciden con los valores de [25). En ambos casos, T;,/TF tiene
valores sustancialmente més altos que los predichos por BCS.

5.4 Conclusion

El modelo CBE de superconductividad predice temperaturas criticas verda-
deramente altas. Hemos confirmado lo anterior con nuestros resultados ob-
tenidos a partir de las nuevas expresiones CBE para 7., una vez introducida
la dependencia en el acoplamiento de los electrones; las temperaturas am-
biente est4n de hecho incluidas en el rango de predicciones para 2D e incluso
por debajo del correspondiente a 3D. Un modelo deseable de alta T, deberd
incluir tanto a los materiales conocidos hasta ahora como aquellos buscados
de temperaturas criticas ambiente. Podemos sugerir algunos refinamientos
al modelo CBE, con los que esperamos predicciones de T menores que las
nuestras, a saber: si a) se reduce np, usando expresiones distintas a {4.12}, al
considerar en lugar de las superficies de Fermi totalmente esféricas otras mds
realistas, como las hiperbélicas [25]; b} se considera una interaccion entre
los parones, los cuales en el presente modelo CBE forman un gas ideal y ¢)
consideramos interacciones entre los parones y fermiones desacoplados en el
mar de Fermi.

Por dltimo, al desarrollar las teorfas microscépicas BCS y CBE hemos
hallado similaridades en el comportamiento de U(T), S(T) y el cdlculo del
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salto en el calor especifico (los resultados con ambos modelos son del mismo
orden). Esto nos leva a sugerir que los modelos Fermi-Dirac y Bose-Einstein
pueden o pudieran ser dos facetas distintas de una teoria subyacente para
upa descripeién completa del fenémeno de la superconductividad, en la que
deberdn considerarse tanto las propiedades de sistemas de fermiones, intro-
duciendo nuevas interacciones (en los limites mesoscdpicos de muchas par-
ticluas), como las propiedades de condensacion, dimensionalidad y linealidad
de la relacién de dispersién de los sistemas de bosones.
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Apéndice A

Entropfa para un gas ideal
cuiantico de fermiones

Partimos® de la expresién de entropfa, S, para un gas ideal de fermiones

S:kB [l—ﬁ%—ab%] lnEl(N,T,p), (Al)

donde @ = B, la actividad, 8 = 1/kgT, y (N, T, ) = T (1 + e>PEx)
es la funcion de particién del ensemble. ¥ = Y, 7y es el nimero total de

particulas.
Para hallar = observemos que para el operador de densidad, pg,

e(pN—H)ﬁ = pGE‘ (N! T': #) ) (A‘z)

donde H = Y. 5%k2/2m,, es el hamiltoniano del sistema.
La ecuacién de valores propios para el hamiltoniano es

Hi{n})=>_eam{n}) = E({n})|{n}),
donde {n} es el nimero de ocupacién. De modo que en (A.2)
eWN-HB | 1n)y = N -EUnINE | (n}) | (A.3)

Ahora, Z esta dado por la traza
TR {e(ﬂN—H)ﬁ} .

IS Fujita, Statistical and Thermal Physics, (R. E. Krieger, Malabar, Fl,, 1986)
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sumando los elementos de la diagonal sobre todos los estados posibles {n}.

Regresando a (A.3)
SBN-EUnIB _ BT, s-cne = [T, Ple—eudnn

por lo tanto
B(N,T,p) =y TP,

Para el sistema de bogolones el nimero de ocupacién {n} es el doble que
para. una distribucién de electrones. Un estade (% 7, ¥ |) no puede ser
ocupado por un solo electrén; o bien, un electrén puede ocupar ya sea el

estado k T o el & [, pero no ambos. De modo que {n} =0, 2y
Z(N, T, p) = IgetPemesine,

Por otra parte, el mimero promedio de particulas,

d d
Ny = — InZ = —— In{ll 2B(p-eaxInk) —
(W) Bu In a8y n{lle )

= 2 Z eflrtsd (1 4 Pleme)) =
k
=2y =2 Y e
k k
a partir de {A.4)

8. - —__—
-a—éln:.(N,T,,u.) = Zln(”e (—es)y =

g ePle—ex)

k
2 = 2%

]

y de igual manera 5
é—a-lnE(N,T,u) = 2ﬁ,u¥fk.

Ahora, suistituyendo cada uno de los términos de {A.1)

S = 2kp Y [In(l+ M)+ Befi ~ Bufi) =

k

8l

(A4)



pero

de modo que

1 + eﬁ(‘k —u)
QkB [ ( eBler~n) ) + (Bex — Bu) f
ePlex—u)
—2kgp Z In (l ;P

—ZkBZIn(I_l_eﬂm M)A—ﬂ {er — p) = Blex ~p) fio =
—%BZInfk + Bl — (1= fi);

—Blex—p) fe=

In(l1- f)= ln{eﬁ"‘fk} = fg;, — In f,

Be = flex — 1) = In(1 — f) — In fi.

Empleando esta tltima,

S

~2kp Y Infi+ (01 - fi) —lnfi) (1 - fi) =
k

~2kg Y filnfi + (1 - fi)In(1 - fi). (A.5)
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