D023 H

UNIVERSIDAD  NACIONAL AUTONQI_\_/;/&
DE MEXICO e

e G L LT Ty yon
=¥ W T
O oy ‘?; TF (==
B 28 T
‘ S Cab, \} >
8,

N

FACULTAD DE CIENCIAS

DWISION DE ESTUDIOS DE POSGRADO

- -
A
TN

LOS ESPACIOS C(X): PROPIEDADES ADITIVAS
Y CONDENSACIONES SOBRE ESPACIOS
COMPACTOS

T I S 1 S

QUE PARA OBTENER EL GRADO ACADEMICO DE

DOCTOR EN CIENCIAS (MATEMATICAS)

P R E ] E N T A

FIDEL CASARRUBIAS SEGURA

DIRECTOR DE TESIS: DR. VLADIMIR VLADIMIROVICH TKACHUK

MEXICO, D. F.

9\3\— OF(’ \ L\ 2000



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



Los espacios Cp( X ): propiedades aditivas
y condensaciones sobre espacios compactos

Fidel Casarrubias Segura



LOS ESPACIOS (,(X): PROPIEDADES ADITIVAS Y
CONDENSACIONES SOBRE ESPACIOS COMPACTOS

FIDEL CASARRUBIAS SEGURA

En esta obra se presentan los resultados obtenidos por el autor, dentro del marco
de dos importantes lineas de investigacién en Cp-teoria. Estos resultados solucio-
nan problemas planteados por especialistas en Topologia de Conjuntos, en revistas
internacionales con arbitraje.

La obra consta de tres capitulos, de los cuales, el segundo ellos estd dedicado
enteramente a la exposicién y desarrollo del articulo de investigacion titulado Real-
compactness and monolithity are finitely additive in Cp(X). Este articulo de in-
vestigacién contiene los resultados que dan respuesta a varios problemas abiertos
planteados por Vladimir Tkachuk, especialista de la Cp-teoria. En particular, en
este capitulo se demuestran los siguientes teoremas.

(1) La paracompacidad es una propiedad topolégica finitamente aditiva en los
espacios Cp(X).

(2) La realcompacidad es una propiedad finitamente aditiva en los espacios de
tipo Cp(X).

(3) La monoliticidad es una propiedad finitamente aditiva en Cp(X).

(4) La propiedad de Eberlein-Grothendieck es numerablemente aditiva en los
espacios Cp(X).

En el Capitulo 3 de la obra se exponen los métodos creaodos para la solucién
de varios problemas abiertos planteados por A. V. Arhangel’skii en el articulo de
investigacion; Cp-theory (Recent Progress in General Topology, Elsevier S. P., 1989,
1-56.). Las soluciones de estos problemas forman parte del articulo de investigacion:
On compact weaker topologies in function spaces. De manera particular, en este
capitulo se demuestran los siguientes resultados.

(1) Si C es un cubo de Cantor generalizado, entonces el espacio C,(C) admite
una condensacién sobre un espacio de Tychonoff cuyas potencias finitas son
de Lindel6f.

(2) La segunda iteracién Cp(Cp(C)) y el espacio L,(C) tienen subespacios den-
sos de estrechez numerable.

{3) Si X es un espacio infinito compacto metrizable, entonces Cp(X) puede ser
condensado sobre el cubo de Hilbert.

(4) Si C denota al cubo de Cantor entonces el espacio Cp(C) admite una con-
densacion sobre el cubo de Hilbert.

(5) Para todo espacio metrizable numerable X, el espacio topolégico Cp(X)
puede ser condensado sobre un espacio compacto.
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TH SPACES C,(X): ADDITIVE PROPERTIES AND
CONDENSATIONS ONTO COMPACT SPACES

FIpEL CASARRUBIAS SEGURA

In this paper I present the results obtained within the scheme of two important

- research lines on Cp-theory. These outcomes solve problems previously set up by

Set Topology specialists in different international mathematical reviews.

This paper comprises three chapters, the second of them, is totally devoted
to the presentation and development of the research paper Realcompactness and
monolithity are finitely additive in C,(X). This research article comprises results
that offer a solution to several open problems set up by V. V. Tkachuk. In the
above mencioned chapter the following theorems are shown.

(1) Paracompactness is a finitely additive property in the class of spaces Cp(X).
(2) Realcompactness is a finitely additive property in the class of spaces Cp(X).
(3) Monolithicity is a finitely additive property in in the class of spaces Cp(X).
(4) Eberlein-Grothendieck property is countably additive in Cp(X).

In chapter 3 the made up methods for the solution of different open problems
set up by A. V. Arhangle’skii in his research paper Cp-theory Cp-theory {Recent
Progress in General Topology, Elsevier S. P., 1989, 1-56.) are shown. Solutions
to these problems are part of the research paper Un compact weaker topologies in
function spaces. In a special way, the following results are shown in chapterd.

(1) If € is a generalized Cantor’s cube, then Cp(C) admits a condensation onto
a Tychonoff space whose all finite powers are Lindelof.

(2) For every cardinal x, the spaces C,(Cp(D*)) and L,(D*) have dense subsets
of countable tightness.

(3) Let X be an infinite compact space. If w(X) € w then Cp(X) admits a
condensation onto the Hilbert cube [“.

(4) The space Cp(II¥) can be condensed onto the Hilbert cube I*.

(5) If X is a countable metrizable space then the space Cp(X) admits a
condensation onto a compact space.
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SHAKESPEARE '
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Introduccion

El papel protagénico que ha alcanzado en la actualidad la Cp-
teorfa como parte fundamental de la topologia general, puecde
ser percibido en las numerosas y exhaustivas investigaciones de
la que es objeto la misma. Su relevancia inicial se atribuye, en
parte, a que fuera reconocida como una importante aplicacion de
la topologia general al andlisis funcional. Bien puede decirse que la
Cy-teoria surgié como lo hacen los grandes desarrollos matematicos:
con un entrelazamiento de diferentes areas y de diferentes ideas de
notables matemaéticos.

La C,-teoria de hoy en dia, constituye una rama fundamental
de la topologia general y gran parte de su gran auge se debe a la
escuela de topologia de Moscii. Muchos de los integrantes de esta
escuela, como A. V. Arhangel’skii, M. O. Asanov, D. Baturov, O.
G. Okunev, E. G. Pytkeev, E. Reznichenko, O. V. Sipacheva, D.
B. Shakhmatov, V. V. Tkachuk, I. V. Yaschenko, V. V. Uspenskii
y N. V. Velichko, entre otros, han aportado importantes resultados
que han impulsado, como consecuencia, un fuerte desarrollo de la
C,-teoria, logrando con ello moldear la forma actual que posee esta
teoria: la de una hermosa teoria bien delineada, menos inclinada
a presentar fenémenos patoldgicos, y por tanto mds asequible a
nuestra intuicion. _

En esta tesis se presentan los resultados obtenidos dentro del
marco de dos importantes lineas de investigacién en Cl-teoria.

La primera de estas lineas de estudio tiene su origen en los
trabajos realizados por V. V. Tkachuk sobre la aditividad numera-
ble en la clase de los espacios Cp{ X}, de propiedades topoldgicas no
aditivas en la clase mds general de los espacios de Tychonoff (cabe
sefialar que Tkachuk llama propiedad numerablemente aditiva a
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aquellas propiedades que se preservan bajo la forinacion de uniones
numerables). -
Muy probablemente fueron dos los hechos que motivaren ?ei‘-l
Tkachuk la idea de analizar ¢l comportamiento de este tipo de
propiedades topoldgicas en la clase de los espacios C,(X). Ll
primero de cllos estriba en una idea frecuentemente utilizada en
matemadticas: la reduccién de la investigacién de las propiedades
de un objeto, a la clasificacién de objetos mas simples que de al-
guna forma representen al objeto estudiado. Una de las distintas
maneras en gue esta reduccidn se da en la topologia, es descom-
poner a un espacio topolégico en una unién de sus subespacios
con la idea de obtener informacién itil acerca de las propiedades
del mismo, a partir del conocimiento de las propiedades de los
subespacios que forman la descomposicién. Por ejemplo, es bien
sabido que uno puede garantizar que un espacio tiene la propiedad
de Lindeldf, si uno logra descomponer a este espacio en una unién
numerable de subespacios de Lindelf. -
De modo que, cuando se trabaja con uniones de espacios ito-
pologicos, siempre surge el deseo de garantizar la adifividad de
las propiedades consideradas. Desafortunadamente no siempre es
posible hacer esto. Recordemos, por ejemplo, que un espacio puede
ser la unién de dos subespacios metrizables sin ser él un espacio
metrizable (la compactacién de Alexandroff de un espacio discreto
de cardinalidad no numerable es un buen ejemplo de esto wltimo).
Esa falta de aditividad en varias propiedades topolégicas impor-
tantes, motivé a Tkachuk a buscar clases de espacios topoldgicos en
las cuales dichas propiedades mejoraran su comportamiento. Una
hipdtesis muy natural es que un tal mejoramiento puede darse en
los espacios de tipo C,(X), ya que este tipo de espacios topoldgices
han mostrado (a través delas distintas investigaciones de las que
han sido objeto) poseer excelentes propiedades. Con la finalidad
de ilustrar con un ejemplo las buenas propiedades que poseen los
espacios de tipo C,(X), recordemos simplemente que en cualquier
espacio de funciones Cp,(X) es suficiente conocer la existencia de un
elemento que posea una base de vecindades numerable, para poder
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garantizar la existencia de una base numerable para la topologia
de un tal espacio (lo cual no es necesariamente cierto en un espacio
topoldgico arbitrario). El lector podrd encontrar, en la literatura
especializada en Cp-teoria, diversas situaciones que ejemplifican la
fuérza de la estructura topoldgica de los espacios Cp(X).

De esta forma, al tener constituida en los espacios de tipo Cp(X)
una buena estructura topoldgica, de manera muy natural nace
la pregunta de si esta estructura topoldgica es lo suficientemente
fuerte como para lograr modificar el comportamiento de las pro-
piedades no aditivas.

En uno de sus articulos del ano 1994, V. V. Tkachuk realizé un
andlisis sistemdtico en la lineca marcada por el anterior plantea-
miento y logré demostrar la aditividad numerable en la clase de los
espacios C,(X) de un gran mimero de propiedades topolégicas no
aditivas (por ejemplo, Tkachuk demostré la aditividad numerable,
en los espacios Cp(X), de la completitud en el sentido de Cech, de
la propiedad de Fréchet-Urysohn y de la metrizabilidad, entre otras
més). En este mismo articulo, V. V. Tkachuk establecid que varias
de las propiedades no aditivas conocidas cumplen en los espacios
Cp(X) lo que bien podria llamarse “aditividad numerable débil”.
Por ejemplo, él demostré que si un espacio de funciones Cp(X)
es la unidn numerable de subespacios cerrados realcompactos en-
tonces el espacio Cp(X) es también un espacio realcompacto. Fue
el mismo Tkachuk quien, en el afio 1997, plante6 al autor de la
presente obra la pregunta de si es posible omitir el adjetivo “ce-
rrado” en este resultado sobre la realcompacidad de C,(X), y fue
precisamente esta pregunta la que motivé las investigaciones que
el autor realizd sobre el tema, y sobre cuyas conclusiones trata el
segundo capitulo de esta obra. '

De esta forma, el Capitulo 2 de esta tesis contiene los resultados
que fueron obtenidos a raiz de la investigacién realizada con la
idea de responder la citada pregunta de Tkachuk. A continuacién
enunciamos los principales resultados del Capitulo 2.

¢ La paracompacidad es finitamente aditiva en los espacios
Cp(X) (cf. Teorema 2.2.2).
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s La propiedad de tener grado de realcompacidad € 7 (para
cualquier cardinal 7 2 w) es finitamente aditiva en Cp{X)
(¢f. Teorema 2.2.11). En particular, {a realcompacidad -es
finitamente aditiva en C,(X) (Corolario 2.2.12).

¢ Para cualquier cardinal 7 2 w, la 7-monoliticidad es una
propiedad finitamente aditiva en C,(X) (véase el Corolario
2.2.17).

¢ La propiedad de Eberlein-Grothendieck es numerablemente
aditiva en los espacios Cp(X) (cf. Teorema 2.3.7).

Hemos dicho que en esta obra se presentan resultados obtenidos
dentro de dos lineas de investigacién en la Cp-teoria. Por lo que
toca a la segunda de ellas, recordemos que uno de los métodos
de trabajo més frecuentemente utilizados por los topoldgos en la
tarea de clasificar a los espacios topolégicos, es la bhisqueda de
topologias con buenas propiedades mds débiles que una topologia
dada.

La razén principal para llevar a cabo el estudio. de este tipo de
topologias reside principalmente en el hecho de que cuando uno
debilita a la topologia de un espacio topoldgico, las propiedades
del espacio, que se estd considerando, son mejoradas. Recorde-
mos, por ejemplo, que cada topologia de Tychonoff es el supremo
de topologias segundo numerables. De esta forma, una topologia
de Tychonoff mas débil constituye una aproximacién a la topologia
original de un espacio topolégico, y cuando esta aproximacién
tiene ademds buenas propiedades, entonces es posible obtener in-
formacién relevante acerca de la topologia del espacio topoldgico
en consideracién. Cabe sefialar que la biisqueda de topologias mas
débiles para los espacios topolégicos Cp(X) que posean propiedades
similares a la compacidad, es un hecho meritorio puesto que este
tipo de espacios nunca son espacios compactos. Analizar cuando
existen topologias mas débiles en C,(X) que tengan propiedades
similares a la compacidad es parte del objetivo principal del tercer
capitulo de esta obra.
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~Antes de enunciar formalmente los principales resultados del
Capitailo 3 de esta tesis, es importante hacer una breve reflexién
acerca de la idea de debilitar topologias.

Notemos que cuando uno tiene una topologia 7 mas débil que
la topologia de un espacio topolégico X, entonces uno tiene un
“nuevo” espacio topoldgico, sobre el cual el espacio X puede ser
mapeado continua ¢ inyectivamente, a saber, el espacio (X, 7).
Asimismo, si uno mapea en forma continua e inyectiva, utilizando
un mapeo f, a un espacio topoldgico X sobre otro espacio Y,
uno estd “detectando” de esta forma una topologia mds débil
que la topologia original de! espacio X, a saber, la topologia
7= {f~Y(U) : U es abierto en Y'}. De esta manera, preguntarnos
si la topologia de un espacio topolégico puede ser debilitada a
una topologia con propiedades especificas es equivalente a pregun-
tarnos si tal espacio puede ser mapeado continua e inyectivamente
sobre algiin espacio con las propiedades especificadas. Esto iltimo
es la naturaleza del problema de condensacidn.

Condensar, dice el diccionario, es el acto de reducir una cosa a
menor volumen y darle, ademés, consistencia. Esto es en esencia
lo que hacemos al considerar una topologia mas débil que otra:
“reducimos el volumen” de la topologia para la cual estamos bus-
cando una topologia mas débil. Asi, si nuestro deseo es encontrar
una topologia mas débil que otra, que ademds sea compacta, en-
tonces debemos “buscar” de entre los elementos de la topologia
que deseamos debilitar, a aquellos abiertos que posiblemente nos
puedan “proporcionar” la propiedad de compacidad. Cabe men-
cionar que fue la escuela de topologia de Moscil la que utilizd por
vez primera el muy adecuado término de condensacién para nom-
brar a los mapeos continuos biyectivos.

El problema de condensacién establece entonces la tarea de des-
cribir a aquellos espacios topoldgicos cuyas propiedades pueden ser
mejoradas por medio de condensaciones, y cabe apuntar que ain
antes del planteamiento formal de este problema (lo cual fue reali-
zado por P. Alexandroff), ya se tenian un sinntmero de resultados
que contribuian a la solucién del mismo.
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Una vez que se tuvo bien fundamentada a la Cp-teoria, de forma
muy natural surgié la idea de trasladar el problema de conden-
sacién al Ambito de esta teoria. Y fue debido a la profusa. in-
vestigacién de los especialistas de esta drea de estudios, que han
podido generarse excelentes contribuciones a la solucién del proble-
ma de condensacién. Como un ejemplo de ello, podemos recordar
el clasico resultado de Arhangel'skii que establece que un espagio
Cp(X) puede ser condensado sobre un espacio metrizable si y sélo
si X es un espacio separable ,

Formalmente, la intencién del Capitulo 3 de esta obra es exponer
los métodos utilizados por el autor para dar solucién a algunos
problemas relacionados con el problema de condensacién, en el
contexto de la Cp-teoria. A continuacién exponemos una breve
historia de estos problemas y de sus soluciones.

A. V. Arhangel'skii pregunté en [9] si era posible que cualquier
espacio de Tychonoff pudiera ser condensado sobre algin espacio
de Lindeldf. En [38], V. V. Tkachuk contesté esta pregunta en
forma negativa, construyendo un espacio de Tychonoff que no ad-
mite condensaciones sobre espacios de Lindelof, ni sobre espacios
pseudocompactos. Este suceso motivé a I. V. Yaschenko a mo-
dificar la anterior pregunta de Arhangel'skii, y a generar de esta
manera la pregunta de si una tal condensacién es posible en el
caso cuando el espacio de Tychonoft se supone ademads realcom-
pacto. Al trasladar esta pregunta de Yaschenko al ambito de-la
C,-teoria, Arhangel’skii plante6 el Problema 37 de [10}, y habiendo
notado que es consistente con ZFC que cualquier espacio de tipo
Cp(D7) es realcompacto (I denota al espacio discreto de dos pun-
tos), Arhangel’skii llega a plantear la siguiente pregunta, la cual
forma parte del Problema 38 de [10]: ;Es cierto que C,(ID"} admite
una condensacién sobre un espacio de Lindeldf para cualquier car-
dinal 7 2 w? En la primera. proposicién del tercer capitulo damos
respuesta positiva a esta pregunta estableciendo el siguiente resul-
tado.
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e Para todo cardinal 7 2 w, el espacio C,(D7) admite una
condensacién sobre un cspacno de Tychonoff cuyas poten-
cias finitas son de Lindelof (cf. Proposicién 3.2.2).

La posibilidad de poder condensar a cualquier espacio de tipo
Cp(ID7) sobre un espacio cuyas potencias finitas son de Lindelof,
1nos permitié establecer el siguiente resultado que da solucion plena
al Problema 40 de [10].

e Para todo cardinal 7 > w, los espacios Cp(C,{D7)) y L,(D7)
tienen subespacios densos de estrechez numerable (cf. Teo-
rema 3.2.3 y Teorema 3.2.5).

Claro esta que la posibilidad de poder condensar a los espacios
Cp(D7) sobre espacios cuyas potencias finitas ticnen la propiedad
de Lindeldf, genera de manera muy natural la pregunta de si es
posible condensarlos sobre espacios compactos {(de hecho esta pre-
gunta forma parte del Problema 38 de {10]). En relacién a este
iltimo planteamiento logramos establecer una respuesta positiva
para el caso cuando 7 = w (cf. Corolario 3.2.10), asi como el
siguiente resultado parcial para el caso cuando 7 > w.

o Existen modelos de ZFC en los cuales la proposicidn “el es-
pacio C,(D") puede ser condensado sobre un espacio com-
pacto, para cada cardinal 7 > w” no es verdadera (cf.
Corolario 3.2.7).

El siguiente resultado, plasmado en el Teorema 3.2.9, es consi-
derado uno de los principales resultados de esta tesis.

¢ Si X es un espacio infinito compacto metrizable, entonces
Cp(X) puede ser condensado sobre el cubo de Hilbert I*.

Como un corolario a este ultimo resultado, logramos dar una
respuesta positiva al Problema 39 de {10] (cf. Corolario 3.2.10),
el cual plantea la tarea de conocer si el espacio Cp(I*) admite, o
no, una condensacién sobre algin espacio compacto o sobre algin
espacio g-compacto. Aunado a lo anterior, el resultado antes men-
cionado (Teorema 3.2.9) nos permitié establecer el siguiente teo-
rema que es en s{ mismo un resultado muy interesante.
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e Para todo espacio metrizable numerable X, el espacio topo-
logico Cp(X) puede ser condensado sobre un espacio com-
pacto {cf. Teorema 3.2.11}.

Sobre los requisitos para lectura de esta obra y sobre las
notaciones y la terminologia utilizadas en ella. Desde un
punto de vista formal, los inicos conocimientos previos, requeridos
para asimilar el contenido de este trabajo, son algunos hechos
bésicos de topologia general y de C,-teoria. Es siempre el deseo
de todo autor de una obra matematica, que sus lectores posean
ciertos conocimientos basicos para el buen desarrollo de la lectura
de su obra. Sin embargo, en el caso de este trabajo, se creyé
conveniente tener algunas consideraciones con aquellos lectores que
inician su actividad en topologia general, y muy particularmente,
con aquellos lectores que inician su actividad en la Cp-teoria.

Por esta razén, en el primer capitulo de esta tesis se exponen lo
més detalladamente posible todos los hechos bésicos de C,-teoria
que son necesarios para la buena lectura de los restantes capitulos.

En un principio, la idea primaria para la redaccién del primer
apartado de esta tesis, fue la de exponer en él, de manera pro-
funda y detallada, todos esos hechos basicos de C,-teoria, pero
siendo honestos, la redaccién final de este apartado se asemeja
maés a una recopilacién de hechos, que a una exposicién profunda
y detallada de resultados. De cualquier forma, es una creencia del
autor que el primer capitulo de esta obra cumple, al menos, con
la funcién de ser un lugar en donde el lector pueda hallar todos
los resultados bésicos de Cp-teoria que son utilizados a través de
esta tesis. Aunado a esto, en este mismo apartado el lector puede
también encontrar referencias a los trabajos originales de aque-
llos resultados de topologia general, que son més frecuentemente
utilizados a través de los restantes capitulos de esta tesis.

Por lo que toca a las notaciones y terminologia utilizadas en
esta obra, debemos senalar que ain cuando seguimos las lineas
marcadas por los libros {11] y [18], en algunas ocasiones hacemos
uso de la siguiente terminologia: cada vez que X es un espacio
topolégico, los simbolos 7{X) denotan a la topologia del espacio
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Xy 7*(X) = 7(X)\ {8}. Asimismo, hacemos uso de la notacién
U € 7{z, X) para abreviar la frase “U es un subconjunto abierto
del espacio X que contiene al punto z”. Cabe mencionar también
que todos los espacios topoldgicos considerados en esta tesis se
suponen siempre no vacfos y con la propiedad de Tychonoff (esto
es, espacios de Hausdorff completamente regulares).
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Preliminares de Cp—teoria

1.1. Introduccién

El 1inico requisito para la lectura de esta obra es el conocimien-
to de algunos hechos bésicos de topologia general y algunos otros
acerca de Cp-teoria. Este capitulo estd disenado con la idea de
que el lector pueda revisar en él, todos esos resultados bésicos.
Sin embargo, debemos sefialar que en este apartado no se hallard
un desarrollo detallado de los distintos temas que se tocan en el
mismo. La existencia de excelentes obras en las que se exponen
de manera profunda y detallada todos estos temas, nos permiten
presentar el material de este capitulo de forma superficial. Re-
mitimos al lector interesado en profundizar en todos los temas
presentados en este apartado, a la clasica obra de R. Engelking
[18] sobre topologia general y a la de A. V. Arhangel’skii [11]
sobre Cp-teoria. En la tdltima seccién de este capitulo introduci-
mos a los espacios pseudocompletos y demostramos algunas de sus
propiedades més elementales. Las referencias bdsicas para esta
seccién son los articulos [1] y [29].

1.2. Descripcién de la topologia de los espacios
de funciones Cp(X,Y)

Dados dos espacios topoldgicos de Tychonoft X y V', los simbolos
C(X,Y) denotan al conjunto de todas las funciones continuas
definidas en el espacio X y con valores en el espacio Y (en el caso
cuando el espacio Y es igual al espacio usual de los niimeros reales,
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es costumbre escribir simplemente C(X)). Debido a que este con-

junto cs un subconjunto del producto topoldgico YX, podemos .
introducir en él 1a topologia de subespacio respecto a YX. De esta

manera generamos al espacio de Tychonoff C,(X,Y).

Es conveniente sefialar que en el caso cuando el espacio, V' es
igual al espacio de los nimeros reales R, es una practica comtin
denotar al espacio Cp( X, R) utilizando los simbolos C,(X).

Si uno tiene presente el hecho de que el espacio Cp(X,Y') es un
subespacio del producto topolégico YX, es facil describir una base
para la topologia de este espacio topoldgico. Observemos simple-
mente que de la propia definicién de la topologia del producto Y
se desprende que todos los conjuntos de la forma i

[1,... v zni U, ... Un) = {f € C(X,Y): f(z;) € U; paracada i =1,... ,n},

donde n € w\ {0}, {z1,... ,z.} C X y Uy,... ,U, € 7(Y), cons-
tituyen una base para la topologia de C,(X,Y). Esta base ¢s
cominmente conocida con el nombre de base candnica. ot

Consideremos un elemento arbitrario f € Cp(X,Y) y sistemnas
de vecindades A(f(z)) para cada uno de los puntos f(z) del es
pacio Y (z € X). No es dificil verificar que la familia formada por*
todos los conjuntos o

[Fizn, sz Vi, Vil = {0 € O(X,Y) s glws) € V; paracada i = 1,... 1},

donde V; € N(f(z;)) paracadai € {1,...,n}, es una base local.de
vecindades para el elemento f en el espacio topolégico Cp(X,Y).
En consecuencia, cuando consideramos como Y al espacio de los
nimeros reales, la familia de todos los conjuntos de tipo et

[fiz1,... ;xnel={g € C(X): {f(z:) —g(z:)] < ¢ paracadai=1,... ,n},

donde f € Cy(X), z,... ,2, € X y € > 0 son elegidos en forma
arbitraria, es un sistema de vecindades del punto f en el espacio
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topolégico Cp(X). Con gran frecuencia las vecindades de tipo
[f:2z1,... ,Zn; €] son Hamadas vecindades candnicas de f.

Un gran niimeéro de propiedades de los espacios Cp( X} pueden
ser obtenidas de manera inmediata a partir de la propia definicién
de estos espacios topoldgicos. Por ejemplo, la propiedad de Ty-
chonoff del espacio X implica que Cp{X) es un subespacio denso
del producto RX. En efecto, supongamos que h € RX y que
Ny 72 ((h(2:) — €, h(2:) + €)) es nna vecindad del punto h en el
espacio R¥ (donde 7, : R* — R es la z;-ésima funcién proyeccién
asociada al producto topoldgico RX). Debido a que X es un espa-
cio de Tychonofl, es posible elegir una funcién continua f € C,(X)
para la cual f(z;) = h(z;) para cada i = 1,... ,n. Es claro que,
por la eleccién de esta funcién, se tiene que f € (i, 72! ((A(z:) —
€, h(z:) +€)), lo que establece la densidad de Cp(X) en R¥.

El hecho de que el espacio C,(X) sea un subespacio denso del
producto topolégico R¥, trae como consecuencia el que este espa-
cio herede del producto R¥ la llamada propiedad de Souslin. Re-
cuerde que un espacio topolégico Z posee la propiedad de Souslin
(o tiene niimero de Souslin numerable) si la cardinalidad de cual-
quier familia «y C 7*(Z), cuyos elementos son ajenos dos a dos, no
excede al cardinal w. Para poder verificar que cualquier espacio de
tipo Cp(X) tiene tal propiedad, notemos primero que es una conse-
cuencia del clésico teorema de Hewitt-Marczewski-Pondiczery (18,
2.3.15, 2.3.17] que el espacio RX tenga la propiedad de Souslin
(siendo este espacio un producto de espacios separables). Ahora
bien, como un espacio topoldgico posee la propiedad de Souslin si
y s6lo si todos sus subespacios densos poseen dicha propiedad, el
espacio Cp(X) hereda de esta manera la propiedad de Souslin de
RX.

Ciertamente, la sola presencia de la propiedad de Souslin en
los espacios de funciones Cp{X) es en sf misma una caracteristica
importante de este tipo de espacios. Como se podrd apreciar a
continuacion, las propiedades implicadas por ella son también muy
relevantes.
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Es bien conocido [18] que todo espacio paracompacto con niimes
ro de Souslin numerable es un espacio de Lindelof y que cualguier
espacio completo en el sentido de Dieudonné es un espacio realcom-
pacto cuando este espacio posce la propiedad de Souslin (recuérdese
que un espacio topoldgico es completo en el sentido de Dieudonné
si éste es homeomorfo a un subespacio cerrado de algiin producto
de espacios metrizables. Recuerde también que los espacios real-
compactos son aquellos espacios topoldgicos que son homeomoifos
a subespacios cerrados de productos de rectas reales). De esta
forma, en la clase de espacios C,{X) no es posible encontrar es-
pacios paracompactos que no tengan la propiedad de Lindelof y
tampoco es posible hallar ejemplos de espacios completos en el
sentido de Dieudonné que no sean realcompactos.

La siguiente proposicién es un resumen de todo expuesto hasta
este momento.

1.2.1. PROPOSICION. Sea X un espacio de Tychonoff.

(1) El espacio Cp{X) es un subespacio denso de R¥.

(2) El nimero de Souslin de Cp{X) es numerable.

(3) El espacio C,(X} es un espacio paracompacto si y sélo si
es un espacio de Lindelof.

(4) C,(X) es un espacio completo en el sentido de Dieudonné
si y sélo si Cp(X) es un espacio realcompacto.

Como bien se sabe, uno de los conceptos mas fundamentales de
la topologia es el de compacidad. Una vez que tenemos definidos a
los espacios Cp(X}, de forma muy natural surge la pregunta de si
espacios topoldgicos de este tipo pueden ser espacios compactos.
La siguiente proposicion da respuesta a este planteamiento. :

1.2.2. PROPOSICION. Para cada espacio de Tychonoff X, el espa-
cio de los numeros reales R es homeomorfo a un subespacio cerrado
del espacio C,(X). En particular, los espacios C,(X) nunca son
espacios numerablemente compactos.

DEMOSTRACION. Consideremos a la funcién ¢ : R — Cp(X) dada
por lo siguiente: dado r € R, la funcién ¢(r) : X — R es la funcién
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constante de valor . Afirmamos que la funcién ¢ de esta forma
definida es una inmersién cerrada.

Efectivamente, demostremos primeramente que ¢ es inyectiva.
Sean 7,5 € R tales que ¢(r) = ¢(s). Elijamos en forma arbitraria
un elemento z € X. Observe ahora que de la propia definicion de
las funciones ¢(r) y ©(s) obtenemos facilmente que r = p(r)(z) =
p(s)(z) = s. |

Obérvese que como 7z o @ = idg para cada € X, la funcién
¢ es una funcién continua (recuerde que 7, denota a la z-ésima
funcién proyeccién asociada al producto topolégico R¥).

Para verificar que ¢ es una funcién abierta sobre su imagen,
simplemente observemos que si U es un subconjunto abierto no
vacio de R y £ € X es un elemento arbitrario, entonces (U} =
[z; U]lNy(R). Esto permite demostrar muy facilmente que ¢ es una
funcién abierta sobre su imagen. Con todos los hechos anteriores
tenemos demostrado que esta funcidn es una inmersion.

Probaremos ahora que el espacio ¢{R) es un subespacio cerra-
do del espacio topolégico Cp(X). Con este objetivo en mente,
elijamos en forma arbitraria un elemento f € C,(X) \ ¢(R). En-
tonces existen x,,z, € X tales que f(z;) # f(z2) (observe que
de otra forma la funcién f seria una funcién constante). Haga-
mos € = ]i@—‘)—%ﬂﬂﬂ No es dificil verificar que [f;z1,20;€] C
Co(X) \ (R). En consecuencia, el espacio ¢(R) es un subespacio
cerrado de Cp(X). : a

Por la Proposicién 1.2.2 sabemos ya que ningan espacio de tipo
Cp(X) puede ser un espacio numerablemente compacto. Debido a
que la clase de los espacios numerablemente compactos es una
subclase de la clase de espacios pseudocompactos, es muy na-
tural que uno se pregunte por la existencia de espacios de Ty-
chonoff X para los cuales el espacio Cp(X) sea pseudocompacto.
Como veremos enseguida, tales espacios no existen. PPara con-
vencernos de ello, supongamos que X es un espacio de Tychonoft
y que Zo €s un elemento cualquiera de X, observemos ahora que
la funcién 7y, | Cp{X) : Cp(X) — R es una funcién continua
y no acotada (para demostrar que la funcién 75, [ Cp(X) es
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no acotada, recuerde que si r € R entonces (r) € C,(X) es
la funcién constante de valor 7. De este modo, se tiene’:que*
(72 T Co(X))(0(r)) = 9(r)(z0) = r para cada r € R), -
Sin mayor preambulo enunciamos la siguiente proposicién. - .
1.2.3. PROPOSICION. Sea {Y,,a € A} una familia de espacios,
topoldgicos. Entonces para cada espacio topoldgico X, el espacio .
de funciones Cp(X, [1,c4 Ya) s homeomorfo al espacio topoldgico

HaeA CP(XI Ya).

!

Il

DEMOSTRACION. Para cada a € A, denotemos con T a la ‘c:z- '

ésima funcién proyeccién asociada al producto topoldgico [],c 4 Ya .

y con p, a la a-ésima funcién proyeccién asociada al product_q .

topoldgico [] ., Co( X, Ya).
Sea

H: Cy(X, [ Ya) = JT Colx, Vo)
atcA acA

la funcién cuya regla de asociacién estd dada por lo siguiente: si
f € Cy{X, [loca Ye) entonces H(f) = {fe} € [Taca ColX, Ya),

donde fo = m, o f para cada @ € A. Comprobaremos que la- -

funcién H es un homeomorfismo.

Probemos primeramente que H es biyectiva. Sea F={fs} €
aea Cp(X, Ya). Consideremos al producto diagonal g — Ageafa
de las funciones f,. Entonces g € C,(X, [lacaYe) y H(g) = f-
Esto demuestra que H es sobreyectiva. Por otra parte, suponga-’

mos que H(g) = H(f) para algunas funciones f y g en Cyp(X).

Por la definicién de H, tenemos que ng o g = wg o f para cada

e A Como f,g: X — [],c4 Ya, lo anterior implica que f = g *

Por lo tanto, H es inyectiva.
Para probar la continuidad de la funcién H, bastara verificar que'

1

la composicién pgo H : Cp(X, [aca Yo) = Co(X,Yp) es contifﬁi;} |

para cada 3 € A.

Fijemos un indice 3 € A. Consideremos un elemento cualquiéra

9 € Cp(X,[[,ca Ya) ¥ un abierto canénico ‘
W=[$11"'_:xﬂ;Vﬂ.h"')‘/ﬂ,n]. -



1.2. Descripcién de la topologia de Cp(X,Y) 7
de Cp(X,Yp) que contenga a (pg o H){g). Entonces el conjunto

R
V=|z,... ,Iﬂ;erl(Vg'l),... ,WEI(VB,n)]

es un abierto canénico de C,(X, [],c4 Ya) que contiene a g y para
cual sucede que (ps o H)(V) C W. Por lo tanto, la composicién
Pg © H es continua en g.

Ahora verificaremos que H es una funcién abierta. Para este
propoésito, consideremos un abierto candénico no vacio

V=[.'I:1,... 7xn;lfl?"' 1Vn]

del espacio C (X [laca Ya)- Es claro que podemos suponer que
Vi = Noer, 7 (Va,i), donde Fi C A es un subconjunto finito no

vacioy V,; € T(Y ) para cadai=1,... ,n. Afirmamos que
= n ﬂ P ([24; Veil)-
i=1lacF;

En efecto, sea g € H(V) arbitrario. Entonces existe f € V
tal que H(f) = g. Fijemos j € {1,...,n} y 8 € F;. Como
f € V, tenemos que f(z;) € V;. Aplicando la definicién del con-
junto V;, tenemos que f(z;) € m;'(Vp;). Entonces ms(f(z;)) €
Vs.j- Observe ahora que (pﬁ 9))(z;) = pe(H())(z;} = (mpo

f)(z;). Entonces g € p;'([zj; Vp;]). -Por lo tanto, H(V) C
et Naer, P2 ([Z:; Vag))- Para establecer la contencién contraria
simplemente observe que si g = {g,} es un elemento cualquiera
del conjunto N, Naer, P2’ (1#:i; Vaul), entonces el producto dia-
gonal f = A,cag, s un elemento de V para el cual sucede que
H(f) = g. Todo lo anterior permite concluir que los conjuntos
H(V) ¥ Vit Naer, Pa' (24 Vas]) coinciden. Por lo tanto H es
una funcién abierta. O

Si miramos detenidamente la forma en que hemos introducido a
la topologia de los espacios Cp(X,Y), podemos darnos cuenta que
el paso clave de este proceso es la consideracion de la topologia del
espacio Y. De esta simple observacion surge la idea de utilizar,
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para el caso particular de los espacios C,(X), a la estructura gl-
gebraica del campo de los niimeros reales para poder dotar a los
espacios de tipo Cp(X) de una estructura algebraica propia. Para
lograr esto, definamos para cada par de funciones f y g en C'(X )

las funcmnes f+g, f-gyrf (parar € R) de la siguiente rnanierif%
il

(f + 9){(z) = f(z) + g(z), 1y
(f - 9)(2) = f(@) - g(a), o
(r f)(z) =7 f(z),
donde = € X. Es rutinario verificar que para cualquier eleccién
de las funciones continuas f,g € C(X) y del nimero real r, l@s

funciones f+g, f-g y rf son continuas. Como una consecuencia dje
ello, obtenemos una buena definicién para las siguientes funciones.

(1) La funcién adicién ¢4 : C(X) x C(X) — C(X) cuya regl.a
de asociacién estd dada por ¢ ({ f, 9)) = f + g, donde

(f,9) € C(X) x C(X).
(2) La funcién multiplicacién ¢ : C(X)xC(X) — C(X) dada

por ¢x((f,9)) = f - g, para cada (f, 9) € C(X) x C(X).}
(3) La funcién multiplicacién por escalares o
$:Rx C(X) - C(X), 3

donde ¢((r, f})) = rf para cadar € Ry cada f € C(X)‘[

Ll signiente teorema concreta nuestra idea de dotar a los! bs-
pacios de tipo Cy(X) de una estructura algebraica. Lo notable
de las operaciones algebraicas que han sido definidas es que es-
tas operaciones son “consistentes” con la topologia de los espacios

(X) . -tog

1.2.4. TEOREMA. Con las operaciones ¢, ¢ y ¢, el espa\c}o
Cp(X) es un anillo topolog:co ¥ un espacio vectona! topo]ogco

sobre el campo de los nimeros reales.

DEMOSTRACION. Dejaremos al cuidado del lector la comproba-

cion del hecho de que las operaciones algebraicas definidas. en

C(X) satisfacen todas las reglas para que este conjunto sea un
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anillo algebraico y un espacio vectorial sobre el campo R. De
este modo, nos dedicaremos tinicamente a comprobar que las fun-
ciones ¢4, ¢x y ¢ son funciones continuas (al considerar en el
conjunto C(X) a la topologia de convergencia puntual). Antes
de iniciar la demostracién de esta afirmacién,; debemos hacer no-
tar que al ser el espacio de los niimeros reales R homeomorfo al
subespacio ¢(R) de Cp(X) (el cual estd formado por todas las
funciones constantes definidas sobre el espacio X), se tiene que
¢ = (¢« I ((R) x Cp(X))) o (g x idc,(x)), por lo cual, para
demostrar la continuidad de las tres funciones antes mencionadas
sera suficiente verificar la continuidad de las funciones ¢, y ¢y
(véase la demostracién de la Proposicién 1.2.2 para la definicién
precisa de la funcién ¢).

Con el propésito de demostrar la continuidad de la funcién ¢,
consideremos a un elemento arbitrario (f, ) de Cp(X) x Cp(X) y
a una vecindad A = [¢,(f,g);%1,... ,Zn; €] de ¢4 (f,9) en Cp(X).
El lector no tendra ninguna dificultad en comprobar que para las
vecindades

[f;mli"‘,xn;'%] y [9;31,...,3::1;%],

_de los puntos f y g de C,(X) respectivamente, se tiene que

¢+([f;$1,... 1y Lns %] X [g;xl,... s Tn; %]) C A.

Todo lo antes expuesto argumenta la continuidad de la funcién
adicién en el punto (f,g).

Por otro lado, consideremos un punto arbitrario (f, g) € C,(X)x
Cy(X) y una vecindad C = [$x(f, 9);21,-- - ,@a; €] de pu(f, g) en
Cp(X). Consideremos ahora a los nlimeros reales

M = max{|f(z:)|:i=1,...,n}

y
m = max{[g(z:)]:i=1,... ,n}.

Definamos a 6 = min{z;f5,1}. Entonces

A=fizn, - ¥nimmm] Y B=lgi.. . 24 8)



10 Capitulo 1. Preliminares de Cp-teoria

son vecindades de f y g en C,(X), para las cuales se satisface la
siguiente condicién: si h € Ay k € B entonces h-k € C. En
efecto, si 7 € {1,...,n} entonces

[(f- EX:) — f- gl@:)] < IR(za)llf(z:) — dlzi)] + [ F(zitlg(z:) — k(=)
< {m+ l)ﬂm"’w +(M+1)5(M‘—+15 =e.

Todo lo anterior demuestra que la funcién multiplicacién es con-
tinua en (f, g). O

1.3. Funciones duales y funciones restriccién

Siempre que se define un método para construir un espacio topo-
logico a partir de un espacio dado, surge la necesidad de conocer
cual es la relacion existente entre aquellos espacios que se cons-
truyen aplicando este método a dos espacios que se suponen rela-
cionados por medio de una funcién continua. En nuestro caso
particular, una vez que tenemos establecido a los espacios de tipo
Cp(X), el siguiente paso es aclarar cudl es la relacién que existe
entre los espacios Cp(X) y Cp(Y), en el supuesto de que haya
una funcién continua cutre X y Y. En los parrafos subsecuentes
intentaremos aclarar cudl es esta relacion.

Fijemos un espacio de Tychonoff X. Si f : Y — Z es continua,
entonces esta funcién determina un mapeo

fo: Cp(XaY) - CP(X:Z)

que tiene por regla de asociacién a la férmula f,(h) = f o h, para
cualquier h € Cp(X,Y).

Un buen nidmero de propiedades elementales de las funciones de
tipo f. pueden ser establecidas de manera sencilla. En particular,
en la siguiente proposicién demostraremos que las funciones de este
tipo son siempre continuas. Antes de enunciar formalmente este
resultado, observemos que de la propia definicién de las funciones
f+« se puede comprobar facilmente que la transicién de f a f, tiene
el siguiente comportamiento:
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(1) Siidy : ¥ — Y es la funcién identidad definida soble el
espacio Y, entonces (1dy) = id¢,(x,v)-

(2)Si f:Y —- Zyg:Z — W son funciones continuas,
entonces (g o f), = 9. 0 f..

1.3.1. PROPOSICION. Sean X un espacio topoldgicoy f:Y — Z
una funcion continua. Entonces

(1) la funcién inducida f, : Co(X,Y} — Cp(X,Z) es una
funcién continua; ademas,

(2) si f: Y — Z es una inmersién (respectivamente, una
inmersién cerrada) entonces la funcién inducida por f

Co(X,Y) — Cp(X, Z)

es también una inmersicn (respectivamente, una inmersion
cerrada).

DEMOSTRACION. (1) Sean t € Cp(X,Y) un elemento arbitrario y
B=[z1,...,%Z0;Wy,...,W,] una vecindad de f.(£) en Cp(X, Z).
Note que la continuidad de la funcién f implica que

A=(zy,...,zn; FHWL), ..., fH(WL)]
es una vecindad de ¢ en el espacio Cp(X,Y). Ademds, para tal
vecindad se tienen las signientes dos propiedades: t € Ay f,(A) C
B. De este modo, la funcién f, es continua en el punto . '

(2) A rafz del resultado del inciso anterior, es suficiente probar
que la funcién f, es una funcién inyectiva y una funcién abierta
sobre su imagen.

Para probar la inyectividad de f., supongamos que f,(t) = f.(h)
parat y h en Cp(X,Y). Elijamos un elemento z € X. Entonces
Ft(@)) = (f.(t)(z) = (fs(R))(z) = f(h(z)). Como f es inyec-
tiva, tenemos que t(z) = h{z). Dado que z fue elegido en forma
arbitraria, podemos concluir que t = h.

Por otro lado, consideremos un abierto canénico no vacio A =
[Z1,.. - Zaj V1, - .., V] del espacio Cp(X,Y). Como f es una in-
mersién, cada uno de los conjuntos f{Vi},..., f(V,) es un sub-
conjunto abierto del subespacio f(Y') de Z. Por tal razon, pode-
mos seleccionar abiertos Wy, ..., W, de Z tales que V; = W; N
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f(Y) para cada i € {l,...,n}. Note ahora que el conjunto
B = [z1,... ,2Zn; Wi,... ,W,] es un abierto candnico del espa-
cio Cy(X,Z). Ademds, para este abierto candnico se tiene que
fo(A) = B0 fu(Cp(X,Y)). Todo lo antes expuesto permite de-
mostrar muy facilmente que la funcién f, es abierta sobre su ima-
gen. .

Supongamos ahora que f es una inmersién cerrada y considere-
mos un elemento arbitrario b € C,(X, Z)\ fo(Cp(X,Y)). Obsérvese
que debido a que h & f,(Cp(X,Y)), no puede suceder que h{X) C-
f(Y), de donde existe un elemento zo € X para el cual h(xzg) €
Z\ flY). Consideremos ahora un abierto W del espacio Z tal
que h{zo) € W C Z\ f(Y). Entonces h € [zo; W] C Cp(X, Z) \
f(Cy{X,Y)). Por lo tanto, el conjunto f,(Cp(X,Y’)) es un subes-
pacio cerrado de Cp( X, Z). d

Con la experiencia obtenida al conocer la forma en que son ge-
neradas las funciones de tipo f,, es facil intuir que en la situacion
de tener un espacio fijo Z, la existencia de una funcién continua
entre dos espacios topolégicos X y Y, determina la existencia de
una funcién continua entre los espacios Cp(X, Z) y Cp(Y, Z).

Si X, Y y Z son espacios topoldgicos y ¢ : X — Y es una
funcién continua, definimos a la funcién g* : C,(Y, Z) — Cu(X, 2)
por medio de la relacién g*(h) = h o g (donde h € Cp(Y, 2)).

Para los fines de esta obra, son de particular importancia las pro-
piedades de las funciones de tipo g* en el caso particular cuando
el espacio Z es el espacio usual de los numeros reales. En las
sigulentes proposiciones exponemos algunas de estas propiedades.

1.3.2. PROPOSICION. Sea g : X — Y una funcién continua. En-
tonces

(1) la funcién inducida g* : Cp(Y) — C,o(X) es una funcién
continua;
(2) si g es una funcién sobreyectiva entonces la funcién

g7 : GY) = Gp(X)

es una inmersion; ademads,
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' (3) la funcién g es una funcién inyectiva si y sdlo si el subespa-
cio g*(Cp(Y))} es un subespacio denso del espacio Cp(X).

DEMOSTRACION. (1) Sean t € C,(Y') un punto arbitrario y B =
lz1, ... ,2n; Ur, ..., Un] un abierto canénico de Cp(X') que contiene
a g*(t). El lector no tendré dificultad alguna para comprobar que
el abierto canénico A = [g(z1),-.. ,9{(za); Uh, ... ,Uy] contiene a
la funcién t y ademds g*(A) C B. Todos estos hechos demuestran
la continuidad de la funcién g* en el punto ¢. '

(2) Verificaremos que g* es inyectiva y que también es una
funcién abierta sobre su imagen.

Probemos primeramente que g* es inyectiva. Supdngase que
g*(t) = g*(h) para t,h € Cp(Y'). Sea y € Y arbitrario. Como g es
sobreyectiva, existe un elemento z € X tal que g{z) = y. Entonces
t(y) = t(g(z)) = (g°(t))(z) = (g"(h))(z) = h{g(=)) = (y). Por lo
tanto, t = h.

Con el propésito de probar que g* es abierta sobre su imagen,
consideremos un abierto canénico no vacio

A=y, ..,y U, ... U

del espacio topoldgico Cp(Y). Elijjamos una funcién t € g*(A).
Ahora bien, como ¢ es una funcién sobreyectiva, para cada i €
{1,...,n} podemos elegir un elemento z; en la fibra ¢='({:}).
Afirmamos que t € [z1,... ,Zp; Uty ..., Un) Ng*{(Cp(Y)) C g*(A)
(observe que esto demostraria que g*(A) es un subespacio abierto
de g*(Cp(Y))). En efecto, como t € g*(A), existe s € A tal
que t = sog. Note ahora que debido a que s € Ay z; €
g~1({:}) para cada indice i € {1,...,n}, tenemos que t(z;) =
5(g(z:)) = s(y:) € U; para toda i. Consecuentemente se tiene
quet € [T1,... ,Zn;Uh, ... ,Un}. Elijamos ahora un elemento h €
[z1,.-- 123 Ur,y. .., Un] N g*(Cp(Y)). Entonces existe k € Cp(Y)
tal que h = g*(k) = kog. Como h € [zy,... ,z,; Un,... ,U4), te
nemos que k(y;) = k(g(z:)) = h(z:) € U; paracadai € {1,... ,n},
de donde la funcién k pertenece a A. Por lo tanto, se tiene que
h e g*(A).
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(3) Supongamos que g es inyectiva. Sea A € 7*(Cp(X)),. Eli-
jamos f € A y una vecindad candnica [f;zy,... ,Zaj €] de f en
Co(X) tal que [f;21,... ,Zn; €] C A. Podemos suponer sin perder
generalidad que z; # =; si ¢ # j. Entonces todos los puntos g(z,),

., g(z,) son distintos entre si (recuerde que estamos suponiendo
que g es una inyeccién). Como Y es un espacio de Tychonoff, existe
una funcién continua t € Cp(Y) tal que t{g(z:)) = f(x:) para cada
i € {1,...,n}. Entonces g*(t) € [f;z1,... ,Za; €¢]. Por lo tanto,
g (Co(Y)) N A #£ B, lo que establece la densidad de ¢*(Cp(Y)) en
Cp(X).

Por otro lado, supongamos que g*(Cp(Y)) es un subespacio
denso de Cp(X). Observe que si g no fuese una funcién inyectiva,
entonces existirian elementos distintos z; y z; en X para los cuales
g(z1) = g{z,). Pero entonces para toda funcién k € ¢*(Cp(Y))
tendriamos necesariamente que k(z;) = k{zp). Tomemos ahora
una funcidn continua f € Cp(X} tal que f(z1) = 1y f(z2) = 2
(recuerde que X es de Tychonoff). Entonces tenemos que

(21,2 1N 6 (G(Y)) =,

lo cual no puede ser cierto puesto que estamos suponiendo que

g*(Cp(Y)) es denso en Cp(X). Por lo tanto, la funcién g debe ser
inyectiva. , 0

La propiedad plasmada en el inciso (2) de la Proposicion 1=._.3"._1
sugiere investigar el comportamiento de las funciones de tipo i*
inducidas por inmersiones . N

Con el propoésito de realizar un primer andlisis de este compor-
tamiento, notemos en primer término que si Z es un espacio de
Tychonoff e ¢ : ¥ — X es una inmersién, entonces la correspon-
diente funcién inducida i* : Cp(X,Z) — C,(Y, Z) asocia a cada
funcién h € Cy(X, Z), la restriccidn h [ ¢(Y) de h al subespacio
i(Y’) de X. Como consecuencia de ello, la situacién de investigar
el comportamiento de las funciones inducidas por inmersiones se
reduce a la investigacién de las propiedades de aquellas funciones
de tipoi* inducidas por funciones inclusién ¢. De particular interés
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para nosotros es el caso cuando el espacio Z es el espacio de los
niimeros reales R.

La proposicién que a continuacion se enuncia, establece algunas
propiedades de las llamadas funciones restriceion. Cabe senalar
que cuando se tiene un subespacio Y de un espacio topolégico
X, la funcién i* inducida por la correspondiente funcién inclusién
i:Y — X recibe el nombre de funcién restriccion (al subespacio
Y) y es habitual denotarla utilizando los simbolos 7y. Asimismo,
es comtin hacer uso de los simbolos Cp(Y|X) para denotar al sub-
espacio my (Cp(X)) del espacio Cp(Y).

1.3.3. PrROPOSICION. SeaY un subespacio de un espacio topolé-
gico X.
(1) E! espacio C,(Y|X) es un subespacio denso del espacio
Cu(Y).
(2) Si Y es un subespacio cerrado en X entonces la funcion
restriccion my : Cy(X) — Cp(Y'|X) es una funcion abierta.
(3) SiY es un subespacio C-encajado entonces el mapeo

my 2 Cp(X) — Cp(Y)

es sobreyectivo.
(4) SiY es un subespacio denso de X, entonces

7y Co(X) = Cp(Y)

es una funcién inyectiva. De manera particular, la funcién
7wy : Cp(X) — Cp(Y|X) es una condensacion, esto es, una
mapeo biyectivo continuo.

DEMOSTRACION. (1) Sean h € Cp(Y) y A = [y, Uni €]
una vecindad canénica de h en C,(Y). Como X es un espa-
cio Tychonoff, existe una funcién continua f € Cp(X) tal que
f(y) = h(y:) para cada i = 1,...,n. Por la forma de haber
seleccionado a la funcién f, obtenemos fécilmente que 7y (f) € A.

(2) Sea U C Cp(X) un abierto no vacio. Para verificar que
my(U) es un subconjunto abierto de C,(Y|X), elijamos un ele-
mento cualquicra ¢ € 7y (U). Entonces existe f € U tal que
my(f) = g. Como U es abierto en Cp(X}, existe una vecindad
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candnica A = [f;zy,... ,Zn; €] de fen Cp(X) tal que f € ACU.
Observe ahora que en el caso cuando {z1,... ,Z,} C Y, se ticue
que el conjunto

my(A) = [ry(f);z1, .-, Tn € N Cp(Y]X).

Por otro lado, notemos que si {zy,... ,zZ.} \Y # 0 entonces pode-
mos suponer, sin pérdida de generalidad, que existe un indice
le{l,...,n~1} tal que {&1,..., 21} C Y y {zig1,.--,2n}

C (X\Y). Comprobaremos ahora que el conjunto
v (A) = [ry (f); z1,. .. , 21, € NC(Y] X).

Para este fin, observemos primero que de la propia definicién del
abierto A se sigue que my{A) C [my(f);z1,... 25l N C(Y|X).
De este modo, serd suficiente verificar que [my(f); 1, ... , 25 €N
Cp(Y|X) C my(A). Para probar esto iltimo, elijamos un elemento
arbitrario h en el conjunto [my (f);z1,... ,z1; f NCH(Y]X). Como
h € Cp(Y']X), existe una funcién k € C,(X) tal que 7y (k) = A.
Ahora bien, debido a que X es de Tychonoff, ¥ C X es cerrado
y {zr1,...,z1} C Y, podemos elegir una funcién ¢t € C,(X) con la
propiedad de que t(Y) ¢ {0} y t(z;) = f(z;) — k(z;) para cada
j=1+1,... ,n. Entoncest+k € Ay my(t+k) = h. Por lo tanto,
tenemos que h € my(A).

Para finalizar la demostracidon, notemos que con todo lo antes
expuesto hemos probado que el conjunto 7y (A) es un subconjunto
abierto del espacio Ci(Y|X). Como g € my(A) C my (U), podemos
ahora concluir que 7y (U) es un subconjunto abierto de C,(Y'}X).

(3) La demostracién es una consecuencia inmediata de la defi-
nicién de subespacio C-encajado. .

(4) Sean f, y fa en Cp(X) tales que f, # f2. Elijamos zo € X
de tal manera que fi(zo) # f2{zo). Entonces el conjunto

U = fi ((£ilzo) = 7, filzo) + 1)) N 7 ((falm0) — 1, fal®o) + 1)),

donde r = U—‘—@)—gﬂz—"n, es un subconjunto abierto no vacio del
espacio topoldgico X. Como Y es un subespacio denso de X,
podemos elegir 4, € Y NU. Note ahora que por la forma de haber
definido al conjunto U, necesariamente f)(yo) # fo(to), de donde
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Ty (f1) # 7y (f2) (puesto que yo € Y'). En consecuencia, la funcién
Ty es inyectiva. .

1.4. La inmersién de X en C,(C,(X)) y los espa-
cios Ly(X)

Sea X un espacio de Tychonoff. Para cada z € X, consideremos
a la funcién e, : Cp(X) — R dada por ez = m [ Cp(X} (recuerde
que 7; : BX — R es la z-ésima proyeccién asociada al producto
topolégico RX). Debido a que cada funcién e; es la restriccién de
una funcién continua, todas las funciones de tipo e, son funciones
continuas, y por tal razén, son elementos del espacio Cp(Cp(X))-
Esta simple observacién nos permite considerar a la funcién

ix i X — Cp(Gp(X))

cuya regla de asociacién es ix(z) = e; (para cada r € X). La
proposicién que enseguida enunciamos establece que la funcién ix
es una inmersién (de hecho, la funcién i x es una inmersién cerrada.
El lector puede consultar la obra de A. V. Arhangel'skii {11} para
hallar una demostracién de esta ltima afirmacidn).

1.4.1. PROPOSICION. Para cada espacio de Tychonoff X, la fun-
cién
ix 1 X~ Cp(Cy( X))

es una inmersion.

DEMOSTRACION. Demostremos primeramente que tx es una fun-
cién inyectiva. Sean z,y € X con z # y. Dado que X es un espacio
de Tychonoff, existe f € C,(X) tal que f(z) =0y f(y) = L
Entonces ex(f) = f(z) # f(y) = ¢y(f), de donde ix(z) # ix(y).
Consideremos ahora a un elemento arbitrario € del espacio X y a
una vecindad arbitraria A = [ez; g1, -- , gn; €] de e; en Cp(Cp(X)).
Dado que cada funcién g; es una funcién continua, tenemos que

97 ((gi(z) = €, gi(z) +€))
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es un abierto de X que contiene a z, para toda ¢ = 1,... .n.
Entonces

V=67 (0@ - e0=) +9)

i=]

es una vecindad de r en X para la cual sucede que ix(V) C A
Por lo tanto, iy es continua en el punto z.

Demostremos ahora que la funcién ' : ix(X) — X es con-
tinua. Sean z € X y V € 7(z, X) arbitrarios. Dado que X es un
espacio de Tychonoff, podemos elegir una funcién f € C,{X) de tal
manera que f(z) =0y f(X\ V) C {1}. Consideremos a la vecin-
dad A = [es; f;3] Nix(X) de e, en Cp(Cy(X)). Afirmamos que
i7'(A) C V. Efectivamente, si existiera un elemento z € i3' (A)\V
entonces para tal elemento ocurriria que f(z) = 1 (puesto que
z € X\ V). Como z € i3'(A), tenemos que ix(z) € A. Se sigue
entonces que |f(2)| = lix(2)(N)| = le.(f)} < 3, pero esto con-
tradice el hecho de que f(z) = 1. Por lo tanto, i3!(A4) C V. Con
todo lo antenor podemos establecer foxmalmente la contxmudad
de la funcidén 1% X en el punto e;. Consecuentemente, la funcién ix
es una inmersion. - 3d

Hemos ya demostrado, en el Teorema 1.2.4, que los espacios de
tipo C,(X) pueden ser visualizados como espacios vectoriales topo-
l6gicos (sobre el campo de los nimeros reales). Por la Proposicién
1.4.1 sabemos también que si X es un espacio de Tychonoff en-
tonces X es homeomorfo a un subespacio del espacio C,(Cp(X)),
as{ que cabe preguntarnos cudl es el minimo subespacio vectorial
del espacio Cp(Cp(X)) que contiene a X (propiamente a iy (X)).
La respuesta a esta pregunta no es dificil de obtener. De ahora
en adelante, identificaremos a cada elemento z del espacio X con
la correspondiente funcién e, (véase el primer parrafo al inicio de
esta seccidn para la definicién formal de las funciones e;).

1.4.2. DEFINICION. Dado un espacio de Tyhonoff X, el COIljllII]f.O

LX) = {z+  +MnZnt AL, A0 ER 2y, .. 20 € X €\ {0} }
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es el subespacio vectorial de Cp(C,(X)) generado por X. El es-
pacio L,{X) es el conjunto L(X) equipado con la topologia de
subespacio respecto de Cp{Cp(X)).

Notemos que toda combinacién lineal de tipo Ajzy + -+ + Apz,
(es decir, cualquier elemento del espacio Lp(X)) es una funcional
lineal continua definida sobre el espacio vectorial topolégico Cp(X)
(para convencerse de ello, simplemente recuerde que estamos iden-
ticando a cada elemento x € X con la correspondiente funcién e;.
Recuerde ahora que e; = 7, | Cp(X)). La proposicién que a
continuacién establecemos expresa que el espacio L,(X) es pre-
cisamente el conjunto de todas las funcionales lineales continuas
definidas scbre el espacio vectorial topolégico Cp(X).

1.4.3. PROPOSICION. Sea 8 : Cp(X) — R una funcional lineal
continua notrivial. Entoncesexisten A,... , A\, € Ryz,..: ,z, €
X (para algiin n € w\ {0}) tales que

8= /\1931 +A2$2+ "'+'\nmn-

DeEMOSTRACION. Dado que @ es continua en la funcién constante
©(0) definida sobre el espacio X, existe A = [p(0);21,... ,Zn; €]
vecindad candnica de ¢(0) en Cp(X) tal que 8(A4) C (-1,1).
Ahora bien, como X es un espacio de Tychonoff, existe f; € Cp(X)
tal que

filzd=1 'y fil{z;:§#i)=0,
para cada ¢ = 1,...,n. Hagamos X = 6(f;), para toda ¢ €

{1,...,n}.

AFIRMACION. Si g € Cy(X) es tal que g(z;) = 0 para cada
i€ {1,...,n}, entonces 6(g) = 0.

Es claro que si k € w\ {0} entonces (k- g)(z;) = 0 para cualquier
i=1,...,n. Entoncesk-g € Aparatodak € w\{0}. Porla forma
en que elegimos a la vecindad A, tenemos que #(k - g) C (-1,1)
para cualquier £ € w\ {0}. Aplicando ahora el hecho de que §
es lineal, podemos concluir que |kf(g)] < 1 para todo elemento
k € w\ {0}. Entonces |#{g)| < { para cualquier k € w {0}. Esto
ultimo nos permite concluir que #(g) = 0. ®
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Para finalizar la demostracién de la proposicién utilizaremos la
anterior afirmacion para probar que 8 = Az + -+ )\n-‘fin-

Sea g € C,{X) arbitraria. Definamos h =g — (g(z1) - fi +

9(zn) fun)- Cla.1amente hedC ( (). Probemos que h{z;) = 0 para
cadai. En efecto, h(z (g z:)—(g(z1) fit - +glza) fa)) (@) =
g9(z:) = (glz1) - fl(xt) +g(mn) fal:)) = glz:) ~ g(z:) =0
(recuerde que fi(z;) =1y fi{z;) = 0 para cada j # ). Aplicando
la anterior afirmacién, tenemos que §(h) = 0. Entonces

h)—9(g (g(z1) - fr+-- -+ g(zn) - fn))
0(g) — 8((g xl) f1 -+9($n)-fn))
= 9(9) (g(zs -+ g(za) - 0(f2))
8(g) — (M- -”31(9 +An za(9))

- 9( )= (-t An‘- zn)(9))

Por lo tanto, se tiene que 6(g) = (A -z1+:- -+ An-z,)(g). Esto
prueba la igualdad deseada. O

1.5. El teorema.de Arhangel’skii-Pytkeev

Dado un espacio topolégico X, el grado de Lindeldf [(X) del
espacio X es el mds pequeno de los cardinales infinitos 7 para
los cuales se tiene la propiedad que de toda cubierta abierta del
espacio X, es posible extraer una subcubierta cuya cardinalidad
no excede a 7. Asimismo, se define al cardinal I*(X) como la mas
pequenia de las cotas superiores del conjunto constituido por los
cardinales {(X™) donde n € w \ {0}, esto es,

(X)) = sup{l(X"):n ew\ {0}}].

En esta seccién demostraremos el cldsico resultado debido a A.
V. Arhangel’skii y a E. G. Pytkeev, el cual establece que para cada
espacio topoldgico X, el invariante cardinal {*(X} coincide con la
estrechez del espacio Cp(X).
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"Para llevar a cabo la demostracién de este teorema, demostrare-
mos previamente dos resultados que nos serdn de gran utilidad. El
primero de estos resultados muestra la relacion que existe entre la
propiedad de que [*(X) < 7 para algin cardinal 7, con el hecho de
que de toda w-cubierta del espacio C,(X) es posible extraer una
w-subcubierta cuya cardinalidad no excede a 7. Antes de enunciar
formalmente este resultado, necesitamos recordar la nocién de w-
cubierta y la forma en que se define a la estrechez de un espacio
topoldgico.

1.5.1. DEFINICION. Sea X un espacio topoldgico. Se dice que
una familia & C 7(X) es una w-cubierta de X si para cada con-
junto finito F' C X existe un elemento U € Y tal que F C U.

Recuérdese que dado un punto = de un espacio X, la estrechez
t(z, X} de X en el punto z es el mds pequeiio de los niimeros
cardinales 7 > w que poseen la siguiente propiedad: para cada
ACX,conz € A, existe BC Atalque |Bl]<7yz€ B. De
este modo podemos definir a la estrechez de un espacio topolédgico
X como el niimero cardinal infinito ¢(X) = sup{t(z, X) : z € X}.

1.5.2. TEOREMA. Sea X un espacio de Tychonoff. Para todo
cardinal T se tiene que I*(X) < 7 si y s6lo si cada w-cubierta U del
espacio X posee una w-subcubierta V cuya cardinalidad no excede
ar. '

DEMOSTRACION. Supongamos que {*(X) < 7. Dada una w-
cubierta U de X definimos, para cada n € w\ {0}, al conjunto
U, = {U": U € U}. Observe que si (z,,...,z,) € X™ entonces
para el conjunto F = {z;,... ,2,} existe un elemento U € U tal
que F C U (puesto que U es una w-cubierta de X). Entonces
(%1,... ,Za) € U™ De esta forma hemos establecido que el con-
junto U, es una cubierta de X, para toda n € w\ {0}. Aplicando
el hecho de que I(X™) € 7, podemos garantizar la existencia de
una familia V, C U tal que J{U" : U e V,} = X"y V.| € 7,
para toda n € w \ {0}. Hagamos V = [J{V, : n € w\ {0}}. En-
tonces V es una w-cubierta de X, VC U y [V] < 7. Con todo lo
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anterior hemos probado que la condicién dada en el enunciado del
teorema es necesaria.

Supongamos ahora que de cada w-cubierta U del espacio X es
posible extraer una w-subcubierta cuya cardinalidad no excede.a
r. Fijemos un indice n € w \ {0} y demostremos que I(X") < 7.

Para este propdsito, consideremos una cubierta abierta U del
espacio X®. Diremos que una familia finita B C 7(X) es U-
dominada, si para cada Uy,...,U, € B (no necesariamente dife-
rentes) existe un elemento U € U tal que U; x--- x U, C U. Con-
sideremos a la familia ¥ = {|J B : B es una familia /-dominada}.
Afirmamos que V es una w-cubierta de X. En efecto, si F' =

{z,...,zx} C X entonces para cada conjuntof {t1,... .1} C
{1,... ,k} existen vecindades abiertas V;,,...,V; de los puntos
Ti,... %, tales que V; x-.- xV; C U para algin Ue € U.

Debido a que hay un niimero finito de tales puntos £, cada punto
z; obtiene de esta manera un niimero finito de vecindades. Inter-
sectando para toda z; cada una de estas vecindades, obtenemos
abiertos W; para cada i < k, tales que la familia B = {W; : i € k}
es U-dominada y ademds F' = {z,,... ,z¢} C |JB. Esto demues-
tra que V es una w-cubierta de X.

Por hipétesis existe una w-subcubierta W de V de cardinalidad
< 7. Ahora bien, para cada U € W existe una familia By tal
que By es U- dommada y U = |JBy. Entonces, para cada U €
W, existe una familia finita Uy C U tal que para cualquier § =
{Vi,...,Va} C By se tiene que V; x --- x V|, C G, para algin
Ge € Uy. Hagamos C = | {Uy : U € W}. Entonces C C Uy
IC| € 7. Ademds, es facil verificar que C es una cubierta de X".
Por lo tanto, I*(X) < 7. 0

1.5.3. TEOREMA. Para cualquier espacio de Tychonoff X, se.tie-
ne que t{Cy(X)) < 7 si y s6lo si cada w-cubiertald de X tiene una
w-subcubierta V tal que [V| < 7.

DEMOSTRACION. Supongamos que t(C,(X)) € 7. Dada una w-
cubierta U de X, hagamos .

D={feCyX): f7YR\ {0}) C U para algiin U € U}.
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Entonces el conjunto D de esta forma definido es un subconjunto
denso de C,(X). Efectivamente, sea W = [z1,... ,Za;Uh, ... , Uy
un abierto candnico no vacio de Cp(X). Fijemos un clemento
h € W. Como U es una w-cubierta de X, para el conjunto F' =
{zi,...,z,} existe un elemento U € I tal que FF C U. Como X es
un espacio de Tychonoff, podemos elegir una funcién f € Cp{X)
tal que f(x;) = h(z;) paracadai =1,...,ny f(X\U) C {0}.
Entonces f € W N D. Esto prueba que D es denso en C,(X).

Ahora bien, como ¢(1) € D y t(Cp(X)) < 7 (recuerde que para,
cada r € R, los simnbolos ¢(r) denotan a la funcién constante de
valor r definida en el espacio X), existe un conjunto B C D, con
|B| < 7, tal que (1) € B. Para cada f € B, fijemos un elemento
U; € U tal que f~Y(R\{0}) C U;. Entonces el conjunto V = {U :
f € B} es una w-subcubierta de U cuya cardinalidad no excede a
7. En efecto, es claro que |V| € |B| £ 7. Asi que consideremos un
subconjunto finito F = {z;,... ,z,} de X. Como ¢(1) € B, existe
un elemento f € B tal que f € [p(1);Z1,-. . ,%n; 3]. Entonces para
tal funcién se tiene que F C f~!(R\ {0}) € U;. Esto prueba que
V es una w-subcubierta de U.

Para probar que la condicién del teorema es suficiente, supon-
gamos que A C Cp(X) y que f € A. Como Cp(X) es un es-
pacio homogéneo (cf. Teorema 1.2.4), sin pérdida de generali-
dad podemos suponer que f = (0). Afirmamos que para toda
n € w)\ {0}, la familia U, = {g7{(-2,1)) : g € A} es una w-
cubierta de X. En efecto, fijemos un indice m y consideremos
un subconjunto finito F = {z,,... ,z¢} € X. Como ¢(0) € A4,
existe h € [p(0);z1,... , %k =] N A. Entonces F = {z,,... 24} C
h1((—1,1)). De esta forma, U, es una w-cubierta de X.

Por hipétesis, para cada n € w \ {0}, existe un conjunto B, C
A tal que la familia V, = {g7'((-21,2)) : g € B,} es una w-
subcubierta de U, v |V.| € 7. Hagamos B = | J{B, : n € w\ {0}}.
Entonces B C A, |B] < 7y ©(0) € B. Esto demuestra que
HCy(X)) < 7. o

Como corolario a los dos anteriores teoremas obtenemos el teo-
rema de Arhangel'skii-Pytkeev.
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1.5.4. TeonremA (Arhangel’skii, [4]; Pytkeev, [31]). Para cada
espacio de Tychonoff X, se tiene que I*(X) = t(Cp(X)).

1.6. La topologia de convergencia uniforme

Recordemos que una sucesién de funciones (f,) € C(X) con-
verge uniformemente a una funcién f € C(X) (lo cual es habi-
tualmente denotado utilizando los simbolos f, =3 f) si para cada
¢ > 0 existe un indice m € w tal que | fo{z) — f(z)| < € para cada
r€ Xycadan2m.

Utilizando la anterior nocién podemos definir un operador sobre
el conjunto C'(X) que nos permitird introducir una topologia en
este conjunto. La forma de hacer esto es definiendo, para cada
subconjunto A de C{X), al conjunto {A] como aquel subconjunto
de C(X) constituido por todos aquellos elementos g € C(X) para
los cuales existe una sucesién {g,) de elementos de A que converge
uniformemente a g. El operador {-] que hemos definido de esta
manera tiene las siguientes propiedades:

(1) {@] = 0;

(2) para todo A C C(X), se tiene que A C (4] y [[A]] = [Af;
ademas, ' .

(3) para cualesquiera A, B C C(X), tenemos que {AU B} =
fAj U [B].

Es facil comprobar, utilizando las propiedades (1}, (2} y (3)
antes descritas, que la familia

7w = {C(X)\ F: F C C(X) es tal que F = [F]}

es una topologia en el conjunto C(X). Tal topologia recibe el nom-
bre de topologia de convergencia uniforme y al espacio topolégico
de esta forma generado se le denota con los simbolos C,(X).

En esta seccién demostraremos inicamente aquellas propiedades
de los espacios C,(X) que seran de utilidad para el buen desarrollo
de los resultados que estableceremos en capitulos posteriores. El
lector interesado en estudiar mds profundamente a este tipo de
espacios topolégicos, puede consultar la obra de R. Engelking {18]
y la de V. V. Tkachuk [42].



1.6. La topologia de convergencia uniforme 25

Una importante propiedad de los espacios Cy(X) que nos serd
de suma utilidad es la metrizabilidad.

1.6.1. PROPOSICION. Si X es un espacio de Tychonoff, entonces
el espacio C,(X) es un espacio métrico completo.

DEMOSTRACION. Consideremos a la funcién p : C(X) x C(X) —
R dada por p(f,g) = sup{d(f(z),g(z)) : = € X} para cada
(f,9) € C(X)xC(X), donde d(f(x), 9(z)) = min{|f(z)—g(z)], 1}
para z € X. La funcién p de esta forma definida es una métrica en
el conjunto C(X) que induce la topologia de C,(X). Dejaremos
al cuidado del lector verificar que la funcién p es una métrica en
C(X) y nos dedicaremos a comprobar que ella induce la topologia
del espacio Cy(X).

Primeramente notemos que debido a la forma en que se ha
definido a la topologia del espacio C,(X), para verificar que p
induce a esta topologia sélo necesitamos demostrar que si (f,) C
C{X) y f € C(X) entonces la sucesién f, converge uniforme-
mente a f si y s6lo si lim, o p(fn, f) = 0. Para demostrar esto
ultimo, supongamos primero que (f,) converge uniformemente a
f. Entonces, dada una ¢ > 0, existe un niimero m € w tal que
|fa(z) — f(z)] < € para toda z € X y todan > m. Por la
definicién de la métrica p, tenemos que p(fn, f) < € para toda
n 2 m. Dado que el nimero real € fue elegido en forma arbitraria,
podemos concluir que lim, s p(fu, f) = 0.

Para la probar la implicacidon contraria, supongamos que

lim p(fn, f) = 0.

Consideremos una € > 0. Sin pérdida de generalidad, podemos
suponer que € < 1. Como lim, .o p(fn, f) = 0, para tal € existe
una m € w tal que p(f,, f) < € para toda n 2 m. Por la definicién
de p, tenemos que |f,(z) — f(z}| < € para toda z € X y para toda
n > m. Entonces (f,) =3 f.

Con la finalidad de probar la completitud de la métrica p, con-
sideremos una sucesién de Cauchy (f,) en el espacio C,(X). En-
tonces para todo € > 0, existe un indice m € w tal que p(fa, fr) <e¢
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para cualquier par de indices n, &k 2 m. De aqui tenemos que
[fn(z) — fi(2)| < € para todo z € X y para cualesquiera n, k. .
De esta forma podemos concluir que para todo z € X, la sucesién
(fa(z)) es una sucesién de Cauchy en el espacio de los mimerds
reales R. Como R es un espacio métrico completo, la sucesion
(fn(z)) converge a un nimero real r;, para todo z € X. Defi-
namos la funcién f: X — R como f(z) =r, paracadaz € X.
Comprobaremos ahora que la sucesién (f,) converge uniforme-
mente a la funcidn f. Para este propésito, fijemos un indice m € w
para el cual p(f,, fi) < § para todos los indices n,k 2 m. En-
tonces {fo(z) — fi(z)| < § para cualquier £ € X y para todo
n,k 2 m. Tomando el limite cuando kK — oo, tenemos que
|faz) ~ f(z)] < § para todo z € X y toda n > m. Conse-
cuentemente, la sucesién (f,) converge uniformemente a f sobre
el espacio X. De esto 1iltimo se desprende que la funcién f es una
funcién continua. O

1.6.2. PROPOSICION. Para cada espacio de Tychonoff X, el es-
pacio C{X) junto con la operacién ¢, : C(X) x C(X) — C(X)
dada por ¢ (f,g9) = f +g para cada (f,g) € C(X) x C(X), es un
grupo topoldgico.

DEMOSTRACION. Es suficiente demostrar que, al considerar en el
conjunto C(X) a la topologia de convergencia uniforme, la funcién
¢+ es continua. Para probar esto, consideremos un elemento arbi-
trario (f, g) € Cu(X) x Co{X). Sea € > 0 cualquiera y considere-
mos un nimero § > 0 tal que § < min{e, 1}. Como la topologia
del espacio C,(X) es la inducida por la métrica p, los conjuntos
B,(f, g) y Bo(g,%) son vecindades abiertas de f y g en el espa-
cio Cyu(X), respectivamente (recuerde que en un espacio métrico
(Z,d),siz€ Zyr > 0entonces By(z,7) = {a € Z : d(a,2) < r}).
Afirmamos que tales vecindades tienen la siguiente propiedad: si
h € B,(f,%) y k € B,(g,2), entonces p(h + k,f + g) < e. En
efecto, sea = € X un elemento arbitrario. Entonces |(h + k)(z) —
(f + 9)(@)| < 1h(z) ~ f(z)] + |k(z) - g(z)] < §+ & = 6. Como =
es arbitraria, lo anterior implica que p(h + k, f + g) < 6. De esta
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forma, podemos concluir que p(h + k, f +g) < e. Por lo tanto, la
funcién ¢, es continua en el punto (f,g). 0

1.7. Espacios pseudocompletos

Atn cuando a través de todo este trabajo los espacios que se con-
sideran son espacios de Tychonoff, en este apartado, en el que in-
troduciremos la nocién de espacio pseudocompleto, debilitaremos
esta hipdtesis considerando espacios cuasi-regulares. Recordemos
que un espacio topoldgico X es cuasi-regular {1}, {29] si para
cualquier subconjunto abierto no vacio U/ de X es posible hallar
un abierto V € 7*(X) tal que V ¢ U. Claramente todo espacio
regular es un espacio cuasi-regular. Ademas, la propiedad de cuasi-
regularidad es inherente a subespacios densos. En efecto, sean X
un espacio cuasi-regular y ¥ C X = Y. Consideremos un abierto
V € 7*(Y’). Entonces existe W € 7*(X) tal que V = WnNY. Dado
que X es cuasi-regular, podemos elegir U € 7*(X) de tal manera
que clx(U) € W. Entonces cly(UNY) = clx(UNY)NY =
cdx(U)NY ¢ WNY = V. Por lo tanto, el espacio Y es cuasi-
regular. '

Para poder introducir la nocién de espacio pseudocompleto nece-
sitamos recordar la nocién de n-base. Una 7-base de un espacio
topoldgico X es una familia B C 7°(X) con la propiedad de que
para cada subconjunto abierto no vacio V' del espacio X es posible
hallar un elemento B € Btaique BC V.

1.7.1. DEFINICION. Sea X un espacio topolégico.

(1) Una familia {U, : n € w} C 7*(X) es llamada remolino si
U_,H.H{ C U, para cada n € w.

(2) El espacio X es un espacio pseudocompleto si éste es cuasi-
regular, y ademds, tiene una sucesién {B, : n € w} de
w-bases (llamada sucesién pseudocompleta) tal que para
cualquier remolino {U, : n € w}, la condicién U, € B,
para toda n, implica que (U, :n € w} # @

Como se podré apreciar un poco méas adelante, todo espacio
pseudocompleto tiene la propiedad de Baire (cf. Proposicién 1.7.4).
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Es bien conocido que cualquier espacio que es metrizable por medio
de una métrica completa posee también esta propiedad. Como
comprobaremos a continuacién, la razén del por que este tipo de
espacios topoldgicos tienen la propiedad de Baire, reside en el he-
cho de que la clase de los espacios completamente metrizables es
una subclase de la clase de los espacios pseudocompletos.

Con el fin de verificar esta 1ltima afirmacién, supongamos que
{X, p) es un espacio completamente metrizable. Para cada n € w,
definamos B, = {B,(z;r) : 0 < r < ;7 yz € X}, donde
By(z;m) = {y € X : p{z,y) < r}. No es dificil verificar que cada
una de las familias B, es una w-base de X. Comprobemos entonces
que la familia {8, : n € w} es una sucesién pseudocompleta para
X. En efecto, sea {U, : n € w} un remolino tal que U, € B, para
cada n € w. Entonces para toda n € w, existen 7, € (0, 37) v
Tn € X tales que U, = B,(zn;7,). Dado que {U, : n € w} es
decreciente, la familia {U, : n € w} es una sucesién decreciente
de cerrados tal que 0 < lim,..oo didm,(T,) < limp,—q, 2 =0
(donde didm,(U,) denota al didmetro del conjunto U, en el es-
pacio métrico (X, p)). Como X es completamente metrizable, se
tiene que (., Un # 0. Dado que Nucw Un € Nyeo, Uny podemos
concluir que {,,., Un # 0.

Como un corolario a la siguiente proposicién estableceremos que
la clase de espacios Cech-completos est4 también contenida en la
clase de los espacios psendocompletos.

new

1.7.2. PROPOSICION. Sea X un espacio cuasi-regular. Supéngase
que existe una w-base B de X tal que clx(U)} es numerablemente
compacta para cada U € B. Entonces todo subconjunto denso Y
de X de tipo G5 es un subespacio pseudocompleto.

DEMOSTRACION. Dado que Y es un subespacio denso de X, el
espacio Y es cuasi-regular. Supongamos que {G, : n € w} C
7*(X) es tal que Y = [, Gn. Para cada n € w, definamos
B,={HNY :He€Byclx(H) C G,}. Claramente B, C 7*(X).
Mostraremos que {B, : n € w} es una sucesién pseudocompleta
para Y. Para este propésito, demostremos primeramente que cada
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una de las familias B,, es una w-base del espacio Y. Fijemos un
indice n € w y consideremos un abierto arbitrario V € r*(Y). Sea
W e r*(X) tal que V = WnNY. Dado que X es cuasi-regular y B
es una w-base, existe H € B tal que cly(H) C W N G,.. Entonces
HNY cWwnY =V y HNY € B,,. De esta forma, la familia B,
es una 7-hase de Y.

Consideremos ahora un remolino {U, : n € w} con la propiedad
de que U,, € B, para cadan € w. Como U, € B,, paratodan € w,
existen abiertos H,, € B tales que U, = H,NY y clx(H,) C G,.
Observe ahora que debido a que U,4, C U, para todo indice n,
la familia {clx(U,) : n € w} tiene la propiedad de la interseccién
finita. Como clx(Uy) es un espacio numerablemente compacto y
{clx(U,) : n € w} estd constituida por subespacios cerrados de
clx(Up), se tiene que [, clx(Un) # @. Ahora bien, dado que
clx(H,) C G, para toda n, obtenemos que clx(U,) C G, para
cada indice n, de donde [, clx (Urn) C (e, Gn =Y. Entonces

nEw
() elx(Un) = [ edx (Uns1) = ([ ) elx(Uns1)) NY
new ncw e
= (¥ Nelx(Uns1)) = [ ely(Unsa)
nEw ncw
c () Un.
ncw

De aqui, obtenemos que [, U, # 0. Por lo tanto, la familia
{B, : n € w} es una sucesién pseudocompleta para Y. O

1.7.3. CoroLARIO. Todo subconjunto denso de tipo G de un es-
pacio cuasi-regular numerablemente compacto es un espacio pseu-
docompleto. En particular, los espacios completos en el sentido de
Cech son espacios pseudocompletos.

DEMOSTRACION. Supongamos que X es un espacio cuasi-regular
numerablemente compacto y que ¥ C X es denso. Observe que
la familia 7*(X) es una w-base de X para la cual sucede que
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clx (U) es numerablemente compacta, para toda U € 7°(X). Apli-
cando la proposicién anterior podemos llegar a concluir que ¥ es
- pseudocomipleto. ]

Finalizamos la presente seccién coleccionando en la siguiente
proposicion, y en los dos corolarios a ella, algunas de las mds im-
portantes propiedades de la clase de los espacios pseudocompletos.

1.7.4. PROPOSICION.

(1) El producto arbitrario de espacios pseudocompletos es un
espacio pseudocompleto.

(2) Todo espacio pseudocompleto es un espacio de Baire,

(3) Cualquier suma topoldgica de espacios pseudocompletos es
un espacio pseudocompleto.

(4) Sean X cuasi-regular yY € X =Y. Si Y es un espacio
pseudocompleto entonces X es pseudocompleto.

(5) Todo subespacio abierto de un espacio pseudocompleto es
un espacio pseudocompleto.

DEMOSTRACION. (1) Sean {X, : a € A} una familia de espacios
pseudocompletos y X = [ .4 X« el producto de Tychonoff de los
espacios X,. Demostraremos primeramente que X es un espacio
" cuasi-regular. Para este fin, elijamos un abierto canénico no vacio
U=, w"l(Ua') del espacio X (la funcién m,, : X — X, es la
a;-ésima proyeccion natural asociada al producto X = Hae 4 Xa)-
Dado que cada espacio X, es cuasi-regular, existen abiertos V,, €
7(Xa,) tales que V,, C Ua, para cada i = 1,... ,n. Entonces
W =N 72l (Va,) es un abierto no vacio de X tal que W c U.
De esta forma, el espacio X es cuasi-regular.

Supongamos ahora que {B3 : n € w} una sucesién psendocom-
pleta de 7-bases de X, para cada o € A. Sin pérdida de genera-
lidad podemos suponer que X, € B para cada n y para cada a.
Para cada indice n € w, definimos

B,={ ﬂ w;l(Un,a) :F C Aesfinito y Uy, o € B] para cada a € F}
agl

Afirmamos que la familia {5, : n € w} es una sucesién pseudo-
completa en X. En efecto, no es dificil demostrar que cada familia
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B, es una w-base de X. Consideremos un remolino {U, : n € w}
con la propiedad de que U, € B, para cada n € w. Supongamos
que Up = (yer, Ta (Une) donde F,, C A es finito. Definamos
a Ug,, = Xpg en el caso cuande # € A\ F,, (para cada n € w).
Entonces la familia {U, o : n € w} es nn remolino en X, tal que
Uno € B2 para cada n € w. Como la sucesién {B% : n € w} es
pseudocompleta, existe z, € X, tal que z, € [{Uno @ 1 € w}.
Entonces z = {z,} € X y ademds z € (\{U, : n € w}. Por lo
tanto, la familia {B, : n € w} es una sucesién pseudocompleta
para X. Consecuentemente, X es pseudocompleto.

(2) Supongamos que X es un espacio pseudocompleto y que
{Gr : n € w} es una sucesién de subespacios abiertos densos de
X. Consideremos un abierto G € 7*(X) cualquiera. Fijemos una
sucesién pseudocompleta {B, : n € w} de m-bases que constate la
propiedad de pseudocompletitud para el espacio X.

Debido a que el conjunto Gy es un subespacio abierto denso de
X, el conjunto Go NG € 7*(X). Como X es cuasi-regular y By
es una m-base de X, existe Uy € By tal que clx(Up) € G, NG.
De igual manera, como el subespacio G es abierto y su cerradura
cubre a todo X, tenemos que UpNG, € 7*(X). Aplicando de nuevo
el hecho de que X es cuasi-regular y B, es w-base de X, podemos
elegir U, € B, de tal forma que clx(U;) C Uy N G;. Supongamos
ahora que tenermos construidos a los conjuntos Uy, ... , Uy de tal
manera que clx(Us) C GoNG y U; € B; y cx(U;) C Ujo1 NGy,
para cada j = 1,...,k. Como Gi4y es un subconjunto abierto -
denso de X, se tiene que Gy NU, € 7*(X). Debido a que X
es un espacio cuasi-regular y B, es una 7-base de X, podemos
seleccionar un elemento Uy, € By de tal forma que clx (Ugq1) C
U N Grg1.

Notemos ahora que por la forma de haber construido a los con-
juntos U;, la familia {U, : n € w} es un remolino en X tal
que U, € B, para cada n € w. Aplicando el hecho de que
{B, : n € w} es una sucesién pseudocompleta en X, podemos
concluir que (., Un # 0. Pero U, C GNG, (para cada n € w),

new
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entonces G N ((N,e, Gn) # 0. De esta forma hemos probado que
X posee la propiedad de Baire.

(3) Supongamos que {X, : @ € A} es una familia de espacios
pseudocompletos y que X = ¥,X, es la suma topoldgica de los
espacios X,. s sencillo verificar que el espacio X es un espacio
cuasi-regular.

Por otro lado, si {B? : n € w} es una sucesién pseudocompleta
en Xa para cada a € A, definamos para cada indice n a la familia

= Uaer B3- Entonces la familia {B, : n € w} es una sucesién
pseudocompleta. en X.

(4) Como Y es pseudocompleto podemos considerar una sucesién
pseudocompleta {8, : n € w} de n-bases de X. Para cadan € w
y para cada U € B,, existen abiertos W(U) € 7(X) tales que
U=WU)NY. Entonces la familia C, = {W(U) : U € B,}
es una w-base de X para cada n € w. Efectivamente, fijemos
un indice n € w y consideremos un abierto V € 7*(X). Dado
que X es cuasi-regular, existe W € 7*(X) tal que clx(W) C
V. Note que la densidad de ¥ en X implica que Y N W ¢
7*(Y). Como B, es m-base de Y, existe U € B tal que U C
W NY. Consideremos ahora al abierto W(U) correspondiente a
U. Como U C WNY, se tiene que W({U)NY C WNY, de donde
cx(W({U)NY) C clx(WNY). Pero sabemos que Y es denso,
entonces clx(W(U)NY) = clx(W(U)) y clx(W NY) = clx(W).
Consecuentemente W(U) C clx(W(U)) C clx(W) C V. De esta
forma tenemos que C,, es una n-base de X.

Verifiquemos ahora que la familia {C, : n € w} es una sucesién
pseudocompleta en X. Sea {V,, : n € w} un remolino tal que V, €
C. para cada indice n. Por la definicién de las familias C,, existen
Un € B, tales que V,, = W(U,,) para cada n. Entonces {U, : n €
w} es un remolino en Y con la propiedad de que U, € B, para toda
n e w (note que cly (Un41) = clx(Unt1)NY = cx (W (U, 1) NY)N

= cx(W({Un:1))NY C W(U,)NY = U,). Aplicando ahora el
hecho de que Y es pseudocompleto, podemos ver que (.., Un # 0.
Como (e, Un € e W(Un), se tiene que o, Vi # 0. Por lo
tanto, podemos concluir que X es pseudocompleto.
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(5) Sean X pseudocompleto y V € 7*(X). Probemos primera-
mente que V' es cuasi-regular. Si W € 7*(V} entonces W € 7*(X),
de donde existe U € 7*(X) tal que clx(U) Cc W. Como cly(U) =
clx(U)NV c WnNV =W, se sigue que V es cuasi-regular.

Ahora consideremos una sucesion pseudocompleta {83, : n € w}
de m-bases del espacio X. Para cada n € w, definamos C, = {B ¢
B, : clx(B) C V} . Entonces {C, : n € w} es una sucesién pseu-
docompleta para V. En efecto, elijamos W € 7*(V). Entonces
W e 7*(X). Como B, es n-base de X y X es cuasi-regular, existe
B e B, talque B Cclx(B)C W. Porlotanto, B€C,y B C W.
Esto demuestra que cada familia C,, es una m-base de X.

Por otro lado, si {U, : n € w} es un remolino en V tal que
Un € C,, para cada n € w. Entonces U, € B, y clx(U,) C V para
toda n, de esta forma la familia {U, : n € w} es un remolino en
X con la propiedad de que U,, € BB,, para cadan € w. Como X es
pseudocompleto, tenemos que [, . Un # 0. O

Utilizando las propiedades plasmadas en los incisos (3), (4) y (5)
de la anterior proposicion, es facil demostrar el siguiente resultado.

nécw

1.7.5. COROLARIO. Supongamos que X es un espacio cuasi-re-
gular y queld C (X)) es tal que | JU = X. Si cada elemento de
U es un espacio pseudocompleto entonces X es pseudocompleto.

1.7.6. COROLARIO. Si un espacio cuasi-regular X es la union
finita de subespacios pseudocompletos entonces el espacio X es
pseudocompleto.

DEMOSTRACION. Supongamos que X = |J-, X;, donde cada sub-
espacio X; es un espacio pseudocompleto. Definamos para cada
i=1,...,n alos conjuntos F; = clx(X;) y V; = intxF;. Obvia-
mente el conjunto X; NV es un subespacio denso de V; para cada
i=1,...,n, ademas cada conjunto X; NV; es un espacio pseudo-
completo. Aplicando el inciso (4) de la proposicién 1.7.4, obtene-
mos que cada subespacio V; es pseudocompleto. Note ahora que
X = Ji., Vi. Entonces, por el Corolario 1.7.5, podemos concluir
que X es pseudocompleto. a




2

Propiedades finitamente aditivas y
numerablemente aditivas en C,(X)

2.1. Introduccidon

Uno de los métodos mas importantes del estudio matematico es
la reduccién de la investigacién de un objeto a una clasificacién
de objetos mds simples que de algin modo representen al objeto
estudiado. En el caso particular de la topologia, esta reduccién
puede darse mediante la descomposicién de un espacio topoldgico
en una unién de sus subespacios. De esta manera, si uno conoce las
propiedades de los elementos de la descomposicién de un espacio
topoldgico, con frecuencia es posible obtener informacién 1itil sobre
el espacio mismo. Por ejemplo, es bien conocido que si un espacio
topoldgico X es una unién numerable de subespacios que tienen
peso de red numerable, entonces el espacio X también tiene peso
de red numerable.

De modo que, cuando trabaja uno con uniones numerables o
‘finitas de espacios topoldgicos, siempre surge el deseo de garan-
tizar la aditividad de las propiedades consideradas. Desafortu-
nadamente esto no siempre es posible de hacer. Es sabido, por
gjemplo, que un espacio puede ser unién de dos subespacios para-
compactos sin ser paracompacto, y no obstante a que uno puede
garantizar la paracompacidad de un tal espacio si se supone adi-
cionalmente que ambos subespacios son cerrados, el solo hecho de
requerir que los elementos de una descomposicién de un espacio
topologico sean subespacios cerrados, no es suficiente para garan-
tizar la aditividad de varias propiedades topolégicas: §. Mréwka
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construyd en [27] un espacio no realcompacto que es la unién
de dos de sus subespacios cerrados realcompactos. Como hemos
ya hecho ohservar, un buen niimero de propiedades topoldgicas
tienen un comportamiento similar al de la paracompacidad y al
de la realcompacidad: estas propiedades no se preservan bajo la
formacién de uniones numerables o finitas de subespacios. Como
ejemplos de propiedades topoldgicas de este tipo, podemos citar
a la versidén hereditaria de la paracompacidad, a la propiedad de
tener estrechez numerable, a la propiedad de poseer cardcter nu-
merable, a la propiedad de tener peso mumerable, a la normalidad
y también a la normalidad perfecta, entre muchas otras més.
Quizas V. V. Tkachuk fue uno de los primeros especialistas en
realizar un andlisis sistematico de las propiedades topolégicas no
aditivas, con respecto a la posibilidad de que estas propiedades
modificaran su comportamiento en los espacios de tipo C,{X).
En su articulo [41], Tkachuk demostrd la aditividad numerable
en la clase de los espacios Cp(X) de las siguientes propiedades
topoldgicas no aditivas: w-cardcter hereditario € 7, pseudocaracter
< 7, estrechez < 7, m-peso hereditario € 7, peso < 7, caracter
< 7, i-peso € T, numero diagonal £ 7, completitud en el sentido
de Cech y la propiedad de Fréchet-Urysohn. (Tal vez Tkachuk fue
uno de los primeros en utilizar el término “numerablemente adi-
tiva" para significar que una propiedad topolégica es preservada
bajo la formacion de uniones numerables. En este punto, es impor-
tante mencionar que esta terminologia difiere de la dada en [18]
en donde una propiedad topolégica se llama numerablemente adi-
tiva si ésta se preserva mediante surnas topoldgicas numerables).
En este mismo articulo, Tkachuk establece que para otras tantas
propiedades topolégicas no aditivas se cumple una version débil
de la aditividad numerable en los espacios Cp(X). El demuestra
que en el caso en que Cp(X) = | H{Cn : n € w}, la hipdtesis de que
cada C, es un subespacio cerrado implica la existencia de un ele-
mento C,,, de la descomposicién de Cp{ X) que contiene una copia
homeomorfa del espacio C,( X}. Con este resultado, Tkachuk llega
a establecer que si un espacio de funciones continuas C,{X} es una
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unidén numerable de subespacios cerrados que son realcompactos
(respectivamente, completamente normales, hereditariamente nor-
. males, hereditariamente paracompactos o con la propiedad de ra-
dialidad) entonces el espacio Cp(X) tiene la misma propiedad.

En el verano del afto 1997, V. V. Tkachuk planteé al autor de la
presente obra el problema de si es posible omitir el adjetivo “ce-
rrado” en todos estos resultados de “aditividad numerable débil”.
Esta pregunta (en particular, la concerniente a la posibilidad de
que el espacio C,(X) sea realcompacto en caso de que éste sea
una unién numerable de subespacios realcompactos), motivé las
investigaciones que el autor realizé sobre el tema y cuyas conclu-
siones estan plasmadas en [13]. La intencién de este capitulo es
exponer todos los resultados obtenidos en esta investigacién. A
continuacién damos un resumen de los principales resultados que
se exponen en este capitulo.

(1) El teorema de la aditividad finita de la realcompacidad en
los espacios C,(X) (Teorema 2.2.11 y Corolario 2.2.12).

(2) El teorema de la aditividad finita de la 7-monoliticidad para
cualquier cardinal 7 > w (Corolario 2.2.17).

(3) El teorema de la aditividad numerable de la propiedad de
Eberlein-Grothendieck en los espacios C,(X) (cf. Teorema
2.3.7).

2.2. La realcompacidad y sus aplicaciones

En los trabajos de Tkachuk sobre la aditividad numerable en la
clase de espacios C,(X) de propiedades no aditivas (véase [41]),
hay un resultado que es pieza clave en la demostracién de diversos
teoremas. Este resultado establece que una descomposicién del
espacio Cp(X) en una unién numerable de sus subespacios C,, (n €
w) implica la existencia de un subespacio Z de C,{X) (homeomorfo
Cp(X)) y la existencia de un indice m € w, para los cuales se tiene
que Z N Cpp, es un subespacio denso de Z (cf. [41, Lema 1.1]).
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En nuestro caso, existen también piedras angulares sobre las-
cutales se basan un gran mimero de resultados acerca de la aditivi-
dad finita en espacios C,(X) de propiedades topolégicas no aditi-:
vas. Una de ellas establece que toda descomposicién finita de uny
espacio Cp( X'} en subespacios que tienen una propiedad topoldgica
hereditaria respecto de subespacios de tipo F,, induce una des-,
composicién finita de C,(X) en subespacios densos que siguen te-
niendo la misma propiedad. De ahora en adelante, diremos que.
una propiedad topoldgica es F,-hereditaria si esta propiedad es
hereditaria respecto a subespacios de tipo F,.

2.2.1. LEMA (Casarrubias Segura, {13]). Sea n € w\ {0}. Su-
pongamos que P es una propiedad topoldgica F,-hereditaria y
que Cp(X) = UL, Ci. Si cada uno de los subespacios C; tiene
la propiedad P, entonces existen subespacios By, ..., Bn, (para
algin m < n) tales que:

(1} cada subespacio B; es un subespacio denso de C,(X) que
tiene la propiedad P,

(2) Go(X) = UZ, B:.

DEMOSTRACION. Realizaremos la demostracién del lema aplican-
do induccién matemética sobre el nimero de subespa.cms en la
descomposicién de C,(X).

Observemos primero que la afirmacién del lema es trivialmente
cierta cuando n = 1. Supongamos entonces que n > 2 y que_el
resultado es valido para cualquier descomposicién de C,(X) en a
lo mas (n — 1) subespacios. : .

Supongamos ahora que Cp(X) = {JI_, C; y que cada subespacio
Ci tiene la propiedad P. Obsérvese que en el caso cuando todos los
subespacios C; son subespacios densos del espacio Cp(X), pode-
mos culminar la demostracién considerando a la descomposicién
original del espacio C,(X). Por consiguiente, podemos suponer
que existe un fndice j € {1,... ,n} para el cual C; # Cp(X). Eli-
jamos un abierto candnico no vacio W en el espacio C,(X) con la
propiedad de que W N C; = 0. Debido a que Cp(X) = {J,C;,
lo anterior implica que W C Uig; Cio Definamos D; = WnC;
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para cada ¢ # j. Obsérvese ahora que cada uno de los subespacios
D; resulta ser un subespacio de tipo F, del correspondiente stbes-
pacio C; (recuerde el lector que los abiertos canénicos del espacio
Cy(X) son subespacios de tipo F,). Entonces cada uno de los sub-
espacios D; hereda la propiedad P del correspondiente subespacio
C;. Elijamos ahora un homeomorfismo h : W — Cp(X). Clara-
mente, el homeomorfismo £ y la descomposicion W = Uix; Ds
inducen la descomposicién finita Cp(X) = U,; R(D;). Note que
cada subespacio h(D;) tiene la propiedad P y que tenemos a lo
mdés (n — 1) subespacios en esta descomposicién. Aplicando ahora
la hipdtesis de induccién podemos asegurar la existencia de sub-
espacios By, ..., Bn, (para algin m € n — 1) que satisfacen las
condiciones (1) y (2). O

Con la finalidad de motivar nuestro siguiente resultado, recor-
daremos la construccién del cldsico espacio ¥ de Moore-Mréwka,
(véase [21, Problema 51}).

Consideremos una familia maximal casi ajena v de cardinali-
dad ¢, constituida por subconjuntos infinitos del conjunto de los
numeros naturales N. Para cada elemento A € +, fijemos un ele-
mento z4 ¢ N. Hagamos D = {z4 : A € v} y consideremos en el
conjunto X = NU D la siguiente topologia: todos los puntos de N
son puntos aislados en X y una vecindad bidsica de un punto de
la forma z4 (A € 7) es cualquier subconjunto que contiene a z,4
y a todos excepto a un numero finito de puntos del conjunto_A.
De esta forma generamos al espacio ¥ de Moore-Mréwka. No es
dificil verificar que el espacio ¥ tiene las siguientes propiedades:
para cada A € v, el subespacio AU {z,} es la compactacién de
Alexandroff de A y N es un subespacio discreto denso de ¥. El
subespacio D) es un subespacio discreto y cerrado en ¥. El espacio
U es un espacio pseudocompacto no numerablemente compacto, y
por lo tanto no es realcompacto ni un espacio normal.

Dado que N y D son subespacios discretos del espacio ¥, éste
es la unién finita de subespacios paracompactos, pero él mismo no
posee esta propiedad (el espacio ¥ no es paracompacto puesto que
no es un espacio normal). Esto tltimo argumenta el hecho de que
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la paracompacidad no es una propiedad finitamente aditiva en la
clase de los espacios de Tychonoff.

Aplicando el Lema 2.2.1 podemos demostrar que este mal com-
portamiento de la paracompacidad desaparece al considerar a esta
propiedad topoldgica en espacios de tipo Cp(X).

2.2.2. TEOREMA (Casarrubias Segura, [13]). La paracompacidad

es una propiedad finitamente aditiva en la clase de los espacios
Cp(X).

DEMOSTRACION. Supéngase que Cp(X) = Ui, C: ¥ que cada
subespacio C; es un espacio paracompacto. Como una aplicacién
del Lema 2.2.1, la anterior descomposicién finita de C,{X) in-
duce una descomposicién finita del espacio Cp(X) en subespacios
B;, los cuales tienen la propiedad de ser espacios paracompactos
y subespacios densos de C,(X). Debido a que cada uno de los
subespacios B; es un subespacio denso, todos estos subespacios
heredan de C,(X) la propiedad de Souslin, por lo cual cada uno
de ellos es un espacio de Lindeldf (recuérdese que en presencia
de la propiedad de Souslin, la paracompacidad y la propiedad de
Lindel6f coinciden). Ahora bien, dado que la unién numerable de
subespacios de Lindeldf es un espacio de Lindeldf, el espacio C,(X)
es un espacio Lindeldf, y por lo tanto, un espacio paracompacto.

o

Es sencillo darse cuenta que el espacio de Moore-Mréwka es
también un ejemplo que permite corroborar que la realcompacidad
no es una propiedad finitamente aditiva en la clase de espacios de
Tychonoff. En efecto, recordemos simplemente que ¥ es igual a la
unidn de los subespacios Ny D. Notemos ahora que el espacio N es
realcompacto pues este espacio, siendo numerable, es de Lindelof.
Por otra parte, el espacio D es un espacio discreto de cardinalidad
2, de donde éste puede ser mapeado continua e inyectivamente
sobre la recta real R, la cual, como bien se sabe, es un espacio
segundo numerable. Esto dltimo es suficiente para argumentar
que el espacio D es un espacio realcompacto [18].
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Nuestra idea ahora es probar que la realcompacidad cambia
este comportamiento en la clase de espacios Cp(X). Para este
proposito, necesitamos el concepto de 7-localizacién.

2.2.3. DgerINICION. Sea 7 un niimero cardinal infinito. Se dice
que un subespacio Y de un espacio topolégico X estd 7-localizado
en el espacio X si para cada elemento z € X\Y es posible elegii un
subconjunto G de tipo G, en X de tal maneraquez € G C X\Y.

Como veremos enseguida, el concepto de 7-localizacién permite
extender a cardinalidades superiores la nocién de espacio realcom-
pacto (es oportuno que el lector recuerde que una de las formas
equivalentes de definir a los espacios realcompactos es la siguiente:
un espacio de Tychonoff X es realcompacto si para cada elemento
y € X\ X existe un subconjunto H de tipo Gs en X tal que
z€ HCpX\X)

2.2.4. DEFINICION. Sea X un espacio de Tychonoff. El niimero
de Hewitt-Nachbin (o el grado de realcompacidad) de X es el
nuimero cardinal infinito

q(X} = min{7 > w : X estd 7-localizado en 3X}.

A. V. Arhangel’skii demostré en [6] la coincidencia del niimero
de Hewitt-Nachbin de un espacio de funciones Cp(X) con la es-
trechez funcional débil del correspondiente espacio X.

Recuérdese que, dados un espacio topolégico . X y un cardinal
infinito 7, una funcién f de valores reales definida sobre el espacio
X es estrictamente T-continua si para cada conjunto A C X cuya
cardinalidad no excede a 7, la restriccién de la funcién f al sub-
espacio A coincide con la restriccién de alguna funcién continua
g € C(X) al subespacio A. Asi, la estrechez funcional débil tg(X)
de X es definida como el méis pequefio de los ntimeros cardinales
infinitos 7, para los cuales toda funcién estrictamente 7-continua es
una funcién continua (es oportuno mencionar que algunos autores
utilizan el nombre de miniestrechez para esta funcién cardinal y
el simbolo ¢,,{X) para denotar a la miniestrechez de un espacio
topoldgico X).
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Con estas nociones estamos en posicion de enunciar formalmente
el resultado de Arhangelskii que ya hemos mencionado con ante-
rioridad.

2.2.5. TEOREMA (Arhangel’skii, [6]). Para cada espacio topolél
gico X, se tiene que q(Cp(X)) = tr(X). -

Una propiedad deseable, para nuestros fines, de los subespacios
de un espacio de funciones C,(X) con el grado de realcompacidad
menor o igual a un cardinal fijo 7, es su 7-localizacion en algin
producto de rectas reales. La relacién existente entre el niimero
de Hewitt-Nachbin y la nocién de 7-localizacién induce a pensar
que esto es posible sin requerir adicionalmente alguna propiedad
en tales subespacios. En general, esto no es asi. Pero afortunada-
mente, A. Chigogidze demostré que la combinacién de la propiedad
de poseer grado de realcompacidad menor o igual que un nimero
cardinal 7 con la propiedad de ser un subespacio denso, implican -
la r-localizacién de los subespacios de los llamados espacios m..

Dado un numero cardinal infinito 7, un espacio topolégico X
es un espacio m, si para cada subconjunto abjerto U de X y
para cada x € U existe un subconjunto G de tipo G, en X tal
quez €GCU. (Cabe mencionar que los espacios m,, reciben
también el nombre de espacios de Mosci).

Un buen ejemplo de espacio m, es cualquier producto de rec-
tas reales. En efecto, la cerradura de cualquier subespacio abierto
de un producto topolégico R* es un z-conjunto (para una.de-
mostracién detallada de esta afirmacién remitimos al lector a la
Proposicién 0.3.15 en [11]). Es fécil comprobar que esta ultima.
propiedad (la referente a la cerradura de subespacios abiertos) es
heredada por todos los subespacios densos. Asi, cualquier espa-
cio de funciones C,(X) tiene la propiedad de que la cerradura de
cualquiera de sus subespacios abiertos es el conjunto nulo de al-
guna funcidn real continua definida sobre él mismo. E. V. Schepin
llama a los espacios con estas caracteristicas espacios perfecta-
mente k-normales. Notemos ahora que partiendo de la definicién
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de espacio m,, es sencillo verificar que cualquier espacio perfec-
tamente x-normal es un espacio m,, y que todo espacio m,, es un
espacio m, para todo 7 > w. :

2.2.6. PropoOSICION (Chigogidze; op. cit. [11}). Sean 7 un car-
dinal infinito y X un espacio m,. Entonces todo subconjunto
denso de X cuyo mimero de Hewitt-Nachbin no excede a T, estd
7-localizado en X.

Sobre la base de este resultado de Chigogidze podemos de-
mostrar que la realcompacidad hereditaria es una propiedad to-
poldgica finitamente aditiva en la clase de los espacios Cp(X).
Para lograr esto, sélo requerimos adicionalmente de dos hechos.
Primeramente, un hecho bdsico acerca de la r-localizacién: la
unién numerable de subespacios T-localizados es un subespacio
T-localizado. En segundo término, necesitaremos el siguiente re-
sultado que probablemente es conocido, pero para el cual el autor
no pudo hallar referencia alguna. Esto iltimo nos motiva a de-
mostrarlo formalmente aqui. Para enunciar al mismo con toda
precision es necesario hacer recordar al lector las definiciones de la
version hereditaria del nimero de Hewitt-Nachbin y de la funcién
cardinal iw. Recordemos que el nimero hereditario de Hewitt-
Nachbin de un espacio topoldgico X es el nimero cardinal infinito
hq(X) = sup{q(Y) : Y C X}. Por otro lado, dado un espacio
topoldgico X, se define al invariante cardinal w(X) de la siguien-
te forma:

iw(X) = min{w(Y) : X puede ser condensado sobre Y}.

2.2.7. LEMA. Para cada espacio topoldgico X, se tiene que
ha(Cy(X)) = $(Cy(X).
DEMOSTRACION. A. V. Arhangel’skii demostré que
Y(Co(2)) = 1w(Cp(2)) = d(2)

para todo espacio topolégico Z (véase [11, 1.1.4]). Aplicando este
hecho, podemos elegir una condensacién (es decir, una biyeccién
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continua} f : Cp(X) — Y del espacio C,(X) sobre un espacio Y
cuyo peso no excede al niimero cardinal 7 = 1(Cp(X)). Obsérvese
ahora que siendo la funcién f una condensacién se tiene que
hq(Cp(X)) S hg(Y} < w(Y) <,

de donde hq(Cp(X)) £ 7.

Con la finalidad de demostrar ia desigualdad contraria, hagamos
7 = hq{Cp(X)) y consideremos un elemento arbitrario f € Cp(X).
Dado que el subespacio Y = C,(X) \ {f} es un subespacio denso
de C,(X), podemos aplicar la Proposicion 2.2.6 y de esta forma
obtener que Y’ es un subespacio que estd 7-localizado en el espacio
Cp(X). Ahora ndtese que lo anterior implica la existencia de un
subconjunto G de tipo Gr en C,(X) para el cual sucede que f €
G C C(X)\Y = {f}. Por lo tanto, tenemos que ¢¥{f; Cp(X)) <
7. Siendo f un elemento arbitrario del espacio C,(X), podemos
concluir que Y{(Cp(X)) < 7. a

2.2.8. TEOREMA (Casarrubias Segura, {13]). Sean T 2w yn €
w\ {0}. Si Cp(X) = UL, C: con hq(C;) €< 7 para cada i €
{1,...,n}, entonces hq(Cp(X)) £ 7. En particular, la realcom-
pacidad hereditaria es una propiedad topoldgica finitamente adi-
tiva en los espacios Cp(X).

DEMOSTRACION. Aplicando el Lema 2.2.1 podemos suponer, sin
perder generalidad, que cada uno de los subespacios C; es un
subespacio denso del espacio Cp(X). Dado que ¢(C;) < 7 para
todai=1,...,n, aplicando la Proposicion 2.2.6, obtenemos que
cada uno de los subespacios C; estd 7-localizado en el espacio
Cp(X). Demostraremos que hg(Cp(X)) < T comprobando que
P(Co(X)) € 7 (véase el Lema 2.2.7).

Sean f € Cp(X) y Y = Cp{X) \ {f}. Observemos primero que

f no puede ser punto aislado en ninguno de los subespacios Cj, ya

que el espacio Cp(X) no tiene puntos aislados.

Notemos ahora que por la forma de haber definido al subespacio
Y, para demostrar que #%(f;Co(X)) < 7, bastard probar la 7-
localizacién de Y en el espacio C,(X). Ahora bien, obsérvese que
siendo cada subespacio C; un subespacio denso del espacio Cp(X),
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se tiene que D; = Y NC; # @ paracadai € {1,...,n}. Pero dado
que Cp(X) = [J._, C;, lo anterior implica que Y = |JI_, D;. De
modo que la 7-localizacién del subespacio Y en el espacio Cp(X)
puede ser implicada por la correspondiente 7-localizacién de los
subespacios D;.

Por otro lado, como cada uno de los subespacios C; estd 7-
localizado en el espacio Cp(X), para comprobar que los subes-
pacios D; son subespacios 7-localizados del espacio de funciones
Cp(X), es suficiente verificar que cada subespacio D; est4 7-locali-
zado en el correspondiente subespacio C; [11, 2.4.9]. Concluiremos
la demostracién del teorema probando esto tltimo.

Fijemos un indice k € {1,...,n}. Siendo un subespacio denso
del espacio C,{X), el subespacio Cy es un espacio m,,. Observe
ahora que debido a que Dy = Ci \ {f}, este conjunto es un subes-
pacio denso de Cj;, (recuerde que el punto f no es punto aislado de
ninguno de los subespacios C;). Ademds, por hipdtesis el grado de
realcompacidad de Dy no puede exceder al cardinal 7. Entonces,
aplicando la Proposicién 2.2.6, vemos que el subespacio Dy estd
T-localizado en Cs. 0

Una propiedad similar a la realcompacidad hereditaria es la
versién hereditaria de la completitud en el sentido de Dieudonné.
A raiz del anterior resultado es natural preguntarse si esta pro-
piedad topoldgica es también una propiedad finitamente aditiva
en los espacios de funciones Cp(X). La siguiente proposicién da
respuesta positiva a este planteamiento.

2.2.9. PROPOSICION (Casarrubias Segura, [13]). La completitud
hereditaria en el sentido de Dieudonné es una propiedad topoldgica
finitamente aditiva en los espacios Cp(X).

DEMOSTRACION. Supongamos que Cp(X) = |Jo, Ci v que cada
subespacio C; es un espacio hereditariamente completo en el sen-
tido de Dieudonné. Aplicando el Lema 2.2.1, podemos suponer
que cada C; es denso en Cp(X). Esto implica que tanto C; como
cualquier subespacio denso de Cj, tiene la propiedad de Souslin
paracadai=1,... ,n. Dado que en presencia de la propiedad de
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Souslin la completitud en el sentido de Dieudonné coincide con la
realcompacidad [18, 8.5.13], tenemos que tanto C; como cualquier
subespacio denso suyo es realcompacto. Como C; no tiene puntos
aislados, el subespacio C; \ {f} es denso en C; para toda f € C;.
De aqui, C;\ {f} es realcompacto para cada f € C;. A raiz de esto
dltimo, podemos concluir que C; es hereditariamente realcompacto
(véase [18, 3.11.A]). Resulta entonces que Cp(X) es unién finita de
subespacios hereditariamente realcompactos. Aplicando ahora el
Teorema 2.2.8, tenemos que Cp(X) es hereditariamente realcom-
.pacto y por lo tanto, hereditariamente completo en el sentido de
Dieudonné. 0

El siguiente lema es particularmente importante para nuestro
propésito de probar la aditividad finita de la realcompacidad en
los espacios Cp{X). Este lema nos proporciona una importante
forma de percibir al niimero de Hewitt-Nachbin de un espacio de
tipo Cp(X) en términos de! grado de realcompacidad de ciertos
subconjuntos de tipo Gs en Cp(X).

2.2.10. LEMA (Casarrubias Segura, [13]}. Sea 7 > w. Las si-
guientes condiciones son equivalentes para cualquier espacio to-
poldgico X :

(1) q(Cp(X)) < 75

(2) existen ¢ € Cp(X) y Y € [X|S7 tales que

q{f€CHX): FIY =g 1Y <

DEMOSTRACION. (1) = (2). Seleccionemos en forma arbitraria
un elemento ¢ € C,(X) y un subconjunto ¥ € [X]<". Considere-
mos ahora al mapeo restriccién my : Cp(X) — Cp(Y). Dado que
el conjunto {f € C,(X): fIY = ¢ [ Y} es igual a la preima-
gen 7y, (¢ [ Y), este conjunto es un subespacio cerrado de Cp(X).
Aplicando ahora el hecho de que el niimero de Hewitt-Nachbin no
se incrementa al considerar subespacios cerrados, podemos con-
cuirque q({f € Co(X): f Y =¢ Y]} < T

{2) = (1). Observemos que debido a que C,(X) es un espacio
homogéneo, los subespacios {f € Cpo(X) : f 1Y = ¢ [ Y}y
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{f € C)(X): f Y = 0} son homeomorfos. Por lo tanto, el
ntimero de Hewitt-Nachbin del subespacio {f € Cp(X): f Y =
0} no excede al cardinal 7. Por otra parte, no es dificil demostrar
que los subconjuntos {f € Cp(X) : f 1Y =0} y {f € Co(X) -
[ 1Y = 0} coinciden (el lector simplemente tendria que aplicar
la definicién de continuidad para comprobar esta igualdad). Con
todo esto, obtenemos un hecho importante para la demostracién
de esta parte del lema: el grado de realcompacidad del conjunto
G={f €Cy(X): f Y =0} es menor o igual que 7.

AFIRMACION. La restriccién my\y [ G 1 G — mx\p(G) del
mapeo Ty\y : Cp(X) — Cp(X \'Y) al subespacio G es un homeo-
morfismo. En particular, ¢(mx\7(G)) < 7.

En efecto, la continuidad del mapeo restriccién Tx\¥ evidente-
mente implica la continuidad del mapeo w VAl G. Ademaés, no es
dificil cerciorarse de que este mapeo es una inyeccién. De modo que
para comprobar que el mapeo my\y [ G es un homeomorfismo, es
suficiente demostrar que este mapeo es abierto. Para tal fin, con-
sideremos un abierto candnico W = [zy,... ,z,; Uy, ... ,Uy] del
espacio Cp(X). Podemos suponer, sin perder generalidad, que Wn
G # 0. Observe que en el caso cuando {z,,... ,2,} C Y, tenemos
que el conjunto T\ 7(W N G) = 74\7(G) es abierto en my\¢(G).
Ahora bien, si {z1,...,z,} \ Y # 0, entonces podemos suponer,
sin pérdida de generalidad, que {z1,... ,2,} \Y = {z,...,z},
donde 1 € k € n. Es facil verificar ahora que

Tv(WNG)=[z1,... .,z Uh, - - U Ny 7 (G).

De esta forma tenemos que mx\y(W N G) es abierto en 7x\y(G).
Como los conjuntos de tipo W NG forman una base en G cuando
W recorre la familia de los abiertos canénicos de Cp(X), el mapeo
Tyx\v | G es abierto. ®

La idea clave para la demostracién de esta parte del lema es com-
probar que el subespacio Ty y(G) es un subespacio 7-localizado en

el prodncto R¥ Y y utilizar este hecho para probar que la hipdtesis
q(Cp(X)) > 7 genera contradicciones. Observemos que a raiz de
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la afirmacién anterior, para poder concluir la 7-localizacién de
este subespacio bastard aplicar la Proposicion 2.2.6 comprobando
antes, claro estd, que Ty y(G) es un subespacio denso del pro-
ducto R¥\Y (recuerde que cualquier producto de rectas reales es
un espacio my, ).

Verifiquemos que el subespacio 7 x,7{G) es un subconjunto denso

del producto R¥\Y. Consideremos un subconjunto abierto canénico
W = {z;,...,ze Uy, ... , U] no vacio de R*\Y. Elijamos arbi-
trariamente un elemento A € W. Dado que X es un espacio de
Tychonoff, podemos elegir una funcién g € C(X) de tal manera
que g [ Y =0y g(z;) = h{z;) para todo j = 1,... ,k. Entonces
9 € Gy myylg) € W, de donde el subespacio mx\7(G) es un
subespacio denso de R*\Y.

Como hemos ya indicado, la Proposicion 2.2.6 implica que el
subespacio 7x\7(G) es un subespacio que estd T-localizado en el
producto RX\Y.

Para finalizar la demostracién del lema, supongamos que se tiene
que ¢(C,(X))> 7. Dado que tg(X) = g(Cp(X}), podemos elegir
una funcién estrictamente 7-continua 8 € R* \ C,(X). Debido a
que Y € [X]¥" y al hecho de que & es una funcién estrictamente
7-continua, existe f € Cp(X) tal que f [ Y =8 [ Y. Definamos
n = # — f. Claramente la funcién n no es una funcién continua
(pues la funcién € no tiene esta propiedad). Note también que
siendo la funcidén n una diferencia de funciones estrictamente 7-
continuas, esta funcién es fambién una funcién estrictamente 7-
continua. Es claro, ademds, que la igualdad f [ Y =6 [ ¥ implica
quen [Y =0.

Todos los hechos anteriores acerca de la funcién 1 nos permiten
comprobar que

11 (X\Y) € RX\V\ 1,0, #(G).

Efectivamente, si esto no fuera asi, podriamos seleccionar una
funcién h en G de tal forma que n [ (X \Y) = h [ (X \Y).
Por otro lado, observe que la 7-continuidad estricta de la funcién
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7 implica que 7 [ Y = 0; ademds, por la propia definicién del
conjunto G, se tiene que A [ Y. = 0. Entonces n = h € Co(X), lo
cual es una contradiccién. _

Ahora, aplicando la 7-localizacién de 7y, 7(G) en R¥\Y, vemos

que existe un subconjunto H de tipo G5 en RX ¥4 tal que
(X \Y) € HC R \my(G).

Supongamos que H = (), Hm, donde H,, es un subconjunto
abierto del espacio RX\Y \ ‘ﬂ'x\?(G). Seleccionemos, para cada
m € w, un abierto candnico [z*, ...,z ;UP,... U™ del espacio

T
RX\Y de tal manera que

n I (X\Y)e[z],...,27 ;U ... .UM C Hy.

1t

Definamos a Z = | J,,, {zT",... , 2™ }. Entonces Z € [X\ Y|y
ademds

Tl 1 Z € {f €RV : 1 Z=mpy(n) | 2}  RXY \ 1 5(G).

Recordemos ahora que 7 es una funcién estrictamente 7-continua.
Entonces, dado que ZUY € [X]<7, existe un elemento k € C,(X)
talque k [ (ZUY)=7n[(ZUY). Comon [Y =0, tenemos que
k1Y=0yklZ=n]Z Deaqu

kT (X\T) e {f eR¥VY : f 1 Z=mpp(n) | 2} ROV \ 1y 5(G),

pero esto dltimo contradice el hechode que k | (X\Y) € ‘JT'X\?(G).
Por lo tanto, ¢{(C,(X)) < 7. O

La aplicacién mas importante del lema anterior estd plasmada
en el siguiente teorema, el cual puede considerarse la principal
contribucién del autor a la investigacién concerniente a determi-
nar qué propiedades topolégicas no aditivas son propiedades- fini-
tamente aditivas en la clase de espacios de funciones C,(X).

2.2.11. TEOREMA (Casarrubias Segura, [13]). SeanT 2 wyn €
w\ {0}. Si Cy(X) = UL,C: con g(C;) < 7 para cada i €
{1,...,n}, entonces q(Cp(X)) < 7. '
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DEMOSTRACION. Probaremos este resultado aplicando induccién
matematica sobre el niimero de subespacios en la descomposicién
de Cp(X). Evidentemente para n. = 1 nuestra afirmacidn es cierta.
Supongamos que n 2 2 y que el resultado es vélido para cualquier
descomposicién de Cp(X) en a lo més (n — 1) subespacios.

Supongamos que Cp(X) = |J;_; C: y que el grado de realcom-
pacidad de cada uno de los subespacios C; no excede al cardinal
7. Notemos primeramente que a rafz del Lema 2.2.1, podemos
suponer, sin perder generalidad, que cada uno de los subespa-
cios C; es un subespacio denso del espacio Cp(X). Observemos
también que debido a que Cp(X) es un espacio m,, y al hecho de
que g(C;) € 7 paratodoi = 1,... ,n, cada uno de los subespacios
C: estd 7-localizado en el espacio C,(X) (vea la Proposicion 2.2.6).

Ahora bien, si Cy(X) \ U, C: = @ entonces aplicando Ia hipé-
tesis de induccién tenemos que ¢(Cy(X)) < 7. En caso contrario,
podemos elegir un elemento ¢ € Cp(X) \ Ui} Ci. Ahora, dado
que cada uno de los subespacios C; estd 7-localizado en el espacio
Cp(X), para toda ¢ € {1,...,n — 1} existe un subconjunto G;
de tipo G; en Cp(X) tal que ¢ € G; C Cp(X) \ C;. Entonces
paratodai € {1,... ,n- 1}, podemos seleccionar un subconjunto
Y; € [X]¥" de tal forma que

pe{feCX): f1Yi=¢[Yi} TG
Definamos Y = |} ¥;. Entonces Y € {X]<" y ademés
- n-1 n—1
pef{heCX):hIY=¢lYIC[|G:iCC(X\{JCicCu
i=1 i=1
Como {h € Co(X):h[Y =¢ | Y} C Cp(X) es un subespacio
cerrado y q(Cp) < 7, tenemos que
g{heCy(X):hIY =¢|Y}) < T
Aplicando el Lema 2.2.12 podemos concluir que g(Cp(X)) < 7.
g

Como una aplicacién inmediata del teorema anterior obtenemos
la aditividad finita de la realcompacidad en los espacios Cp{X).
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El siguiente corolario expresa que la completitud en el sentido
de Dieudonné es también una propiedad topolégica finitamente -
aditiva en esta clase de espacios topolégicos.

2.2.12. COROLARIO (Casarrubias Segura, (13]). Las siguientes ‘
propiedades son propiedades topoldgicas finitamente aditivas en la
clase de espacios Cp{ X).

(1) La realcompacidad;
(2) la completitud en el sentido de Dieudonné.

DEMOSTRACION. (2) Supongamos que Cp(X) = |, C; s una
unién finita de subespacios completos en el sentido de Dieudonné.
Dado que la completitud en el sentido de Dieudonné es heredi-
taria respecto de subconjuntos de tipo F, [18, 8.5.13 inciso (f)],
podemos aplicar el Lema 2.2.1 para inducir una descomposicién
finita Cp(X) = {Ji~, Bi, constituida completamente por subespa-
cios densos del espacio Cp(X), y que 2 la vez son espacios comple-
tos en el sentido de Dieudonné. Dado que cada uno de los subes-
pacios B; hereda de C,(X) la propiedad de Souslin, cada uno de
ellos es un espacio realcompacto [18, 8.5.13]. De aqui, aplicando
el inciso (1), vemos que C,(X) es un espacio realcompacto, y por
lo tanto, completo en el sentido de Dieudonné. O

Una parte importante de las investigaciones que se realizan en
la Cp-teoria estdn encaminadas a la tarea de expresar propiedades
de un espacio topolégico X en términos de la topologfa del espacio
Cp(X). Si una propiedad topoldgica P de un espacio X puede ser
expresada en términos de propiedades de la topologia del espa-
cio Cp(X), entonces ésta propiedad es una propiedad topolégica
t-invariante, lo cual significa que cualquier espacio topoldgico Y
tiene la propiedad P en cuanto Cyp(Y’) sea homeomorfo a un espa-
cio Cp(X), para algin espacio X que tiene la propiedad P.

V. V. Tkachuk establecié en [34] (véase también [35]) que,
para un espacio topoldgico X, la propiedad de ser un espacio
discreto es equivalente a la presencia de la pseudocompletitud
y la realcompacidad en e! espacio C,(X), estableciendo de esta
forma la t-invariancia de la discretitud. (Hoy dia no se conoce la
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solucién a muchos problemas en los que se pregunta si un espacio
X es discreto, o posee alguna propiedad cercana a la discretitud,
suponiendo alguna “semejanza” de Cp(X) con R". El lector in-
teresado en esta temdtica puede consultar los articulos [40] y [44]
para mis detalles).

Combinando nuestro resultado sobre la aditividad finita de la
realcompacidad con el hecho de que la pseudocompletitud es una
propiedad topoldgica finitamente aditiva en la clase de espacios de
Tychonoff (véase la seccién 7 del Capitulo 1 para una demostracién
de este hecho), podemos extender este resultado de Tkachuk al
caso en que C,(X) es una unién finita de subespacios homeomorfos
a productos de rectas reales.

2.2.13. CoRrOLARIO (Casarrubias Segura, [13]). Sean € w\{0}.
Supongase que 7; es un nimero cardinal infinito para cada i €
{1,...,n}. Si Cp(X) = UL, C;, donde C; es homeomorfo al es-
pacio R™ para toda %, entonces el espacio X es discreto.

DEMOSTRACION. Dado que C; es homeomorfo a R™, el subespacio
C; es un espacio realcompacto paracadai € {1,... ,n}. Aplicando
el inciso (1) del Corolario 2.2.12, podemos concluir que el espa-
cio Cp(X) es un espacio realcompacto. Ademds, cada uno de los
subespacios C; es un espacio pseudocompleto, por lo cual Cp,(X)
es un espacio pseudocompleto. Pero como hemos ya mencionado,
la.presencia de la realcompacidad y la pseudocompletitud en el
espacio Cp(X) implican la discretitud del espacio X [34, 35]. O

Una propiedad topoldgica muy interesante e importante es la
monoliticidad. Recuérdese que, dado un mimero cardinal infinito
7, un espacio topolégico X es llamado 7-monolitico si para cada
A C X con |A] € 7, se tiene que nw(4) < 7. De esta forma,
un espacio topoldgico X es monolitico si éste es un espacio 7-
monolitico para cada cardinal infinito 7.

La pocién de T-monoliticidad fue introducida en {5] por A.V.
Arhangel'skii. A partir de aquel entonces, Arhangel’skil inicié
un estudio sistemético de esta propiedad topoldgica (véanse por

_ejemplo [5], [7] y [8]) llegando a concluir uno de los més bellos
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teoremas de dualidad de la Cy,-teoria: un espacio topolégico X es
T-monolitico si y solo si Cp(X) es un espacio r-estable (recuerde
el lector que un espacio topolégico Z es T-estable si para cualquier
imagen continua Y del espacio Z las propiedades iw(Y) < 7y
nw(Y) < 7, son equivalentes).

El mismo Arhangel’skii hizo observar en {11, 2.6.13] que la
monoliticidad no es una propiedad topolégica finitamente aditiva
en la clase de espacios de Tychonoff, citando, para corrobar este
hecho, al famoso espacio construido por Niemytzki.

Como es bien sabido el plano de Niemytzki es un espacio sepa-
rable cuyo peso de red es igual al cardinal ¢ y es la unién de dos
de sus subespacios metrizables: el semiplano superior, el cual es
homeomorfo al semiplano superior del espacio usual R?, y el eje
horizontal, el cual es un subespacio discreto con la topologia rela-
tiva al plano de Niemytzki. De este modo, este espacio topolégico
es la unién de dos subespacios monoliticos, sin ser un espacio
monolitico. (Es bien conocido [8] que un espacio topolégico es
monolitico si y sélo si para todo subespacio de él, el peso de
red y la densidad coinciden. Esto implica en particular que el
plano de Niemytzki no puede ser un espacio monolitico y también
que los dos subespacios metrizables antes descritos son espacios
monoliticos). A

En {39], V. V. Tkachuk extendi6 la nocién de T-monoliticidad
introducida por A.V. Arhangel’skii , observando que este concepto
~ nace al ser considerado el cdlculo de la funcién cardinal nw en la
cerradura de aquellos susbespacios cuya cardinalidad no excede
al cardinal 7. Con esta reflexién, Tkachuk generé el concepto de
espacio 7.-monolitico considerando una funcién cardinal # para
jugar el papel (en su nocién) que juega el peso de red en la nocién
de 7-monoliticidad.

Dados una funcién cardinal 7 y un cardinal infinito 7, se dice
que un espacio X es n,-monolitico si para todo subconjunto A
de X, con |A] < 7, ocurre que 7(A) < 7. De esta forma, la
nw,-monoliticidad en el sentido de Tkachuk es equivalente a la 7-
monoliticidad en el sentido de Arhangel’skii. Con todo lo anterior,
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la nocién de espacio n-monolitico (para una funcién cardinal ) ya
es muy natural. Un espacio topoldgico X es n-monolitico si éste
€s un.espacio n,-monolitico para todo cardinal infinito .

En el mismo articulo ([39]), Tkachuk realizé un estudio com-
pleto de la propiedad de ser un espacio 7,-monolitico y generd
de igual manera un teorema de dualidad (andlogo al teorema de
dualidad de Arhangel’skii) que relaciona la -monoliticidad de un
espacio topolégico con lo que Tkachuk llamé G-estabilidad del es-
pacio Cp(X) (vea el articulo {39] para més detalles al respecto).

A través de un andlisis de la demostracién del Lema 2.2.1, es
factible observar que al considerar una propiedad topoldgica here-
ditaria P (tal como lo es la monoliticidad) obtenemos de manera
no muy complicada una versién més fuerte de este lema (lo cual es
esperable al fortalecer los requerimientos para la propiedad P). El
resultado asi{ generado es una fuerte herramienta que nos permitird
demostrar la aditividad finita de la monoliticidad en la clase de
espacios Cp(X).

2.2.14. LEMA (Casarrubias Segura, [13]). Seann € w\ {0} y P
una propiedad topoldgica hereditaria. Supdngase que Cp(X) =
Ui, Ci. Si cada subespacio C; posee la propiedad P, entonces
existen subespacios By, ... , By, (para algin m < n) tales que:

(1) Go(X) =Jr, B:, donde
(2) cada subespacio B; tiene la propiedad P y clg,(x)(B;i) =
Cp(X) para todai € {1,... ,m}.

DEMOSTRACION. Probaremos el resultado haciendo induccién so-
bre n. Para n = 1, la proposicién es evidentemente cierta. Supon-
gamos que 1 2 2 y que la afirmacién es verdadera para cualquier
descomposicién en a lo més (n— 1) subespacios de Cp(X). Supon-
gamos también que Cp(X) = |, C;, donde ademds asumimos
que cada subespacio C; posee la propiedad P. Si cada uno de los
subespacios C; es un subespacio denso de C,(X) entonces es sufi-
ciente considerar la descomposicién original de C,(X) para culmi-
nar la demostracién del resultado. Por otro lado, si existe un indice .
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i € {1,...,n} para el cual se tiene que clg,(x)(C:) # Cu(X), en-
tonges por la definicién de la topologia del espacio Cy(X), existen
g € C{X) y e > 0 tales que

B(gye) = {h € C(X) : [z} — g(2)| <eVzeX} cC(X)\C:c |G
Jj#

Dado que C,(X) es un espacio homogéneo, podemos suponer-
que g = 0.

Definamos D; = B(g; €) N Cj, para cada j # 4. Como Cp(X) =~
Cp(X,(—¢,€)) = B(g;¢€), de manera natural pademos inducir una
descomposicién Cp{X) = |J;; D, donde cada subespacio I; tiene
la propiedad P. Finalmente, aphcando la hipétesis de 1nducmon
tenemos la existencia de m subespacios (para algin m € n — 1)
By, ..., Bm_1 que satisfacen las condiciones (1) y (2). Q0

Un hecho, cuya demostracién es una tarea rutinaria, es que si
7 es un cardinal infinito y 1 es una funcién cardinal hereditaria,
entonces la n,-monoliticidad es una propiedad topoldgica heredi-
taria.

2.2.15. TEOREMA (Casarrubias Segura, [13]). Sea n € w \ {0}.
Supongamos que 1 es una funcién cardinal finitamente aditiva y
hereditaria, y que Cp(X) = Ui, Ci. Si cada subespacio C; es
un espacio n,-monolitico, entonces C,(X) es también un espacio
n,-monolitico.

DEMOSTRACION. Aplicando el Lema 2.2.14 podemos suponer que
todos los subespacios C; son subespacios densos del espacio Cy(X).
Tomemos ahora un subconjunto arbitrario. A de C,(X) con el
\inico requisito de que |A| < 7. Definamos para todai=1,...,n,
el conjunto 4; = ANC;. Noes dificil convencerse de que A =
U, A;. Ahora bien, dado que 7 es una funcién cardinal fini-
tamente aditiva, para poder demostrar que n{A) < 7 bastard
demostrar que 7(A;) < 7 para cada t = 1,... ,n. ‘Para probar
esto 1ltimo, fijemos un indice k € {1,... ,n}. Obsérvese que
Az = UL, (dx n C)). De nuevo, debido al hecho de que 7 es
finitamente aditiva, es suficiente demostrar que n(A, N C;) < 7
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para cada i = 1,... ,n. Para comprobar esto ltimo, observe que
debido a que Ax C Ci, |Ak| < 7 y Ci es un espacio 7,-monolitico,
obtenemos que 7(Ax N Cx) = n(cle, (Ac)) < 7. Fijemos ahora un
indice j € {1,... ,n}\{k}. Como C,(X) es un espacio de Fréchet-
Urysohn y cada espacio C; es un subespacio denso de C,(X), para
cada a € Ag existe una sucesién {f3}n<., C C; que converge uni-
formemente al punto a. Definamos a B = { f“ a € Ag,n < w}.
Entonces A; C B, de donde tenemos que A; N C; ¢ Bn C;.

Como Cj es qT—monohtnco B cCcC;y|Bl £, podemos de«
ducir féx:ilrnente que n(BNC;j) = 7(clg;(B)) < 7. De modo que
TI(ZE n CJ) <T. a

Finalizamos la presente seccién con los siguientes corolarios al
teorema anterior.

2.2.16. CorROLARIO (Casarrubias Segura, [13]). Supdngase que
n € {nw, s, hd, hl}. Siel espacio C,(X) es una unién finita de sub-
espacios 1)-monoliticos entonces C,(X) es un espacio n-monolitico.

2.2.17. CoroLARIO (Casarrubias Segura, {13]). Sea 7 > w. La
propiedad de ser un espacio r-monolitico es una prop:edad finita-
mente aditiva en la clase de espacios Cp(X).

2.3 La propiedad de Eberlein-Grothendieck es
numerablemente aditiva en C,(X)

El problema de determinar qué tipo de espacios topolégicos X
y Y tienen la propiedad de que el espacio Co(Y) puede ser in-
merso en el espacio Cp(X) ha sido, desde sus inicios, un problema
fundamental de la Cp-teoria. De particular interés para los es-
pecialistas de esta édrea de estudios es la descripcién de aquellos
espacios topolégicos que pueden ser inmersos en espacios de fun-
ciones definidos sobre espacios compactos. Se dice que un espacio
topoldgico X es un espacio de Eberlein-Grothendieck (o un espa-
cio EG) si éste es homeomorfo a un subespacio del espacio Cp(K),
para algin espacio compacto K (o equivalentemente, para algin
espacio o-compacto K).
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La clase de los espacios EG contiene como una subclase a la
importante clase de espacios topoldgicos segundo numerables. Sin
embargo, es conocido [11, 3.1.7] que no necesariamente todo es-
pacio con red numerable (incluso, no todo espacio numerable) es
un espacio EG: si p € SN \ N entonces el subespacio N U {p} de
BN no puede ser homeomorfo a ningiin subespacio de un espacio
Cp(K), con K compacto.

Esta caracteristica del espacio N U {p} nos ayuda a constatar
que la propiedad de Eberlein-Grothendieck no es preservada bajo
la formacién de uniones finitas. Nuestro objetivo en esta seccién
es mostrar que la propiedad de Eberlein-Grothendieck cambia este
comportamiento en la clase de los espacios Cp(X), para lo cual
probaremos que esta propiedad es numerablemente aditiva en esta
clase de espacios topolégicos. Como se podré apreciar a través del
desarrollo de la demostracién de este hecho, nuestro método para
demostrar este resultado estd en estrecha relacién con el método
utilizado por O. G. Okunev en [28], para la demostracién de uno
de sus teoremas, el cual establece que la propiedad de Eberlein-
Grothendieck en el espacio Cp(X) es equivalente a que X sea un
espacio o-compacto. (Debemos sefialar que de ahora en adelante
utilizaremos los simbolos 0x para denotar a la funcién constante
cero definida en el espacio X).

2.3.1. DEFINICION. Sea X un espacio topolégico. Diremos que
un subespacio ® C Cp(X) es D-separador si tiene las siguientes
propiedades:

(1) O0x € P,

(2) f(X)cC{~1,1] paratoda f € @,y

(3) Ve >0 ,si P C X es cerrado y {z1,%2,...,2,} C X\ P,
entonces existe f € ¥ tal que |f(z;)| < € para toda i =
L2,...,ny|f(z) € [3,1] para todo z € P.

2.3.2. OBSERVACION. Es sencillo darse cuenta de que cualquier
subconjunto denso de un espacio Cy,(X) es un conjunto D-separador
.de funciones reales continuas. En efecto, supongamos que D C
Cu(X) = D. Dado que C,(X) es un espacio homogéneo, existe
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un subespacio I € C,(X) tal que D ~ D' y 0 € Y. Probare-
mos que [ es un conjunto D-separador. Para este propésito,
elijamos arbitrariamente ¢ > 0, {z],...,zZ»} C X y un subcon-
junto cerrado P de X tal que PN {z;,...,z,} = 0. Como X
es un espacio de Tychonoff, existe una funcién g € C(X) tal que
g 1 {z1,...,za} = 0y g(P) C {i}. Definamos § = min{e, 3}
Como D es denso en C,(X), existe d € D tal que d € B(g;8) =
{h € Cu(X) : |h(z) — g(z)| < & para todo z € X}. Ahora resta
notar que |d(z;)] < ¢ para cada i = 1,2,... ,ny |d(z)| € [3,1]
para todo z € P. De este modo, el conjunto D' es D-separador.

Dado un espacio topolégico X, definimos a la clase K(X) como

la més pequeria de las clases de espacios topolégicos que contienen
a X, a todos los espacios compactos y a todos los espacios metriza-
bles separables, y que es invariante bajo la formacién de productos
y uniones numerables, imagenes continuas y subespacios cerrados.

2.3.3. DEFINICION. Sea X un espacio topoldgico. Para cualquier
subespacio ® C Cp(X,I} (I = [-1,1]) que contiene a la funcién
constante cero Ox, definimos a Zs(X) como el subespacio de I?
formado por todas aquellas funciones ¢ € I® tales que ¢(0x) =
0 y para las cuales existe una vecindad W de Ox en ¢ tal que
La demostracién del siguiente lema puede ser consultada en [11,

pags. 97-98).
2.3.4. LEMA. Sean X un espacio topolégico y ® C C(X,I) tales
que Ox € ®. Entonces

(1) Zo(X) € K(X) y

(2) si® es un conjunto D-separador entonces X es homeomorfo

a un subespacio cerrado de Zy(X).

2.3.5. PROPOSICION ([11]). Sean X y Y espacios de Tychonoff.
Si algtin conjunto D-separador ® C Cp(X) es homeomorfo a un
subespacio de Cp(Y'), entonces X € K(Y).

DEMOSTRACION. Aplicando el Lema 2.3.4, tenemos que X es
homeomorfo a un subespacio cerrado de Zg(X). Por otra parte,
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consideremos una inmersién 3 : & — C,(Y’). Observemos primero
que debido a que C,(Y") es un espacio homogéneo, podemos suponer
que el subespacio 1(®) contiene a la funcién constante Oy y que la
inmersién 1 tiene la propiedad de mapear a la funcién constante
0x sobre la funcién constante Oy. Aplicando ahora el inciso (1)
del Lema 2.3.4 al conjunto 9(®), podemos facilmente deducir-que
el conjunto Zy)(Y") es un elemento de la clase X(Y).

AFIRMACION. El espacio Zg(X) es una imagen continua del es-
pa.cio Zw(q,)(Y)

En efecto, sea 0 : Zyg)(X) — Zp(X) la funcién dada por 8(t) =
to, donde t € Zy4)(X). Debido a que la topologia de los espa-
cios Zg(X) y Zye)(Y') es la inducida por los productos topoldgicos
I® e I¥(®) | s facil verificar que la funcién 6 es una funcién con-
tinua. Probemos que & es una funcién sobreyectiva. Sea ¢ =
Yl Y(@) - @y s € Zg(X) un elemento arbitrario. De-
finamos ¢ = s o g. Claramente para esta funcién tenemos que
(t) = s, de donde, bastard demostrar que t € Zyg)(Y). Ob-
serve ahora que t(0y) = (s o g)(0y) = s(g{0y)) = s(0x) = 0
(recuerde que 9(0x) = Oy y que s € Zg(X)). Por otra parte,
como s € Zg(X) existe una vecindad W de 0x en @ tal que
s(W) C [—3,3)- Dado que ¥ es una inmersién que mapea a Ox so-
bre Oy, el conjunto ¥(W) es una vecindad de Oy en ¢/(®). Ademds,
t{p(W)) = s(g(1(W))) = s(W). En consecuencia, t € Zyg(Y).
X

Para finalizar la demostracién de la proposicién, notemos que
debido a que la clase K(Y') es cerrada bajo imagenes continuas
Y Zpa)(Y)€ K(Y), el espacio Zg(X) pertenece a la clase K(Y).
Como X es homeomorfo a un subespacio cerrado de Zg(X) y
K(Y') es invariante bajo la formacién de subespacios cerrados, con-
cluimos que X € K(Y). 0

2.3.6. OBSERVACION. Es sabido [11] que si X es un espacio o-
compacto entonces la clase K(X') estd constituida completamente
por espacios g-compactos. Este comportamiento de la clase /C(X)
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es el mismo para varios tipos de espacios topoldgicos X. Por ejem-
plo, si X es un espacio Lindelof X, esto es, un espacio ¥ que tiene
la propiedad de Lindeléf (véase [20] para una definicién de es-
pacio ¥} entonces K(X) estd formada por espacios Lindelof 2.
Asimismo, si X es un espacio K -analitico entonces K({X) es una
subclase de la clase de los espacios I(-analiticos (recuerde el lector
que los espacios K-analiticos son definidos como las imagenes con-
tinuas de los espacios Kys y que un espacio X es un espacio K,s
si existe un espacio Z tal que X es la intersecciéon de una familia
numersable de subespacios g-compactos de Z {11, 32]).

2.3.7. TEOREMA (Casarrubias Segura, [13}). Sea X un espacio
topoldgico. Supdngase que Cp(X) = | J{Cn : n € w}. Si cada
subespacio C,, puede ser inmerso en un espacio C,(K,), para algiin
espacio o-compacto K, (respectivamente, para algin espacio Lin-
delof T, para algiin espacio K-analitico) entonces X es un espacio
o-compacto (respectivamente, un espacio Lindel6f ¥, un espacio
K -analitico). :

DEMOSTRACION. Aplicando el Lema 1.1 de [41], podemos garan-
tizar la existencia de una funcién f € C,(X), un nimero real
€ > 0 y un niimero m € w, tales que el subespacio ® = (C,, + f}N
C(X,(—¢,¢€)) es denso en C,(X, (~¢,€)). Como Cy(X,(—¢,¢€)) es
homeomorfo a C,(X), el conjunto ¢ es homeomorfo a un subespa-
cio denso @, del espacio C,{X). Observe ahora que el subespa-
cio @, es una familia de funciones continuas reales D-separadora
(véase la Observacion 2.3.2), de donde, aplicando la Proposicién
2.3.5 (claramente el subespacio ¥, puede ser inmerso en el espa-
cio. Cp(Kp)), tenemos que X € K(Ky,). Por lo tanto, aplicando
la Observacién 2.3.6, podemos concluir que X es un espacio o-
compacto {respectivamente, un espacio Lindelof 2, un espacio K-
analitico). a

Finalizamos la presente seccién con el siguiente teorema que per-
nite concluir la analiticidad de un espacio topoldgico bajo ciertas
condiciones sobre los elementos de una descomposicién numerable
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del espacio Cp(X). En este punto es importante que el lector re-
cuerde que un espacio topoldgico X es analitico si éste es una
imagen continua del espacio de los nimeros irracionales P.

2.3.8. TEOREMA (Casarrubias Segura, {13]). SiCp(X) = U{Cx :
n € w} y cada subespacio C, puede ser inmerso en un espacio
Co(Ky), para algin espacio analitico Ky, entonces X es un espa-
cio analitico.

DEMOSTRACION. Dado que todo espacio analitico es un espacio
K-analitico, por el teorema anterior X es un espacio /-analitico.
Por otra parte, como los espacios analiticos tienen peso de red
numerable y la funcién cardinal nw es numerablemente aditiva,
el espacio Cp(X) tiene peso de red numerable. Por lo tanto, X
tiene peso de red numerable (cf. [11, 1.1.3]). Como todo espacio
K-analitico con peso de red numerable es un espacio analitico, el
espacio X es analitico. O

2.4. Problemas abiertos

En la tarea de determinar cuéiles propiedades topolégicas no
aditivas son numerablemente aditivas en espacios de tipo Cp(X),
queda ain mucho por realizar. Finalizamos el presente capitulo
presentando en esta seccién algunos problemas no resueltos.

2.4.1. PROBLEMA. Supdngase que Cp(X) = | J{Cr : n € w} y
que todos los subespacios C,, son espacios realcompactos. jEs
Cp{X) realcompacto?

2.4.2. PROBLEMA. ;FEs la paracompacidad numerablemente adi-
tiva en Cp(X)?

2.4.3. PROBLEMA. ;FEs la metacompacidad numerablemente adi-
tiva en Cp{X)? ;Es finitamente aditiva?

2.4.4. PROBLEMA. /Es la monoliticidad una propiedad topoldgi-
ca numerablemente aditiva en Cp(X)?
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2.4.5. PROBLEMA. Supongamos que Cp(X) = AU B, donde A
y B son subespacios normales de Cyp(X). ;Es Cp(X) un espa-
cio normal bajo estas condiciones? ;Que ocurre si ademas X es
compacto?

2.4.6. PROBLEMA. Supongamos que Cp(X) = AUB, donde A y
B son subespacios perfectamente normales de Cp(X). jEs Cp(X)
un espacio perfectamente normal bajo estas condiciones?

2.4.7. PROBLEMA. Supongamos que Cp(X)} = AUB, donde A y
B son subespacios colectivamente normales de Cp(X). jEs Cp(X)
un espacio colectivamente normal? -;Que ocurre si ademds X es
compacto?



3

Topologias mas débiles compactas en

Cp(X)

3.1. Introduccion

Un método de investigacién frecuentemente utilizado en la tarea
de clasificar a los espacios topoldgicos es el estudio de las pro-
piedades de topologias mds débiles que una topologia dada. La
razon principal de ello, reside en el hecho de que cada topologia
de Tychonoff es el supremo de topologias segundo numerables.
Por lo tanto, una topologia de Tychonoff mas débil constituye
una aproximacién a la topologia original de un espacio, y cuando
esta aproximacién tiene buenas propiedades, entonces es posible
obtener informacidn relevante acerca de la topologia original del
espacio que se estd considerando. Parte del objetivo principal de
este capitulo es analizar cudndo existen topologias mas débiles en
Cp(X) que tengan propiedades similares a la compacidad.

Notemos, por otra parte, que preguntarnos si la topologia de
un espacio topoldgico puede ser debilitada a una topologia con
propiedades especificas es equivalente a preguntarnos si tal espa-
cio puede ser mapeado continua y biyectivamente sobre algiin es-
" pacio con las propiedades deseadas. Efectivamente, observemos
que cuando uno tiene una topologia T mas débil que la topologia
de un espacio topoldgico X, entonces uno puede construir un
“nuevo” espacio topolégico, sobre el cual el espacio X puede ser
mapeado continua y biyectivarnente, a saber, el espacio (X, 7). De
igual manera, si uno mapea continua y biyectivamente, por medio
de un mapeo f, a un espacio topolégico X sobre otro espacio
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topolégico Y, uno estd “detectando” en verdad una topologia mas
débil que la topologia original del espacio X, a saber, la topologia
1 = {f~Y(U) : U es abierto en Y}. De esta forma, la bisqueda
de topologias con buenas propiedades, que sean mas débiles que
una topologia dada, tiene una estrecha relacién con el llamado
problema de condensacién.

El problema de condensacidon establece la tarea de describir a
aquellos espacios topoldgicos cuyas propiedades pueden ser mejo-
radas por medio de condensaciones, esto es, por medio de mapeos
biyectivos continuos. (La escuela rusa de topologia tiene acufiado
el término condensacion para nombrar a los mapeos continuos
que son biyectivos, y de este modo es usual decir que un espa-
cio topoldgico X se condensa sobre un espacio topolégico Y si
existe un mapeo continuo biyectivo de X sobre Y'). Es importante
mencionar que un buen nimero de resultados que han contribuido
a la solucién del problema-de condensacién fueron obtenidos atin
antes del planteamiento formal del mismo, el cual fue realizado
por P. Alexandroff en {2, 3]. Por ejemplo, en 1939 Parkhomenko
construyé un subespacio de tipo G5 del espacio R? que no admite
condensaciones sobre espacios compactos (op. cit. [33]).

Con el nacimiento y desarrcllo de la C,-teoria fue muy natural
trasladar el problema de condensacién al dmbito de esta teoria,
logrando con ello la generacién de grandes contribuciones a la
solucién de este problema (esto dltimo gracias a la profusa in-
vestigacién de los especialistas de esta 4rea de estudios). Sélo por
citar una de estas relevantes contribuciones, podemos recordar el
clasico resultado de Arhangel’skii que establece que un espacio de
funciones Cp{ X) puede ser condensado sobre un espacio metrizable
si y s6lo si X es un espacio separable (cf. [11, 1.1.4}).

En forma muy particular, este capitulo estd dedicado a exponer
los métodos utilizados en {14] para dar solucién a algunos proble-
mas planteados por A. V. Arhangel’skii en [10], que tienen una
extrecha relacidn con el problema de condensacién en el contexto
de la Cp-teoria. A continuacién, presentamos una lista de los re-
sultados principales de este capitulo.
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(1) Si D es el espacio discreto de dos elementos, y 7 es un
cardinal infinito, entonces C,(ID") puede ser condensado
sobre un espacio de Tychonoff Y, con la propiedad de que
Y™ es Lindeldf para todo n € w \ {0} (Proposicién 3.2.2).
Este resultado da una respuesta positiva a la primera parte
del Problema 38 de [10).

(2) Para cada cardinal infinito 7, los espacios Co{C,(D7}) y
L,(D7) tienen subespacios densos de estrechez numerable
(cf. Teorema 3.2.3 y Teorema 3.2.5). Estos resultades
solucionan completamente el Problema 40 de [10).

(3) Si X es un espacio compacto metrizable infinito entonces
el espacio C,(X) puede ser condensado sobre el cubo de
Hilbert I* (cf. Teorema 3.2.9). Como una consecuencia
de esto, obtenemos una respuesta positiva al Problema 39
de [10] y demostramos que para todo espacio metrizable
numerable X, el espacio Cp{X) puede ser condensado sobre
un espacio compacto (cf. Teorema 3.2.11).

3.2. Condensaciones del espacio C,(ID") sobre es-
pacios compactos

A. V. Arhangel’skii preguntd en [9] (como parte del Problema 9)
si cualquier espacio de Tychonoff podia ser condensado sobre un es-
pacio de Lindeldf. En (38], V. V. Tkachuk construyé un ejemplo de
un espacio topolégico de Tychonoff que no admite condensaciones
sobre espacios de Lindelof, ni sobre espacios pseudocompactos,
dando de esta manera una respuesta negativa a la pregunta de
Arhangel’skii. A raiz de este acontecimiento, I. V. Yaschenko pre-
guntd si una tal condensacién (de cualquier espacio de Tychonoff
sobre algiin espacio de Lindeldf) existe si se supone adicionalmente
que el espacio de Tychonoff es realcompacto (cf. [10, Problema
36}). De manera natural, Arhangel’skii trasladé la pregunta de
Yaschenko al contexto de la C,-teoria y establecié de esta manera
el Problema 37 de [10]. En este mismo articulo, Arhangel’skii hace
observar un hecho por si solo interesante acerca de ciertos espacios
Cp(X) (y que estd relacionado con el problema de Yaschenko): es
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consistente con ZFC que todo espacio de tipo Cp{D7) es realcom-
pacto. Esta tiltima observacidn llevd a Arhangel'skii a preguntar
si un espacio de tipo Cp(D") admite una condensacién sobre un
espacio de Lindeldf (cf. [10, Problema 38]).

En la primera proposicién de este capitulo demostraremos gue
todo espacio de tipo Cp(D7) no sélo admite condensaciones sobre
espacios de Lindelof, sino que es posible condensar a cualquier
espacio de este tipo sobre un espacio de Tychonoff que tiene todas
sus potencias finitas de Lindelof. Para poder llevar a cabo con toda
precisicién la demostraciéon de este resultado necesitamos recordar
algunas hechos acerca de -productos.

3.2.1. DEFINICION. Sean {Y, : a € A} una familia de espacios
topoldgicos, Y = [[{Ya : @ € A} ¥ ¥ = {¥a}aecs € ¥ un punto
arbitrario. El I-producto de los espacios Y, basado en el punto y
es el subespacio

L, Y)={2€Y:{B€A: 2 #yp}| < w}
del producto topolégico Y = [1{Y,: a € A}.

L. Glicksberg demostré en [19] (véase también [18, 3.12.24]) que
para cualquier £-producto de una familia {Y, : @ € A} de espa-
cios compactos, la compactificacién de Stone-Cech del -producto
coincide con el producto de los espacios Y,. Basdndonos en este
resultado, es sencillo darnos cuenta de que en el caso cuando X
es el X-producto de 7 copias (7 2 w) del espacio discreto I, se
tiene que D" = BX (observe que debido a que el espacio D" es
un espacio homogéneo, cualquier par de ¥-productos basados en
puntos distintos del espacio D" resultan ser espacios homeomorfos,
por lo tanto podemos decir que existe inicamente un X-producto
de T-copias del espacio discreto ID).

Otro hecho muy interesante, que puede ser obtenido como una
consecuencia inmediata de un resultado debido a S. P. Gul’ko,
es que si X es un -producto de una familia de espacios metriza-
bles separables, entonces el espacio Cp(X,Y) tiene la propiedad de
Lindeléf para cualquier espacio metrizable y separable Y (véase el
Teorema 2 de [22]).
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Con todo lo anterior estamos ya en posicién de enunciar la
primera proposicién de este capitulo.

3.2.2. ProprosiCidON (Casarrubias Segura, [14]). Sea 7 2> w. FI
espacio C,(ID") admite una condensacién sobre un espacio de Ty-
chonoff cuyas potencias finitas son de Lindeldf.

DEMOSTRACION. Consideremos al L-producto X de 7 copias del
espacio ). Como hemos ya indicado, para tal ¥-producto tene-
mos que D™ = BX. Ahora bien, dado que X es un -producto
de espacios con peso numerable, podemos aplicar el Teorema 2
de [22] para concluir que el espacio Cp(X,R™) es un espacio de
Lindelsf para toda n € w \ {0}. Como C,{X,R™) es homeomorfo
a Cp(X)" para toda n € w \ {0}, obtenemos de esta forma que
todas las potencias finitas del espacio C,(X) tienen la propiedad
de Lindeldf.

Observe ahora que siendo X un X-producto de espacios com-
pactos, este espacio es un subespacio denso y pseudocompacto del
espacio 7, de donde el mapeo restriccién mx : Cp(D7) — Cy(X)
es una condensacién (cf. Proposicién 1.3.3). O

Una vez que tenernos establecido que todo espacio de funciones
de tipo Cp()") puede ser condensado sobre un espacio que tiene
la propiedad de que todas sus potencias finitas son de Lindeldf,
podemos demostrar que la segunda iteracién Cp{C,(ID")} posee un
subespacio denso de estrechez numerable para cualquier cardinal
infinito 7. Este resultado responde positivamente a la primera
pregunta del Problema 40 de [10].

3.2.3. TEOREMA (Casarrubias Segura, [14]). Sea 7 2> w. El es-

pacio C,(Cp(ID7)) tiene un subespacio denso de estrechez numera-
ble.

DEMOSTRACION. Sea X el Z-producto de 7 copias del espacio dis-
creto . Aplicando nuevamente el Teorema 2 de {22], obtenemos
que el espacio C,(X)™ tiene la propiedad de Lindeldf para toda
n € w\ {0}. Aplicando ahora el teorema de Arhangel’skii-Pytkeev
(Teorema 1.5.4), es fécil concluir que £(Cp(Cp(X))) = w.
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Por otra parte, debido a que el mapeo restriccién 7wy : Cp(D7) —
Cp(X) es una condensacién, el espacio 73 (Cp(Cp(X))) es un sub-
espacio denso de Cp(Cp(D™)) homeomorfo a Cp{Cp(X)) (véase la
Proposicién 1.3.2). Por lo tanto, el espacio 7% (Cp(Cp(X))) es un
subespacio denso de Cp(C,{D"}) que tiene estrechez numerable.

O

El problema 40 de [10] tiene una segunda parte en la cual se pre-
gunta si un espacio de tipo L,(D7), donde T > w, puede poseer un
subespacio denso de estrechez numerable. A continuacién daremos
una respuesta positiva a esta pregunta. Antes de formular el resul-
tado que muestra esto, necesitamos establecer un lema técnico que
muy probablemente es conocido, pero para el cual no fue posible
hallar, por parte del autor de esta obra, una mencion explicita del
mismo en la literatura especializada. Esto nos motiva a enunciarlo
y demostrarlo formalmente aqui.

3.2.4. LEMA (op. cit. {14]). Sea X un espacio topoldgico. Si
Y C X =Y entonces la envolvente lineal (Y) deY en el espacio
vectorial topolégico L,(X) es un subconjunto denso de L,(X).

DEMOSTRACION. Definamos, para cada n € w\ {0}, al subespacio
_L:(X) ={hz1+ -+ Mz iz e X, ERi=1,... n}.

Es claro que para los subespacios de esta forma definidos se tiene
que

L(X)= |J LX)
J n&uw\ {0}

Consecuentemente, para demostrar que el subespacio (Y} es un
subespacio denso de L,(X), serd suficiente verificar que (Y) n
L7(X) es un subespacio denso de LX) para toda n € w \ {0}.

Fijemos un indice n € w\ {0} y consideremos al mapeo continuo
Pn : X™ X R® — Ly(X) definido por la férmula

'lybn(((xh o ,.'Dn), (/\li e :'\n))) = A1:!:1 +--+ A:'1:1""»1,
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donde {(z),...,zn),(A1,...,As)) € X™ x R*. No es dificil com-
probar que (Y) N L2(X) = ,(Y™ x R*). Para concluir la de-
mostracién del lemna, notemos que debido a que Y ¢s un subespa-
cio denso del espacio X, el conjunto Y™ x R™ es denso en X™ x R",

de donde el conjunto 1,(¥™ x R™) es un subconjunto denso de
Pa(X™ X R™) = L3(X). O

3.2.5. TeorEMA (Casarrubias Segura, {14]). Sea v > w. El es-
pacio Ly(D") tiene un subespacio denso de estrechez numerable.

DEMOSTRACION. Consideremos nuevamente al E-producto X de
7 copias del espacio . Como ya hemos observado en varias oca-
ciones, tal ¥-producto es un espacio pseudocompacto y ademds
BX = D". Esto implica en particular que el mapeo restriccién

mx : Cp(D7) — CP(X)

es un mapeo biyectivo.
Ahora bien, por la Proposicién 1.3.2, sabemos que la sobreyec-
tividad del mapeo nx implica que el mapeo inducido

Tk : Cp(Cp(X)) — Cp(Cy(D7))
es una inmersién. Por otra parte, notemos que la linealidad de la
funcién restriccién 7y implica que 7% (Ly(X)) C L,(D7). Por lo
tanto, tenemos que la funcién

T P Lo(X) : Ly(X) — Ly(D7)

es también una inmersion.

Notemos ahora que 7% (L,(X)) es en realidad la envolvente li-
neal de X respecto a L,(D"). En efecto, para demostrar esto
recordemos que un espacio Z se inmerge en el espacio C,(C,(Z2))
por medio de la funcién iz cuya regla de asociacién est4 dada por
iz(2) = m. | Cp(Z), para cada z € Z (consulte la seccién 4 del
Capitulo 1 para mds detalles al respecto). Tomando en cuenta la
anterior observacién, y utilizando las definiciones de {X) y del es-
pacio L,(X), es facil convercerse de que para demostrar la igualdad
wx (Lp(X)) = (X), es suficiente verificar que ip-(z) = ix(z) o 7wy
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para todo z € X. Para demostrar esto iiltimo, fijemos un elemento
z € X y elijamos en forma arbitraria una funcién f € C,(D"). En-
tonces ip-(z)(f) = m=(f) = flz) = (f | X)(z) = (7x(f})(z) =
(ix(z) o wx)(f), lo cual prueba la igualdad deseada para los ele-
mentos z € X y f € Cy(D") seleccionados.

Aplicando ahora el Lema 3.2.4 podemos concluir que el subes-
pacio my (Ly(X)) es denso en L,(D"). Ahora sélo nos resta recor-
dar que, a raiz del teorema de Arhangel’skii-Pytkeev, el espacio
Cp(Cp(X)) tiene estrechez numerable, de donde lo mismo ocurre
para el subespacio 7} (Lp(X)) de L,(ID7). O

Una pregunta que nace de manera muy natural a partir del es-
tablecimiento de la Proposicién 3.2.2 es si cualquier espacio de
tipo Cp{ID") puede ser condensado sobre algin espacio compacto
(de hecho, esta pregunta forma parte del Problema 38 de [10}).
Como una consecuencia de uno de los principales resultados de
este capitulo, en el Corolario 3.2.10 demostraremos que para el
caso cuando T = w, el correspondiente espacio Cp(D7) admite una
condensacién sobre el cubo de Hilbert I*.

A continuacién probaremos que la proposicién “el espacio C,(D")
puede ser condensado sobre un espacio compacto, para cualquier
cardinal T > w” no es verdadera en algunos modelos de ZFC.
Para llevar a cabo la prueba de este hecho, necesitamos introducir
el siguiente lema, el cual nos proporciona condiciones para un es-
pacio topoldgico X, bajo las cuales no es posible que el espacio
Cp(X) admita una condensacién sobre un espacio compacto.

3.2.6. LEMA (Casarrubias Segura, [14]). Sit >w y X es un es-
pacio para el cual se tiene que d(X) 2 7 y |C(X)| < 27, entonces
el espacio C,(X) no puede ser condensado sobre ningin espacio
compacto.

DEMOSTRACION. Supongamos, por el contrario, que el espacio
Cp(X) puede ser condensado sobre un espacio compacto K. Con-
sideremos una condensacién 6 : Cp(X) — K. Es claro que debido
a que @ es una biyeccidn, se tiene que |K| = |Cp{X}} < 2. Usan-
do ahora el clasico teorema de Cech-Pospisil [24, 3.16] (véase
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también [23, 7.19]), podemos garantizar la existencia de un ele-
mento b € K tal que x(h,K) < 7. Seleccionemos una funcién
J € Cp(X) de tal manera que 6(f) = h. Dado que @ es una con-
densacién y x(h, K) < 7, tenemos que 9(f, Cp(X)) < 7. Ahora
bien, como Cp,(X) es un espacio homogéneo podemos concluir que
P(Co(X)) < 7. Pero d(X) = ¢(Cp(X)) [11, 1.1.4]. Entonces
d(X) < 7, lo que es una contradiccién. O

Es conocido que existen modelos de ZFC en los cuales se tiene
que 2¢ = w; y 2“' > wy (cf. [26]). En el siguiente corolario, pro-
baremos que la proposicién “el espacio Cp(D") puede ser conden-
sado sobre un espacio compacto, para cualquier cardinal 7 > w”
no puede ser cierta en tales modelos de ZFC. Para la demostracién
de este resultado necesitaremos utilizar los siguientes hechos bien
conocidos:

Dado un niimero cardinal infinito 7, se define al logaritmo log(7)
del cardinal 7 como el mas pequefio de los nimeros cardinales
infinitos A para los cuales sucede que 2* > 7. Es bien sabido (23]
que d(D") = log{r) para cualquier cardinal 7 2> w. Asimismo, es
bien conocido que para cualquier espacio regular X, la cardina-
lidad del conjunto C{X) no puede exceder al cardinal my{X )X
(véase [23]). Recuerde que el m-cardcter mx(X) de un espacio
topoldgico X se define como el supremo de los m-caracteres locales
nx(X,z) (donde z recorre a todos los elementos del espacto X)
y que wx(z,X) es la minima cardinalidad para una familia V C
7*(X) que tiene la propiedad de que cualquier abierto U € 7{z, X)
contiene al menos un elemento de esta familia.

3.2.7. CorOLARIO (Casarrubias Segura, [14]). (CH + 2" > wy)
El espacio Cp(ID?) no puede ser condensado sobre ningin espacio
compacto.

DEMOSTRACION. Como 2“* > wj, tenemos que log(ws) < w;.
Ademids, w < log{ws) puesto que 2¥ = w; < wy. Entonces
d(D*?) = w;. Por otra parte, como wx(I*?} = w,, se tiene que
|C(D2)] € mx(D2)4™?) = ¥ = wy < 241, Aplicando ahora el
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lema anterior podemos ver que el espacio Cp(I*?) no puede ser
condensado sobre ningiin espacio compacto. O

Estamos ya en posicidn de enunciar uno de los mas importantes
resulltados de este capitulo. Para la demostracién del mismo, sera
esencial utilizar el resultado plasmado en el siguiente teorema. La
demostracién de este resultado puede ser obtenida como una con-
secuencia inmediata de un teorema de E. G. Pytkeev (cf. (30,
Teorema 1]). Cabe mencionar que este teorema de E. G. Pyt-
keev es considerado una de las més relevantes contribuciones a la
solucién del problema de condensacién.

3.2.8. TEOREMA. Si un espacio X es homeomorfo a un subes-
pacio de Borel no o-compacto de un espacio polaco, entonces el
espacio X admite una condensacién sobre el cubo de Hilbert 1%,

Recuerde que un espacio topoldgico es un espacio polaco si éste
es un espacio completamente metrizable y separable.

3.2.9. TEOREMA (Casarrubias Segura, [14]). Sea X un espacio
compacto infinito. Si w(X) < w entonces C,(X) admite una con-
densacion sobre el cubo de Hilbert I“.

DEMOSTRACION. Consideremos un subespacio denso numerable
y no discreto Y del espacio X (a partir de las propiedades de X es
posible garantizar la existencia de un tal subespacio Y). Como Y
es un subespacio denso de X, se tiene que el mapeo restriccién
Ty : Cp(X) — Cp(Y'|X) es una condensacién {recuérdese que
Cp(Y1X) = my(Cp(X))). De esta forma, para demostrar que el
espacio Cp(X) puede ser condensado sobre el cubo de Hilbert I¥,
serd suficiente probar que el espacio Cp(Y'| X} admite una tal con-
densacién. Para poder demostrar esto ultimo, aplicaremos el Teo-
rema 3.2.8 al espacio C,(Y'| X), comprobando previamente que este
espacio es homeomorfo a un subespacio de Borel no o-compacto
de algin espacio polaco. Como veremos a continuacidn, el espacio
Cp(Y1X) es de hecho un subespacio de Borel no o-compacto del
espacio polaco RY (recuerde que Y es numerable).

AFIRMACION 1. El espacio Cp(Y'|X) es un espacio K5 en RY
y por lo tanto es un subconjunto de Borel en RY.
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Sea D C Cyu(X) un subconjunto denso numerable (obsérvese
que debido a que X es un espacio compacto metrizable, el espacio
Cw(X) es un espacio métrico separable). Definamos a los conjuntos

K. = | Blny(d); 2),

depD

para cada n € w\ {0}, donde
B(ny(d);2) ={h e RY : |h(y) -7y (d)(v)] € 1 para cualquier y € Y}.

Observemos primero que debido a que B(my(d); 1) es homeo-
morfo a [—1, 1] para cadan € w\{0}, cada uno de los espacios K,
es un subespacio o-compacto de RY . Para concluir la demostracién
de la afirmacién, demostraremos que Cp(Y X} = (¢, (0} K-

No es dificil verificar que Cp(Y|X) C ,g.0 10y Kn- En efecto,
supongamos que g € Cp(Y|X). Entonces existe una funcién f &€
Cp(X) tal que my(f) == ¢g. Para cada n € w\ {0}, consideremos al
subconjunto abierto

B(f; 1) ={h € Cu(X) : |h(z) — f(z)| < L para cada z € X}

del espacio C,{X). Como D es denso en C,(X), podemos selec-
cionar, para cada n € w \ {0}, un elemento d, € D de tal forma
que d, € B(f;1). Entonces my(f) € B(my(dy);2) para cada
n €w\ {0}. Consecuentemente, g € (¢ (g} Kn-

Para demostrar la contencién contraria, elijamos arbitrariamente
un elemento g € (¢, 0) &n- Entonces, para cada n € w \ {0},

podemos seleccionar una funcién f, € D tal que g € By (my(fa); ;1; ).
Note que por la manera de haber seleccionado a las funciones
fn, la sucesién {my(f,)} converge uniformemente a la funcién g
sobre el espacio Y. Ahora bien, esto iltimo implica, en parti-
cular, que la sucesién {f,} es una sucesién de Cauchy en el es-
pacio Cy{X). Efectivamente, como {my(f.)} es una sucesién de
Cauchy en C,{Y), para cualquier ¢ > 0 existe un k € w\ {0}
tal que (fn — fm)(Y) C [—¢, €] para todos los indices n,m > k.

- Pero (fn - fm)(X) = (fn - fm)(_?) - (fn —fm)(Y)' Entonces
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(fn = fm)(X) C [—¢, €] para cualquier par de indices n,m > k.
Consecuentemente, {f,} es una sucesiéon de Cauchy en el espa-
cio Cy(X). Ahora, como C,(X) es un espacio completo podemos
elegir una funcién A € C(X) de tal manera que {f,} converge
uniformemente a h. Pero entonces A { ¥ = g. Por lo tanto,
g € G,(Y|X). %

Con la finalidad de evitar cualquier confusién en la demostracién
de que el espacio C,(Y'|X) no puede ser un espacio g-compacto,
utilizaremos las notaciones: 7%, w} y 7, para los mapeos restric-
cibn 7z 1 Cp(X) — Cp(Z), 7z : Cp(Y) —= Cp(Z) y 7y : Cp(X) —
Cyo(Y'}, respectivamente.

AFIRMACION 2. El espacio Cp(Y|X) no es un espacio o-com-
pacto. :

Supongamos lo contrario y consideremos una sucesién conver-
gente no trivial Z = {y, : n € w} U {y/} en el espacio Y (como YV
no es discreto existe al menos una tal sucesién). Dado que Z es
un subespacio compacto del espacio X, tenemos que el mapeo res-
triccion 73 : Cp(X) — Cp(Z) es sobreyectivo. Pero 7§ = n§ onf.
Entonces la funcién

7r§ [ CP(YIX) : Cp(YX) — Co(2)

es también una funcién sobreyectiva. Por lo tanto, la hipétesis
de que el espacio Cyp(Y|X) es o-compacto implica que el espacio
Cy(Z) es también un espacio o-compacto. Aplicando ahora el
principal teorema de [43] al espacio Cp(Z), podemos concluir que
12| < w, lo cual es una contradiccién. O

El siguiente corolario al teorema anterior da una respuesta po-
sitiva al Problema 39 de [10].

3.2.10. CorOLARIO {Casarrubias Segura, [14]). EI espacio topo-

légico Cp{D*) admite una condensacién sobre el cubo de Hilbert
Iv.

La demostracién de nuestro préximo teorema estd basada en
el Teorema 3.2.9 y en un resultado plasmado en e} articulo [16],
el cual es debido a T. Dobrowolski, S. P. Gul'’ko y J. Mogilski.
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El principal teorema de [16] trae como consecuencia inmediata el
hecho de que si X es un espacio metrizable nurmerable no discreto,
entonces el espacio Cp(X) es homeomorfo al espacio C(Y'), donde
Y es una sucesion convergente.

3.2.11. TeoreEMA (Casarrubias Segura, [14]). Si X es un espa-
cio numerable metrizable, entonces Cp(X) admite una conden-
sacién sobre un espacio compacto.

DEMOSTRACION. Si X es discreto entonces Cp(X) = R¥. Ahora,
como el espacio de los numeros reales puede ser condensado so-
bre un espacio compacto, tenemos que el espacio Cp(X) admite
también una condensacién sobre un espacio compacto. En el caso
cuando X no es discreto, y debido a que este espacio es un espacio
métrico numerable, podemos suponer que Cp(X) =~ C,(Y'), donde
Y es una sucesién convergente. Aplicando ahora el Tecrema 3.2.9
al espacio C,(Y'), obtenemos ficilmente que este espacio admite
una condensacién sobre el cubo de Hilbert I. Por 1o tanto, el espa-
cio Cp(X) puede ser condensado sobre un espacio compacto. 0

Se dice que un punto z de un espacio topolédgico X es un punto P
débil si ¢ A para cualquier subconjunto numerable A C X\ {z}.
Por otro lado, un punto z del espacio topolégico X se llama punto
P si cualquier subconjunto de tipo G5 de X que lo contiene es una
vecindad de él. Como es de esperarse, todo punto P es un punto
P débil, sin embargo el reciproco a esto es falso: el espacio SN\ N
tiene puntos PP débiles que no son puntos P [25].

Es conocido {10, 6.3, 6.4] que el espacio D de todos los puntos P
débiles del espacio SN \ N es un espacio pseudocompacto infinito
b-discreto. Recuerde que un espacio topolégico X es b-discreto si
todo subespacio numerable de X es discreto y C*-encajado en X
(recuerde- que un subespacio A de un espacio topologico X esta
C*-encajado en X si toda funcidn real continua y acotada definida
en el subespacio A tiene una extensién continua a todo X).
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V. V. Tkachuk demostré que la pseudocompacidad y la b-dis-
cretitud de un espacio topoldgico X caracterizan a la o-pseudo-
compacidad en el espacio Cp(X) (cf. {36]). Utilizando este re-
sultado, es facil concluir que el espacio Cp(D) es un espacio o-
pseudocompacto. Por otra parte, K. Kunen demostré en [25] que
el espacio D es un subespacio denso de SN\ N y que 8D = gN\N.
Esto implica en particular que el espacio Cp(8N \ N} puede ser
condensado sobre C,(D) (cf. Proposicién 1.3.3), el cual, como ya
hemos mencionado, es un espacio g-pseudocompacto.

Todo lo anterior motivé a A. V. Arhangel’skii a preguntar si el
espacio C,(fN \ N} admite una condensacién sobre algin espacio
o-compacto o sobre algin espacio de Lindeldf (cf. [10, Problema
34]). Nuestro iiltimo teorema de este capitulo puede considerarse
un avance en la solucién de este problema.

3.2.12. TEOREMA (Casarrubias Segura, {14]). El espacio topold-
gico Cp{BN \ N) no puede ser condensado sobre ningin espacio
compacto.

DEMOSTRACION. Notemos primeramente que |C(BN\N)| =¢. En
efecto, recordernos que el espacio R es homeomorfo a un subespacio
del espacio Cp(8N \ N), de donde ¢ < [Cp(8N \ N)|. Por otro
lado, como N es un subespacio abierto del espacio 8N, el mapeo
7N Cp(BN} — Cp(BN\N) es un mapeo sobreyectivo, de donde
|Co(BN\ N)| < |Cp(BN)| < 2PN =c.

Aplicando ahora el Lema 3.2.6, recuerde que d(SN\ N) = ,
podemos concluir que el espacio C,(8N \ N) no puede ser conden-
sado sobre ningin espacio compacto. , (]

3.3. Problemas abiertos

Un gran nimero de preguntas concernientes al problema de con-
densacién estdn ain sin resolverse y como si fuese una regla, aque-
llos resultados que ayudan a solucionar, o solucionan, un problema
abjerto siempre generan otros tantos. En particular, algunos de
los siguientes problemas surgen de manera natural de algunos de
los resultados de este capitulo.
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El Corolario 3.2.7. motiva las siguientes preguntas (vease el
Problema 38 de [10]).

3.3.1. PROBLEMA. Sea 7 > ¢. jEs cierto en ZFC que Cp(D7) no
se condensa sobre ningiin espacio compacto?

3.3.2. PROBLEMA. ;Es posible condensar al espacio Cp(I*) sobre
algun espacio compacto?

Algunas preguntas naturales, a raiz del establecimiento del re-
sultado plasmado en el Teorema 3.2.9, son las siguientes.

3.3.3. PROBLEMA. Sea X un espacio compacto separable. ;Es
cierto que Cp(X) se puede condensar sobre algiin espacio com-
pacto? jEs posible condensarlo sobre algtin espacic a-compacto?

3.3.4. PROBLEMA. Supongamos que X es un espacio compacto
para el cual ocurre que Cy(X) se condensa sobre un espacio com-
pacto. ;Es el espacio X un espacio separable bajo estas condi-
ciones?

El hecho de saber que para todo espacio metrizable numerable
X el espacio Cp(X) puede ser condensado sobre un espacio com-
pacto (véase el Teorema 3.2.11), genera de inmediato la idea de
debilitar las hipdtesis de este teorema para preguntarse si sigue
siendo vélida la conclusién del mismo. De esta manera es que
surgen los siguientes problemas.

3.3.5. PROBLEMA. Sea X un espacio regular numerable. ;Ad-
mite el espacio C,(X) una condensacidn sobre algtin espacio com-
pacto?

3.3.6. PROBLEMA. Sea X un espacio Tychonoff tal que w(X) <
w. ¢Es posible condensar al espacio C,(X) sobre algtin espacio
compacto?

3.3.7. PROBLEMA. Supongamos que X es un espacio de Tychonoff
y que nw(X) < w. ;jSe puede condensar al espacio C,(X) sobre
algun espacio compacto bajo estas condiciones?
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Respecto al Teorema 3.2.12, sigue atn sin conocerse la respuesta

al Problema 34 planteado por Arhangel’skii en [10] (el cual motivé
este resultado).

3.3.8. PROBLEMA (Problema 34 de {10}). ;Se puede condensar al
espacio C,(BN\N) sobre algiin espacio o-compacto? ;Sobre algtin
espacio de Lindelof?

3.3.9. PROBLEMA. ;Se puede condensar al espacio Cp(8N) sobre
algiin espacio compacto?
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Lista de simbolos

C(X), la familia de funciones reales
continuas definidas sobre el es-
pacio X, 2

C(X,Y), la familia de mapeos con-
tinnosde X en Y, 1

Cp(X), el conjunto C( X} equipado
con la topologia de convergen-
cia puntual, 2

Cp(X,Y), el conjunto C(X,Y) do-
tado con la topologia de con-
vergencia puntual, 2

Cp(Y | X), el espacio my (Cp(X)),
15 :

Cu(X), el conjunto C{X} con la
topologia de convergencia uni-
forme, 24

L(X), el subespacio vectorial de
Cp(Cp(X)) generado por X,
19 -

L,(X), el conjunto L(X) equipado
con la topologia de convergen-
cia puntual, 19

Zs(X), 58

[z1,... ,Za; U,... ,Un], conjunto
abierto basico del espacio to-
polégico Cp(X,Y), 2

{fiz1,... ,%n; €, vecindad canéni-
cade fen Cp(X), 3

{fiz1,... . zn; V1,... , Vi), vecindad
candnica de f en Cp(X,Y), 2

N, el conjunto de los niimeros na-
turales, 39

¥, el espacio de Moore-Mréwka, 39

2(y,Y), el Z-producto de los espa-
cios ¥, basado en el punto y,
66

BX, compactacién de Stone-Cech
de X, 41

BX\X, el residuo de X en 85X, 41

PN, 57

PN\ N, 57

x(zx, X), el cardcter de X en el punto
z, 71

(Y}, la envolvente lineal de Y en
el espacio vectorial topolégico
L,(X), 68

D, el espacio discreto de dos ele-
mentos, 65

", producto de *r-oop'ias del espa-
cio D, 65

P, el espacio de los nimeros irra-
cionales, 61

R, el espacio de los mimercls reales,
2

I*, el cubo de Hilbert, 65

¢, el cardinal del conjunto de los
numeros reales, 39

R?, 53

R™, 52

¢, operacion de multiplicacién por
escalares en Cp(X), 8

¢+, operacién de adicién en Cp(X),
8

¢4, operacién de adicidn en el es-
pacio C,.(X), 26
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¢« , operacidn de multiplicacién en
Cp(X), 8

wx(X), m-cardcter de X, 71

ax(X, ), w-cardcter de X en el pun-
tozx, 71

7y, funcién restriceién al subespa-
cioY, 15

7z, la z;-8sima funcién proyeccién
asociada a! producto topoldgi-
coRX 3

P(Cp( X))}, el pseudocaricter del es-
pacio Cp(X), 43

T{X), topologia de X, x

r{z, X), la familia de subconjuntos
abiertos de X que contienen al
punto z, X

7*(X), la familia de subconjuntos
abiertos no vacios de X, x

Tu, topologia de convergencia uni-
forme, 24

log{r), logaritmo del cardinal , 71

, inmersién cerrada de R en el es-
pacio CP(X)! 4

¢(r), funcién constante de valor r,
5 :

¢(X), la celularidad de X, 71

d(X), la densidad del espacio X,
43

ez, el mapeo m; [ Cp(X), 17

fn =2 f, convergencia uniforme de

la sucesion (f,,) a la funcién f,
24 R

S+, funcién dual inducida por la
funcién f, 10

g", funcién dual inducida por la
funcién g, 12

hg{X), el niumero hereditario de He-
witt-Nachbin de X, 43

ix, inmersién de X en Cp{Cp(X)),
17

iw(Cp(X)), el i-peso de Cp(X), 43

{(X), grado de Lindeldf de X, 20

I*{X), el supremo de los grado de
Lindeld6f de las potencias fini-
tas de X, 20

nw, el pese de red, 61

¢(X), ntumero de Hewitt-Nachbin
(o grado de realcompacidad)
de X, 41

t(X), la estrechez de X, 21

t(z, X), la estrechez de X en r, 21

tr(X), estrechez funcional de X,
41

tm(X), miniestrechez de X, 41

K(X), 58

CH, hipétesis del continuo, 71

ZFC, Axiomas de Zermelo-Fraen-
kel para la teoria de conjuntos
junto con el axioma de elec-
cién, 70
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