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NOTACION Y DEFINICIONES

En todo este trabajo R y € denotardan al campo de los mimeros reales
v al campo de los nimeros complejos, respectivamente. R™ serd entendido
come el espacio vectorial con un producto interior; es decir, si

—T;:(Il:m?;---;zn)ER“1y:(y1ay2)"'syﬂ)€RnyCER

entonces

n
sy ={m ok u, T YT b Un) L TY = YTl Y €3 = (081,022, CZa)

=]

L
La norma euclidiana (- £)? serd escrita |z|.
Si A y B son subconjuntos de R”, denotaremos por A\B a la diferencia
del conjunto A con el conjunto B; esto es

AB={zecR':2€6 Ayz ¢ B}.

Sea 0 C R™ conjunto abierto. La clase C* () consiste de las funciones
de valor real {o complejo) con dominio € que tienen derivadas continuas de
todos los drdenes. Denotaremos por C2 () al subconjunto de C* (Q) que
consiste de las funciones con soporte compacto e infinitamente diferenciables.
Al espacio C (Q) se le llama el espacio de las funciones de prueba y se denota
por D (Q). D’ () denotara al dual topoldgico de D (£2).

Un mulfi-tndice es una n — ada a = (@, @2, ..., 0y,) de enteros no nega-

7

tivos; su longitud (u orden) es [of = Za,. La suma de dos multi-indices o
i=1
¥ 3 es
Cl’-f-ﬁ: (al +ﬁ110‘2 +.82)"';an +ﬁn)
Sediceque o < Ssioyg €6, parat=1,2,...,n; cuando o £ 3 también
podemos definir 3 — .
Si o es un multi-fndice y f € C™(§2), se define 8°f como

Hial f

502x1632£2 . 63913:“1

o°f =

de donde %88 f = §*+A .



Si a es un multi-indice y z € R", sc define 2% y ! comno
al = otoagl ety 2% =2 ad? - ane

St g € O (1), ¢ es llamada rdpidamente decreciente si

228%¢ ()] < o0

““f’”a,g = SUPzern

para todo par de multi-indices a, 8. El espacio vectorial de tales funciones
es denotado por § (R"}, S (R") denctard su dual topologico y es llamado el
espacio de las distribuciones temperadas.

Dado 1 < p < oo, L7 (R™) denotard al espacio de Lebesgue encontrado
en cualquier libro bésico de andlisis.

Dada f € L' (R"), se define la transformada de Fourier de f en R™ por

f o= [ @,

donde z - ¢ es el producto interior en R™. Andlogamente, se define la trans-
formada de Fourier mnversa de f en R™ por

Far= [ roe=cac
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INTRODUCCION

El estudio de espacios de funciones constituye una parte esencial del anali-
sis. Ijemplos de estos son los espacios de Lebesgue P (R™), los espacios de
Hardy H?, varias formas de los espacios de Lipschitz A, v los espacios BMO,
asi como los espacios de Sobolev LL que son bdsicos en el estudio de ecua-
ciones diferenciales parciales.

En las iltimas dos décadas se ha encontrado que muchoes espacios de
funciones y de distribuciones admiten una descomposicién en el sentido de
que cualquier elemento del espacio se puede escribir en términos de funciones
particularmente sencillas. Tales descomposiciones simplifican el andlisis de
los espacios y de los operadores que actiian sobre ellos.

Aqui obtenemos un tipo de descomposicién, la férmula de Calderdén (teo-
rema 1.4), aplicada al espacio de Lebesgue L? (R"), a los espacios de Lipschitz

Aa.ton 0 < o < 1, y al espacio de Besov B[;’ .

Para la lectura de este trabajo basta un curso hésico de analisis funcional
conocimiento bésico de teorfa de distribuciones y algunas propiedades de la
transformada de Fourier.

El trabajo aqui presentado estd dividido en tres capitulos.

En el primer capitulo trabajamos con el espacio de Lebesgue L? (R").

Cormenzamos probando el lema 1.1, el cual serd usado con frecuencia en
todo este trabajo. Posteriormente, con ayuda del lema 1.1, se obtiene la
importante férmula reproductora de Calderén (teorema 1.4}, la cual nos per-
mitird descomponer al espacio L2 (R™) en el sentido antes mencionado, donde
las funciones bésicas, denotadas por ag, son llamadas dtomos (teorema 1.6).
El teorema 1.6 tiene un recfproco. En lugar de dtomos trataremos el reciproco
con moléculas (teorema 1.18), una clase de funciones que incluye a los dto-
mos. Como aplicacién de lo anterior, finalizamos este capitulo probando
que un operador integral singular de Calderén-Zygmund mapea dtomos en
moléculas.

En el segundo capitulo trabajamos con los espacios de Lipschitz A, .

Para obtener la descomposicién deseada de los espacios de Lipschitz Ag
(teorema 2.7), se da una caracterizacion de estos en términos de los espacios
;3 definidos en (2.5), (teorema 2.6). Como fue el caso para L? (R"), el teo-
rema 2.7 tiene un reciproco {teorema 2.13} que involucra moléculas similares
a las introducidas en el capitulo 1. Finalizamos este capitulo probando cier-



tos aspectos formales como es la convergencia de la integral en la férmula de
Calderon. ™

El dltimo trata del espacio de Besov B, .

A diferencia de los dos espacios tratados en los capitulos 1 y 2, este es
un espacio de distribuciones. Comenzamos planteando lo siguiente: sabemos
que la norma del espacio de Lebesgue L' (R™) es invariante bajo dilataciones
y traslaciones. Si B es un espacio de Banach continuamente contenido en el
espacio de las distribuciones temperadas 5’ (R"}, cuya normma es invariante
bajo dilataciones y traslaciones, jcual es la relacién entre B y L' (R™)?.
Entre otros probamos que si el espacio de Schwartz § (IR") estd contenido
en B, entonces L! (R™) estd continuamente contenido en B (teorema 3.4).

0,1
Depués de definir el espacio de Besov B, y de probar que su norma es
invariante bajo dilataciones y traslaciones, probamos que estd contintamente
contenido en Sj (R*) y que es completo. Concluimos el capitulo enunciando

.., . - 0,1 , .. .
una descornposicién atémica para B, , su reciproco y la minimalidad del
1

R L
espacio B; .



1

FORMULA DE CALDERON Y UNA DESCOMPOSICION DE
L2(R™)

Comenzamos definiendo unos conceptos que se usardn frecuentemente.

Definiciones. Sean @ :R* - R (C) y £ > 0.
(1) Se dice que ¢ es radial si

o (z1) = ¢ (z2) siempre que fz1| = |z2|.
(12} Se define la dilatecign de ¢ por ¢ como
o (z) =t"p (%)

{zi7) Se define el soporte de ¢ como

Sop p={z e R*: p(z)# 0}

El lema que a continuacién se enunciard es necesario para obtener la
descomposicién deseada del espacio L? (R™) .

Lema 1.1.

Fijese N € Z,. Entonces existe una funcién ¢ : R* — R tal que

—

SoppCc{zeR":|xz|<1} = By(0).

QW]

. os radial.

3 e C®(R").

4. / Tio(z)dr =0 si |y |< N, yeZr,z" == -ax,|v|= X 7.
2n =1

[

_/m[ié(tg)r%:1 si ¢ € R {0},

0



Observactén, El hecho dg, que @ sea de valor real y radial implica que
(2: cs de valor real; asi [f;\: (tC)l = 1(?) (t¢)
nos dicen que ¢ € D (R?).

2
. Obsérvese Lambién que {1} y (3)

Prueba. Sea ## : R* — R, una funcién no identicamente cero, radial y
C* (R™) con soporte en By (0).

Sea h : R* — R, definida tomo h = A*@, para algin entero k > % (donde
A cs el operador de Laplace). Es claro que h satisface (1), (2) v (3). Para
probar (4) usamos integracién por partes y el hecho de que @ tienc soporte
compacto. S6lo resta probar (5). Dado que no hemos normalizado a f,
no hay razén para esperar que (5) se cumpla. Sin embargo, afirmamos que

0 T
f [h (t()] %5 cs una integral absolulamente convergenie. Para ver esto,
0

sc divide a la integral en dos partes

[l % e 2

Por lo tanto, basta probar que ambas partes son absolutamente conver-
A
gentes, Dado que h € D (R*) C S (R™), entonees  {(t¢) € §(R™) y por lo

A
tanto h (£¢) es rdpidamente decrecienle cuando ¢ — co, para cada ¢ # 0.

Entonces
f % A / o0 1 dt
1 IC *

h (t0)
Por lo tanto, el primer sumando de la descomposicion es absolutamente

convergente. Dado que h satisface (4) y h (t¢) = f h(z) e *me gy,
Rn

A
entonces b (0) = 0. En consecuencia, existe una vecindad alrededor del cero
A
tal que h (¢() = O (t), cuando ¢t — 0", Asf

[l 2= {[ Y bl o [t et

A .
Finalmente, dado que h es radial, también A es radial; pero esto implica

o A 2
que / [h (t()] % — ¢ depende tnicamente de |{|, para toda { # 0.
0



Ademas, esta integral también es independiente del valor de |¢!, puesto que
‘%’ es la medida de Haar para el grupo multiplicativo de los mimeros reales
positivos. Haciendo ¢ = ¢~'h, obtenemos la funcion deseada. W

Antes de enunciar el teorema central de este capitulo, enunciamos dos
resultados de integral de Bochner que usaremos continuamente en este y los
demds capitulos.

Teorema 1.2

Sea T : X — Y un operador lineal continuo del espacio de Banach X
en el espacio de Banach Y. Si f(s) es una funcién Bochner u—integrable
con valores en X, entonces T'f (s) es una funcién Bochner u—integrable con
valores en Y, y ademss se satisface la siguiente igualdad

/BTf(s)u(ds):T]Bf(s)u(ds).

Teorema 1.3

Scan X un espacio de Banach y (},7,u) un espacio de medida. Una
funcién u— medible f : ¢ — X es Bochner u—integrable si y sdlo si

[ Wl <o
|94
Ver [3]; pags. 45-47

Teorema 1.4 (Férmula de Calderdn).

Supéngase que » € L!(R") es una funcién real, radial y satisface la
condicion {5) del lema 1.1. Entonces, si f € L? (R"),

(1.5) 1@~ [ et

0
Observacién, Esta ultima igualdad es para ser interpretada en el sigu-
iente sentido en L (B*) :sifl<e <d< ooy

¥
fosla) = / (0 0% ) (2) 2,

t



entonees || f — fis ||r2— 0 cuando e — 0y § — oo.

Prueba. La demostracién scrd de la siguiente mancra: primero se pro-
bard para f € L' (R*) N L2 (R™) y después para f & L2 (R™) .

Caso 1. Supdngase que f € L'(R*) N L*(R*). Como ¢ & L'(R")
entonces w, € L' (R") para toda t > 0. Dado que f ¢ L! (IR?), entonces
@, * f € L'(IR"). En consecuencia i, * ¢, * f € L' (R") para toda t > 0.
Veamos que f.5 € L' (R") para loda €, 6 fijas. Es claro que f. 5 es medible,
s6lo hay que probar que foy |fes (z)] do < oo.

Por el tecorema de Tonelli

[ s @lae
f fﬁl(% @, % f) ()| @dﬂf
- /'j'|@a*w*f ) (@) o

=/MM%WM— fWﬁMnMM—

A

b dt

&
[ loeelutsln % =ctrp [ £ =em? <o
£ .

[

I

Por lo tanto f.s € L' (R™). Aplicando la transformada de Fourier a [, 5,
por el teorema de IFubini y por propiedades de la transformada de Fourier de
una. convolucién vy de una dilatacidn, tenemos

fu© = [ pewermsa= [ [ e naeria
[ &
= [erernr 0= [p0] TOF

. i

- o[ o)

[

Dado que ¢, € L' (R*) y f € L*(R"}, entonces por la desigualdad de
Young ¢, * ¢, * f € L (R") y

2
s * @y % fllpz < v * @il ) 11z < Nlellza 1l 72 < o0
{



o533

En consecuencia, por la desigualdad de Minkowsky para integrales

Nfesll: = {/ n|f5,5($)|2d9;}2
= { ](sot Py * }
/"{/;JMo*%*f wncm}%%

dt

/RM*%*NHW) <wmwmmfm—

74N

)
”lp”LI ”f”L'z lﬂg < ©0.

Esto implica que f.s € L?(R") para toda €,6 € R* fijos. Asi. por el
Il

teorema de Plancherel y la expresién obtenida para f, 5, tenemos

lim,—0,8-00 | f = fesliZa

= lim;.p 60 ”(f - fsﬁ)A”i?

A 2
= lim;pseeo ./‘“n )= fes (€)

g / N 1@ [1_ fﬁ[ (tc)]2 dt}
Pero

Fofi- [ el d|<lio|[i [ Beol T

v como f € LY{R") N L?(R"), entonces f € L' (R"); lo cual implica que

:2?mﬂ

también lo

fi A A
fe Cy (BM). En consecuencia f es integrable y, por lo tanto, f

nmwpwhob~f1(m]“]o

es. Ademds



para toda ¢ € R" — {0} . Por lo tanto, por ¢l teorema de convergencia, domi-
nada se¢ tienc

M 0500 [1f = fug2s

= [ Jimoswfot- [ peo] =
= [ oh ey

Caso 2. Supongamos que f € L? (R"). Quercmos demostrar que

If = fesll 2 — 0

cuando € — 0y § - 0o, Como L! (R*) N L2 (R*) es un subespacio denso de
L?(R™), entonces existe una sucesion {fe} de funciones en L} (R*) N 12 (R")
que convergen a f en L*(R"). Dado que f. 5 € L? (R") para todo &, § fijos,
entonces

2

dg

&

2
d¢ = 0.

f

If - feslle = B — fe+ fi fetlia
< “.f - fk||L2 - ”fk: - f6,5||L2

1 = il | = (F)es + (Fdes — Fos
<N = fellga + | £ = (F)es

L2

(.fk)g,& - fs,é

|
L2

L2

donde (f»), s = j:s((pt %% f) () -‘i—‘ Dado que fi — f en L2 (R™), entonces
|f = fellge < 5,y como fi € L (R*) T2 (R, con k fija, tencmos, por el
paso 1, que “fk - (fk)5|5| gt

Sélo basta probar que el tercer {érmino del lado derecho de la anterior
cadena de desigualdades ¢s menor que 3 siempre que € = 0,6 — ooy
k — oo,

Por el teorema de Plancherel, propiedades de la convolucién y la definicion
de (fi), 5, se liene

| (F)es = s

= H {(fk)g,s - fs,zs]A

12 2



(e = fes] (©

I

2 Y12
d¢ }

[ oo i ney o

(.
/.

Sea v, : (e,8) — LE(BR™), (£,6) C RY, definida como 7, () =, %@, *
(f. — f). Afirmamos que 7, es Bochner integrable. Dado que

1
2

2
dg

I

3 ] d
[l = [ oo te- Dl

t
§
[ ol v 115

ol L = flatn S < o

(A

i

entonces por el teorema 1.3 se tiene que «y,, es Bochner integrable.
Como * - L?(R") — L% (R"} es un operador lineal continuo, entonces por
el teorema 1.2 se tiene
2 V3
d¢ }

{/ [ oo th- 01 0%

| [¢ )] e~ 10 %] dc}g

i
—t—,

-

f§ l (0] gﬂ (fa = 1" (C)ng}’ <

sz 0,6—00yk>N,dondela N eslade la convergencia de la sucesion
( f-}. Por lo tanto el teorema queda demostrado. |

I
——
—

W

Ahora podemos establecer la versién de la descomposicién del espacio
L7 {E") usando la férmula de Calderdn. Antes de enunciar y probar el teo-
1ema, damos las siguientes:

Definiciones. Decimos que un cubo @ C R™ es un cubo diddico si



Q=0Qui={reR*: 2%, <o, <27 (k+1),i=1,2...,n}

paraalginv € Zy k = (ky, kp, -+, k,) € Z*. Sea CN2= {Qui:velZikelr}.
Para @ €Q se denota por £(Q) la longitud del lado del cubo y por T(Q) a
n . # o X
un cubo en RYH [T (@) =@ x (i;ﬂ,ﬂ (Q))] . Iscribiremos 20 bor zQe?) .
Observaciones. R}Y ={(z,t) :2 € R" y t € R} . Nétese que

Ryt = | T(@),
Qe

donde , excepto por un conjunto de medida cero, es una unién ajena,

Sean n = 2, k = (ky, ky) y consideremos v € Z fija. Los cubos disdicos
son cuadrados congruentes. Si hacemos variar k, 1o que obtenemos es una
latiz cuyos vértices son midltiplos enteros de 2-v, Ademads, si hacemos variar
v 10 que obtenemos es: una latiz mds fina (cs decir, con cuadrados disdicos
de lado més chico) o una latiz menos fina {(es decir, con cuadrados diddicos
de lado méds grande). Si imaginamos la latiz para una v fija, cs claro que para
cualesquiera dos cnadrados diddicos se tiene lo siguicnte: la interscecién de
sus interiores es vacfa o son el mismo. También es claro que para cualesquiera
dos cuadrados diddicos ajenos se tiene que: tienen interseccién vacia o se
intersectan en un conjunto de medida cero, y como tenemos una familia
numerable de cuadrados diddicos entonces R? = |J . Ademds son ajenos

Qed
dos a dos excepto en un conjunto de medida cero.

Teorema 1.6

Supédngase que f € L*(R") y N € Z,. FEntonces cxisten coeficientes
{sq}.,0 < sq < co, donde @ varia sobre los cubos diddicos, y funciones {aq}
en D (R™) tal que

(1.7) f = Z Spag
Q
(1.8) Sop ag C 3Q) ;
(1.9) / zlag (z)dz =0si|y| < N
En

(1.10) sub,eze (8700} ()] < ¢40(Q) M%) para y € 27 ;



(1.11) > s =1l

Q

Observacién. La igualdad (1 7) es interpretada en el siguiente sentido:
pina € Z fija. la funcidn 3 7y 0y_0-v Squg () csté bien definida para cada z
clacddo que. por (1.8), la suma involucra a lo maés un mimero finito de términos
que no son cero. Ademds, por (1.10) con |y| = 0, esta suma representa una
funcién acotada. Sea

L) =313 sqaqx)
V=3 HQ)=2"

Entonces (1.7) significa que lim, o || f — f;|| ;2 = 0.
Los coeficientes sg y los “dtomos” ag dependen de f; las constantes ¢,
en (1.10) dependen de la dimensién n, de N y también de =.

Prueba. Sea N € Z,, por el lema 1.1 existe una funcién ¢ : R* — R que
satisface (1)-(5} del lema. Como Sop ¢ C By (0) y » € C* (R"), entonces
2 € LY(E") . Dado que f € L? (R"), por el teorema 1.4 y la identidad (1.5)

to=[ @[ [ ae-nwsnwad

Para un cubo diddico @ € R*, T(Q) es un cubo en R*"'. Entonces
{T(Q)} el €8 Una coleccion de cubos que cubren a RT'! cuyos interiores

son ajenos dos a dos. Asf, discretizando

dt
= z@:ffm)% (z —y) (o * ) (y)dy?

so={[ [, lor9 (y)de%}%

Por definicion de s, sg > 0 y ademds

: j[ o0 x £) )y ™ E(Q)f (oo ) ()P dyE < oo
sH = pox [ ) dy~ = o F) ()] dy~ < oo;
“ Jra £ 42 J g ‘ t

locual implica que 0 < so < 0o para todo cubo diddico @.

Sea
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St 5¢ 5 0, se define

(1.12) o) = [ /'m) 0 (5~ 1) (i, * £) (o) dye

Prueba de (1.8). Supéngase que = ¢ 3Q y (y, t) € T(Q), entonces
—(—l SE<iQ)yy€eQ Comoz¢3Qyyc Q entonces |z -yl > £{Q).
Por lo tanto ¢ < £(Q) < |z y|. En consecuencia 1 < M Ahora, como
W (x—y) =1 (p( ) y Sop ¢ C B (0), entonces tp(m”") = (. Por lo
tanto ¢, (z — y) = 0 para toda z ¢ 3Q y para todo (y,1) € T(Q). Esto
implica que ¢, (x — y) (¢, * f) (y) = 0 para toda « ¢ 3(). En consecuencia
Sop ag(z) C 3Q. Ademids, sc siguc de lo anterior que para cualquier z
fijo la suma 2 26(Qy=2-v 5Qag (= ( ) Liene a lo méds un mimero finito de términos
distintos de cero. Esto prueba que f; es una funcién bien definida.

Prueba de (1.7). De las definiciones de f;, 5o, ag v T (), se tiene que

i

i@ = > 3 sqaq(z)

v=—j Q)2

- Z S sQ{;%//T(Q)sot(m—«y)(sog*f)(y)dy?}

v=g H(Q)=2

= ff 9:—y((Pw*f)()dl'y%E
= T(Q)

=zz[

IR NI

v gQ)ma-v ) 2T
-
= Zf Z / o (@ -y wt*f)(y)dy—
g 2
v=—73 =2V
= Zf / w2 —y) {py* f) (y)d?ﬁ
yop 2-(v4-1)
7 2-v dt
- Y e D@
v=-—3 2a-tetn) ¢

2 M 9—(—3-H1) dt
/ (1pe * @, * f) () f+f “)((pt*tpt*f)(:n)?—l—---

2-1 £ 2
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2 it
+ 7(+1)((pt*(’ot*f)($)—t—

27 &
= [ e @Y = [ oo D@ G = s

2-0 1) £

donde = =270+ y § = 2/ En consecuencia, por ¢l teorema 1.4

lim; 00 i = fill g2 = limepgoico [1f = fesll 2 = 0.

Prueba de (1.11). Usando el teorema de Plancherel | la propiedad (5)
det tema 1 1 y el teorema de Tonelli, se tiene

fo oo 1) )y ™
- [/ s 1) ()

2%
)

[ tnenorat
- [ /?nw(tC)f(C) a

- AL el o]«
= 3] <wsz.

Prueba de (1.10). Usando férmulas de intercambio, la desigualdad de
Holder y el hecho de que t € [@,E (Q)] , cuando (y,t) € T(Q), se tiene

|0ag (z)] = SQf[ (82, (z — )] (@; * f) (y)dy@‘
: ff |95 ee (= — 1)l (0 * )(y)ldy_
: sq {ffT(Q) 1oz (I“y”zdy%}
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. dl)?
X{ff I(tpt*f)(y)lzdy7}
T(Q) '
1 FY 2
= A e -pra®) s
$Q T(Q) ¢
= {[ [, ma-vral)
() t
. dt)?
= {[/ t 2|’¥||(87g0)t(33"*3})|2dy—t~}
Q)
o di | ?
g2 | gy r—y d at
{/‘/T(Q} @) (20)]
el f [, ol
Q)

Tomando el supremo sobretodas las z € R™ en la cadena de desigualdades
obtenida, tencmos

Il

I

SUPgern [Flag (z)]

67|, {/f =271+ n)— 1dydt}

107l o ( @ ) |'r| n~} {// dydj}

17761 (59) _an”{ 2/’1(@) dﬂdt}%
) " (@)%

LR = e (@) M E
). Sea y un multi-indice tal que |y| < N, por

IA

IA

Il
=
-
s
g
TN
(2=
L@

- |5"rg0|| gll+

Finalmente, probemos (1.9
el teorema de Fubini

/ z'ag (z) dz
]R.n
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i

/RHIT{;f/m)%(x*y)(wa*f)(y)dy?}dz
- ], e s
R T

f a7, (z —y) du =f rc“'so(ﬁmy)gg
Zn rr t tn

= [ urpTe@au=o
Rﬂ

Pero

donde esta uitima igualdad se obtiene usando {4) del lema 1.1. Por lo tanto
se obtiene (1.9). B

El teorema 1.6 tiene un recfproco. Una versidn de este reciproco es:
si los dtomos son definidos como funciones cg que tienen las propiedades
(1.8), (1.9), (1.10) y f estd definida por (1.7}, con 3, |3Q12 < oo, entonces
S e PRy IflE: < ZQ!SQJZ. Esto se puede probar por algin tipo
de argumento de espacio de Hilbert, en el cual tratamos la expansién como
si fuera ortogonal. Realizaremos esto en un marco mds general. En lugar
de dtomos, trataremos con moléculas, una clase de funciones que incluye a
los dtomos. Una razén para hacer esto es que muchos operadores en andlisis
mapean atomos en moléculas (y no en dtomos). Esto nos permite obtener
estimaciones para estos operadores examinande su comportamiento sobre
dtomos.

La definicidn de una molécula asociada con un eubo

Q={rcR":a;<3;<b,i=12--,n}

involucra a la “esquina inferior izquierda de Q" , la cual denotamos por
IQ = (aiaazs'”:an) = (.

Definicién. Sean £,a > 0. Una funcién mg es llamada una {(o,€) —
molécula suave para un cubo ¢ C R si y sdlo si satisface las tres condiciones
siguientes:



14

—(n-l-g)
(1.13) Img (@) < 10|} { %}QJ} para todo z € I,

{n+e)
L (et 1 ® T—z—2

(L.14) |mg(z) - ma(y)| < |Q "’{ﬁ} S“Plzlgwl{HJ e'zQ)Q}
para lodo z,y € R™;

(1.15) mg{z)de =0
RBn

Observaciones. (i). (1.13) nos dice que mg estd “localizado” 6 “alcanza
st mdximo” en ¢); asf, podemos considerar (1.13) para ser una versién débil
de (1.8).

(il). Tn lugar de la suavidad 0 considerada en (1.10), requerimos on
(1.14) que mq satisfaga una condicién de tipo Lipschitz de orden «v. Ademds,
ecsta condicién de Lipschitz tiene un decaimientoen co.

(iii). (1.15) cs la cancelation minima (N = 0) en (1.9).

(iv). Las funciones ag en ol teorema 1.6, salvo un factor constante, son
(@, &) — moléculas suaves para todae > 0y 0 < o < 1.

Las observaciones (i} a (iii) se siguen inmediatamente.

Prueba de (iv). Sea ag un dtomo, demostremos que ag ¢s una (a,¢) —
molécula suave,
a) Veamos que (1.13) se cumple. Como ag es un 4tomo, entonces

supern |(97ag) ()| < ¢,£(Q)™" %

para 7y € 2. Haciendo v = (0,0,---,0) tenemos que

lag (2)] < sup.ern Jag (z)] < c(Q)F =c|Q| 2.

Por hipétesis Sop ag C 3Q).
Stz es tal que |v ~zg| > 3y/né(Q), entonces z € Sop ag. 1in conse-
cucencia ag () = 0 y por lo tanto la desigualdad (1.13) se cumple.

Si‘iﬂ cs tal que |z — xg| < 3v/n€(Q), entonces Lml < 34/n. En conse-
cuencia,

|z — 2}
i) T1EVaTl
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lo cual implica

Asi

. (3\/ﬁ+1)—(n+s)

1aQ($)| < ClQ!iE:ClQli5 (3\/57{*1)%(,#5)
: —3 [z = 3ql }‘“’*E’
S Guarn e { o

e ~(nte)
ettt {Esel o}

para todo z € R™

b) Veamos que (1.14) se cumple. Como aq es infinitamente diferenciable
v satisface (1.10), tomando ¥ = (0,0,---,1,.--,0) en la i—ésima coordenada
y aplicando el teorema del valor medio en la i—ésima variable, se tiene

|67 ag (C) (@ - u)l < Q)% [z — wil
—2lz -yl

el (@) o=yl = et @7F

|ag (%) - ag(y)|

IA

Si — sl > 3vA(Q) ¥ Iy ~ vl > 3/ (Q), entonces aq (z) = aq(y) =
{ y por lo tanto (1.14} se cumple.
Stz —zgl <3vnE(Q) vy |y — yo| < 3v/nl{Q), entonces

le—yl < |z —2z0|+ye —zal + |y — Yol
= |z —zq|+ |y — ol £ 6/nE(Q).

En consecuencia

- |z — ¥l

lag () — agly)t < f(Q) 70)

<o 5] (]
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< aiort [Fegt] e

= el ol [‘”"'(Q‘S"]“

1o
ya que [%} < (Gﬁ)l_f‘. Por otra parte

o —z—uql < |o—yl+ly— 2ol +izl = [z — y| + ly ~ yol + |2|

WL (Q) + |z| < 15/nd (Q)

si[2] < |z —y|. En consecuencia para todo |z] < |z — y|, sc tiene

|z — z — 2q] .o
T 2

|z~ 2 — 2o}
DA T8 1 <15y 4+ 1;
(0) Vi

e —{n+e)
{———_C ng)le +1} > {15y/m + 1} 70+

Por lo tanto, usando la iltima cstimacion y la desipualdad anterior

lag (%) — ag(y)l

x 5 ~(n+e)
ca, it ot A1V T
i

Q)] {15/ + 1}
|z —

’ A ~{n--c)
|Q|4ﬁ [ 7(0) ] SUD 2] <|x—y)| {"'E_E%Q)'Um N 1}

para lodo z,y € R", donde ¢ = (a,v,n, &)

St |m-—:rQ| < 3\/_£ Q) y [y — x| > 3v/n€(Q), entonces ag (y) = 0y
por (1.10} , con vy = (0,0,0,---0), sc tienc

(A

r
L

lag (=) - ag(y)| < elQ| ™.

Dado que |z — 2¢| < 3y/nf (Q) se tiene que z € Sop 3Q) o = ¢ Sop 30Q).
Si z ¢ Sop 3Q), entonces ag (x) = 0 y se comple la propiedad (1.14).
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Si x € Sop 3Q, entonces |z — zg| < 2y/nf (Q); en consecuencia |z — y| 2

VrE{@Q). De donde
lz —yi]" a
{ @) ] z (V)"

Asf

—

g (z) — ag(y)| < clQi~*

vn)” 1 flz —9ll”
(o) = Con 1€l lf?(@)} |

Por otra parte, sabemos que

suppg u—ﬁa_l} ezl ™
UPIZISII*!H{IMI— 2(Q) < {H £(Q) }
> (3v/n+1)7

\'

Usando esto dltimo se tiene

iag (z) — ag(v)l
clol ["’3 — yll Bvn+ 1) B+ 1)

- 2(Q) |
< el [lgﬁi (H(Q?irsupfnsmyl {1 + lx—_!i@ﬁ")i@}—h

para todo z,y € R™.
c) (1.15) es consecuencia de que aq () satisface (1.9) con y = (0,---,0) . &

Antes de enunciar el inverso del teorema 1.6 probemos un lema, el cual
nos dice que mp y mg son “casi ortogonales”.

Lema 1.16

Si mp y mg son (o, £) —moléculas suaves para los cubos diddicos P y @,
donde £{P) < £(Q) ¥ & < &, entonces
—— £(p) } { [2q = wrl }
mp (xYmo (2)dz| < cq —— I+ —=— .
! o e ) {E(Q) 2@
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Prueba. Como mp satisface ( 1.15), entonces

[y @ma@its = [y @) [ @ - g o] .

Sea A= {z € R": |z — xp| < 3¢(Q)}. Tenemos dos casos.
Caso L. Si z € A, cntonces

o 22| < Jo — 2 = zo| + |0 — 25l + 2] < Jo — 7 — ) + 64(Q)

para todo |z| < [z — zp|. De donde

g — wp| _ |7 2~ g ( |m—z—xq|)
U S T T g

para todo |z| < [z — zp|. Fn consecucncia

(1) SUP|,|<[s—zp| { (1 + J%Q—[)} <ec {1 + Jﬂ&;}ﬁl} .

Ahora, usando la igualdad anterior, se tiene

mp () mq (z)de
-

sT+1I,

dondc

f=fA|mp( ima (&) - ma ()| da

= [ e @) #) ~ ma ()] de

Estimemos 7. Como mg y mp son (o, £)—moléculas suaves y por (1), sc
Liene

I < f [mP {lQI*“ [ EZQ ] Sup|z!g|m-wpf l:l + Jaﬁl‘?(t;)_)q :I }d.’l’)

selort {re Bt} [ e o
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et {ekgly [ o]
—etariert (s B} () [ ] e
et [ ) ) [ o]
etartinrt {oe ) ()" [ ) e

Pero o

[
= / /Sn ]( +g(:, ) T g, () ar
= [s" 1If ( g )ﬂq&ar"‘ldr

£(P)
= |Sﬂ71|£(P)n+e a/o (E(P) +T)—n~5+a 2Ly
S |Sn_ng(P)n+€ a/:o (g{P)—FT')Q_E_ldT‘
il

Por lo tanto

ot gy (4 (o)

(egg;) {1+|a:%(—c%p§}_nﬁs

donde ¢ es una constante genérica que depende de la dimensién n, de € y o,
ademds la medida del cubo Q@ C R", de tado £(Q), es [£(Q)]" .

Caso II. Para estimar I observemos lo siguiente, si © ¢ A, enfonces
lr — xp| > 36(Q); lo cual implica

—
VAN
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]_l_!m“ib‘ﬁl . |2 —ap|6Q) 1|z —=p|8Q) 1]z —xp| Q)

“ry “Q) up) 3 ( ) F‘)*z qo) o)
Lz —zp| 6(Q) +3 34Q) lf? (1 |z — 'EP)
2 HQ) Py 2%P) ” 24(P) aQ )

Como n -+ e > 0, entonces
I ’l’}pl}gn"E {IP(Q) ( ISL‘—{L‘pl)}_—nng
14 <4 14- .
{ ¢HQ) 24(P) 4Q)
Usando csta iltima desigualdad y (1.13), tenemos que
1 | mPl }—nmr—:
P21+
d { e

Para estimar T hacemos lo siguiente

) Ime(=)]

A

IA

nos [ me@lme@lds s [ e o)l e e
JORr—A mn_ A
== IIL '|'II2

y irabajamos con 11 e IT, por separado.
Estimacion de Il Usando (f) y (1.13) para mq (2p), se tiene

I, < onte ,p|‘" (ei(Q—D +E/ » (I + %ﬁ)ﬂka |mq (zp)| dz

—n—g
- -3 “J‘ [{0] £r—%Q 2 xp)
<ome|phiQr (48) { o } /Rn_A (1+ el

<omeiphigrt (4

< 2 [P Q) %

T . g gt

A } (JTJE(Q)”)
gn—1 1 1 n+-e z ﬁw e n

= gnte - |1)| 2 |Q| 3 (_Ql) { ;Z(QQ } E(Q)

Tp— wQ e z—zpl —H—E

da:
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n, - —n—& i —n-—£
. (P i I:cp-mqi (100} 5 to IIP—-J."Ql
= (f(Q)) {1 () } <c (C(Q)) 1+ )

donde esta ultima desigualdad se obtiene por la hipétesis de que €(P) <
1{0)). o < £ y la estimacidn de la integral

-z \ 1S,
/Rn(“’ 6) ) do S =Y

la cual se obtiene integrando en coordenadas esféricas.

Estimacién de JI; Sean B={z e R* - A: |z —zp| > $lep — zgl}
y

C={zeRr - A:|z—zp| < Llzp —zql} .

Para estimar 7], se divide en dos integrales usando los dos conjuntos
antes definidos. Asf

1= [ ime@lime@de+ [ _ime(aima(e)] = = 1y + 11

Sélo basta probar que las dos integrales anteriores satisfacen la conclusién
del lema

Estimacién de 1. Como z € B, entonces |z — zp| > %l.’lﬁ'p —xg|; en
consecuencia

o=zl le-zel 1( |xp—ch|>
%y St g T\t Ty )

De donde

(b))

En consecuencia por {1.13), para cuando z € B y por la desigualdad
anterior se tiene

N 1 nte ez —Nn—€
11y < P (45 / (1+' =2) " g (2)] de

-—n—&
3101 ( Jo—z l R ]
PRI (43) f (1+ =) (H @ )

—n—& —_n—&
Vel ()
B

< 2

<4 Pl A —‘Q—
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4| P|F ji5 (4

—n--€
e nte o |Er-eq |ﬂ:—mQ|
( )) {1 ) } fmn (HT(Q)‘ da
1 1 nte . e
<eiri et (53)" aer {1+ k]
L) —n—& n | —Mn—E&
:c(ﬂﬂ)” {14-1——1“‘"’"””‘9 } <C(Jﬂ)2'“{1+l——l’”’“m}

HQ) {Q) Q) (=)}

donde esta dltima desigualdad es consecuencia de la hip6tesis ¢ (P) <8Q),a <
€, y la pemiltima desigualdad se sigue por que la integral

[ et

usando coordenadas esféricas. Por lo tanto

IL<c (fgg)%m {1 N %-?Ql}ﬂn—e

donde ¢ es una constante que s6lo depende de la dimension n, de £ y de .
Estimacién de 11y Dado que |zp ~ zg| ~ |z — zp| < |z —ag| yz € C
entonces

—5 lep — gl £ —Jo —zp|.
Tenemos que

1 1
5 ler —mol = |vp — 2ol = 5 [2r — uq)

IA

|zq — zp| — |z — zp| < |z — 2g].

Usando esto wltimo, (1.13) y (1), se ticne

17, < v ||t (ﬁ(P))“*E fc ( oap )—"—E g ()] da
o () (59)
comprtiart (4g)" () [ (o)
<4l p Q) E (Hh )M'E{H “”‘"*Li} /w ( )

(%)) €Q)

~—

1+ S dz
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]
|
B
<
N —
|
1
"

n+e z
<elP QI (1) B(Q)“{H 7@

— —n—E
. (um |zp—=q] €P) zp—igq|
=c (f(o)) {1 R to) } s (E(Q)) {1 +
donde esta ltima desigualdad es consecuencia de nuestra hip6tesis £ (P) <
() v a < e. La tercer desigualdad se obtiene por lo siguiente

1
§|$P—$Q|§l$—$Qi;

1]zp=za] _ |z—=o]

lo cual implica que O Gl de donde obtenemos que
1 |IP—$Q|) |z — o]
(AL I P
2 ( £(Q) £(Q)

IEn consecuencla

La pemiltima desigualdad se obtiene por el hecho de que

L+t ae<ear

o cual se estirna usando coordenadas esféricas. B
Proposicién 1.17
La serie Z [1+ [K]] ™ ° converge a uana constante que sélo depende de
kezn

la dimension n y de €.

Prueba. La demostracién se sigue de la aplicacién de la propiedad de
comparacién de la integral.

Teorema 1.18

Supongase que 0 < o € 1,0 < ¢ y, para cada cubo diddico @, mg es
tna (o, £}—molécula suave para Q. Sea f = ) ,sgmq para una sucesion
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escalar {.‘:Q}Qea que satisface g |so|” < oc. Entonces la serie que define a
[ converge en L2 (R") y
2

Il 2 < eln,a, &) {ZISle}
Q

Prueba. Provisionalmente supongamos que o < £. Veamos que la se-
rie ), Seing converge en L2 (R™). Ts claro que hay una correspondencia
biyectiva entre el conjunto de los cubos diddicos y el conjunto de los mimeros
naturales. Sean {s;} y {my} las sucesiones numeradas con los numeros nat-
urales. Sea fn = 3., ; sumy, veamos que {f,} converge en I (R"). Sean
n>m > N ye >0, entonces por ¢l lema 1.16 y por las hipétesis, tenemos
que

n

Tl
“fn'—fm”i? = Z lSklzumk|li2S Z |Skl2l(mk=ml>|

k=m+1 L k=m-1

- Z |Skl2 /Rn my () my (z)dz

Lk=m-1
n

(6] Z |Sk;2<c.

k=m--1

A

I A

Por lo tanto
(1fx = fuli’2 < c para toda n,m € Z,.

Eslo implica que la cola de la scrie tiende a cero cuando m tiende a
infinito. De donde

| fa ~ fll32 < € sin y m son muy grandes.

Por lo tanto {f,} es de Cauchy en L? (R*). En consecuencia, existe f €
L* (R™) tal que

oo

F=3fa=) sqma

n=1 Q
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Probemos que la desigualdad del teorema se satisface. Claramente es
suficiente establecer la desigualdad deseada para una sucesion fimta no cero
{54} (con ¢{n,a,z) independicnte de la sucesién). Entonces

Hf”iﬁ = <f» f) = /“n (Z SPmP) (Z Spmp) dz

P P

Por otra parte

fify = <ZSF’mP;ZSQmQ>= Z sp3g {mp.mg)
P Q

§P)<HQ)
" lsellsol [{me, mo)l

{ry<do)

S fspllsol | me () ma @

HPISHQ)

(AN

1l

n consecuencia, por la desigualdad de Cauchy-Schwartz en (? (R*) y por
¢l lema 1.16 se tiene

i < Y tselisal| [ mr@)ma
{P)sia} . 1o e
< CE(%(Q)'SP”SQ'(%) [1+‘3%@—)Q—1]'
e Tl @) =]
™ b
{2 8 b

{P)<Ha)

1

L5 (A8

LP)ZH)
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= 2eA3iB3,

Supédngase que £(Q) = 277 y #{P} = 27*. Dado que £(’) < #{(Q), entonces
2"7" < 1; en consecuencia u > v, Asf

A= S sl Y > e [l—l- __'-““;(*5@']

uEZ §(P)=2~u v=—00 §((3)=

Para B consideremos el conjunto de cubos diddicos P tales que (P) =

270(Q). Entonces u > 0, por que £(P) < £(Q). En consccucncia B puede
ser cscrito de la sipuiente manera

B = ZISQ| Zz-—u cetn) Z [1 + |3,I;9('C_Q;3Q!:l

=0 {Pe(P)=2"=8{Q)}
Pero se afirma que

5 [1 ' '—%)ﬂ] e )T = o).

QY2 keZn

Para ver csta desigualdad, primero probemos que la suma. de la izquicrda
es periddica, con periodo 27k, donde & os cualquiera de los vectoresbase
canénicos (1,0,0,---,0),(0,1,0.---,0),...,(0,0,0,---,1) .

(o +27K) = gl ™
p O

= 3 [1 L= wgng—) 2"%)1]

{)=2""
]
o(Q)=2- (@)

Por lo tanto, la primera suma os periédica. Asi, sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que & € Qo = {z:0< 2, <27},

Sea k € Z" tal que |k| > M, para M € R, muy grande. Ls claro que
Lay una biyeccidn entre zg y 27"k. Dado que & € Q0 ¥ |k| es muy grande,
entonces

| — 27"k |27k

oy " @)
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En consecuencia

S e

{Qy=2- HQ)=2-*

> (e

KEE™ |k|> M

I

donde la suma de la izquierda corre sobre todos los cubos ¢ que satisfacen

lo anterior,
Sea k € Z" tal que {k| < M, entonces I + |k| < 1 + M; lo cual implica

(L4 M)T"F< (L4 R

Por otra parte

|z — 27k
[1+———£(Q) ] <1
Asi
[1 NS 2“”k|] T My
£(Q) T a4 MyTE
(1+M™ (L4 k)™,

IA

Por lo tanto

b -

H{Q)y=2-v gy=2-v

< D (LHlR)TT

KEZn, k| <AL

donde la suma de la izquierda corre sobre los cubos digdicos ¢ que satisfacen
las condiciones dadas y ¢ = (1 -+ M)™e.
Sumando las desigualdades obtenidas, se tiene

> L]

{gy=2-v

< e Y (THE)TTH ST (YT

kezn (K< A EGEn |k|> 0
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N AR (L M) > (kT

kEEM |kl<M ke Zr k| > M

e (IR

keZn

I
o

A

PPor 1o tanto

>, [1 + 'mgzc;)‘?'] Y > Uk +1)™

fqey=2—v kez»

Por la proposicidn 1.17 se tiene

3 [1+b--——|“’215)‘9i]"n_5 < (@MY (k|

{Q)—2- ke
= ¢(n,g).

Dado que z € R® ¢s cualquiera, tomando z = xp lenemos que
q q

R T

e {(P)=2~" v=—00 €)=z

Z Z |s2|* Z 2v=wec(n, g)

uE E(P)=2-v

= ¢(n,e Z Z ispl” 20{_ c(n,a,e)Z|sP|2.

wEL f(P)=2—n r

IA

Para estimar B notese que como £(FP} = 27%4(Q) y v > 0, entonces hay

2™ cubos diddicos PP contenidos en (. Puesto que

[on] et |.’L‘)—ﬂf | —n—£
B:§|SQ[2§2(+) 3 [HW} ;

{P:(P)=2-¢Q)}

constderemos la sorie

el sl
{Pe(P)=2—8((h}



Ahora

3 '1+imZdé;Qq'“‘f
{PE(P)=2"E(Q)} -
~ 5 27 2% |zp — $Q|} o
(rarien ey L2 2HQ)
B 5 27 27 |ap — $Q|] ~ne
g (P

{(PEP)=2" Q) -

s 1 Jor—ogl] ™
= 9 {u+e) _ @ )
2 [%u* ap)]

{P{(Py=2""£Q)}
Pero como u > 0. entonces 27 > 1. En consecuencia

1 _ _
N lep — g - Jzp -zl

Py - ¢(P)

Asi

2« Py

Por lo tanto

€p)

o e

(P {Py=2—6(Q)}

i

{P {{Py=28(Q)}

Lisando esto dltimo tenemos que

{PePy=2—dQ)}

nunn !:EP — :EQI e nu
< anepn Z [1+W < 2™¢(n,g).

{P{(P)=2""H}

[ L. |$P"IQ!}_H_E < {1+ [umQ]}“"E‘

29
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En consecucncia

(o]
AN

>_lsal’ i 27 W e(n, £)2™ = e(n, ) Y Isql* i g
[TEE]

Q u=0 [

= c(n,a,e) Z lsol*.
Q

Esto nos da laestimacién deseada para || f|, -

Para terminar la prueba del teorema, tenemos que quitar la hipdtesis
o < &, Que esto se pueda hacer es una consecuencia de que si o < 3, entonces
5 veces una (8, )—molécula es una (a,e)—molécula. Para ver esto, todo lo
que necesitamos demostrar es que si (1.14) se cumple con potencia 3 (en lugar
de ), entonces esta desigualdad es cierta con potencia @ si multiplicamos el
lado derecho por dos. Para hacer esto, tenemos dos casos.

Caso 1. Supdngase que |z — y| < £(Q). Dado que mg cumple (1.14} con
potencia [ se tiene

oz -y ? T — 2 — pal Y 01
o () = mofw) <1017 { B supyyy {14 220l

Comoa< ff,0<a<]y lj—&% < 1, entonces

() = {5t

Iisto nos da

|mQ (z) - mQ(UN
§ ! e ~(n-l £}
[+l {’; Q)l } SUP|zj<|z—y| {1 + 1?7??2—)-3‘2—}

! LN “ PV —(n-teg)
21017 { le'(Qg)j_l} SUDe| <oyl {1 + %—?—@Tﬂﬂ'} .

Caso 2. Supéngasc que |z — g} > £(Q). Como mg es una (£, €)—molécula,
usando (1.13), se tiene

=2

IA

—

=

!
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g (x) —moly)] < lmo (z)| + |mo(y)|

para toda =,y € R™ Pero por hipdtesis

{1 + |$Ez5")‘?|} < SUP|z|<to-y) {1 + lw_}z@“)&l} ’

ademds tomando y = z - {x—y) = 2~ % y 7 = ¢ —y. Por lo tanlo
|Z] = |x — y|, entonces

—n—g
r—z-—T
< SUPp<te—yl {1 + [z =7~ 20| Ql} :

[A

£{Q)
Asi
Imq (z) ~ mo(y)!
< 2 FQF% SUP|z|<|z—y] {1 + %QJ}
<2 e g

I'inalizamos este capitulo demostrando que un operador integral singular
de Calderdn-Zygmund mapea dtomos en moléculas. Para evitar tecnicismos
consideremos una clase especial de tales operadores. Las ideas presentadas
aqui pueden ser usadas para estudiar los operadores de Calderén-Zygmund
s generales. Consideremos un operador de convolucién T de Ja forma

(TF) (2) = / Kz — 9) fy)dy

<n
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donde el nicleo K tiene soporte fuera de una vecindad del origen, {2 : |z < &},
y, para un ) < a < 1, satisface

(1.19) |K{z)| <elz|™;

(120) K~ )~ K@) < clgl" ol evando Jy| <

y

(1.21) / K(m) dz = 0 cuando 0 < Ry < Ry < co.
Ry <|z|< Ry

Sea ag una funcién que satisface (1.6}, (1.7) cony = 0, y {1.8) con |y| < L.
Tenemos que probar que Tag = emg, donde mg es una (o, a) —molécula
suave y ¢ es independiente de 6 y la funcién o satisface las condiciones
mencionadas. Fl hecho de que T mapea un 4tomo ag en un miltiplo de una
molécula mg, muestra que T sc comporta igual que un operador local.

Prueba. Probemos {1.15). Por el teorema de Fubini y por (1.21), ten-
emos que

[ (Tea) @)
= f o f - K (z —y) ag (y) dydz

f aq(y){/ K(m~y)dm}dy
Rn Rn
/ ag (y) {limnl—»u.ngﬂoo/ K(z—1y) dm} ely
R® R<|z—y|<Ra
= / agQ (y) {IimRIHU'R2_.°Q‘/ K (Z) dz} dy =10
R* Ry<|z| <Ry

Para obtener (1.13) lo hacemos en dos casos.

Caso 1. Supéngase que z € 10/n¢}. Como Sop ag C 3@, entonces 3¢) C
3vnQ C 4y/nQ; asf |z — y| < 63nl(Q) para y & Sop ag. En consecuencia,
usando (1.21), el teorema del valor medio en la i-ésima coordenada y (1,10)
con v = (0,0,0,---0,1,0,---0), sc ticne

It

]

(Tag) ()] = | / iy Km0 {000) — a0 (@) dy
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< [ K (@ - )] lao(y) — ao (=)l dy
|I*y|55%ﬂ3(Q)

< f K (o — )] 107 ag(E)] |z - ul dy
?IHSASG%“E(Q)

< (@) / K (2 — 9)) 1z — vl dy
_ Je—yl<6}né(Q)

- Q)3 [ K (2)] 2] dz

12| <6inE(Q)
< (@)Y f {2 d

121<63n8(Q)

— d(Q)—l—%f /6ERE(Q)T—n+1+n—tdrdg(z’)
B Sn—1 Q

. 64nE(Q) .
= @ s [T ar =@y
Q

Pero |z — zg| < (571 + —‘g—ﬁ) £(@); lo cual implica que 1+1IE;5?| < (Sn + %’E + 1) ;

en consecuencia

|z =z " VR yena
{1+W} 2(5n+~2—+1) .

Por lo tanto

(5n 4+ Y2 4+ 1)
(5n + L2 4 1)-n-e

Conb(@)F { 14 E:i@_'}

(Tag) (z)i < cb(Q)7%

Al

(AN

Q)

Caso 2. Supdngase que z ¢ 10/nQ y y € 3@, entonces |y — x| <
2V/nl(Q) y 1

|z — zol > 4y/n8(Q); lo cual implica que [y — zg| < 2/né(Q) < 3]z — g
En consecuencia, por (1.20) y (1.9), (1.10) (con v = 0}
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Pero

!

(Ta) ()]
faQ [K(z—y) — K(z — zg) ag(y)dy

fﬂQ |K (2 —y) ~ Kz — 2q}| lag(y)| dy

ly - zo|* a
¢ e Q) T dy
fsg |z - xo™* (@)

Q)7 |z - man—a/ ly — @q|* dy
3Q
Cﬂ(Q)_% |$ - a:Ql"Tl—u (2\/1’;6(@))“/ dy

3Q
@ s
Q

“@ 1

| — @l

eb(Q) 1 |2 — 5o 3Q] = c£(Q)~3 {

¢Q) }

f
[ ) )
{|m£(—Q93Qs * 1} {1 * lwe?c;SQl}

(Z% + I)HGl {1 4+ |$€;5)Q] }—nua |

Usando esta desigualdad en la estimacion, se tienc

|(T'aq) ()]

< cb(@) e {

{(Q) }""“"

|z — gl
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ot o Bt}

Asi, en ambos casos tenemos

(o) (0] < ce@)# { Eezelan}

con ¢ una constante genérica que depende de la dimensién n y de o, y tenemos
(1.13) para mg = ¢ 'Taq.

Finalmente probemos (1.14). La prueba se realizard en casos.

Caso 1. Supdngase que |z — y] > £(Q), entonces aplicando el resultado
anterior, se tiene

ft

A

[(Tag) (=} — (Tag) (¥}l
(Tag) (2)] + [(Tag)(w)l

st {fue ] ety )

para todaz,y € B". Dado que

iz~ 3ol 17" |z —2z 2|} T
{” (@) } 55“"""‘5'“"{” () }

ytomandoy =2 (z —y) =7 — 7, con Z =z — y. Entonces [Z| = |z —yl ¥

B R AR o B

|z —z—=o| 17"
< BUP|<iu—y] {1 + ; (Q) :

IA

IA

Usando estas estimaciones se tiene

[{Tag) (=) — (Tag{y)l N
< 2c1Q| ™ supjyigo—y {1 + %@}

IA
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Caso 2. Supdngase que |z —y| < Q). Este caso lo dividimos en dos
casos mds: cuando z ¢ 7/nQ y cuando = € 7/nQ.

Caso 2.1. 5i © ¢ 7/nQ, entonces [z — y} < £(Q) < L |z — 2| cuando z €
3@. En consccuencia, podemos aplicar (1.20) y (1.21), con « = (0,0,---,0)
para obtener

1

[(Taq)(y) — (Tag)(z)|
/ K2 = K = Dag (2) b

I

< ] o =2) ~ Ko=)l fog (2) =

IA

QI Elm—yl* [ |r -2
R

Pero como x ¢ 7\/n@Q y z € 3Q), entonces existe k > 0 tal que |z — 2| >
k|z —zg|; de donde |z — 2|77 < {k|w — zg|} ™ .
Aplicando esto 1illimo tenemos

{Tag)(y) — (Tag)(=)]

< el e — i |z — w0 / dz
3Q
—N—

L o

= ¢|Q|? |z —y|* |z — z¢|
1 — e

= c|QZ Q' |QI™" & — y|* |& - zg| ™"

oo (g}

Dado que |z — x| > 3¢(Q) y sl |2| < |z — y|, entonces

< fz— gl + 12| < |o — aq| |5 — y]
< Ju— gl + (@) < 2| - g

para toda |z} < |z — y| ( por que |z — zg| > 34(Q)); en consccuencia

|z —z—aq| | |l — ag]
qy = g M
|z - 2q] €(Q) |2 — o]

) [Q*' |m~xcgl]5§ (e
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pata todalz| < |z — yi; de donde obtenemos

7|z — 20 noe |& — 2z — zq] e
{é q0) } 55“""“'““‘*'{ wQ) “} |

Esto nos da

{(Tag){y) — (Tag)(z)|

< ¢|Ql {lzz(;??l} SUP|z| <[z~ y] {Eﬁ +1} :

Caso 2.2. Supédngase que z € 7/n@}. Como |z — y| < £(Q). entonces
y € 10/nQ v si (2 — w) o {y — w) € 3Q se tiene que

ol < |2 — wl + [2] < 3v/mE(Q) + kE(Q) = A(n) £(Q)

donde k es una constante. Asf, usando la propiedad de cancelacién (1.21),

50 tiene
(Tag){x) — (Tag)(y) - K (w)|ag (z — w) — ag (y — w)] dw
= [+IT+17III

I

donde
I= / KA{w){ag (z — w) — ag (z)] dw.
[w] <3z -yl

== [ Kol w)-aq)de
[} <3lz—yl
HI:f K (w) [ag (z — w) — ag (y — w)| dw.
3le—pi<|w|<ALQ)
Usando (1.10), con |7} = 1, (1.19), y el teorema del valor medio en la

1—ésima cooordenada, se tiene

]

1A

[ T Gl (=) — ag (@)

I A

f K ()] 107 ag (C,)] ] dao
fw|<3lz—y|
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A

/| <3 ‘I{ (w)l la;(l() (Cl)i |UJ1dU)

et Q)3 f o ™ dw
| <8le—y|

/S“_ /'*Im ™ r " Hen=lgrdy (w)

_ -4 yl

Pero como a € (0,1) v |z — y| < £(Q), cnionces (15—'“’—) > Lﬁl

Ast 7%
5
! Ifc*ﬂyl)a
1l < ¢[Q) ( et

De manera andloga. se prucha que el médulo de I7 estd acotado por una
expresién similar a la que obtuvimos.

Por otra parte, usando el teorcma del valor medio en la i—ésima coorde-
nada, {1.10) con |y| = 1 y coordenadas esféricas, se tienc

m < f 1K ()l ag (v — w) — ag (y — w)| dw
He—y|Slw|LALQ)
-/ K ()l 07ag €l I, ~ il o
le—y|<lw|<ALQ)
< | ¢ ()] |87aq (¢ s ~ o] v
lz—pi<lw| < ALQ)
=

(@ o -yl [ K (w)] duw
Az —pl<|w|<AKQ)

< clq '5““‘»" ] o] ™ o
Be—y|<lw|<AL(Q)

- clor Im(cffll Ge)

Pero como |z — y| > 0, cntonces existe k > 0 tal que 3|z — y| > k. Esto

iltimo implica que In ;'?i(fi)l cstd acolado. Xn consecucncia
i selart Bt <ot (1)
£(Q) a0



pucsto que a € (0.1) v jz —y| < £(Q) .
Por lo tanto

(Tag)w) - (Tag)(z)l < 1]+ [11] + |111]
Sl —y\®
clar ( (Q))

[z — 2| +{z] <z —zq| + |z — ¢l
4nl(Q) +£{Q),

pata toda |z] € [z — y|; de donde

IA

Por otra parte

l:L‘—Z—J!ql S
<

|z — z — zg|
€{Q)

para toda lz| < |z — y|; en consecuencia

+1<4dn+2

R

SUP) 2} <l —y] {1 + | Q) } > (4n+2)7""

Iisto nos da

|(TGQ)(y) = (T'ag)(=)|

|z — yl

(n +2) = “'Q'g( 70)

)a (4n +2) ™™

Asf, tomando los casos 2.1 v 2.2, se tiene

[(Tag)(y) ~ (Tag)(z)!

para todo z,y € R™.
Tomando mg = ¢ Tag, se tiene el resultado. B

39
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DESCOMPOSICION DE ESPACIOS DE LIPSCHITYZ

La descomposicion de L2 (R"), que hemos preseniado, es una aplicacion
directa de la férmula de reproduccién de Calderén. En un principio, puede
parecer sorprendente que los espacios de Lipschitz tengan también tal de-
scomposicién que es obtenida desde esta formmla. El espacio de Lipschitz
homogéneo A, 0 < o < 1, consiste de las funciones f definidas en R” tal que

(2.1) If (2) — f (1)} < ¢z — y|* para toda z,y € R,

Si denotamos por || f{]; al fnfimo de todas las constantes ¢ para las cuales
(2.1) se-cumple, entonces ||-||; es una norma para A (médulo constantes)

y (Am il A“) es un espacio completo.

Probemos que {|-[|;  :Aa— R U {0} es una norma. Esto cs
(1) fi. = 0 para toda f €Aq;
(ii) IAfllL, = [MIf]l;, paratoda A € Ry para toda f €A
(@) f +glly, < 155, +lall,, para toda f,9 €Aa;
(iv) Il =0siysolosi f=cte.

Lis claro que, apartir de la definicidn de |[-{l; , (i} ¥ (i) son inmediatas.
Probemos (iii).

Sean f,g €A, . Por definicién de ||-[| A ¥ por propiedades del supremo,
se tiene

{f +g){z) —{f +9) (W

”f"t—g”,'\ﬂr = SUPDgypy

|m~yl“
|f (=) = fl |, lglz) — gy
= Sup#”{ |fﬂ~y1" TR }
< Sup#ylf (,f;):?j Q(y)l +Supm¢y|g (,z): ?jiy)l
= |fll,, +Nall, -

Probemos (iv).
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Sea f €Aa Si|Ifll,, =0, entonces sup, '—J’W = 0; lo cual implica
que |f(z} — f(y)| = 0 para toda z # y € R™; en consecuencia f (z} = f (y)
paia toda z # y € R™ Por lo tanto f = cte para toda z,y € R™.

Si f = cte, entonces |f {z) — f (y)| = 0 = 0|z — y!* para toda z,y € R™.
En consecuencia || f]|, = 0.

Proposicién 2.2

El espacio (Aa, Il AQ) es completo.

Prueba. Sea {f,} una sucesién de Cauchy en A., demostremos que

existe una funcién f tal que f €Aa ¥y fo — fen Aq .
Como {f.} es de Cauchy, entonces para toda ¢ > 0 existe M € Z,. tal
que lifo — fmll, . < € para toda n,m > M. En consecuencia

[(fr = fm) (2) ~ (fo — f) W] <&
|z —yl* -

|(fn = f) () — (fa — fuu) W] < e
|z - y|* -

SUPzzy

+

lo cual implica

paratoda o,y € B™, z # y .

Sin pérdida de generalidad, se puede tomar y = 0 y como [, fu. €Aa
también se puede tomar f, (0) = f,, (0) = 0, entonces

|fa (@) = fn (2)] < £ ]2
para toda z € R". Tomemos © € R” fija, enfonces la desigualdad anterior
implica que la sucesién puntual {f, (2)} es de Cauchy sobre el campo de
los mimeros complejos; de donde existe f(z) = lim, e fn (z) . Por lo tanto,
haciendo variar z € R?, existe una funcidén f, con dominio en R™, tal que
f(2) = limq o0 fr (2)

para toda = € R™
Probemos que f, — [ en A, . Por definicién

I(fn - fm) (m) — (fﬂ — fm) (y)l

o —yl*
< SUPLiy |(fn - fm) (;)_;l{n - fm) (y)l

= |Ife - fm”d,\(x <e
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para toda z # y. IMjando n y haciendo tender m a infinito se tiene

](fn — fm) ('T) _ (fn - fm) (y)i

lim =
A =
|(fa — f) (x) = (fu— 5 W)l

= <
lz — y|* =

para toda 3 y; aplicando el supremo sobre todas las & # y se tiene

](.fn - f) (:L‘) - (fn - f) (y)l

|z — y|*

SUPyAy

=f gl e

Por lo tanto f, — f en A, . Finalmente, dado que f, €Aq, se ticne
S T A P A
lo cual implica que f €Aq . M

Antes de dar una caracterizacién de A, que nos muestra la plausibilidad
del papel jugado por la férmula de reproduccién de Calderdn en el estudio
de este cspacio, enunciamos un resullado de teorfa de distribuciones que sers
utilizado y un teorema que se usard, con frecuencia.

Sean g una medida definida en un subconjunto abierto @ C R*, Ey F
cspacios de Fréchet.

Teorema 2.3

Si f:Q — E es p-integrable en £ y T es un operador lineal continuo del
espacio £ en cl espacio I, entonces T'f es p-integrable en F y ademds

fo(m)d#=TUf(m)du]-

Ver {5]; capitulo 6.
Lema 2.4

Toda distribucién cuyo soporte es {0} puede ser represertada por una
Unica combinacién lineal finita de las derivadas de la delta de Dirac 6.
Ver [1]; pag. 76.
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Sea ¢ una funcién que tiene las propiedades del lema 1.1 (de hecho, es
posible suponer menos sobre ¢, por ejemplo es suficiente saber que ¢ €
S (R™) y dnicamente necesitamos la propiedad de cancelacién (4) para N =
0}. Sea B el espacio de todas las funciones f definidas en R™ tales que
f(z) = O(]z|*) cuando |z| — o0 y

(2.5) SWPgszern £ (% £) ()] = £l = < oo

A causa de la propicdad de cancelacién de @, como es el caso con Ag, B"
debe ser considerado como un espacio de clases de equivalencia de funciones
médulo constantes; con esto entendido ||-ff ;= es una norma en B . Es claro
que (i), (ii), y (iii} son consecuencia inmediata de la definicion de ||| ,= . S6lo
hay que probar (iv).

Supdngase que f = k, donde & es una constante, entonces

Ifllg2 = suboceaernt™ (0, * f} ()]

f o (y) kdyl =0
Rn

. —a
= SUPgctecrnt

Supéngase que {|f{j ;» = 0, entonces

SUpoctzeznt ™ (g, * f) (z)| = O;

lo cual implica que ¢ {y, = f} (z)| = 0 para toda ¢ > 0 y para toda x € R";
de donde se tiene que (¢, * f)} (z) = 0 para toda t > 0 y para toda z € R™.
En consecuencia

{gex @ * f)(z) =0

para toda ¢ > 0 y para toda z € R™.

Como v, % p, * f e3 una distribucion, podemos aplicar la transformada
de Fourier a la igualdad anterior, y por propiedades de la transformada de
Fourier de una convolucion se tiene

(e )" = [c,o (t.)]2 }‘: 0

para toda t > 0. Dado que ¢, € D(R") € S (R"}, entonces @ (t) € S(R")
v como f €B° (R"), entonces f € § (R"). Pero como la transformada
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A
. . - 4
de Fourier ¢s un operador biyectivo en § (R"), entonces fe §' (R*). En
consecuerncia

[ 60)] Fe s ).

Por lo tanto, la dltima igualdad implica que

{pe] fve) =0

para toda ¢ > 0 y para toda ¢ € § {R"). En consecuencia

(16 CIRTOHRL

para toda t > 0 y para toda ¢ € S (R"). Integrando con respecto a t se ticne

f:o <}\ [g’t\n (t')]2"/’(‘)> été o,

Sea v : (0,00) — S (R") definida como v (t) = [{;\o (t)r@b() Se puede

A
verificar que v es Lebesgue integrable en S (R") y dado que fe §'(R"),
cnionees por el teorema 2.3 y por la propiedad (5) del lema 1.1 se tiene

[Pl vo)y = (1 oo v0F)
= (F0)~o

A
para todo ¢ € R™ — {0}. listo dllimo implica que Sop f= {0} y como

A I
fe 8 (R*) C D'(R"), entonces, por el lema 2.4 existe un entero M no
negativo tal que

FO= 3 e (06) ()
[BI<M

donde las ¢g son mimeros complejos y & es la della de Dirac. Aplicando la
trans{formada de Fourier inversa a la ltima igualdad se tiene

fl)="3" ¢s(8°8)" (x) = P(a)

1Bl=M
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donde P {x) es un polinomio en z de grado mencr ¢ igual a M. Pero por ser
fen’, f{z)=0(z|") cuando |z} — co y como 0 < cv < 1, entonces P (z)
es un polinomio constante. Asi, f es una funcién constante.

Ll siguiente resultado nos serd util para probar el teorema 2.7.

Teorema 2.6

510 < o < 1, entonces B =Aa y las normas {[-[[, y [|-[{g= son equiva-
lentes.

Prueba. Sea f €A, . Demostremos que f €B"; es decir, que f(z) =
O (|z|®) cuando [z] — oo ¥ Hf[IBa < 00,

Como f €Aa, entonces |f () = f(¥)| < [Ifll, iz —y|" para toda z,y €
7. Dado que f es una clase de eguivalencia de funciones médulo constantes,

sin pérdida de generalidad se puede suponer que en y = 0 el valor de f es 0.
En consecuencia

|f @) < USl, 1=

para toda x € B™. Por lo tanto

HOP

e <7l <o

cuando |z| — oco. Esto implica que f (z) = O {|z{"}.
Probemos que || f|| ;= < 00. Dado que f €A, y por el inciso (4) del lema
1.1 se tiene que

e D@ = |[_ele-nIwal
- |/ ne-ntw-sEna)
< [ tele=llf ) - £ @iy
< Wl [l =il ai

= 1y, [l de
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Sélo basta ver que la integral / oo (w)] fu]™ du cs finita
. Ru

[ tetean = [ ot [ oot as
= 11

LEstimemos 1. Como ¢ € §(R"), entonces |p (x)| < k|ul™, donde k es
una constante; en consecuencia usando coordenadas esféricas

1
k f |u| ™ dy = k / f prrapnlg, (u) dr
Jul<l Sn=14 0
1 m—1
= fc|S""1|/ r“ﬁldr:————kls |<
0 [¢)

Anslogamente, pero con | (u)| < efu ™!

o
I < c/ |'u,|_"'_1+a du Sf / prnregEn-lg, (ur) dr
[te|>1 su-lJ 1

els™ 1
= I—a << 00,

Por lo tanto

7

A

(e f) ()] < RIS 5
lo cual implica que

7% (e x S} ()] < K14,
para toda ¢ > 0 y para toda z € R". Asi

il < kI£ll, < oo

Ahora probemos el reciproco. Supongamos que f ¢ B, querernos demostrar
que f €A, . Supéngase que nuestras hipétesis nos permiten representar a f
por la férmula 1.5. Entonces

- (@)l
= ‘/ %*sot*f()—mf (oo * % f) ( y*‘

: {/: y —I_/Imfyl} {I(%*%*f) e D) (y)lfit}

= I+ I,
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o]
Estimemos ;. Como f €5 | entonces

supzeze (0% £) (@) = [l flo S suPsern ot ™ (0, % £) ()]
£l g= < o0

I

en consceuencia, usando las propiedades de la convolucién y el hecho de que
p, € S{E") Cc LY {(RY)

loe= o fllae < el ller + flloo = lleelir 77 Ml * fllo
<t el fHl g -

Ast, usando esto ltimo

lz—yl
b= [ @ - e DN

1]
el dt  pl=l dt
< [Tlerarn@Ge [ e @l

(] dt l=—vi s
2 [ oot il G <200l e [ e
o |l 2 = 917

1A

Estimemos I. Observeinos que como |2 — y| < ¢ en el dominio de inte-
gracion, entonces por ser ¢ € S (R"), por el teorema del valor medio y dado

qucfegcx
e * 0, = ) (@) = (oo % 0= FHY)
= ‘/Tm(;ot(fﬂ"Z)((pt*f)(z)d»z-*/qntpt(y—z)((’Ot*f)(z)dz

< [ G- -2l Nl
- o[ Jnle— - pl= AN A (2

< e /?ﬂ o, (£ — 2) — @, (y — 2} supscan ot | * f) (2} dz

= Wl [ ele =)= vl 2l

RUNAICRCS

dz
tri.
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| du

S o)

a: dz

= Wiy [ oo i[5

< | g e - ) /m supig<1 (V) (2 + )| dz
= C(p t071 ”f“na |$ - yl *
Esto nos da

00
I S e Ifllg= 12—yl f| lt“‘“zdt = Cp |f || = I = y|°.
Ty
De las estimaciones de I e I, se sigue

lf (@) = F O < cpa 1l g 12 - )"

para toda z,y € R™.
Asf

s, < ellfllze,
lo eual implica que f €A, . W

Este cs el resultado deseado. Pero nucstro argumento estuvo basado cn
la ipualdad (1.5). Primero senalemos que, dado que los espacios que esta-
mos considerando consisten de clases de equivalencia de funciones (médulo
constantes), no podemos esperar que tal ignaldad se cumpla en general: do
nuestras suposiciones, el lado derecho de la igualdad (1.5) es cero si [ es
constante. Asf, lo mejor que podemos esperar cs la igualdad

@ =10 = [{er oo D@ = oo x ) )

que precisamente s lo que usamos en nuestro argumento. Fsta igualdad se
cumple si el lado derecho es inferpretado como convergencia modulo con-
stanies. Discutiremos este punto téenico en la parte final del capftulo. Una
observacidn similar se aplica a la convergencia de la descomposicién atémica
de f €A, en el siguiente teorema. Aquf presentamos los aspectos formales de
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ésta descomposicién e ignoramos esas cuestiones de convergencia, las cuales
se tratardn al final del capitulo. Resulta que estos aspectos formales son sim-
ilares a los de esa situacion en L% (R™) y dan una buena ilustracion de c¢6mo
las téemicas que estamos desarrollando se aplican a los espacios de Lipschitz.

Teorema 2.7

Supéugase que 0 < o < 1, f €As ¥y N € Z,. Entonces, existe una
sucesion {ag} C D (R™). indexada por los cubos diddicos, y una sucesién de
cocficientes {sg}, 0 < sg < oo, tal que

(2.8) f= ZSQaq;
Q
(2.9) Sop ag C 3¢,
(2.10) / zvag (z)dz = 0si |y < N;
RI’\

(2.11) SUpP,exn ((FT0g) ()| < ¢\ f (Q)—hl_% para toda y € Z7:

Y

(2.12) {Q|_%_% sq = |Ifll,, para cada cubo diddico.
Observaciones. (2.9), (2.10) y (2.11) son exactamente los mismos gue

(1.3), (1.9) y (1.10). La igualdad (2.8) es, formalmente, la misma que (1.7).

Cuando establezcamos el reciproco de este teorema, veremos que (2.12) es la

condicién “natural” que los “coeficientes” de una funcién de Lipschitz deben
de satisfacer.

Prueba. Como N € Z,, entonces, por el lema 1.1, existe ¢ que satisface
(1)-(5) del mismo lema. Consideremos a tal ¢ y f €A, . Entonces

f@=3 [/, eEnesnma]

{se le recuerda al lector que el significado y validez de esta férmula serd

discutido al final del capitulo). Sea sg = |Q|%+% Fll,, para cada cubo
diddico @; asi (2.12} es verdadero. Sea

w@ = [ [ at-nesnmad
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entonces
Zsm Z][I( Do D) ) dys = £ (2,

de donde (2.8) sc sigue. Los incisos (2.9) y (2.10) se siguen por los mismos
argumentos que usamos para cstablecer (1.8) y (1.9) en el teorema (1.6).
Finalmente probemos (2.11).

Prueba de (2.11). Usando férmulas de intercambio, lo cual se puede
hacer por ser @, € D (R") y por ser el dominio de integracién un compacio,
se tienc

|ag (z)|

{SQ”T(Q) @=y (‘f’t*f)(y)dv“}‘

L] ool n@ia
@ T(Q)

I

IA

Pero como 0 < e < 1, por el teorema 2.6 se ticne que B =A, y existen
constantes positivas ¢ y & tales que

elflla, S Ut < k1A,
en consecuenciat™ |{(¢, * f) ()| < k 1 £1l, 5 lo cual implica que | (¢, * f) (y)| <

k|, paray €R* y ¢> 0,y 42 < 1< £(Q) para (a,1) € T(Q)
Asf, usando esto iltimo y la definicion de sq |, se tienc que

|3”"GQ( z)

ot [ [, e pla’
dt

ks [ [ e blotel

= QI e, ||fu* 7ok [ [ by

= k,|QI 7R anhl-lgy
) [ dyfmt

a1 «Q)
ko AQ| v 2 L(Q f d?/ g gy

IA

(A

dt

IA
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= k -%+%g o @) —n=lyl-1 oy
- 7 |Q| (Q) 4oy ¢
2

- k,,,,f (Q)wa+$+a—n—l'ﬂ - kso.'rg(Q)_%_m-

De donde
[07aq ()] < ko (Q)7E

para toda v € Z% y para toda = € R™. En consecuencia
suPeezn [07ag (2)] < kyy€ (Q) 7
para today€ Z7. W
Como fue el caso para L?{(R"), hay un reciproco. El reciproco involu-
cra las mismas moléculas que introducimos en el capitulo 1, excepto que la
condicién de momento cero (la condicion (1.15)) no es requerida.
Teorema 2.13
Supdngase que mg, @ un cubo diddico, es una funcion que satisface
—(n+e)
1 r—x
(2.14) |mg(z)] <1Q|? {1 + jTQ;{l} para todo z € R™
}r
—(n+e)
Y _ B T—Z—TQ
(2:15) Imaf(e) — mo(y)| < 1QI7¢ {53} supiz;qx“yl{wiwl}

para toda z,y € R", donde 0 < @ < 8 < [ y 0 < &. Ademas, supdngase que
{50} es una sucesién indexada por los cubos diddicos que satisface

A= supg [QTFF {sg] < oo,

Entonces f = ZstQ pertenece a A, y existe una constante ¢ =

Q
c(n.o, B,7y) tal que

[f1l,, < cA.



Prueba. f ¢A, siy s6lo si exisle ¢ constanie tal que |f(z) - fy)] <
clz —y|® para toda x,y € R™.

Si 2z =y la desigualdad se cumple. Sea z # y, entonces cxiste k € Z tal
que

2701 < — y| < 2%, Usando ésto, descomponemos a { de la siguiente
mancra

fle) = ZstQ Z > sgmg(2)

v=—00 (Q)=2-"

= Z Y sma@+ Y S somala

v=—00 @)=z~ vkl o)
= fi(z)+ fa(z).

La prueba consiste en estimar fi y fo.
Estimacién de f;. De (2.15) y por la hipétesis, se tiene que

[fr(e) - fily)l < Z Y. lsellmq () ~ mq (3)]

V=00 £(Q)=2"V

N ~ a psmag —n—¢
Z Z ISQIIQI 2{1&—5{1} Suplzishwi{”]‘—[e(@) }

v=—00 ¢{(})=
—n—&
r—z—%
—A|:n—y|ﬁ Z z > SuPlzl<lm yl{l+ EQ)Q}
00 {(Q)=27"
k it 1 St 4
_ o
= Al =y’ 3 @ Y suppigpy {H‘ J_g@g[}
yeo0 (Q)=2-"

Dado que en cste caso v < k, entonces 27* < 2% = {£((Q) ; on consecuencia
2l <l —yl <27F <27 = £(Q).
Ast
|z —-2ql < |o—z-azq|+|z| <z —2-aql+|z—yl
< |le—z—2g|+£(Q)
para toda |z| < |z ~ y|; de donde

|z — zq} |z — 2z — zq] |z — 2z — 2q
@ g +2<2[” 7o) ]
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pere toda |z[ < lz — yl; lo cual implica que

|“".E — <= EQ' T nte Ij’ - :CQE T
SIII)EZ:SEI—HI{1+W} <2 + {7(62—)..+1} .

Fsto nos da

filz) = A ()
k . —n-—g
Al —yl” S0 (27" Y 2n+5{|1£(Q$)Q{ +1}
v=—so (=2

k

k2™ Ale =yl 30 ()73 i)
y=—o0 jeZn

k

= c(n..e)Ai:c—yrB Z (2—v)a*ﬁ

9—k{e—0)
[ — 206"

[FaN

A

= ¢fn.2) Alz —yl°

donde usamos la siguiente desigualdad (la cual fue probada dentro de la
demostracion del teorema 1.18)

S [1 + iIEEQ‘E;Qi]— <o) T =elne).
HQy=2"" JEE"

Ademés dado que |z — y} < 27*, entonces 28 < |z — y|™"; lo cual implica
que 2500 @) < |z~ y|*? . Esto nos da

film) — iy <clnea,B) Alz—yf |z y°F =cAlz—y*.

Estimacién de f;. La estimacién para f; se sigue directamente de (2.14):

>0 lsollime (=)l

v=k+1 £(Q)=2""

v=kt1(Q)=2"*

IA

f2(z)

[FaN



!
1

_ < Log s |z — g
S S et o {1+ (Q)}

= L+lf’(Q) 2-v
AT ¥ )
u k‘+lf(Q) 9—v £(Q)
Lz le}
= 4 e@r{i+
v%;qg%- 16
- = —Uc Ig‘. - le }ﬁn_E
= A 2 {1+—
20 T
< e(me)A Z 27ve,
v=k+1

donde se volvié a usar la desigualdad arriba mencionada. Pero

o0 —k
v=k-}1 2‘] —1
Por lo tanto
—kex

|f2 ()] < C(n,g)Aza _
= ¢(n,a,e) A27EFD9 — o (n o £) AQlEH)

1= c(n,a,e) A2~k

Pero como o > 0y 27®F1) < |z — 4|, entonces 244D < |z — 9| . Tsto
nos da
@) < clnae) Alr -yl

Por lo tanto
|f2 (2) — fa (0)] < | fal) +1f2 (0)] < cAlz —y[".
Asi, el teorema queda demostrado. M

Como hemos notado, unicamente prosentamos los aspectos formales de
los argumentos de estos teoremas. A continuacién discutimos sus interpreta-
ciones y sus rosullados de convergencia.
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(I). Sobre la convergencia de las representaciones molecular y
atémica de elementos en A, .

En los teoremas {2.7) y (2.13) consideramos las series ZQ sQag ¥ ZQ sQma,

respectivamente, como expresiones formales. Ahora discutiremos el sentido
en el cual estas series representan elementos f en A, . Comenzamos con la

siguiente observacién: dado que / @ = 0 (propiedad (4) del lema 1.1) se

sigue que si reemplazamos f por f + ¢, ¢ una constante, en la férmula de
Calderén

prl

0= [t N T,

0

la descomposicién atémica suave resultante {igualdad (2.8) del teorema 2.7)
de f + ¢, precisamente serd la misma como la que obtuvimos para f. Esto
es apropiado y no es sorprendente para funciones f €A,, dado que Ay es un
espacio de funciones mdédulo constantes. Esta “ambigiiedad” no es impor-
tante para la teorfa L? (") que se desarrolls en el capftulo 1, puesto que las
funciones constantes distintas de cero no pertenecen a L? (R"). Como una
consecuencia, podrfamos suponer que lo mejor que podemos esperar para la
convergencia en (2.8) es que, para cada f €A,, existe una constante ¢ tal
que f=¢+ Z spag. Resulta que la situacién es méds complicada: en un
sentido, la convergencia de esta tltima es “mdédulo constantes”. Hagamos
esta afirmacidn m4s precisa

Comencemos examinando la convergencia de la serie ZQ sgmg cuando

A =supg |sol@Q| ~72 < oo,

y mg satisface (2.14) y (2.15) para 0 < a < B <1y e > 0.
Sabemos que

Yosamglz) = D > some(®)
) Q=2

v=—0a =

=T Y same@+ Y Y semel@)

v 00 ({(})= 2 v=—N{Q}=2""
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para toda N € Z,. En consecuencia, para cada v € Z, por (2.14) y por la
hipdtesis, se ticne que

>, lsallmo (@)

fqQy=2-
_1 |$M$Q{}*"—E
< [ ) .
< 3 ki el
—a 1 a |.’L‘ﬁ:UQ| ne
= 3 sl QIQI"{14-%}
E(Qé"“ ’ He)
<

A el
a3 el

{Q)y=2-v

Pero en la demostracién del teorema 1.18, en el capitulo 1, se probé que
{ |z — zq| }_H

5 frakred

Q=2 He

estd dominada por una constante ¢ que es independiente de v. En particular.
para todo N € Z, se tiene que

Z Z |sQ[ |mq (z)} cA i 7Y% = p A 20N [zfi 1]

v=—N £(Q p==— N
= cA 2°N,

IA

lo cual nos da la converpencia de Ia parte de la surma Z sgmq (z) que involu-

cra solamente cubos “pequefios” (aquellos con lado no mayor que 2V). Sin
embargo, esta cstimacién no nos da informacién de la suma complementaria

Z > samo(s
v=—00 (Q)= 2~

De hecho, no es dificil dar un ejemplo donde s¢ muestre que csta dltima
serie no converge puntualmente.
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Presentaremos este gjemplo después de probar que hay una manera de
obtener un elemento f €A, que estd representado por la suma ZQ sgmQ.

Mds precisamente, veremos que si
o0
fu(@)= > > semq(s),
V=N Q)= 2V

Io cual tiene sentido porque la serie del lado derecho es absolutamente con-
vergente, entonces existen constantes {cy}, N > 0, tales que la sucesién
{fx () — e} converge. Ademds, la funcién limite obtenida pertenece a A, .

Definicién. Para un punto p € R", se define
frp(z) = fv (=) = fn (0},
para cada N € Z, U {0} .

Como ya se indicd, los miembros de A, son clases de equivalencia y
fxp(z} es la funcidn equivalente a fi que es cero en p.

Lema 2.16
Para cada x € R" fijo, la sucesién de mimeros complejos
{nplzly, N 20,
cs una sucesion de Cauchy.

Prueba. Sea z € R" fijo. Sea Ny € Z, tal que jz — p| < 2%, Entonces
por (2.15) y si Np < M < N, se tiene

[faplz) = farp () = [{fn (&) — far (&)} — { S (0} — Far (P}

i— SES —Af-1

=] 2 3 semel@ = 3 3. sema(p)

jv=-N {(Q)=27" v=—N {Q)=2""

—Af-i
<> D lsallmg (@) —mo ()]

=N f@)=2m

_A1 (n+e)
< 3> IsellQ { f@";} SUPjz| <fz—pl {1+ S }

w=—N ()= 2"
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—M-1

. —{(n+e)
SADT ST HQ e pf suppi<ie {1 + LTQ)‘QJ}

v=—N f(Q): 2-v

M1 . lnte)
= Al -pf’ 37 @7 ¥ Suvlzlslm-m{l"‘ e<c§q} |

v=—N HQ)=2
Pero, para todo cubo Q involucrado en la suma anterior
o —p| <2 < oM <N — 9=(-N) — 9 = p(()),

en consecuencia

|z — 2 —aq| + 12| < & — 2z —wg| + |z — p|

|z - zq| <
) < o~z —mg|+ (Q)

para todo [z| < |z — p|; de donde

|z — moj ) |z — 2 — xg)|
S +152{1+————£(Q) }

para todo |2| < [z — p|; lo cual implica que

|z —2—2|\ ™" _ aie [ 12— 2g] o
SUP|4|< |z —p| {1 -+ ——————E (Q) <2 t 7 (Q) +1 .

Esto nos da

|fN,p (55‘) - fM,p ($)|
n-fe - 'B—M—l —vyoh M o
< Al —-pf ¥ (27) Z{e(cz)“

v=—N Hy=2-v
—M-1 ,
< elme)dla—pf” Y (@)
y=—N
Poro
—M-1 ad o(M+1)(a—~B) _ o(N+1)(a—p)
Z (27) - 1 — Qo=

v=—N
o(M+1){a~f) M {a—p)

<
S TR 1o
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pur que a — 3 < 0. Por lo tanto
Unp (2) = fatp (8)] S ¢(n, 0 B,8) Az = pl” 24 =0

cuando M — 0o, Asi {fn, (2)}, N >0, es de Cauchy. Desde luego, el valor
de 1a constante ¢ cambia de una desigualdad a otra. El hecho importante es
que el ltimo valor de ¢ depende de ¢, B,e y n. W

Obsérvese que estas estimaciones, las cuales dependen de |z — p{’6 , IO NOS
dan una condicién de Cauchy uniforme. Sin embargo, obtenemos una funcidn

limite f, tal que

fp (I) =limy .o fN.p (3*) .

Proposicién 2.17
La funcidn f, (z) ¢s un elemento del espacio de Lipschitz Ao
Prueba: Sean z,y € R®

|fp (2) = fo (¥)] = limy oo | v (2} — fup )]
Pero

|fvp () = Frep (W)
I{fn (z) = fx {2} — {fn (v) — e (D)}

= |fx(z) = fnv (W)

= Z S sgime(s) —mo ()}
v==N E(Q)=27

< ST 3T lsglimg(a) ~mo )l S cAlz -yl
v=—N {(@Q)=2""

donde esta ultima desigualdad se obtiene por el mismo argumento que se
utilizo en la prueba del teorema 2.13, y donde ¢ y A son constanies indepen-

dientes de N. Por lo tanto

|fP (.’L} - fP (y)l < A%EEOCAle—yla = cAlg;ﬁyI“_ E
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La dependencia de la funcién limite £, en la cleccion del punto es facil-
mente vista por la igualdad

(2) Fo (@) = fp (@)~ fo(a),

la cual es consistente con la propiedad f, (¢) = 0. Esto se sigue de la igualdad

Irng(z) — I () + fnp ()
= {/n@) ~fn (@} = {fn @) = In @} + {fvla) - fn (@)} =0

y haciendo N tender a oo,
Reunimos estos hechos en una versién més completa. del teorema 2.13:

Teorema 2.13’

Supéngase que 0 < « < 4 < 1,0 < ¢ y que, para cada cubo diddico
Q@ C R", mq satisface (2.14) y (2.15), v {sgp} es una sucesién de escalarcs
{indexada. por los cubos diddicos) tal que

A= supg sl QI 7E < co.

Iintonces la serie
2 sama
Q

representa un elemento de A, on el signionte sentido: para cada N € Z, la
seric

> sqme(z)

{Q)gan

converge absoluta y uniformemente a una funcién fy (z) en A, de norma
Ifnll,, < cA. Ademds, existe una sucesién de comstantes {cy} tal que
{fwn (=) — cn} converge puntualmente a una funcién f (z) para cada z € R?
y f €Aq con norma I£1l,. < eA. La constante ¢ = ¢(n, o, 3,€) cs inde-
pendiente de la cleccién de las sucesiones {sg} v {mg} (que satisfacen las
condiciones mencionadas). La funcién f es tnica en cl siguiente sentido: si
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{fx () — dn} es una sucesién que converge a g (z) {puntualmente}, entonces
g () = f () + cte. Podemos escoger {cn} = {~ fn (0)} tal que f(0) =0 (o,
mds generalmente, {cy} = {—fn (p)} para cualquier p € R*).

Hemos probado todo, excepto el hecho de que g (z) difiere de f (x) por
una constante. Pero esto se sigue de nuestra construccion:

fplz) —g(z) = fo(z) = limyoos {fiv (z} — dn}
= lmycoefvp (2) - iMyoce {fv (2) ~ dy}
= limy o {fr () ~ fr (p)} = limpy oo {fi (2) -~ dn}
= limpy_e {—fr (p) +dn}.

Pero el ultimo limite existe y es independiente de z. Por lo tanto g (z) =
f(z) + cte.

Se da el ejemple prometido mostrando que la serie EE{Q)>2N sgmaq (),
en general, no converge.

Sea (Jp el cubo diddico de lado uno con el origen como su “esquina in-
ferior izquierda”. Claramente, es posible construir una funcién m(z} que
satisfaga (2.14) y (2.15) para § tal que m{z) > 6 > D paraz € B, (0) =
{r € B* : |z| < r}, para algin r > 0 pequefio. Para cada v < 0. sea
mg, (z) = ler% m (2¥z), donde @, es el cubo diddico de lado 27% con
¢l origen como su “esquina inferior izquierda”.

Proposicién 2.18
mg satisface (2.14) y (2.15) para Q.

Prueba. Como m(z) satisface (2.14) y (2.15) para Qo, 2g, = 0 ¥
F(€g) = 1, entonces

Il

Qo] % tm (2°2)]

! -1 2"z — 2|17

= Q{1+ 2V}

= Q.1 {1 N %z_gg)i}

ima, (7]l

A

N
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para todo z & R*.

Imaq, (x) — mq, (¥)|
= |Qu] 7 [m (277) - m (2%y)|
-1 (2% — 2%y 2z — z — zg,] ] T"°
o {5 e {14 B0
= 177 (2" lo — 41} supyigoviey {1 + 1272 — 2]}

— A - o
= |Q‘v ﬁ" {%Tl} Sup[zrlS2U|$“y| {1 * 'm__gf(a:)-m&}

para todo x,y € R?,
Para los ot,ros cubos diddicos @ sca mg(z) = 0. Con 0 < o < B, sca

=@, |" 5 ¥ sg = 0 para los restantes cubos diddicos. Asi

IA

0

Y samq@) = Y. sqmg, (z Z |Qul**2 mg, (@)
)

v=—00 U=—00

- ): QEm@ = 3 Q) m (@)
0 oo
— Z 9, 21} Z2Uam 2-—v
Y=-—00 v==()

Perom (27%x) > § > 0 para |z| < 2°r, v > 0. En particular, m (27%z) > §
para x € B, (0). En consccuencia

Z sgmg (=) > Z 2¥98,
L) >2N v=N-+1

lo cual muestra que la scrie de la izquicrda de esta desigualdad diverge uni-
formemente a -+oc en B, (0). W

(II) Convergencia de la integral en la férmula de Calderén.

Hemos visto el importante papel jugado por la férmula (1.5) en nuestro
cstudio de los espacios que hemos considerado. En el teorema 1.4 del capftulo
1, observamos que la integral asociada en esta férmula puede ser considerada
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como un L?—limite. Sin embargo, necesitaremos examinar el significado de
la férmula més cercanamente cuando la usemos en ofras instancias.
Un conjunto natural de condiciones bajo los cuales la transformada de

A
Fouricr inversa de una funcién f es estudiada, es cuando f y fc L' (R").

A
En este caso f es continua y (después de la modificacién sobre un conjunto

de medida cero) asi lo es f. De esto se sigue que la transformada de Fourier
A v
inversa es vilida en todos los puntos: [ f} (z) = f (z) para todo z € R™.

No es sorprendente, dado el papel jugado por la transformada de Fourier, que
bajo las mismas hipétesis lo mismo es cierto para la férmula de reproduccion
de Calderén:

Teorema 2.19

I
Supéngase que f y f€ L (R"). Sea p € L* (R™} de valor real, radial,
f@=030pw931(0)y

7[&&4)]2%:1
0

s1 ¢ € B — {0} . Entonces

¢ d
i, g smne fes (2) = limEHO,é—%oo/ (0, x o, * ) {z) ';:E = f(z)

para toda z € R™, siempre que f sea el representante continuo de la clase de
cquivalencia determinada por f en L' (R") .

Prueba. Probemos que f, s € L' {R*) para toda ¢, 6 fijas. Es claro que
fes es medible. S6lo resta probar que § f.5]|,, < oo
Por el teorema de Tonelli se tiene que

&
“fe:,é”[_,i = '/_‘nlfe,é(I) dz < ]?n] |(‘P£*§Dtxf) (ﬂi)iii;dﬂi

[ ]t p@iest
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Pero como el soporte de ¢, estd conlenido en 13, (0), entonces por la
desigualdad de Young se tiene que ¢, # , % [ € L' (R?) y

oex o Ll < el 11
leellzs Il

i

/ (00 % 0 % ) ()] do

Il

Por lo tanto

&
dt 8
I fealls < ol WAl |5 = ol DAl 1n < oo

[

Dado que f,5 € L' (R"} podemos calcular su transformada de Fourier.
Entonces, por el teorema de Fubini y las propiedades de la transformada de
Iourier de una convolucién y una dilatacién, se tiene

Fos (O

]

fes () e~y
]Rn

[ A oo @} emmeca

é . dt

|| erernwerm=iat
£ ]Rn t
')

/ (‘Pt*ﬂot*f)A(C)ii;
6

[ el fo%to [ [pe) e

£ €

Il

i

fi

Por las hipdtesis en ¢ se tiene

fut0] = fo| [puo) ¥
< [Fo| [T pea] 2= [F o
En consecuencia
/. Mo]g/m ?(C)\: J <o




65

A
Por lo tanto f, € L' (B™) para todo &,d fijos y, en consecuencia, por la
transformada de Fourler inversa

A

£ (&) = fos () = [f - }i,a]v (=)

para todo z € R™,

Sea z € B™ fija. Desarrollando el lado derecho de la igualdad anterior y
A

usando la expresion obtenida para f_ 4, se ticne

f (-73) o fs,cS (:'3)

il

[ 70T 0] e=cic
fRn{?(c%?(C)/z b (tg)]sz;}ezmgdc
- 7 () {1 _ /Z [{5 (tC)r%E} p—

hes(C,z) dC.

It

4

Ahora, como

atcon=|f o[- [ [pea] | <2ff o)

A
para todo £, 6, dado que fe L' (R*) y ademids
lims—’f),é—aoohs,ﬁ (C) $) =0

para toda { € R® — {0}, entonces por el teorema de convergencia dominada

im0 [f (2) — fes ()]
e oo / heslGm)dC

= / ]ims_‘g,g_.ooh,g,g (C, $) dC = 0.

Por tanto el teorema queda demostrado. R
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Habiendo establecido que la férmula de Calderdn se cumple en el sen-
tido puntual para funciones f suficientemente bonitas, ahora investiparemos
la razén de la convergencia de la intepral asociada cuando las suposiciones

adicionales son hechas sobre f.

Lema 2.20

Supdngase que g € S(R*) y ¢ € 5 (R?) = {feSmRY): ff=0}.
Entonces para cada M € Z, y 0 <t < 1,

(s, % 9) ()] < et (14 f)™Y,
donde ¢ = ¢ (g,¢, M,n).

Prueba . Dado que 1 tienc media cero, tencmos

o) @ = [ a1 -g@hy
- (/iy|<]%[+f|y|2%l)wt(y){g(m—?})“g(:r)}dy
= I+ 11

Estimacién de I. Como |y| < %l tenemos que %ﬂ <le—-y < %|as| NG
dado que g € § (R™)

lg(z—9)—g(@)| = |Vglz+yl0-1))yl
[Vg(z—2)|[y| < |yl SuP|z|<J%l Vg (= — 2)|,

fl

donde z =y [1 — 0] y 0 cs algiin valor entre 0 y 1

Por otra paric, por ser g € S(R"), |Vg(z —2)| < elg) (1 + |z — 2} ¥
para toda M € Z,. Ademds, como fz| < |y| < J—;i se sigue que |z - z| >
lz| — |2] > %[; lo cual implica que [z — 2| + 1 > %[ +1 2 {1+ [z]). En
consccuencia (Jz — z| + 1) < 2M (1 + |z|)™™ .

Asi, usando todo lo anterior se ticne

l9(@—w) =g (@ < elo)lylsup, e (1|2~ 2)7
< 2Me(g) [yl (1 + |2y ™
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para toda M € Z,.. Esto nos da la estimacion
s [ Wl - g@id
|yl <12

< el )™ [ iy

lwl<F

_ c(g,M)(lJrizl)'“*fflyh<J£l dollh

= el M+ [ el

c(g,w, ML (1+al) ™,

&
tn

IA

pucsto que ¥ € Sy (R™) e integrando en coordenadas esféricas

| Wliuldu < oo

er
Estimacion de II. Para esta estimacion hacemos uso del teorema del
valor medio (aplicado a g):

R N R BT

- / o @IV N iy

< IVall,. / o, () Iy dy
f)z 2L

AR
valt [ R

~ clg)t f 1 (1)) o] o,
[wz 2l

donde z = 2 + (6 — 1)y, para algin 0 < 6 < 1.

Dado que 3 € Sy {R"), entonces |1 (w)] < clw|™ M para toda M €
7. Por lo tanto, usando lo anterior e integrando en coordenadas esféricas se
ticne

) < c(g,w)tfl i

|w|-n—M dw
1z]

En
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C(Q, .,1[}) { / [ Tnul—‘-'n—-l\rfd,’_dg (’LUI)
N ];_‘3

{».4)
c{g,¥,n)t f W 1T = (g, MY (o]

2

siempre que M > 0 (si M =0, la esiimacién es obvia),

Si |z > 1, entonces la tiltima desigualdad no excede a ¢ {1 - |z|)™ veces
una, constante (dado que 0 < ¢ < 1).

Si [z] < 1, entonces |2} 4 1 < 2; lo cual implica que (|| + 1)™ > 2-M,
En consecuencia

s el ] Wl

< cl)tf pellnldo
= clg )t <clgp) (L +la)™

Por lo tanto el lema queda demostrado. B

Definicién. Sc define Sy (R*) como
8.0 ={ Fe @) [o17 @adn = 0.l <k}
para toda k € Z, U {0} . También sc define
Seo (R™) = { feS(R"): /m"’f (z)dr = 0, para toda v € Zi}
= ﬁ Si, (R™Y,
[

Finalmente probaremos el
Teorema 2.21

Supdngase que [ € S (R"), ¢ € 8 (R}, ¢ e real, radial y satisface

Z [Beol T =1
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si ( € B* — {0} . Entonces f,s — f en la topologia de § (R") cuando £ — 0
v — oo,

Este tcorema, como lo veremos, es una consecuencia del lema 2.20 y del
siguiente resultado.

Lema 2.22

Supongase que g € S (R*) v ¢ € Sy (R™). Entonces para cada M € Z..
yizl

(0 9) @I < ol Mm By (1417 ')
De hecho esta estimacién es valida para k& = —1, si ponemos 5_; (R") =
S(B&").
Prueba. Dado que g € S (R") se tiene que

=f Y, (v} g (z —y)dy
Rn

= - - T — (y==)? .
/Rnxbf(y)g(m y)dy /Rng( y) | > S (@) (2) | dy

[+l<k

_{[| u=~+/| m} v (y) = Y (@) (2) | (2 - w)dy
-yl z—y|>5

[v]<k
=I+1I
Estimacién de L. Si [z] < |z —y| < %, entonces % <z -z < 2|
Consideremos el integrando de I excepto g {z —y) . Como ¢ € §(R") y por
¢l teorema de Taylor en varias variables, se tiene

OEDY (ij{—,)— 0",) ()

1<k

= vy ¥ [ a-orewia-nesae

byl=h ] 0

< (k+Dly—z™ S j (1-8)* (a7p,) (z — 2)| df

hl L—H

c(n, k) |z =y subp okt gy 18700 (= — 2)i,

A
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dondeOﬁHSl,zzﬂ(m—y)y|z|gfm~y|.
Pero

O =2 = (o) (L
= " Flgy (1),
donde 7 = £3%. Ademds, dado que ) € § (R™), se tiene

0" (1)] < e () (1 + |7)"Y
para toda M € Z,. Asf

) - t“nml“ﬁa‘r,,p (7)

AOEDPEI=LTIAIE

Iyl<k

ke x—z|\"
< e kn) o — g e sup gy (HI t I)

Por otra parte como |z — 2| > &l |m , entonces 2 |z — z| > |z|; en consecuen-
cia ZM > J—l ; de lo cual se 31gue que 1+ 215”—2l > 1+ U lo cual implica

que 2 (1 + I‘—”—}’il) >1+ ]?1, de donde concluimos que

|z — 2|\~ M o[\
SUPliso—yl | 1+ —5— <2 1+

para toda M € Z,. Asf, usando csta iiltima desigualdad se tiene

- 3 Y o) o)

[vi<k

-M
< eMiTmR (1 + k;—[) |2z — ¥,

Por lo tanto

—M
I < etk (1+“’”') f 9@ — )] o — g dy
t =yl 1l

—M
. X
cmk (1 + U) f |9 (= — p)l le — y*" dy
IR“

—M
< et (1)

IA
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ya que la integral de la peniltima desigualdad es finita y ¢ es una constante
que depende de ¢, k,nyy M.

Estimacién de II. Consideremos |z - y| > i—;l Nuevamente por el teo-
rema de Taylor se tiene

(y —z)”

W, (y)—ZT(BW:) (z)
Ir<k
E+1 . i
< EED g 3 f(l—e)kl(aw(x_z)ue
I [y O
(k+1 1 ‘
= EED ) gl 3 [ -0 @) (140
fyl=k+1
. 1
< porgl, By - g gt S [ (1 - 6)" df
e h}
hyl=t+1
= clhkpn)ly TR
puesto que ¥ € S (R*). Por lo tanto
TI1 < o (kyp,n) 7 ] ly — 2/ g (z — )] dy.
Jz—yl> 12l

Pero por ser g € § (R")
9@ - vl <clg)le—y ™

para toda M € Z... Por lo tanto, usando cooordenadas esféricas y esto ultimo.
se tlene

1] < clk,m g )t f by — 2| M dy
lz—yl> 12l

=)
ctfn—k—l / / I T*J'U—u,',,n—ldrdg (y’)
Sn.—l i?

= ct‘“"klf rMYar = c(k,n, M, g,¥) |:J:|"Mr gmE,
1=l
2

Si x| > 1, entonces
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el lel 1, e
2 2 2 2¢’

pucsto que £ > 1; en consecuencia

-M
le| ™ < 27M (1 + !f—') :

|| =

de donde sc obtiene la estimacién deseada.
Si |x| < 1, entonces

1] < elk,,n)e™s" [

k-1

-z T — y)di
uly " g (= —y) dy

lz—u> 15

< ekl / [l g ()] ds < ¢ (b, m, 5, g) =%,
R!‘I

por ser g € S (R"). Pero como |z| <1y ¢ > 1, entonces 1%1 < 1 <1 lo cual
implica que 1 + 13:1 < 2; en consecuencia

-M
zﬂff (1 + |$|) 2 1.

2
Por lo tanto, usando esto tltimo

-M
I < c(k,n,, g, Myt k1 (l—l—k:—l) .

Corolario 2.23
Supdngase que g € 5 (R?} y ¢ € S (R*). Entonces

f:o I(’d)t *g) (m)l %t' < C(g?’lrbik'l n) [1 + im”-n——k—1 .

Prueba. Descompongamos la integral en dos partes

[ @ = [ inea@ T+ [ wea
I+11.

Id.'t
¢

il
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Estimacién de I. Aplicando el lema 2.20 con M =n + &k + 1, se tiene

dt
t

clgsbtn) [ (rle) g

0
= c(g,kh,m) (L +[2])”

A

] (6= 9) ()]
0

n—k-1

Estimacién de IL Si |z| < 1, aplicamos el lema 2.22, con M = n+k+1,
para obtener

[0 @I F <etokpn) [l < el k).

1 1

Pero como |z| < 1, entonces 1+ |z| < 2; lo cual implica que (1 -+ lz)) 7 >
27" de donde concluimos que

2n+k+l (1 + |$|)—n—k—1 ->_ L.

Por lo tanto

/m (. = 9) (E)f% <elg, k,b,n) (1 + lz))" kL

1

Silz| > 1, dividimos la integral en las siguientes dos integrales

o] = e d
[ 0@l 5= [T @if+ [0 @

1 ¢ Izl

Aplicando el lema 2.22, con M = n + k + 2, al primer sumando de la
1gualdad anterior se tiene

=i dt =] —n—k-2 dt
[Tlwen@ < o [T (1 E)
, t X t t
T N —n—k—-2
e llt—n—k——l H EE
1 L ¢
=i s
= cf [2i™" T d
1

= cle T (Je] - 1),

FAN
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—n—k--2 —n—k—-2
va que Lfil-{-l > ]%l implica que (I—}l -+ 1) < (1“—'[) y || PR 2 (Jz| — 1)

2
- Ademds 1 + [z < 2|z|; lo cual implica que {1+ |z))™ * ! >

Ixrn—k—l
21=))™ % . Por lo tanto h

e dt ke .
[l @I < el o (g o

= e(L+|z))™™F1,

Finalmente, aplicamos el lema 2.22, con M = 0, para obtener

ca dt © o df b
[ @G s o[ i@y

el o] £
2k+n+lc(1 + Iml)unfkw-l

IA

y la estimacién deseada ahora cs obvia. Fsto concluye la demostracion. &

Ahora podemos usar el lema 2.20, ¢l lema 2.22 y ol corolario 2.23 para
probar el teorema 2.21. Demostraremos que la hipétesis f € 8, (R?) nos da
la estimacién

(*) If (z) = fes (2)| S c(e+ ) (L+[a))™
para toda N € Z,, donde ¢ = ¢(p, f, N,n). Esto, desde luego, nos da
lims-—»ﬂ,ﬁﬂoosul)meﬂi" (1 + |x|)N ]f (1‘) - fE.5 ("‘E)l = 0.

Pero 07f, 5 (x) = (37 f), s y podemos aplicar este wltimo resultado a & f
(la cual también debe de pertenccer a S, (R”), puesto que f € Sy (R™))
para obtener

i, 0, 6-coSUPrer (1 + [21)" [(87 [F = feal (2))] = 0,

que ¢s la conclucién deseada del teorema 2.21. Asi, todo lo que necesitamos
hacer es establecer la desigualdad (x) .

Prueba de (x) .Como ¢ € 5y (B™) entonces ¢ # ¢ = 3 € S5 (R"). Ob-
sérvese que ¥, = (p, * {p,, ya que

(o) = (pre)@=t" () (5)



75

= t'"fgﬂw(% —y)w(y)dy

Por otra parte, dado que f € S (R"), entonces f € S(R"); lo cual

A A
implica que fe S(R™); en consecuencia f, fe L' (R"). Ademds dado que
i € S5 (R"), entonces p € L (R*), y como @ cs radial, real y satisface

/:o[{é(to]z?ﬂ

si ¢ € B™ — {0}, entonces por el teorema 2.19
5

flz) = im0 800 fe 5 (T) = Hma—-fl.ﬁ—*oo’/ (10 * 9, * f) (z) Ei;

Asi

£

f (3;) o fs,é (-T)
=% &
= [ e @5 [ rnrn@ g

0

= {/;+fj}(sotwt*f)(ﬂ?)%é—I+U

donde, por el corolario 2.23, las dos integrales convergen absolutamente.

Podemos suponer que 0 < e <1 < § < oo,
Estimacién de 1. Como f € S(R*) y ¥, € S (R"), entonces por el
lema 2.20, con M = N, se tiene

N < [lwearnegsef v

= es(Ltfal)™,

vt
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donde ¢ = c(f, ¢, N,n).
Estimacién de IL Silz| <1 y como f € S (R™), ¢, € S (R™), en-
tonces por el lema 2,22 con M =k =0

(@ x ) ()] < e(fy )™

lo cual implica

i dt °
[ e n@IF < et [~ e

= c(f,,n)é6 "L

Pero como |z} < 1, entonces 1+|x| < 26; lo cual implica que (1 -+ |z|)™" >
(26)™" . En consecuencia

57 < 2 (14 [a) ™ < 27 (14 Jaf) ™
cuando V < n. Ast

M /TK%*%*H@M%SdLmnM*ﬂ+MU”

Si N > n, aplicamos el lema 2.22 con k = N —n y M = 0 para obtener
= di * N-2 N1
6|(Wt*€"t*f)($)|'t*5f‘ 61% dt = cb .

Nuevamcntc usando el hecho de que |z| < 1 < 6, se tiene que 57
2V (1 + |2|)™™ y obtenemos

() f:o (e % 0, % F) (@) & < e(M,m, f) 6 L+ 1),

csta desigualdad, desde luego, incluye a (1) .

En consccuencia, podemos suponer que || > 1. Si, en este caso, 1 < jz| <
§ nuevamente aplicamos ¢l lema 2.22 con M = 0y k = N — n para obtener
(') . Finalmente, si |z| > 6§ aplicamos el lema 222 con M = Ny k=N —n
para oblener

—-N

u%*%*n(n<d@fwnle(lﬁJ) ;
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o cual implica

| lecp @15
é

= 2\ ™"
c/ p=N-2 (1+—-) dt
s £
S e\ ™"
= c +/ g—N-2 (1+—) dt.
6 fel ¢

Consideremos la primer integral. Ahi § <t < |z|; asi

1A

—N
N2 (1 + Lfl) =t el) ™ e TR

En consecuencia
'z} Voo !:CI —-N |zt N N E
ffﬂ“@+7) < [l et = el (5 4 1el ).
§ é

Consideremos la segunda integral. Ahié < |z| < t < co, entonces 1+% >

N
1; lo cwal implica (1 + %) < 1. De donde se deduce

e N bt
/ t"""g(ul"?l) dt < / ¢t = clal ™V (67 +ialT)

'z| iz

Por lo tanto
= dt N -1 —1
Mecsoe D@ < clel™ (67 +1al™).

Por otro lado como 1 < § < |z|, entonces 2 |z| > 1+ |=|; lo cual implica
(212)™Y < (14 |2])™ . Ademés 67!+ |2|™" < 2671, Asf usando esto ltimo
se tiene

5N N e 1
oo 2l (87 + f2lT)

e(L+ =)™ (67 + |z Y)
< e+ ey~ s k.

ele ™™ (67 + =) 1) c

1A
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Por lo tanto, usando las estimaciones de I y II, se tiene
I ()~ fea (@) S ce (U o)™ 087" (L4 [2]) N,

donde ¢ es una constante. Haciendo £ — 0y § — oo, sc obtienc (x) . M

Definicién. Sean f € D' (R*) y g € D(R"). Se define la convolucion de
fygecomo

(f g} (=) = (f,7.9)

donde g (z) =g (~2) y [r.0} (¥) =J (y — 2).

Corolario 2.24

Si feS(R*) yge S (R"), entonces

(fs,ﬁsg) = (f:ge.é) - (.fv g)

cuando e - 0y § — oo,

Prueba. Probemos primero la igualdad. Por el teorema de Fubini y la
definicion de la convolucién de una distribucién con una funcién en el espacio
D (R"), tenemos

<f£,f5:.g) = fs,& (.’E)g (m) dz

Rn

fmn/ag(m)[w‘*fpt*f](ﬂi) gﬁdm
ff () b+ 00+ f1 ()
= ff <f,”rm ‘Pt*‘Pt))dmm

R e
S s R (RY) definidn como (1) = [12 (7 75)] g (). S puode

verificar que « cs Lebesguc integrable en § (R*) y como f € §' (R"), entonces
por el teorema 2.3 se tienc

(ferg) = fj <f, ./R" [Ts (Wt)] g(x )d:r:> fif

It

It



Pero por ser o radial, @, %, es par y ademds

[ 9@ [ 7)) (s
= [ s@@FR) (-a)ds

- / 9 (@) (0, + @) (& — ) do
Rn

= [ s@ el -a)is
= (g v xg) ().

Por lo tanto

dt
-

5
(Feorg) = / o ourg)

Sea v : (e,8) — S (R*), con (g,6) C R}, definida como v (£) = ¢, x @, *g.

Se puede verificar que v es Lebesgue integrable en S (R™) y como f € 5 (R™),
entonces por el teorema 2.3 se tiene

{fes,9) = <f, /:‘P; * gy *9%> = {f,ges) -

Dado que g € S, (R™), por el teorema 2.21 se tiene que g.5s — g en la
topologia de S (R™) cuando e — 0y § — oo. Asf

{fes,9) — {f,g) cuandoe — 0y § — co.
En consecuencia, para toda f € §'(R"), f.s — fcuandoe - 0y 6 — oo

en 57 (R") = §'(R™) /P (R™). Esto es, la férmula de Calderén converge en
S5"{R") en el sentido de convergencia en 5’ (R™) mddulo polinomios. i

Este hecho general es suficiente para justificar la mayoria de los usos de
la formula de Calderdn.

Resultados més precisos pueden ser obtenidos usandoe las estimaciones
anteriores.

Corolario 2.25
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Sca @ como en el teorema 2.21. Si f satisface que

[ V@I e < oo,
para algiin k en Z, k > —1, entonces

li =
a-aﬂl,Jrirlmo f€'6 f

en §'(R") /Pi (*), donde P (R"} es el conjunto de los polinomios de grado
menor o igual a k.

Ver [6].

Aplicando este 1iltimo resultado a f €Aq, 0 < @ < 1, v el hecho de que
f{x) = O(]z]") cuando || -+ o0, se tiene que

[op@asentae={ [ wf i@t

donde k > 0 c¢s muy grande. Es claro que la segunda integral de esta de-
scomposicion es finita y la primera integral también lo es, puesto que

J, @l
- c/ l2f (1 + J2]) ™ do
|zy=k
f (1 [a)™" 1 da
Jz| =k
cfk jsnﬂ (14 7)1 Ydp (o) dr

(o)
cf (14 dr = ck® < oo,
k

IA

il

IA

Por lo tanto
. |f (@) (L+ |sc|)ﬁ“‘1dw < 50,

En consecuencia, por el corolario 2.25

fs.d‘ — f

en 5 (R") /Py (R"). Esto es fos — f en ' (R™) mddulo constantes, que cs
lo que se queria probar puesto que todo elemento del espacio de Lipschitz
estd en el espacio de las distribuciones temperadas.
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DESCOMPOSICION DE B,

Enfoquémonos en espacios de funciones que se comportan de una forma
particularmente simple bajo la accién del grupo de dilataciones (por los
mimeros reales positivos) y el grupo de las traslaciones (por elementos de
="). El primer grupo mapea f{z) en f,(z) = t™f (%) para cada ¢t > 0.y
el segundo grupo mapea f{(-) en f (- — h) para cada h € R™. La norma del
espacio L! (R*} goza de las siguientes propiedades:

(3.1) Ill, = 11, para toda t > 0;
N
(3.2) 17 ¢ = W)l = 11, pave toda h & B

Supéngase que B es otro espacio de Banach, continuamente contenido en
el espacio de las distribuciones temperadas §° (R™), cuya norma |||z = |||
satisface (3.1) y (3.2). (Cal es la relacién entre B y L* (R*)?. Es fdcil
ver que, bajo suposiciones adicionales muy ligeras, 5 debe de contener a
LY (&™) y el mapeo inclusién debe ser continuo. Por ejemplo, supongamos
aue yg € B, donde x, es la funcién caracteristica del cubo unitario

Qo= {z= (21,29, ,20):0<2; <1,:=1,2,3,--+,n}.

Entonces, de esto se sigue que L' (R") ¢ B y el mapeo inclusidn es
continuo (¢ : L' (R") — B). Probemos esta ltima afirmacion.

Prueba. Sea f € L'(B") y 0 < & < 1. Sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que || fii, = 1. Como f € L' (R"), entonces existen u; € Z

y escalares sg tal que
ey = Z 5QX0
fQy=2"
satisface
If —eip <,

X

donde yq (2) = Xp (W) es la funcién caracteristica del cubo diddico @

cuyo lado tiene longitud 27" con esquina inferior izquierda zg. Dado qgue
Xp ©5 una fraslacién seguida de una dilatacion, entonces xg € B; 1o cual
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implica que 5QXq € B;en consceuencia ¢; € B. Repiticndo el mismo proceso,
podemos encontrar un entero uy > u, y cscalares sg tal que

Cy = Z $QXq
{Q)=2—2

satislace

[1f —e1 = el o < €

el cubo diddico @ cuyo lado tienc longitud 2-* con esquina inferior izquierda
2. Continuando de esta manera, obtenemos una sucesisn de enteros Uy <
ty << - <y < -0y funciones

€ = Z 5QXq

(Q)=27"

tales que || f — full;. < e™, donde f,, = ch.

=1
Obsérvese que

el = Wi—fia+f—f
Ilfs = f

Il
o= fllp <& e+1)

1A

”’33’“1,1(12"): Z SoXg = Z |50l Q-

H=2""4 L1(R") HEy=2""
Fn consecuencia
30 lsgli@) <&t (e +1).
{y=2""

De esta tiltima desigualdad se sigue que {f,,} cs una sucesién de Cauchy
en I3 : 8i m > k, entonces usando 3.1 y 3.2 se tiene

T

= i \\ea\\u= Z Z QXq

B i=k41 J=kt1 pf)=2"" B

“fm - fk”n =

m
P
7=k-+1
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m
Z Z |sgl ||XQ“B

=R Q=2
are@x (@),

= E Z |8Q5
D> |sQ|;@|HE<@)""X0(%)

IA

=kl (=2

i=k+l =2~
= Z Z |sQ|iQ|5|x0||Bs||xo|i e e+ 1)
= L+}.£(Q j=k+1

— gk 1+¢
(e+1) [—1*_—6_} £* < lxolls (__E“) e,

puesto que 1 — e™ % < 1.

Dado que el tltimo término tiende a cero cuando k tiende a infinito,
entonces {f} es una sucesién de Cauchy; lo cual implica que existe una
funcidn g € B tal que

fm—g¢ en B.

Ademss, dado que B estd continuamente contenido en § (R*), {fm}
converge a g en el espacio de distribuciones temperadas, es decir

fr — g en s’ (R™).

Por otra parte, sabemos que ||f — fnll;, < €™. Si m tiende a infinito,
entonces | f — fumll,1 tiende a cero. En consecuencia

fn — [ en L'(R"Y).

Pero, por un resultado de teoria de distribuciones, se tiene que L (R™)
tstd continuamente contenido en S (R™) . En consecuencia

fm—f en S (BRY).

Por otra parte se sabe que § {R") es un espacio vectorial topolégico
Hausdor(F: lo cual implica que f = g Por lo tanto f € B. En consecuencia
HEY cB.
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Sélo resta probar que el mapeo inclusion ¢ : L' (R™) — I3 cs continuo; €s
decir, probemos que

Iflls S cllfll,y paratoda fe L' (R™).

Sea f € L' (R*}. Obsérvese que nuesiro argumento muestra que

k(i)
“fm”B = cj <ZHCJIIB Z Z SQXQ
=t - =1 fle@y=2s B
m
< Z Z sallxaln =3 3 Isall@llxol
=t yQy=a" j= lf(Q) =27%

=[xl Z lleslly < (1+e) lIxoll 5 ZEJ_I
i=1 =1

1+e’”’
1-

= (1+&)lxollp

Haciendo m tender a infinito y como f,, — f en B, entonces || fr
1l e™—0y

;s —

1 l—e
]|f||3 = ”XUHB 1_

Dado que £ puede ser clegido arbltranamente cercano a cera, osto nos da
la cstimacién precisa

(3.3) 1£1l5 < xolls = lxoll s /1] - 08

En lugar de suponer que y, € B, quizds es mds natural suponer que
el espacio de Schwartz S (R™) estd contenido en B. No cs dificil adaptar el
argumento anicrior a esta sitnacion para obtener el siguiente

Teorema 3.4.

Supéngase que (B, |-||,;} es un espacio de Banach continuamente con-
tenido en el espacio de las distribuciones temperadas. Si la norma de B
satisface (3.1), (3.2) y S (R*) C B, entonces L' (R") C B y la desigualdad
(3.3) se cumple.
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Prueba. Por el resultado anterior es suficiente probar que x, € B. Sea
o e S{E") tal que Sop ¢ C Qp,0 < ¢ < 1y |lxo — ¢ll,: < e Hacemos una
construccion mductiva. similar a la que se realizé antes, para obtener una

sucesion de funciones {fm} en § (R7) tal que

fm—vxo en B y fm—’Xo en L'(R™).

Comenzamos con e; = xq ¥ €1 = ¢. Sea 0 < £ < 1, entonces afirmamos
e existen enteros up < uz < - < Uy < oo, y coeficientes {sg} , asociados
con los cubos diddicos @, tales que las funciones

Eyp Z SQXQ

HQ)=2um

Em = Z sQdqg,

£(Q)=2—wm

donde g (z) = ¢ (2{(5?

(l) ||E"!HL1 < l}emHLl < (m — i) (1 + 5) Em—l;

) ym =23, -, satisfacen

(i) o= T, <tk (m— 1)eem,

nt
donde f, = E . Para obtener estas funciones para m = 2, primero esco-

(£
gemos ug > 1y una funcién escalonada

ey = Z $QXq

£(Q)=2"2

que satisface {|xo — &1 — e2]|;: < £2. Entonces

flealln = llea —xo+ € + X — €l
lIxo — €1 — ezl + llxo ~- &l <ele+1).

A

Probemos (i). Por la iltima desigualdad obtenida y el hecho de ser Pg <
¢ S€ tiene
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ol = || > sodoll < 3 Isal|leo)

L1

Q=22 L HQ-2ve
= Z |sQ[/ bg (z)de < Z |3Q|f Xg (z) dz
HQ)=2v2 R {Q)=2""2 Re
= ) lsallQl= lleally, <e(e+1).
HQ)=2"u2

Para ver que (ii) se cumple, observemos que

o5, = Ixo-5 -5 o tel,
< lxo ~ & —ealbpn + lles - el
< &+ leg— |-

Pero por ser la norma de L' (R") invariante bajo traslaciones, dilataciones
y por la definicién de ¢, se tiene

llea — &l
= Z 5Q (XQ”CbQ) (z)
{e)=27"2 Ll
< ) lsalllxe— el
#Q)=2-v2
= %Y Xo — ¢ ](a:)dm
E(Q)E;_w Q / . a—dq
- ] o ) )l
Do eltalf e o (530) -0 (52|} e
= > lsell@HIxo — #ll = llxo — dlls llealla -
f(Q)=2-*

Por lo tanto, usando las estimaciones de [|x, — ¢||,1, |2
desigualdad se tiene

o 52|, <&+ o = ol llealls < €2 @42

|1 ¥ la tltima
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Supongames que tenemos estas funciones para m — 1 > 1. Demostremos
que vale para m.
Podemos encontrar v, > .1 y una funcién simple e,, tales que

(*) on ~ frm-1— em”L1 <e™

Entonces, por la hipdtesis se tiene

lemlles = ffxo = Fot = em = X0+ Fonma |,
b o o)
et ko= Fur]| | <™ H [m— 1)+ (m—2) e e

e™ Hm - 1){1+¢).

A

FAN

il

Ademais
Enlls = || D> sade| < > Iselldellimm
E{(Q)=2mum L A@=2um
- Isof f bolw) i s 150l ] Yo (@) dz
f(Q) 2-um )2“'11
= > lsollQi=llenlly < e’"“l (e+1)(m—1),
{Q)=2-1m

por que 0 < ¢ < xg y por la dltima desigualdad. Por lo tanto (i) se cumple
para m
Veamos que (ii) se cumple para m. Por (x) se tiene que

N I Y ———

< o= Fnr =, + llem =l

Em + ”em - EmllLl

AN

Pero por un andlisis andlogo al de la estimacién de ||leg — €|, , se tiene
que
llem = €mllz < llxo — éll 2 flemll -
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Por lo tanto, por ser ||x, — ¢|l,. <& y por (i), se ticne

< ™4 Ixo — Bl Nemll g
e+ e™(e+ 1) m—1)="[m+ (m—1)e.

”XO - fm L

A

De donde se obtiene (ii). De esto es ficil ver que { frm } es de Cauchy en
B. Supdéngase que m > k entonces

|-, = [ a] s X l@la=> | > sev
Fesktl g F=ktl =kl Jyy=2""% B
< 22, leallldell,
J=k4l gQ)=2~"
- n [
- > 3 dlalfe@ e (%5
I=k+1 g)=2"" B
= > Y lsall@llells =lells Y lesl,
F=k41 =27 j=k41
< liglly Y @ (L+e) (G- 1)
J=k+1
= ll¢llp(1+e)e ZE’ (-1
J=k+1
= l¢llg(t+e)e ng < lells € 1+e)eZsJ 1
j=k
Pero Zsj"l j es convergente (por el criterio de la razon). Asi, lailtima
j=k

expresién de la estimacién de Hfm - fk”n tiende a cero cuando k — oo. Por

lo tanto la sucesién {fm} es de Cauchy en B y como es un espacio de Banach,

entonces existe f € B tal que ﬁn — fen B.
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Addernds, por (it}
HXo - J?’m“U <emim+(m—1)eg].
51 hacernos m tender a infinito, entonces
e™m+(m—1)e} =0,

por que 0 < £ < 1. En consecuencia f,, — xo en L' (R®).
Pero por hipétesis B estd continuamente contenido en § (R?), entonces

ﬁn — xp en S’(]R").

En consecuencia, por ser § {IR™) un espacio vectorial topolégico Hausdorff,
f = xy. Porlotanto o, € B. &

El espacio L' (R") no es apropiado para muchos problemas en andlisis.
Muchos operadores importantes no son acotados en L' (R"). Por ejemplo,
este es el caso con la transformada de Hilbert H, definida por la igualdad

: 1 flz—y)
H = lim._g— 1 24
flz) = lime_o flylx y

i ¥
: 1 /() : 7
= Hm,_, —f dy = lim.gfe ().
0 e &= Y Y ofe ()

Si f = xi_1.. entonces Hf (z) = %IH(EH) para |z] # 1. La prueba es

como sigue.
Siz¢|-1,1], entonces

1t dy 1 1. [lz+1]
Hf(z)=— L _1 _
=1 il - 1]~ tnjo+ 1~ 2 (E441)

T) Ty

Six e (—1,1), tomando ¢ lo suficientemente pequeiia se tiene

s = 1 X[-1,1 (y)d
fte) = f B

7 Ty

T—€ 1
_ 1 f dy +/ dy =lln {I—i—li)l
m -1 T Y zte L Y T |2'_1E
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Por lo tanto

lim, o (z) = “In ('i*_”) si Jz] A1

m x— 1]

Pero

I + 1] 2 1 1
1 =In|l R e— Y —
l1(|~'ﬂ~1i T T e

cuando |z} — co. Ast, x(_y, ¢ L* (R).

Por otra parte supéngase que f = Xfo,1 — X|-1,0» ¢ntonces un cdleulo
similar al anterior muestra que Hf € L' (R).

La diferencia bdsica entre estas dos elecciones para f es que la primera
no tiene media cero, mientras que la segunda liene media ccro. Motivados
por este hecho podemos preguntarnos jqué puede decirse acerca de B, un
espacio de Banach que satisface (3.1) y (3.2), si reemplazamos la. condicién

§(R"} C B por la condicién S, (R*) = {f € S (R*): ff = 0} < B Si

hacemos csto, es entonces natural suponer que B estd continuamente con-
tenido en 55 (R™) , el dual de S (R*); 55 (R") es identificado, naturalmente,
con el espacio de las distribuciones temperadas médulo constantes. Ahora in-
troducimos el espacio minimal que tiene estas propiedades. Resulta que cste
espacio se pucde caracterizar usando la férmula de reproduccién de Calderén
de una manera que es completamente andloga a las caracterizaciones que
hemos presentado en los capftulos 1 y 2. Después mencionaremos la mini-
malidad de cste espacio y mencionaremos otras descomposiciones del mismo.

Definicién. Sea f € D'(R") y sea ¢ ¢ D (R"). Se define la dilatacidn
de una distribucidn, denctada por f,, como

<frn‘:9> = (f,(p(r-)) .

Seca ¢ una funcién que satisface las propiedades del lema 1.1. Considérese
. 11 .
cl espacio B, que consiste de todas las f € 8 (R") tales que

o di
= [ e s % < o
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Proposicién 3.5
. 0,2 - 0,1
La funcion [|-|| jos :B; - R es una norma para B; .
1

Prueba. Es claro, apartir de la definicién de ||-[|Bu.1 , que i[f}igﬂ-l >0
1 1
0,
¥ ||af||Bn.1 = |&f ||f||Bo‘x para toda @ € C y para toda f EBIl . Sean
1 1

0,1 . . .. ..
fig €B, , probemos la desigualdad det tridngulo. Por la distributividad de
ta convolucién con respecto a la suma y por ser |||, una norma, entonces

e d
£+l = [ oo Uo7

o dt e dt
] wﬁmu—+/ lou * gl

0 L 0 t
171 g0 + Nlgll o1 -

IA

Sea f EB?’I, probemos que E[f”Bu.z =0 siysolosi f=0. Es claro que si
1
f =0, entonces || f{| o1 =0.
1
Sea f € S (B™) tal que ”f”B?“ = 0. Por demostrar que f = 0.

Dado que S5 (R™) C S(R"), S (R™) es un subespacio vectorial de § (R")
v 5 (R") — C es una funcional lineal continua, entonces por el teorema
e Hahn-Banach existe una funcional lineal continua f sobre § (R") la cual
es una extension de f. Entonces puesto que ¢, * f =, = fi

e dt
[l £ 5 =0
0

lo cual implica que

gy * fill,r =0
para toda ¢ > 0. En consecuencia ¢, * f; = 0 para toda ¢ > 0 y para casi
toda z. Por lo tanto

O * i * fr =0

para toda ¢t > O y para casi toda z. Como ¢, € S{R") y fi € §'(R"), en-
tonces @, =@, * f) es una distribucién temperada. En consecuencia, aplicando
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transformada de Fourier y por propiedades de la, transformada de Fourier de
una convolucidn, se ticne

[0 * @, * fl]A = [f:; (t-)r f1= 0

para toda ¢ > 0. Como la transformada de Fourier es un operador biyectivo
sobre S (R") y también es un operador biyectivo sobre S (R") , entonces

[# @] fie s ey

para toda t > 0. ¥n consecuencia

(o] hwe)=(Afp @] vo) =0

para toda 1 € §(R*) y para toda ¢ > 0. Integrando con respecto a t con

mechda. 4 se tiene
[ (e s0) S =0

para toda i € § (R™).
2
Sea 7 : (0,00) — §(R™) definida como « (t) = [@ (t-)] ¥ (-) . Se puede

A
verificar que v es Lebesgue integrable en § (R™) y puesto que fi€ ' (R"),
entonces por el tcorema 2,3 del capitulo 2 se tiene

f?(ﬁ’[‘?’“')] ‘P())dt <ﬁ,f°°[ t)] v ()dt>=0.

Pero por la propiedad (5) del lema 1.1 y por la iiltima igualdad, se tiene

<J¢1:¢(')> =0

para toda ¢ € S (IR"). Por lo tanto

A

fi=0 en §'(R™).
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En consecuencia

f1 =0 en S’(Rn)
Asi

f=hHl5%(R)=

gue es lo que se queria probar. B
Proposicién 3.6

0,1 . . .
B, estd continuamente contenido en S) (R"), donde S§(R") tiene la
topologia désl.

Prueba. Por definicién B?'IC S5 (R"™) . Sélo resta probar que el mapeo
inclusién es continuo. Para probar esto se usa continuidad por sucesiones.
El mapeo

i :B?’l—) S (R™)
es continuo si y solo si para toda sucesién {fn},n € Z, que converge a 0 en
B2 , {fn} converge a 0 en 5] (R")
Sea { fn} una sucesién en B? que converge a( en B1 , queremos demostrar

que
(frr ) —

cuando n — oo, para tode ¥ € 5 (R") .
Sea ¥ € S (R™). Dado que Sp(R™) C S(R™) C L*(R™), entonces 9 €
L*(E™}. En consecuencia por €l teorema 1.4

$0= [ e 0%

0

(fu ) = <fmf°° (00 % 0, 2 0) dt>

Sea o : (0,00} — S (R™) definida como « (£} = @, * ¢, * 2. Se puede veri-
ficar que o es Lebesgue integrable en Sy (R®) y como f,, € § (R}, entonces
por el teorema 2.3

<f“‘/j(‘“”twf*¢)%> = f:o(fn,(got*cptw))%
- f:o<f’“/3n“’a('—y)(w:*w)(y)dy>%.

Asl
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Sea B2 R — 8 (R") defiuida como f(5) = g, (- ) (i * %) (3) . So
puede verificar que § es Lebesgue integrable en S, (R") y como f, € 8 (R™)
cntonces por el tcorema, 2.3

‘/:o<fn1/m“(9t(' — Y} * ¥) (y)dy>%

B /:O/Rn (oo ('_y)(‘:"x""%b)(f";’))a'hit]E
/:o f]kn((Pt * 'w) (y) (fny(Pt ( _ y)) dy%
- /“f (i, * 1) () (f"*‘Pr.)(y)d@gf,

0 Rn

De donde

ol < [ ] e Ol el yay®

o dt oo dt
ff |fnwt|(y)dv—=cf 1% pell e 2
0 J Ro t 0 4

= C“fn”B;"l — 0,

(AN

cuando n — co. Por lo tanto

<fm"ub) — 0,

cuando n — oo, para toda v € Sy (R"). W

. .01

Antes de probar que el espacio 3, ¢s completo, se define la transformada

de Fourier en §f (R*). Comenzamos definiendo un hiperplano y damos una
caracterizacion del mismo sin demostrarlo.

Definicién. Sea X un espacio vectorial, Un hiperplano es un subespacio
vectorial M de X tal que dimX/M = 1 (también se dice que M es de
codimension 1). '

Teorema 3.7

Sea X un espacio vectorial. Un subespacio vectorial M de X es un
hiperplano si y s6lo si M cs el micleo de una funcional lineal no cero.
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Ver {2]; pag. 73
Lema 3.8

So (™) es un hiperplano de 5 (R"}.

Prueba. Sea L : §(R") — C, definida como Ly = / @ (z) dz. Es claro

i
que I es lineal y esta bien definida. Ademds si 9 € S{R™) y ¥ ¢ S (R™),
entonces L # 0y KerL = 5 (R"). Por lo tanto S (R") es de codimensitén
1. e

Como consecuencia se tiene que

§ (R*) = 5 (B") @ ey

donde g, € SR\ S5 (B*),ceCy / wo = 1.

Se sabe que la transformada de Fourier, definida en S (R"), es un oper-
ador biycctivo. Lo que se pretende es definir la transformada de Fourier en
S5 ("), de tal manera que la transformada de Fourier de un elemento T del
espacio 5 (B") sea T aplicada a un clemento del espacio Sy (R™) .

Sea T e 55(B™), T se puede extender continuamente a S (R") del sigu-
iente modo. Sea T la extension de 7 tal que

(o) T(f +cpo) = Tf
con f € S (R"), vy tal que

(o) ’}E T,

Sea f € 5 (R"). Entonces por (ee} y por tener definida la transformada
de Fourier sobre § (R"), se tiene

2l
donde fe S (R"). En consecuencia

A

f=g+cp
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donde g € Sp {R™)}. Integrando lailtima igualdad se ticne

/.mvx ?: j‘m,. (g +cpp) = c.

Por otra parte
dwa= [ Foemac— o).

En consecuencia ¢ = f (0) . Por lo tanto

A

f=g+f 0}y
lo cual implica que

A
g=f —f(0)wo.

Sustituyendo el valor de g en la pentltima igualdad, se tienc
= (F-10w) + 700,
donde § —£ (0) g, € Sy (R"). Asf, por (e) y (ee) s tiene
? (=T (7) =T (F-rOw) +70 wo| =7 (1 -1 0)0)
con f € S (R").

Por lo tanto si T € S5 (IR"®) definimos la transformada de Fourier en
S¢ {R™) de 1a siguiente manera,

Ppy=T (? £ 0) 800)
con f € 5 (R*).

Toerema 3.9

. 0,1
El espacio B, s completo.
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0,1
Prueba. Sea {/.} una sucesién de Cauchy en B, , demostremos que

01 - 0,1 .
existe f €3, tal que f, — fen B, . Por hipdtesss, dada & > 0 existe

L= Z. tal que
| /e — fm“B"-] <€
H

st n.mm > k. Por la proposicién 3.6 se tiene que {f,} es una sucesion de
Cauchy en §) (B"). Ademds {(fn,#)} es una sucesién de Cauchy en C para
tnda ¢ € Sy (B") y en consecuencia su lfmite existe. Sea f definida por

(f: ‘;b) = hmﬂ—-*oo (fTH ¢>

con ¢ € Sy {IR"). Por el teorema de Banach-Steinhaus se tiene que
f:S%(ERY-C
es continua. También se tiene que f es lineal, ya que para toda ¢, € S (R")
vaeC
(Jotap) = limn oo (fard+ o) = limn oo (fa, @) + & iy soe (fr, 8
= {(fie) +tal(/¥).
Por lo tanto f € S (R™). Solo resta ver que ||f ”30.1 < oo para probar
1

0.1
que f €8 .
Como || fr — fnllso.x < g sin,m > N, para alguna N € Z,, entonces
1

e d
[ e (= s 5 < 0
0

1o cual implica, por ser @, = {f, — fm) € C* (R™), que

[‘1‘75 * (fn - fm)} (:B) - [(Pt* (fn - f)] (I)

puntualmente. Aplicando el lema de Fatou a la sucesion [, * (f, — [}l se
fiene
ooy # (fa = Flllpe < i, [Jo0r (fa = fdllprs
lo cual implica
P
0

- dt . dt
t/‘n oy = (fa — f)n,r,l T < / i, e fliog = (fa — fm)HLl 7
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Aplicando nucvamente el lema de Fatou a la integral de la derccha, se
ticne

/ N S

TS tim e [l (= Sl 5

lo cual implica
. e dt
If = fallgps < lim, o, . llioe * (o = fondlpx 5
= l—imm-—»oo ”.fm - fn“l’;[l]" S €
sin > N. Tomando ¢ = 1 se tiene

”f”é‘l’vl = ||f = fo+ fnli,j‘l"l <|f - fn”;‘;‘l’-l + ”.fn”B‘:" <1+ ”.fﬂllg‘l‘-‘ < 00
L0l
Ast, f €B," . Finalmente probemos que

fo— foen B(ll,l'

Esto es consecuencia de lo anterior, ya que si tomamos ¢ arbitrario se
tiene

IA

. o dt
mm—voo f{] ”(’pt * (fﬂ - fﬂ’l)“Ll ?

= liﬂm-—mo ”fm - fn”B?'l S €

”f - fn“B?'l

i L0
sin > N. Por lo tanto ¢l espacio B, es completo. B
Proposicién 3.10

La norma [[-||Bn,1 es invariante bajo traslaciones y dilataciones.
1

Prueba. Sea f ¢ B?‘l y h € R". Probemos que
”f ( - h)”ﬁ‘;'l == ”f”Bll)l .

Como ¢, € S(R™), f € 5 (R"), entonces por la definicién de la convolu-
cién para distribuciones, se ticne
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l

= dt o dt
[ Moo e G = [t

- / I e 5 = o

1 = Rl oo

donde se usd la propiedad de la traslacién de una convolucién de una dis-
tribucién por una funcién en el espacio de Schwartz, y también el hecho que
la norma L' (R") es invariante bajo traslaciones.

0,1
Sea f €B, yr > 0. Probemos que

[1fell ot = i £l gor

J, o i = / f (% 1) () 4o
/f [{f, (T2,) ( ]d:r,_
Pero

() () =B ~2) = p (=) =t " (”; - ) =te s (2]

nfr“B?"

Sustituyendo se tiene

g = [ f e (G-

Haciendo el cambio de variable w = £ y el hecho de que f es lineal, implica
que lo anterior es igual a

Lo
[T o 5) ot

Aplicando otro cambio de variable s = £, se tiene que lo anterior es igual
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= -n u—- rds
(oo (55))
= [ ] e M
NGB -

[ (7uifs) ()] du-?

fi
k‘\k\;‘\\\

d
(s 1) ()] du = |0

Proposicién 3.11
0,1
5o (Rn) B
Prueba. Sean ¢, € 5 (R*), queremos demosirar que
oo at
g0 = [ ool § <

Por ¢l corolario 2.23, con k = 0, s¢ tiene

00 d e
[ el § <etopm ol

En consecuencia, por ¢l teorema de Fubini ¢ integrando ep coordenadas
esféricas

||¢”i3';'1 = f f (g % 9) () |dar:— f / [, * ) () dem

¢ (L+ |z)) ™ de = c/ f (14 7)"" 1 rdo (o)
0

Ikn

A

gn—1

. c|S"_1|f:)(1+7')*2d7' < 00. M
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]}; es llamado el espacio de Besov. En el siguicnte resultado sc prueba

oL . L )
gue J3, tiene una descomposicion atémica suave. El enunciado del teorcma
v su prueba son muy similares a fas que hemos presentado en los dos capitulos
anteriores.

Teorema 3.12
. 00 , :
Supongase que f €B, y N € Z,. Entonces existen coeficientes {sq} , 0 <

s¢ < oc, donde @ varia sobre los cubos diddicos, y funciones {ag} en D (R")
tales que

(3.13) f= ZSQGQ ;
Q
(3.14) Sop ag C 34 ;
(3.15) f zTag(z)dz=0si |y < N
er
(3.16) SUD,exn 1(07ag) (2} < c;€(Q)1"7% para v € 21 ;
(3.17) > lsel 1QIF = [1£1l o0 -
Q

Prueba. Como en los casos previos, aplicamos la férmula de Calderdn
a1
para f €3, :

) f(:c)=/:°(<,otwt*f)(m)%,

la cual converge en S {BR™) (observese que la integral de la derecha converge

. . - 0,1
absolutamente a una funcién en L' (R™) si f €8, ).
Discretizando el lado derecho de la igualdad anterior, como se hizo en la
pnueha del teorema 1.6, se tiene

. dt
f(l):ZQ:/fT(Q)%(GS—y)(%*f)(y)d? a3

so =101 //m) Wla

Sea
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¥, cuando sq # 0,
1 dt
0@ = [ [ pe-neornma
sq/ J 1 ¢

Es claro, a partir de las definicioncs de 5@ ¥ ag, que (3.13) se cumple.
La prueba de (3.14) es igual a la prueba de (1.8). De manera andloga a
como se probs (1.9), se prueba (3.15). (3.17) se sigue inmediatamente do
la definicion de sq y de que la suma corre sobre todos los cubos digdicos Q

(R’}f‘ = UT (Q) | - Solo resta probar (3.16). Por férmulas de intercambio
Q

. 1 . dt
O = o [ [ @)=t mn

- —Mgr, [TV (5, 4 at
- _ngfﬂ@)t ""amp( ; )(tpg f)(y)dyt-

Por lo tanto

(87ag) (z)] < ;2— / f e gl
107l e (e, it
< THT@‘* [, £) ()]

7o (252 i D

Pero como ﬂ,?l <t <L(Q), entonces ¢ < 27l (Q) "M | Usando
esto ltimo, la definicién de sg y tomando el supremo sobre todas las z € R®
se tiene

SUpsepn [(07ag) (2)]

1070 log ontinl 5 ¢ yv=ni-irl | . d
=@ [ ) @l
187l 2718 (Q) 271 = ¢ (p, 7, m) () 31

Para terminar, probemos que () converge cn S (R*). Sean 0 < ¢ < 6 <
oo y definase f. 5 como

5
fos () = / (pexipes £) () 2.

£

IA
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Por demostrar que
fes — fen S5 (R")

enando € — 0 y & — co. La prueba consistira de varios pasos.

Paso 1. f.s € 5 (R").

.. . 0,1

Prueba. Sean 0 < ¢ < § < oo fijos y f €RB, , probemos que fos €
§'(2*}. Veamos que f.5 € L' (R*). Es claro que f. 5 es medible, sélo basta
probar que la norma L! de f. s es finita.

Por el teorema de Tonelli, por la desigualdad de Young y por ser f EB 1
s tiene

L)
ifeell = - / (e x 0o+ ) () %é dz

/ /jl(aotwt*f) (@) Lot
/5/' [(s2p % o, % f) () |d$d_t _/“‘Pa*@t el 2 dﬁ

dt dt
lleli;, / llee, = f”Ll — <lell [ flog = £l s n
0

“‘PHLl ”f“ﬂfl” < 0.

(AN

[

It

Asi. f.5 € L' (R™) para toda 0 < £ < § < oo. Pero L' (R™) cstd continua-
mente contemdo en §' (R*) y como S’ (BR*) C S (R™), entonces fs € S (R™)
paratoda 0 <& <6 < o0

Paso 2. Si f € S (R™}, entonces fE Sp (R™) .

Prueba. fe S {R™) si y sélo si f es lineal y continua. Scan ¢, ¢ €
SalZ™) vy o un escaleu queremos demostrar que

(io19)= )+ {34)

Usando la definicién de la transformada de Fourier en Sg (R™), la lineali-
dad del operador transformada de Fourier sobre § (R”), la linealidad de f y

I IS
¢l hecho de que ¥ = (0) wg.¢ —d (0) vy € S, (R™), entonces

<?.a~+¢> = (£ @+¢)" — (¥ +6)(0) o)
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Y

<?, o) = (f (@) ~ (@) 0) ) = a (5% -v0) w)=a <?, w) .

A A
Por lo tanto f es lincal. Sélo resta probar que f es continua. Sea {3, } una
A
sucesién en Sp (R*) tal que b, — 0 cn Sy (IR*), probemos que < i ,114.> — 0

cuando k — oo.
Por definicién de la transformada de Fourier en S5 (R"), se tiene

(F0e) = (50 00) = (1)

~ A ~
donde ), =1, —1; (0) . Es claro que 9, € S (R) paratodan =1,2,3,---.
Basta probar que 1, — 0 en 5 (R"), puesto que f € 8} (R").

P, - 0 en So (R"™) siy s6lo si “;/v)k“ 0 0
o,
cuando n — oo para todos mulii-indices «, 3, donde

[ 29" [~ 0) o] 0

= SUPzeRn
o,

Tenemos que
5P [w 5 0) %] () = 5°(0° 1) 2) — a9 0) [0%00] (a).

Por hipétesis 1, — 0 en S, (R*), entonces 1, (x) — 0 puntualmente. En
consecuencia ¥, (0) — 0 cuando & — oo. Por lo tanto

z%, (0) [B’Bcpﬂ] () — 0 cuando k — co.
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A
Por otra parte como ¥, € S (R™) , entonces ¥,.€ S {R™), y por propiedades
die la transformada de Fourier se tienc

18 ) (3) = (<1 (=) (% ) () = (=1) P a" ()" (@)
v como * 1 §(B*) — §(R™) es continuo, entonces haciendo & — oo
(1) 2 (P)" — 0,
por que ¥, — 0 en Sy (R™) cuando £ — 0. Por lo tanto
{5& — Oen 5 (R").

A
con lo que fe 5 (R™).
A A

Paso 3. f,;—fen 5 (R") cuandoe — 0y 6 — co.
Prueba. Sea i) € § (R*}, queremos demostrar que

A A
<f£.6 “f:l.b> — 0 cuando £ — 0 y cuando § — oo,

Por la propiedad (5) del lema. 1.1 y por propiedades de la transformada
de Fourler de una convolucidn, se tiene

(Fo-tw) = (fu=7 [ o] T0)
- (fu= [T i o] T

= <}g,a —f:o[soa*%*f]“%n!))

Sea v : (0,00) — L' {R") definida por v (t) = ¢, #¢, * f. v es una funcion
Bochner integrable, puesto que por la desigualdad de Young

= dt = di
[T G <l [ s sl G < oo
0 0

Por lo tanto, por el teorema 1.3, ¥ es Bochner integrable. Ademds, como

AR - Gy (RT)
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es un operador lineal continuo, entonces por el teorema 1.2

% AN oo dt
{([T0)%) = [Thor.
0 0
Usando esto ltimo y la linealidad de la transformada de Fourier, se tiene
A o0 A dt A o0 AN
fs,&'"/o [‘Pt*ﬂot*.ﬂ Tﬂp = fs,s_ fo Got*‘Pt*f? P
00 dt A
<{f£,é‘”‘ /0 2 *‘Pt*f'_t"} 51.[)>

I}

Pero

: o dt . e dt
limg_0,6—00 {fs,6 - f O H i, ® f——t—} = llmg_,ol,gm,oofs‘g—[ (‘o**(P‘*f? =,
0 J o

Por lo tanto

A A
<fs,a"'f,'l/)>->0cuand0.=:—+0y6—»oo_

Finalmente tenemos los argumentos necesarios para probar que
fes — fen S5 (R") cuandoe — 0y & — oo.
Jes — f en S (R™) si y sélo si para toda ¢ € S, (R?)

{(fes = i) — 0

v
cuadoe — 0y § — oo. Seap € S (R} y consideremos 9/ (no necesariamente
esta en Sp (R")). Como la transformada de Fourier es lineal y por definicién
de transformada de Fourier en S} (R"), se tiene

<?,.,a - ?,ai) - <f5,5 R (0)%>-
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v . v
Pero como 3 € S5 (B™) y ¥ {¢) = / ¥ (z) ™= Sdz, entonces ¢ (0) = 0,
En tonsecuencia ®

£y ANV
(Fos = F:0) = tGeo= 0.
Usando el paso 3 se tiene
A ANV
(Foo=10) = thus = 1.0) =0
cuando £ -—— 0y § — oo, Por lo tanto
fes — [ en S {R™)
cuando £ —» 0y § — oo. Esto termina la demostracién del teorema. B
Como fue el caso en los dos ejemplos de descomposicién atémica suaves,

eate teorema tiene una inversa: si {sg} g, €8 una sucesion de coeficientes

que satisfacen ZQ lsol |Ql_% < 00, ¥ {ag} es una sucesién de funciones que

satisfacen (3.14), (3.15) y (3.16), entonces f = ZSQCLQ EB{I]’1 y
Q

17000 < e sal Q172
Q

La versién general (molecular) de esta inversa, y su prueba, son muy
similares a los teoremas (1.18) y (2.13).

A continuacién establecemos la propiedad minimal del espacio B?'l . Para
la demostracion de estos resultados ver [4]; pags. 31-33.

Comenzamos dando un argumento “suave” que nos da una descomposi-
cion atdmica de este espacio directamente de la férmula de Calderdn (la cual
puede ser pensada como una version continua de nuestra descomposicién
atémica suave). Esto es, se prueha el andlogo del teorema 3.12.

Teorema 3.18

0.1 _ )
Supéngase que f €3, y ¢ satisface las propiedades del lema 1.1. En-
tonces existen sucesiones numéricas {s:} y {#}, tx = 0, y una sucesién de
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puntos iy, € R”, k =1,2,..., tales que, si a; () = t2p,, (x — hy), tenemos
o0
. 0,1
que f = Zskak (con convergencia en la norma de B, ) y
k=1
0 n
2
AT
k=1

Para la prueba de este resultado se usa un resultado de analisis funcional
que puede ser obtenido del teorema de Hahn-Banach:

Lema 3.19

Sea K un subconjunto cerrado, convexo y acotado de un espacio de Ba-
nach B sobre los reales. Si z ¢ K, entonces existe una funcional lincal
continua ! de valor real en B tal que

Supawexd (w) < 1(z).

Observemos que en la descomposicién en el teorema 3.18 hemos perdido
la informacién acerca de la localizacién precisa de los cubos que son el soporte
de los atomos del teorema 3.12. Por otra parte, el teorema 3.18 nos da una
expresion mds explicita para las funciones que corresponden a los dtomos

. 0,1
suaves. En particular, este resultado nos dice que B,  estd generado por las
traslaciones y dilataciones de un solo elemento . La minimalidad de cste
espacio ahora es inmediata:

Corolario 3.20

Supéngase que {13, |||} es un espacio de Banach continuamente contenido
en 53 (R*) . Si la norma dc B satisface (3.1) , (3.2) y 8 (R*) C B, entonces

. 0,1 , .
B, estd continuamente contenido en 3.

Observemos que los teoremas 3.12 y 3.18 nos dan dos tipos diferentes de
0,1 .
descomposicion del espacio de Besov B, . Iste fendmeno, también como las
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caracteristicas especiales de cada descomposicion, ocurre en el marco de una
clase grande de espacios,

Hay otra descomposicién, mds naturel, del espacio B1 (R) que merece
ser mencionada: la descomposicién de dtomos especiales. Para un intervalo
finito I = [a, b}, sean I, = [2£2,b] y I = [a, 2] . El stomo especial asociado
con I es fa funcién hy = Il {xs. — x1,} - Claramente [[A]| = 1. Sea B el
espacio de todas las .

F=3 ot
=1

jo. =}
tales que Z l¢;| < oo. Si definimos
7=l

| f]f = inf {Z le;] : f = chhrj}
J=t j=1

para f € B, entonces B es un espacio de Banach, llamado el espacio de
dtomos espec:ales que satisface las condiciones del corolario 3.20. Resulta

que B B1 . mds precisamente, tenemos:
Teorema 3.21

. _— - 01 .
Bl espacio de dtomos especiales (B, ||-]]) coincide con B, (R) y existen
constantes a,b > 0 tales que

allfI < 1700 < DAY
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