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CAPITULO 0

Introduccién

El producto de Kronecker x* ® x* de dos caracteres irreducibles del
grupo simétrico S(n) es en general un caracter reducible de S(n). El
problema central de esta tesis es describir la descomposicién de di-
cho producto en caracteres irreducibles, o equivalentemente, para cada
cardcter irreducible x* de S(r), calcular la multiplicidad c(, i, v) de
x” en x* ® x*.

Este es un problema clésico de interés tanto para la teorfa de re-
presentaciones del grupo simétrico, como para la del grupo general
lineal complejo. Dados un espacio vectorial complejo V de dimensién
finita y una particién A, mediante el producto tensorial se construye un
GL(V}-médulo conocido como la potencia de Schur del espacio vecto-
rial complejo V', denotado por S,(V). Con ello obtenemos una manera
de generar nuevas representaciones del grupo general lineal complejo
con aplicaciones en el estudio de los grupos de Lie. La multiplicidad
del GL(V) x GL(W)-médulo S, (V) % S.(W)enS,(V % W) es igual a

e(A, p1,v) ((FHI1, p.80)).

Estos mimeros aparecen también en otros problemas matematicos
como el estudio de caracteres multiplemente transitivos ([JS75)), la
descripcién de los caracteres irreducibles del grupo simétrico $(n) que
permanecen irreducibles al restringirlos a subgrupos de permutaciones
([JS87]) y el estudio de los mimeros cubrientes de caracteres de los
grupos alternantes ([IZ92]).

Los grupos de permutaciones y los productos tensoriales también
tienen importantes aplicaciones en la fisica, en particular, el producto
de Kronecker de dos caracteres juega un papel fundamental en la teorfa
de sistemas acoplados y en la derivaci6n de reglas de seleccién ([MHS9,
p.128,147]).

Aunque existen férmulas y algoritmos para calcular ¢(), g, v), nin-
guna de ellas es completamente satisfactoria, por lo cual este problema
se considera abierto.

El presente trabajo es una revision de los resultados conocidos mas
importantes sobre el tema, incluidos varios encontrados en la tiltima
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década, presentados de manera unificada y con demostraciones nuevas
de algunos de ellos.

Debido a que la teorfa de representaciones de grupos no se imparte
de modo generalizado en la licenciatura, fue necesario dedicar los dos
primeros capftulos de la tesis para desarrollar las ideas bésicas de la
misma. Asf, en el primer capftulo se establecen nociones preliminares
y se sintetizan los resultados sobre caracteres de un grupo.

El segundo, se enfoca en la teorfa de caracteres en el grupo simétrico
S(n). En él compilamos los elementos que, pese a ser esenciales para
dicha teorfa, se encuentran dispersos en diversos libros y articulos.
Ademds, incluimos resultados manejados por los especialistas en el
tema, pero que en la bibliograffa cldsica sobre el mismo no se desa-
rrollan, como por ejemplo, la generalizacién de la Regla de Littlewood-
Richardson.

En suma, con el objeto de no dejar cabos sueltos, en estos primeros
capftulos se presentan todos los resultados que fueron utilizados poste-
riormente para abordar el problema antes planteado. Se incluyen sélo
las demostraciones de algunos de ellos, pero se buscé remitir al lector
a las fuentes adecuadas para justificar cualquier afirmacién no probada
a lo largo de este trabajo.

Los capftulos siguientes se refieren a! problema central de la tesis.
En el capftulo tres se definen los mimeros ¢(, p, ) y se presentan algu-
nas de sus propiedades bdsicas. Asimismo, se explican ciertos métodos
y férmulas para descomponer un producto de Kronecker que se derivan
de la Regla de Littlewood-Richardson; destaca, en especial, la descrip-
cién de los mimeros c(A, i, v) en funcién de multitablas, tomada de
[EV97, p.4], la cual es utilizada posteriormente para obtener las fér-
mulas del capftulo seis.

En el capitulo cuatro reunimos las condiciones necesarias para que
c(A, p, v) # 0 establecidas por diversos autores en términos del ancho,
la altura o la profundidad de estas particiones. La recopilacién de
dichos resultados muestra que existen planteamientos diferentes sobre
las condiciones mencionadas que, sin embargo, mantienen una estrecha.
relacién. Por otro lado, se buscaron e¢jemplos para ilustrar que estas
condiciones son necesarias, pero no suficientes, asf como para realizar
el andlisis comparativo de los distintos planteamientos. También se
establecen férmulas recursivas para c(, g, v).

En el capftulo cinco se describen los productos de Kronecker en
los que las particiones involucradas son escuadras. Se da una prueba
distinta de un resultado de Remmel [JR89, p.108] a partir de una
nueva aplicacién de las férmulas recursivas de Dvir presentadas en el
capftulo anterior.
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En el dltimo capftulo se incluyen férmulas para calcular los nimeros
Ir(\ piv) y ¢(A u,v) en el caso en que A = p y la profundidad de v
es menor que cinco. Cabe destacar que las férmulas para profundi-
dad cuatro son aportaciones de la autora de esta tesis e implicaron la
realizacién de calculos laboriosos.

Para concluir se anexa una bibliograffa basica sobre el tema.
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CAPTULO 1
Nociones preliminares

En este primer capftulo se establecen los conceptos preliminares nece-
sarios para el presente trabajo, relacionados con particiones, diagramas

y tablas de Young, grupos de permutaciones y caracteres de un grupo
finito G. '

1. Particiones

Una particién es una sucesion A = (A1, Az,..., A, ...) de enteros
no negativos tales que Ay > Ay > ... > A, ..., que contiene sélo un
nimero finito de términos no cero; las A; son las partes de A. Por
convencién abreviaremos la escritura de una particién del siguiente
modo: A = (a]?,a3?,...}, donde m; es el nimero de partes de A que
son iguales a a; y omitiremos las partes iguales a cero; por ejemplo,
(5,3,3,1) = (5,3%,1). La particién (0,0,...) se conoce como la parti-
cién vacfa.

El peso de una particién A, denotado por |A| es la suma de sus
partes, es decir, |A| = 3, Ai. Si |A] = n decimos que A es una particién
de n y lo denotamos por A +n.!

A base de particiones dadas podemos construir otras nuevas como
las que se mencionan a continuacién. Dada la particién A = (A, Ag,...)
la particion conjugada de A se define como A = (A[,A3,...,AL,...)
donde X] = card{j|\; > }.

Sean A = (A, Ag,...) ¥y # = (py,H2,...) particiones. La inter-
seccidn de A y i, que denotaremos por A N p, es la particién tal que
AN g = (n,n,...) con y; = min{A;, 4;}. Por ejemplo, si tomamos
A = (7,4,2,1) particién de 14 entonces X' = (4,3,2%,1%) y por tanto
ANXN =(4,3,2,1). Sea |A—pyl:= Z |A: — ], tenemos que

AL+ lul —2ANp| = Z (A + p: — min{A;, pi}) — min{A;, )]

=Y [max{A, g} —min{, m}] =D [ =l = A -

i>1 iz1

1En este trabajo n, m y [ denotardn nimeros naturales.

1
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en el caso en que A y 4 son particiones de n, 2JA N y| + |A — | =
|A] + || = 2n, o enunciado de otro modo:

Observacién 1.1. Dadas A\, b n, ANyl =n-— B—;—E[

Diremos que una particién A es una escuadrasi es de la forma (a, 1°)
conay benteros a > 1y b >0, una escuadra doble si es de la forma
{c,d,2¢,17), con ¢, d, e, f enteros no negativos y 2 < d < c.

Dadas A = (A, Az,...) y # = (1, p2, ... ) particiones se dice que
14 estd contenida en A, p C A, si y; < ); para toda i. Esto da pie a
buscar formas de comparar las particiones en la medida de lo posible;
una manera de hacerlo es la que se da a continuacién. Consideremos
el conjunto de todas las particiones de un natural n. Podemos definir
en él un orden parcial de la siguiente forma: dadas A, g - n decimos
que A domina a pcuando A +---+ A >y +--- +p; para todai y lo
denotamos por A B u. Al conjunto de todas las particiones de n junto
con este orden de dominacién lo llamaremos P(n).

Observacién 1.2. El orden antes definido no es total, por ejemplo,
las particiones (3,1%) y (2®) no son comparables.

Observacién 1.3. A psiy s6losi g’ & X, ver el libro de Mac-
donald [IM95, p.8].

Requeriremos también del llamado orden lexicogréfico en el conjunto
de todas las particiones de un natural n, que resulta ser un orden total.
Diremos que A > u si A = u o bien si la primera diferencia no cero
A; — p; es positiva.

Observacién 1.4. Si z < A entonces u < A. El recfproco es falso.

Por dltimo mencionaremos algunos conceptos asociados a una par-
ticién que se requerirdn posteriormente.

Dada A = (A1, Az, ...} una particién, definimos el ancho de A, w(A),
€Omo A;, y su altura, h{A), como el nimero de partes distintas de cero
de XA o equivalentemente h(A) = w()\'). La profundidad de X, d(A) es
la suma de sus partes excluyendo la primera, es decir, d(A} = 3 .., Ai;
denotaremos por A a la particién de d()) que se obtiene quitando a X su
primera parte, esto es, A = {Aqg, A3,...). Por ejemplo, si A = (4,22,1%)
tenemos que w(A) =4, h(X) =5,d(M\) =6y A = (22,1%).

2. Diagramas y tablas de Young

Hay una manera natural de visualizar las particiones de un ndimero
mediante diagramas.
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El diagrama de Young de una particién X es una coleccién de cuadros
o celdas acomodados en renglones alineados a la izquierda de modo que
el renglén ¢ tiene \; cuadros, por ejemplo, el diagrama de Young aso-
ciado a la particién (3,2, 1?) es el siguiente:

|

Podemos formalizar este concepto definiendo el diagrame de Young
asociado a A, denotado por D*, como el conjunto

={(i,/Ye N’[1<j < Ak

al dibujarlo se adopta la convencién, como en las matrices, de que la
primera coordenada i (que indica el renglén) crece conforme bajamos y
la segunda coordenada j {que indica la columna) aumenta al movernos
de izquierda a derecha.

Le llamaremos tabla a cualquier llenado de las celdas de un diagrama
de Young con enteros positivos; A serd entonces la forma de la tabla.
Una tabla semiestdndar es una tabla tal que:

1. Sus renglones son débilmente crecientes.

2. Sus columnas son estrictamente crecientes.
Una tabla esténdar es una tabla semiestdndar cuyas entradas son los
mimeros de 1 a n (siendo n el peso de la partici6n en cuestién) presentes
una sola vez.2 Por ejemplo, dada A = (6,4, 3,2),

1]213[3[4]5] [1[3[7[12[13]15]
2[31415 2{5|10(14

AHE © 4811

57 HE

son tablas semiestdndar y estdndar respectivamente, de forma A.

El llenado candnico de un diagrama se da colocando los ntimerocs de
1 a n de manera creciente, de izquierda a derecha y comenzando por el
primer renglén. El llenado canénico del diagrama del ejemplo anterior
es:

1[2[3]4]5]6)
718|910
111213

1415

2El nombre genérico para todos estos llenados es €] de tablas de Young, aunque
a veces el término tabla de Young denota lo que en este texto se define como tabla
semiestdndar (WF97, p.2].
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La descripcién de estos datos combinatorios en el plano permite
tener construcciones simples y utiles con las cuales se pueden visualizar
ciertas propiedades de las particiones. Por ejemplo, podemos obtener
A" girando el diagrama asociado a A sobre su diagonal principal® y
tomando la particién correspondiente a este nuevo diagrama:

] n

A=(3,2,1%) — — A= (4,2,1).

—

También es posible determinar cudndo una particién domina a otra
analizando sus correspondientes diagramas: A &> psiysdlosiA=po
bien D* puede obtenerse de D* moviendo cuadros que se encuentran
en el extremo derecho de algin renglén y colocdndolos en el extremo
derecho de renglones superiores. Por ejemplo, dada g = (4,1?) se tiene
que:

AL LD 117100,

son todos los diagramas que se obtienen de D* mediante el procedi-
miento antes descrito; asf, {AF 6]A & pu} = {(4,12),(4,2), (5, 1), (6)}.
Dadas A y p particiones tales que g C A el diagrama sesgado de
forma A/ es el diagrama que se obtiene de remover el diagrama de u
del diagrama de A que lo contiene. Una tabla sesgada semiesténdar es
un llenado de un diagrama sesgado con enteros positivos de forma que
se cumplan las propiedades 1 y 2 antes mencionadas. Por ejemplo, si
A =(5%4,3,2) y up = (4%,1) el diagrama sesgado de forma Auy una
tabla sesgada semiesténdar de forma A/j se muestran a continuacién:

q

6
: 2744 . (1)
2136

5|6

Observamos que al tomar p como la particién vacfa, A/p = X asf que
hemos generalizado la definicién de tabla semiestdndar mencionada an-
teriormente.

3Este diagrama se conoce como el diagrama transpuesto de D*.
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Un diagrama sesgado de forma A/ es una tire horizontalsi A, — u) <1
para toda i. Por ejemplo:

L[

Diremos que un diagrama sesgado E es conezo si dos cuadros cua-
lesquiera en E pueden ser conectados por una sucesién zg, 21, ..., Tm
de cuadros en E donde z;_; y z; tienen un lado en comiin para toda 1.

A Eselellama una escuadra sesgada cuando es un diagrama conexo
y no contiene bloques de 2 x 2, por ejemplo:

A un subconjunto E de un diagrama de Young D se le llama una
escuadra sesgada especial si es una escuadra sesgada que tiene al menos
un cuadro de la primera columna de D. Diremos que una tabla T es
una tabla de escuadras sesgadas especiales cuando:

1. Sus columnas y renglones son débilmente crecientes, y
2. Todas las 7 en T forman una escuadra sesgada especial .4

Por ejemplo,

[~
[~

| ] G
W] o] Lo
L=

Wl GO Qo BO]

4

es una tabla de escuadras sesgadas especiales.
El signo de una tabla T' de escuadras sesgadas especiales con es-
cuadras sesgadas F se define como:

sgn(T) := J (~1)&-2,
BeT
con h(E) el mimero de renglones de £. En el ejemplo anterior tenemos
sgn(T) = (-1)°(~1)°(-1)*(-1)* = 1.

Fijémonos ahora en los nimeros que llenan un diagrama para for-
mar una tabla. Dado m = (my,m2,..., ) un vector de enteros no
negativos diremos que una tabla T' de forma A/u tiene contenido 7 si

“Esta definicién es la que presenta Sagan en [BS91, p.181].
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t aparece m; veces en €l llenado de T. El contenido de la tabla del
ejemplo (1) es (0,3,1,2,1, 3).

A cada tabla sesgada T se le puede asociar una palabra w(T)
leyendo los nimeros que aparecen en T de derecha a izquierda comen-
zando por el primer renglén. En el ejemplo (1) tenemos que

w(T') = 2644263265.

A una palabra w(T'} = w w2 ... w, se le llama una permutacién de
celosta® cuando la cantidad de veces que aparece el niimero 7 hasta un
momento arbitrario de la palabra es mayor o igual al mimero de oca-
siones que aparece j + 1 hasta dicho momento, es decir, si m;(w¢,) de-
nota el nimero de veces que ocurre el simbolo j en la palabra wyw; . . . w,,
w(T') serd una permutacién de celosfa cuando

mj{we,) < mj_1{we,) paratoda 1 < r < sy para toda j > 2.

Por ejemplo, la palabra 11232 es una permutacién de celosia.

Sea m = (m,m,...,m) un vector de enteros positivos tales que
m+m+...+mm =nyp(i) - m para toda i. Una sucesién T =
(T1,T2,...,T;) de tablas es una multitabla de Littlewood- Richardson
de forma Afp , contenido (p(1),p(2),...,p(r)) y tipo  ( ver [EVOT,
p-3]}, si:

1. Existe una sucesién de particiones
p=A0)Cci1l)C---CA(r)=A

tal que [A(3)/A(i —1)|=m paratodal <i<ry

2. Para toda 1 < i < r, T; es una tabla semiestdndar de forma
A(#)/Mi — 1) y contenido p(i}, tal que w(T}) es una permutacién
de celosfa.

1
ITI]1] 1] %I
2

Por ejemplo,

I [3]2], 1

1123
314
es una multitabla de Littlewood-Richardson de forma (52,4, 3,2), con-
tenido ((3,2), (2,12),(5,22,1)) y tipo (5,4,10). Es comin representar

SEn inglés el nombre usado es lattice permutation, dado que desconozco si existe
¥a alguna traduccién de este término utilizaré lo que me ha parecido 1a traduccién
més apropiada al espafiol.
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la multitabla del siguiente modo:

1JI[1]1]1
2]213]2]2
1[1]1]1
11213
314

Estamos shora en condiciones de definir los llamados coeficientes
de Littlewood-Richardson que son bssicos en el desarrollo de} problema
a tratar:

Definicién 1.5. Sean A n, uF m con m < n, p(7) una barticidn
para toda 1 < i < r, con |p(1)| + |p(2)| + ... + |p(r)] = n —m.
Denotaremos por c?‘f(’“;)' o(2).... or)) 31 Mimero de multitablas de Little-
wood-Richardson de forma A/u y contenido (p(1), p(2),...,p(r)). Si
p € A definiremos C?p/(’;),p@) o(sy) COMO CETO.

Observacién 1.6. El caso més usado se da cuando u es la parti-
cién vacfa y r = 2. En éste, para que Cfp(x), 2(2)) (que por comodidad se
escribird como Cf:u) o(2)) sea distinto de cero se requiere que p(l) € A
La contrapuesta de dicha afirmacién es falsa.

. Au _
Observacion 1.7. ¢ 4(3),.. o(r)) = Cnp0p().- 7))

Otros nimeros importantes que se requerirdn en el desarrollo de
este trabajo son los denominados nimeros de Kostka:

Definicién 1.8. Sean A+ n, uFmeonm <n, vk n-—m. Si
g € A denotaremos por K., al mimero de tablas semiestdndar de
forma A/u y contenido v; en caso de que u € A definiremos Ky,
como cero.®

En general se usan estos nimeros en el caso en que g es la particién
vacfa.

Observacién 1.9. K, =1 para toda A F n.

Ademds, si K, # 0 entonces existe una tabla semiestdndar T de
forma A y contenido v, por lo cual para cada v > 1 hay vy +--- +
stmbolos menores o iguales a r en T' que deben estar en los primeros r
renglones. Entonces v; +---+ v € Ay + -+ - + A, para toda r, es decir,
v < . Esto se resume en el siguiente enunciado:

Observuicién 1.10. Si K, # 0 entonces A D v

SEsta es la definicién que presenta Macdonald en [IM95, p.73].
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Usando lo anterior y la observacion 1.4 se tiene también lo signiente:
Observacién 1.11. Si A < v entonces K, = 0.

La matriz de tamafio n X n que tiene por entradas a los mimeros -
K, con Ay v particiones de n, con columnas y renglones arreglados
en orden lexicogréfico decreciente se llama la matriz de Kostka y la de-
notaremos como K := (K),). Por las observaciones 1.9 y 1.11 sabemos
que K es una matriz unitriangular superior. Denotaremos por K~!
a su inversa y por K{_" a las entradas de ésta. Existe una formula
explicita para calcular estos coeficientes dada por Egecioglu y Remmel
en [ER90]:

Teorema 1.12. Sea C' el conjunto formado por todas las tablas
de escuadras sesgadas especiales de forma v y cuye contenido es un
reordenamiento de A. Entonces:

K,(;U = ngn(T).
TeC

3. El grupo simétrico

Una permutacién de un conjunto A es una funcién biyectiva de 4 en
A. Si A es no vacfo denotaremos por S4 al grupo formado por todas las
permutaciones de A, con la composicién de funciones como operacién

binaria. Cuando A es el conjunto finito {1,2,... ,n}, el grupo de todas
las permutaciones de A es €l grupo simétrico de n letras y se denota
por S(n).

Como es costumbre, denotaremos por (a;a; - - - a;), con a; € A para
toda i y a; # a; para toda i # j, al elemento de S(n) que manda a a;
ena;y paral <i1<t—1,aaq enaq; y deja fijos a los demds elementos
de A. La composicién de tales elementos, llamados ciclos, se hard de
derecha a izquierda’, por ejemplo, en S(8) :

(1456)(215) = (16)(245).

Toda permutacién en S{n) tiene una descomposicién en ciclos ajenos,
como se prueba en el libro [JF87, p.50] podemos entonces escribir a
cualquier o € S(n) como

o=(ar---ax,)(al - af,) - (a3 - af,)
conky > ky > 2k, al € AVi,jy {al, - el }N{a], e} = ¢
Vi#j. A(k,... k) selellama la forma ciclica de o.

"Existen muchos autores que manejan la composicién de izquierda a derecha,
en ¢uyo caso (1456)(215) = (142)(56).
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Un ciclo (ayap) con a; # a2 es una transposicicn. Como observa
Fraleigh en [JF87, p.53|, toda permutacién puede expresarse como
producto de transposiciones. Definimos entonces el signo de o € S(n),
sgn(o), como 1 si o puede expresarse como producto de un mimero par
de transposiciones y como —1 en caso contrario.

La clase de conjugacidn de o en S(n), denotada por conjgm)(c), es
el conjunto de todos los elementos de la forma pop™! con p € S(n}, y
consiste de todas las permutaciones en §(n) que tienen la misma forma
ciclica que ¢ como se prueba en [JL93, p.110]. Por ejemplo, las clases
de conjugacion de S(4) son:

{1}, {(12),(13), (14), (23), (24), (34)},

{(123), (132), (124), (142), (134), (143), (234), (243)},

{(12)(34), (13)(24), (14)(23)} y

{(1234), (1243), (1324), (1342), (1423), (1432)}

cuyas formas ciclicas asociadas son (1,1,1,1), (2,1,1), (3,1), (2,2) ¥
(4) respectivamente.

Dada una tabla de Young T donde el llenado se realiza con nimeros
menores o iguales a n y ¢ € S(n) podemos construir una nueva tabla
oT poniendo el nimero oi en el cuadro de T' donde aparecfa i, por
ejernplo,

e

3]
entonces (123)(76)T =

1]

e ]

siT =

[S[~[S[=
|CO|OJ [=L i)

Lo anterior define una accién de S{n) en el conjunto de tablas de Young.
Dada una tabla de forma A = (Ay,..., A;) podemos preguntarnos qué
elementos del grupo simétrico preservan los renglones de la tabla, es
decir, actian en ella sin intercambiar nimeros de distintos renglones.
La respuesta es que este conjunto resulta ser isomorfo a un producto
de grupos simétricos de la forma S{A;) x §(Ag) x - - - X S(},). De modo
m4s general, dado un vector 7 = (m,... ,m ), conm + -+ W =0,
el correspondiente subgrupo de Young de S(n) es el conjunto de todas
las permutaciones en el grupo simétrico que preservan la particién

{L,... m}u{m+1,... m+m}ju---U{n-m+1,...,n}.
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El subgrupo de Young asociado a 7, denotado por S(x) = S(my,... ,my)
es entonces

S(ﬂ) = S{l,...,m} x S{‘.l'{1+l,...,1rl+1|‘2} XX S{u—w.—+1,...,n}
= S{m) x S(m) x-- x S(x,)

Por 1iltimo mencionaremos una propiedad del grupo simétrico cono-
cida como ambivalencia. Consideremos ¢ = (aj;az---ax) un ciclo en
S(n) (con k < n). Mediante un céleulo directo podemos ver que

(Gkak-l : "ﬂ201)(0102 . "ak—lak) = (G10~2' "ak)(akak—l . "01) =1,

de donde o~! = (agax_, - - - a;). Probemos ahora que ¢ y ¢~ son conju-
gados en S(n). Si k es par tomemos p = (@)a:}(azax-1) - (a%agﬂ) y
si k es impar definamos p = (e)ax)(asar—) - - - (au_;i @x3). En cualquier
caso se tiene que

pop = (plar)p(az) - plax)) = (axak-1 - @1) = o7,

donde la primera igualdad se obtiene de un resultado que se puede
revisar en {JL93, p.109].

Sabemos que cada o en S(n) se descompone como producto de
ciclos ajenos, ¢ = 0;...0;. Por lo anterior existen p,,...,p € S(n)
tales que p;0,p; ! = 07! para toda i € {1,...,t}. Usando el hecho de
que ciclos ajenos conmutan y observando en la construccién del parrafo
anterior que las p; son ajenas, tenemos lo siguiente:

(or-..p)alert...o0) = powprt . popt =0yt ot =07,

Todo elemento de S(n) es por tanto conjugado de su inverso en el grupo
simétrico. Se dice entonces que S(n) es un grupo ambivalente. Como
consecuencia se tiene lo siguiente:

Observacién 1.13. Sea v = (71,72, .. ,%) un vector de entradas
enteras positivas. El subgrupo de Young asociado, S(v), es ambiva-
lente.

4. Caracteres

Definicién 1.14. Se dice que p es una representacidn por matrices
del grupo finito G si es un homomorfismo del grupo en el grupo de
matrices invertibles de tamafio n x n, p: G — GL(n,C) (en este caso
trabajaremos con el campo de los ntmeros complejos i.e. C = C).

La importancia de las representaciones radica en la posibilidad de
estudiar al grupo G a partir de su imagen bajo el homomorfismo p.



4. CARACTERES 11

Existe un concepto intimamente ligado a las representaciones que
constituye de hecho una forma alternativa de estudiar los homomorfis-
mos antes mencionados:

Definicién 1.15. Sea M un grupo abeliano con notacidén aditiva
y R un anillo. Diremos que M es un R-mddulo izquierdo si es posible
definir un producto *m de manera que la aplicacién de R x M en M
dada por (r,m) — rm cumpla las siguientes propiedades:

1. r(my + my) = rm; + rmy
2. (rm+ry)m=rm+rem
3. (ryre)m = ri(rom)

4 Im=m

para toda m,m,,my € M, r,7,, 73 € R, siendo 1 el elemento identidad
del anillo R.3

Andlogamente M es un R-mddulo derecho si es posible definir un
producto mr de manera que la aplicacién de M x R en M dada por
(m,r) — mr cumpla las siguientes propiedades:

1. (m; + MQ)T =1y T + Mer

2. m(ry 4+ r2) = mr; + mrp

3. m{rry) = (mry)r

4. ml=m
para toda m, m;, my € M, v, 7,79 € R, siendo 1 el elemento identidad
del anilio R.

Cuando no se especifique si un médulo es derecho o izquierdo en-
tenderemos que se trata de un médulo izquierdo.

Observacién 1.16. Cuando R es un 4lgebra sobre un campo C' y
M es un R-médulo izquierdo, M tiene una estructura de espacio vec-
torial si definimos un producto por escalar del siguiente modo: am =
(a1)m, donde ¢ € C, m € M y 1 es el elemento identidad del 4lgebra
R. Lo mismo ocurre para los R-mdédulos derechos.

En este escrito se trabajard con médulos sobre un anillo muy par-
ticular, construido a partir de un grupo G al tomar todas las sumas
formales del tipo dec a,g con a4 € C, donde la suma y el producto

estdn dados por:
Z a,9 + Zbgg = Z(ag + bg)g,
geEG geG geq

8(bservamos que si R es adem4s un grupo multiplicativo, el producto rm define
una accién de este grupo en Af.
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D g ag= Y anbyg
geq geC hREG
hh=g
con a,, by € € para toda ¢ € G. Esta estructura es de hecho un 4lgebra
asociativa, conocida como el dlgebra de grupo y denotada por C[G].

A partir de este momento trabajaremos sélo con C[G]-médulos que
sean espacios vectoriales de dimensién finita. Los C[G]-médulos juegan
un papel primordial debido a que se encuentran en correspondencia
con las representaciones de G sobre C. Veamos ahora cémo es tal
correspondencia:

i) Dada p : G — GL(n,C) una representacién de G sobre C, V =
C" puede ser visto como un C[{G]-médulo si definimos gu := p(g)w.

ii) A la inversa, si tenemos V un C[G]-médulo de dimensién n,
tomamos B una basede V, T, : V — V tal que Ty{v) = gv y definimos
p: G — GL(n,C) como p(g) := [Ty]y. De este modo p resulta ser una
representacién del grupo G.

Como sefialamos antes, dada una representacién p : G — GL{n,C)
es posible estudiar al grupo a partir de un subgrupo de matrices (su
imagen bajo el homomorfismo p); més ain, es posible estudiarlo en
términos de la traza de dichas matrices. Esto da lugar a lo siguiente:

Definicién 1.17. Dada p : G — GL(n,C) una representacién de
G, el cardcter asociado a p es la aplicacién x : G — C tal que x(g) =

tr [o{g)]-

De acuerdo a lo que se observé anteriormente el correspondiente
enunciado para médulos es:

Definicién 1.18. Dado V un C[G}-mdédulo se define x el cardcter
de V como la aplicacién x : G —~ C donde x(g) = tr [T,], siendo B
una base de V.

Observacién 1.19. x(g) no depende de la base de V elegida.

La posibilidad de trabajar con caracteres en vez de hacerlo directa-
mente con médulos radica en la estrecha relacion que existe entre estos
dos conceptos como se puede apreciar en el siguiente resultado cuya
prueba aparece en [JL93, p. 143]:

Teorema 1.20. Sean U y V dos C[G]-mddulos con caracteres xy
Y xv respectivamente. Entonces U y V son isomorfos como C[G]-
mddulos si y sélo si xy = xv.

El estudiar un objeto en términos de ciertos elementos que no
puedan descomponerse a su vez en estructuras mas pequefias es un
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procedimiento muy usado en matemadticas. Siguiendo esta idea tene-
mos:

Definicién 1.21. Un subgrupo W de V se llama un C{G]-subm¢-
dulo de V cuando gw € W para toda w € W y g € G, esto es, es
un subgrupo de V donde la multiplicacién por elementos del grupo es
cerrada.

Definicién 1.22. Se dice que un médulo V' # {0} es irreducible
o simple si sus \nicos submédulos son {0} y V; una representacién
p es irreducible si su correspondiente médulo 1o es. Andlogamente el
cardcter x de un C[G]-médulo es irreducible si dicho médulo lo es.

Uno de los resultados mds importantes en la teorfa de las repre-
sentaciones es el llamado Teorema de Maschke, ya que reduce dicha
teorfa al estudio de los C[G}-médulos irreducibles. A continuacién ex-
plicaremos sus consecuencias y enunciaremos sin prueba este resultado,
el cual puede revisarse en [JL93, p.70-75).

Teorema 1.23. Sea G un grupo finito y V un C{G]-mddulo® Si
U es un C|G]-submddulo de V entonces existe un C{G]-submddulo de
V, W, tal que
V=UgpW

Para trabajar en condiciones en que podamos aplicar el teorema
anterior, de aquf en adelante consideraremos sélo grupos finitos.

Definicién 1.24. Se dice que un C[G]-médulo V es completamente
reducible si se puede descomponer como suma directa de C[G]-submé-
dulos irreducibles, es decir, si V = U, & --- & U,, donde cada U; es un
C[G]-subm6dulo irreducible de V.

Como consecuencia del Teorema de Maschke tenemos que todo
C[G]-médulo no cero es completamente reducible.

El 4lgebra de grupo C{G] es en s{ misma un C[G]-médulo; por lo
anterior se descompone como la suma de C[G]-submddulos irreducibles

ClGl=U® --&U,

y resulta ser que todo C[G]-médulo irreducible es isomorfo a alguno de
los U;, ver [JL93, p.91]. Tenemos asf que hay solamente un nimero
finito de C[G]-médulos irreducibles no isomorfos. Entonces, dado G
siempre es posible hallar C[G]-médulos Uy, ... , Uy tales que U; 2 U;
Vi # j y todo C[G]-médulo irreducible es isomorfo a algun U;. Se dice

9El resultado puede escribirse de manera m4s general, ya que es vélido si en vez
de trabajar con C se toma cualquier campo C tal que su caracterfstica no divida al
orden del grupo.
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en tal caso que {U1, ... , Uk} es un conjunto completo de C[G]-médulos
irreducibles no isomorfos [JL93, p. 101]. Agrupando los médulos
que aparecen repetidos, cualquier C[G])-médulo V' se puede escribir del
siguiente modo:

V=d1U1®d2U2$-"@dek, cond; € Nparatodal <i < k.

Podemos considerar 1, ... , xx los caracteres correspondientes a dichos
médulos que son todos los posibles caracteres irreducibles del grupo G.
Entonces, si xv es el cardcter asociado al C[G]-médulo V tenemos que

xv=dix1+dyx2+ - +dpxs, cond; € Nparatodal <i <k

por lo que {x:}%_, genera al conjunto de todos los caracteres asociados
a un grupo G.

Se puede probar que un cardcter es una funcién de clase, es decir,
constante en clases de conjugacién, ver [JL93, p.119]. Podemos definir
ademds un producto interno de caracteres como sigue:

Definicién 1.25. Dados ¢ y ¢ caracteres de G, el producto interno
de ¢ y ¢ estd dado por

@) =1 = 3 6(0)%g).

geg

El producto interno de dos caracteres puede darnos mucha infor-
macidn como se aprecia en el resultado enunciado a continuacién cuya
demostracién se encuentra en [JL93, pp.141,143):

Teorema 1.26. Si¢ y 1) son caracteres irreducibles de G entonces

($, %) = bgy,

mds aun, un cardcter ¢ en G es irreducible si y solo si (¢, ¢) = 1.

Con lo anterior obtenemos que {x;}%, es un conjunto ortonormal
que genera al conjunto de todos los caracteres de G. La cardinalidad
de este conjunto, k, es precisamente el mimero de clases de conjugacién
de G [JL93, pp. 119,152].

Observacién 1.27. Si xv = dixi1 +doxo+ - - +dixx es el cardcter
asociado al C[G]-médulo V entonces {xv,x;} = d; paratoda 1 <i < k.

Observacién 1.28. x, corresponderd a la llamada representacién
trivial de G, i.e. p; : G — GL(1,C) con p1(g) = (1) Vg € G, por lo
cual x; : G — Ccon xi1(g) =tr(l) =1Vg € G.

Dados dos caracteres de G, xy y xv, asociados a C[G}-médulos U
y V respectivamente, es natural considerar la funcién xyxy definida
como Xxuxv(g) = xu(g)xv(g); con esta construccién obtenemos una
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funcion de clase pero no es evidente ver que se trata en realidad de un
cardcter. En este punto es necesario introducir un nuevo concepto, el
producto tensorial, para formar a partir de U y V el C[G]-mddulo cuyo
cardcter sea precisamente dicha funcién de clase.

4.1. Producto tensorial. Daremos a continuacién una construc-
cién general del llamado producto tensorial. Sean R un anillo, U un
R-médulo derecho y V un R-médulo izquierdo. Obtendremos a partir
de ellos un grupo abeliano denotado por U % V al que llamaremos

el producto tensorial de U y V sobre R. Requeriremos del siguiente
concepto: '

Definicién 1.29. Dados R un anillo, U un R-médulo derecho, V
un R-médulo izquierdo y P un grupo abeliano con notacién aditiva,
diremos que f : U x V — P es una aplicacidn R-balanceada si ocurre
que:

L f(ul +u2,‘U) = f(ul:v) + f(u21v)!

2. flu,vy +v2) = flu,v) + flu,v),

3. f(u,rv) = f(ur,v),
para toda r € R, uy,up € U, 11,02 € V.

Definamos F' como el grupo abeliano con notacién aditiva que con-
siste de todas las sumas formales finitas Zz,-j(u,-,uj) con zy € Z,
ij
(wi,v;) eU X V.
Sea H el subgrupo de F' generado por las sumas formales

(uy + ug,v) — (ug,v) — (ug,v),

(ur L[5 + U‘Z) - (’U,Ul) - (U,U-z),

(u,rv) — (ur,v) (2)
para toda r € R, uy,up € U, v1,v2 € V. El cociente F/H es el pro-
ducto tensorial de U y V sobre R y lo denotaremos como U ® V. La

R

demostracién detallada de este hecho y las propiedades que se men-
cionardn a continuacién aparecen en [CR62, pp.59-73]. _

El producto tensorial estd determinado de modo tinico por las si-
guientes propiedades:

1. U @ V es un grupo abeliano.

R
2. Existet : UxV - U % V una aplicacién balanceada tal que
todo elemento de U % V es de la forma Z t(u;,v;) cony; € U

ij

y'UjEV.
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3. Dado P un grupo abeliano con notacién aditiva, toda aplicacién
R balanceada f: U x V — P puede ser factorizada a través de
U % V, es decir, existe un homomorfismo f* : U/ (% V — P tal

que el siguiente diagrama conmuta:

UxV

Denotaremos por ¢ ® v a la clase lateral (u, v) + H. Se sigue de las
relaciones dadas en (2) que
(u+uw)2rv=1u Qv+ R,
uZ (v +m)=u@v +uuy,
LRro=ur@u
paratodare R, u;,up € U, v3, 1 € V.

Tomemos ahora U y V C[G]-médulos y consideremos su producto
tensorial sobre el campo C, U % V. Bajo la accién definida por

glu@v) :=gudgv,
extendida linealmente a elementos en el algebra de grupo, tenemos que
U ® V es un C|{G}-médulo.®

Retomemos ahora la idea que motivé la construccidn del producto
tensorial en el presente trabajo. Siendo U % V un C{G}-médulo como

se observo Mneas arriba, tiene sentido considerar su cardcter asociado:

Definicién 1.30. Dados U y V C[G]-médulos, xy y xv sus carac-
teres correspondientes, el producto de Kronecker de xy y xv, denotado
por xu ® xv es el cardcter del C[G]-médulo U ® V.

Estudiando c6mo son la representacién p asociada al C[G]-médulo
U %) V y la estructura y traza de la matriz p(g) para g € G, podemos

saber c6mo es el cardcter previamente definido. Se tiene asf el siguiente
resultado, probado en [JL93, p.192}):

10Esta definicién no implica que a(u % v) = au ¢ av para toda a € C[G), de
hecho esto ultimo no da a U % V estructura de C[G]-médulo ya que no es una

aplicacién bien definida; es por ello que se define primero la accién del grupo y
después se extiende al dlgebra de grupo.
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Teorema 1.31. Sean U yV C[G]-mddulos, xu y xv sus caracteres
correspondientes, el producto de Kronecker de xu y xv, se comporta

del siguiente modo: (xv @ xv) (9) = xuv(9)xv(g) para toda g € G.

Algunas propiedades del producto de Kronecker que se desprenden
del teorema anterior son las siguientes:

Teorema 1.32. Sean ¢, ¥, £ caracteres de G y o un natural. En-
tonces:

L (p@Y)R@E=9 @ (¥OF),

3. oW+ =pRY+pRE,

4. @ (oY) = (o) @Y = a{p @ ¥).

Hemos definido asi un producto de caracteres asociados a un mismo
grupo. Si ahora tomamos otro grupo H, U un C[G]-médulo y V un
C[H]-médulo, el producto tensorial U/ ® V' puede ser visto como un

C|G x H] médulo mediante la llamada accién diagonal: (g,h)u®v :=
qu® hv.

Definicién 1.33. Dados U un C[G}-médulo y V' un C[H]-médulo,
XU ¥ Xv sus caracteres correspondientes, el producto xuy X xv es el
cardcter de U % V visto como C[G x H]-médulo a través de la accién

diagonal.

El comportamiento de dicho producto queda descrito con el siguien-
te resultado (ver [DK73, p.97]):

Teorema 1.34. Si U es un C[G]-mddulo y V un C[H|-mddulo,
se tiene que (xv x xv) (9,h) = xu(g)xv(h} para toda pareja (g,h) €
G x H.

De aquf que:

Teorema 1.35. Sean G y H grupos, ¢, 9 caracteres de G, &, ¢
caracteres de H y a un netural. Entonces:

LexE+=px{tyx(,

2. {p+ty) xE=pxE+YxE,

3. ¢ x (af) = (ap) x £ = afp x §),

De la definicién del producto interno de caracteres y el Teorema
1.34 tenemos lo siguiente.

Teorema 1.36. Dados G y H grupos, ¢ y ¢ caracteres de G, £ y
¢ caracteres de H, se tiene gue

(@ x &P x () = (%) (£ 0).
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Finalmente enunciaremos un resultado que involucra a los dos pro-
ductos de caracteres que se han definido hasta el momento, consecuen-
cia de los Teoremas 1.31 y 1.34:

Teorema 1.37. Sean G, G2,...G, grupos, con p;, ¥; caracteres
en G; para 1 <i < p. Entonces:

(o1 X - X pp) @ (3 x - X 1fy)
=(p1 Y1) x - %X (p RUYp)

En el siguiente capftulo se trabajara con estos dos productos de ca-
racteres aplicados al grupo simétrico y se introducird un tercer producto
para este caso particular.

4.2. Mdédulos inducidos y restringidos. Consideremos a H co-
mo un subgrupo de un grupo G. Si W es un C[G]-médulo podemos
restringir la accién de G a los elementos que pertenecen a H para ver
a W como un C[H]-médulo.

Definicién 1.38. Dados W, un C[G]-médulo, y H un subgrupo de
G, la restriccion de W de G o H, Res$; (W), es el C[H]-médulo que se
obtiene al restringir la accién de G en W al subgrupo H. Si xw es el
carseter del C{G]-médulo W, entonces Res;(xw) denotard al cardcter
de la restriccién de W de G a H.

Observacién 1.39. Res$(xw)(h) = xw(h) para toda h € H.

Si ahora tenemos V un C[H]-mddulo, es posible construir un C[G]-
mddulo utilizando el producto tensorial:

Definicién 1.40. Dados V, un C[H}-médulo, y H un subgrupo de
G, la induceién de V de H a G designada por Ind$} (V) se define como
el C[G}-médulo dado por:

Ind$(V) := C|G 1%
ndz{V) []c%]

con la accién g(a®@v) :=ga@v paratodo g€ G, e € C[G),ve V. Si
xv es el cardcter del C[H}-médulo V, entonces Ind$j(xv) denotara al
caricter de la induccién de V de G a H.

Existe una férmula para la evaluacién de este cardcter en un deter-
minado elemento del grupo G; como no se ocupard para el desarrollo
del presente trabajo remitiremos al lector interesado en ella al libro de
James y Liebeck (JL93, p.232].

Hasta ahora hemos trabajado con caracteres asociados a un deter-
minado grupo, pero es factible tomar combinaciones lineales enteras
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de caracteres para trabajar en un marco mds general; aunque dichas
combinaciones son también funciones de clase (i.e. constantes en clases
de conjugacién) no son necesariamente caracteres asociados a un cierto
médulo.!*  El conjunto de todas estas combinaciones lineales es un
anillo como consecuencia del Teorema 1.32.

Definicién 1.41. Sea {x;}%., un conjunto completo de caracteres
irreducibles de un grupo G. Al conjunto

k
R(G) = {z a,—x,—lla,- € Z}

junto con las operaciones

k k k
(Z OliX:‘) + (Z BiX-') = Z(ai + Bi)x:

i=1

k k
(Z a’iXi) ® (Z 6:')(1‘) =) (@B)x ®x;
i=1 i=1 i,J

se le conoce como el anillo de caracteres del grupo G.

El producto internc de caracteres se extiende de manera natural a
elementos de R(G).

Observacién 1.42. {x;}%, es una Z-base ortonormal del anillo de
caracteres del grupo G.

Debido a la observacién anterior tenemos que:

k k k
<Z @iXq, Zﬁt’Xi) = Za.‘ﬁj {xir x5} = Eaiﬁi- (3)
i=1 i.j i=1

i=1
Observacion 1.43. Si ¢ y ¢ son caracteres entonces {¢,%) > 0.
Extendemos también de modo lineal la induccién y la restriceién

de caracteres'?:
k k
Res¥ (Z a,-x,-) = Za,-ResIG., (x:)
=1

gz=1

k k .
Ind$ (Z a,-x,-) = Z e:Ind§ (x,) .
i=1

i=1

11 A una combinacién lineal entera de caracteres se le llama un cardcier virtual.

12Fsta extensién es posible ya que para V; y V3 C[H]-médulos se tiene que
Ind$ (Vi @ V) y Ind§ (V1) & Ind% (V2) son isomorfos como C[G)-médulos debido a
las propiedades del producto tensorial probadas en [CRB2, p.64; esto es andlogo
para la restriccion de mddulos.
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Terminaremos este capitulo con algunos resultados que se requerirdn
posteriormente, el primero es un resultado cldsico de caracteres cono-
cido como el Teorema de reciprocidad de Frobenius que relaciona los
conceptos de induccidén y restriccion.

Teorema 1.44. Sean G un grupo y H un subgrupo de G, ¢ € R(H)
v ¥ € R(G) se tiene que':

(Ind§(¢), %) = (¢, ResG(¥)).

Qtro resultado obtenido por Frobenius, cuya prueba aparece en
[CR62, p.268], es:

Teorema 1.45. Sean H un subgrupo de un grupo G, ¢ € R(H) y
P € R(G). Entonces:

Indf} (¢) ® ¥ = Indj; (Res§(¥) ® ¢)

A continuacién se presenta una aplicacién del Teorema 1.44 que
resultard \itil postericrmente al aplicarlo al grupo simétrico.

Teorema 1.46. Sean H y G grupos con H un subgrupo de G.
Supongamos que cade elemento de H es conjugado en H o su inverso
(i.e. H es ambivalente). Sean ¢ y ¢ caracteres de G y 1y el cardcter
trivial de H. Enionces:

(Indf(1u),60¢)= > (Resf(),x) (Res§i(¥),x) -

x cerdcler
irreducible de H

DEMOSTRACION:
Utilizando el Teorema de reciprocidad de Frobenius 1.44 y la defi-
nicién del producto de caracteres 1.25 tenemos que

(Ind§(1y),6®¢) = (ly,Resi(¢®¥)) =T Z¢(h Yo (h)
heH
= 1H|hEZH¢(h’_ _l)s

donde esta ultima igualdad se da ya que £(g) = £(g") para todo
cardcter de un grupo y para todo elemento g del mismo (ver (JL93,
p-123]). Por hipétesis, H es ambivalente y sabemos que los caracteres

131,a demostracién de este resultado no se incluye en este trabajo pero puede
encontrarse en la mayoria de los libros de teorfa de caracteres, por ejemplo en
[JL93, pp.230-2311.
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son constantes en clases de conjugacién entonces ¢(h~') = ¢(h) para
toda h € H y asi esta tltima expresién es igual a

|_;I"l T o) = ﬁZResgw(h))m

heH heH
= (Res(4), Res§(¥)).

Por otro lado sabemos que Res% () y Res$ (1) se descomponen en
términos de los caracteres irreducibles de H del siguiente modo:

ResG(d)= "~ )  (Resf(e),x)x

x cardcter
irceducible de H

ResG(¥)= D  (Resf(¥),x)x

x cardacter
irreducilble de H

y por la ecuacién (3) se tiene que:
(Res(i(9), Resf (¥))

= Y (Resfi(8),x) (ResF(¥), %),

x cardcter
irreducible de &

con lo cual

(Ind§(1g),¢@¥)= D  (Resfi(4),x) (Resfi(¥).x) .

x cardcter
irreducible de H

O

Finalmente concluiremos con un resultado que aplicado al grupo
simétrico nos permitir4 obtener una cota para los nimeros c(A, i, v) a
estudiar en esta tesis.

Lema 1.47. Dado ¢ un cardcter de un grupo G, se tiene que
l6(g)] < 4(1).

DEMOSTRACION:

Sea p la representacién asociada al cardcter ¢. Necesariamente
p(1) = I, y por tanto ¢(1} = tr(I,) = n. Sea g € G, es posible
pensar que p(g) es una matriz diagonal ya que en caso de no serlo
podemos hallar M € GL(n,C) tal que p(g) = M~'DM con D una
matriz diagonal (ver [JL93, p.83)), asf que ¢(g) = tr (p(g)) = tr (D) =
dy +- - - +d,, donde los d; son las entradas en la diagonal de D. Ademds
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9'® =1y p es un homomorfismo, por lo que DIl = [ esto implica
que las d; son rafces de la unidad y por tanto |d;| = 1 para toda i.
Entonces:
(@) =ld1+ -+ +dn] < [di| + - + [dn] = = (1)
El enunciado que se presenta a continuacién aparece como ejercicio
en el libro de Isaacs, [MI94, p.61}:

Teorema 1.48. Sean £, ¥ y ¢ caracteres de un grupo G, los dos
primeros irreducibles, entonces

(€ ® ¢, ) < ¢(1).

DEMOSTRACION:

Recordemos primero que por el Teorema 1.26, como € y 1 son
caracteres irreducibles, entonces (£,£) = (¢, %) = 1.

Mediante Ja desigualdad de Cauchy-Schwartz, la observacién 1.43
y la definicién del producto interior de caracteres 1.25 tenemos

€®0.9) < €esc0n Wy = (oo
ol gezoe(g)qb 9E(9)609) = 1z Z(; BOREOT
usando e! Lema 1.47 resulta que
€@d9) < QEZG I§(9)P6(1)* = #(1)” (€. £) = ¢(1)?,
de donde se concluye el resultado.



CAPITULO 2
Caracteres en el grupo simétrico

En el presente capftulo se establecerdn las definiciones, propiedades
y resultados basicos de caracteres del grupo simétrico. Se enunciard
la Regla de Young y se esbozard una prueba de la Regla de Little-
wood-Richardson, mencionaremos consecuencias de este resultado que
se requerirdn en capitulos posteriores.

1. Caracteres asociados a una particién

A partir de este momento concentraremos nuestra atencién en el
grupo simétrico. En el capftulo precedente se mencioné que es posible
hallar un conjunto completo de caracteres irreducibles de un grupo. En
el caso del grupo simétrico S(n) tal conjunto se construye a través de
tablas asociadas a las distintas particiones de n, de la siguiente manera:

Dada A + n, sea T la tabla estdandar de forma A con llenado
canénico. Consideremos el elemento de C[S(n)]

(T := Y sgnlp)op
a€R(T*)
pEC{TY)

conocido como simetrizador de Young, donde

R(T*) := {0 € S(n)|c preserva los renglones de T*}

C(T) := {p € S(n)|p preserva las columnas de T*}.
CiS(n)]e(T*) es un S{n)-médulo con el producto o(pe(T*)) = (op)e(T*)

para ¢ € S(n) y p € C[S(n)]. Tiene sentido entonces hablar del caréc-
ter asociado.

Definicién 2.1. Dada A F n, denotaremos por x* al caricter de
S(n) asociado al S(n)-médulo C[S(n))e(T*) con el producto o(pe(T?)) :
(op)e(T?) para toda p € C[S(n)], o € S{(n).

. Las propiedades de esta construccién pueden revisarse en [CR62,
p. 197].

En los casos en que A = (n) o A = (1) la evaluacién del cardcter
x* resulta bastante sencilla como prueba Fulton en [FH91, p.46-47):

23
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Teorema 2.2. Sea o € S(n). Entonces:

L x"(e) =1,

2. x")o) = sgn(o).
Los caracteres x'™ y x'") se conocen como los caracteres trivial y al-
ternante de S(n) respectivamente.

A continuacién estableceremos ¢6mo se comportan estos dos carac-
teres como factores en un producto de Kronecker:

Teorema 2.3. Sea ) F n. Entonces:
L x™@x*=x,
2. x"Mext =x*.

El primer inciso se verifica usando el teorema previo y el Teorema
1.31. El segundo inciso, que establece la relacién existente entre el
cardcter asociado a una particién y el correspondiente a su conjugada,
puede revisarse en [FH91, p.47). Este resultado nos lleva a lo siguiente:

Definicién 2.4. Dado £ € R(S(n)), ¢ := £ ® x1").

Se prueba que x* es un cardcter irreducible de S(n) para toda
A Fon, que x* # x* para toda p particién de n distinta de A ¥y que
todo caracter irreducible en S(n) es de esta forma (ver [CR62, p.197]),
entonces:

Teorema 2.5. {x*|A - n} es el conjunto completo de caracteres
trreducibles de S(n).

De acuerdo con ello el anillo de caracteres del grupo simétrico queda
descrito del siguiente modo:

R(S(n)) = {3 _arx’las € Z}
AFn

siendo {x*|A F n} una base ortonormal de R {S(n)). Dado un caracter
§ en S(n), podemos escribirlo en términos de esta base como £ =
Y an @xx*, donde los ay € Z son enteros no negativos.

Observacion 2.6. Los caracteres de los grupos simétricos toman
siempre valores enteros (ver [JL93, p.251]).

Posteriormente requeriremos la siguiente versién generalizada del
Teorema 2.5 probada en [MI94, p.59):

Teorema 2.7. Dado 7 = (my,... ,m) un vector de enteros posi-
tivos, B={x*M) x ... x x| p(1} F my,... ,p(t) F 1.} es el conjunto
completo de mddulos irreducibles de S(m).
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Es posible hablar del ancho y la altura de un cardcter en el grupo
simétrico; se entiende por ellos al ancho y la altura méaximos de las
particiones involucradas en la descomposicidn de £ en caracteres irre-
ducibles; dicho de otro modo:

Definicién 2.8. Sea £ € R(S(n)), denotaremos por w(£) y por
h{€) al ancho y a la altura de £, respectivamente donde

w(€) = max{w(B)| (§,x”) # 0},
h(€) = max{h(B)| (&, x") # O}.

Consideremos ahora una estructura més amplia dada por

R:=R(S(n).
n=0

En el capitulo anterior se definieron dos productos de caracteres y se
mencionaron algunas de sus propiedades. A continuacién definiremos
un producto en R. Dados ¢ y £, caracteres en S(i} y S(j) respectiva-
mente, sabemos que ¢ x £ es un cardcter en S(i) x S(j) = (i, 7}, grupo
que puede pensarse como un subgrupo de S(i + j). Podemos entonces
considerar el cardcter que se obtiene al inducir ¢ x £ a S(¢ + j).

Definicién 2.9. Sean ¢ y £ caracteres en S(i) y S(j) respectiva-
mente; el producto externo de ¢ y £, denotado por p e £, estd dado
por

pef = Indggzg)(cp x £).
Este producto se extiende a elementos de R: dados {a,), (b,) € R

definimos
(an) ® (bs) = ( > a«--bj)
n=0

tj=n
Bajo este producto, y con la suma coordenada a coordenada R es un
anillo conmutativo con uno, ya que:

Teorema 2.10. Sean p € R(S(1)), £, ¢ € R(S(m)), ¥ € R(S(n))

y a un entero. Entonces:

L {ped)ep=gpe({e1),

2. pef=CEeyp,

3 pe(f+)=peltype(

4. pe(af) = (ap)ef =afpef).

La prueba puede revisarse en [DK73, p.128].
Con este producto definiremos un nuevo cardcter:
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Definicién 2.11. Sean n > m, A+ n, u+ m. El cardcter xM* es
aquél tal que

(" xMEy = (x" o x*, x*)
para toda v Fn —m.

Observacién 2.12. Dado que {x*]A F n — m} es una base de
R(S(n — m)) y el producto externo de caracteres distribuye la suma
se tiene que

(€xM) = (Eox*.x*)
para todo £ € R(S(n — m)).

Denotemos por 1, al cardcter trivial del subgrupo de Young S(x).
Introduciremos ahora otros caracteres importantes del grupo simétrico
y analizaremos su relacién con los x*.

Definicién 2.13. Dado © = (m,...,n.) un vector con entradas
no negativas tales que my + - - - + 7w, = n. Sea ¢" := Indgf:;(l,r); a este
cardcter se le conoce como el cardeter de permutaciones asociado a .

Por el inciso 1 del Teorema 2.2 tenemos que:

Observacién 2.14. Dado # = (m,m,...,®,) un vector de en-
tradas no negativas tales que m + - - 4+ 7, = n tenemos que

¢(1r1|”2|"':7r") _— X(’”) ° X(ﬂz) ®.--0 X("')'

De aquf que al usar la conmutatividad del producto externo de
caracteres se tenga que:

Observacién 2.15. Siy = (,...,7,) tiene las mismas entradas
que 7 salvo por su orden entonces ¢7 = ¢".

Estos caracteres son importantes ya que forman también una Z-
base del anillo de caracteres de S(n), ver [JL93, p.39]. Un resultado
muy til en la teorfa de caracteres, conocido como la Regla de Young,
establece la relacién entre estas dos bases y se enunciard en la siguiente
seccién.

2. Reglas de Young y de Littlewood-Richardson

A continuacién enunciaremos dos versiones de la Regla de Young,
que como se menciond anteriormente establece la relacién entre las Z-
bases {x*|A Fn} y {¢*|A F n}. Las demostraciones de estos resultados
se encuentran en los principales libros sobre el tema, por ejemplo en
[JKS81, 2.8].
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Teorema 2.16. Sean v y T particiones de n. La multiplicidad de
X" en ¢ es igual ol ndmero de tablas semiestdndar de forma T y con-
tenido v, es decir,

# =S Kok
TP
A la inversa,
X = K¢
veT
Una segunda versién de este resultado, mas general que la anterior
es la siguiente:

Teorema 2.17. Seanm < n, Tk n, pkm yvt n—m. Entonces:
(¢V:XTIP> = Kf/p v

Observacién 2.18. Cuando p es la particién vacfa, recuperamos
la informacién de la primera versién de este teorema.

Es posible calcular la descomposicién de un cardcter irreducible x™
en términos de caracteres de permutaciones con ayuda de un determi-
nante, y a veces este método, conocido como la Regla del determinante
[JK81, p.53], resulta més sencillo que el uso de la Regla de Young:

Teorema 2.19. Sea 7 = (11,7,... ,7r) una particidn de n. En-
tonces:
X(Tl) X(Tl"'l) . X(fl"'(r—l))
X(W'_l) X(Tﬂ) . X(Tﬂ‘f‘("-Q))
XT = . . .
{rr—1—(r-2}) X(TP-I‘H)
x(fr—(f—l)) . X(fr—l) X(Tr)

donde se aplicardén las reglas usuales para el cdlculo de un determinante
y el producto de las entradas del mismo serd el producto externo de
caracteres. Se hard la siguiente convencién: x™ esunosim=0y
cero sim < (.

Escrito de otro modo

x = Z Sgn(o.)xn+a(l)—l oyt 2q. . .0 XTI"""'U(‘I‘)—f
o+S(r)
= Z Sgn(o-)q{,(n+cr(l)—l,1'n+a(2)—2,...,r,+g(,.)_,,).
at-5(r)

esta tltima igualdad gracias a la observacidn 2.14.
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Ejemplo 2.20.

o x(5) X(G) X(T) x(:) X(ﬁ) x(:)
X(-l) X(O) X(l) 0 1 X(l)

= XD o xM — 3 o X £ 3V 0 (55 ¢ 5@ _ 5O ¢ 42
= XD o x™ = x® 0 x4 31 ¢ 35 g 1O _ (1) g 1 (2) ¢4 6)
¢(7,2) _ ¢(5,4) + ¢(a.3,1) - ¢(6,2,1).

Ahora enunciaremos un resultado que aparece en [(IM95, pp.143-
148] que sers esencial para la demostracién de uno de los resultados
més importantes en la teorfa de los caracteres del grupo simétrico. Sélo
se dard un esbozo de su prueba:

Teorema 2.21. Seanm <n,TFn, vt mypt n—m. Entonces:

T —_—
E Counluw = Krsp .

ubv

DEMOSTRACION:
Por las definiciones 1.5 y 1.8, basta dar una biyeccién entre los
siguientes conjuntos

A= {T|T es una tabla semiesténdar de forma r/p y contenido v}

B := {(P,Q)|P es una tabla de Littlewood-Richardson de forma 7/p
y contenido p y @ una tabla semiestdndar de forma p y conte-
nido v para alguna g - m}.

Para ello se toma una tabla T € A y se va modificando hasta que se llega

a una tabla P de la misma forma, tal que w(P) es una permutacién de

celosfa. Simultineamente se construye una tabla semiestdndar Q que

registra la secuencia de movimientos hecha en T'.

Recordemos que a una palabra w(T) = ww,...w, se le llama
una permutacion de celosfa cuando m;(we,) < mj_(we,) para toda
1 < r < sy para toda j > 2, donde m;{w<,) denota el nimero de
veces que ocurre el simbolo j en la palabra wyw,...w,. Para seguir
la notacién de Macdonald a m;(we<,) ~ m;_1(w<,) le llamaremos el
Jj-tndice de wg, asf que la condicién para que una palabra sea una
permutacion de celosfa es que todos los fndices sean menores o iguales
a. cero. ‘

Definamos dos operaciones:

L S; 15 7> 1

Dada T una tabla semiestdndar, sea m el méximo valor de
los j-fndices en w(T) y supongamos que m > 0. Tomamos el
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primer elemento de la tabla en que se alcanza este méximo {que
debe ser igual j) y lo substituimos por j — 1.
2. Rj—l,j;j > 1.
Dado un arreglo M, R;;_,(M} denota al resultado de colocar
al elemento que se encuentra en el extremo derecho del renglén
4, en el extremo derecho del renglén j — 1.

Dada T € A, se le aplica la funcién S ; hasta obtener una tabla
T, donde no haya 2-indices positivos; simultdneamente se le aplica la
funcién R, » al arreglo M que consta de p; mimeros 7 en el renglén 1 Vi,
construyendo asf un arreglo M;. A continuacién se aplican las funciones
S23 y S12 a T1 hasta obtener una tabla T, donde no existan 1-indices
ni 2-indices positivos; al mismo tiempo se aplican a M; las funciones
R correspondientes, obteniendo un arreglo M;. Al continuar con este
proceso se obtiene una pareja de tablas (T3, M;) € B. Ejemplifiquemos
este algoritmo:

T12]3]
1124315
3

[
p—

173) 3]

833
—

p—
—
B} s
NN

—i
fa—y
]
-9

S2.3

—
o]
[
—
b
(%]
[+
—
[ )
L)
[

—
—
[ =
[

La correspondiente secuencia que contabiliza estos cambios es:

T[i]1[1) 1[1]2] 17112)

2 Ry Rea
— —

3]

W Q) D
W] COf D
%]
| G B3|
W | G| B =
Wl GO D] —
] GO B3| -

TTi[1[2[3]

o
wo
&

W

Wl Lo b —
| Q2| DO

I.:;oaw»—-
o
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1[1]1]1}2][3}
212|134
3]
4]
Asf podemos hacer la siguiente asociacion:
1[2]3] 1J171} {t]1]1[1]2]3]
1]1[2]4 — 111212 21213
112]3]3 1]12(2]3 "3
4] 4] 4]

Se prueba en [IM95, pp.143-148| que este algoritmo define una biyec-
cién entre los conjuntos A y B.
]

Tenemos ahora las herramientas necesarias para probar uno de
los resultados méds importantes de la teorfa de caracteres del grupo
simétrico, conocido como la Regla de Littlewood-Richardson. Exis-

ten numerosas pruebas de este resultado; la que aquf se presenta fue
obtenida del libro [JK81, p.93].

Teorema 2.22. Seanm < n,7Fn, utmypt n—m. Entonces:
e, = (X x77?),
o, de modo equivalente,

XP . xl“ = Z c;#xf.

Thn
DEMOSTRACION:
Sea v una particién de m. A partir de los Teoremas 2.17 y 2.21 se

obtiene que

Z C;FK;.W =NlDrfpv = <¢U; Xf/p> ’

Hev
ademds por 2.16 y la linealidad del producto interno:

(4", X'r/p) = Z Ko (3", Xf/p) .

HeVv
Juntando estos hechos tenemos
D oK = D Ko (X777
How uv
Como esto ocurre para toda v + m podemos escribir la condicién an-

terior del modo
DK = EK,
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donde K es la matriz de Kostka, D es la matriz cuyo tnico renglén
consta de los mimeros cj, con g b m arreglados en orden lexicogréfico
decreciente y E es la matriz cuyo tnico renglén consta de los mimeros
{x*,x™/*) con p + m arreglados en orden lexicogréfico decreciente.
Como K es una matriz invertible entonces D = E, i.e., ¢, = (x*, x"/*)
para toda p + m.

(]

Un resultado importante obtenido de la Regla de Littlewood-Richard-
Son es:

Corolario 2.23. Dadasm <n,nkn, pt-m ypk n—m se tiene
que

DEMOSTRACION:
Por el Teorema 2.22 tenemos que

Cou = <Zc;#xr’xx> =(x"*x"x"),
TN
y por la conmutatividad del producto externo de caracteres, Teorema
1.32, podemos intercambiar los papeles de p y p.
O

Sean AFn, vk l,aFmcecnn=1+myp(i) + m para
toda 1 < i <tym+ --+m = 1. De la observacién 1.7 te-
nemos que 1y e = C?p(l).m.p(t))c:/ “. Esta tltima cifra es el
ntimero de parejas (S, T} de multitablas de Littlewood-Richardson de’
forma (v,A/v), S de contenido (p(1),...,p(t)) y T de contenido .
Al hacer correr v sobre todas las posibles particiones de ! obtenemos
el nimero de multitablas de Littlewood-Richardson de forma A y con-
tenido (p(1),... ,p(t), @) es decir, ¢l . 1O anterior queda re-
surnido en la siguiente igualdad:

Observacion 2.24. Z cl(’p(l),... ,p(t))c::a = C(Ap(l),... pltha)-
vl

Generalicemos ahora la Regla de Littlewood-Richardson.

Teorema 2.25. Seant > 2, n,m, 7o, ... , 7 enteros positivos tales
quen=m +mp+---+m yp(i) b m; pera toda 0 < i <t. Entonces:

X e x"® e 0 x®) =% i o). X
Abn
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DEMOSTRACION:

La prueba se hara por induccién sobre £. Para t = 2 el resultado es
precisamente el Teorema 2.22,

Tomemos ahora ¢ > 2 y supongamos que

2 -
XD ex eyt = B s -ty X
prn—m;
entonces
1 2 t) t
X¥Wex e . ey = ( > C’(‘,,m,,,(g),,”,,,(,__lnx“) "
pEn—m
— TP [{))
= Z o1).p(2).... ot-1p X" ® X
pEn—my

Por el caso ¢ = 2 se tiene que esta tltima expresién es igual a

A Al _ A A
Z c?p(l),p(Z)...- (1)) (Z CuptyX ) - Z Cfp(l),p(Q),...,p(l—l))c#p(t)x

phn—me Abn pEn=m
AR

¥ por la observacién 2.24 sabemos que

A A
Z c?p(l),p@).... 2(t=1))Cup(t) = C(p(1),0(2),... p(t=1),0(2))"
pFn—my

Al juntar todos estos hechos se tiene que

Xp(l) . Xp('z) o .8 Xp(t) = Z cz\p(l).p(2)....‘p(t))xl-
AFn

O

Corolario 2.26. Seant > 2,n,m,m,... ,m, enteros positivos tales
qguen=m+mp+- - +m yp(i) b para toda 0 < i < t, no im-
porta el orden en que aparezcan las particiones p(i) en el coeficiente de
Littlewood-Richardson ¢l ,0).  aey)-

Existen también pruebas combinatorias del resultado anterior como
la que presentan Benkart, Sottile y Stroomer en [BS96, p.31].

3. Consecuencias de la Regla de Littlewood-Richardson

A continuacién mostraremos algunos resultados que se desprenden
de la Regla de Littlewood-Richardson 2.22 que serdn usados en el si-
guiente capftulo para calcular la descomposicién de un producto de
Kronecker en caracteres irreducibles.

Lema 2.27. Sean A b n yn = (m,...,m) un vector de enteros
posilivos tales que m + - - - + m, = n. Tenemos que:
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S(n)e. Ay _ X 1
Resg(X) = 3 oy oy (¥ x .. x x79).

p(i)rm;
1<i<e
DEMOSTRACION:
Sabemos por el Teorema 2.7 que B={x*V x --- x x* | p(1)
T,... ,p(t) F 7} es el conjunto completo de caracteres irreducibles de

S(r). Por tanto, podemos escribir a Raggwg( *) como combinacién de

los elementos de B; més aun, el coeficiente que multiplica a XAV x .
x"t) € B en dicha combinacién lineal es <x"(1) X oo x xP) Raggg(x )>

Con el Teorema de reciprocidad de Frobenius 1.44, la Definicién 2.9 y
la Regla de Littlewood-Richardson 2.25, tenemos que éste es igual a

<Indg§:g(xp(l) N Xp(t))’ XA> — (XP(I) - -0 xP(t), XA)

— A — A
= <2°?pu).---.pu))xurx > = (1), o))

vkn

s

Por lo tanto Ress((:;(x*) = E C?p(l),...,p(t))(xp(l) x oo x )P,
pliFm
1<igt

Con base en este resultado podemos obtener una versién mds gene-
ral, para caracteres sesgados:

Lema 2.28. Sean Abn,aFmecnm<nym=(m,...,m) un
vector de enteros positivos tales que m +---+ %, =n —m. Tenemos
que:

S( —m) A el t
Resg(z) o) = Y ey P X x x?)

pli)Fm,
1<igt

DEMOSTRACION:
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A partir del Teorcma 2.22 y del Lema 2.27 concluimos que:

S
Resg(y ™ (x*/) = Resgin; ™ ( > c;,x") = D aResin™ (x)

vhn—m vHn—-m

i

Z c Z Crp(l)....,p(zn (Xp“) X ... X XP(I))

vhFn—-m pli)br;
1<i<t
A )
= D Al oty (VX x X)), )
vFn—-m
plifrm;
1<i<t -

Asimismo, las observaciones 1.7 y 2.24, junto con el Corolario 2.26

nos indican que Z ciucfp(l),_"‘p(t)) = ca{(“l) oty L& ecuacién (4) se
vrFn-m
convierte entonces en

S(n m) M) Aa o(1) ot
Ressry Z Coptt)... oty (X7 X - x xP9).

plijFm
1<i<t

-----

Ocuparemos lo anterior y el Teorema de reciprocidad de Frobe-
nius 1.44 para describir parcialmente c6émo se comporta el producto
de Kronecker al combinarse con el producto externo de caracteres. El
resultado es una especie de propiedad distributiva que aparece en el
articulo de Littlewood [DL56, p.91], enunciada a continuacién.

Teorema 2.29. Sean A F l, u-myvFncnn =1[{+m.
Entonces:

(Fext)ex =) (X ®x) e (x* 9X°).
ol

ok

DEMOSTRACION:
El Teorema 1.45 nos dice que

(o x*) @ x* = Ind3()) (Res$ () @ (0 xx)) . (5)
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Apliquemos el Lema 2.27 al lado derecho de la igualdad anterior y
utilicernos la linealidad de la induccidn:

5
ndg(7 (Resgii (") ® (x* x x*))

5 v
=TIndgih s | 3 ch, (¢ x X)) ® (x* x x¥)
P

okm
= cpalnds& 2o (0 x x7)® (x* x x4)) .
ai—m

Gracias al Teorema 1.37 inciso 3 para el caso p = 2 sabemos que
este 1ltimo sumando es igual a

Zcpalndihk) (0 @ x?) % (x* ®x7))

trl"m
=Y ex) e (@ x7). (6)
pHi
abm
Al substituir (6) en la ecuacién (5) obtenemos el resultado deseado.
O

Podemos generalizar este hecho:

P
Corolario 2.30. Sean A({) F l; para 1 < i < p con ZI,- =ny
i=1
v n. Entonces:

(M0 ey} ) ® X"

— A 1 A
- Z o1y ot (X D@ xt1)e-- o (P @ xP).
pliy-L
1=izp
DEMOSTRACION:
La prueba es anéloga a la del caso p = 2.
O

Como se verd a continuacion, en el caso particular en que A(Z) = (1)
para 1 < ¢ < p, la ecuacidn del Corolario 2.30 se simplifica de modo
notable.



36 2, CARACTERES EN EL GRUPO SIMETRICO

Corolario 2.31. DadavFnconn=104 +1+---+1,, se cumple

que
qb(h.lz,--- 2} @ X’ = (X(h) e ---® X(fp)) X"
_ (1
= > i pop (K @0 x? )
i)Y
1<i<p
DEMOSTRACION:

La primera igualdad se sigue de la observacién 2.14. La segunda se
sigue directamente del Corolario 2.30 y del siguiente hecho:

XU-‘) ® Xp(i) = Xﬂ(i), Vi<i<p,

que se estableci6 en el inciso 1 del Teorema 2.3.
O

Otra proposicién importante que se deduce de este 1ltimo teorema
y que nos ayudard en el manejo de los coeficientes de Littlewood-Ri-
chardson es:

Corolario 2.32. Seann > m, ubn, EFmyvkn—m. En-
tonces:

1- c,gfu: = cgv y
2. ¢ = (xm)’.
DEMOSTRACION:

Por la Regla de Littlewood-Richardson 2.22, el Teorema 2.3 y la
simetrfa de las entradas de ¢(A, g, v) se tiene que

&= <xef R X.,r’xpr> _ <x5' o3’ x* ®X“")> = <(xe' . X./) ®x“"),x“>
y por el Teorema 2.29
(XEI . Xul‘) ® X(lﬂ) —= Z CE’};) (XEI ® Xp) . (xy’ ®XU)
pt-m

ogkn=-m

= (x" ® x“m)) . (x”' ® x“"_m)) =x‘ e X",

por lo que
iy = (o X" X") = ¢
Por la Regla de Littlewood-Richardson 2.22 se sigue de lo anterior que

Xu’/f' = (X“/E),-
(]



CAPITULO 3
Algunos resultados importantes

En este capftulo se definirdn los nimeros c(A, p, v} y se dardn propie-
dades basicas de‘los mismos. Con los resultados del capftulo anterior
se desarrollardn métodos para calcular la descomposicién de un pro-
ducto de Kronecker en términos de caracteres irreducibles, los cuales
se ejemplificarsn con el calculo de los productos X @ x &2, el més
dificil de peso 6, ™'V ® x* y X1} ® x* para A arbitraria. Tam-
bién se presentaré una férmula que describe a los mimeros c(A, p,v) en
términos de multitablas de Littlewood-Richardson.

1. Célculos cldsicos

Pensemos en el producto de Kronecker x* ® x* de dos caracteres
irreducibles del grupo S(n). Este es en general un cardcter reducible
del grupo simétrico, lo cual da lugar a la siguiente definicidén:

Definicién 3.1. Sean ), z y v F n. Denotaremos por c(X, ¢,v) a
la muitiplicidad del cardcter x” en el producto de Kronecker x* ® x*,
es decir, ¢(), p,v) = (x* @ x*,X")-

Estos niimeros pueden ser descritos con la férmula
1 v
vy =— Y X)X (o),
oE€S5(n)

consecuencia del modo en que se defini6 el producto interno de carac-
teres 1.25 y de la observacién 2.6. La f6rmula, que aparece en el libro
de Murnaghan [FM38, p.765], tiene la virtud de mostrar la simetrfa
de ¢(\, 4, v) en las tres entradas pero no es muy eficiente para calcular
(M, i, v) en casos particulares de A, gy v.

Como consecuencia del Teorema. 2.3 y las propiedades del producto
tensorial 1.32 tenemos que:

Cox =(ex™Me (e 1) = (x* ® ) ® (X" @ x™™)
=(text)ex™ =x'ex",
por lo cual:
Observacién 3.2. (N, p,v) = c(A, p, v).
37
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Debido a las relaciones de ortogonalidad entre caracteres 1.26 y al
Teorema 2.3 tenemos que:

Ot @ x™, x*) = (X x*) = s
O @x,x) = (3 x*) = b

Escrito de otro modo:
Observacién 3.3. c(), g, (n)) = 6.
Observacién 3.4. c(A, p, (17) = 8y,

Antes de iniciar con cdlculos explicitos daremos una cota para los
nimeros c(A, 4, ¥) que aparece en [RS99, ej.7.83].

Teorema 3.5. Sean A, p y v particiones de n. Entonces':

e(A, p,v) < min{x*(1), x*(1), x*(1)}.

DEMOSTRACION:
El resultado se sigue del Teorema 1.48, de la observacién 2.6 y de
la simetria de los nimeros ¢(A, i, v).
O

Realicemos ahora algunos calculos. Mostraremos con el siguiente
ejemplo un método para calcular la descomposicién de un producto
de Kronecker; aplicaremos para ello los resultados de la Seccién 3 del
capitulo anterior. La importancia de este método recae en que puede
ser usado para cualquier producto de Kronecker, puede decirse incluso
que se trata del cdlculo clésico de tal descomposicién. Sin embargo, esto
no puede considerarse como una respuesta satisfactoria al problema a
tratar en esta tesis ya que incluso para ejemplos sencillos los cdleulos
necesarios para desarrollar el método suelen ser largos y tediosos.

Ejemplo 3.6. A continuacién calcularemos la descomposicién del
producto x®*) @ x(321) en caracteres irreducibles?. Con dicho ob-
jetivo expresaremos a x®*! como combinacién lineal de elementos

'Dada p+ n, x#(1) es igual a la dimensién del médulo asociado a g y también
es igual al nimero de tablas estdndar de forma p, denotado por f# (ver [BSO1,
p-73)). Ast, e(X, g, v) < min{f*, f*, f*}.

?Parte del desarrollo de este ejemplo fue tomado del libro de James y Kerber
IFK81, p.96]. En este trabajo se desglosan los cdlculos correspondientes v para ello
se hace uso del Corolario 2.31.



1. CALCULOS CLASICOS 39

de {¢*|» F n}; recordemos que este conjunto forma una Z-base de
R (S(n)). Aplicando la férmula del determinante 2.19 tenemos que:

. NORNORIVG) NORVORVE
W CERVR RV ORIV IRV I BVEVRRVO IRV E)
0 Xx@ 0 1 XM

= 3 e x® _ D 0y 4 1) g (D) ¢ 3@ _ 1) g 3D g5l

SO _ p3) 4 gBa1) _ g,
También es posible calcular la descomposicién anterior mediante la
Regla de Young 2.16 y la descripcién combinatoria de los coeficientes

de K~! dada por Egecioglu y Remmel 1.12.
Tenemos asf que

2 2
X320 @ 532D (¢(5.1) — ) 4 ga21) _ glat )) ® x®2

—_ ¢(5:1) ® X(anzll) —_ ¢(32) ® x(svzll) + ¢(3v2-1) ® X(3|2.1) —_ ¢(4:12) ® x(slznl)_
(7)

Es factible usar ahora el Corolario 2.31 para desarrollar cada sumando
como una combinacién lineal de productos externos:

¢(5.1) ® x(3|2'1) — x(saz) . X(l) + x(a-lz) ® x(l) + X(22,1) » X(l)
¢(32) ® x(312l1) = 2x(2|1) » x(a) + 2xt2'l) Y X(zll) + 2x(211) Y x(la)
FO2D) @ B2 = ) ¢ 1D g 1 (1) 1 (8) ¢ 51 g 5 (1) | 32 (21) g 3(2) g 5 (1)
+3x2D e % @ 3D 4 31 g 5(2) g 5 () 4 x(13) . x(l’) o
¢(4112) ® X(alzvl) — 2X(3!l) Y X(l) [ X(l) + 2x(22) » X(l) »® x(l) + 2X(2l12) e x(]) ® X(l)
(8)
Con ayuda de la Regla de Littlewood-Richardson 2.22 es posible

expresar cada uno de estos productos externos a partir de caracteres
irreducibles. En el primer caso tenermos:

2

A6
2 2 3
X 0 X0 = ST A iy = @I 4 yB2D) (1)
A6
2 ] 2 12
x(2 ']) ™ X(l) — 26?2?,1)(1}XA = x(332|1) + X(2 ) + x(2 il ),
X6

de modo que
¢(5!1) ® X(3,2.l) = X(472) + X{4112) + X(SQ) + 3x(3’2'1) + X(3.13) + X(23) + X(Qzllq)-
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De manera andloga:
¢ ® 32D =
2(X(5,1) +X(4.2) +x(4,12) + X(3.2,1))
+2(x%¥ + x(4,1’) + x4 BB B 4 x4+ X(22,1’))
+ 2(X(3,2.1) + x(3,13) + X(z’,ﬁ‘) + X(?,l‘)),

$B32D g X(3,2,1) -

(X(G) + 2 &1 4 gx(4.2) + x(4.12) + x(3’) + X(S.Z,I))

+ (X(S,l) + x(4,2) + 2x(4.1’) + x(3,2,1) + x(3,13))

4 30 4 2y (42 4 2x(4|12) + x(3’) + 3x B30 4 x(3,1") + X(2’) + X(i"-l’))
+3(x*? + x(*i.l’) + x(3’) + 3 B2 4 2X(3.i’) + X(i’a) + 2x(22.1’) + x(2.1‘))
+ (X(4,1?) +X(3,2,1) + 2X(3.13) +X(22.1=) + X(a,m)

+ (B2 G B 4 B g5 (B 4 9y (219 5 0%y

¢(¢.12)‘® X2 o
xSV + 24 4 9y 81 4 6 4 9y G20 LBy
120D 4 x84 2y B2 4 B 4 ey
+ 201 4 2B 4 9,819 0 | g (20 | 1Yy

Al substituir todos estos resultados en las ecuaciones (8), reem-
plazarlos a su vez en la ecuacién (7) y asociar términos comunes obte-
nemos que

X(3,2|1) ® X(3|211) =X(6) -+ 2x(511) + 3x(4:2) + 4X(4112) + 2X(32) + 5x(3v211)
-+ 4X(3313) + 2x(23) + 3x(22v12) + 2X(211‘) + x(la)-

Observamos que en esta descomposicién aparecen como sumandos los
caracteres asociados a todas las posibles particiones de 6. Es por eso
que se trata del producto més diffcil de peso 6.

Como ya se menciond, el método descrito en el ejemplo anterior
funciona en todos los casos pero no siempre es el méds conveniente,
porque de acuerdo al producto de Kronecker con el cual estemos traba-
Jjando, podemos valernos de ciertos elementos para acortar el camino
que nos lleve al resultado deseado. Con esta idea en mente vamos
ahora a calcular la descomposicién de los productos de Kronecker del
tipo ™ 1) @ x* y x*21") @ y* para cualquier n, con A una particién
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de n, de acuerdo al planteamiento que establece Littlewood-Richardson
en [DL56, p.92].
Gracias a la Regla de Littlewood-Richardson 2.22 sabemos que

(=1 g D) = 3 (r=L) g k)
lo cual implica que
v (X(n—l) oD x(n)) ®x*
(™D ex®) @ x* - x™ @ x* (9)

El primer sumando se descompone como combinacién lineal de ca-
racteres irreducibles con la ayuda del Corolario 2.31 y de la Regla de
Littlewood-Richardson 2.22; cabe recordar también que por la obser-
vacién 1.6 ¢}, = 0 si p € A por lo que:

" VexMex* = Y A (ex’)= Y. (X exV)

pn=1 pn—1
o1 PCA
= Y ex™) =3 [ Do gax”
prna—1 pn—1 \ vtn
PEA pCA  \v2p

Observamos quesi pkn—1, A, vFny pC ANy, entonces p=ANv
o bien A = v. Asf, podemos separar esta iltima suma y reescribir la
ecuacién anterior como:

(" Pexext= Y gux*+ D KX’

n—1 vn
p:g,\ jAni=n-1
— A v
= E X"+ E X
pFn—1 vhn
pCA |anp]|=n—1

Introduzcamos nueva notacién que nos permita visualizar la férmula
anterior a través de diagramas de Young:

Definicién 3.7. Dada A particién de n para cada unién disjunta
D = D,U-. U D, de diagramas sesgados, n{X, D) denotara el mimero
de maneras en que el diagrama asociado a A, D*, contiene al diagrama
D de forma que al quitérselo a D* se obtiene un diagrama de Young.

Por ejemplo, si A = (3,2,1) tenemos que n{A\,FPUag) = 2. Los
dos modos en que D* contiene al diagrama B Up de forma que al
quitdrselo a D* se obtiene un diagrama de Young estédn indicados a
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continuacién de manera punteada:

- -

En estos términos
" PexMext =naxt+ Y ¥
viFn
|Any|=n~1
Ademis x™ es el cardcter trivial de S(n), como se establecié en el

Teorema 2.3. Al juntar estos hechos y substituirlos en la ecuacién (9)
tenemos que:

x(m-tD) ®x = n(Ao)x* + Z x| - x*
v
|AMv|=n--1
= () ~1x*+ D x“
v
JAanw|=n—1

Hagamos un desarrollo anélogo para x*~21") @ x*. Por la Regla de
Littlewood-Richardson 2.22 sabemos que

x(l‘l—?) e X(lz) — X(n—l'l) + x(ﬂﬂz,lz)’ - (10)
asf que

x(n-2,12) ®x = (x(n—Z) . x(;?) _ x(n—l,l)) & x*

- (X(n—2) o X(ﬂ)) &x* — x* eyt (11)

El segundo sumando es el que acabamos de analizar algunas lfneas
arriba y el primero se desarrolla con ayuda del Teorema 2.29 :

(X(n—2) .x(zﬂ)) oy = Z &, (3™ ®X°) (x(u) ® X")

pn—-2
at-2

= Z c;,‘a (X”ox"") ,

' prn—2
ob2

donde esta 1iltima igualdad se justifica con el Teorema 2.3. Las tinicas
particiones de 2 son (2) y (1%), asf que es factible separar esta dltima
suma del siguiente modo:

- 2 2
(P extM) @t = 3 [y (3 X) + sy (o x®))].
pn—2
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Nuevamente con la Regla de Littlewood-Richardson 2.22 tenemos:

(X("_z) . x(lz)) ®x = Z [03(2) (Z C;(l'z)x") + Co12) (Z c:(z)xu)} ;

pn—2 vkn vtn

al substituir en (11) y asociar de otra manera obtenemos la siguiente
férmula:

X(n—2,12) ® XA

=D | X charchn + 03(12)05(2)] X = x"ext
vn n-~-2

Para que x” aparezca en la suma anterior necesitamos que 02(2)0:(12) #

0 o bien que C;\’(IQ)C:(2) # 0; en cualquier caso p € ANv. Ademéds

pFn—2, entonces n—2 < [ANv|. A partir de este hecho y al asociar

adecuadamente es posible expresar dicha suma como:

[Qn(A,DUD) —n{A,0) + 1] XA+ M-Z zz [C2(2)c:(12) + 63(12)0:(2)] x’
n , pFa—

Observemos que n(A\,0U0) = (*37) = in(A,0) [n(X,0) — 1]. Asf, los
resultados anteriores se pueden escribir de la siguiente forma:

Teorema 3.8. Dade A una particién de n se tienen:
1. x(n—l,l) ®xA - (n()\,o) _ 1)X'\ + Z Xu'

|.\nﬂ_=un-1
2
2. x"2 @ x* = (n(A\,0) — 17 x*

A A
DD [Cptz)";(ﬂ)JGC(w)C:(z)] - 2 %
IAI?W-JTE prn—2 {ANpj=n-1

{n-1n-2}

2. Primeros resultados

A continuacién aplicaremos el Teorema 1.46 al grupo simétrico, lo
que dar4 la pauta para obtener resultados que nos ayudarén a describir
en cierta medida el comportamiento de los mimeros ¢(, g, v} en tér-
minos de multitablas de Littlewood-Richardson.
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Teorema 3.9. Seann>m, A\, ubn,a, f-myvkFn—m con
v={(i,vs,...,n). Tenemos que:

v Ma g By _ Ma M8
(8" x""®x ) 2 o D0 el

p(i)Fu;
1<igr

Observemos gue en el caso particular en que o y B son la particion
vacta, el resultado anterior nos dice que

(R } - A
(45 ' X ®X”) = Z C(p(l).---.p(r))c?p(x) L))

pli)lu
1<i<r

DEMOSTRACION:

Tenemos S(v) < S(n—m) con S(v) ambivalente por la observacién
1.13; consideremos x*/*, x*/# € R(S(n — m)). Mediante la aplicacién
del Teorema 1.46 obtenemos

<Ind3(v) ™ (150y) , XM @x#/ﬁ>
- 2 <R°£sng ™xMe), w) <R$§E’:)‘"‘) (), ¢> _

% cardcter
irreducible de S(v}

Por el Teorema 2.7, {x""} x «-- x x*® | p(i) + v,1 € i < 1}
es el conjunto de todos los caracteres irreducibles de S{v) y ademés

Indgﬂ,‘)’ (1s(y) = ¢¥ por definicién, asf que

(8,302 @ 079) =

Z <RES§£3)—m) (XAIQ):XP(I) Koo X xp(r)) <R€Sg§:;m)(xf‘/ﬁ)}xp(l) Moeee X

pli)Fy;
1<igr

(12)

Al usar el Lema 2.28 tenemos lo siguiente:

xp(r)) ]
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(Resgg')-m)(xm pl1) 5 ...xxm> |

= Af 1 Tt 1
= < > o mepyX P x e x xTO xP x x x"(">

(i)

1<i<r
1
= Z C(f(l) (") (x"" X, %P x - x X

Tk

1<i<r
_ JMa
= Clp(1),... plr))"

Analogamente:

S{n—m)
(R‘*s&) M) X x e x Xp("> ity i)y

Al substituir estos resultados en (12) obtenemos lo deseado.
a

El teorema anterior nos lleva de manera natural a lo establecido
por Vallejo en [EV98, p.3}:

Definicién 3.10. Sean n > m, A y p particiones de n, a y 8

particiones de m, y v = (11, ... , 1y} particién de n — m, entonces
/8
(M e 1/Biv) = Y oy pten i str)
plijkuy
1<i<r

Observacién 3.11. Se sigue de la definicién anterior y del Teo-
rema 3.9 que

Ir(Ma, u/Biv) = (¢, xM* ® x*?} .

Es importante tener siempre presente la interpretacién de los coefi-
cientes de Littlewood-Richardson en relacién con las tablas de Young.
Recordemos que c?p/ﬁ)'m oty Cuentala cantidad de multitablas de Little-
wood-Richardson de forma A/a y contenido (p(1),...,p(t)). En estos
términos Ir(\/a, 1/ B; v) denotars el nimero de parejas (S, T') de multi-

tablas de Littlewood-Richardson de forma (\/a, u/83), igual contenido
y tipo v.

Observacién 3.12. ir(A/a, u/8; v) es simétrico inicamente en las
primeras dos entradas, de ahf el uso del punto y coma para separar la
tercera entrada de las dos primeras.
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Ejemplo 3.13. Consideremos n = 5, A = (3,1%), u = (2%,1),
v = (3,2) particiones de 5. Asimismo tomaremos « y 8 como la parti-
cién vacia. En este caso

(. ®x*) = > Suppannm =

pli)u;
1<i<2

Esto se debe a que las tnicas parejas (S, T) de multitablas de Lit-
tlewood-Richardson de forma (A, ), igual contenido y tipo v son las

1[1]7][1]1 1[1]7][1]1
siguientes: 2 J2| 12 2 211
1] 1 2] 2
La primera pareja de tablas tiene contenido ((2,1),{2)) y en la

segunda el contenido es ({2, 1), (12)).

Finalmente reescribiremos €l resultado del Teorema 3.9 para obtener
una versién del mismo en la cual se relacionan los niimeros de Kostka, la
multiplicidad e(A, u, v) del cardcter irreducible de x* del grupo simétrico
S(n) en el producto de Kronecker x* ® x* y los mimeros Ir(A, u;v)
definidos con anterioridad. Este resultado se encuentra en el articulo

de Vallejo [EV7, p4].

Teorema 3.14. Seanv, M, ptn conv = (v,vs,... ,1,). Tenemos
que:

1. ZK.WC(/\,[J, T) = Ir(A, pv),

ey

2. (A p v ZK( Dir(A, py 7).

v

DEMOSTRACION:
Expresemos a ¢* en términos de los caracteres irreducibles x™ con
T F n utilizando la Regla de Young 2.16:

¢ = Z Knx'

v

Tenemos entonces que
(. X @x*) =Y Kn (X" x*®x"),

T

pero (x’, x* @ x*‘) es por definicién e(A, g, 7), por tanto
(¢ @x*) =D Krc(h 7). (13)
TRUY

Por otro lado, la observacién 3.11 indica que
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(8", x* ® x*) = Ir(\ ;). (14)

Al juntar los resultados de (13) y (14) se tiene probado el primer
inciso del teorema. La demostracion de la segunda parte se realiza de
manera andloga, partiendo del siguiente hecho:

X =) KV
TP

establecido en el Teorema 2.16.
a

Un caso til del teorema anterior se da cuando v consta de dos
partes, ya que en estas circunstancias la ecuacidn para expresar a
e{A, i, v) en términos de los mimeros Ir(A, 4; 7) con 7 B v se simplifica
de manera notable (ver [EV97, p.5]).

Corolario 3.15. Para1<b< 3, b€N,

(A p,(n=0b))=1lr(Apn-5b))—lr(\pn—06+1,-1)).

DEMOSTRACION:
Sabemos por el Teorema 3.14, inciso 1 que
> Kenosmep, 1) =Ir(A, g (n = b,8)). (15)
T2 (r—b,8)

Observamos que para 0 < ¢ <b, (n —1,1) & (n— b,b). Ademds, si
& (n—-5bb),conT = (7n,...,7)setieneque +72 > (n—b)+b=n,
lo cual obliga a que ¢ < 2 es decir, 7 = (n —i,i) para algin 0 <i < %;
més ain, como n — i = 7; > n — b, entonces i < b. Recordemos que
K(n—ii)n—bp) es el mimero de tablas semiestdndar de forma (n —~1,7) y
contenido (n — b,b), por lo cual Kn_ism-ts) =1 para 0 < ¢ < b. De
aquf que

b

Z Kf(n—b,b)c('\l F"!T) = Z C()\»ﬂ: (TI. - 7‘!7'))

T8 (n—b,b) i=0
Al reemplazarlo en (15) tenemos

b

(3, s (= 0,8)) = 3 _e(A, (= 4,9)). (16)

i=0
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Si procedemos de manera andloga para la particién (n — b+ 1,6 — 1),
resulta que
b1
(A m(n=b+1,6—-1) = e(Ap(n—1i9)) (17)
i=0
Una vez que resolvemos el sistema de ecuaciones anterior, al restar
a la ecuacién (16) la ecuacién (17) obtenernos

Ir(A pg;(n—=56,0)) —~ lr(Ap{n—-5b+1,0-1))

b b—1
= Y e (n=i,i)) =Y oA p(n-id)
=0 : i=0

el tinico sumando que no se cancela es ¢(A, i, (n — b, b)), por tanto

e(A i, (n~5,0) =lr(A p;(n=b,8)) —ir(A,ps(n—b+ 1,b-1)).
: O

Comentario 3.168. Otra manera de demostrar este 1iltimo resul-
tado se da mediante la segunda parte del Teorema 3.14 y la descripcién
combinatoria de los coeficientes de K-! 1.12.

Comentario 3.17. Durante el trabajo de tesis se buscé una fun-
cién inyectiva del conjunto de parejas de multitablas de Littlewood--
Richardson de forma (), u), igual contenido y tipo (n—b+1,b—1), enel
conjunto de parejas de multitablas de Littlewood-Richardson de forma
(A, 1), igual contenido y tipo (n — b,b). Al hallar una funcién inyectiva
con tales dominio y codominio, el problema de calcular la diferencia
Ir(A, i; (n = b,b)) — lr(A, p; (n — b+ 1,b — 1)} queda reducido a contar
el nimero de elementos del codominio que no pertenezcan a la imagen
de dicha funcién. La utilidad de este procedimiento radicaria entonces
en que la descripcién combinatoria de estos elementos fuera sencilla.
El problema queda abierto ya que no se encontré un modo natural de
dar tal inyeccién.



CAP{TULO 4
Condiciones para que c{\, u,v) #0

A lo largo de este capitulo se establecerdn condiciones necesarias So-
bre v para que c(), u,v) sea distinto de cero, es decir, para que x”
aparezca en la descomposicién de x> ® x* como combinacién lineal de
caracteres irreducibles. Tales restricciones se expresardn en funcién de
la altura, el ancho y la profundidad de dichas particiones. Incluiremos
también férmulas recursivas para c(), 4, ) que servirdn para calcular
tales mimeros en términos de particiones de peso menor que A, py v.

1. Ancho y altura

Definicién 4.1. Sean AFny pF k. Si p C A denotaremos por
fM? al mimero de tablas estdndar de forma A/p, o equivalentemente
el nimero de tablas semiestdndar de forma A/p y contenido (1*°%). Si
p € A definiremos f Me como cero. En resumen,

fA/p = KA/p(l“"‘)-

Esta definicién es la que utiliza Vallejo en [EV97, p.5].
Observacién 4.2. f*? > 0siysélost pC A

Otra forma de escribir lo anterior es:

— M — A

flvp = C((S,(l),... (1)) = Can) (1) (1) (18)

donde la particion (1) aparece n — k veces.

n — k veces
f———'h—-'\
Si identificamos a S(k) con S(k, 1%7%), a x? con x? x I x -+ x ¥
y usamos €l Lema 2.27 tenemos que x” aparece con multiplicidad
3?'0'(-1)'(1)""'(])) en la descomposicién en irreducibles de Resggz)) (x?), es
ecir, -

(ResSR0),x7) = £, (19)

la cual es una forma equivalente de definir f*/# utilizada por Dvir en
[YD93, p.128].

La siguiente es una reformulacién de un resultado de Dvir [YD93,
p.129)], realizada por Vallejo en [EV97, p.5].

49
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Proposicién 4.3. Dadas )\, uFnyk < n, se tiene que
Z fﬁ/(k) (Xﬁ, X'\ ®Xﬂ> - Z fA/pf#/p_
Arn ok
(k)Cp PTAN
DEMOSTRACION:
Observemos primero que dada 8 F n se tiene que (k) C 8 si y sélo
si B & (k,{1"*)). Ademds hemos dicho que f#/(") denotars al nimero
de tablas semiesténdar de forma §/(k) y contenido (1%} o equiva-

lentemente al nimero de tablas semiestdndar de forma 3 y contenido
(k, (1)), por lo cual

Z il (X'G: x'® x#) = Z: Kgig,1n-x) (Xﬁv X' ® X‘u)
An prn
k)cs A (k1)
= Z Kﬁ(hlﬂ"l’)c(ﬁ! ’\1 I-‘) (20)
frn
B (k1mk)

Por otro lado, mediante la ecuacién (18) y la Definicién 3.10 con-
cluimos que )

bY; _ A
Do e = Y €010, (1) (11, (1))
Pk

ok
PEANL PCANE

(A p; (B, 177%)). (21)

Finalmente, a través del Terorema 3.14 se tiene
Y KpgannyolB,d p) = Ir(A, 55 (k, 1774));

Brn
B2 (k,17~*)

obtenemos entonces el resultado deseado a partir de las ecuaciones (20)
y (21).

O

Recurriremos a la proposicién anterior para describir el ancho yla
altura de un producto de Kronecker, lo que impondrd ciertas restric-
ciones sobre el ancho y la altura de un cardcter irreducible x” para que
aparezca en la descomposicién de dicho producto. Lo enunciado a con-
tinuacién aparece en el articulo [YD93, p.130] y con una formulacién
distinta en [EV97, p.5]

Teorema 4.4. Sean A y p particiones de n. Entonces:

Lo wO@x*)=Angl,
2. R} @ x*) = ANy
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DEMOSTRACION:
Si A = u entonces, por la observacién 3.3 se tiene que:

(A py () = by =1,
esto es, x{™ aparece con coeficiente distinto de cero en la descomposi-
cién del producto x* ® x* en irreducibles, de donde
w(x* @ x*) =n=[ANyl.

Cuando A # pu, sabemos que [ANg| < n; consideremos k := |ANu|+
1, entonces k < n. Observamos que para p I k se tiene que p € AN p,
yaque {ANu|=k~—1< k =|p]. De aquf que al aplicar la Proposicién
4.3 obtengamos:

Z F8/) (Xﬁ, X ® X“) = z fMegule — .

frn pk
(k) PCANL

Sabemos también por la observacién 4.2 que f%/®) > 0si (k) C 8, por
lo cual {x?, x* ® x*) = 0 para toda 2 (k), o equivalentemente para
toda 3 tal que w(B) > k. Esto implica que
w(x* ® x*) = max{w(B)| (x*,x* ® x*) # 0} < k
2 wx*@x*) <k—1=[Anyl

Tomemos ahora k := {A N g, la tnica particién posible de k que
contiene a ANy es A N 1 misma, asi que al utilizar nuevamente la
Proposicién 4.3 encontramos que

Z fﬂ/(’-c) (xﬁ, v ® X") - Z FMe pule — FANMOB gu/A0 01:4 . 0.
grn ' ok '
(kycp PCANE

Existe entonces 3 - n con (k) C B, es decir, con w(8) > k = |An ],
tal que (x?,x* ® x*) # 0, de lo cual se desprende que
w(x* ® x*) = max{w(v)| (x*,x* @ x*) # 0} 2 w(B) > (AN u;
por lo tanto w{x* ® x*) = {A N yj.

La prueba de 2 se deduce de 1 al aplicar la Definicién 2.4, la aso-
ciatividad del producto tensorial y el Teorema 2.3:

h(x* ® x*) = w (> ® x*)) = wix* ® ¥} = AN 4.
0

Comentario 4.5. Es posible invertir el orden de la demostracién
anterior, probar primero el inciso 2 y deducir de él el inciso 1.
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Como consecuencia del Teorema 4.4 se tienen condiciones necesarias
para que ¢(A, p, v) # 0:

Corolario 4.6. Sean A, i y v particiones de n. Si (A pv)#0
entonces

L ow(y) <|Anyl,

2. h(v) < AN Y.

Las condiciones anteriores son necesarias para que ¢(A, u,v) # 0
pero no suficientes:

Ejemplo 4.7. Sean A = = (2%) y v = (3, 1), entonces:
() =wl) = 2< 3= @ 1)) = ko] = A,
w(v) =3<4=|(2%)| = ANy,
hA) =h(p) =2<3=1(2,1) = [unV| = ANV,
h(v)=2<4=]Anyl.

Sin embargo, ¢(A, ¢, v) = 0 como se puede comprobar con las férmulas
presentadas en el dltimo capftulo de este trabajo.

Este corolario es muy 1itil en la practica pero hay que resaltar que
el Teorema 4.4 proporciona més informacién, pues no sélo indica que
todas las particiones que aparecen en la descomposicién de y* @ y#
tienen ancho menor o igual a |A N g, sino que asegura que existe una
particién donde este ancho méaximo se alcanza. Andlogamente para la
altura.

Es importante hacer notar que el Teorema 4.4 establece una forma
exacta para expresar a h(x* ® x*) como el 4rea de la interseccién de
los diagramas de Young de A y del conjugado de p. Yoav Dvir probs
este resultado motivado por la desigualdad h(x* ® x*) < h(x*)h(x*)
encontrada previamente por su asesor de tesis doctoral, Amitai Regev
[ARSB0). El teorema de Dvir convierte esta estimacién en una férmula
precisa y del mismo se concluye ficilmente la afirmacién de Regev que
estableceremos a continuacién:

Corolario 4.8. Sean A, i particiones de n. Entonces:
h(x* ® x*) < RO A(x").
DEMOSTRACION:
Como ANy’ C A, g, entonces h{X N p') < h(A) y wdny') <
w(') = h(u), por lo cual AN /| < h(Ah{y) = R(x*)h(x*). Asi,
legamos al resultado mediante el Teorema 4.4

O
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Como se mostrara enseguida, al tratar de generalizar el Teorema 4.4
al producto de caracteres sesgados la precisién se pierde y obtenemos
vnicamente cotas del ancho y la altura de dichos caracteres:

Corolario 4.9, Sean m;,m,l > 0, ny = my + 1, np = me + 1,
Al ny, nkmy, png, £F me. Entonces:

L w(x"®x**) < |Anyl,

2. h(xM @ x*/¢) < Any.
DEMOSTRACION:

Por la Regla de Littlewood-Richardson 2.22 tenemos que .

w(x" ® x*/¢) = max{w(o)| (X" & x*/¢,x°) # 0}

= méx{w(c)| <(Zc3;,,x") ® (Z cg‘px”) ,x"> # 0}

vl -l
= max{w(o)| Y _ ek, (x* ® x*,x°) # 0}
v,pHl

Sea & una particién de ! donde se alcanza ese maximo, y 7, ¢ - { tales
que

el (X ® X%, X°) #0
= 1CAheCry{(X ®x*Xx")#0,
de lo cual se concluye que
w(x” ® x*) = max{w(®)| (x” ® x*,x*) # 0} 2 w(5) = w(x" ® x*/*).

Por el Teorema. 4.4 sabemos que w(x” @ x?} = |7 N¢|; ademds 1 C Ay
¢ C u, entonces [TN@} < AN y|. Por lo tanto w(x»" @ x*/%) < [Any|.

La prueba del segundo inciso se obtiene del primero y del Corolario
2.32 del siguiente modo:

h(x"/” ® X.“/E) = ((X«\/n ® Xn/f)f) = w(x”’"’ ® (xplf)f)
=w(x e x*/F) < An.

2. Profundidad

Los siguientes resultados aparecen en [JK81, 2.9]; como se men-
ciona en este texto, Klemm los prob6 con anterioridad en (MKT77,
p.457|. Se dardn pruebas distintas a las que ahf se presentan ya que se
veran como consecuencias del Teorema 4.4,
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Lema 4.10. Sean X, u y v particiones de n. Entonces w(v) <
[AN | siy solo si|A—p| <2d(v).!

DEMOSTRACION:
w(v) =11 < |[ANpy| siysélosin—d(v) < |Anp|. La aplicacién de
la observacién 1.1 nos indica que esto ocurre siempre y cuando:

n—d(u)Sn—lA;‘u,

, 0 bien |A — u] < 2d(v).
0

Podemos entonces reformular el Corolario 4.6 en términos de la
profundidad de una particién:

Corolario 4.11. Sean ), u y v particiones den. Si c{A, u,v) #£0,
entonces

A=l =37 I\ — ) < 24d(v).
i>1
Cabe notar que el recfproco de la afirmacién anterior es falso:
Ejemplo 4.12. Sean A = (2%}, u = (3,2,1) y v = (1°) particiones
de 6. Sabemos que:

A=l =2<10=2d(v),

|A - v| =6 < 6=2d(p),

b - v| = 6 < 8=2d());

sin embargo, c(A, i, v) = 0 por la observacién 3.4, ya que X # /.
Como consecuencia del Corolario 4.11 hallamos:

Corolario 4.13. Sean M\, pyv = (1,. .. , ) particiones de n. Si
(A, u;v) #£ 0 entonces

A== I -l < 24d().

i>1

DEMOSTRACION:
Como Ir(A, p;v) = Zch(/\,,u, 7) por el Teorema 2.16, entonces
TB VY
el hecho de que Ir(\, ;) # O implica que existe 7 D> v tal que
(A, pt,7) # 0. Gracias al Corolario 4.11 sabemos que |A—p| <2d(r),

"Recordemos que al principio de esta tesis se definié d{-y) como el mimerc de
nodos de -y que no pertenecen al primer renglén.
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pero T I v, en particular 7 > vy, entonces d(7) < d(v), lo que nos
conduce al resultado buscado.
]

En la anterior demostracién observamos que |\ — p| se encuentra
acotado superiormente por la profundidad de alguna v & v, y 1, puede
superar por mucho a v, lo cual implicarfa que d(r) es mucho mds
pequefa que d{v). En este caso la cota dada en el corolario anterior no
es muy buena.?

Mediante los resultados previos es posible estimar las componentes
irreducibles x* que aparecen en la descomposicién de x* ® x* en tér-
minos del nimero de nodos de v que no pertenecen al primer renglén,
es decir, en términos de la profundidad de v, d(v).

Teorema 4.14. Sean A, p y v particiones de n. La profundidad
d(v) de cada componente irreducible x¥ de x*®@x* satisface las siguien-
tes desigualdades:

d(\) - ()] < d(v) < d() + d(n).

DEMOSTRACION:
Sea x* una componente irreducible de x*®x*, entonces ¢(A, g, v) # 0
y por el corolario anterior |A — p} € 2 d(v). Por otro lado:

A= pl = A= pf+ D0 e =l = [ =l + 1) = )l

22 22

=|(n— M) —(n—p)l+]| Z)\i - Zﬂd = 2{d(A) — d(p)].
i>2 22
Al juntar estos hechos observamos que 2|d(}) —d(u)] < {A—pl < 24d(v),
de donde |d(A) — d(p)| < d(v).
Para probar la segunda parte de la desigualdad recordemos que
c(A, i, v) es simétrico en A, 4 y v por lo cual del razonamiento previo
podemos concluir que |d(v) — d(p}| < d()); entonces

dv) — d(s) < ) — A S ) = d(v) < d(X) +d(p).
(]

Es importante notar que el resultado anterior se prob¢ a partir
del Corolario 4.11 (que es una reformulacién del Corolario 4.6), pero
se requiere adem4s la simetrfa de ¢{A, p, ¥) en sus tres entradas para

2Es posible probar el Corolario 4.13 usando dnicamente la interpretacién de los
numeros ir(), g; ) en términos de tablas de Littlewood-Richardson y la observacién
1.1; entonces el Corolario 4.11 se sigue como consecuencia ya que el hecho de que
e(A, g, v) # 0 implica que Ir{X, p; v) # 0, invirtiendo asf el orden de la presentacién.
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verificar la segunda desigualdad. Si nos olvidamos de esta simetrfa,
es posible encontrar particiones n tales que w(v) < |AN y| (condicién
necesaria para que c(A,u,v) # 0 por el Teorema 4.4), pero que no
cumplen con la segunda desigualdad del Teorema 4.14 y por tanto tales
que x* no aparece en la descomposicién en irreducibles de X ® xt.

Ejemplo 4.15. Seann > 8y A = (n -1, 1), entonces
wx® ) =n -4 <n=A0A =uwi®x})

A" =2<8=ANN| = h(x* @ x*).

Sin embargo, d((n — 4,4)) = 4 > d(A) + d()\) = 2; por el Teorema 4.14
se tiene que (A, A, (n — 4,4)) = 0.

El Teorema 4.14, que presentaron Klemm en [MK77, p.457-458], y
James y Kerber en [JK81, p.99] establece condiciones necesarias para
que ¢(A, 2, ) # 0 en términos de la profundidad de dichas particiones.
Sin embargo, es un resultado m4s débil que e] Corolario 4.6, o bien su
reformulacién, el Corolario 4.11, como se vers a continuacién:

Ejemplo 4.16. Sean A = (3%), u = (3,1%) y v = (5, 1) particiones
de 6. Entonces:
1400 = ()] = 0 < d(v) = 1 < 6 = d(A) + d{w),
[d(A) ~ d(v)| =2 < d(p) = 3 < 4 =d()) + d(v),
|d(k) — d(v)]| =2 < d(A) = 3 < 4 =d(u) + d(v);

sin embargo w(v) =5 >4 = {(3,1)] = |AN | y por el Teorema 4.4 se
tiene que ¢(A, y1,v) = 0.

Con miras a estudiar el caso en que se da la igualdad d(v) = d{A) +
d(y), estableceremos a continuacién dos lemas técnicos que aparecen
en [YD93, pp.134-135] y que seran usados en la siguiente seccién:

Lema 4.17. Dadas )\, u y v particiones de n se tiene que:
L n—[A~n|=jAny|
2. 8id(v) = d{\) +d(n) entonces

a) pp=n—-A+1n

(b) )\1 2 1247

(€) IANvl = siysolosidCop.

3Recordemos que 7 := (g3, o3, . . .) como se definié en la primera seccién de esta
tesis.
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DEMOSTRACION:
1. Como A y v juegan papeles simétricos podemos suponer sin
pérdida de generalidad que A; > v, entonces

n—|A1—V1|=V1—A1+n=V1—/\1+ZA.'=V1+Z)\£
>1 iz
> Zmin{)\,—,u,-} =|ANwy|.
i>1
2.(a) Por hipétesis d{v) = d()\) + d(u), es decir,
n—pm=n—A+tn—y = pu=n-xi+u.

2.(b) Por lo anterior n — A, + v = u; < n; entonces v, — \; < 0, es
decir Al >,

2.(c) Usando 2.(a) y la definicién de AN v tenemos que [ANy] =
si y s6lo si

men{,\,-, U,'} = (Z )\1) + 1

i>1 i>2

como A; 2 v por 2.(b) la igualdad anterior se da si y sélosi min{};,v;} =
A; para toda 7 > 2, es decir, \; < v; para toda ¢ > 2, lo cual ocurre si
y solosi A C b

O

Lema 4.18. Dadas A, p y v F n tales que d(v) = d{A) +d(x) y
c(A, 1, v) # 0 Entonces:

p = ANyl

DEMOSTRACION:

Como c(A, g, v) # 0 entonces gy = w(y) < w(x* ® x*) y por el
Teorema 4.4 sabemos que w(x* ® x*) = |A N v| asf que g; < |)\ Nv|.
Ademis por el Lema 4.17 se tiene que

A <n—|M- = n—- =
|ﬂu|rn Il V'lz.(b)n ’\1+V12.(a)‘u1

con lo cual gy = |ANy|.

El reciproco de la afirmacién anterior es falso:
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Ejemplo 4.19. Sean A = (5,2,1), p = (3,2,1%) y v = (6, 2) parti-
ciones de 8. Tenemos que gy = 6 = |(3,2,1)| = [AN . Sin embargo
c(A, pn,v) =04

3. Férmulas recursivas para c(A, u, v)

Enunciaremos ahora un teorema que aparece en el artfculo [YD93,
p-133), dando una prueba distinta a la que se presenta en ese trabajo.
Requerimos para ello de un resultado previo:

Lema 4.20. Sean v = (v1,7%,...) y p = (01, p2,...) particiones
den con 1, = p,. Entonces K-(,,_,l) = K,g;”.

DEMOSTRACION:

Sean ' := {T|T es una tabla de escuadras sesgadas especiales de
forma p y cuyo contenido es un reordenamiento de v}y D := {T|T es
una tabla de escuadras sesgadas especiales de forma 5 y cuyo conteni-
do es un reordenamiento de ¥}, sabemos por el Teorema 1.12 que

K,(,;” = Z sgn(T), K.S";l) = Z sgn(S}.
TeC SeD

Si T € C, su contenido es un reordenamiento de ¥ = (1,72, ... , %)

y tiene forma p, asf que la escuadra sesgada de longitud p, debe estar

a lo largo de todo el primer renglén de T. Removiendo este primer

renglén, obtenemos una tabla T € D. La aplicacién T — T es una

biyeccién de C en D tal que sgn(T) = sgn(T"), de lo cual se concluye
K(—l) — K(jl)
que fqp © = Ay

O

Teorema 4.21. Sean A\, u y p = (p1,--. ,p:) particiones de n, con
w(p) = pr = |AN g|. Entonces:

(M, 0) = (X @ 1", x7) = (™ @ A, xP) .

DEMOSTRACION:
El Teorema 3.14 nos indica que

(X ex*x") =D KGVir(\, m7).
Tep

Si ¥ & p tenemos que v; > p; = |A N u]. Observamos ademas que si
Ir(M p;7) # 0, con y = (71,...,7,), debe existir una pareja de tablas

Esto puede revisarse en las tablas que se encuentran al final del libro [JK81,
p.457] o bien, con el Teorema 4.23 que se presentard en esta misma seccién se tendrd
que e\, g, v) = cgﬁ =0,
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de Littlewood-Richardson (S, T) de forma (A, p) e igual contenido (ver
la Definicién 3.10), digamos (¢(1),... ,¢(s)) con ¢(i) F v V1 <i < s,
Entonces necesariamente ¢(1) C ANy, por lo cual 7 = |¢(1)] <
|A N p} = py; al juntar estos hechos concluimos que ¢(1) = ANp y
T = ;- Ast,

P ext Xty =3 K, my). (22)

Tep
n=n

Por otro lado, al expresar a x” en términos de la base {¢*|v b d(p)}
y usar la observacién 3.11 obtenemos: )

(x"/m“ ® xA/ 2w Xﬁ) = <XA/Ann ® XM Z K};”¢’>

™3
= STKGY (Mm@ xt w7y = ST KRG VAN 1/ A O 7).

Tep T2d
(23)

Notemos que existe una correspondencia biyectiva entre los conjuntos
A:={vbtnlye p,m =p} y B:= {7+ d(p)|r & p} sobre los cuales
corren las sumas en (22) y (23), dada por v — 4. Por el Lema 4.20
sabemos que K{;V = K.%;,l) y se probard también que Ir(A, p;7) =
Ir(A/A N p, /A0 p; %), lo cual completard el resultado, pues entonces
podremos igualar las ecuaciones (22) y (23).

Sabemos que Ir(A, ;) es el mimero de parejas (S,7T) de multi-
tablas de Littlewood-Richardson de forma (A, p), tipo v € igual con-
tenido, pero como se menciond al inicio de la prueba, si S = (S54,... ,S,)
yT=(T,...,T.), entonces S, y T} tienen forma A N g, por lo cual
Ir(A, p;y) es igual al niimero de parejas de multitablas de Littlewood-
Richardson de forma (A/A N g, u/A N @), tipo 7 e igual contenido, es
decir, Ir(A, p57) = Ir{A/A0 g, /A0 5 7).

O

Mencionaremos a continuacién una versién del teorema anterior
que involucra a las particiones conjugadas que presenta también Dvir
en [YD93, p.134}:

Teorema 4.22. Sean A\, p, pbm+ 1, conh(p)=[ANy|=my
sea £ -1 tal que &' = p/. Entonces’:

e(Mmp) = (x> ®x* x°) = (x” A gy x‘) -

5La particién £ se obtiene de p eliminando la primera columna del diagrama
asociado a p.
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DEMOSTRACION:
La prueba se sigue del Teorema 4.21, y la aplicacién del Teorema
2.3 y el Corolario 2.32:

et p) = e\, ) = (3P @ x5

’ * ’ 4 =5\ ’ * ’ !
= <(x»\/mu & x* /r\ﬂ#) , (x"') > = <x4\/w & (x“ /mn) :XE>
= <XA/mp' ® x““"”*")',x‘> - <X’\/Aﬂ#’ ® x“/*'”“;x‘f> _
0

En la seccién anterior, con el Teorema 4.14 se probé que cada com-
ponente irreducible x* del producto x* ® x* satisface las desigualdades
ld{A) — d(i)] < d(v) < d(X) + d(g). A continuacién analizaremos
qué ocurre cuando se da la igualdad d(v) = d()\) + d(p); en este caso
(A, ¢, v) queda descrito como un coeficiente de Littlewood-Richardson
que involucra a las particiones que se obtienen de A, g y v al quitarles
el primer renglén. El teorema que presentamos a continuacién est4
contenido en el artfculo [YD93, p.136).

Teorema 4.23. Sean A, p y v b n tales que d(v) = d(\) + d{p).
Entonces:

(A p,v) = &5,
DEMOSTRACION:
Caso 1.- gy = [ANy.
Por e] Teorema 4.21 sabemos que
e(h 1) = (XA/Anu ® Xu/)\nu, Xﬁ) _ (24)

Asimismo por el Lema 4.17, incisos 2 (b) y (c) tenemos que

ANy = (min{A, vi});5, = (1, Mg, A, ).
De aquf que A/ANv = (A —11) y ANv = X, por lo que

viIANv=05/A0v =/

Entonces, al usar el Teorema 2.3 y la Regla de thtlewood-RJchardson
la ecuacién (24) se convierte en:

e(A, g, v) = (x"‘“““®x"’”,x> < "’*,x'> Sz

Caso 2.- gy # ANy
Del Lema 4.18 podemos concluir que c¢(A, ¢, ) =0 y del Lema 4.17
inciso 2 (c) A € 7, por lo cual cX; es también igual a cero.
0
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El siguiente resultado aparece en el artfculo [YD93, p.132] y se
usar4 para dar nuevas pruebas de algunos resultados de Remmel.

Proposicién 4.24. Seanm <n, A, pFn, § F n — m. Entonces:
L<&£gwﬂﬂf®vﬂmwxx$= > ehpy),
veY (9,m)

2. <Resg§;)'n_m) (x*®x"), x'™ x x") = E (X'\/ *®x**x%),

atm

donde Y (8, m) = {p+ n|p/8 es una tira horizontal}.

DEMOSTRACION:
1. Por linealidad se tiene que

Sin m
(Res§{n) o my O ® %) x™ x X')

= <Resg((;),n—m) (Z (A p, V)XV) :X(m) X X0>

vn
= ZC(A: ,U.,V) (Resggzg,n—m) (XV) 1X(m) X X0> >
vin
(25)

sabemos por el Lema 2.27 que Reso™ (") = Z g (x* x XP).

(m,n—m)
abm

Bra—m
Como B = {x® x x?|la t- m,f + n — m} es el conjunto completo de
caracteres irreducibles de S(m,n — m) por el Teorema 2.7, entonces

S el ,2) (ResSi oy (0¢) X 3 X7) = D olh i, v)elmye (26)
vin wn

Y e # 0 siempre y cuando »/8 pueda ser llenado con m unos de modo
que se obtenga una tabla de Littlewood-Richardson, lo cual ocurre sélo
cuando v/@ es una tira horizontal. Por ello, de las ecuaciones (25) y
{26) se concluye que

(Resg ey O @ X)X XX ) = D elhmv).

veY(f,m}

2. Por propiedades de la restriccion se tiene que
S(n m
(Resgin) oy (P @) X™ x')

= (Resg® () ®Resgim ("), x™ x x*
( ) (m, )
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pero por Lema 2.27 y la Regla de Littlewood-Richardson 2.22 se deduce
que '

= Y da(x*x¥) ZX x{ 3 céﬂxﬁ)=zxa><x,\/a.

mc_x:.r_nm atm
Andlogamente
s
Ressgz)n m) “) = ZX" X XP/N
mkm
por lo cual
5(n) S(n}) ¢
(Rﬁss(:u.n—m) ( ) ® ReSgin nmy (X"}, X1™ x X >

f

<(Z X x x""") ® (Z X" X x"/") ,x™ x x")
abm mm
= <(x“ x x”") ® (x" x x“/”) x0T x x")-

o, thm

Finalmente, por los Teoremas 2.3, 1.37 y 1.36 sabemos que

3 (e ey rr) x )

a,xt-m

=3 {x*ex) (x*e X)X x’)
a.nrFm

_ z (xo: ® X:r, X(m)) <XA/Q @xp/ﬂ',xﬂ> = Z <XA/0 ® Xy/n’ XG) .
a,T-m alm

A partir de este desarrollo llegamos al resultado.

Al igualar los incisos 1 y 2 y usar la Definicién 2.11 tenemos:

Corolario 4.25. Seanm <n, A\, utn, §+ n—m. Entonces:

Z /\#, Z Z uaar 079)

veY (8,m) atmorbn-m

donde Y (8, m) = {p+ n|p/8 es una tira horizontal}.



CAP{TULO 5
Escuadras y escuadras dobles

- En este capitulo se describe a los niimeros c¢(, i, ) cuando las parti-
ciones involucradas son escuadras. )

Para comenzar utilicemos el Corolario 4.25 para obtener un sistema
de ecuaciones que nos permita describir a los niimeros c(A, i, ) en el
caso particular en que v es una escuadra. Recordemos que el corolario
nos indica que sim < n, A\, p - ny 8 - n — m entonces:

Yo ) =) Y uchclo,0)

veY(8,m) ot-ma,rFn-m

con Y(6,m) = {p  n|p/8 es una tira horizontal}. Analicemos qué
ocurre al tomar 8 = (1"™™):
Sea 8 = (1"™™) con m # 0, n; en este caso

Y(6,m) = {(m +1,1""™"), (m, ")}

Ademsds, si 0,7 F n — m son tales que c{o,7,6) # 0, sabemos por
la observacién 3.4 que ¢ = 7/, en cuyo caso ¢(s,0’,{1"™™)) = 1. En
consecuencia:

et (M, ™) + ¢, (m+ 1,171 = 3050 Qe

aFmekn-m

= E Z ct);a C‘:_:a,; .

atm otn—m
aCANg

Para abreviar esta férmula denotaremos por D(A, g, m) a esta ltima
suma de manera que

(A (M, 1) + e,y (m + 1,177™71)) = D(A, p,m). (27)

63
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Al definir D(A, 1, n) = e(A, p, (n)) = 6x, y hacer variar m podemos
plantear el siguiente sistema de ecuaciones:
e(dm (M) + (A, (2,172) = D(A,p,1)
s (2177%) +e(h 1, (3,179)) = D(A,p,2)

A (n=2,1%)) + ¢\ p,(n~1,1)) = D\ pun— 2)
A pn—1L1)) +e(Ap(n)) = DO pn—1)
¢(Am(n)) = D(Apun). (28)

La matriz aumentada asociads al sistemna de ecuaciones anterior es

1100 - 00 DAgl)
0110 - 00 D(\p?2)

0000 .- 11 DApn-1)
0000 - 01 D un)

A través de la resolucién de este sistema obtenermnos que
(b (8,177)) = Y (1) D(A, p, ) (29)
=t
paratoda 0 <t < n.
Simplifiquemos esta férmula con ayuda del Teorema 4.4.
Si [ANpu] <t < n el teorema nos indica que c(A, g, (t,1774)) = 0
por lo cual

O=cAmm)=chpp,(n-1,1)=...= e(A,p (JAN g +1, 1*-Anul-tyy,
por el sistema (28) esto implica que
0=D(pny=DXpn-1)=...= DA, g, AN ] + 1),

y también que c(A, i, (|A N g, 1" P%l)) < D(A, 1, |A 0 ).

Por el mismo teorema sabemos que si ANy <n-t+1, o equi-
valentemente si t < n — |A N #'|, entonces e(, u, (¢, 1I"%)} = 0, de
donde

0= c{h 1, (1)) = ¢\, 1, (2,177%)) = - = ofA, p, (m — A 1 ], 1MW)
gracias entonces al sistema (28) sabemos que
0=DA\um,1)=DM\p,2)=---= DA pn—Any-1).

y que c(A, p, (n = AN ]+ LMW1y = DX, wn ~ 20 ).
Al usar lo anterior y la férmula (29) obtenemos lo siguiente:
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Proposicién 5.1. Sean A, ptny0<t<n
0 sit<n—|ANg,
1Ay .
e (177 = § S (17D i) sin— |Anp| <t < ANy,

i=t

0 sit> ANyl

Observacién 5.2. ¢(A, g, (¢,1™7%) = DA ,u,n— ANy sit =
n— AN+ 1y c(Ap, (t1%7) = DA g, A0 pl) sit = [ANyl|

Observacién 5.3. Sean A, pF n. Sin—|ANgy'| > |[ANpg| entonces
c(Mp, (t,177%)) =0 paratoda 0 < t < n.

Al estudiar el comportamiento de los D(, i, %) conn—|ANy'| < i <
|AM g}, podemos sacar conclusiones sobre los mimeros ¢(), g, (£, 177%)).

Estamos ahora en condiciones de dar otra prueba de algunos resultados
presentes en [JR89, p.108}:

Teorema 5.4. Sean A, pFn, 0 <ic,e<n

1. Sic(Mu,(£,177Y) # 0 y A es una escuadra , entonces u es una
escuadra o una escuadra doble.
2. Sean A = (c,1"7°), p = (e, 1""°), entonces

1 sin—|ANg|<t< ANy,
0 en caso contrario.

C(Anu': (tv lﬂ_t)) = {

DEMOSTRACION:

1.

Si (A, u, (£,1"%)) # 0, en donde A es una escuadra, tenemos por
la ecuacién (27) que D(A,p,t) # 0 y por la definicién de D(), u,t)
deben existir o, una particién de t contenida en A Ny, y o, particién
de n —t, tales que ¢},ch, # 0. Por la interpretacién con tablas de
los coeficientes de Littlewood-Richardson se tiene que o y o deben
estar contenidas en la escuadra A, asf que también deben ser escuadras.
Como ¢, # 0 entonces el diagrama sesgado que se obtiene al remover
la escuadra o del diagrama i debe poder llenarse con un contenido o'
(que es a su vez una escuadra) de modo que se obtenga una tabla de
Littlewood-Richardson. Entonces necesariamente 1 es una escuadra o
una escuadra doble.

2.

Caso )

Si ¢ = n sabemos por la observacién 3.3 que c(A, g, {t,1"7)) = 1 si
= (t,1™*) y cero en caso contrario. Pero esta condicién se da si y
sélosi e — 1 < t < e, 0 de modo equivalente si y slosin — [AN /| <



66 5. ESCUADRAS Y ESCUADRAS DOBLES

t<|Anul,puess Anu|=ey|[Any|=n—e+1. Elcasoe=nse
trabaja de modo andlogo.

Caso i)

Supongamos que 0 < ¢,e < n. Analicernos c6mo son los nimeros
D(A, p,ym) con n—|ANgy'| < m < |ANy| (fuera de este rango hemos visto
que estos mimeros son cero) para saber qué ocurre con ¢{A, g, (¢, 1"~%)).

Como A y u juegan papeles simétricos podemos suponer que ¢ < e.
Observamos que 2(n+ 1) = (c+e)+ (n—c+1+n-e+ 1), asl que
w{A)+w(p) =c+e 2 n+lobienw(XN)+w(y') =n—c+l+n—e+1>
n + 1. Ademds, c(A, u,(£,"7t)) = (N, ¢/, (t,"7)), por lo cual no se
pierde generalidad al suponer que ¢+ e > n + 1. Bajo estas hip6tesis
ANp=(c,1")y ANy =(n—-e+1,1").

Si D(A, p,m) # 0, por la definicién de estos mimeros tenemos que
deben existir «, una particnén de m contenida en A N u y o, particién
den-—m, tales que c2,c, # 0. Entonces a debe estar contenida en
A, que es una escuadra y por tanto es de la forma (k, 1™*).

Cuando m = |A N g, la vnica posibilidad es que @ = ANu =
{¢,1"7®), por lo cual la tnica opcién para ¢ es (1°7°) y entonces se
tiene que D(A, p,m) = 1.

Sim = |ANu|— 1 ocurre que a = (¢, 1""*"!), marcada de manera
sombreada en la siguiente figura!:

1~

por lo cual necesariamente ¢ = (1"™™) y ¢’ = (n — m), o bien, a =
(c=1,17"¢),

I

en cuyo caso requerimos que ¢ = (1"™)} y ¢’ = (n — m). Tenemos
entonces dos posibilidades para «, cada una con una sola opcxén para
o y en ambos casos se tiene que c;‘,,c‘;o, =1, asf que D{), p,m) =2,

1¥n los siguientes diagramas, el punto representa un solo un cuadro.
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Sim =n —|AN |, es decir, si n—m = [ANy'f, observemos que al
usar el Teorema 2.32 se tiene que

DA pm)= 3 Y Gudia= D, D Gathar  (30)

oFn—-m oFm oFn-m obm
aCinu aC A

asf que ¢ sélo puede tomar el valorde ANy = (n—e+1,1""%) y c el
de (c — (n — e+ 1)), por lo cual D(A, pu,m) = 1.

Cuandom =n — AN Y| +1, estoes, cuandon—m = ANy -1
usamos nuevamente la ecuacién (30) para describir a D(X, 4, m). En
este caso sucede que ¢ = (n — ¢,1"°), marcada de modo sombreado

en la figura,

entonces a = (m) y ¢/ = (1™), o bien, o =(n—e-+1 ,15=e-1),

y necesariamente o = (m) y o’ = (1™). Tenemos entonces dos posibles
valores de ¢, cada uno con una tnica opcién pa.ra a y en ambos ocurre
que ¢} ¢* . = 1. En consecuencia D(}, gz, m) =
Estudiemos ahora qué ocurre si n — |A N | + l<m<|ANnp]-1.

Como se mencioné antes si D(A p,m) # 0, deben existir a - m y
o F n—m tales que ¢},c”,, # 0 con o de la forma (k,1™~*). Existe
entonces una pareja de multitablas de Littlewood-Richardson de forma
(X, ) con contenido (a,0) y (@,0’), respectivamente. Visualicemos
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este hecho con el siguiente diagrama:

donde la zona sombreada corresponde a la particién . Hay en conse-

cuencia dos opciones:
a) 0 = (c — k, 17m-lc=k)),

Esto implica que ¢/ = (n — m — {¢ — k) + 1,17%"1); mediante la
observacién de la figura anterior, necesariamente

e=k+n-m-(c—-k)+1 o e=k+n~-m-(c—-k),

o de modo equivalente
k=%(e+m—n+c—l) 0 k=%(e+m—n+c).
b) o = (c—k+ 1,17 m (k-1

Lo cual implica que o' = {n ~ m — (¢ — k), 1°7%). Observando de
nuevo la figura anterior, necesariamente

e=k+n—-m—(c—k) o e=k+n-m—-(c-k)-1,

o de modo equivalente
k=—;—(e+m—n+c) ) k=%(e+m—n+c+1).

Por todo ello si e + m — n + ¢ es par, la dnica & que contribuye
a la suma que define a D(A, ¢, m) es {(k,1™*) con k = (e +m —
n + ¢), siendo dos los posibles valores para o, (¢ — k,1""™-{%}) y
(c — k + 1,1m~m~(=B)-1) Para cualquiera de ellos ¢ ch,, = 1. Asf
DA, p,m) < 2.

Si e4-m—n+-c es impar, hay dos posibles valores para a = (k, 1™7*),
aquéllos tales que k = 3(e+m-—n+c—-1)yk=1{e+m—n+c+1).
Cuando k = 3{e+m —n + ¢ — 1), la tinica o tal que ¢3,¢h, # 0 es
(c—k,1%~™=(=R)) v ademds c),ch,, = I; cuando k = 1(e+m—n+c+1)
la tnica o tal que c3,ch, # 0 es (¢ — k + 1,17~ {=8-1) 'y también
¢l ch . = 1. Se tiene nuevamente que D{A, p, m) < 2.

Para probar que D(A, u,m) > 2 es necesario verificar que la con-
struccién anterior es factible para lo cual basta observar que 0 <
E<cyquel £ m—k < n - e condiciones que se cumplen ya
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quen-—-|Ang|+1 <m< AN g — 1 o de modo equivalente

c—(n—e)<m<c+n—e—1, comose verd a continuacién:
i) 0 < k. ' |
Como n+ 1 < c+ ey 0 < mentonces

n+l<ct+e4+m es decir,
0<e—n+c-1+m

lo cual indica que 0 < k para k = (e+m—n+c—1), k = j{e+m—n+c)
obien k=i(e+m-n+c+1). '
i k<ec
Sabemos que
m<c+n—e—1 entonces
m+e—n+l<c lo cual implica que
e+m—-n+c+1l<2c

Con ello tenemos que k < c para k = j(e+m—n+c—1), k =
le+m—n+c)obienk=ge+m—-n+c+1)
i) 0 < m— k.
Por hipétesis

c—nte<m asf,

e+m—n+c<2m por locual
et+m—n+c+1<2m,

Por este desarrollo 0 < m —k para k = J(e+m—n+c—1), &k =
le+m-n+c)obienk=3{e+tm—n+c+1)
wym—k<n-—e.
Tenemos que

m<c+n—e—1 i.e.,
m—2n+2<c—nte—-1 en consecuencia,
2m-nt+e)<e+m-—-n+c—1

Esto implica que m — n + e < k, o de modo equivalente que m — k<
n—e parak=4e+m-n+c—1), k= i(e+m—n+c)o bien
k=ie+m—n+c+1).
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En resumen:
2 sin—[Ang|<m<|Any,
D,pm)=q1 sim=n-|ANgjom=|ANy|,
0 en caso contrario.
Asf:
Sin—|Any| <t <|AnNy| la Proposicién 5.1 nos indica que
1A

(A p, (,177)) = Z(—l)i"D()\,#,i)

y por lo observado acerca de los mimeros D(A,u,m) se tiene que
e(A, p, (t,1*7)) es una suma del tipo

2-24..42-1 0 2-2+---—2+1

(la primera expresién con un mimero impar de doses y la segunda con
un mimero par) y el total es uno, si ¢t = |AN y|, (A, g, (t,1%7Y) =
D(A, p, [Anpl) = 1 por 1a Proposicién 5.1 y las observaciones anteriores,
y finalmente si ¢t <n~ ANy obien ANy <t, c(hp (5174 =0
por la Proposicién 5.1.
Esto concluye la prueba.
d



CAPITULO 6
Férmulas

En este capitulo se establecerdn férmulas para calcular explicitamente
los mimeros e(A, u,v) en el casoenque A = p y d(v) < 4 con A una par-
ticién arbitraria de n. Ocuparemos para ello la Definicién 3.7 que nos
permitird dar dichas férmulas en términos del mimero de maneras en
que podemos quitarle a D* una unién disjunta de diagramas y obtener
un diagrama de Young,.

Los resultados presentados a continuacién son consecuencia de la
definicién de los mimeros Ir(A, g;v) 3.10 y de la definicioén de los coe-
ficientes de Littlewood-Richardson 1.5.

Proposicién 6.1. Dada ) una particion de n se tiene que:
i) r(AN(m) =1,
i) Ir(\Xxn-1,1) =n(\o),
i) (AN (n—2,2) —n (\@)+n(A8)+2("0),
w) Ir(\A{(n—2,1%)) =n{\o)+n(}B)+4(*%7),
v) Ir(AMA(n—-3,3)  =n(Aa)+n(AE)+nAP)+n(Ad)
+2[n (o) = 1] [n (A m) +n (A,B)] + 6(*3P),
vi) (A x(m—3,21) =nAmm)+nE)+2m AP +n(AE)]
| +5[n (A,0) - 1] [r (\,m) +n (A,8)] +18("G7),
vit) (A5 n-3,1%3)) =n(Aam+n(AH)+4n(AFP)+n()AH))

+9[n(Ae) — 1 [n (A m) +n(A8)] +36("0D),

7i
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viit) Ir(A, A (n—4,4)) =n (/\‘E) +n(ram)+r(AEC)+n(rH)
+n(MFP)+n(raB) +2[n(A@)+n(AdP)}+n(AE)
+2(n(A0) -G H) +n(Aa)]+3(n (A0 -1)n(},d)

+3(n(\a)—2)n(MP) + g (A @) (r (Aa@) — 1) +7(A8) (n(A8) - 1)]
2 n(ME) —n(Ad)] +7 [(" (;'“)) —(n{M\a) - 1)] n(Am) +n(78)]
+24("(;\"’)),

iz) Ir(A A (n = 4,3,1)) = n (A, oo) + n (AB) +5[ROAE) +n (P
+2n(A)+n( 0 8)+ ) +n(Aaf)] +n(A8)

+5(n(na) = ) [r(AE) +n(Ao)] + 11 (n(Ag) - )r(AB)

F11(n(Aa) — 2 n (AP} +4[n (Aa) (n(ho) - 1) +n(AB) (n{AE) - 1)]

+6[n(Aomn{rB)-—n(AdA)]+26 [(ﬂ (A’D)) —(n(Aa) — 1)] [n(A,m) +n(AR)]

+ 96(” (i'u)), 2

2) Ir(\ X (0~ 4,2%) =n (@) + 1 (A} + 7l L) +n (P}
+3n (B +n(Ad) +n(AF) +n(haB)] + 20 (AB)

+6(n(\a) - Dr(AB) +n (o) +16(n (Ao - Da(rd)

+16(n (o) =2)n(AP)+6[n(\ o) (n(Aao} - 1) +n(AB)(n(A8)-1)]

+10[n(A@mn(A8) - n(Ad) +38 [("(’\'“)) —(n{)\a) - 1)] (n (A o) +7n(28)]

2
+ 144(" (:'”)),
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i) Ir(A\ X (n - 4,2,1%)) = n (A,cxn) + 1 (A,E) F13[(E) +n(AdP)]
+5mAF)+n(0H)+n(AF )+ n(AaB)] +2n (AB)
+10(r (A0 - D (AB) +7(hoo)] +32(n (A0} — D)a(rd)
+32(n(A0) - 2)n(AF)+ 10[n (Ao (n (Ao ~ 1} +n(AB) (n(3,8) - 1)]

+18[n(Aa)n(X0)—n(A8)] +74 K" (;’U)) —(n{A0) - 1)] [n (X @) +n(AB)
+288("(2’°)),

i) Ir(\, Ay (n — 4,1%)) = n (A, azm) + 0 ("'E) +25[n(0d) +n(dP)
+9[n(AE)+n (A B+ (M) +n(Aa8)] +4n(AH)

+16(n{A0) — 1) [n(AB)+n{} o)) +64(n(\o) - 1)n(rd)

+64(n(Mo) = D (AP) +18[r (A o) (n(A @) — 1) +n(AB) (r(A,B) — 1)}

+36[n(Amn(AB) —n{Ad8)]+144 [(ﬂ (;’D)) - (n{Ao) — 1)] fn(Am) +n(X8)]

+ 576(" (:"”)).

Usando la proposicién anterior, el Teorema 3.14 y el Corolario 3.15
podemos calcular ahora los correspondientes nimeros c(A, A, v).

Teorema 6.2. Sea A particion de n. Entonces:
i) C(’\l A (n)) = h‘()‘v A (n)) =1,
i) e(MA(n—=11)=Ir(A A, (r-1,1)) = Ir(A, X (n)) =n (A0 -1,

i) (A (n=2,2)=Ir(A N (n-2,2)) - Ir(A A (n—-1,1))
= a(A@+n(A8)+n{\d)[n(do) -2,

w) c(MA{n-2, 13)) = tr (X, x5 (n)) = br(A A {n— 1, 1))
— (AN (n—2,2) + A A (n - 2,19) = [n(A,0) - 17,
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c (A A (n—3,3)) =Ir(X A (n—3,3)) — Ir(M A {n —4,4))

(Ao +n (M) +n(AP)+n(AdH)

[2n(Mo) =3[ [n(A @) + n{AB)] +n(Aa){n(Aa) — 1} [n{ra) — 3.

o
—

+ |

vi) c(MA(n=3,2,1)) =Ir(A X (n—-1,1)) = Ir(X X (n - 2,1%)
- Ir(AMA 0 =3,3) + (A, X (n-3,2,1))

= n(A\F)+n(Ag +Bn{Aod—4r(rm)+n()B)

+ 2n(Ag)[n(Ad) - 1fn(A o) -3]+n(i0),

vii) e (M A, (n—3,13)) = —Ir(A\, A (0)) + e (X, X (n— 1,1))

+ Ir(AMA (=22 =M A (=2, 1)) +Ir(A, A (n —3,3)
2Ar{A A  (n—3,2,1)) + Ir(A A (n — 3,1))

= a(Ag+n(Ad8)+ (M) - lj[r(Am)+n(r8)+1]

+ n(xdh(hg—1)n{Ag -7,

i) c(MA(n~-4,4))=ir(A A (n-4,4) - Ir(3, % (n—-3,3)
n(A,u:m)+n(A,E) +2n (AP +n (0 dP)

n(AF)+n(A )+ n(AFY+n(AaB) +n(AB)
(2n(Xa) =3} [n(AH) +n (A a)] + (3n(Mo) —6)n{AH)

GBr(ho) = T)n (AF) + g [n (hao) (n (Avh = 1) + 7 (A8) (r(A8) = 1)]

o (Am)n(A8)+ [7 (“ (;"“)) ~9(n{\o) — 1)] [n (A @) +n(26)]

+ 24("(2‘”)) —ﬁ(" (g"’)),

+ o+ 4

+
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e (A (n—4,3, 1)) =Ir(A X (n—=2,2)) = Ir(A A (n—-3,21)
Ir(x A (n—4,3,1)) - ir(Ax(n—4,4)
3n(@)+n\dP))

A+ n(A8)+n(AF )+ n(Aa8)

@Br(Ao0) -4 [r(AB) +n(Aan)

(8n(A\,0) = 14)n(A.d) + (8n (A,0) — 18) n{)F)

g[n(z\,m) (n(@) — 1) +n(AB) (n(A8) - 1]
4n(A,m)n(A8)

[19(" (;'“‘)) —24n (\o) + 25] [n (Am) +n(A8)]

() 5

¢ (M A (n—4,29)

—ir(0 A (R —2,2)) + Ir(A X (n = 2,13)) + (3 M (n — 3,3))
(A A (n=3,2,1)) = ir(A, X (n = 4,3,1)) +ir(X, X (n - 4,2%)
2l (A@) +n(0dP))

ALY+ +n(AF) +n(AaB) +n (X8}

(r(A0) —1)n {(*B)+n (A ao)]

(5n (A0) — 10)n (A dl) + (5n (A0) — 1) n (A,FP)

2[n(Am) (n (M o) —1)+n(AB) (n(AB) - 1)]
4n(\,m)n(A,8)

[12(" (;"')) —15(n(Ag) = 1)] [ () +7(A,8)]

| 48(“ (2,:!)) 3 lz(n(;.n)) +2(n(;,u)),
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zi) ¢ {AA (n—4,2,1%)

=lr(A A (n = L))+ ir(A A {n ~2,1%) + Ir(A A (n — 3,2, 1))
(0 A (n = 3,1%)) + Ir(0, A (n = 4.4)) — tr(X, X: (n — 4.3, 1))
Ir(A, X (n—4,2%) + Ir(A, A (n - 4,2,12)

(B + AN+ AP)+n(A B+ (AP ) +n(AB)
(n(Ag) —1)[n(AB)Y+n (A )] + (8n(Ao) — 1) n(A,8)

(8n(Ac) - 18)n (A@) + g (Ao (2 () - 1) + 7 (A8) (n (A8) - 1)]

4n{Aaon(AB)+ [17(“ (;\’D}) —2ln(A0) + 22] (r (@) +n{A.B)

+ 72(" (2":')) - 18("(’;"’)) +4(”(;'°)) ~n(Aa),

+ + 0

zit) c{A M (n—4,19) =ir(A A (n) —Ir(M A (n — 1,1)) — Ir(A, A (n — 2,2))
+ (A {(n—2,1%)) = Ir(M A (n = 3,3)) + 20r(A, A, (n — 3,2, 1))

(A (n = 3,1} = Ir(A, 4 (n — 4,4)) + 2Ir(A, A, (n — 4,3,1))

(A A (n—4,2%) = 3Ir(\ A, (n — 4,2, 13) + Ir(A A (n - 4,19)

n(AE)+n(AdP)+n(AB)}+ 3n ()0 —6)n(\dH)

(31 (00) = DA + 3 [ Ove) (3 () = 1)+ 1.(,8) (0 (A,B) — 1)

2n(Zmin(AB)+ [5("'(;"’)) —6(n(Aaq) ~ 1)] [n(A,m} +n{)8)]

+ 24("(2*‘)) - 6(“(;"”)) + 2(“ (;"“‘)) —n(\o+1.

Observacién 6.3. La complejidad de las férmulas anteriores se
incrementa de manera notable a medida que la profundidad de v au-
menta.

En ir(A, A; (n — b, b)) aparecen siempre los sumandos n(), D?) con
coeficiente uno, para toda p - b. En consecuencia todos ellos aparecen
en c(A, A, (n — b,b)). Se sabe que el mimero de particiones de b, i.e.
|P(8)], crece exponencialmente en funcién de b (ver {FH91, pp.44-45}),

+ o+

+
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por lo cual, si A es tal que para toda p particién de b, n(A, D?) > 0,
Ir(\, A, (n — b,b)) > |P(b)| creciendo asi de modo considerable.

Comentario 6.4. En los trabajos de Zisser [IZ92, pp.361-363] y
de Vallejo [EV97, pp.12-17] aparecen los célculos anteriores delr(X, A v)
y c(M\ A, v) para d(v) < 4. Saxl presenta en [JS87, pp.214-215] cotas
inferiores para Ir(A, \; (n—4,4)) y ¢(\, A, (n—4, 4)) sin dar una férmmla
exacta para los mismos.
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1., 26
Cc(T™), 23
D(A, u,m), 63
D* 3
K,8
K-8
Kyfpun T
KV, 8
R(T*), 23
R(S(n)), 24
Rj.y;, 29
S(=), 10
Si-1.5, 28
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UeV,15

R

Y (8, m), 62
X, 2

x, 12
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x*, 23

xu ® xv, 16
Xu X xv, 17
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M1

AMp, 4
A>p, 2
Akbn, 1l
Anp, 1

Al p, 2
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(P, ¥}, 14
C[G}, 12
BCA2

@7, 26
ocl,9

we&, 25
o(A, p,v), 37

A
Clp(1),0(2), 0l T

COﬂjS(n)(ﬂ')- 9
d(}), 2
e(T*), 23
fa\/p, 49
h{E), 5

h(A), 2

h{£), 25

Ir(A/a, /B v), 45

mj(‘WSr), 6
n(A, D), 41
sgn(T), 5
sgn(c), 9
u®v, 16
w(T), 6
w(A), 2

w(£), 26
P(n), 2
Ind$(Vv), 18
Indg’(XV). 18
Res% (W), 18
Resf; (xw), 18
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Algebra de grupo, 12
altura

de un cardcter, 25, 50

de una particidn, 2
ancho

de un caracter, 25, 50

de una particidn, 2
anillo de caracteres

de un grupo, 19

del] grupo simétrico, 24
aplicacidon R-balanceada, 15

caracter, 12

alternante, 24

altura de un, 25, 50

ancho de un, 25, 50

asociadoc a una forma sesgada, 26

asociado a una particion, 23

de la induccién de un mddulo, 18,
19

de la restriccién de un mdédulo, 18,
19

de permutaciones asociado a una
particién, 26

irreducible, 13

producto externo de caracteres, 25
propiedades del, 25

producto interno de caracteres, 14,
19

trivial, 24

virtual, 19

ciclos, 8

clase de conjugacién de una permutacion,

9
coeficientes de Littlewood-Richardson,
7
conjugada de una particién, 1, 4
conjunto completo de C{G}-médulos
irreducibles no isomorfos, 14
contencién de particiones, 2
contenido de una tabla, 5

diagrama de Young, 3
llenado canénico de un, 3
sesgado, 4

conexo, 9

Drir, 52, 59

Egecioglu, 8

escuadra, 2, 63
doble, 2, 63
sesgada, 5

especial, 5

forma ciclica de una permutacién, §
Frobenius
teorema de reciprocidad de, 20

grupo
algebra de, 12
ambivalente, 10
anillo de caracteres de un, 19
representacién por matrices de un,
10
simétrico, 8

induccién de un mddulo, 18
interseccién de particiones, 1

James, 56

Kerber, 56
Klemm, 33, 56
Kostka
matriz de, 8
nimeros de, 7
Kronecker
producto de, 16, 17

Littlewood-Richardson
coeficientes de, 7
multitabls de, 6

Littlewood-Richardson
regla de, 30, 31

médulos, 11
C|[G]-médulos, 12
C|G}-submédulo, 13
completamente reducibles, 13
conjunto completo de C[G]-médulos

irreducibles no isomorfos, 14

inducidos, 18
irreducibles o simples, 13
R-mdédulo derecho, 11
R-mé6dulo izquierdo, 11
restringidos, 18

Maschke
teorema de, 13

matriz de Kostka, 8
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multitabla de Littlewood-Richardson,
6

ntimeros de Kostka, 7

orden
de dominacién, 2
lexicogrifico, 2

palabra asociada a una tabla, 6
particion, 1
altura de una, 2
ancho de una, 2
caracter asociado a una, 23
cardcter de permutaciones asociado
a una, 26
conjugada, 1, 4
contencién de particiones, 2
interseccién de particiones, 1
peso de una, 1
profundidad de una, 2, 53, 55
permutacidn, 8
clase de conjugacién de una, 9
forma ciclica de una, &
signo de una, 9
permutacién de celosia, 6
peso de una particién, 1
proeducto
de Kronecker, 16
propiedades del, 17
externo de caracteres, 25
internc de caracteres, 14, 19
tensorial, 15
profundidad de una, 53, 55
profundidad de una particién, 2

R(G), 19
Regev, 52
regla
de Littlewood-Richardson, 30, 31
de Young, 26
del determinante, 27
Remmel, 8
representacion
irreducible, 13
por matrices de un grupo, 10
trivial, 14
restriccién de un médulo, 18

signo

de una permutacién, 9
de una tabla, 5
simetrizador de Young, 23
subgrupo de Young asociado a una
particién, 10

tabla, 3
contenido de una, 5
de escuadras sesgadas especiales, 5
estandar, 3
palabra asociada a una, &
semiestdndar, 3
sesgada semiestdndar, 4
signo de una, 5
teorema
de Maschke, 13
de reciprocidad de Frobenius, 20
tira horizontal, 5
transposicion, 9

Young
diagrama de, 3
regla de, 26
simetrizador de, 23
subgrupo de, 10



